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Resumen de la tesis que presenta Topacio Osuna Altamirano como requisito parcial para
la obtencién del grado de Doctor en Ciencias en Electronica y Telecomunicaciones con
orientacion en Instrumentacion y Control.

Analisis de ganancia £, para sistemas discontinuos afectados por perturbaciones
desacopladas

Resumen aprobado por:

Dr. Yury Orlov
Director de Tesis

En el presente trabajo de tesis se aborda el andlisis de ganancia £, para sistemas
discontinuos afectados por perturbaciones acopladas y desacopladas. Las condiciones
de suficiencia para que tales sistemas tengan una ganancia £, menor que cierto nivel
de atenuacién v > 0 se dan en términos de la solucidn de las desigualdades diferencia-
les parciales de Hamilton-Jacobi. Se debe destacar que estas desigualdades parciales se
reducen a una dimensién mas baja, de acuerdo a la técnica de Filippov, a lo largo del con-
junto de discontinuidad donde la dinamica de la planta conmuta. Con base en las condi-
ciones de suficiencia encontradas, los parametros de los controladores/observadores por
modos deslizantes de primer orden estandar se logran sintonizar no sélo para asegurar el
rechazo de perturbaciones acopladas de amplitud acotada sino también para atenuar las
perturbaciones no acopladas y no acotadas. Operando en conjunto, la sintonizacion de
los controladores por modos deslizantes de primer orden con los observadores se obtiene
un disefo unificado de modos deslizantes por retroalimentacion de salida con un nivel de
atenuacioén de perturbacion pre-especificado. Las cualidades del procedimiento de sinto-
nizacion del control por modos deslizantes por retroalimentacién de salida, se ilustraron
de forma experimental aplicado a un emulador del péndulo con rueda inercial.

Palabras Clave: Atenuacion de perturbaciones, analisis de la ganancia £,, modos
deslizantes, desigualdad de Hamilton—Jacobi, perturbaciones desacopladas.



Abstract of the thesis presented by Topacio Osuna Altamirano as a partial requirement to
obtain the Doctor of Sciences degree in Electronics and Telecommunications with orien-
tation in Instrumentation and Control.

L>-gain analysis of discontinuous systems affected by mismatched disturbances

Abstract approved by:

Dr. Yury Orlov
Thesis Director

L>-gain analysis is developed for discontinuous systems affected by both matched and
mismatched disturbances. Sufficient conditions of such a system to possess the £,-gain
less than a certain attenuation level v > 0 are given in terms of appropriate solutions of
Hamilton-Jacobi partial differential inequalities (PDEs). Remarkably, these PDEs are re-
duced according to the Fiippov’s technique to a lower dimension along the discontinuity
manifold where the plant dynamics are switched. Based on the sufficient conditions obtai-
ned, the parameters of the standard (first order) sliding mode (SM) controllers/observers
are tuned not only to reject matched disturbances of a bounded amplitude, but also to at-
tenuate unbounded, possibly, mismatched disturbances. Coupled together, tuning of first
order SM controllers and observers yields a unified output SM design with a pre-specified
disturbance attenuation level. Capabilities of the proposed tuning of SM output feedback
synthesis are illustrated in an experimental study made for the inertia wheel pendulum
emulator.

Keywords: Disturbances attenuation, £,-gain analysis, sliding modes, Hamilton—Jacobi
inequality, unmatched disturbances.
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Capitulo 1. Introduccion

Los algoritmos de control por modos deslizantes (MD) son reconocidos por su pro-
piedad de robustez en contra de perturbaciones acopladas con magnitudes conocidas a
priori. Su capacidad para atenuar perturbaciones desacopladas con limites desconocidos
en sus magnitudes ha sido desatendida en la literatura y constituye el tema principal de

esta investigacion.

1.1. Estado del arte

Los trabajos relacionados con control por modos deslizantes (Utkin (1992) y referen-
cias del mismo) suponen que sdlo las perturbaciones acopladas y acotadas afectan al
sistema. En los trabajos Benderradji et al. (2012); Estrada et al. (2011); Moreno y Oso-
rio (2012); Orlov (2005); Orlov et al. (2011); Polyakov y Poznyak (2012) y Santiesteban
et al. (2010), por nombrar algunos, el analisis de sistemas en lazo cerrado que presen-
tan MD se realiz6 mediante el uso de funciones de Lyapunov no suaves, para el caso
donde se presentan solamente perturbaciones acopladas. En estos trabajos se impusie-
ron condiciones en los parametros del controlador y el limite superior de la magnitud de
las perturbaciones acopladas, para garantizar la estabilidad en tiempo finito. Sin embar-
go, no se proporciond un analisis general con perturbaciones desacopladas con limites

desconocidos en sus magnitudes.

El analisis en la Estabilidad Entrada-Estado Integral (ilSS, por sus siglas en inglés) de
sistemas que presentan modos deslizantes (ver Bernuau et al. (2014) y sus referencias)
se ha basado en la propiedad de homogeneidad ponderada, limitandose asi a aplicacio-
nes con perturbaciones acopladas, dejando a los sistemas no homogéneos desatendidos.
Este concepto esta relacionado con el analisis de ganancia £, pero ha sido restringido
a sistemas suaves. Resulta entonces interesante extender el método de analisis de iISS
a sistemas dicontinuos, que todavia no son bien atendidos en la literatura. El trabajo de
Castanos y Fridman (2011) es el Unico en cual se demostr6 para sistemas lineales que
aplicando control por modos deslizantes el sistema en lazo cerrado presenta buen desem-
peno cuando aparecen perturbaciones no acopladas. Sin embargo, no se lleva a cabo un

analisis de ganancia £, en el caso de un sistema no lineal. Ademas, el controlador im-



plementado utilizé la derivada de las mediciones que proporcion6 una limitacion practica
de usar retroalimentacion no causal. El trabajo reciente de Aparicio et al. (2016) extendio
los resultados de Castanos y Fridman (2011) para sistemas no lineales sin embargo aun

sufre del uso de diferenciadores no causales del estado.

Un namero significativo de investigaciones cientificas ha demostrado interés en el
analisis de estabilidad y la sintesis del control en los sistemas conmutados sujetos a
restricciones de la entrada o el estado. La robustez de sistemas lineales conmutados
sujetos a limitaciones en el actuador ha sido estudiada en (X. Zhang et al. (2012)) en
términos de la ganancia L., usando el enfoque de optimizacion mediante desigualdades

lineales matriciales (LMI, por sus siglas en inglés).

A diferencia de los trabajos anteriores, J. Zhang et al. (2009) propone el enfoque de
ganancia L, para el analisis y sintesis de controladores realimentados de sistemas dis-
continuos con retardos de tiempo. Sin embargo, no realizd un analisis especifico de MD.
Ademas de este trabajo, en Zhao y Wang (2013) se consideraron problemas de estabi-
lidad en tiempo finito y acotamiento en tiempo finito para sistemas lineales conmutados
sujetos a perturbaciones de clase £,. Sin embargo, en este trabajo los modos deslizantes
fueron descartados. Los trabajos de Ponce et al. (2013a) y Ponce et al. (2013b) tampoco

contaron con el andlisis incluyendo MD.

Dado que los sistemas dinamicos que presentan MD poseen soluciones no suaves,
un problema desafiante es extender las técnicas de control robusto como en el enfoque
de control H., (Basar y Bernhard, 1995; Isidori y Astolfi, 1992; Orlov y Aguilar, 2014;
Van der Shaft, 1992) para esta clase de sistemas no lineales. En la presente investiga-
cion, el andlisis de ganancia £, se extiende hacia sistemas dinamicos que presentan MD.
Es asi que se demuestra que un controlador por MD es capaz no sélo de rechazar per-
turbaciones acotadas y acopladas, sino tambien de atenuar las desacopladas de clase
Lo.

1.2. Planteamiento del problema

La caracteristica mas atractiva de los controladores por modos deslizantes es su ro-

bustez ante perturbaciones acopladas, por lo tanto, para comprobar si son capaces de



atenuar el efecto de las perturbaciones desacopladas y errores de medicion, es necesa-
rio desarrollar una metodologia para analizar la ganancia £, de sistemas discontinuos.
Con esta motivacion, el principal objetivo del trabajo es extender el analisis de ganancia

L hacia sistemas dinamicos que presentan modos deslizantes.

Las condiciones suficientes para que un sistema de estructura variable (VSS, por sus
siglas en inglés) sea asintoticamente estable internamente y posea ganancia £, menor
gue un nivel de atenuacion de una perturbacion a priori dada, se derivan en términos de
las desigualdades diferenciales parciales (PDEs, por sus siglas en inglés) de Hamilton-
Jacobi, propiamente especificadas fuera y a lo largo de la superficie de conmutacion.
Estas condiciones pueden ser vistas como una alternativa de aquellas propuestas en el

diseno de alta ganancia mediante control H, singular de Astolfi (1997).

En la base de las condiciones obtenidas, las reglas contructivas de sintonizacion de los
llamados controladores de modos deslizantes de primer orden se deducen, para un VSS
linealizable por retroalimentacién de estado de orden de grado relativo n, representado
en la forma candnica en el sentido de Byrnes y Isidori (1991). Sintonizados con estas
reglas, los controladores por MD se demuestran que son capaces de no solo el rechazar
perturbaciones acopladas y acotadas, sino también de atenuar las perturbaciones de

clase Ly, incluyendo las desacopladas.

La contribucién del presente trabajo a la literatura existente es la siguiente. Primero,
el analisis de ganancia £, no lineal se amplia a los sistemas dinamicos discontinuos
por modos deslizantes. Este analisis es aplicado constructivamente para sintonizar un
VSS de grado relativo n, manipulado por un controlador por modos deslizantes de primer
orden y afectado por perturbaciones desacopladas, para lograr un nivel de atenuacion de
pertubacion deseado en el sistema de lazo cerrado. La efectividad y robustez en contra
de perturbaciones externas desacopladas de la sintonizancidén propuesta son verificadas
numéricamente utilizando un emulador de un modelo de un péndulo con rueda inercial,

manipulado por un controlador por MD.



1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Desarrollar el analisis de ganancia £, para sistemas discontinuos.

1.3.2. Objetivos especificos

OE.1 Sintonizacion de los paramatros del controlador por modos deslizantes para siste-
mas no lineales en su forma candnica con el objetivo de obtener el nivel deseado

de atenuacion de perturbaciones.

OE.1.1 Para el caso de diseno del controlador por modos deslizantes del primer orden

por retroalimentacion del estado para tener la ganancia £, deseada.

OE.1.2 Para el caso del diseno del observador por modos deslizantes del primer orden

por retroalimentacion de la salida para tener la ganancia £, deseada.

OE.1.3 Para el caso de diseno del controlador por modos deslizantes del primer orden

por retroalimentacion de la salida para tener la ganancia £, deseada.

OE.2 Verificacion de la metodologia propuesta a través de su aplicacion e implementa-

cidén en un emulador de sistemas mecanicos.

1.4. Organizacion del trabajo

En el primer Capitulo se muestran los objetivos y planteamiento del problema, mien-
tras que en el Capitulo 2 la metodologia implementada y los preliminares tedricos nece-
sarios para el desarollo de la investigacion. En el Capitulo 3 se obtienen los parametros
necesarios para sintonizacion de un controlador y un observador de segundo orden por
modos deslizantes, mediante retroalimentacion de estado y de salida respectivamente.
Continuando asi con el Capitulo 4 el cual es una extension del material previo, donde
ahora se aborda un sistema discontinuo de orden n. Adicionalmente en el Capitulo 5 se
aborda un sistema discontinuo de orden n en su forma candnica se realiza la sintoniza-

cién de los parametros para un sistema no lineal controlado por modos deslizantes. En



el Capitulo 6 donde se muestran algunos experimentos realizados en un emulador y con
lo cual se verifica la teoria. Por ultimo en el Capitulo 7 se detallan las conclusiones y

aportaciones obtenidas durante la investigacion.



Capitulo 2. Metodologia

En este capitulo se desarrolla la metodologia del analisis de ganancia £, de sistemas
discontinuos perturbados con modos deslizantes. Se presentan conceptos bien conocidos
de sistemas discontinuos y los elementos basicos del analisis de ganancia £, estandar

para después demostrar el resultado central, el Teorema [2.1]

2.1. Analisis de ganancia L, de sistemas discontinuos

El analisis de ganancia L, presentado aqui, se basa en el enfoque de teoria de juegos
de Basar y Bernhard (1995) y extiende los resultados de Isidori y Astolfi (1992); Orlov y
Aguilar (2014) y Van der Shaft (1992) donde sus investigaciones fueron restringidas a

sistemas autébnomos continuos a tramos.

2.1.1. Suposiciones basicas y definiciones

A lo largo de este trabajo de investigacion, operamos con funciones absolutamente
continuas y continuas en el sentido de Lipschitz las cuales se definen de la siguiente

manera clasica:

Definicion 2.1 (Funcidn absolutamente continua) Una funcion ¢ diferenciable para ca-
si todos los valores t, se dice que es una funcion absolutamente continua, si y solo si se

representa en la siguiente forma.

t
(1) = (0) + /0 Hr)dr. (1)

Definicion 2.2 (Funcion Lipschitz) Se dice que una funcion f(x) es localmente Lipschitz
para cada punto x € R" si existe una bola B(x) de radio ¢ > 0 dentro de la cual se cumpla

la siguiente desigualdad
If(y) = @)l < Llly —z|| vV y,zeB(x;e) (2)

con una constante L(x) que puede depender de x.
Ademds la funcion f(x) es globalmente Lipschitz si la desigualdad (2) cumple con una

constante L absoluta que no depende de x.



En general, la notacion utilizada a lo largo del trabajo es estandar, una funcion continua
escalar v(x) es definida positiva, i.e., v(x) > 0 siy s6lo si v(0) = 0y v(x) > 0 para
toda x # 0. Es radialmente desacotada si y s6lo si limv(x) = co como ||x|| — oo. Una
funcion escalar continua no autonoma V/(x, t) es definida positiva, i.e., V(x,t) > 0 siy
sblo si V(x,t) > v(x) para toda (x, t) € R™' y algunas funciones definidas positivas v(x),
radiamente desacotada si y solo si v(x) lo es, y decresciente si y solo si V(x,t) < v4(x)
para toda (x,t) € R™' y algunas funciones definidas positivas v;(x). Es semidefinida
positiva siy sélo si V(x,t) > 0 para toda (x, t) € R™' y se dice que es definida negativa

(semidefinida) si y sélo si —V/(x, t) es definida positiva (semidefinida).

Definicion 2.3 (Derivada de Dini) Se utiliza para una derivada de Dini (si existiese)

DV (1) — lim VX HT) = V()

7—0 T

de una funcion escalar V(x), calculada en la direccion de v € R" en x € R".
La siguiente nocion es por Clarke (1983).

Definicion 2.4 (Supergradiente, Clarke (1983)) Un vector n(X,1) = [C(X,1),£(%, D] €
R™' es un supergradiente de una funcién escalar V(x,t) en (X,1) € R™" si existe una

Vi, ) < VD + T Dx = %)+ &, Dt =D+ ok, D ||| x — X||2 + |t — i‘|2] (4)
para toda x, t en alguna vecindad U(X, ) de (X, 1).

Definicion 2.5 (Superdiferencial, Clarke (1983)) E/ conjunto de supergradiente en x se

denota como 0V(x, t), y se le conoce como el superdiferencial.

El andlisis de ganancia L, finita se desarrolla para el sistema de estructura variable
dado en la forma:
X = f(x, 1) + g(x, )w(l) (5)

con salida



En lo sucesivo, x(t) € R" es el vector de estados, t € R es la variable del tiempo, w(t) €
R" es el vector de perturbaciones desconocidas, z(f) € RP el desempeno de la salida,
h(x,t) : R” x R — RP es un vector de funcién, y g(x, t) : R” x R — R™" es una funcién

matricial, la funcién no lineal f(x, t) : R” x R — R".

La funcidn f(x, t) es sometida a discontinuidades en la superficie variante en tiempo
S={xeR":s(x,t) =0}, (7)
determinada mediante la funcion s(x, f) : R” x R — R, y la cual conmuta de acuerdo a

1) = ff(x,t) sis(x,t)>0 @)

f~(x,t) sis(x,t)<0.

Se supone que las funciones w(t), f*(x, t), f~(x, t), g(x, ), s(x, t), y h(x, t) son continuas
a tramos en t y localmente continuas en x en sus dominios en el sentido de Lipschitz. El
significado preciso de la ecuacion diferencial (5) con lado derecho continuo a tramos es
definido en el sentido de Filippov (1988) asi como la inclusion diferencial correspondiente,
la cual es obtenida de el lado derecho de (5) mediante el paso de la envolvente convexa

minima, abarcado por los vectores f+(x,t) y f~(x, t).

Definicion 2.6 (Filippov (1988)) Dada la ecuacion diferencial
X = f(x, ), (9)

vamos a introducir para cada punto x(t) € R" el conjunto cerrado convexo mas pequeno
F(x,t) el cual contiene todos los puntos limites de f(x*,t) conforme x* — x, y x* €
R™\ (Uj’\=’ 10G)) y t es una constante. Una funcion absolutamente continua x(-) se dice que

es solucion de (9) si esto satisface la inclusion diferencial

x € F(x, t). (10)



Es bien conocido desde el método de control equivalente de Utkin (1992) que una
solucion en el sentido de Filippov (1988) que se desliza en una superficie de conmutacion
(7), si existe, se rige por

x =1x, 1) + g°(x, Hhw (11)

donde
fO(x, 1) + °(x, hw = p(x, OFF (x, 1) + [1 — pu(x, O] (x, 1) + g(x, t)w, (12)

_grad”s(x, O[f(x, ) + g(x, t)w]

X0 = TS ) — P © 01 (13)
se encuentra de la condicion
grad’ s(x, t) - [u(x, Hft(x,t) + (1 — u(x, t))f‘(x, H+g(x,iw| =0 (14)

de que el vector velocidad esta en el plano T, tangencial a S. En resumen, las

siguientes relaciones:

o0 1) = Tgrade(x, 1) (x, t) o
grad’ s(x, H[f—(x,t) — f+(x, 1)]

T +
B ( Tgrad s()_(, Hft(x,t) >f(x, 0 (15)
grad’ s(x, H)[f—(x, t) — f+(x, t)]

.
grad’ s(x, gl t ) i
grad’ s(x, t)[f~(x, t) — f+(x, t)]

N grad” s(x, )g(x, t)w D (16)
grad” s(x, H)[f(x, t) — f+(x, t)] ’

9°(x, hw =g(x, Hw + (

se derivaron de (12)-(14) para determinar las funciones °(x, t) y g°(x, t).

Adicionalmente, los siguientes lemas técnicos se tomaron de (Orlov y Aguilar, 2014,
Capitulo 5.3), para ser usados en el analisis de ganancia £, de sistemas de estructura

variable.

Lema 2.1 (Orlov y Aguilar, 2014, Capitulo 5.3) Sea x € R" una funcién absolutamente
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continua con variable del tiempo t, y sea V(x, t) una funcion escalar localmente Lipschitz
alrededor de x € R". Entonces la funcion V(x, t) es absolutamente continua y su derivada

con respecto al tiempo esta dada por

dﬁtV(x(t), ty = DV (x(t), t, x(t), 1) (17)

casi en todas partes. Ademas,

ov oV,

DV (x(t),t, x(t),1) < x(t) (18)

=t T ox

para casi toda t y para todos los supergradientes (%, ‘g—‘){) Teo V(x), si hay alguno.

Lema 2.2 (Orlov y Aguilar, 2014, Capitulo 5.3) Sea el sistema libre de perturbaciones (5)
que posee una funcion de Lyapunov V(x, t) con una derivada temporal definida negativa
V(x(t)) de la funcién compuesta V(x(t)) a lo largo de las trayectorias del sistema. En-
tonces el sistema (5) es estable. Ademas, el mismo sistema es (globalmente) estable de
manera asimptética siempre que la funcion V(x, t) es una funcion estricta (radialmente no

acotada) de Lyapunov con una derivada temporal definida negativa V(x(t), t).

Las definiciones y lemas anteriores estan implicados en el desarrollé posterior para el

andlisis de ganancia £, para sistemas de estructura variable (5).

La estabilidad de ganancia L, juega un papel especial en el andlisis de sistemas. Es
natural trabajar con la intregral del cuadrado de la sefales, las cuales son vistas como la
energia finita de un sefal. En muchos problemas de control, el sistema es representado
como un mapeo de entrada-salida del espacio de perturbaciones w al espacio de la salida
z a controlar. EI mapeo requiere que su norma sea pequena, es decir, que con la senal de
entrada de clase L, el sistema de control es disenado para realizar el mapeo de entrada-
salida estable en £, y para minimizar la ganancia L, del sistema en lazo cerrado. En este
tipo de problemas, es importante no solamente la capacidad de descubrir que el sistema
es L, estable con ganancia-finita, sino también para calcular la ganancia £, 0 una cota

superior en la misma.
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En nuestro desarrollo utilizamos la idea de estabilidad en el sentido de ganancia £,

para sistemas de estructura variable que se establece de la siguiente manera.

Definicion 2.7 (Ganancia £, Isidori y Astolfi (1992)) Dado un nimero real v > 0, refe-
rido como un nivel de atenuacion de perturbacion, se dice que el sistema (5) posee una
ganancia L, menor que -y con respecto a la salida (6) (o, simplemente, que el sistema
(9), (6) posee ganancia L, menor que ~y) si la respuesta z, resultante de w para el estado

inicial x(ty) = 0, satisface

t 4
/ |2(0)]2 dt < 2 / (B2 o (19)

fo b

para todo t; > ty y todas las funciones continuas a tramos w(t) (localmente alrededor del

origen).

2.1.2. Analisis de ganancia £, de estructura variable

Condiciones suficientes de el sistema de estructura variable (5) que posee localmente
ganancia £, menor que un cierta y con respecto a la salida (6) son tipicamente dadas en

términos de una solucién proximal de la desigualdad de Hamilton—Jacobi

av oV 19V oV

.
TR f(x, t) + 4—72Wg(x, g’ (x, 1) (5) +h'(x, h(x, t) < 0. (20)

La anterior desigualdad es introducida de manera estandar fuera de la superficie de
conmutacion (7) mientras que, en la superficie de conmutacion (7)), la desigualdad se
especifica de acuerdo a con

f(x, 1) =0 1) g(x, 1) = g°(x, 1)

(21)
considerando s(x,t) = 0.

En otras palabras, la desigualdad de Hamilton—Jacobi, se restringe a la superficie de
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discontinuidad (7), y tomara la forma:

— 4 —Xfo(x, t) + Tﬂ;go(x, g (x, 1) (g—‘;) ' +h"(x, Hh(x, 1) <O. (22)
Definicion 2.8 (Solucion proximal, Clarke (1983)) Una funcion localmente continua Lips-
chitz V(x, t) se dice que es una solucion proximal de la desigualdad diferencial parcial (lo-
cal) (20) sujeta a y especificada de acuerdo a (12) si y sélo si la superdiferencial pro-
ximal OF V(x, t) es no vacia en todas partes y @) se mantiene con V(x, t) mas alla de la
superficie de discontinuidad (7) (localmente alrededor del origen) para todos los supergra-
dientes proximos (%, 2¥) " € 9PV(x, t) mientras que la desigualdad de Hamilton—Jacobi
en MD (22) se satisface en la superficie de discontinuidad (7) (localmente alrededor del
origen) (¥, g—)‘f)T e 0P V(x, t).

El andlisis de ganancia £, del sistema (5), (6) se vuelve factible bajo la siguiente

hipétesis:

(H) La desigualdad de Hamilton—Jacobi, dada mediante fuera de la superficie de
discontinuidad (7) y especificada como y sobre la superficie, posee una
solucion proximal V(x, t) (local) definida positiva, radialmente desacotada bajo algu-

na - positiva.

El siguiente resultado es propio, presenta las condiciones suficientes para que el sis-
tema no suave (5), (6) sea asintéticamente estable internamente y posea una ganancia

L> menor que .

Teorema 2.1 Considérese el sistema de estructura variable (5), (6) y la Hipdtesis H se
cumpla (de manera local). Entonces sistema nominal (5) con w = 0 es asintdticamente
estable de manera global (local) mientras que su version perturbada (en forma local)

posee una ganancia L, menor que - con respecto a la salida (6).

Demostracion. Es mas bien técnica y sigue los argumentos habituales usados en el

analisis de ganancia £, no lineal (Isidori y Astolfi (1992); Orlov y Aguilar (2014) y Van der
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Shaft (1992)). Para iniciar, la validez del Teorema se justifica para las trayectorias del
sistema de lazo cerrado que se mantiene mas alla del conjunto de discontinuidad s = 0

durante el movimiento.

El Lema[2.1]se puede aplicar a la solucién proximal V/(x) de la desigualdad de Hamilton—

Jacobi vista en la soluciones x(t) del sistema libre de perturbaciones (5). Bajo las

relaciones (17), (20), se tiene

d 8V 8V ov. oV

V(D 1) = DV(x(), 1 5(0,1) < G+ 5ok = S+ 510 < 0. (23)

Tomando en cuenta que es valida en casi cualquier parte, la Hipotesis H asegura
que V(x) es una funcién estricta de Lyapunov radialmente desacotada del sistema libre
de perturbaciones (5). Mediante el Lema|[2.2] se prueba que el sistema libre de perturba-

ciones es asintéticamente estable de manera global (local).

Aun falta mostrar que el sistema perturbado (5) (localmente) posee ganancia £, menor

que ~ con respecto a la salida (6). Para este propésito, se introduce la siguiente funcion

multivaluada
oV ) aVI(x, 1) , L
Hlx,w,1) = =+ (f(x, t) + g(x, t)w) +hT DR — 2wTw  (24)
donde (%%, 2%)" € 9P V(x, t). Nétese que la funcién multivaluada es cuadratica en w.
Entonces
OHbow ) OV 0 - 2920T(x, 1) = 0 (25)
Ow wealx.t) ox

-
para a(x,t) = 3297 (x,1) (%j’”) y (2%, 247 ¢ 9PV(x,t). Expandiendo la ecuacion

cuadratica H(x, w, t) en series de Taylor, se deriva que
H(x,w, 1) = H (X, a(x, 1), 1) — 72w — a(x, )2 (26)
donde H(x, a(x, t),t) < 0 a causa de (20). Por lo tanto,

H(x,w) < =72 w — alx, D] (27)
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y empleando y se llega a

PO OO0 (11,14 glx, ) < 2o — a0 = 1106, D2 + 2l (28)

ot

Aplicando el Lema[2.1]y considerando (28), la derivada temporal de la solucién V/(x)
de la desigualdad de Hamilton—Jacobi en las trayectorias de (5), se estima de la
siguiente forma

d

o1 V060 < =7llw — alx, F = (121 + A%l (29)

De hecho, con la desigualdad anterior se asegura que

t
(#1017 = 120017 ot > Vix), 1) = Vixtt)

t
2 /t [lt) = alx(t), B3)] ot > 0 (30)

para cualquier trayectoria de (5), (6), iniciada con x(%) = 0. Por lo tanto, la desigualdad
se satisface para la dindmica del sistema fuera de la superficie de discontinuidad (7).
Para los modos deslizantes que posiblemente ocurren en el sistema de lazo cerrado a
lo largo de la superficie de discontinuidad (7), la validez del Teorema esta justificada
siguiendo la misma linea de razonamiento usado en la prueba del resultado cuando la
dinamica esta confinada sin modos deslizantes. Entonces, de este modo se completa la
prueba del Teorema2.1] |

La capacidades del Teorema [2.1] con las cuales se obtiene un método instrumental
para el andlisis de ganancia £, de VSS, son investigadas mas a fondo y asi establecer
las reglas de sintonizacién para que los controladores de modos deslizantes de primer

orden, sean robustos en la presencia de perturbaciones desacopladas.
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Capitulo 3. Sintonizacion del controlador por modos des-

lizantes de doble integrador perturbado

En este capitulo, la eficacia del Teorema[2.1] se ilustra mediante la sintonizacién de un
controlador de doble integrador para la atenuacion de perturbaciones externas desaco-
pladas. Los controladores de modos deslizantes de primer orden, que implican la sintesis
de retroalimentacion de estado, el diseno del observador por modos deslizantes y la sinte-
sis de retroalimentacion de la salida, incorporando el observador propuesto trabajando en

paralelo, son verificados exitosamente cada uno.

3.1. Sintonizacion del controlador por modos deslizantes de doble integrador per-

turbado: el caso de informacion completa

Para iniciar se realizara el analisis de ganancia £, en un sistema de segundo orden

dado por:

X1 = Xo + d1W1(t)

)-(2 =Uu+ dgwg(f)

y definiendo a la salida del sistema como:
Zo = h(xs) = [x1, 8], (32)

donde, x. = [xy,X]” € R? es el vector de estados, t € R es la variable del tiempo,
we(t) = [wi(t),wa(t)]” € R? una perturbacion que pertenecen a £(0,T), vV T > 0, f(x;)
es una funcién vectorial continua a tramos, h(x.) € RP es una funcion diferenciable y

g(xc) € R™" es una matriz continua. La entrada de control que rige al sistema es:
u=—Msign(s) (33)
donde M > 0y s es la superficie deslizamiento definida como:

S=CXi + Xo (34)
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en donde se observa que es un controlador por modos deslizantes de primer orden,
donde ¢ € R* es una constante. El sistema (31)-(32) se puede representar de la forma
donde

Xe = (X1, x2) T, f(xc) =

Xo )
—M sign(cxy + X2) ,

d1 O w1
0 d2 w2

Notese que se consideran pertubaciones del tipo acopladas y desacopladas, y cabe
sefalar que modos deslizantes es una técnica de control que rechaza perturbaciones del
tipo acopladas, sin embargo se desea saber es el comportamiento ante perturbaciones
desacopladas. Considerando el sistema y su salida 6ptima (32), se pueden generar
dos casos, detallados en la Tabla[f]

Tabla 1: Casos posibles para un doble integrador por retroalimentacion del estado.

| Caso | s | Orden | Condicién en la Superficie | Salida |
) |#0] 2 Fuera Zo = h(xc) = [x1,5]"
i) 0 1 Sobre 29 = h(x°) = [x4,0]"

3.1.1. Verificacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi fuera de la superficie de

deslizamiento.

En esta subseccidn se debera verificar que la desigualdad de Hamilton—Jacobi:

OV, 1.9V, ro (OVe\T
Ml o)) =550 + 515 5 Eadg0x) (52 -
+ hT(Xc)h(Xc) < —v(Xxe)
se satisface. En principio considérese la funcién de Lyapunov
Ve = x2 + 5| (36)

Esta funcion de Lyapunov ya ha sido reportada en la literatura para demostrar esta-

bilidad asintética del punto de equilibrio del sistema no perturbado asi como para probar
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rechazo a perturbaciones acopladas acotadas. Para fines practicos se denota el lado
izquierdo de la ecuacion Hamilton-Jacobi como H. = H(x;, a(x.)). Primeramente obtene-

mos la derivada de (36), la cual es:

oV, [0V 0V,
ox B aX1, 8X2

donde:
oV, ~ oV, o0V, ds 9V, _ oV, 0s

Oxi _ Oxi T 0s 0x;” Oxa  0s Oxa’

por consiguiente
oV,

0X;

= [2x; + csign(s), sign(s)],

continuando asi con la funcion H. = H(x., a(Xc)), se evalla de la manera siguiente:

. 1 1
He =2X1 X2 + CXp SIQN(S) — | M — o (Pd? + )| + ?dfxf

1 .
+ ?cdfm sign(s) + xZ + s> < 0.

De manera inmediata se debe seleccionar un valor para el parametro M tal que:

M > 4%2 (P2 + ). (38)

Mediante una manipulacion algebraica para seleccionar el peor caso, se llega a la

siguiente relacion:

1
He =2x1 Xz + CXp SIgN(s) — {M — (Pd? + dzz)} + ¥d$x12

4~2
1 ,
+ ?cdfm sign(s) + x? + §°

1 2 2 2 1 2,2 1 2
§2X1X2+C‘X2’ — |:M— 4—72 (C d1 +d2)} +?d1 Xi +?Cd1 ‘X~|’

+x2+5%<0.

Se considera el conjunto siguiente, donde dentro de una bola Bg = {x = (x1,%)" €
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R? : x2 + x3 < R?} de radio R, considerando que (x?, x9) € Br tenemos:
1 1 1
He <2X1Xo + C|Xo| — {M ~ 4 (Pd? + dzz)] + ?dfxf + ¥Cd12|x1|
+ X2 + 6%
< axE— |M— (PP + )| +cR+ 2R+ - co?R
SXT+H X — —4—’}/2(0 1+ 2) + C +?1 +?C1
+R?+2c?°R?+2R? <0

donde consideramos previamente las siguientes desigualdades, (x?, x9) € Bg dentro de

una bola de radio R

S? < 2¢%x2 +2x5 < 2C°R? + 2R?

2x1X% < X2 + x5 < R

Nuevamente buscando el peor caso se obtiene:

He <XZ + X5 — [M - 4i'y2 (cPd? + dzz)} +CR + %dfﬁ’z + %Cdfl?

+ R? +2C°R? + 2R?

1 1 1
<R? - {M ~ 47 (c*df + df)} +CR+ ;dfﬂz + ;Cdf"?

+R?+2¢?R? +2R? < 0.
Agrupando términos se llega a:
1 1 1
He<— |M— 42 (Pd? + dg)] + R? (4 + ?df + 202) +CcR <1 + ¥d12> <0 (39

por lo tanto si M(R) = M es lo suficientemente grande para satisfacer la ultima desigual-
dad, se obtiene que . sera definida negativa y ademas tiene que ser lo suficientemente

grande para cumplir con la siguiente desigualdad.

M(R) > 4L72 (Pd? + df) + R? <4 + %df + 202> +CcR (1 + %df) : (40)
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Bajo las condiciones (61)—(40) se dice que la ganancia £, del sistemas se cumple.

3.1.2. \Verificacion de la desigualdad de Hamilton—-Jacobi sobre la superficie de

deslizamiento.

Si el sistema esta restringido a la superficie de discontinuidad (34), entonces la de-
sigualdad de Hamilton—Jacobi, toma la forma

Ve

1 0V?
0
axg f (XC) ) <

“'c O(XO)( O)T(Xo) 8‘/(9 r hT(XO)h(XO) < —V(XO) (41)
+ 472 ang g + < .

c c axg

En presencia de modos deslizantes la dindmica del sistema cambia y se reduce el
orden del sistema dado que en ese caso la superficie cambia su valor, es decir, s =0y el

sistema descrito en se obtiene lo siguiente:
S=CX1 + Xo = 0

por lo tanto:

Xo = —CXj.

La salida en modos deslizantes esta dada por:

2% = [x4,0]". (42)

Por ende el sistema se reduce a

).(1 = —CXq + d1 w1 . (43)

Definiendo la dindmica (5) en términos de el vector de estados x2, y el sistema nominal
f(x0) repectivamente:

0 . 0
X, =X1;  f(x

C) = —CXj.

La matriz de coeficiente que afecta a las perturbaciones g2 y el vector de pertubacio-



nes w?

9(xg) = dh;  we = w

y la funcién de Lyapunov (55), se reduce a:

Vo= x?
cuya derivada parcial resulta ser
oV9
¢ = 2X1 .
ox3

De acuerdo con la desigualdad en (41), se obtiene:

’
HO = —2¢x2 + ¥d$x12 + X2,

simplificando términos tenemos que la desigualdad queda de las siguiente forma:

’
HO = —x2 {20— (?d12+ 1)] <0

que sera definida negativa si y sélo si

20

(45)

3.1.3. Analisis de ganancia £, del sistema en lazo cerrado con la informacion com-

pleta

Resumiendo las derivaciones hechas en las subsecciones y y aplicando el

Teorema [2.1] para el sistema en cuestién, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1 Sean una~ > 0 y un radio R > 0 arbitrarios, dados los parametros del

controlador M y c tales que las desigualdades (40) y (45) se cumplan. Entonces el sistema

en lazo cerrado (31)—(34) es asintética e internamente estable y posee localmente una

ganancia L, menor que ~ con respecto a la salida (32).
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Demostracion. Se requiere de las operaciones de las subsecciones y para
que el resultado del Teorema[3.1] se concluya. |

Esta claro que el Teorema presenta las reglas de sintonizacion para la sintesis de
retroalimentacion del estado por modos deslizantes de un doble integrador perturbado y

sus caracteristicas constructivas son numéricamente ilustradas a continuacion.

3.1.4. Resultados de simulacion

El desempeno del sistema en lazo cerrado (31)-(34) fue numéricamente probado para
un sistema de segundo orden, bajo los valores de los parametros d; = db = 1 en presencia

de las perturbaciones armonicas no acopladas y acopladas respectivamente
w1 = wp = 0.2sen(3t). (46)

Se implementd en la herramienta de Simulink, con el método de integracion numerico
ode4 (Runge—Kutta), con paso fijo y paso de integracion 1 x 1073, las condiciones inicia-
les se establecieron en x;(0) = 0 y x2(0) = 0, y nuestro caso de estudio es confinado a
una bola Bg de radio R = 0.2. Especificando el nivel de atenuacién deseado con ~ = 0.5,
los parametros del controlador se ajustan a ¢; = 2.6 y M = 8.5 para asegurar que las
condiciones y del Teorema 2 se satisfagan. La dinamica correspondiente al sis-
tema de lazo cerrado afectado por la perturbacién desacoplada se representa en la Figura
La dinamica del mismo sistema afectado por ambos tipos de perturbaciones desaco-
pladas y acopladas se representa en la Figura |2/ con condiciones iniciales en x;(0) = 0
y x2(0) = 0, mientras que en la Figura 3| se muestra el mismo sistema con condiciones
iniciales en x;(0) = 0.1 y x2(0) = 1. El buen desempeno se concluye de estas figuras, apo-
yando la teoria desarrollada. Estas figuras muestran no sélo el rechazo de perturbaciones

acopladas sino también de atenuacion de perturbaciones desacopladas.

Ademas, para demostrar el efecto de atenuacidn de perturbaciones acopladas con un
valor de magnitud mas grande que la magnitud del controlador, se desarroll6 otra simu-
lacion del sistema en lazo cerrado manipulado con el mismo controlador, cuya ganancia
fue disminuida a un valor M = 0.06 mas pequeno que la magnitud de la perturbacion

acoplada. Para garantizar que se cumplen las condiciones y se modifican los
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parametros a ¢ = 0.6 y v = 5. La Figura 4| que corresponde al sistema especificado con
estos parametros muestra que la perturbacién acoplada con la magnitud mas grande que

la ganancia del controlador aun se atenua.

0.2 ! ; ! ! 5 ! ! ! !

o 1 2 3 4 g B 7 g g 10
Tiempo [s]

Figura 1: Dinamica del sistema en lazo cerrado (31)-(34) afectado por perturbacion arménica des-
acoplada con condiciones iniciales x;(0) = 0y x»(0) = 0.
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0 1 2 3 4 5 B 7 3 3 10
Tiempo [s]

Figura 2: Dinamica del sistema en lazo cerrado (31)-(34) afectado por perturbaciones arménicas
desacoplada y acoplada con condiciones iniciales x;(0) =0y x»(0) = 0.

0 1 2 3 4 5 B 7 B8 9 10
Tiempo [s]

Figura 3: Dinamica del sistema en lazo cerrado (31)-(34) afectado por perturbaciones arménicas
desacoplada y acoplada con condiciones iniciales x;(0) = 0.1y x2(0) = 1.
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0 1 2 3 4 5 B 7 5 g 10
Tiempo [s]

Figura 4: Dinamica del sistema en lazo cerrado (31)-(34) afectado por perturbacion arménica aco-
plada con condiciones iniciales x;(0) = 0 y x»(0) = 0.

3.2. Sintonizacion del observador en modos deslizantes de doble integrador per-

turbado

El andlisis de ganancia L, es aplicado a un observador por modos deslizantes de un

doble integrador perturbado

).(1 = Xo + d1w1(t)
(47)
)-(2 =U+ dzwg(t)

con salida
Y = X1 + wo(t) (48)

donde wy(t) € R es una perturbacioén. Dado a que sdlo se tiene acceso a x; es necesario
definir un observador, para poder estimar los estados restantes. Considerando la salida

medida su dindmica serfa la siguiente:

Y =X +wo(t) = X2 + drws(t) + wo(t). (49)
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Asi, el sistema toma la siguiente forma:

Y = Xo + diwi(t) + wo(f) (50)

)'(2 =U+ dgbdg(t).

Ahora proponemos el siguiente observador discontinuo definido por:

= % + Iy sign(e
-y > + Iy sign(ey) (51)
Xo = U+ b sign(e)

donde y y %> son los estados observados. Definiendo los errores de observacion de esta-

dos como:

er=y—Jy
1 (52)
€ = Xo — )'\(2.
Por consiguiente la dinamica del error es la siguiente:
e = e — Iy sign(ey) + diwq(t) + wo(l) 53)

€ =—h Sign(e1) + dgwg(t).

El sistema con salida se puede representar en la forma (5) con:

e= |:e1,62i|Ta we(t) = [M(l‘),wz(f)a@o(t)]T

e> — Iy sign(ey) ad 0 1
f(e) = _ , g(e)= :
—hksign(ey) 0 & O
con la salida objetivo (6) definida como:

Z, = h(e) = [er, e2]”. (54)
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Considerando el sistema y su salida éptima (54), se pueden generar dos casos,
detallados en la Tabla [2:

Tabla 2: Casos posibles para el observador de un doble integrador por retroalimentacion de la salida.

[Caso | e | Orden | Condicién en la Superficie | Salida |
) |+#0 2 Fuera Zo = h(e) =[e1, e2]”
iy |0 1 Sobre 20 = h(e%) = [0, &))"

Para demostrar que el sistema fuera y sobre la superficie de deslizamiento res-
pectivamente, satisface la desigualdad de Hamilton—Jacobi, segun sea el caso se emplea

la siguiente funcion definida positiva:
Ve = |e4| + 5. (55)
3.2.1. Verificacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi fuera de la superficie de
deslizamiento.

Redefiniendo la desigualdad de Hamilton—Jacobi, para el sistema bajo estudio:

OV,
T oe

]
fe)+ Ve ge)gT(e) (ave) LhT(@)he) < —v(e).  (56)

(e, ale)) T 42 e oe

La derivada parcial de resulta ser

Ve [OVe OV,
oe ey’  0e

] = [sign(ey), 2€2]. (57)

Entonces la funcion H, = H(e, a(e)) resulta ser:

He =e5sign(ey) — I sign®(ey) — 2he, sign(e;)

+ gz [ sion’(e) + sign’(ey) + 465 ] + & + €3 < 0
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simplificando:
’
Ho =65 sign(es) — 2hes sign(e;) — I sign®(ey) + 4—720/12 sign®(ey)

1 " 1 2 2 2 2
+ ——sign“(ey) + —e5ds + ef +e5 < 0,
472 g (1) o C2H2 1 2

agrupando términos semejantes:

=€ sign(ey) — 2he, sign(e;) — sign®(ey) | — s (d?+1)

2
1 47 (589
+?%£+&+%<0
Dado que sign?(e;) = 1 se tiene que:
. . 1
He =eo sign(er) — 2hes sign(eq) — | — Y (d?+1)
Y
1 (59)
+?e§d§+e12+e§ <0
de donde podemos obtener la siguiente condiciéon
1 2
/1>—2(d1+1). (60)

4y

Volviendo a la desigualdad continuamos agrupando y simplificando términos:

1

. 1
Ho = — (ex)sign(e) [2b — 1] - {/1 - (o 1)} L dive <o

Procediendo a seleccionar el peor caso tenemos:

1

]
He = — (€2) sign(eq) [2h — 1] — {11 - (dF+ 1)] + €505 + €5 + &
Y i (61)

1 1
<leo(2h — 1) — {/1 - e (e 1)} r g e <0,
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del cual, se obtiene la condicion para k, de acuerdo a:

1
k> 5. (62)

Se considera el conjunto siguiente, donde dentro de una bola Bg = {e = (61, &) €
R? : €2 + e5 < R?} de radio R, los términos definidos e indefinidos positivos en el lado

derecho de (61), agrupados entre si en

1
4~2
1

d2
<R(2h 1) {/1 —W(d$+1)] = (73”> <0,

’
Ho <[€2](2k —1) — {/1 - (of + 1)} + ?egdzz + €5+ 65

luego se selecciona la ganancia del observador /i = l;(R):

1 a3
/1(F:’)>W(df+1)+R(2lg—1)+R2 <7§+1) (63)

por lo tanto la relacion la desigualdad de Hamilton—Jacobi se cumple dentro de Bg.

3.2.2. \Verificacion de la desigualdad de Hamilton—-Jacobi sobre la superficie de

deslizamiento.

Si el sistema esta restringido a la superficie de discontinuidad, entonces la desigualdad

de Hamilton—Jacobi toma la forma:

_ Ve o0 1 Ve o0 0v 0vT /0 a_VeT

HO(e°, ("))

+h"(e%)h(e’) < —v(eY).

La ecuacién de MD, que rige la dinamica del sistema en la superficie de conmutacion
(e1), se obtiene aplicando el método de control equivalente. Entonces, si esta restringido
a la superficie de deslizamiento (ey), el sistema (53) de orden dos se reduce a un sistema

de orden uno

ég = — (;—?) (62 + d1CU1(t) + wo(t)) + dgu)g(t). (65)
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La dindmica anterior se puede representar en la forma (5), donde

e =e; g(e) = [—%Oﬁ a> —ﬂ ;

y la salida (54):
23 =h(e%) =0, &] . (66)

La funcién definida positiva sobre la superficie de deslizamiento e; = 0 se simpli-
fica a
Ve = €5. (67)

La derivada parcial de (67), viene dada por:

oVe
@ = 262. (68)

Ahora demostraremos que para la funcion , €l sistema (65)—(66) satisface la de-

sigualdad HJ H2 = H°(€°, a(€?)). Para este fin nétese que

A 1
H? 2,1 ™ > (49

2
/Id1 +4e502 +462;2) +e5<0

agrupando términos tenemos:

0 2/2 1 d2 2/2 1 d2 2 1 2/22 2 0 69
He=— E 1 2,2 ¥292+¥92E+92< . (69)

Simplificando términos y dividiendo todo sobre 5 obtenemos la siguiente desigualdad:

2 h o2
HO < 2/2(d1 )25 2 41<0. (70)
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Tenemos una desigualdad de segundo orden, entonces para resolverla definimos:

L —bx+Vb?—4af
Ri2 = E = 23 (71)

donde
1
a=¥(d12+1); b=-2; f=24+1; (72)

simplificando la desigualdad se obtiene:

I 1+ +v1-—af
Kig = f =— (73)

Por lo tanto (73), puede tomar un valor dentro de este rango de valores:

1 vi—ar 14 vi—af
—_— <Rl —

2 2 . (74)

Considerando que af < 1, obtenemos una desigualdad cuadratica:
7t = 2(df +1) — B (df +1) >0

y, por lo tanto, consideramos el siguiente cambio de variable o = 2, lo que nos lleva a

una desigualdad de segundo orden:

o —a(d?+1) — d(d? +1) > 0.

Al resolver la desigualdad previa, obtenemos que:

—B+ /B2 —4nu
a > 2 ,

donde los valores son definidos a continuacion:

n=1; B=—(R+1);, pu=—d(d?+1).
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Por consiguiente se obtiene que la condicion para el valor de « la cual satisface:

o> 414 /(07+1)(07 +1+40) (75)

siendo a su vez

72> d?+ 1 +\/(d12+1)(d12+1 +4d3). (76)

Recordando que £ = « de (74) es segin:

1—\/1—af</2<1+\/1—af

a /4 a

se llega a la conclusion siguiente:

b (1_\/%) k> b (w%) . (77)

Redefiniendo la condicion previa:

I (1'"— V;_af) >4 > b (1_— “’:_af> ) (78)
Por otro lado, considerando el valor de /; (63), tenemos la siguiente desigualdad:
/4 2
p(1rvi=af >i(d$+1)+R(2/2—1)+R2 % L q). (79)
f 4~2 72

Simplificando términos tenemos de acuerdo a las variables previamente definiadas

tenemos que:

b (”— ”;_af> > z + Rk — 1)+ R?f (80)

agrupando términos de k, para simplificar en la desigualdad previa tenemos:

<1+\/1 — af
k| ——F——

—2R) >§—R+H2f (81)
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de donde podemos obtener la condicion para R, la cual es:

R < 1"'— v1-—af _ (82)
2f
Se obtiene la cota para k a partir de (81):
f(a— 4R+ 4R?f
( +4R°f) (83)

/
2~ 4(1+v1 _af - 2R

y con la doble condicion para / se reafirma que se necesita que /; esté acotada
dentro de un rango de valores dependiendo de L y a su vez se obtiene una segunda
condicién para b y R (82), asi la validez de la desigualdad de Hamilton—Jacobi (64)

se verifica en la superficie de deslizamiento (ey) sujeta a (76).

3.2.3. Analisis de ganancia £, del observador de doble integrador perturbado

Resumiendo las derivaciones hechas en las subsecciones y y aplicando el

Teorema [2.1] para el sistema en cuestion, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2 Considérese el sistema discontinuo dentro de la region Bgr donde R
que satisfacen (72) y y el observador discontinuo (51)), basado en la salida medible
(48). Suponga que existe una ~? suficientemente grande que satisface la desigualdad
(76). Si I, satisface las desigualdades (62) y y el parametro |y satisface las desigual-
dades (63) y (78). Entonces el punto de equilibrio del sistema (563) es asintdticamente
internamente estable, y de manera local (dentro de Br) posee una ganancia L, menor

que ~? con respecto a la salida dptima z (54).

Demostracion. Se requiere de las operaciones de las subsecciones y para
que el resultado del Teorema|[3.2]se concluya. |

Similar al Teorema[3.1], el Teorema anterior 3.2 consistituye las reglas de sintonizacién
para el diseno de un observador por modos deslizantes para un doble integrador pertur-
bado. El desempefio del observador, ya sintonizado, es ilustrado en un ejemplo numérico

a continuacion.
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3.2.4. Resultados de simulacion

El desempefio del sistema en errores (53) se probé de manera numérica para un siste-
ma de segundo orden, bajo los parametros d; = d> = 1 en presencia de las perturbaciones

armoénicas no acopladas y acopladas respectivamente
wo=wi =ws =0.2 Sen(3t). (84)

Se implementé en la herramienta de Simulink, con el método de integracion niumerico ode
4 (Runge—Kutta), con paso fijo y un paso de integracion de 1 x 10~3. Las condiciones
iniciales se establecieron en e;(0) = 0y e2(0) = 0, y nuestro caso de estudio es confinado
a una bola Bg de radio R = 0.7. Especificando el nivel de atenuacioén deseado con +? =
5.5, los parametros del observador se ajustan a L = 1 para asegurar que las condiciones
y y el parametro / = 1.4 cumpla con las desigualdades y del Teorema
se satisfagan. La dinamica del sistema en errores se muestra en la Figura 5| el buen
desempefio se concluye de estas figuras, apoyando la teoria desarrollada. En la Figura[g]
se muestra la ganancia £, del sistema, y en la cual se verifica que posee una ganancia

L, menor que 72 con respecto a la salida 6ptima z (54).

En la Figura[7|se muestra la dindmica del sistema con condiciones diferentes de cero,

es decir: e;(0) = 0.5y e,(0) = 0.8, con los mismos parametros del caso anterior.
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Figura 5: Dinamica del sistema en errores (53) no perturbado con condiciones iniciales e,(0) = 0.5y

62(0) = 0.6.
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0 --"'--"-.-l---— 1 1 1
0 2 4 6 8 10
t[s]

Figura 6: Analisis de ganancia £, del sistema en errores afectado por las perturbaciones (84).
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Figura 7: Dinamica del sistema en errores (53) afectado por las perturbaciones (84), con e;(0) = 0.5
y e:(0) =0.8.

3.3. Sintonizacion del controlador por modos deslizantes de doble integrador per-
turbado: el caso de informacion incompleta

Ahora analizando el sistema completo, es decir, considerando las dinamicas de el

sistema (50) y de error del observador (53), el sistema a evaluar es el siguiente:

Y = Xo + dwq(t) + wo(l)

).(2 =U+ dg(x)g(t)

(85)
e = e + diwi(t) + wo(t) — h sign(ey)
&2 = Chwo(t) — h sign(e+)
controlado por
u = —Msign(s), (86)

donde M > 0 es la magnitud de conmutacién y cuya superficie es definida por:

S= cy + X (87)
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donde ¢ es una constante positiva. Dado que uno de los elementos del vector de estado
del sistema (85) es x», se realiza un cambio de variable utilizando la ecuacion de error en
&, (es decir):

€ = Xo — Xo;

por lo tanto:

)’\(2 = Xo — €o.

Por lo tanto la ecuacién de la superficie queda de la siguiente manera

S=Cy+Xo— €. (88)

La salida 6ptima (6) para la dindmica del sistema completo se define:

ze = h(€) = [y, 3(Y, Xe, €2), €1, €2] " . (89)

La dindmica del sistema se puede representar de la forma (5) con

E=[y, X0, 1,85 welt) = [wi(t), wa(t), o(D];

[ X ] 0 0 1]
—Msign[cy + xo — es] 0 & O
f(¢) = , ;9 =
e> — Iy sign(ey) ad 0 1
—hksign(ey) 0 & O

Para demostrar que el sistema fuera y sobre la superficie de deslizamiento res-
pectivamente, satisface la desigualdad de Hamilton—Jacobi, segun sea el caso se emplea

la siguiente funcidn definida positiva:

V5=y2+|§]+]e1|+e§. (90)

Considerando el sistema completo y la salida éptima (89), se pueden generar
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cuatro casos, detallados en la Tabla[3]

Tabla 3: Casos posibles para un doble integrador por retroalimentacion de la salida.

| Caso| & | e | Orden | Condicién en la Superficie | Salida |

) [#0[#0] 4 Fuera zi = h($) =y, 8(y, Xe, €2), €1, €]
i) 0 |#0] 3 Sobre una 20 =h(&) =1y.0,e,e]"
i) |[#0]| O 3 Sobre una 2% = h(€d) = [y, 3(y, X2, €2), 0, &2
ivy [ 0| O 2 Sobre ambas 2%, =h(&) =1y,0,0,e]"

3.3.1. Verificacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi fuera de la superficie de

deslizamiento.

Redefiniendo la desigualdad de Hamilton—Jacobi, en términos del sistema a aplicar:

M ale) =752 16) +

1 oV
4~2 0¢

T
) NG < v o1

9()a7(©) <

Caso I: Primeramente por claridad se vuelve a definir la salida éptima (6) para la
dindmica de este caso, que es la misma que el sistema completo (85), la cual est4 dada
en (89), definida como:

zei = h(€) =y, 8(y, X2, €2), €1, €2] .

La funcion definida positiva (90), queda de la siguiente manera:
Vei= y? + |8 + |ey] + €3.

Obtenemos la derivada de (90), la cual es:

8V5,-_ 8V§,- (‘9V§,- 8\/5,‘ avgi
o6 | oy’ Ox2' Oe’ 0Oes

(92)

donde la derivada del primero, segundo y cuarto término se definen de la siguiente ma-

nera,
Ve _ OV  0Ved§ Ve Ve 08 OV _ Ve OV 05

8y ay 08 8y’ 8X2 08 8X2’ 892 892 08 aeg,
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por consiguiente la derivada se expresa de la forma

88_‘?=[2y+csign(§), sign(8), ~ sign(ey), 2ez — sign(3)]. (93)

Sustituyendo en el lado izquierdo de (91). Para fines préacticos se denota el lado
izquierdo de la ecuacion Hamilton—Jacobi como H,; = H(¢, a(€)), la cual se evalla de la

manera siguiente:

Hei =2Xpy + Cx2 Sign(8) — M sign®(8) + e, sign(ey) — | sign®(ey)

— 262l sign(e:) + 2 sign(e:) sign(8) + % (d2y? + cd?y sign(3))
+ % (d2y sign(er) + y? + cy sign(8) + y sign(e) + dZ€3)

1 . 5. 1 . A
t sign®(8) (c?d? + ¢?) + 2—720d12 sign(ey) sign(3)

csign(e;) sign() + 1 sign®(eq) (a2 +1)

* 2_72 42

+y?+8+e2+65 <0,

Agrupando términos tenemos:

Hei =2Xpy + X, sign(8) — sign?(3) {M — 41702 (&2 +1)| + exsign(e)

— sign®(ey) {/1 — 4%2 (d? + 1)] — 2exhk sign(er) + k sign(ey) sign(s)
1 1 PR 1 . 1 1 i

+ —diy? + —cdfy sign(8) + —dfy sign(er) + —y? + —cy sign()
Y y Y Y Y
1 . 1 1 . i

+ ?y sign(ey) + ?dfeg + 2_,y20d12 sign(ey) sign(8)

1 . . n
+ 2—7205|gn(e1)3|gn(s) +y?+8+e2+65<0.

Al agrupar términos encontramos que se presenta exactamente el caso con el obser-
vador fuera de la superficie (98), generando asi que la desigualdad de Hamilton-Jacobi

para este caso se particione en dos secciones, como se muestra a continuacion:

'Hgi = Hgia + 'Hg,'b <0 (94)
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donde:
Heia =2X2) + CXo SIGN(8) — sign?(8) |[M — 41702 (d12 + 1)
, PO B PN P
+ kb sign(ey) sign(3) + ?d1 Y+ ?cd1 y sign(8) + ?d1 y sign(ey)
1 1 a1 1 _ o
+ ¥y2 + ?cy sign(8) + ?y sign(e;) + 2—720d12 sign(ey) sign(3)

+ izcsign(eﬂsign(é) +y?+ 8 <0.
2

. . 1 .
Heip =€2 Sign(ey) — sign®(ey) | h — o (d?+1)| — 2exh sign(er)

.1
+¥£%+&+%<a

Por consiguiente con la ecuacion de H¢j tenemos el mismo resultado que en (58),
generando asi que las condiciones para la desigualdad de Hamilton—Jacobi para este
caso H¢jp sean como en el caso del observador 7, por retroalimentacion del estado fuera
de la superficie (e; # 0) en (58), es decir:

Hgib = %e-

Por conveniencia retomaremos los calculos obtenidos de la seccion previa, conside-

rando donde sign®(e;) = 1 por lo que tenemos:

1

Heip =€2 8ign(e1) — 2k e, sign(er) — |h — ;— (d? +1)
! (95)
1
+¥%ﬁ+é+%<0
de donde podemos obtener la siguiente condicidon
1 2
h>—(df+1). (96)

4y
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Volviendo a la desigualdad continuamos agrupando y simplificando términos:

. 1 1
Héib = — (62) 3|gn(e1) [2/2 — 1] — |:/1 — 4—72 (d12 + 1)} + ¥e§d§ + 9'12 + eg < 0.

Procediendo a seleccionar el peor caso tenemos:

’
Heip = — (€2) sign(eq) [2k — 1] — {/1 — 417 (d? + 1)] + ?egdg + 62+ 63

1 1 (97)
<lesl(2h — 1) — {/1 - e (e 1)} + Ty 6 e <0
del cual, se obtiene la condicion para k, de acuerdo a:
1
b > —. (98)

2

Se considera el conjunto siguiente, donde dentro de una bola Bg = {e = (&4, &))" €
R? : €2 + e5 < R?} de radio R, los términos definidos e indefinidos positivos en el lado

derecho de (97), agrupados entre si en

1 1
He <|eal(@h — 1) {/1 - (d3+1)] R AL
<R2/1I1d21R2d2210
_(2_)_1_4_”Y2(1+)+ ¥+ <V,

luego se selecciona la ganancia del observador /; = ;(R):

1

(&2 +1) +R(2bL — 1)+ R? (3—§2+1) (99)

por lo tanto la relacion la desigualdad de Hamilton—Jacobi se cumple dentro de Bg.

Continuando con la otra parte de la desigualdad principal, para ., donde sign?(3) = 1

y seleccionando el peor caso, obtenemos lo siguiente:
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Heia =2X0y + CXp SigN(8) — sign®(8) M — —c? (d? + 1)

42

+ b sign(ey) sign(8) + %dfy2 + ?cdfy sign(8) + %dfy sign(e;)

1 1 . A 1 . 1 . .
+ Fyz + ﬁcy sign(8) + ?y5|gn(e1) + 2—720d12 sign(es) sign(3)

’ (100)
+ ——csign(e;) sign(8) + y? + &2
272
1 1
<X+ Y2+l — |M— WCQ (d? + 1) +h+ —d yZ + ¥Cd12|y|
1 & 1 5, 1 5 1
+?1|y|+?y +?c|y| |y| cd 7c+y +8 <0
entonces obtenemos las condiciones el parametro M:
1 2 2
M>_—c*(df+1). (101)

4~2

Se considera el conjunto siguiente, dentro de la bola Br = {£ = (¥, X2, €1, €))7 € R* :
y?+x2 + €%+ e5 < R?} de radio R, los términos definidos e indefinidos positivos en el lado

derecho de (100), agrupados entre si en:

1 1
Heia <X5 +y* + Co| — |M — 4—02 (AZ+1)| +h+ —d y? + —cdsy|
" K (102)

1 1
+—d2|y|+—y +—c|y|+—|y| cd2+—c+y +8 <0
th 22

usando las siguientes desigualdades, validas dentro de la bola Bg:

<2¢%y% + (X2 — €)°

< 26%y2 + 2(2x2 + 265)

< 262y + 4(x2 + €2)

< 2C%°R? +4R2,
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y
2xoy < X5+ y? < R?,
entonces
Hew <R+ CR— |M— (R +1)| + b+ PR+ - ca?R
Ly L= LI SR AL LD (103)
A2 ~2 ~2 ~2 272771 T 242

+2C°R? +4R? < 0.

Agrupando términos tenemos:

1 1 1
Heia < — [M—4—7202(d12+1)1 + R? {6+?(d12+202+1) +/2+2—720(d12+1)

’ (104)
+R[C+?(Cd12+d12+c+1)

<0

por lo tanto si M(R) = M es lo suficientemente grande para satisfacer la desigualdad, se
obtiene que ., sea definida negativa y ademas tiene que ser lo suficientemente grande

para cumplir con la desigualdad siguiente.

1 1 1
M(R) >4_fy202 (d?+1) + R? [6+?(d12+202+1)] +/2+ﬁc(d$+1)
1 (105)
+R[C+?(Cd3+d3+c+1)}

con estas condiciones se dice que la ganancia L, del sistema se cumple y es menor o
igual al cambio, y por lo tanto la relacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi (91) se

cumple dentro de Bg.

3.3.2. Verificacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi sobre la superficie de

deslizamiento.

La ecuacion de MD, que rige la dinamica del sistema completo en la superficie
de conmutacion § y er es obtenida aplicando el método de control equivalente. En-

tonces, si esta restringido a la superficie de deslizamiento § 6 e; =0, el sistema
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de orden cuatro se reduce a un sistema de orden tres, produciendo dos casos. Cuando
esta restringido a la superficie de deslizamiento § y e; = 0, el sistema de orden
cuatro se reduce a un sistema de orden dos generando el ultimo caso sobre la superficie
tal como se especificd en la Tabla [3] Redefiniendo la desigualdad de Hamilton—Jacobi

cuando se encuentra sobre la superficie, en términos del sistema bajo estudio:

0V

T
1) ereme < -vie. (108

HO(E, a(€)) = =€) + 7579797 (©) (

Caso /I: Cuando §=0Yy e; #0 el sistema completo se reduce a:

Yy =—Cy + €2+ diwq(t) + wo(t)
& = & + dywi(t) + Wo(t) — h sign(ey) (107)

ég = diz(t) — /2 sign(e1)

y la salida esta dada por
2% =h(e)) =1y, 0,e1,€2]" . (108)

La dinamica (107) se puede rescribir en la forma (5) con

D= yenel i wglt)=[wrtwald,ond)]

—Cy + €2 d1 0 1
f(€0) = | e — hsign(es)| s 9EN=1d, 0 1
—h sign(ey) 0 d O

La funcion definida positiva sobre la superficie de deslizamiento S = 0 se simplifi-

caa
Vg,','=y2+ |e1|+e§. (109)
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La derivada parcial de (109) es:

OVei  [OVei OV OVeii

= , , 110
85,‘,’ 8y oey 06és ( )

donde
0 Veii
€2

=[2y, sign(ey), 2e.]. (111)

Se demostrara que el sistema (107) sobre la superficie, es decir,cuando §=0y e; #0
con la funcion definida positiva en (109), satisface la desigualdad de Hamilton—Jacobi
(106).

Para este fin considérese #; = HO(¢), a(€])),

HYi = — 2cy? + 2ezy + ez sign(er) — sign?(e;) — 2exh sign(e;)

+ % (dfy? + dfy sign(er) + y2 + y sign(ey) + dF €5)

1 .
+ 4—723|gn2(e1) [d?+1] +y2 + €2+ €5 < 0.

Expandiendo términos entonces:

HEj = — 2¢y? + 2ezy + ez 8ign(ey) — 262k sign(ey)
. 1 o 1 55
— sign(e1) | h — e (df +1)| + ?d1y

2

1 . 1 1 . 1 55
+?d1y3|gn(e1)+¥y +?y3|gn(e1)+?dze2

+y2+ef+65 <.

Al agrupar términos encontramos que se presenta exactamente el caso previo como
en H¢ip, generando asi que la desigualdad de Hamilton-Jacobi para este caso se particio-

ne en dos secciones, como se muestra a continuacion:

Hgﬁ = Hgﬁa + Hgﬁb <0 (112)



45

donde:

1 1 . 1 1
Hip = — 2¢y° + 262y + ;dfyz + ?dfy sign(e;) + ?yz + gy sign(er)

+y?<0.

M2, =62 sign(ey) — sign?(eq) | — 4L72 (2 +1)| — 2eh sign(e)

1
+?ﬁ%+&+%<0

Por consiguiente con la ecuacion de Hg,,b se tiene el mismo resultado que en , y
en generando asi que las condiciones para la desigualdad de Hamilton—Jacobi para
H¢;, sean como en el caso del observador H, por retroalimentacion del estado fuera de
la superficie (e; # 0) en (58) o el caso previo en Hej, (95), cuando se encuentra fuera de

la superficie el controlador por retroalimentacion de la salida, es decir:

0
Hgiib = H{ib = ?‘[e.

Por lo tanto las condiciones obtenidas en el caso previo, satisfacen la desigualdad de
Hamilton—Jacobi, para H;, = Hei.
Analizando la desigualdad principal, para H?,_ se tiene que:

¢lia

1 1 . 1 1
Hiin = — 2¢y° + 265y + ¥d$y2 + ?dfy sign(e;) + ﬁyz + 23y sign(e:)

+y?<0.

Agrupando términos se llega a:

1 1 .
Hlia = — ¥? {20 — {? (d2+1) + 1} } +26) + ?dfy3|gn(e1)

1
+ ?y5|gn(e1) <0
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obtenemos la condicién para el parametro c:

|
c> -

5 lz(d12+1)+1]. (113)

v

Dado sign?(e;) = 1y seleccionando el peor caso obtenemos lo siguiente:
0 2 1T » L
Hiia=—y {2C— ?(Cﬁ +1) +1 +2egy+?d1y3|gn(e1)
+ %y sign(e+) (114)

1 1 1
§—y2{2c— {¥ (d12+1)+1}}+e§+y2+?d12|y|+¥|y|<O.

Considerando la bola Bg = {¢% = (y,e1,€)" € R®: y? + €2 + €5 < R?} de radio R, y
agrupando en el lado derecho de (114), los términos definidos positivos y los que no lo

son:

1 1 1
Hia < — P {20— {—2 (d12+1)+1}}+e§+y2+—2d12]y\+—2|y]
7; 1 ! 1 ! (115)
§—y2{20— {?(d12+1)+1}}+R2+?d12Fz’+FR<O

donde consideramos previamente la siguiente desigualdad, de acuerdo a las condiciones

dentro de la bola Bg:

2,y < €5+ y? < R

Agrupando términos se tiene:
]
Hgﬂag_yz{zc— [; (dF +1) +1H+RZ+%R(d3+1) <0 (116)

por lo tanto si ¢(R) = ¢ es lo suficientemente grande para satisfacer la desigualdad, se

obtiene que H?.. es definida negativa y ademas tiene que ser lo suficientemente grande

¢lia
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para cumplir con la desigualdad siguiente.

1

c(R) >= { 1

—2(d12+1)+1}+1F:"2+L (df +1) (117)

R
2 |y 2 272

con estas condiciones se dice que la ganancia £, del sistema se cumple y sea menor o
igual al cambio, y por lo tanto la relacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi (106) se

cumple dentro de Bg.

Caso /ll: Cuando §# 0y e; = 0 donde el sistema completo se reduce a:

Y = Xz + Aiwq(t) + wo(t)
Xo = u+d2w2(t) (118)

& = huoa(t) — (%) (62 + dhion (1) + (1)

y su salida esta dada por
0 0 P T
zgi = (&) = [y, S(¥, X2, €2),0, 2] . (119)

Considérese el sistema (118) en la forma (5) donde

0 T 0 T
Siii = {y, Xz,ez} ;o &i(t) = [M(t),wz(t),@o(f) ;

X2 a; 0 1
f(&h) = | -Msign[cy +xe —e]|; de=| 0 d O
_%92 —%d1 dg —%

La funcién definida positiva sobre la superficie de deslizamiento e; = 0 se simpli-
ficaa
Vg,'i,'=y2+ |§| +e§. (120)
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La derivada parcial de (120) resulta ser:

OVeii [ OVeii - Vi OV

(121)

85,,, - oy ’ 0Xo ’ oes

donde

8Vgiii _ avfm av&m 83 aVgiii _ aVgiii aé . 5’\/5///' _ av&m av{m 83

8y - 8y 08 6y 0Xo a 08 8X2’ 0és 892 08 862
por lo tanto

VIII . N . N . N
88; = [2y + csign(8), sign(8), 2e, — sign(3)]. (122)
i

Se demostrara que el sistema (118) sobre la superficie, es decir, cuando §#0y e; =0
con la funcién definida positiva en (120), satisface la desigualdad de Hamilton—Jacobi

(106). Para este fin considérese H2; = HO(¢J, a(£5)), entonces:

Hi =2Xoy + X2 sign(8) — M sign?(8) — 2;—2e§ + ;—262 sign(8) + —d1 y?
1 20, i 2 2 2 2 ; 2
+— | cdiy sign(8) — 2d] €27 ¥+ 0 a? I y3|gn( S) + y© + cy sign(s)
1

+% (—262; Y+ I ysign( ) — cd? egl sign(8) — 092/ sign(s ))
1

2 2 2

/ N
2 sign(8) + d2e3 + egl% — ez sign(s))
1

1 5 5
+— (dfe5 2 — dfe s
[ I

g /1
+isign2(§) c? (d?+1) +202 (d? + 1 )+E(d2+1)
4’}/2 ! /1 /2

+y?+ 8+ 65 <0.
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Agrupando términos se llega a:
a? +1 L 2
. n . 2, A 2 2
Hi =2X2y + cX2 sign(3) — sign?(3) {M— 147 ( +2¢ E /—2)]
ko ; 2 T 0o 1 2., i 2 2
+ —exsign(8) + —dyy~ + —cdry sign(8) — — d, eg—y
I 72 72 v
1 b 1 5 1 A 2
+ —d Ey3|gn(s) + ?y + ?cy&gn(s) — ?egl—y

2 2

LY ldzeZE b ReR leZE +e5<0
721 2/12 7222 72 2/12 2 .

Al agrupar términos encontramos que se presentan términos con €3, con lo cual, obte-
nemos el mismo caso que ocurre cuando el observador se encuentra sobre la superficie
(ey =0)en generando asi que la desigualdad de Hamilton-Jacobi para este caso se

particione en dos secciones, como se muestra a continuacion:
0 0 0
Heii = Heijig + Heiip < 0 (123)

donde:

P+ b
Him =2X2Y + CX2 Sign(8) — sign®(8) {M 9 +2 ( +202 + _H
/

1 1 2
/1 2 e sign(s )+—2d y +—cd12y3|gn( 8) — 72dfeg/—y

. a 2 b
+—d /yS|gn( ) + ﬁy +¥cy3|gn(s)—¥egﬁy

1/.A 1 b 1 b
+ ?Ey sign(8) — ﬁcd1 62, sign(3) — ?Cezﬂ sign(5)

2 1 B .
d1 % 2 sign(8) — 2% 2 sign(8) + y® + & < 0.
J 1 /2 1 1 LB
0 __o2 2 1 2 ol 2 _
H{mb 2/1 € + ’}/Zd ez /2 d eg ’Y e /12 + 65 < 0
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. . .7 0 .

Por consiguiente con la ecuacion de Hg;;, tenemos el mismo resultado que en
generando asi que las condiciones para la desigualdad de Hamilton-Jacobi para este
caso H;;, sean como en el caso del observador por retroalimentacién del estado sobre
la superficie #2 (e; = 0) en (70), es decir:

0 0
Hgiiib = He.

Por claridad definimos nuevamente los calculos obtenidos en la seccién previa, tene-
0 .
mos entonces que H.j;, es:
2 1 2

I 1 oI5 1 .l
0 _ _23 2 2 2 2 2 _ 124
Hiiip ; e + _Vzd 252 /2 d e + 2 e —/12 +e5;<0 (124)

Simplificando términos y dividiendo todo sobre e3 obtenemos la siguiente desigualdad:

2 b 2
wﬁﬁ 1) —2° +1+1<o (125)

0
Heiip = P

Continuando ahora, tenemos una desigualdad de segundo orden, entonces para re-

solverla definimos:

b —b++b?—4af

K12 = E = 23 (126)
donde
T 2.1 . G ..
a=—(di+1); b=-2; f=-"75+1; (127)
g Y
simplificando la desigualdad (126) se obtiene:
m2=%=l£¥;;ﬂ_ (128)
]

Donde tenemos que (128), puede tomar un valor dentro de este rango de valores:

1—\/1—af< <1+\/1—af
—_— K —

2 2 (129)
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Considerando que af < 1, obtenemos una desigualdad cuadratica:
7 = %(df +1) — di(df +1) > 0
y considerando el cambio de variable a = +2, nos lleva a la desigualdad de segundo orden:

a? — a(d? +1) — d?(d? + 1) > 0.

Resolviendo se obtiene:

5+ /P —dm

o > 277

donde los valores son definidos a continuacion:

n=1; B=—(df+1); p=—d5(df+1).

Por consiguiente se obtiene que la condicion para el valor de « satisface:

o> 414 /(07 +1)(07 +1+408) (130)

lo que implica que

2> 41+ /(d2+ 1) (02 +1+403). (131)

Recordando que % =k de (129) es:

1—\/1—af<l2<1+\/1—af

a I a

se llega a la conclusion siguiente:

b (1—\/+7af> b > b (m/%af) . (132)
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Redefiniendo la condicion previa:

b (M) LS b (1—— V:—af> _ (133)

Por otro lado tomando el valor de /; tenemos la siguiente desigualdad:

<1+\/1—af
k| ———

1 a2
)>4—72(d12+1)+R(2/2—1)+R2(7§+1>. (134)

Simplificando términos tenemos de acuerdo a las variables previamente definiadas

tenemos que:

b (1*— M) > 2 L REhL— 1)+ R?f (135)

f 4"

agrupando términos de k, para simplificar en la desigualdad previa tenemos:

b (M—ZR) >§—R+R2f (136)

de donde podemos obtener la condicion para R, la cual es:

R < 1+vi-—af v1-—af ) (137)
2f
Se obtiene la cota para k a partir de (136):
f(a— 4R+ 4R?f
po (37 4R+ 4R (138)

4(1+1— af — 2Rf)

y con la doble condicion para / se reafirma que se necesita que /; esté acotada
dentro de un rango de valores dependiendo de L y a su vez se obtiene una segunda
condicién para b y R (137), asi la validez de la desigualdad de Hamilton—Jacobi
es entonces sencillamente verificada en la superficie de deslizamiento (e;) sujeta al

parametro de eleccion (131).

Continuando con la otra parte de la desigualdad principal, para Hg,,,a y dado sign?(38) =



1 y seleccionando el peor caso, se obtiene que:

o a? +1 b 2 b
Hgiiia =2X2) + CX; Slgn(S) - {M_ 11-’72 ( 2C/1 + /2)} I T €2 Slgn( )

1 1 A 2 / 1 b . 1
+ ¥d$y2 + ?cdfy&gn(s) - —2d1292/3y + —2d1 l_ys,gn(s) N ?yz

+lcysign(§;) - Eegl—zy 1 /y3|gn(§) 1 cd1 egl sign(8)
7 b7 T A2 7 I
1 I 2 1 B, 5
— —Cesign(8) — d1 €25 2 sign(8) — — €25 8ign(S) + y° + S
v V2 2 v2 T

d2+1 /2 /2 /2 1
2, .2 1 )
SXZ 4 +C|X2| — |:M— 472 ( +2C l— I—2>:| +I—|92| +?d1y
1T 2 2 o b 1 2/2 2 b
+?Cd1 1yl ?d1 ezﬁy"'— |y|+—y +—C|y| ezﬁy
+ Y ly| + 720d1 |eg\l1 + 720162“1 + 72d1 ]eg\l12 + 72‘62|l12 +y
+8 <0

entonces obtenemos la condicion para el parametro M:

53

(139)
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Nuevamente buscando el peor caso, llegamos a la siguiente desigualdad:

a2 + 1 ( /2)2 A 1 1
— C+— e +—d + —cd
172 p 2l + 5 diy® + zodily]

2 A 1, 1 2 b 1b
7 d 2 y d1I—U’|+—y +$CU’| ?ezﬁy+?ﬁ|}’|

1 1 /2

0 2. 2
Heiig <X5 + Y=+ C|Xa| — [M

+¥Cd2’62’ C‘ 2|— d2’62’ 2‘ez‘l%+y2+§2
” 1 / (140)
+ 1
<X5 + Y% + C|xa| — [ 472 f) ] +—\ez\+—d y +¥Cd12|y]
1 1/

< y?) + |w+ ¥MH+7ﬂ¥+ﬁ)

+ —— cde —Cle de e|l5+y°+5 <0
2 ly|+ 2 | 2’ 7 | 2\ 7 | 2’ 2| 2|/12 y

Considerando el conjunto definido por labola Bg = {2 = (¥, X2, )7 € R3: y2+x3+e5 <

i =

R?} de radio R, los términos definidos e indefinidos positivos en el lado derecho de (140),

agrupados entre si en:

2

I |ez|+—dy +?cd1 v

d? +1
/ 1 I} 1 I
m( +y2) + —d2 2|yl + y+—mn+ e+y>
h v h

1 b 1 b 1 1 2 A
— T —cd?|es] = + — LIV S NP SRV
+7211|y|+72 7l 2|l1+720|62|/1+ 2d1|62|/12+72|62|/i2+y +58

(141)

2 2
§R2+CR—[M—d1+1(C+I—2)]+IZF1’ 2d12:‘?2+%cd12l?

4’)/2 /1 /1
I 1 o 1 1 1/ 11/ I
22 p 22 p 2 2 Q2 2 2p'2
— — —R —cR+—2R?+ 2R+
d1/1 7d1/1 FRT Vh T2 cdiR h
1 / 2 2
1 er2 —d? Rl—2 1 RI2 +R?+2c°R? +4R% <0
L2 [

donde consideramos previamente las siguientes desigualdades, de acuerdo a las condi-
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ciones dentro de la bola Bg:

2 202}/2 + (X2 - 62)2 <

IN

IN

2¢%y2 + 2(2x2 + 265) <

IN

2¢%y? + 4(x5 + 65) <

< 2¢°R? + 4R?

2xoy < X2 +y? < R?,

26y < €5+ y? < R2.

Agrupando términos tenemos:

a? + 1 b\ 2

+R? [6+l(d12+1)+%;—2 (d12+1)+202}
1

72

+R (d1+1)+¥cl—(d1+1)
i

V2

1/ 1 /
+R{?f(d12+1)+¥c(d12+1)+f+c}.

Reduciendo términos obtenemos:

d12+1 /2 2
V=4 (CJT)

+ R? {6+%(d12+1) (1+;3)+2021

4

1 5 b b b
+R{?(d1+1)(ﬂ+1> <E+C)+E+Cl.

0
Heiiia < —




56
Agrupando términos obtenemos:

d12+1 /2 2
M — 4’}/2 (C+E)

+ R? [6+%(d12+1) (1+;—2)+202] (142)
i

+R{U—T+c} {%(d3+1)(;—?+1)+1”.

Por lo tanto si M(R) = M es lo suficientemente grande para satisfacer la desigualdad,

0
Heiia < —

se obtiene que H?. sea definida negativa y ademas tiene que ser lo suficientemente

&iiia

grande para cumplir con la desigualdad siguiente.

d? + 1 L\? 1, 5 A ,
M(R) > 42 <C+E> +R [6+?(d1+1) (1+E)+2C]

+R{U—?+C} {%(d3+1) (;—‘12+1)+1}}.

Bajo esta ultima condicion se dice que la ganancia £, del sistema se cumple y la
relaciéon de la desigualdad de Hamilton—Jacobi (106) se cumple dentro de Bg.

(143)

Caso IV: Es el caso cuando se esta restringido a la superficie de deslizamiento § = 0

(88) y es =0, el sistema de orden cuatro se reduce a un sistema de orden dos.

y =—cy + e+ diwi(t) + wo(t)

& = chuon(t) — (j—) (62 + dhion (1) + (1)

(144)

y la salida esta dada por
2% = h(&)) = 1y,0,0,6]" . (145)

El sistema (144) se puede representar en la forma (5)) con

& =lye]  wlt)= [l con]
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—Ccy + € d; 0o 1
(G IR E TG E -
—fe -t & %

La funcién definida positiva sobre la superficie de deslizamiento s=0y e; =0 se
simplifica a
Ve = y2 + €2, (146)

La derivada parcial de (146) es:

-2y, 2e]. (147)

0\/,5/\/ _ |:avgiv aVgiv:| _ aVgiv
ol oy = 0ep oo

Se demostrara que el sistema (144) sobre la superficie, es decir, cuando § = 0
y e; = 0 con la funcién definida positiva en (146), satisface la desigualdad de Hamilton—
Jacobi (106). Para este fin considérese la funcion 2, = H°(¢), (€),)), que resulta en:

b 1 2 b
He, = — 20y + 262y — 2Ee§ + ¥y2 (dF+1) - ?ezﬂy (d?+1)

1 P2 1
+ ﬁe’g’l% (d2+1) + ¥d§e§ +y?+6e5 <0.
i

Agrupando términos es decir:

1 2 |
HY, =— y? {20— {¥ (d?+1) +1}}+262y—¥egfy (d?+1)
b B 1 LB

1
—2%e5+ d?e52 + —dies + — 65
2 721 2/ 7222 ,.)/2 2/12

2 2
i > +6e5 <0.
1 1

Noétese que se presenta exactamente el caso como en Hg,,,b, generando asi que la
desigualdad de Hamilton-Jacobi para este caso se particione en dos secciones, como se

muestra a continuacion:

Hgiv = Hgiva + Hgivb <0 (1 48)



58

donde:

1 2 |
Hoa=— ¥? {20— {? (d?+1) +1}}+262y—¥egfy(d12+1) <0

2
h

, 21 1,6

1
HE = —2Ce5+ —d°e22 + —dies+ 652 + 65 <.
Eivi 72 /12 72 72 /12

Por consiguiente con la ecuacion de #2,,, se tiene el mismo resultado que en el caso
del observador por retroalimentacion del estado sobre la superficie HS es decir, (e; = 0)
en y a su vez en el caso previo Hg,,,b en 1; generando asi que las condiciones

para la desigualdad de Hamilton-Jacobi para este caso, es decir:

0 0 0
Heio = Heiip = He-

Continuando con la otra parte de la desigualdad principal, para #?, ., seleccionando

giva?

el peor caso se obtiene lo siguiente:

1 2 |
Hera=—¥° {20— {? (df +1) +1}}+292y__7292f}’(d12+1)
1 1 (149)
S—y2{20— {g (dF +1) +1H+e§+y2+—72f(e§+y2) (+1) <0

entonces obtenemos la condicion para el parametro ¢ es igual a la condicion para el caso
(113) donde §=0y ey #0, es decir:

1 /1 1

Considerando el conjunto definido por la bola Br = {¢? = (v, €)" € R? : y? + €2 < R?}
de radio R, los términos definidos e indefinidos positivos en el lado derecho de (149),

agrupados entre si, resulta ser:
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1 1
Wia< -y {20 | (1) +1] o y?e ey (1)
ol [t Lt o

(151)

donde consideramos previamente las siguientes desigualdades, de acuerdo a las condi-

ciones dentro de la bola Bg:

—2ey < €5 +y? < R?

Agrupando términos en (151) se tiene que:
0 2 1 2 2 1 12 2
Hea < — ¥ q2C — ?(d1+1)+1 + R |1+ == (df+1)] <0 (152)

por lo tanto si ¢(R) = ¢ es lo suficientemente grande para satisfacer la desigualdad, se
obtiene que H?, . sea definida negativa y ademas tiene que ser lo suficientemente grande

Eiva

para cumplir con la desigualdad siguiente:

N 1 b
72/1

c(R) >1 [l (d12+1)+1} +%I?2 [1 (d2+1) (153)

2 |12
con estas condiciones se dice que la ganancia £, del sistema se cumple y es menor o
igual al cambio, y por lo tanto la relacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi (106) se

cumple dentro de Bg.

3.3.3. Analisis de ganancia £, del sistema completo del controlador por retroali-

mentacion de la salida

Resumiendo las consideraciones obtenidas en las subsecciones [3.3.1]y 3.3.2 y apli-

cando el Teorema[2.1] para el sistema en cuestion, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3 Considérese el sistema de lazo cerrado — dentro de la region Bg
donde R satisface y (137). Suponga que existe una ~? suficientemente grande que
satisface la desigualdad , que el parametro I, cumpla con las desigualdades y
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(138) y que el pardmetro I, cumpla con las desigualdades (99) y (133). Suponga que las
condiciones para el parametro ¢ se cumplan en las desigualdades y yasu

vez la condiciones y en M se cumplan. Entonces el sistema - con
retroalimentacion de la salida, posee una ganancia L, menor que v? con respecto a la

salida z (89).

Demostracion. Se requiere de las operaciones de las subsecciones y para
que el resultado del Teorema[3.3]se concluya. |

El Teorema[3.3]se deduce por tanto del Teorema[2.1]para un doble integrador manipu-
lado por un controlador de modos deslizantes de primer orden mediante retroalimentacion
de la salida. Para caso en especifico, el Teorema impone las reglas contructivas de
sintonizacion sobre el doble integrado en lazo cerrado para asegurar el nivel de atenua-
cion deseado contra las perturbaciones desacopladas. Esta afirmacion esta reforzada por

simulaciones numéricas.

3.3.4. Resultados de simulacion

Para apoyar la teoria el desempefio del sistema en lazo cerrado (85)—(88) fue numéri-
camente probado para un sistema de cuarto orden, bajo los valores de los parametros
d; = db = 1 en presencia de las perturbaciones arménicas no acopladas y acopladas
respectivamente

wo = w1 = ws = 0.2sen(3t). (154)

Se implementd en la herramienta de Simulink, con el método de integracion nimerico
ode4 (Runge—Kutta), con paso fijo y un paso de integracion de 1 x 10723, las condiciones
iniciales se establecieron en y(0) = 0, x2(0) = 0, e1(0) = 0y e»(0) = 0, y nuestro caso de
estudio es confinado a una bola Bg de radio R = 0.7. Especificando el nivel de atenuacion
deseado con 72 = 5.5, los parametros del observador se ajustan a L, = 1 para asegurar
que las condiciones y y el parametro /; = 1.4 cumple con las desigualdades
y (78). Mientras que los pardmetros del controlador se definen con los siguientes valores:
el valor de ¢ = 1.2 cumple con y y a su vez la condicién para M = 7.6 cumple
con las desigualdades en y (143), del Teorema [3.3 se cumplan. En la Figura [§] se
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muestra la dinamica del sistema de interés no perturbado con retroalimentacion de la
salida con las siguientes condiciones iniciales y(0) = 0.5, x>(0) = 0.8, e;(0) = 1, &(0) =
1.2 'y s(0) = 0.2, mientras que, en la Figura [9) se muestra la versién perturbada con las
siguientes condiciones iniciales y(0) = 0.5, x»(0) = 0.8, e:(0) = 1, e2(0) = 1.2y s(0) = 0.2.
El buen desempeno se concluye de estas figuras, apoyando la teoria desarrollada. En la
Figura [10| se muestra la ganancia L, del sistema, y en la cual se verifica que posee una

ganancia £, menor que 72 con respecto a la salida 6ptima z (89).

Resumiendo, el proceso de sintonizacién resultado del Teorema[3.3] es efectivamente
aplicable a la implementacién numeérica de la sintesis del doble integrador por modos

deslizantes de primer orden afectado por perturbaciones desacopladas.

0 05 1 145 2 25 3
oaf- B . LI U ]
1) D\ :
0z i | 1 ] ]
0 05 1 1.5 2 25 3
tls]

Figura 8: Dinamica del sistema completo no perturbado con condiciones iniciales y(0) = 0.5, x2(0) =
0.8,e1(0) =1, e(0)=1.2y s(0) =0.2.
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Figura 9: Dinamica del sistema completo perturbado con con condiciones iniciales y(0) = 0.5,
x2(0) =0.8, e1(0) =1, e2(0) = 1.2y 5(0) = 0.2.
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Figura 10: Ganancia del sistema completo perturbado.



63

Capitulo 4. Sintonizacion del controlador por modos des-
lizantes para una cadena de integradores de

orden n perturbados

A continuacion, el procedimiento de sintonizacion del capitulo previo es extendido de
manera directa a una cadena de integradores perturbados manipulados por un controla-
dor de modos deslizantes de primer orden. Nuevamente, la sintesis de retroalimentacion
de estado, el diseno del observador y la sintesis de retroalimentacion de la salida basado

en el observador, son verificados exitosamente cada uno.

4.1. Sintonizacion del controlador por modos deslizantes para una cadena de in-

tegradores de orden n perturbados: el caso de informacion completa

Para apoyar nuestros resultados tedricos el sistema (5) se representa por el siguiente

sistema:

).(1 = Xo + d1(.d1(l‘)

(155)
Xn—1 = Xn + Op_1wWn_1 (t)
Xn = U+ dpwn(t)
y es controlado por
u=—Msign(s) (156)
donde M > 0 es la magnitud de conmutacién y ¢;,---,c,—1 > 0 son vistos como los
parametros de la superficie de conmutacion
n—1
S=Xn+ Y CkXk. (157)
k=1

El objetivo de esta seccion es demostrar que con MD de primer orden la superficie,
es capaz no sélo de rechazar perturbaciones acopladas uniformemente acotadas, sino

también atenuar las no acotadas, incluyendo perturbaciones desacopladas. Con este fin,
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la salida (6) se especifica de la siguiente manera:

z=h(x)=[x1, -, Xn_1,8]". (158)

Para validar los resultados, el sistema (155)—(158) se puede representar en la forma

() con
)
=[x, x| 5 glx) = diag(dh, -, d);

T
w=[w1;"'ywn] ;

k=1

n—1 T
f(x) = [xg, .+, Xp, —M sign <x,, + chxk>] .

Considerando el sistema (155) y su salida 6ptima (158), se pueden generar dos casos,
detallados en la Tabla[4l

Tabla 4: Casos posibles para un sistema canoénico de orden n por retroalimentacion del estado.

| Caso | s | Orden | Condicién en la Superficie | Salida |
i) |[#0 2 Fuera z=h(x)=[x1, - ,Xp_1,8]"
i) 0 1 Sobre 2%=h(x)=[x1, -, Xn_1,0]"

4.1.1. Verificacion de la desigualdad de Hamilton—-Jacobi fuera de la superficie de

deslizamiento.

Por claridad se vuelve a definir la desigualdad de Hamilton—Jacobi:

oV 1 9V ovy'
=ax 00+ 4525, 9097 () <a) (159)

+h" (x)h(x) < —v(x).

H(x, (X))

Posteriormente vamos a demostrar que con (157) la funcién definida positiva
V=%TP% +|s| (160)

con P=PT > 0 e RM-"x(-1) y ¥ ¢ R satisface la desigualdad de Hamilton—Jacobi
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fuera de la superficie de deslizamiento (157) para este fin considérese que H =

H(x, a(x)) entonces

n—1 n—1 n—1
H=2 [( Pk,x,> xk+1] + [Z Cik Xk 11 sign(s)] + 82

k=1

n—1
_ {M— 41_2 ( c,%d,f) +d§] } PX X2
7L\ k=
1 n—1 n—1 n—1
+ 2 > |k (Z Pk,x,> + Cdg sign(s) Y _ Pux;
k=1 i
n—1 n—1 n—1 (161)
§2Z [( Pk/X/> Xk+1] + Z Ci| X1 | + 2
k=1 L \'i=t k=1
1
- M—E[<ch2>+d2]}+x1 S+ X2
k=1

i Prix;
i=1

]<o

Dentro de la bola Bg = {x = (X4, -+ ,X,)T € R" : x2 + .- + x2 < R?} de radio R, los
términos definidos e indefinidos positivos en el lado derecho de (161), se pueden agrupar

entre si de la siguiente manera

n—1 n—1
22 [ Z Pk/X/) Xk+1] + ZCK|X/<+1|
P
1 n—1 n—1
+? (Z Pk,x,> + (de,f

Z Prix;
+X2 4 e X2 4 &P

i=1
1 n—1
b(x) = {M— o [(; c,fd,f) + d,%] } .

Acotando términos en a(x) de la siguiente manera:

)

a(x) < R? (p+ %dgp2 +2C+ 1) +R (c + %cdzp)
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donde

p=max|Py|; c=maxck; d=maxd.
ki k k
Si se selecciona la ganancia del controlador M = M(R) de acuerdo a

n—1
M(R) >4i72 [(Z C,fd,f) + dﬁ] + R? (p+ %dzp2 +2C+ 1>
k=1

+R <c+ %cdzp) ,

(162)

entonces la relacién (159) sera definida negativa dentro de Bgr, asegurando que la de-
sigualdad de Hamilton—Jacobi (159) se satisface de manera local fuera de la superficie

de conmutacién (157).

4.1.2. Verificacion de la desigualdad de Hamilton—-Jacobi sobre la superficie de

deslizamiento.

Por claridad se vuelve a definir la desigualdad de Hamilton—Jacobi:

Vs T
P00+ @0 (57) hToR < vl (169)

La ecuacién de MD, que rige la dinamica del sistema en la superficie de conmutacion
(157), se obtiene aplicando el método de control equivalente. Entonces el sistema de

orden nrestringido a la superficie deslizante (157) se reduce a un sistema de orden n—1:

X1 = Xo + d1W1(t)

(164)

n—1
Xn—q = — Z Ck Xk + Ap—1wn—1(t)

k=1

y su salida (158) esta dada por

z=h(x) =[x, -, Xn_1,0]". (165)
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La funcion definida positiva (160) sobre la superficie de deslizamiento s = 0 se simpli-

fica a
V = xTPx. (166)
Suponga que los parametros ¢;,---,Cc,_y son convenientemente seleccionados de
acuerdo a Utkin (1992) de tal manera que la dinamica no perturbada (conwy = - -+ ,wp_1 =

0) de MD (164) es exponencialmente estable con « arbitrariamente grande. Es decir, la
matriz P > 0 selecciona de tal manera que la derivada de la funcion de Lyapunov (166),

calculada en las trayectorias de MD de (164) no perturbada satisface la desigualdad

V < —k||X|J2 (167)

Ahora vamos a demostrar que la desigualdad de Hamilton—Jacobi (163), para el sis-
tema (164), se satisface con la funcién (166). Sustituyendo (166) en la desigualdad de
Hamilton—Jacobi (163), se obtiene,

. 1 TP
HO(x, (X)) < —rl|X|* + 2—72||P||2||D||2||X||2 +R*<0. (168)

Tomando en cuenta (167) y considerando que
n—1
hT(x)h(x) = xF < R?
i=1

D = diag(d;, - - -, dn_1),

donde la constante « se debe elegir de acuerdo a:

_ IPIPIDI? + R

22 (169)

La validez de la desigualdad de Hamilton—Jacobi (163) se puede verificar en la super-
ficie de deslizamiento (157) sujeta a (169).
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4.1.3. Analisis de ganancia £, del sistema en lazo cerrado con la informacion com-

pleta

Resumiendo las condiciones encontradas en las subsecciones y y aplican-

do el Teorema|2.1|para el sistema en cuestion, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.1 Dada~ > 0 y R > 0, los parametros ¢, - - - , C,, S€ construyen para cumplir
la desigualdad con k > 0 y matriz PT = P > 0 que satisfagan (169). SiM > 0 sa-
tisface la desigualdad (162), entonces el sistema (155), conmutado en la superficie (157),
es internamente asintoticamente estable y localmente posee una ganancia L, menor que
~ con respecto a la salida (158).

Demostracion. Se requiere de las operaciones de las subsecciones y para

que el resultado del Teorema4.1] se concluya. |

Esta claro que el Teorema presenta las reglas de sintonizacion para la sintesis de
retroalimentacion del estado por modos deslizantes para una cadena de integradores de

orden n perturbados.

4.2. Sintonizacion del observador por modos deslizantes para una cadena de in-

tegradores de orden n perturbados

El analisis de ganancia £, es aplicado a un observador por modos deslizantes para

una cadena de integradores de orden n perturbados

).(1 = Xo + d1bd1(f)

(170)
Xn—1 = Xp + Op_qwn_1(f)

)‘(n =U+ dn(.{)n(t).
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La salida medida se especifica ahora de la siguiente manera:

Y =X +(,<Jo(t) (171)

donde wo(t) es una perturbacién. Dado a que solo se tiene acceso a x; es necesario

definir un observador para poder estimar los estados restantes. La dinamica de la salida

medida (171) es:
}./=).(1 +w0(t) =X2+d1W1(t)+d)o(t). (172)

En consecuencia el sistema (170) toma la siguiente forma:

Y = Xo + diwq(t) + wo(f)

)'(2 = X3 + dgwg(f)

(173)
Xn—1 = Xp + Ap_1wn_1(f)
).(n =U+ dn(&)n(t)
Ahora se propone el siguiente observador discontinuo:
};\/ = )'\(2 + I1 Sign(e1)
Xo = %5 + b sign(ey)
(174)

);\(nf1 = Xp + In—1 sign(ey)

X, = u + I, sign(ey)

donde y, %, - -, X, son los estados observados. Definiendo los errores de observacion
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de estados como:

er=y—Jy
€ = Xo — )'\(2
(175)
€n=Xn— )A(n,
la dinamica del error de observacion queda expresada de la siguiente manera:
é1 = e + diwi () + wo(t) — h sign(er)
é2 =e3+ dz&)g(t) — /2 sign(e1)
(176)
én1 = €n+ dp_1wi(t) — Ir_1 sign(ey)
én = dnU)n(t) - In Slgn(e‘l).
La salida 6ptima (6) se especifica como:
Ze=h(e)=[e, - ,en. (177)

.
Ahora representamos (176)-(177) en la forma (@) con e = [91,... ,en} eR"y

we(t) = |wi(t), -, wa(t),wo(t)| € R™, donde el sistema nominal f(e) € R" y la matriz

de coeficientes g(e) € R™(™") vienen dados por:

_e—lsine | - -
> /1 .g E 1; & 0 0 1
es — b sign(e
2 = signte 0 b 0 --- 0
f(e) = : , gle)=| _ . (178)
L sign(en : 0 .. ... 0
e, — |, 1sign(e
el 0 - 0 d, 0
—I, sign(ey) - -

Considerando el sistema (176) y su salida (177), se pueden presentar dos casos,

detallados en la Tabla Bl
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Tabla 5: Casos posibles para el observador de un sistema canonico de orden n por retroalimentacion
de la salida.

| Caso | e; | Orden | Condicién en la Superficie | Salida |
) [#0 n Fuera (x # S) ze=h(e) =[es, -, el
i) 0 | n—1 Sobre (x = S) Z20=h(e)=[0,e,---, e .

Para demostrar que el sistema (176) satisface la desigualdad de Hamilton—Jacobi para

toda x € R”, segun sea el caso se emplea la siguiente funcion de Lyapunov:
Ve =ley| +&7Qe (179)

con Q=Q7 >0, Qe R-Dx-1y & c R donde & =[es, €3, ..., €] .

4.2.1. Verificacion de la desigualdad de Hamilton—-Jacobi fuera de la superficie de

deslizamiento

Ahora se demostrara que el sistema (176) fuera de la superficie de deslizamiento, es
decir e; # 0, con la funcién (179) satisface la desigualdad de Hamilton—Jacobi

Ve 1 0V, ooV
_ < — 180
H(e, a(e)) =—-f(e) + 47 de g(e)g’ (e) ( ae) + h'(e)h(e) < —v(e) (180)
donde
oVe [OVe 0OV, OV, . LI
= - = 2 i i . 1 1
e 96, 98’ : 86,71 [Slgn(e1), kE=2 /E=2 Qk-1, 16‘] (181)

Sustituyendo (176)—(178) y (181) en (180) la funcién H. = H(e, a(e)) resulta ser

He =65 sign(ey) — sign®(e) {/1 — 4L72 (02 + 1)1 +e2 4.+ 6

n—1 n n-1n
+2 Z Z Qk_1,,'_1 €€k — 2 Z Z Qk—1,i—1 ei/k Sign(e1) (1 82)

k=2 i=2 k=2 i=2
n

! . 1 o °
-2 Z Qn71,,;1 e,-/,, S|gn(e1) + 4—72 Z 2 IZ=2: Qk,1,,;1 e,-dk < 0.

j=2 k=2
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Dado que sign®(e;) = 1y cuando e; # 0, considerando el peor caso de la desigualdad
previa obtenemos:

n

. 1 =
He =65 S|gn(e1) — {/1 47 d1 +1 1 +22 Qk,1,,~,1e,-ek+1

k=2 =2

n n

_2ZZQK 1,i—1€ilksign(ey) —2 %  Qu_1,i—1€il,sign(ey)

k=2 =2 i=2
n
1

4’72Z<220k 1,i— 1e,dk> +e12.|...._|_e,27
<|ea| — {/1 — —— (df +1 ]+2ZZQK 1 €i8k1

k=2 i=2

+2ZZ|Q/< 1, 1e,||/k|+22!0n 1,i-16il ||

k=2 =2

4722<220k 1,i— 1e,dk> +e12+~~+ef,<0.

(183)

Dentro de la bola Br = {€ = (e1,---,e,)" € R": €2 +--- + €2 < R?} de radio R, los

términos definidos e indefinidos positivos en el lado derecho de (183), se agrupan entre
si teniendo

n

n—1
—|eg|+ZZZQk 1,i—1€i€k+1 +22 |Qk—1,i—1ei||lk|

k=2 i=2 k=2 =2

n 2
+2Z’Qn 1,i— 19/”/ ’+4 22 (2 . Qk1,,-1e,-dk>

I=

+& 4+ 46

1
b(e) =l1 — 4—72 (d12+1) .



73

Antes de continuar procederemos a acotar cada término de a(e):

n—1

2 ZQk 1,i—1€iCk41 <20F1’2(2n 3)

k=2 =2
n—1
ZZ|QK 1,i— 1e/||/k|<20/\/_Rn 2
k=2 i=2 (184)

22 |Qu_1.i_1€i| || < 2QIV/nR,

i=2
1 & d *
F Z (2 Z Qk_1,,'_1 e,dk> < —DR2
v k=2 i=2 v

donde se considerd que ||, |I,| < I para toda k y ademas
2
<Z a,-) < ”Z a.

Por lo tanto al considerar (184), a(e) queda acotada superiormente de la siguiente

manera.
ale) < R? (%D + 1) +2QR%(2n — 3) + R (1 +2QIv/n) + 2QIv/nR(n — 2)

donde

q= ”}(aX(QI%/)
m

Finalmente, se selecciona el parametro del observador /; = /;(R) de acuerdo a

1
4 A~2

+2QIV/nR(n - 2).

h(R) >— (d?+1) + R? (%D+1) +2QR?(2n—3) + R (1 +2Ql/n)

(185)

Por lo tanto la relacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi (180) se cumple dentro
de Bpg.
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4.2.2. Verificacion de la desigualdad de Hamilton-Jacobi sobre la superficie de

deslizamiento

Si la desigualdad de Hamilton—Jacobi, se restringe a la superficie de discontinuidad

(7), toma la forma:

donde &= [e2,~~ ,en}r;ywé(t) = [W1(t),.~- ,wn(t),wo(t)]T-

La ecuacién de MD, que rige la dinamica del sistema en la superficie de conmutacion
(e1), se obtiene aplicando el método de control equivalente. Entonces, si el sistema
de orden n se restringe a la superficie de deslizamiento (e;), se reduce a un sistema de
orden n — 1, es decir:

& = 63 + Qhwo(t) — ;—f (62 + dywq(t) + wo(l))

: I _
€3 =64+ d36<)3(t) — f (62 + 0wy (t) + wo(t))

(187)

In—1

h

& = chion(f) j— (62 + doos (1) + ()

€n_1=6n+ dn—1wn—1(t) -

(€2 + dywi (1) + wo(t))

y la salida (177) esta dada por

20 =h(e)=[0,e,---, €. (188)
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Se define ahora la dinamica del sistema previo (187)) como el sistema (5) donde

e — £ —dy & 0 0O -+ 0 -7

e — fe —$dy 0 & 0O -+ 0 —f
f(e) = ' ; g(e) = :

en—'”,jeg —’”,1*1d1 0O --- 0 dyoq1 O —’”;1

e | —pdi 0 0 - 0 dy —P|

La funcién definida positiva (179) sobre la superficie de deslizamiento e; = 0 se sim-
plifica a
Vs = T Q@, (189)

donde Q = Q" > 0. La derivada parcial de 0Vz/0@ resulta ser:

0Ve
oe

=2&'Q. (190)

Continuando asi con la funcién Hz = H(é, a(é)), se evalla el primer conjunto de térmi-

nos de la desigualdad:

aVé ~ ~T ~
%f(e) =2é' Qode, (191)

donde ¢ ¢ R"-"x(=1) "viene dada por:

(2 100 0 0]

-2 0100 0
® =

~bt 000 - 0 1

| -2 000 -+ 0 0

Ahora considerando todos los términos de la desigualdad de Hamilton—Jacobi (186)

se tiene:
Hs=8" <2o¢ + %og(é)gT(é)Q+ /) &<0 (192)

J

L
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o en su forma equivalente pero simétrica, se representa con:

He=28" (cho + QP + %Og(é)gT(é)Q + I) é < 0. (193)

(.

L

Para cumplir la desigualdad de Hamilton—Jacobi de (193) es suficiente garantizar que

sea definida negativa, que resulta la siguiente desigualdad, es decir:
/2 . . 1
BL=PE®TQ+ Qd) + #Og(e)gr(e)0+ Bl=2Qd; + ¥Qw1w{o+ 2l<0, (194)

donde ¢4 = 2® y con Wy = /;g(&)

~hh 2 00 0 --- 0
ks O RO O -0
¢y = : ;
kg 0 00 - 0 P
_—/1/,7 0O 0 0 - 0 0_
[ hdy hdy O O - O b |
—hd; 0 hd; O e 0 —h
vo= |
~lh4dy 0O - 0 hdpy O —lpy
| —hdi 0 0 - 0 hdy —h |

Entonces las desigualdades de Hamilton—Jacobi (180) y (186) se cumplen si se satis-
facen la desigualdad cuadratica (194), la cota en la desigualdad (185) y la matriz Q esta

definida positiva, es decir, @ = Q" > 0.

4.2.3. Analisis de ganancia £, del observador para una cadena de integradores de

orden n perturbados

Resumiendo las derivaciones hechas en las subsecciones y y aplicando el

Teorema 2.1 para el sistema en cuestion, se obtiene el siguiente resultado.
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Teorema 4.2 Se considera el sistema discontinuo (170) dentro de la regién Bg. Se propo-
ne el disefio de un observador discontinuo (174), basado en la salida medible (171)). Dada
una ~2, si existen los pardmetros adecuados para ly,--- , I, y una matriz Q = Q" > 0, tal
que cumplan con (185), y la desigualdad cuadratica en (194). Entonces el sistema en
errores (176), es asintéticamente internamente estable, y de manera local (dentro de Br)

posee una ganancia L, menor que v? con respecto a la salida éptima z .
Demostracion. Se requiere de las operaciones de las subsecciones y para
que el resultado del Teorema[4.2]se concluya. |

Similar al Teorema4.1], el Teorema anterior 4.2 consistituye las reglas de sintonizacion
para el diseno de un observador por modos deslizantes para una cadena de integradores

de orden n perturbados.

4.3. Sintonizacion del controlador por modos deslizantes para una cadena de

integradores de orden n perturbados: el caso de informacion incompleta
Ahora analizando el sistema completo (173)—(176), el sistema a evaluar es el siguiente

Y = Xo + djwq(t) + wo(f)

Xo = X3 + Ghwo(t)

(195)
Xn—1 = Xp + Ap_1wn_1(f)
Xn = U+ dpwp(t)
€1 = e + diwi(t) + wo(t) — h sign(ey)
€ = 63 + dhwo(t) — b sign(ey)
(196)

én1=6n+ dnf1w1(t) — I Sign(e1)

én = dnwi(t) — Irsign(er)
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donde

er=y—Viex=xk— X, k=2,3,...,n. (197)

El sistema (195)—(196) se controla con
u = —Msign(8), (198)

donde M > 0 es la magnitud de conmutacién y cuya superficie es definida por
n—1
§=%+ ) Gk +Cry (199)

k=2

con los parametros de la superficie son ¢, > 0, k = 1,2, ..., n—1. tomando en cuenta que:
)A(k = Xy — ek,k=2,3,...,n.

La superficie (199) se toma en la forma

n—1

$§=Xx,—e,+ Z C( Xk — €x) + C1 Y. (200)
k=2

La salida 6ptima (6) para la dindmica del sistema completo (195)—(200) se define:

Zs = h(0) = [V, X0, vy Xp1, 8V, X2, oo s X1, €2, v, €n), €4, v, 5] (201)

Considerando la dinamica del sistema completo (195)—(200) escrito en términos del
T
sistema (5) con el estado ¢§ = [y,X2, e Xp, €1, ,en} € R2" y la perturbacion ws(t) =

;
[M(t), ... ,wn(l‘),cbo(l‘)} € R™', mientras que el funcidon nominal de f(J) € R?" y la matriz
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de coeficientes g(s) € R"*("1) que afecta a las perturbaciones son:

Xo

Xn

n—1

k=2
e> — I sign(ey)

e; — b sign(ey)

en — Ih_1 sign(ey)

—I, sign(ey)

—Msign | x, — en+ > Ck(Xk — €x) + C1y

¢, 0 .- 0 1

0 & O -0

0 -0

g0)= | a0
d o0 1

0 o O -0

: 0 -0

_0 0 d, O_

Con el sistema (195)—(200) ocurren cuatro casos, detallados en la Tabla 6]

Tabla 6: Casos posibles para un sistema canonico de orden n por retroalimentacion de la salida.

|Caso| & | e | Orden | Superficie | Salida |
h [#0]+#0] 2n Fuera Zsi=h(0) = [y, X0, , Xn_1,8, €1, , €n]"
i) 0 |#0|2n—1] Sobreuna 20 =h(0%) =y, X2, -, Xn_1,0,€1,---,€n]"
i) |#0] 0 |2n—1] Sobreuna | 2% =h(d%) = [y, Xe,-- ,Xn_1,8,0,€2,-- , €]
iv) 0 | 0 [2n—2] Sobreambas | 2%, = h(0%) =[y, X, - ,X1-1,0,0,€,--- ,€n]"

Para analizar la ganancia £, del sistema completo (195)—(200) la desigualdad de

Hamilton—Jacobi se verifica en cada caso de la Tabla [6] por medio de la funcién defini-

da positiva:

Vs =XTP% + 3| +|e | + 8" Qe

(202)

con matrices P y Q, ya definidas en las subsecciones 4.1y 4.2 % = [y, %, ..., xo1]" ¥

é= [eg, es3, ..., e,,]T.

En base del disefio de retroalimentacion del estado y disefio del observador de el

Capitulo 3, se obtiene el siguiente resultado.
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Teorema 4.3 Se considera el sistema en términos de la planta y de errores de
observacion (196). Suponga que existen una 42, R > 0 y los parametros l,--- , I, y Q =
QT > 0 que satisfagan las desigualdades y . Ademas suponga i) que los
parametros ¢y, - - - , Cp, SON convenientemente seleccionados para cumplir la desigualdad
conk y PT = P > 0 que satisfagan , y ii) existe una constante no negativa M
tal que satisfaga la desigualdad (162), entonces el sistema de lazo cerrado (195)—(200)
es internamente asintoticamente estable y localmente posee una ganancia L, menor que
+? con respecto a la salida z .

Demostracion. La demostracion del resultado sigue la misma linea que se realizo duran-
te estos casos, y representa una combinacion sencilla de demostraciones realizadas en

cada caso. [ ]

A primera instancia el Teorema[4.3parece una generalizacién del Teorema[3.3|para la
cadena de nintegradores donde n > 2. Similar al estudio del doble integrador del Capitulo
el procedimiento de sintonizacion de la cadena de integradores perturbados manipu-
lados por un controlador de modos deslizantes de primer orden, se obtiene de manera
directa del Teorema [4.3] Es posible una generalizacién mas a fondo del procedimiento
de sintonizacion para una clase mas amplia de sistemas por modos deslizantes, esto es

demostrado en el siguiente Capitulo.
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Capitulo 5. Sintonizacion de controladores por modos
deslizantes de sistemas de orden n en forma

canonica

Los resultados previamente obtenidos se extienden a SISO perturbado dado en la

forma candnica de orden n de Byrnes y Isidori (1991)
X1 = Xz + di (X, Hwi(f)
(203)

)‘(nf‘] = Xn + dnf‘] (X, t)(.Unf‘|(t)

Xn = (X, 1) + b(x, t)u + dp(X, )wn(t).

En la relacion de arriba el vector de estado x = (xy, ..., x,)" € R", el vector de pertur-
baciones w = (w1, ...,w,)" € R”, la entrada de control u € R', y las funciones escalares

o(x, 1), b(x, 1), di(x,t), i =1,...,nson continuas en el dominio
Br={xeR":¥7,x? < R?} (204)
de radio R > 0. Suponiendo que

b(x, t)
60,0 < Loy [ D] < Ly i=1,0,n (206)

v

bo, (205)

V x € Bgy algunas cotas by, b°, L, L; > 0, con conocimiento a priori.

Suponga que el sistema en lazo cerrado (203), controlado mediante un controlador de

modos deslizantes de primer orden

u=—Msign(s), (207)



82

conmutando en la superficie lineal s(x, t) = 0, se rige mediante
n—1
S=Xn+ Y CkXk. (208)
k=1

Esta bien reconocido que el controlador rechaza perturbaciones acopladas con la mag-
nitud bastante pequena. E/ objetivo es que el controlador tambien atenua perturbaciones
no acotadas, inlcuyendo perturbaciones desconocidas, siempre que la magnitud de con-
mutacion My los parametros ¢;, i = 1, ..., nde la superficie lineal de conmutacion s(x) = 0

sean propiamente sintonizadas.

La salida (6) es especificada de acuerdo con
z=h(x,t) =X, .., Xn—1, S(X)] (209)

la dindmica de la planta (203)—(209) se representa de la forma (5)—(6) con

X = [x1,...,xn]T, (210)
;
w = [y swn] s (211)
g(x, t) = diag[di(x, 1), ..., dn(x, 1)], (212)
n—1 T
f(x,t) = [Xg, ey Xny O(X, 1) — Mb(x, t) sign <x,, + Z ckxk>] . (213)
k=1

5.1. Sintonizacion de controladores por modos deslizantes: el caso de informa-

cion completa

Los parametros del controlador de modos deslizantes (207)—(208) son secuentemente
sintonizados para atenuar perturbaciones externas de acuerdo con el Teorema[2.1] Para

este proposito, la funcién no suave definida positiva

V=xTPx+]s|, (214)



83

especificada con X =[xy, ..., X,_1]" yalguna P = PT > 0 la cual es disefiada, son utilizadas

para validar la Hipotesis H.

5.1.1. Verificacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi fuera de la superficie de

deslizamiento

Sustituyendo (214) en lado izquierdo de (20), especificada con (209)—(213), tenemos

que

n—1
H=2 |:(Z Pk]Xj) Xk+1] + Z Ci Xk 41 S|gn( ) 2

k=1

— [Mb(x, t) — o(x, t) — 4%2 (Z c2d?(x, t) + d?(x, t))] + X2 X2

n—1 n—1 n—1
2
<2 PiiXj | Xkt | + Z Ck|Xks1| + S

k=1
1 n—1
— [Mby — ¢(x, t) — poe: (Z c2d?(x, t) + d3(x, t))] + X244 X2
k=1

n—1

> Pux;

=1

(215)

2
n—1 n—1
+l2 d/%(X, t) (Z ijXj) +de,3(X, t)

donde el hamiltoniano H estandar para el lado izquierdo de la desigualdad de Hamilton—
Jacobi (20), entonces obtenemos. Dentro del dominio de Bg, dado en (204), la desigual-
dad (215) es simplificada a

—_

1 [« 1
H < Mb0+L¢+4 5 ( C,fLi+Lf,) (2||PH+—L ||PH2+2C+1)
1

x
1]

+RVn <c+%cL HPH) (216)

donde

C= mléx Ck, Lg = mléx Ly, (217)
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Ly, Li, i=1,...,nhan sido definidos en (205), y se utiliz6 la desigualdad
n 2 n
(Z a;) <n) &. (218)
i=1 i=1

Resulta que el hamiltoniano H es negativo definido dentro de la bola Bz con cual se

selecciona la ganancia del controlador M de acuedo con

1 [ 1
M(R) > by’ [4—72 (Z C212 + Lf,) + R? (2||P|| + ?d2||P||2 +2C+ 1)
k=1

+Rv/n <c+ %cLﬁHPH) : (219)

Entonces, bajo la condicion (219), la correspondiente desigualdad de Hamilton—Jacobi

se demuestra que localmente (dentro Br) se mantiene fuera de la superficie de des-

lizamiento (208).

5.1.2. \Verificacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi sobre la superficie

La ecuacion de modos deslizantes, que rige la dinamica del sistema en la superficie de
deslizamiento (208), es obtenida mediante la aplicacion del método de control equivalente
de Utkin (1992). Entonces, si es confinada a la vierdad de la superficie de deslizamiento
(208)), el sistema (203) es reducido al sistema

X1 = X2 + di(X, Hwi(f)
(220)
n—1
Xp—1 = — Z Ck Xk + An—1(X, Hwn_1(1)

k=1

y su salida (209) es entonces especificada de acuerdo a

z=hx,t =[x,..., Xa_1,0]". (221)
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Sucesivamente, la funcion definida positiva (214) en la superficie de deslizamiento s(x) =

0 es simplificada a

V = xTPx. (222)
Sean los parametros ¢y, - - - , C,_1 Seleccionados acorde a Utkin (1992) para asegurar
que la dinamica interna de los modos deslizantes (220) (cuando wy = -+ = w1 = 0)

son exponencialmente estable con gran reduccion de « > 0. En otras palabras, un matriz
definida positiva P es disenada tal que la derivada temporal de la funcion de Lyapunov
(222) a lo largo de la solucion del sistema libre de perturbaciones (220) satisface

V < —k||X|2 (223)

con x > 0 elegiendo arbitrariamente grande. Ahora se demostrara que la desigualdad de
Hamilton-Jacobi (22), mientras sea especificada para la ecuaciéon de modos deslizantes
(220), se satisface con la funcion definida positiva (222). Mediante la sustitucion en
la desigualdad de Hamilton-Jacobi (22), especificada para (220), y tomando en cuenta

que
n—1

hT(x, h(x, t) = > x? = || X%,
i=1

se deriva
1

H < —ﬁ'H)?Hz + —
272

LEIIPIEI%]* + 1%]1* < O, (224)

siempre que el parametro « sea elegido de acuerdo con

1
K > 272L’g‘,||P|F +1. (225)

La validacion de la desigualdad de Hamilton-Jacobi es verificada directamente en
la superficie de deslizamiento (208) sujeta a los parametros de eleccién (225).

5.1.3. Atenuacion de perturbaciones desacopladas

Mediante la aplicacién del Teorema para el sistema (203)—(209), el siguiente re-

sultad es directamente establecido.
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Teorema 5.1 Dada una~ > 0 y un radio R > 0, sea la magnitud de conmutacion M > 0
seleccionada de acuerdo a (219) asi los parametros de la superficie cy, ..., ¢, son tales
que son validos con y K, que satisfacen (225). Entonces el sistema libre de
perturbaciones (203)—(208) con w = 0 es asintéticamente estable y su version perturbada
posee ganancia L, menor que ~y con respecto a la salida localmente dentro de la
bola Bg de radio R.

Demostracion. Siendo sucesivamente especificado para el sistema (203)—(209) fuera
de la superficie y a lo largo de la superficie s = 0, la desigualdad de Hamilton—Jacobi

y la contraparte es modos deslizantes han sido validadas respectivamente en la

subseccion|5.1.1land5.1.2] La Hipétesis H se demuestra estar en vigor con el sistema en
cuestion. Por lo tanto, el Teorema es aplicable al sistema (203)—(209). Las pruebas

son completadas mediante una apropiada aplicacién del Teorema[2.1] |

5.2. Sintonizacion de observadores por modos deslizantes de sistemas de orden

n en forma canodnica

En lo que sigue, el estado x;(t) se supone que sea la Unica medida disponible
la cual es corrompida con una perturbacion wy(t) € R, i.e., la salida medida esta dada
mediante

Y = Xy +wo(t). (226)

Los observadores por modos deslizantes son basicamente eficaces para los sistemas
lineales, solamente la investigacion posterior se limita a los sistemas lineales en la forma
canonica donde

o(x, t) =X aix;, b(x,t)=b, (227)

y ai, ..., an, b son parémetros constantes.

Mediante la diferenciacion (226)), representamos el siguiente sistema (203),(227) en



términos de la salida dinamica

V=X + di(Dwi(t) + co(t)

Xo = Xz + Co(t)wa(t)
Xn 1 = Xp + o1 (t)wn_1(t)
Xn = ary + X1,aix; + bu + dn()wn(t) — arwo(t)
donde d(t) = di(x(t), 1), i=1,2,...,n,y en virtud de (208),
di(t)| < Lg, i=1,...,n
para cualquier t siempre que x € Bg. El siguiente observador discontinuo
X1 = % + By sign(y — &)

%o = X5 + B2 sign(y — %)

);‘(n_'] = )A(n + Bn_1 Sign(y — )’\(1)

Xn = Y7, aiX + bu + B,sign(y — X1).
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(228)

(229)

(230)

es bien reconocido por estimar los estados x(f) € R" del sistema lineal (203),(227) bajo

perturbaciones acopladas. El siguiente objetivo es ajustar los parametros de observacion

b1, ..., By para llegar a los dinamica de errores de observacion de la ganancia £, menor

que un cierto nivel de atenuacién de perturbacion . Con este fin, vamos a reescribir el

observador de estado (230) en términos de la estimacion de errores

er=y—X

€ =Xo— Xo

(231)
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cuyas dinamicas estan claramente reguladas por

&1 = e — f31 sign(er) + di (Hwy (1) + (1)

& = 63 — B2 Sign(er) + da(t)wa(t)

(232)
€n_1=€n— Bn_1 Sign(e1) + an—1 (t)wn—1 (t)
&, =Xl a6 — Basign(ey) + an(t)wn(t) — aywo(t).
Al evaluar el desemperio de la dindmica del error con la salida de error
ze = hie,t) =[ey, ..., e, (233)

el sistema de observacion de errores (232)—(233) se representa facilmente en la forma
(B)—(6) donde

e=|es,...,en" (234)
we = [Wo, W1, -r s why o] (235)
(0 & 0 .. 0 A1
0 0 a(t) 0 .. O
gle ) = (236)
0 0o - 0
—a; 0 0 dy(b) 0]
[ e, — (4 sign(ey) ]
es — [Pz sign(ey)
fle,t) = : . (237)
en — Bn-1sign(ey)
X7 a6 — Bnsign(es) |

Con el fin de aplicar el Teorema para el analisis de ganancia £, de la dinamica
del error de observacion la Hipétesis H esta validada posteriormente con la funcién
definida positiva no suave

Ve =lei| + &' Qe (238)
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donde & =[ey, €3, ..., €,]" y una matriz definida positiva Q € R("-1x(-1),

5.2.1. \Verificacion de la desigualdad de Hamilton—Jacobi fuera de la superficie del

observador discontinuo

Sustituyendo (238) en el lado izquierdo de (20), especificado con (233)—(237), se de-
riva

2

H = e, sign(ey) —signz(e1)[5 po <d2+ 1” + 4t R

n—1 n n
+2 Z Z Qk_1,i—16i€ks1 — 2 Z Z Qk_1,i—1€iBx sign(ey)

k=2 i=2 k=2 =2

. 22 Qn_1,i-16; lﬁn sign(er) — X1 1a/e/] 4 5 Z [22 Qx_1,-16i(0k — Sknat)

i=2 k=2 i=2

2

(239)

donde el hamiltoniano #H representa el lado izquierdo de la desigualdad de Hamilton—

Jacobi (20), asi obteniendo el simbolo de Kronecker dx, = 0 si k # ny dp, = 1. Resulta

que
1 n—1 n
H<|e| — [51 ~ 2z (L§+1)} +ZZZ|QK—1,/'—19/9K+1|
ko2 iz
+ZZZ|Q/< 1,i- 1e,||6k|+22|0,, 1,i-16i] l|ﬁn|+Z 1|a,]|e,|]
k=2 =2

(Lg + |a1]
+%Z(22|Qk1,1e,> +e12+---+e§, (240)

k=2 i=2
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donde los limites superiores b°, L, Ly se consideran de (229). Tomando en cuenta (278),

se concluye que

n—1 n
23 | Quri18i8k] < | Q| RP(2N - 3), (241)

k=2 i=2

n—1 n
23> " |Quricrail 18] < 28]1Q)Vn(n - 2)R, (242)

k=2 =2
2% |Qn-si-8l165a] < 28] Q[ VAR, (243)

=2
2Z]Qmu4&NZLwM%>S2%OWﬂ? (244)

2 _
ﬂz (22\@ i 1e,> < (Ld+’a122”(” 2)HQH2R2, (245)

7 k=2 i=2
dentro de la bola Br = {e=(ey, -+ ,e,)" € R": €2 +--- + 62 < R?} de radio R, siempre
que
la| <a j=1,..,n (246)
1Bk| < B, k=2,...,n. (247)

Mediante el empleo de las relaciones anteriores, la desigualdad (240) es entonces

reducida a

Ho< b+ g (L§+1) Rz[(Ld+|a1|)2”(”—)

2
7 Q% + || Q|l(2n — 3) + 2a]|Q||n + 1

F?[26\|QII\/77+ZBHQ|I\/E(H—2)+1]- (248)

Una vez que el parametro observador 5; = 31(R) se elige lo suficientemente grande,

llamado

51(R) > 1 (L5 +1) + AP [(Ld+ la132n<n— 2)

5 Q|7 +|Q|(2a+2n —3) + 1

(249)
R|23||Q||v/n(n — 1)+1]
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para suprimir particularmente las estimaciones superiores (246), de los otros parame-
tros, el hamiltoniano H, evaluado mediante (248), resulta ser definida negativa dentro de
la bola Bg. Asi, bajo la subordinacién de parametros (249), la correspondiente desigual-
dad de Hamilton—Jacobi(20) esta demostrado que se mantiene localmente fuera de la

superficie de conmutacion e; = 0 dentro de la bola Bg.

5.2.2. \Verificacion de la desigualdad de Hamilton—-Jacobi sobre la superficie de

conmutacion

La ecuacion de modos deslizantes, que rige la dinamica del observador sobre la su-
perficie de conmutacion e; = 0, es obtenida mediante la aplicacion del método de control
equivalente de Utkin (1992). Por lo tanto, si esta sobre la superficie de conmutacién e; = 0,

la dinamica de los errores de observacion (232) son reducidas a

6a = ox+ Gate(t) — 2 o2 + & (than (1) + (1)
1

& = &4+ Bo(t)en(t) — 22 [0+ & (thr (1) + n(1)]

b
(250)
6ot = 00+ T (thon 1 (0 — 75 [on+ () + ()
6 = T3 @161+ B(0)n(t) — aan(t) — 7 [ o2+ G (ar (1) + Lol
y su salida se especifica
20 =h(e)=[0,e,---, e . (251)
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El sistema resultante (250)—(257) se representa facilmente en la forma (5)—(6) con

- T T
e=[e2,...,en] : wé(t)=[wo(t),w1(t),...,wn(t),wo(t)} (252)
- ]
-2 1.0 0 - 0
B
-2 0 10 0
f(é) = Fé= : 8, (253)
Bn—
Bt 0 0 0 1
- a a -1 an
(0 24 & 0 0 0 |
0 -2d 0 d 0 0o &
g =G=| (254)
0 -%2dy 0 .. 0 dpy O -2
—a; —%dy 0 0 .. 0 d, -2

mientras que la funcion definida positiva (238) es simplificada a

Vs = &' Qe. (255)

Mediante la sustitucion (251)—(255) en el lado izquierdo de la desigualdad de Hamilton
- Jacobi (20), el hamiltoniano del sistema de errores de observacién a lo largo de la

superficie e; = 0 es derivado en la forma

He=8" (FTQ +QF + %OGGTQ + /) é. (256)

Es claro que el hamiltoniano Hz es negativo definido, si y sélo si
32 (FTO + QF + %OGGTQ + l) <0 (257)
0, equivalentemente, si y solo si

eTQ+ o¢+%oww70+/3$/<o (258)
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donde
—f1B2 2 0 0 0 --- 0
—f1fs 0 7 0 0 --- 0
® = fBF= : , (259)
~Bifpr 00 0 - 0 fF
BBy 0 0 0 - 0 0
0 —fedy  B1de O 0O .- 0 -5
0 —Bdi 0 pBids O - 0 -5
Vo= 8G=| : . (260)
0 —Bn—1d; 0 - 0 Bidh—r 0 —fBhq
|—b1ar —[ad; 0 o - 0  fpidy —fn |

Asi, la desigualdad de Hamilton—Jacobi (20), visto a lo largo de la superficie de con-
mutacion observador ey = 0 y especificada con (251)—(255), es valido siempre que exista
una matriz definida positiva simétrica Q > 0 y las ganancias del observador /i, ..., (3, tal
que sea definida negativa. A partir de y la desigualdad es cuadrati-
ca, con respecto a los parametros 4, ..., 8, a identificar y su factibilidad se reduce a partir
de el lema de Schur a la factibilidad de LMI correspondiente. Esta observacion permite
utilizar MATLAB para sintonizar las ganancias del observador para la atenuacion de las

perturbaciones no coincidentes inferiores a un nivel predeterminado especificado de .

5.2.3. Observador robusto frente a perturbaciones no acopladas

Las caracteristicas de robustez deseadas del diseno de observador de modos desli-
zantes propuesta se establece mediante la aplicacién de forma directa del Teorema

para el sistema en errores de observacion (232).

Teorema 5.2 Dentro del dominio de Bg, considerar el sistema (203), especificado con
(227). Un observador discontinuo es entonces disefado, basado en la medicion del
sistema (226). Dada una v, sea que existen las ganancias del observador j1,--- , [, ¥

una matriz definida positiva Q de tal manera que la subordinacion de pardmetros
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es vélido y la desigualdad cuadrética (258) se satisface. Entonces el sistema en errores
de observacion es internamente estable y posee una ganancia L, menor que v con
respecto de la salida del error (233).

Demostracion. La desigualdad de Hamilton—Jacobi y su contraparte de modos des-
lizantes (22), especificada para el sistema de errores de observacién fuera de y,
respectivamente, a lo largo de la superficie de conmutacion e; = 0, han sido validados en
la subseccién [5.2.1]y[5.2.2] La Hipotesis H esta asi validado para el sistema en cuestion
y la aplicabilidad del Teorema[2.1] pare el sistema de errores de observacion es en-

tonces calculada. Mediante la aplicacciéon del Teorema [2.1| para (232) que la prueba sea

completada. u

5.3. Sintonizacion de controladores por modos deslizantes: el caso de informa-

cion parcial

Con el fin de obtener la sintesis de la salida del controlador, alimentado por el Unico
sistema de medicion disponible (226)), la ley de retroalimentacion del estado (207) es

modificada de acuerdo a la siguiente:
u = —Msign(s) (261)

donde en contraste de (208), la superficie de conmutacién

n—1

n—1

5(x,€) = (Xn —en) + Z Cr(Xk — ex) = Xp + Z Cr X (262)
k=1 k=1

se basa en la salida X = (X1, ..., X,)T el observador discontinuo propuesto (230), utilizan-

do de ese modo solamente la salida medida (226). El desemperio del sistema (209) es

entonces actualizado a

Z= [anZJ"'Jan‘hga e13'-'!en]T' (263)

Finalmente, resumiendo las derivaciones de la seccion[5.1]y[5.2} el siguiente resultado

es obtenido.
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Teorema 5.3 Considere el sistema (203), especificado con (227). Deja que sea accio-
nado por el controlador con retroalimentacion en la salida conmutada (261)), (262), que
se alimenta por el observador de estado (230), de manera paralela. Dada una v > 0
arbitrariamente y el dominio Bgr de radio R > 0, suponiendo que la magnitud del contro-
lador M > 0 se selecciona para satisfacer la desigualdad (219) asi los parédmetros de la
superficie ¢, ..., ¢, son tales que es valido con y k, satisfaciendo (225). Por
otra parte, sea Q una matriz definida positiva y las ganancias del observador (1, ..., n
elegidos de forma que las desigualdades y se cumplan. Entonces el sistema
en lazo cerrado (203), (230), (267)), (262) es internamente estable y posee una ganancia
L, menor que ~ con respecto a la salida (233), (263), localmente dentro de la bola Bg de
radio R.

Prueba es mas bien técnica y que se basa en la validacion de la desigualdad de
Hamilton correspondiente (20), fuera dey alo largo de las superficies de conmutacion

5 =0y/6 e; = 0 con respecto a la funcion definida positiva

Vs = X" Px + 3| + |e| + €7 Qé. (264)

Dado que sigue la misma linea de razonamiento utilizado en las demostraciones de
los Teoremas [5.1] y [5.2] la demostracion detallada se deja al lector. En lugar de ello, las
evidencias numéricas que apoyan las capacidades del procedimiento de sintonizacion

heredadas del Teorema|5.3] se presentan en el capitulo siguiente.
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Capitulo 6. Caso de estudio experimental: Regulacion

de un péndulo subactuado con rueda inercial

La efectividad del procedimiento de sintonizacién, resultado del teorema[5.1] es pro-
bado en un modelo de un péndulo subactuado con rueda inercial de Astrom (2001). El
modelo se muestra en la Figura reproducida de Astrom (2001) y consiste en una rue-
da controlada por un motor, conectada hacia un péndulo no actuado. El modelo dinamico

esté regido por las ecuaciones de Euler-Lagrange

J2 J2 ag 0 1 W2

donde g;(t) € R es el angulo absoluto del péndulo, en sentido horario desde la posicion
vertical hacia abajo, g»(f) € R es el angulo absoluto del disco, t € R es el tiempo, 7 € R
es el torque controlado, aplicado al disco, w1, w2 € R son las perturbaciones, J; y J> son la
inercia del péndulo y de la rueda, respectivamente; el factor r = mgl depende de la masa
en conjunto m del modelo general péndulo-rueda, de la constante gravitacional g, y de la

longitud / del eslaboén.

El problema de interés es estabilizar localmente el péndulo en torno a su posicion
vertical, mientras también atenua perturbaciones acopladas y desacopladas. El estudio

se enfoca en el diseno de retroalimentacién del estado.

Siguiendo Grizzle et al. (2005), se resuelve facilmente mediante la linealizacion de

retroalimentacion exacta a través de sustitucion de estado

O=q —m+J;'dq
1 1 Y242 (266)
n=Jdi1gs + @ + KO

con un parametro de diseno K > 0. Mediante la comprobacion de

Jif=n— K6 (267)



se llega a

donde

Figura 11: Péndulo con rueda inercial.

1= KJ; oG — rsin(gr) + Kgi + wy(t),

i = —rcos(qy) g — KJ; 'rsin(gi) + wa(t),
7 = R(qn, &) + H(gi)T + wa(t)

_ rcos(qi)
H(gy) = H,
R(gr, &) = & + Hian)] rsin(@i) — - cos(an),
—1
Wi (1) = wq (), wo(t) = KL1_—J312 wi(t) + w1 (1),
1—J7.

wa(t) = = (@ (O)on (1) + K1

(1) + 1 — H(g1(1))wa(t),
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(268)

(269)

(270)

siempre que la perturbacion wi(f) sea lo suficientemente suave. Dado que H(q;) es lo-

calmente no singular alrededor de la posicion superior del péndulo [g; ¢;]7 = [r 0] el

siguiente compensador retroalimentado

T=H(qh) [u— an — an — asii — R(qr, q)],

(271)
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parametrizado con ay, a», y az positivos, linealiza las ecuaciones de la planta en las nue-
vas cordenadas de estado x = [x; X2 X3 xs]” = [ 1 7 6]7 con una nueva entrada de

control u a disenar. Las ecuaciones lineales resultantes

X1 0 1 0 X1 0 Wy
Xo| = 0 0 1 Xo| + [0l U+ [wsr|, (272)
X3 —ay —a —as X3 1 W3

. 1 K

X4 = J_1X1 — J—1X4. (273)

son representadas en la forma candnica (203), (227), apropiadamente especificadas para
la dinamica (266).

Es claro que la dinamica anterior constituye la dinamica cero de la dinamica
de la planta en general (272), (273). Dado que estas dinamicas no se ven afectadas por
perturbaciones externas y son exponencialmente estables, con una razén de decaimiento
J; 'K, la cual es manipulable debido a la eleccion arbitraria del parametro de disefio K,
el objetivo de control de la estabilizacion robusta del péndulo en su posicion vertical es
alcanzado una vez que las dinamicas anterior es robustamente estabilizada. Con
esta motivacion, el modelo de tercer orden de SISO es refrendado por el contro-
lador (261). La ganancia del controlador son sintonizadas de acuerdo al Teorema y
el desempeno del sistema en lazo cerrado es sometido a prueba en simulaciones en un

emulador.

6.1. Verificacion experimental con emulador

El emulador PXI Express de NATIONAL INSTRUMENTS se utilizé para la verificacion
experimental con los siguientes parametros J; = 4.572 x 1072 Kg - m - 82, J> = 2.495 x
107° Kg-m-s? r = 0.3544 N - m del péndulo de rueda inercial fabricado por Quanser
Inc., mientras que los parametros de disefio se ajustarona K =1 x 10" Kg- m? - s71,
ay=350s"-rad™',a, =155 rad~', y a3 = 22 s - rad—2. El desempeiio del sistema en
lazo cerrado (272), (273), controlado por con la superficie de conmutacion

S = X3+ CoXo + Ci Xy, (274)
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simulado en paralelo, es probado numéricamente dentro de la bola B de radio 1 en la
presencia de perturbaciones desacopladas y acopladas

Wy = Wa = W = %sin(Qt). (275)

En las simulaciones, las condiciones iniciales de la planta se fijaron en x;(0) = 1, x2(0) =
x3(0) = x4(0) = 0. Especificando el nivel de atenuacién deseado con ~ = 2, las desigual-
dades (162),(167)—(169) son factibles en la forma cuadratica (166)), las matrices

0.305 -0.5 -1.362
P=] -05 1362 -05 |,
-1.362 -0.5 25.22

la magnitud del controlador M = 520, los parametros del controlador ¢; = 40, ¢, = 13.
Por lo tanto, todas las condiciones del Teorema son ciertas, y los parametros del
controlador son entonces sintonizados para alcanzar el sistema de lazo cerrado, provisto
de un nivel de atenuacion de perturbaciones v = 2. El sistema de lazo cerrado resultante

es entonces simulado numéricamente para demostrar su desempeno.

La Figura |12 muestra la estabilidad asintética del sistema libre de perturbaciones,que
corresponde a w; = 1, i = 1,2,3. Con las condiciones iniciales preseleccionadas, la tra-
yectoria alcanza la superficie de deslizamiento s = 0 aproximadamente en menos de t = 1
s y permanece ahi para siempre. Mientras que la variable de deslizamiento permanece
en su valor cero, la trayectoria se acerca al origen asintoéticamente, segun lo predicho la

teoria.

El comportamiento del sistema, afectado tanto por perturabaciones acopladas como
desacopladas, se presenta en la Figura [13] Se observa que el movimiento de desliza-
miento a lo largo de la superficie s = 0 ya no se encuentra afectado debido a la presencia
de perturbaciones desacopladas, y la trayectoria perturbada ya no se escapa a cero. Sin
embargo, las variables de estado permanecen limitadas y pequenas, de esta manera las
atractivas caracteristicas de robustez para el sistema perturbado se muestran en la Figura
13l



100

Figura 12: Dinamica del sistema en lazo cerrado sin perturbaciones con condiciones iniciales x;(0) =
1, x2(0) = x3(0) = x4(0) = 0y s(0) = 40.

25
t[s]

Figura 13: Dinamica del sistema en lazo cerrado afectado por perturbaciones acopladas y desaco-
pladas (275) con condiciones iniciales x;(0) = 1, x2(0) = x3(0) = x4(0) = 0 y s(0) = 40.
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Capitulo 7. Conclusiones

7.1. Conclusiones generales

Las conclusiones generales obtenidas del analisis desarrollado en la presente tesis se

enlistan a continuacion

» Se utilizd el criterio de ganancia £, como estrategia para concluir estabilidad de
sistemas no lineales sujetos a perturbaciones acopladas y no acopladas acotadas
gobernados por modos deslizantes de primer orden. Con el mismo analisis se pudo

concluir estabilidad asintotica para el sistema libre de perturbaciones acopladas.

» El analisis de ganancia £, se desarroll6 para sistemas discontinuos, admitiendo
modos deslizantes a lo largo de una superficie de deslizamiento. Hasta ahora este
tipo de analisis se ha desarrollado para los sistemas dinamicos no suaves pero
continuos. Sin embargo, el desarrollo actual constituye una clara contribucion a la

literatura existente.

= El Teorema 2.1 del Capitulo 2 resulta medular en el desarrollo tedricos de los Capitu-
los 3, 4 y 5 porque se demuestra que si se satisface la desigualdad de Hamilton-
Jacobi entonces la ganancia £, del sistema de lazo cerrado es menor que una

constante v tomando a la perturbaciéon como senal de entrada.

= En el Capitulo 3 se obtuvieron las condiciones de los parametros del controlador
y observador por modos deslizantes para asegurar rechazo de perturbaciones no
acopladas y ademas lograr atenuacion de las perturbaciones no acopladas para
sistemas de segundo orden. La validez de las reglas se verificaron al cumplir con la

desigualdad de Hamilton-Jacobi del Teorema 2.1.

= En los Teoremas 3.1, 3.2 y 3.3 se resumen las condiciones suficientes para que un
sistema discontinuo fuera internamente asintéticamente estable, y para que poseye-
ra una ganancia £, menor que un valor de atenuacion de perturbaciones ~ definido
a priori, tanto dentro como fuera de la superficie de deslizamiento. Las condiciones

resultantes son adecuadamente unificadas, en términos de la solucién apropiada de
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unas desigualdades diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi, especificadas den-
tro y fuera de la misma superficie. Los resultados de simulacion de los capitulos 3,

4 y 5 validaron los resultados teoricos logrados.

= Se dedujeron constructivamente reglas de sintonizacidn para controladores por mo-
dos deslizantes de primer orden, a partir de las condiciones obtenidas para sistemas
discontinuos de grado relativo n, representados en forma candnica de Byrnes vy Isi-
dori (1991). Las reglas de sintontonizacion propuestas resultan ser mas precisas
para el control de modo deslizante, ya que son aplicables en la presencia de pertur-
baciones externas desacopladas, que no se consideran normalmente dentro de los

métodos de modos deslizantes estandar desarrollados hasta el momento.

= Se dedujeron las reglas de sintonizacién para un controlador-observador por modos
deslizantes de primer orden para sistemas con ambos tipos de perturbaciones, a
partir de las condiciones obtenidas para sistemas discontinuos de grado relativo
n. De igual manera, Las reglas de sintontonizacion encontradas resultan ser mas

precisas para el control de modos deslizantes para retroalimentacion de salida.

» Los resultados del Capitulo 2 y 3 fueron aplicados a una serie de cadena de inte-
gradores de orden n, en el Capitulo 4, gobernados por un controlador por modos
deslizantes de primer orden y retroalimentacion de salida. Esta forma permite am-
pliar los resultados a sistemas como robots en forma de vehiculos o robos uniciclo.
Los Teoremas 5.1, 5.2 y 5.3 del Capitulo 5 permiten concluir atenuacion de pertur-

baciones para una clase general de sistemas no lineales.

» A pesar de que los trabajos de Castanos y Fridman (2011) y Aparicio et al. (2016)
son los Unicos donde se abordaron perturbaciones desacopladas, usando un dife-
renciador no causal para estimar el estado de la planta en la base de mediciones
ideales (sin considerar ruido en la medicidén), mientras que, en el presente trabajo
se desarrollo el método aplicable para una clase de sistemas no lineales con me-
diciones considerando ruido, y este método no sufrio de implementacién de una

retroalimentacion no causal.

» Lateoria desarrollada para sistemas de control representados en la forma canénica
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fue orientada a sistemas electromecanicos subactuados con perturbaciones des-

acopladas.

» La efectividad de la sintonizacion propuesta fue ilustrada en el estudio numérico de
un emulador de un sistema de péndulo con rueda inercial, controlado usando modos
deslizantes. De los resultados obtenidos, es posible observarse que se alcanzo el
nivel de atenuacidn de perturbaciones deseado, aun en presencia de perturbaciones

externas no acopladas.

7.1.1. Limitaciones

Las limitaciones del trabajo destaca en que todos los resultados son locales. Es decir,
no existe resultados analiticos que permitan determinar el dominio de aplicacién en el

espacio del estado y este dominio se busca de manera numérica o practica.

7.2. Productividad

Durante este periodo de investigacion se obtuvo como resultado los siguiente produc-

fos:

Dos articulos internacionales:

= T. Osuna and Y. Orlov. £-gain analysis of sliding mode controllers. VSS’14 (Variable

Structure Systems 2014), Nantes, Francia.

= T. Osunay Y. Orlov. Andlisis de Ganancia £, de un Sistema de Orden n con Contro-
ladores de Modos Deslizantes. Congreso Latinoamericano de Control Automatico

2014, para el caso del orden n, Cancun, México.

Un articulo publicado de revista, con los siguientes datos:

= T. Osuna, O. Montano, and Y. Orlov “Nonlinear £,-Gain analysis of hybrid systems in

the presence of sliding modes and impacts”, Mathematical Problems in Engineering,
pp. 1-10, 2016.
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Un Capitulo en el libro, con los siguientes datos:

7.3.

T. Osuna, U. Ponce, Y. Orlov and L. Aguilar. Recent Trends in Sliding Mode Con-
trol, Capitulo £, gain analysis of sliding mode dynamics. pp.-(23). Edited by Leonid
Fridman, Jean-Pierre Barbot and Franck Plestan. The Institution of Engineering and
Technology (IET), 2016.

Trabajos a Futuro

La presente investigacion fue enfocada para el analisis de ganancia £, para siste-

mas de estructura variable que presentan discontinuidades en una superficie, se puede

ampliar a los siguientes puntos:

Extension del método a sistemas de estructura variable que presenten discontinui-

dades en varias superficies.

Extension de resultados tedricos obtenidos a sistemas de estructura variable a una
clase mas amplia, cuando no esten en su forma candnica. Particularmente, la apli-

cacion fue enfocada en sistemas SISO y se espera la extensi6 a sistemas MIMO.

El estudio fue con énfasis en sistemas con modos deslizantes de primer orden y la
extension a algoritmos de modos deslizantes de segundo orden o superior seria el

paso siguiente.

Buscar y verificar de manera experimental en que aplicaciones la sintonizacion de
controladores por modos deslizantes superan otros controladores y permitan un

mejor desempeno del sistema en lazo cerrado.
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