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Resumen de la tesis que presenta Ivan César BazaldUa Rodriguez como requisito par-
cial para la obtencién del grado de Maestro en Ciencias en Ciencias de la Tierra con
orientacién en Geofisica aplicada.

Simulacién numérica de la propagacion de ondas en medios viscoacusticos

Resumen aprobado por:

Dr. Jonas De Dios De Basabe Delgado
Director de tesis

La propagacién de ondas sismicas presenta caracteristicas inelasticas en mate-
riales terrestres, por ejemplo, los yacimientos de hidrocarburos muestran atenuacién
alta, que puede ser causada por la presencia de acumulaciones de gas, por lo tanto, la
sefal registrada esta afectada de manera significativa en amplitud y fase, por lo que
un modelado preciso debe ser capaz de tomar en cuenta estos efectos. Esto se puede
lograr al introducir Q en la ecuacién de onda en el dominio del tiempo. Estas apro-
ximaciones generalmente usan superposicién de elementos mecanicos (p.ej. Maxwell
o Sdlido lineal estandar (SLS) o el modelo de Q constante para describir el compor-
tamiento de Q. El principal problema de modelar en el domino del tiempo es que en
la relacién esfuerzo-deformacién aparece una convolucidn, la aproximacion SLS utiliza
variables de memoria para evitar esta convolucién. El caso de Q constante conlleva
al uso de derivadas fraccionarias cuya evaluacién numérica presenta retos similares a
la convolucién; para superar este inconveniente se transfiere la derivada fraccionaria
del tiempo al espacio usando la relacion de dispersién dando lugar a una ecuacién de
onda con Laplaciano fraccionario que puede ser calculada mediante la transformada
de Fourier. Recientemente se desarrollé la ecuacion de onda Q casi constante (NCQ)
con Laplacianos desacoplados. Estas metodologias no han sido comparadas anterior-
mente por lo que en el presente trabajo se realiza una implementacién numérica de
SLS con variables de memoria y de NCQ utilizando el lenguaje de programacién C++,
con la finalidad de comparar precisién y tiempos de cOmputo bajo diferentes escena-
rios, encontrando que el Laplaciano fraccionario, a diferencia de variables de memoria,
responde apropiadamente a valores pequefios y grandes de distancia y atenuacién.

Palabras clave: variables de memoria, Laplaciano fraccionario,pseudo-espectral,
diferencias finitas



Abstract of the thesis presented by Ivan César BazaldUa Rodriguez as a partial requi-
rement to obtain the Master of Science degree in Earth Scienceswith orientation in
Applied Geophysics.

Numerical simulation of wave propagation in viscoacustic media

Abstract approved by:

Dr. Jonas De Dios De Basabe Delgado
Thesis Director

The propagation of seismic waves shows inelastic characteristics in Earth materials,
for example, hydrocarbon reservoirs show high attenuation, which can be caused by
the presence of gas accumulations, therefore, the recorded signal is affected signifi-
cantly in amplitude and phase, so that accurate modeling should be able to take into
account these effects. This can be achieved by introducing Q in the time domain wave
equation. These approaches generally use superposition of mechanical elements (e.qg.
Maxwell or Standard Linear Solid (SLS) or the constant Q model to describe the beha-
vior of Q. The problem of modeling in the time domain is that in the stress-strain rela-
tionship appears a convolution, the SLS approach uses memory variables to avoid this
convolution. The case of constant Q involves the use of fractional derivatives numerical
evaluation presents challenges similar to convolution; to overcome this inconvenien-
ce it replaces the fractional derivative in time to space using the dispersion relation
resulting in the wave equation with Fractional Laplacian, the modifies equation can
be solved using the Fourier transform. Recently, the nearly-constant Q-wave equation
(NCQ) was developed with uncoupled Laplacians. These methodologies have not been
compared previously so in the present work a numerical implementation of SLS with
memory variables and NCQ is performed using the C ++ programming language, in
order to compare accuracy and computation times under different scenarios, finding
that the fractional Laplacian, unlike memory variables, responds appropriately to small
and large values of distance and attenuation.

Keywords: memory variables, fractional Laplacian, finite diferences,pseudo-
spectral
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Capitulo 1. Introduccion

El mecanismo de atenuacién de ondas sismicas ha sido un tema de interés entre
sismdlogos Yy fisicos de rocas por muchos aflos y se han propuesto varios mecanismos
fisicos para tratar de explicarlo. Es conocido que la transmision y reflexion de ondas
sismicas en interfaces discretas reduce su amplitud, aunque existen otros procesos
tales como: dispersion geométrica, esparcimiento (scattering) y anelasticidad. Los pri-
meros son descritos por la teoria de elasticidad y pueden incrementar o decrementar
la amplitud redireccionando la energia dentro del medio (/a energia se conserva). Por el
contrario, la anelasticidad, algunas veces llamada atenuacidn intrinseca, reduce la am-
plitud porque involucra la conversidn de energia sismica en calor (pérdida de energia)
(Stein y Wysession, 2003). De ahora en adelante, cuando se hable de atenuacién, nos
referiremos especificamente a la atenuacidn intrinseca que se denota generalmente

como Q1.

La atenuacion es considerada un parametro importante para caracterizar rocas se-
dimentarias en la exploracién petrolera. Las propiedades viscoeldsticas de las forma-
ciones en el subsuelo tienen una profunda influencia en la propagacién de ondas y
procesado sismico ya que inducen pérdida de amplitud y dispersiéon de velocidad que
pueden causar distorsién en el andlisis de la variacién de la amplitud con el offset
(AVO), también puede proveer informaciéon valiosa acerca de la litologia y fluidos que
son necesarios para la caracterizacién de yacimientos. Un modelo viscoelastico efi-
ciente es un prerrequisito para el andlisis y estimacién precisa de la atenuacidon (Bai y
Tsvankin, 2016).

Varias técnicas para el modelado de ondas sismicas en medios reales han sido
desarrolladas. Tales métodos incluyen, por ejemplo, trazado de rayos (Cerveny et al.,
1977), elementos finitos (Chen, 1984), el método de Fourier o Pseudo-espectral (Kos-
loff y Baysal, 1982) y diferencias finitas (Alford et al., 1974, Kelly et al., 1985).

Sin embargo, es inutil desarrollar algoritmos de modelado muy precisos o inge-



nuamente usar la informacién de la amplitud en procesos de inversién si la relacién
esfuerzo-deformacién esta basada en reologias simplificadas. Por lo tanto, una des-
cripcidn precisa de la propagacién de ondas requiere una reologia que tenga en cuen-
ta la anisotropia y el comportamiento anelastico de las rocas (Carcione, 1995). En el
presente trabajo se considera la incorporacién del comportamiento anelastico en la

propagacion de ondas.

Existen varios métodos para incorporar la atenuacién en el dominio del tiempo, 2
de los principales y de los cuales se hablara en capitulos siguientes son: i).— Variables
de memoria, que esta basado en la superposicion de elementos mecanicos (Day y
Minster, 1984; Emmerich y Korn, 1987; Carcione et al., 1988a,b; Moczo et al., 2014)
y (i).— Laplaciano fraccionario que se basa en el modelo de Q constante propuesto
por Kjartansson (1979) y adaptado por Zhu y Harris (2014). El primer método utiliza
diferencias finitas para discretizar las derivadas tanto espaciales como temporales,
mientras que el segundo utiliza Fourier pseudo-espectral para calcular las derivadas

espaciales, y diferencias finitas para las derivadas temporales.

1.1. Antecedentes

Existen dos puntos clave que determinan la incorporacién de la atenuacion en el

dominio del tiempo:

1. La relacion esfuerzo-deformacion depende del tiempo (tiene memoria), lo cual

lleva a la utilizaciéon de modelos viscoelasticos lineales.

2. Q71, que caracteriza la atenuacién, es esencialmente constante sobre el rango

de frecuencias sismicas (Liu et al., 1976; Dvorkin y Mavko, 2006).

Antes de resolver y modelar la ecuacién de movimiento para un medio viscoeldstico
lineal es necesario especificar como el esfuerzo se relaciona con la deformacion (ley
constitutiva), se puede derivar usando una aproximacién por fenomenologia, en la cual
la fisica observada es incorporada en un modelo matematico que no viole las leyes de
la fisica. EI comportamiento constitutivo es determinado mediante experimentos, y

los modelos matematicos (reoldgicos) son desarrollados para simular esta respuesta,



los cuales son necesarios para determinar numérica o analiticamente la respuesta del

sistema (Moczo et al., 2007).

Los modelos reoldgicos elementales (Ley de Hooke y Fluido viscoso Newtoniano) se
combinan para dar lugar a los llamados modelos reoldégicos viscoeldsticos , que son un
marco general para el mecanismo de atenuacién lineal observado en los materiales
terrestres. Debido a la presencia del amortiguador (fluido viscoso) en los modelos vis-
coeldsticos, su respuesta no es instantdnea, por lo que existe una funcién que depende

del tiempo que caracteriza la respuesta del material (Moczo et al., 2014).

El analisis matematico de la respuesta de modelos reoldgicos es realizado con ma-
yor facilidad en el dominio de la frecuencia. Una vez encontrado un modelo con las
caracteristicas deseadas, es relativamente facil incorporar su respuesta a la relacién
esfuerzo-deformacion debido al principio de correspondencia, en el cual el médulo
elastico independiente de la frecuencia es reemplazado por el médulo viscoeldstico

complejo dependiente de la frecuencia M(w) de la siguiente forma:

o(w) = M(w) e(w), (1)

donde o es el esfuerzo, € es la deformacién y M(w) es el mdédulo viscoelastico

complejo.

Sin embargo, en el dominio del tiempo esta ecuacién se convierte en una con-
volucién, lo que causa problemas para los métodos numéricos ya que es impractico
mantener en memoria la historia completa de la deformacion y evaluar la integral de
convolucién en cada punto de la malla y para cada nivel de tiempo. La solucién es con-
vertir la relacién esfuerzo-deformacién a una forma diferencial, esto es, encontrar una
ecuacion diferencial adicional equivalente a la ecuacion del movimiento y aplicarle el

método numérico deseado a ese conjunto de ecuaciones.

Emmerich y Korn (1987) notaron que una funcién de relajaciéon aceptable corres-
pondia a la reologia de lo que ellos definieron como sélido de Maxwell generalizado (n

sélidos de Maxwell en paralelo con el modelo de Hooke, GMB, Figura [1).



Independientemente, Carcione et al. (1988b,a) siguiendo la aproximacién de Liu
et al. (1976) utilizaron el solido de Zener generalizado (GZB, n sdlidos de Zener conec-
tados en paralelo, Figura [2), donde desarrollaron la teoria de GZB e introdujeron el

término variables de memoria para las variables adicionales obtenidas.

Durante afos se realizaron investigaciones paralelas y algoritmos basdndose en
ambos modelos, hasta que Moczo y Kristek (2005) demostraron que GZB y GMB son

equivalentes.

Sélido de Maxwell generalizado

—| Sélido de Maxwell 1 I—
— Sélido de Maxwell 2 |—

—>0',£

— Sélido de Maxwelln  |—
AVAYAVAY

My

— sélido de Maxwell L |—

= L-esimo sélido de
Maxwell clasico

AVAYATAY 11
M, Ul

Figura 1. Sélido de Maxwell Generalizado, GMB, modificada de Moczo et al. (2014)

Las aproximaciones en el dominio del tiempo que utilizan superposicién de ele-
mentos mecanicos (GMB 6 GZB) para describir el comportamiento aproximadamente
constante de Q requieren memoria y tiempos de cémputo grandes. En lugar de dichos
modelos, Kjartansson (1979) propuso el modelo de Q constante para la ecuacién de
onda en el dominio del tiempo. Sin embargo, el uso riguroso de este modelo introduce
derivadas fraccionarias en el tiempo (Caputo y Mainardi, 1971). Es de notar que la
derivada fraccionaria en el tiempo de una sola variable depende de todos los valo-
res previos de esta variable, propiedad que requiere mucha memoria para la historia

esfuerzo-deformacion desde el tiempo inicial.



Solido de Zener Generalizado

—| Sélido de Zener 1 l—
Sélido de Zener 2 I—

‘_{ Sélido de Zener n }_,
—| Sélido de Zener L l—

= al L-esimo sélido de Zener clasico
en cualquiera de sus modelos equivalentes

My —p—Su
Mpy
M, nl
MH - S — SKV
Moy
My
m

Figura 2. Sélido de Zener Generalizado, GZB, modificada de Moczo et al. (2014)

Para superar este gasto de memoria, Chen y Holm (2004) propusieron el operador
Laplaciano fraccionario para modelar el comportamiento de la atenuacion conforme a
la ley de potencias en lugar de la derivada fraccionaria en el tiempo. En este caso, el
Laplaciano fraccionario, calculado en el dominio espacial, evita almacenar el campo
de ondas de pasos previos en el tiempo, al incorporarlo con el esquema numeérico

pseudo-espectral se puede obtener una implementacion numérica eficiente.

Cabe mencionar que en la literatura no se encontré una comparacion entre SLS con
variables de memoria y el modelo de Q casi constante (NCQ) en cuanto a precisién y

eficiencia computacional.



1.2. Hipoétesis

Los métodos de variables de memoria y Laplaciano fraccionario arrojan resultados

diferentes y las diferencias se incrementan cuando Q decrementa.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivos generales

Los objetivos propuestos son los siguientes:

1. Implementar el método de propagacién de ondas viscoacusticas utilizan-

do variables de memoria.

2. Implementar el método de Laplaciano fraccionario para propagaciéon de

ondas viscoacusticas.

3. Comparar la eficiencia computacional y precisiéon de estos métodos.

1.4. Organizacion de la tesis

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera, el capitulo[2]se enfoca
en la descripcién de SLS utilizando variables de memoria, iniciando con una sobrevista
acerca de los modelos reoldgicos y la atenuacién asociada, posteriormente se intro-
duce el uso de las variables de memoria que sirven para evitar la convolucién en la
relaciéon esfuerzo-deformacién, finalmente se presenta el esquema numérico utilizado

para resolver la ecuacion de onda.

En el capitulo (3| se presenta el modelo de Q constante propuesto por Kjartansson
(1979), y cdmo el uso de este modelo conlleva al uso de derivadas fraccionarias, pos-
teriormente se discute como Zhu y Harris (2014) llevaron estas derivadas fraccionarias
del dominio del tiempo al dominio del espacio, finalizando con el esquema numeérico

utilizado.



El capitulo [4] consta de resultados obtenidos mediante la implementacién de va-
riables de memoria y Laplaciano fraccionario con diferentes valores de Q, distancias
a la fuente y distancia entre nodos de la malla numérica, comparando la precisiéon y

tiempos de ejecucién, también se muestran resultados para un caso heterogéneo.

Finalmente, en el capitulo[5] se muestran conclusiones y recomendaciones.



Capitulo 2. Modelos reologicos para Q aproximadamen-

te constante

En el presente capitulo se presenta una revisidon general de los modelos reoldgicos,
y cémo estos son usados para generar modelos de Q aproximadamente constante, que
son la base para el método de variables de memoria. Aunque a lo largo del capitulo
se presentan las bases de los modelos reoldgicos viscoelasticos, no hay que perder de
vista el hecho de que este trabajo estd enfocado en el caso viscoacustico, sin embargo,
se realiza de esta forma ya que es mas sencilla la exposiciéon de las ideas, y al final

simplificar para el caso viscoacustico.

2.1. Respuesta tipica de materiales terrestres

La respuesta tipica de materiales terrestres esta representada en la Figura (3):

1. Al aplicar una carga, en el tiempo tp se produce una deformacion elastica instan-

tédnea.

2. Conforme se mantiene el esfuerzo, la muestra se deforma (fluencia lenta) viscoe-

ldsticamente hasta el tiempo t;.
3. Al remover la carga, la muestra se recupera elasticamente de manera inmediata.

4. La muestra continla recuperandose, pero ahora viscoelasticamente.

Una manera de modelar esta respuesta es mediante el uso de modelos reoldgicos.
Los modelos reoldgicos béasicos son el material perfectamente eldstico (Ley de Hooke),
gue puede almacenar energia mecanica sin pérdida, pero no puede disiparla, y el fluido
viscoso Newtoniano que puede disipar energia pero no puede almacenarla (Moczo
et al., 2014).



Deformacién A

A
Recuperacion
2 _ elastica
Deformacion
viscoelastica A
1 Recuperacién
- viscoelastica
Deformacién
instantanea
i >
Tiempo
Carga A
tO tl Tiempo

Figura 3. Respuesta viscoeldstica de materiales terrestres

El esfuerzo de un cuerpo elastico lineal solo depende de una deformacidn instanta-
nea. Por ejemplo, la aplicacién repentina de un esfuerzo constante a un cuerpo elastico
causa una deformacién instantdnea que permanece constante. Si un esfuerzo constan-
te adicional es aplicado en algun tiempo en el futuro, el cuerpo elastico se deforma
instantanea y proporcionalmente solo con el esfuerzo total aplicado en ese tiempo
futuro, sin importar cuan grande fue el esfuerzo aplicado anteriormente. En otras pa-
labras, el cuerpo eldstico no tiene memoria, es decir la deformacién no depende de la

historia previa (Moczo et al., 2007),

La aplicacién repentina de un esfuerzo constante a un fluido viscoso no causa una
deformacién instantadnea. En su lugar, la deformacién comienza a crecer sostenida-
mente desde cero al momento de la aplicacién del esfuerzo. Si un esfuerzo constante
adicional es aplicado en algun tiempo futuro, la deformacién en ese momento depen-
de de la historia previa, ya que el fluido no es capaz de responder instantdneamente
a la carga adicional de esfuerzo. Se puede decir que el fluido viscoso tiene memoria
absoluta (Moczo et al., 2014).
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Como se observa en la Figura (3), modelos més realistas deben presentar am-
bas propiedades, es decir capacidad de responder inmediatamente asi como tener
memoria de la historia previa de la relacién esfuerzo-deformacién. Los modelos vis-

coelasticos combinan las propiedades de los modelos elasticos y viscosos.

2.2. Modelos reoldgicos viscoelasticos

Modelos que aproximan las propiedades reoldgicas y comportamiento de materia-
les terrestres se pueden construir conectando elementos reoldgicos simples (Hooke o
fluido viscoso Newtoniano) en serie o en paralelo. La respuesta viscoeldstica caracte-
ristica de un material se determina a menudo usando las siguientes pruebas (Reddy,
2007):

1. Fluencia lenta (Creep) .- involucra determinar la respuesta de la deformacion bajo

un esfuerzo constante.

2. Relajacion de esfuerzos .- involucra la determinacién del esfuerzo bajo una defor-

macidn constante.

2.2.1. Modelos de Maxwell y Kelvin-Voigt

Dos modelos reoldgicos viscoelasticos simples son el sélido de Maxwell (Figural4),
gue es un resorte eldstico lineal conectado en serie con un amortiguador, y el sélido
de Kelvin-Voigt (Figura [4)), que consiste de un resorte eldstico lineal en paralelo con

un amortiguador.

Se sobreentiende que el resorte responde instantdaneamente al esfuerzo, mientras
gue el amortiguador no puede responder instantdneamente (porque su respuesta de-

pende de la razén de cambio).

Aplicando la prueba de relajacion de esfuerzos, se observa que el sélido de Maxwell
se relaja desde My (que es la respuesta elastica instantdnea) hasta cero (Figural5|b),
y al aplicar la prueba de fluencia lenta (creep) al s6lido de Maxwell este mantiene una
fluencia lenta por siempre (Figura[5|a), esto es, se deforma al momento de aplicar el

esfuerzo pero no se recupera totalmente al momento de retirarlo.
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Sélido de Maxwell S
0,§
VWV =l ’
M n
Sélido de Kelvin-Voigt S
KV
M
0,§
7
Sélido Lineal Estandar SZ
My —p—Swu
e
M n
MH - S — SKV
M,
n

Figura 4. Modelos reolégicos simples, Sy denota Sélido de Maxwell, Sxy denota sélido de Kelvin-Voigt y
S~ denota sélido de Zener, modificada de Moczo et al. (2007)

Aplicando la prueba de fluencia lenta al sélido de Kelvin-Voigt se observa que se
recupera viscoeldsticamente pero no reacciona instantdneamente al momento de la

aplicacion del esfuerzo (Figura|6p).

Una revisién mas exhaustiva de estos modelos se puede encontrar en diversos
textos como por ejemplo Carcione (2007); Christensen (2012); Bland y Prager (1960)
y Moczo et al. (2007) entre otros. Lo que se busca resaltar son sus respuestas a un
cambio repentino de esfuerzos, y que dichas respuestas describen solo una parte del

comportamiento tipico de materiales terrestres.

2.2.2. Solido lineal estandar

Al observar las respuestas a la aplicacién de un esfuerzo repentino a los mode-
los anteriores (Figuras y [6) y compararlas con la respuesta observada para los
materiales terrestres (Figura se aprecia que estos modelos no dan la respuesta
buscada, ya que el sélido de Maxwell responde instantdneamente al momento de la

aplicacién del esfuerzo, pero no se recupera totalmente al retirarlo, mientras que el sé-



12

E A
oo |_
M
O A t
oof-- 80 L - -
to tl- Vt to Vt
(a) Fluencia (b) Relajacion

Figura 5. Sélido de Maxwell

lido de Kelvin-Voigt si se recupera después de eliminar el esfuerzo, pero no reacciona

instantdneamente a él.

Por tal motivo, y buscando combinar las respuestas de ambos modelos, surgieron
dos aproximaciones, el sélido de Hooke en paralelo con el sélido de Maxwell (Figura[4]
panel inferior) o el sélido de Hooke en serie con el de Kelvin-Voigt (Figura (4], panel in-
ferior), cabe resaltar que la respuesta de ambos modelos es equivalente y representan
lo que se conoce como Sdlido Lineal Estandar o (SLS, por sus siglas en inglés), algunos

autores lo llaman también sdlido de Zener.

Considerando el modelo de Hooke en paralelo con el sélido de Maxwell (Figura

y recordando gue sufren la misma deformacidn, se tiene:

o(w) = op(w) + om(w); g(w) = en(w) = em(w) (2)

los subindices H y M denotan cantidades relacionadas a los modelos de Hoooke y
Maxwell, respectivamente. oy, que esta dado por la ley de Hooke, es igual a Mg g(w),

mientras que oy(w) esta dado por:




EA
A A
O- ]\1-50"‘77'80'(5(150)
eoF--
t
EA
O-O - 50 - -
to t1. t Lo t
(a) Fluencia (b) Relajacion

Figura 6. Sélido de Kelvin-Voigt

(W N dm

om+ iwny

om(w) = ( )E(W),

al sustituir oy(w) y om(w) en se obtiene:

1 -1
o(w) = MRs(w)+(—+, ) g(w)
ém  Wny
iwnyé
wny+ ém
1+ iwle Mu
5/\4 MR
= Mp| ———— |e(w).
R( 1+ iwe ) (W)
M
Definiendo
_Nm _ Nm My
T0'=_, T£=__,
om om Mg

13

(3)

(4)

(5)

donde (My, unrelaxed) es el médulo no relajado y (Mg, relaxed) es el mdédulo re-

lajado. La relacion esfuerzo-deformacién en el dominio de la frecuencia y el mdédulo

viscoelastico son (Moczo et al., 2014):
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1+ iwT,

o(w) = M(w) e(w), M(w) = Mg (6)

1+iwty

Aplicando la prueba de Creep y fluencia lenta al sélido de Zener (Figura|7) y com-
parando el resultado con la respuesta tipica de materiales terrestres (Figura (3)) se ob-
serva que su respuesta se aproxima a la observada en materiales terrestres, por lo que

es de interés conocer su factor de calidad utilizando la relacién 1/Q = Mim(w)/Mge(Ww).

E A
O A
(Mg + 6M)&
~ \¥
M, Mp g l-=od-----TTo=====—=—=—
04 E A t
oot -- €o b--
to ts. t to t
(a) Fluencia (b) Relajacién
Figura 7. Sélido de Zener
Separando la parte real e imaginaria del médulo (6) :
14 W2 T Te + iW(Te — To)
M(w) = Mg TP , (7)
1+w-T
g
lo que implica que:
1 Mimag(w)  W(Te—To)

= = . (8)
Q(w) Mreai(w) 14+ w21, T

Recordando que la atenuacién es practicamente constante para el rango de fre-
cuencias sismicas, y observando la curva de atenuacion Q~! del sélido de Zener
(Figura[8a) sugiere que la superposicién de varios sélidos de Zener con frecuencias de
relajacién distribuidas apropiadamente podria generar un modelo viscoelastico que se

ajuste a la atenuacién casi constante sobre el rango de frecuencias deseado (Figura

Bb ).
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Es importante recordar la equivalencia antes mencionada del modelo de Zener
Generalizado con el modelo de Maxwell Generalizado, esto quiere decir que es posible
utilizar cualquiera de los dos y obtener la misma respuesta. En el presente trabajo se

utilizard el modelo de Maxwell Generalizado.

A Sélido de Zener A GMB = GZB
Owm o

~ v

fo=12xz, f S S f

(a) O~ 1(w) sélido de Zener (b) Q—1(w) superposicién de 3 sélidos
Zener

o

e

Figura 8. Sélido de Zener, modificada de Moczo et al. (2014).

2.2.3. Modelo de Maxwell Generalizado

En el modelo GMB (Figurall), el [-ésimo sélido de Maxwell es caracterizado por el
maodulo elastico M, y viscosidad n,. El resorte adicional es caracterizado por el médulo
elastico My. El subindice lindica el [-ésimo sélido de Maxwell mientras que el subindice

H indica el modelo de Hooke, entonces:

o(w)=on(W)+ > o(w),  €(w)=en(w) =e(w), [=1,..,n, (9)
=1

ol(w) oi(w)
donde ox(W) =My - (W) y €(w) = g(w) = m + —
l

lo que implica que

inM
o(w) = ————— - £(w). (10)

Definiendo una frecuencia de relajacién caracteristica w; = My/n,, la relacién esfuerzo-
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deformacién y el médulo complejo son:

n lM[W

o(w) = M(w) - e(w); M(w) = MH+Z (11)
W[ + lW
El médulo no relajado y relajado ( ver[5]) son:
n
MU=V|V|anM(w)=MH+;:M,, Mg = lim M(w) = Mp. (12)
Como My = Mgr + 6M entonces:
n
5M ="M, (13)

Al aplicar la funcién paso unitario a la deformacién, la respuesta eldstica instan-
tanea, cuantificada por My, es debida a la superposiciéon de todos los resortes en el
modelo. Bajo una deformacidn constante el médulo eventualmente se relaja hasta el

esfuerzo del resorte adicional My.

Algunas veces es conveniente reescribir el médulo viscoelastico complejo M(w) de
la ecuacién (11) utilizando el médulo no relajado My, como My es igual a Mg (ver

ecuacion|12|) y Mg = My — ép, utilizando la ecuacién (13) , se obtiene:
n
Mg =My— Y M. (14)
=1

Reemplazando My en la ecuaciéon (11) por lo obtenido en (14) se tiene el médulo

viscoelastico complejo en términos de My:
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n lWM(
M(w) = MU—ZM1+ZW[+WV

iw
= My—>M|1——
v Z [( W[+lW)

=1

= =)

M-w
= oy e (15)
=1 Wi+ (w

Usando las ecuaciones (11), (12) y la relacién

y)y=7-1 {M} (16)

w

se obtiene la funcién relajacion (Moczo et al., 2014):

W(t) = [MU—ZMI(l—e_W’t)} - H(b). (17)

=1

donde H(t) es la funcién Heaviside.

2.3. Funciones inelasticas

Una vez obtenida la relacién para el médulo viscoelastico y una medida de la ate-
nuacion, se esta listo para finalizar la incorporacién de la atenuacion en el dominio
de la frecuencia. Utilizando el llamado principio de correspondencia en la teoria de
viscoelasticidad lineal, el mddulo real independiente de la frecuencia es reemplazado

por un médulo complejo dependiente de la frecuencia (p.ej. ecuacidn ).

Incluir la atenuaciéon en el dominio de la frecuencia es relativamente facil, pero
como la mayoria de los fenédmenos de onda encontrados en sismologia son de na-
turaleza transitoria, un descripcién en el dominio del tiempo de la propagacién de
ondas es a menudo mas util para modelar o comparar con datos. La relacion esfuerzo-

deformacién en el dominio del tiempo esta dada por (Moczo et al., 2014):
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t t
o(t) = J W(t—T) az(:) dt = f w‘&‘(‘r)dt (18)

—00

Para poder resolver la relacién constitutiva (18) en el dominio del tiempo es ne-
cesario derivar la funcién relajacion ¢(t) (ecuacién [17), con respecto al tiempo y el

resultado sustituirlo en la ecuacion (18) para obtener:

t

o(t) = Mye(t)— Z M w J e~ W(t=D g(7)dT. (19)
=1

Ahora es posible reemplazar la integral de convolucion por funciones inelasticas
o variables de memoria. Kristek y Moczo (2003) definieron sus funciones inelasticas
como independientes de las propiedades de material, las cuales son muy similares a
las funciones inelasticas definidas por Emmerich y Korn (1987) para el GMB, solo que
los parametros relacionados al material (6M y My ) no forman parte de la definicion de

las variables de atenuacién, por lo tanto:

t
g = W[J e Wit=D g(1)dT; (=1,..,n, (20)

—00
por lo que la relacién (19) se puede reescribir como:
n
o(t) = Mye(t)— > M (). (21)
=1
La relacién esfuerzo-deformacién ahora es facil de evaluar si se conocen las funcio-

nes ineldsticas. Diferenciando (20) con respecto al tiempo:

ag,(t)
ot

+ w( g, = we(t); [=1,...,n. (22)

Las ecuaciones (21) y (22) representan la relacién esfuerzo-deformacién en el do-

minio del tiempo para un medio viscoeldstico continuo con reologia GMB o GZB. La
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necesidad de conocer la historia completa de la deformaciéon en cada posicidon espa-
cial y evaluar la integral de convolucién en cada tiempo es reemplazada por variables

funcionales adicionales que pueden ser obtenidas resolviendo la ecuacion diferencial

(22).

Tener la relacidn para el esfuerzo es suficiente para la formulacion desplazamiento-
esfuerzo, pero si se considera la formulaciéon velocidad-esfuerzo hay que diferenciar
con respecto al tiempo las ecuaciones (21|y [22)):

n 2
90(t) _ y 9e(t) >, 9g,(t) 9°4(t) 08(8) _ " af(t).

; +w 23
ot Vet & ot ot2 "ot ot (23)
. ag,(t) .
Definiendo §(t) = o se reescribe (23) :
ao(t) ae(t) n a§,(t) o&(t)
=M — > Mg [(D); +w g ()=w . 24
- v, l; (Ei(1) - (Ei8) = wi— (24)
2.3.1. Coeficientes inelasticos
Definiendo los coeficientes inelasticos como:
M
Yi=—; l=1,..,n, (25)
My

la relacién esfuerzo-deformacion (24) y el médulo complejo (15) se reescriben co-

mo:

ao(t) oe(t) <&
- —MU[ - —;stl(t)], (26)
n M, W

M(w) = My—M —_
( ) v U;Muwwiw

n wy
= My|l=> Y —|. (27)
=1 w+ (W
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La atenuacidén correspondiente a (27) estd dada por:

| —————
Q(w)  Mrea(w) 1 n w2

, (28)

se puede reescribir como:

1 0 wiw+ wiQmH(w)

Q(w) Z

Y. (29)
= w? + w2

Es claro que el esfuerzo o su derivada temporal, la ecuacién se puede cal-
cular si el médulo no relajado My y los coeficientes inelasticos se conocen. My esta
directamente relacionado con la velocidad elastica de la propagacién de la onda, y los
coeficientes inelasticos se determinan usando (29), la cual se puede usar para ajustar
numéricamente cualquier Q(w). Emmerich y Korn (1987) demostraron que una apro-
ximacién lo suficiente precisa a Q(w) casi constante se obtiene si las frecuencias de
relajacion w; cubren el rango de frecuencias de interés de una manera logaritmica-

mente equidistante.

Si se asume que los valores de Q(w) en un rango de frecuencias de interés son
conocidos, ya sea que fueran medidos o estimados, se puede escoger el nUmero y va-
lores de las frecuencias caracteristicas w; para poder cubrir razonablemente el rango
de frecuencias de interés. Considerando, p.€j., valores de Q en las frecuencias wg, se
obtiene un sistema de ecuaciones , una para cada valor de Q(wg), el cual puede

resolverse para los coeficientes inelasticos Y, usando minimos cuadrados.

2.4. Relacion esfuerzo-deformacion en 2D

En un eldstico continuo 3D, son necesarios 2 médulos elasticos independientes pa-
ra poder describir la propagacion de las ondas Py S. Recordando la relacién esfuerzo-

deformacién para un medio eldstico perfecto isotrépico, la ley de Hooke:
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1
UUZK-Ekk'5[j+Zu(fij—g'fkk'éij)- (30)

Si asumimos un medio viscoeldstico en 3D con reologia GMB o GZB en lugar del
medio eldstico perfecto descrito por la ecuacién (30), se necesitan 2 cuerpos GMB o
GZB independientes, uno para el médulo de Bulk (k) y otro para el médulo de cizalla

(u). Utilizando la formulacién velocidad-desplazamiento se tiene:

a0 BEkk 08 1o&kk n Kk I ij 1 Kk
= ta (S-S 2| VKB Sy 2| & - 55 ) | B

Las funciones inelasticas son soluciones de las ecuaciones diferenciales:

IHG) i oe;(t)
+ w DH=w ; (=1,...,n. 32
a3t IE[( ) l ot (32)

La convencion de sumatoria para indices repetidos aplica para el indice espacial
k pero no aplica para el subindice [, el cual esta relacionado con el nimero de SLS a

superponer.

Como en el presente trabajo se realiza la incorporacién para un medio viscoacusti-

co, la ecuacién se simplifica ya que u = 0 quedando de la siguiente manera:

90 agkk
— = YK.Kk- 33
=K Z gk (33)

Como la simulacién numérica se realizara en 2D, y recordado que la presién en el
caso acustico esta definida como —%a[-j, se puede reescribir la ecuacién anterior de la

siguiente manera:

aP

afkk
— Y - K- ., 34
= Zl g (34)

donde &k es la traza de la deformacién, E,fk son las variables de memoria asociadas



22

a &k, Y  estd relacionado al nimero de SLS.

2.4.1. Esquema numeérico

Las funciones inelasticas y sus derivadas temporales pueden ser aproximadas con

una precisidon de segundo orden

) 1. . ;
& tn12)== [8/tm) + §ltm-)]; (=1,..n, (35)
oE) 1 ]

— 1= [~ & tn-1)]; (=100 (36)

Usando las aproximaciones (35) y en se obtiene un esquema para actua-

lizar las funciones ineldsticas:

2w At 9gj 2—wiA

Efj(fm)i— s —(tm=1/2) +

(At ij
L Eitm), (=1,...,n. 37
2+ wAt ot 2 + WAt &((tm-1) (37)

El valor §/(tm) que se necesita en la relacion esfuerzo-deformacién (34) se puede
obtener de 1) sin embargo, de acuerdo a ) , ambos valores Efj(tm) y Efj(tm_l) se
tienen que mantener en memoria para cada posicidon espacial al actualizar Ej’(tm_l/z).
Kristek y Moczo (2003) modificaron este procedimiento, sustituyendo (35) en (37)se

elimina Efj(tm_l) para obtener:

w At 0€jj

2 y
—  ——(tme12) + ———— - &/ (tm); [
2 — w At at(m 1/2) 2 — w At E[(m)

EN(tm1/2)=— 1,....n. (38)

Usando (38)) en la relacion esfuerzo-deformacién (34) se obtiene:

oP . 0&kk no.
—(tm-1/2) = K —(tm-12) + Y V;EK (tm) (39)
ot ot <

donde
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R =—k 1+iy At Vi=vik (40)
B 12 w At = 2 —w At

las relaciones derivadas se evallan iterativamente en este orden: primero se cal-

cula Efk(tm) usando la relacién 1) para después aplicar los valores obtenidos en la

relacion (39).

Ahora es posible realizar una implementacién numérica de la ecuacién (39), uti-
lizando diferencias finitas, la primera derivada temporal se calcula usando derivada
centrada, mientras que las derivadas espaciales se calculan utilizando el esquema
de mallado intercalado de cuarto orden, ya que aplicado a simulaciones elasticas a
demostrado tener buen balance entre precision y tiempo de cdémputo. Los datos de
entrada al modelo son la velocidad de la onda P, la densidad, el factor de calidad
Q, asi como el tipo de fuente. Una vez definido esto, los primeros pasos dentro del

programa son:

1. calcular la distancia entre nodos de acuerdo a la frecuencia maxima

2. calcular el paso del tiempo que cumpla con las condiciones de estabilidad
3. tiempo maximo que durara la simulacion

4. calcular parametros de material promediados

5. actualizar la deformacidn a partir de la velocidad de la particula

6. actualizar las funciones inelasticas a partir de la deformacion

7. actualizar el esfuerzo a partir de la deformacién y funciones inelasticas

8. actualizar velocidades de las particulas, y guardar sismogramas o snapshots.

O€kk 8V oV kk XX zz
Como St = X — y §F =+ E** para el caso acustico 2D, a continuacion
x 0z

se presenta el esquema numeérico para actualizar la presion, y por cuestiones de sim-
plicidad se presenta solo el esquema para actualizar la velocidad en direccién x, la

velocidad en direccién z se define de manera similar.
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” “(av av) (£ + 52) 7 (41)
—=k|—+— |+ +
at ox az) G\ L
donde . X
w At ~
=—K|1+ )Y Y=Y K————. 42
( Z l2 W[At) : : 2— wiAt (42)

Para actualizar la velocidad en direccion x:

1 [At(9 1
VX[ 2 = VX2 —— | — = (Pm —pm)— —(pm —pm )
J+1/2 Lj+1/2 pij+1/2 Ax | 8 Lj+1 LJ 24 Lj+2 Lj-1

1 At (9 1
+ [—{—(Pf” o _pm )——(P’.” o _pm )H
pi,j+1/2 Az | 8 l+1/2,J+1/2 -1/2,]J+1/2 24 l+3/2,)+1/2 -3/2,]J+1/2

(43)

y la variable de memoria correspondiente:

2—wiAt

Exx:m — . oxx:m—1

2 wiAt 1{9
2+ wiAt t 2+ wiAt h

L)+1 L]+2 L)-1

(44)

Para actualizar la presidn, (en el caso de [ = 3 en la sumatoria):

pm — Pm—l ' + kdx{g (VXm+1/2 VXTH/Z) 1 (VXm+1/2 VXm+1/2)}
8 o 24

i+1/2.J+1/2 1+1/2.J+1/2 Lj+1 LJ+2 Lj-1

24( L+2,) =1

+kdz { Z (VZ:ﬂ:j/z VZZ{H/Z) vz _ VZm+1/2)}

+ AtK{?l (E;fx;m + Eiz m)+ Y2 (Exxm + Ezz m) + Y3 (Exx m 4 Ezz m)} + S(1).
(45)

La fuente S(t) esta definida como:

S(t) = —— [ {(X_X°)2+(Z_Z°)2}]z Fp(t—to))? exp {—(TFp(t — to))?}
(t)= Q1/ﬁexp o O (mFp(t—to))” exp{—(mFp(t—to))°§},
(46)

siendo F,, la frecuencia pico de la fuente, to = 0.78/F es un tiempo de desfase y Q

- (VXU’{+1/2 _ VXIj‘f+1/2) 1 (VXm+1/2 Vv xT+2
8 g 24

)



es la desviacidon estandar de la funciéon Gaussiana.
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Capitulo 3. Q constante

Las aproximaciones en el dominio de tiempo cominmente utilizan superposicién de
elementos mecanicos para describir el comportamiento de Q, las cuales se conocen
como Q aproximadamente constante (ACQ, por sus siglas en inglés) (Liu et al., 1976;
Emmerich y Korn, 1987; Carcione, 2007; Zhu et al., 2013). Sin embargo, los requeri-
mientos de memoria y tiempos de cémputo son elevados para aplicaciones 3D, lo cual
podria limitar el uso masivo aplicado a inversion sismica y migracion (Zhu y Harris,
2014). En lugar de ACQ, el uso de Q constante (Kjartansson, 1979) resulta atractivo
porque provee una parametrizacion eficiente de la atenuacidn sismica en las rocas. Sin
embargo la relacién entre esfuerzo y deformacién es expresada por un operador con-
volucional, el cual requiere un enorme costo computacional para su calculo numérico
(Chen et al., 2016).

Muchos métodos han sido propuestos para modelar la atenuacién acustica durante
la propagacién de las ondas (Stekl y Pratt, 1998; Carcione, 2007; Zhu et al., 2013).
Uno de ellos es la propagaciéon de ondas usando Q constante en el dominio del tiempo
(Kjartansson, 1979; Carcione et al., 2002), el cual es preciso al producir el comporta-
miento de Q constante deseado en todas las frecuencias, sin embargo, requiere una
derivada temporal fraccionaria para simular la ley de potencias en la relacién esfuerzo-
deformacién (Carcione et al., 2002; Carcione, 2010). Matematicamente, la discretiza-
cién de la derivada temporal fraccionaria requiere almacenar la historia completa del
campo de ondas, lo cual no es practico para el célculo numérico. Para superar este
gasto de memoria Chen y Holm (2004) propusieron el uso del operador Laplaciano
fraccionario para modelar la atenuacién (Yao et al., 2016b). Basandose en esta idea,
varios tipos de ecuaciones de onda que usan Laplaciano fraccionario se han derivado
para modelar propagacién de ondas con atenuacién y dispersiéon de velocidad (Carcio-
ne, 2010; Treeby y Cox, 2010).

Usando esta idea, Zhu y Harris (2014) desarrollaron una ecuacién de onda para

Q constante con Laplaciano fraccionario desacoplado, su principal contribuciéon fue
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separar en dos partes el Laplaciano fraccionario que controla los efectos de fase y
amplitud. En la ecuacién de onda con Laplaciano fraccionario, los érdenes fraccionarios
estan relacionados a Q, por lo que pueden variar espacialmente, Zhu y Harris (2014)
utilizaron un valor promedio para la simulacién numeérica, el cual solo es razonable

para modelos de Q que varian suavemente (se explica en[3.4).

3.1. Relacion esfuerzo-deformacion

Kjartansson (1979) da explicitamente una descripcién de la atenuacién que exhibe
las caracteristicas exactas de Q constante, basandose en la premisa que es posible
aproximar la funcién de fluencia lenta (Creep) mediante una ley de potencias de la

forma:

X(t) o tP, (47)

donde b es un nimero real. Para lo cual propuso una funcién de fluencia lenta

definida como:

t\2Y
—) t>0 x(t)=0;t<0, (48)

X0 =5 raT 2 (to

donde I es la funcién Gamma, to es un tiempo arbitrario de referencia, My es un
valor de referencia con las unidades del médulo viscoelastico y ¥ es un parametro a
definir. Notar que solo es necesario una velocidad de fase (Cp) definida a una fre-
cuencia de referencia (wp) y Q para describir completamente el mecanismo, en lugar
de varios tiempos de relajacion y el médulo complejo necesarios en los modelos SLS
(Carcione, 2007).

Haciendo uso del principio de correspondencia, en el cual el médulo elastico in-
dependiente de la frecuencia es reemplazado por el médulo viscoelastico complejo
dependiente de la frecuencia M(w), y utilizando el médulo complejo propuesto por
Kjartansson (1979):
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M(w) = Mg (— = M (—) e'™; Wo=—, (49)
Wo Wo to

la relacidon esfuerzo-deformacion del modelo Q constante se define como:

iw \2Y
0(W)=Mo(w—) -&(w) (50)

0

a partir de (49) se puede calcular el factor de atenuaciéon Q! utilizando la defini-

cion:

1 Im (M(w)) _senmy

= = = tan my. (51)
Re (M(w)) cosmy
de donde es posible despejar 7v:
! tan™?! ( . ) (52)
= —tan — 1.
Y 11 0

Observando las ecuaciones (51) y (52) se puede decir que Q es independiente
de la frecuencia, y que y parametriza el nivel de atenuacién. Para obtener valores de

Q mayores que cero a partir de la ecuaciéon (52) es necesario un vy entre 0y 0.5 (Ver
figura[9).

Como se busca modelar en el dominio del tiempo, es necesario transformar la ecua-

cion (50) al dominio temporal aplicdndole la transformada de Fourier inversa:

iw %Y
o(t) F1 {Mo(—) -s(w)}
Wo
Mo

= — 7 H{w)? - e(w)}

-2
to
_ Mo \ 327 g(t) (53)
t; '

—2v | oty
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Q = fantyy = cot(m)
y

v = %tan_l (é)

Figura 9. Relacién entre el orden de la derivada fraccionaria y la atenuacién.

La ecuacion (53) es la relacién esfuerzo-deformacién para el modelo de Q constan-
te en el dominio del tiempo , la deformacién ¢ tiene una derivada temporal de orden

fraccionario 2v.

Observando la figura (9) se aprecia que cuando Q tiende a cero (atenuacién infi-
nita), y tiende a 1/2, y la derivada temporal fraccionaria 92Y¢/at?Y se reduce a 9&/at,
siendo el caso puramente viscoso. Cuando Q es infinito, y tiende a 0, por lo que el
esfuerzo serd lineal con la deformacién o = Mg - € (caso elastico). Cuando Q esta entre
cero e infinito, la derivada temporal fraccionaria depende de los estados de pasos del
tiempo previos, esto es, el esfuerzo actual debe ser calculado a partir de la historia
temporal de la deformacidn, resultando en que la evaluacién numérica del operador
de la derivada temporal fraccionaria requiera mucha memoria y tiempo de cémputo

para almacenar y usar la historia temporal (Carcione et al., 2002; Carcione, 2009).

3.2. Velocidad de fase

Como se menciond renglones arriba, el modelo de Q constante depende Unicamen-

te de 3 pardmetros, entre los cuales de encuentra la velocidad de fase, la cual puede
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ser obtenida a partir de la definiciéon de velocidad compleja:

\IW
Ve=1|— (54)
o)

donde p es la densidad. La velocidad de fase V), esta definida como la frecuencia
w dividida por la parte real del numero de onda complejo (Carcione et al., 2002), por

lo tanto:

~1
- [R( Bﬂ (55)
M
Sustituyendo en y tomando solo la parte real se obtiene:

Mo my -1
Vp = co - [w/wol, Co= ? . [cos(7)} (56)

de la ecuacién (56) se deriva que ¢ es la velocidad de fase en la frecuencia wg y

que

my
_ 2 2
Mo =p-cg-cos (7) (57)

es el mdédulo de incompresibilidad.



31

3.3. De la derivada fraccionaria temporal a espacial

El uso de la derivada fraccionaria temporal en la relacién esfuerzo-deformacién
introduce problemas computacionales desafiantes ya que su evaluacidén numeérica re-
quiere almacenar la historia temporal de las variables. Bajo ciertas condiciones, es
posible reemplazar las derivadas fraccionaras temporales con derivadas fraccionarias

espaciales, las cuales son mas faciles de evaluar.

Para ilustrar como surge este reemplazamiento se considera la transformada de
Fourier de la derivada temporal fraccionaria de una funcién g(x, t) (Treeby y Cox,
2014):

a¥g(x, t
{22020

YT } = (—iw)Y - G(k, w) (58)

w es la frecuencia temporal, k es la frecuencia espacial o nUmero de onda, en
este caso la funcién g en el dominio espacial depende solamente de x, para los casos
donde dependa de (x, y) 6 (X, y, z), el nUmero de onda se representa con un vector k.

La primera parte de la expresidon se puede expandir usando :

(=Y =cos(my/2)— isen(my/2) (59)

por lo tanto:

(—iw)Y = cos(my/2) - wY + (—iw)sen(my/2) - w'~! (60)

Para muchas aplicaciones, la absorcién acuUstica tiene solo efecto de seqgundo orden
en la propagacién de ondas (Treeby y Cox, 2014). Esto quiere decir que el término de
frecuencia temporal en la ecuacion (el cual corresponde a una derivada tempo-
ral) puede ser reemplazado por un término de frecuencia espacial (que corresponde
a una derivada espacial) usando la relacién de dispersién de la ecuaciéon de onda
W = Cp - k. Esto se basa en la premisa de que la sustitucidon de relaciones de primer

orden en términos de segundo orden resultara en errores de tercer orden, los cuales
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pueden despreciarse (Lighthill, 1956). La ecuacion se vuelve:

-1

(—iw)Y =~ cos(my/2)-k" - cg + (—iw)sen(my/2)- k' 1. cg (61)

Usando la transformada de Fourier del Laplaciano fraccionario (Cheny Holm, 2004):

Ft{(=73)"? g(x, B} = K7 - Gk, w), (62)
La transformada inversa de se obtiene:

oY _
— ~ ¢} - cos(my/2) (—Vz)wz +cy - sen(my/2) (V2

)(7—1)/2 . i
oty

ot (63)

Por lo tanto, la derivada fraccionaria temporal puede ser reemplazada con una
derivada fraccionaria espacial sin modificar el comportamiento de absorcién original,

siempre y cuando el efecto de absorcién en el campo de ondas sea pequefio.

3.4. Ecuacion de onda usando Laplaciano fraccionario

Para un medio acustico homogéneo, la ecuacién lineal de conservacién de momen-

to de primer orden se puede escribir como (Zhu y Harris, 2014):

0 1
—v=—Vo, (64)
ot pPo

y la ecuacidn velocidad-deformacion esta dada por (Zhu y Harris, 2014):

0
—E=V'V, (65)
ot

donde o es el campo de esfuerzos, € es el campo de deformacion, y v = (vx, vy, Vz)

es el vector de velocidad de la particula.
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Combinando la relacion esfuerzo-deformacién (50) , con las ecuaciones de conser-
vaciéon de primer orden y (65) , la ecuacién de onda con derivadas fraccionarias

y densidad constante p, se obtiene (ver Apéndice ):

82—270-

= 2w, *"V?0, (66)

at2—27

donde V? es el operador Laplaciano y c? = Mo/p, = cjcos?(my/2). El exponente

2 — 27 es el orden fraccionario de la derivada temporal. La ecuacién se reduce

a la ecuacion de onda acustica clasica conforme ¥y — 0 (Q — ), y a la ecuacién de

difusiéon conforme vy — 1/2 (Q — 0), esta ecuaciéon también es conocida como ecuacion
de onda de Caputo (Zhu y Harris, 2014).

La relacién de dispersiéon de la ecuacién se puede obtener al sustituir la
solucién de ondas planas ek donde w es la frecuencia angular, r es el vector de

coordenadas espaciales y k es el nimero de onda complejo, es decir k= Kreat + iKimag:

w? .
== (D2 w2 w27k’ (67)

Después de algunos célculos, Zhu y Harris (2014) obtuvieron una nueva relacién
de dispersién, llevando la derivada fraccionaria temporal a una derivada fraccionaria
espacial, donde hacen uso de la aproximacién k = w/cq (ver seccion ) y que ()% =

cos(my) + isen(my):

w? - ~2Y+2 , -1 — ~2y+1

— C(ZJYWOZY cos(my)k " + (tw)céy 1wozysen(ny)k Lab (68)
c

La ecuacion aproxima la ecuaciéon (67) , Zhu y Harris (2014) la llamaron Q

casi constante (NCQ, por sus siglas en inglés).

En un medio homogéneo, co y Q son independientes de la variable espacial, por
lo que es posible aplicar una transformada de Fourier inversa espacial y temporal a
la ecuacidn utilizando la notacién resulta en el Laplaciano fraccionario
k2r+2  (—v2)r+l y k2v+1 , (—V?)7+1/2 opteniendo de esta forma la ecuacién de

onda NCQ para un medio homogéneo (Zhu y Harris, 2014):
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1 3% 1 12 0
(=) o+ T (-v3)" —o0, 69
c2? at? n( ) ( ) ot (69)
donde los coeficientes son:
n=—cg'wy*  cos(my), T=—c5" twy " sen(my). (70)

3.5. Esquema numérico

A continuaciéon se presenta una revisién general del método pseudo-espectral que
sera utilizado para el calculo de las derivadas espaciales asi como del Laplaciano frac-

cionario.

3.5.1. Método pseudo-espectral

En el método pseudo-espectral se evallan las derivadas espaciales mediante la
multiplicacién de nimeros de onda en este dominio (Gottlieb y Orszag, 1977; Fornberg
y Sloan, 1994; Boyd, 2001). Se considera un campo de presiones U propagandose en
una distribucién de velocidades 2D en un malla C(x, z). Para solucionar la ecuacién de

onda escalar homogénea 2D (Ozdenvar y McMechan, 1996):

1 92U 32U 32U 71)
= + ,
C2(x,z) at2  ax2 9z2

se requiere del calculo de las derivadas espaciales del lado derecho. Por ejemplo, la
derivada aU/ax del campo de ondas U(x) es calculada por la solucion pseudo-espectral
tomando la transformada de Fourier de U(x), multiplicando cada punto del espectro

resultante por ik y aplicando transformada de Fourier inversa:

oU
— =7 ik Z {UX)}}, (72)
X

donde .# y .#~1 denotan la transformada directa e inversa de Fourier, kx es el
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ndmero de onda en la direccidon x.

Similarmente la segunda derivada se obtiene al multiplicar por (ikx)? = —k2:

92U

—5 =7 K7 LU} (73)

La ventaja de esta aproximacion sobre diferencias finitas es que la precisién teérica
mas alta para una diferenciacion espacial (hasta el nUmero de onda de Nyquist) es

automaticamente dada por la diferenciaciéon pseudo-espectral.

3.5.2. Implementacion

Utilizando el método pseudo-espectral para calcular los Laplacianos fraccionarios, y
diferencias finitas para el calculo de la primera y segunda derivada temporal presente

en la ecuacién (69) , el esquema numérico a implementar es:

0™ =20"— 0" 1 + At2c2n (=) 07 + Atc2T(—v2) 0% (0" — 0" )+ S(t),  (74)

donde:

(_v2)7+10_= ﬂ_l {|k|2Y+2 g{o}}’ (75)

(=v2)""0% (0" — 071y = FL (k]2 . 7 {o" — 0" 1)}, (76)

y S(t) es la fuente que esta definida como:



36

Q+v2n Q Q
exp {—(nFp(t—to))?}.

N2 5 \2
S(t)=—L-exp[—{(x XO) +(Z ZO) }]-2(1TFP)2[1—2(1TFP(f—fo))2]'

(77)

siendo F,, la frecuencia pico de la fuente, to = 0.78/F es un tiempo de desfase y Q

es la desviacion estandar de la funcién Gaussiana.
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Capitulo 4. Comparacion de los métodos

En el presente capitulo se presentan los resultados de la implementaciéon de los
métodos de variables de memoria y Laplaciano fraccionario, asi como su comparaciéon

con el caso acustico y la solucién analitica.

La malla utilizada en todos los casos tiene una dimensién de 5040 m x 5040m, la
velocidad del medio homogéneo es de 2500 m/s, At = 0.001 ms, la fuente se ubica
en el centro de la malla (2520 m, 2520 m). Se utiliza una frecuencia de referencia de
100 Hz para el método de Laplaciano fraccionario y una banda de frecuencias logarit-

micamente equidistantes (0.1 a 100 Hz) para el caso de variables de memoria.

4.1. Acustico vs. Viscoacustico

En el siguiente ejemplo se utiliza una frecuencia pico de 25 Hz para la fuente, y un
Ax=Az=10m.

La figura (10) muestra una comparacién entre el caso puramente acustico y el
viscoacustico calculado mediante variables de memoria y Laplaciano fraccionario, el
caso acustico fue calculado mediante diferencias finitas de cuarto orden. Para las sub-
figuras Q tiene un valor de 100 y para las subfiguras
el valor de Q es 50, los sismogramas se encuentran a 100,500,1000y 1,500m de la

fuente.

Con esta figura se busca ilustrar c6mo la atenuacién intrinseca afecta la propaga-
cién, si la atenuacién es pequena, por ejemplo Q = 100, la atenuacion y el desfase
con respecto al caso acustico son menores que para atenuaciones fuertes, por ejem-
plo Q =50, que causa mayor atenuacién y desfase. A mayores distancias de la fuente
se aprecia una diferencia marcada entre los resultados de variables de memoria y

Laplaciano fraccionario, mas adelante se discutird este problema.
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Figura 10. Conjunto de sismogramas para diferentes valores de Q y distancias: las subfiguras[(a)} [(c)} [(e)}
[(9)] corresponden a Q = 100 y|[(b)} [(h)] corresponden a Q = 50, AC = Acustico, VA = Viscoacustico,
LF = Laplaciano fraccionario, VM = Variables de memoria
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4.2. Precision con diferentes valores de Q

Para conocer la precision de cada método se realizaron diferentes pruebas variando
los valores de Q, se utilizé un Ax = Az =8 m. Se obtuvieron sismogramas a diferentes
distancias de la fuente para cada caso, el resto de los parametros son los mismos que

el ejemplo anterior.

Los resultados fueron comparados con la solucién analitica como la propuesta por
Chen et al. (2016) (Ver Apéndice ). La primera simulacién se realizé para un valor
de Q = 100, la figura [LI][(a)] muestra diferentes sismogramas a 100 m de la fuente,
se grafica la respuesta viscoacUstica calculada mediante la solucién analitica (VA-A),
Laplaciano fraccionario (VA-LF) y variables de memoria (VA-VM), la respuesta acustica
se muestra como referencia, las figuras [(b) y muestran sismogramas a 500m y

1700 m de la fuente, respectivamente.

Observando la figura se aprecia cémo la amplitud disminuye lentamente con
la distancia a la fuente tal y como se espera para en valor de Q = 100, la pequeia
distorsion de la fase con la distancia también es de esperarse. Con este valor de Q, en
distancias cortas (figura[L1][(a)), no existe diferencia significativa entre el caso acustico
y viscoacustico, la implementaciéon VA-VM muestra un pequefio desfase con respecto

a la solucién analitica.

A distancias grandes se espera mayor atenuacion y desfase con respecto al caso
acustico, la figura muestra como VA-LF y VA-VM presentan estas caracteristicas,
sin embargo, se observan variaciones con respecto a VA-A, lo cual es de esperarse ya

que el error es acumulativo. Para estimar el error RMS se utilizé la siguiente formula:

Z/ltl(djn —d)
nt
S ()

RMSE =

donde nt es el nimero de muestras en la traza sismica, djﬁ es el valor calculado
de la traza simulada numéricamente en la muestra j, el superindice a denota el valor

analitico correspondiente.

La figura (12) muestra la variacién de RMSE con la distancia a la fuente, de esta
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forma es més facil apreciar como el error de ambas implementaciones se incrementa
con la distancia, siendo VA-VM el método que presenta un mayor aumento de error,

lo cual puede ser atribuido al desfase apreciado con respecto a la solucién analitica

(figura [LI][(c)] ).

En la siguiente prueba se define un valor de Q = 50, se espera mayor atenuacién
y desfase, que debera ser mas evidente a mayores distancias de propagacion. La fi-
gura muestra sismogramas a 100m,500m y 1700m de la fuente. Tal y como
se esperaba, la atenuacidn y el desfase incrementan significativamente con la distan-
cia, VA-VM no logra reproducir apropiadamente los valores de atenuacién y desfase a

distancias grandes, motivo por el cual el error RMS es mucho mayor que el de VA-LF

(figura[14).

La figura (15) muestra los resultados para un valor de Q = 10, un valor tan bajo
significa una atenuacion fuerte, que se debe apreciar incluso a distancias cortas, asi

como mayor desfase. A una distancia de 1700 m la amplitud de la onda es casi nula.

Las pruebas realizadas con los distintos valores de Q indican que para valores de
atenuacién bajos, por ejemplo Q = 100 y para distancias cortas, tanto VA-VM como
VA-LF logran reproducir con buena precisién la respuesta obtenida mediante la solu-
cién analitica (figura[11(a)), sin embargo para distancias mayores VA-VM presenta un
desfase mayor, lo cual se ve reflejado en el aumento del error RMS. Al aumentar la
atenuacién (valores de Q pequeios) VA-VM presenta problemas de desfase grandes,

incluso a distancias cercanas a la fuente.

Se puede decir que VA-VM tiene buena precisidn para valores tipicos de Q (30
a 100) a distancias cercanas a la fuente, pero presenta mayores errores conforme

disminuye el valor de Q o se incrementa la distancia a la fuente.

4.3. Precision y tiempos de ejecucion con diferentes incrementos espaciales

Para esta prueba se utiliza una frecuencia pico de 12Hz, los valores de Ax varian
de 20m a 8 m de 2 en 2 sin incluir 16, ya que resulta en nUmero de nodos impares lo

cual ocasiona problemas en la Transformada de Fourier.

En esta prueba se utiliza un valor de Q =100, la figura (17) muestra el resultado a
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Figura 11. Conjunto de sismogramas para un valor de Q= 100 a diferentes distancias de la Fuente. VM
= Variables de Memoria, LF = Laplaciano Fraccionario, An = Analitico, Ac = Acustico
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Figura 12. Variacién del error RMS con la distancia para Laplaciano Fraccionario (VA-LF) y Variables de
Memoria (VA-VM).

una distancia de 500 m de la fuente, conforme la distancia entre nodos (Ax) disminuye,
el error RMS también tiende a disminuir, siendo evidente que para ambos métodos la
tendencia es muy similar, radicando la diferencia en que el error RMS de VA-VM varia

de valores mayores y no logra aproximarse a la precisién de VA-LF.

La tabla muestra una relaciéon normalizada de los tiempos de ejecucién para
los métodos VA-LF y VA-VM, de acuerdo a estos datos, VA-LF es aproximadamente 3

veces mas rapido que VA-VM para todos los casos probados.

4.4. Medio heterogéneo

El método de variables de memoria ( SLS) ha estado en la literatura por mas tiempo
gue el método de Laplaciano fraccionario, por lo que cuenta con mayor investigacién
e incluso con una extensidén a medios viscoelasticos heterogéneos (Carcione et al.,
1988a,b; Kristek y Moczo, 2003; Zhu et al., 2013; Moczo et al., 2014). Se ha demos-
trado que Variables de memoria tiene buena precisiéon al simular la respuesta a un

modelo de Q constante en distancias cortas (Zhu et al., 2013).

Para probar la estabilidad de las simulaciones en medios heterogéneos con grandes

contrastes, se disefid un modelo de 2 capas, el tamafio de la malla es de 5040 m x
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Figura 13. Conjunto de sismogramas para un valor de Q= 50 a diferentes distancias de la Fuente. VM =

Variables de Memoria, LF = Laplaciano Fraccionario, An = Analitico, Ac = Acustico
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Figura 14. Variacién del error RMS con la distancia para Laplaciano Fraccionario (VA-LF) y Variables de
Memoria (VA-VM).

5040m, y Ax = Az = 8 m. Para la capa superior se asigna una velocidad de onda P de
1800 m/s, un valor de Q = 30, para la capa inferior la velocidad de la onda P es de
3600m/s y Q = 100. La fuente es la funcién Ricker con frecuencia pico de 25Hz y se
localiza en (2520m x 2300m), At =0.8 x 10~ ?s.

La figura muestra snapshots a 120 ms, 200 ms y 320 ms respectivamente, del
lado izquierdo se muestra la respuesta calculada mediante VA-VM y del lado derecho la
respuesta obtenida mediante VA-LF, ambas respuestas aparentan ser muy similares,
sin embargo, al observar la figura , en la cual se muestran un par de sismogra-
mas tomados a diferentes distancias de la fuente, se observa una diferencia en los
resultados numéricos, el método VA-LF presenta una amplitud mas grande que VA-VM.
Es interesante mencionar que la metodologia propuesta por Zhu y Harris (2014) utiliza
un promediado de 7y para lidiar con Q variable en el espacio, definido de la siguiente

forma:

1 N
Yo =~ ¥(x) (79)
Ni—l

donde x; denota el i-ésimo nodo de la malla espacial y N representa el nimero

total de puntos en la malla. Se ha observado que n(x) y (—V2)Y®)+1 afectan la fase
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Figura 15. Conjunto de sismogramas para un valor de Q= 10 a diferentes distancias de la Fuente. VM =
Variables de Memoria, LF = Laplaciano Fraccionario, An = Analitico, Ac = Acustico
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Figura 16. Variacién del error RMS con la distancia para Laplaciano Fraccionario (VA-LF) y Variables de
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Tabla 1. Tiempos de ejecuciéon normalizados

Ax (m) # Nodos VA-LF VA-VM

20 252x252 1.00 2.98
18 280x280 1.19 3.76
14 360x360 2.03 6.17
12 420x420 2.46 8.12
10 504x504 3.78 12.19
8 630x630 6.16 18.59

de la onda sismica, mientras que T(x) y (—V?)Y®)+1/2 afectan la pérdida de amplitud
(Zhu y Harris, 2014). Los parametros n(x) y 7(x) introducen un efecto global a todas
los componentes de la frecuencia (6 numeros de onda). Sin embargo, los Laplacianos
fraccionarios producen diferentes efectos a diferentes componentes de la frecuencia,
por lo que utilizar solamente el promedio vy no es suficiente para describir correcta-
mente la dispersion y atenuacién de los diferentes componentes de la frecuencia en

medios heterogéneos (Chen et al., 2016).

Para el caso de VA-VM se usa un promedio como el propuesto por Moczo et al.
(2002), en el cual para calcular K y u utilizaron promedio armdénico, mientras que
para la densidad utilizaron un promedio aritmético y demostraron la precisién de este

esquema para diferentes configuraciones (medios).

Esto podria explicar las diferencias observadas en los sismogramas, sin embargo no
es posible decir cual metodologia tiene una mejor precisién ya que no se cuenta con un
campo de referencia para el caso de dos medios. El tiempo de cémputo normalizado

con VA-LF muestra que VA-VM es 2.5 veces mas lento que VA-LF.
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Capitulo 5. Conclusiones y recomendaciones

5.1. Conclusiones

De acuerdo a las diferentes pruebas realizadas, es posible llegar a las siguientes

conclusiones:

1. El método de variables de memoria tiene buena precisién para modelar Q apro-
ximadamente constante en distancias cortas, pero falla en distancias grandes,

estos resultados concuerdan con los reportados por Zhu et al. (2013).
2. VA-VM pierde precisidon conforme la atenuacién aumenta (valores de Q pequenos).

3. Los tiempos de computo de VA-LF son aproximadamente 3 veces mas rapidos

que los de VA-VM independientemente de la distancia entre nodos de la malla.

4. VA-LF muestra buena precisidn en distancias cortas y largas, asi como para valo-

res pequenos de Q.

5. VA-LF converge rapidamente y logra una buena precisién para las diferentes dis-

tancias entre nodos .

6. VA-VM necesita una malla fina para incrementar su precisién, sin embargo no

logra igualar a VA-LF.

5.2. Recomendaciones

Es recomendable utilizar Laplaciano fraccionario para simulaciones que requieran
distancia entre nodos pequefas, ya que resulta mas eficiente. Para Q variable en el
espacio no es suficiente utilizar un promedio de y, al momento de la realizacién del
presente trabajo sigue la exploracién de metodologias para afrontar este problema
(Fomel et al., 2013; Sun et al., 2015; Chen et al., 2016; Yao et al., 2016b), ya que al

variar Q afecta el valor de y por lo que el Laplaciano fraccionario se ve afectado.
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Anexos

Anexo A

Con la finalidad de mantener el capitulo legible, en el presente apéndice se
muestran los desarrollos matematicos necesarios para una mejor comprension del
tema.

Ecuacion de onda fraccionaria de Caputo

Despejando g(t) de :

92y

ye(t“)

2
o(t) = MOWO YF

3%y
—,0(t) = —-&(t),
MOWOZY atZY
(A.1)

Aplicando Transformada de Fourier:

o(w) (iw)?Yg(w)

-2
I\/IoW0 Y

1
———= (W) ?Yo(w) = &(w) (A.2)
MoWO Y

Aplicando Transformada de Fourier inversa

=2y
g(t) =

— o(t).

Aplicando derivada temporal
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9 - 1 o 9~2Y -
—& = - — o
ot Mowg” ot at—27
1 a—27+1
B Mow, 2" sr2ve1 0t
(A.3)
Sustituyendo en la ecuacién (65) :
1 6—2‘Y+l
V-v= . o(t
MOWEZY at—2y+1 ()
Aplicando derivada temporal
0 1 o o2r+l
—(V-v) = — o(t
at( ) Mow2Y ot ot=21+1 ()
9 1 a—2’V+2
V.—v = o(t),
at Mowy Y 9t=27+2 ®
sustituyendo en la ecuaciéon (64) y sabiendo que p, es constante:
= v20(t) L o
e (o) = o
Po Mowj Y ot2=2Y
aZ—Z’Y MO 5
——o(t) = —w, "V20(t), A.4

definiendo c? = Mo/pg, como Mo = p,c? cos?(my/2) se puede reescribir (A.4) como:

aZ—Z‘Y

5270 = 2wy 'V2o(t). (A.5)

Solucion analitica

La ecuacién representa una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con
respecto al tiempo que tiene una solucién analitica (Arfken, 1999):

p(t) = e® {A cos(Bt) + Bsen(Bt)}, (B.1)
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donde A y B son coeficientes indeterminados y

1 — Ty
o= _Ecg”l w;?" cos? (7) sen(my)k?'+1, (B.2)

1 T T 1/2
B = Ecgﬂwgy cos(—y) {4 cos(my) — cos? (%)senz(m/)} KY+L (B.3)
X

Basandose en la ecuacién [B.1, se puede obtener un esquema analitico de marcha
en el tiempo de tres pasos (Chen et al., 2016):

Pk, t + At) = 2e“At cos(BAL)P(k, t) — e29RE p(k, t — At), (B.4)

usando Transformada de Fourier para resolver [B.4] se obtiene:

p(x, t+ At) = 2771 {e%! cos(BAY)Z[p(x, )]} — 771 {7 e p(x, t—AD)]}. (B.5)
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