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Resumen de la tesis que presenta Jesus Efren Cabrera Ortega como requisito parcial para la obtencién del

grado de Maestro en Ciencias en Nanociencias.

Topologia de la estructura de bandas del ReCN

Resumen aprobado por:

Dr. Armando Reyes Serrato
Director de tesis

Cuando se descubrid el efecto Hall cudntico se hizo evidente que para explicar algunos fendmenos en los
materiales era necesario considerar la topologia de su estructura de bandas. A raiz del estudio de este
fendmeno, se encontrd que a temperaturas bajas en algunos materiales que se comportan como aislantes
pueden aparecer estados metdlicos confinados a su superficie. A estos materiales se les llama aislantes
topoldgicos. La invariante topoldgica que se usa para caracterizar a los aislantes triviales (en los que no
aparecen estados metalicos) de los topoldgicos se le conoce como Z,. La importancia de estos materiales
fuera de la investigacion basica consiste en que se cree que con ellos se podrian construir dispositivos
electrénicos mas eficientes. En este trabajo se estudid la topologia de la estructura de bandas del ReCN en
su fase P3m1. Este material se ha reportado como un termoeléctrico, haciéndolo un buen candidato para
ser un aislante topoldgico. Para encontrar las invariantes topolégicas del material hubo tres grandes pasos:
primero se utilizdé el método DFT para encontrar las funciones de Bloch y los eigenvalores que describen
al material; a partir de las funciones de Bloch se construyd un modelo de amarre fuerte usando como base
a las funciones de Wannier y por ultimo se utilizé6 el método conocido como centros de carga de las
Funciones de Wannier. Tras encontrar las invariantes topoldgicas del material, legamos a la conclusion de
que el ReCN es un aislante topoldgico débil.

Palabras clave: funciones de Wannier, funcion de Bloch, aislante topoldgico



Abstract of the thesis presented by Jesus Efren Cabrera Ortega as a partial requirement to obtain the
Master of Science degree in Nanociencias.

Band structure topology of ReCN

Abstract approved by:

Dr. Armando Reyes Serrato
Thesis Director

When the quantum Hall effect was discovered it showed that some phenomenons can be explained if the
band structure topology is considerate. In accordance with this study, it was found that some materials,
when exposed to low temperatures, present metallic states on their surface; these materials are known
as topological insulators. The topological invariant that can classified an insulator as trivial or topological
is known as Z,. Other than itsimportance in fundamental research these materials are important, because
with topological insulators exist the possibility to build more efficient electronic devices than the ones
already existing. In this work, the band structure topology of the ReCN in the phase P3m1 was studied.
The ReCN was reported a thermoelectric material, property that allowed this material to be considerate
as a candidate to be a topological insulator. In order to find the topological invariants, we went through
three big steps: first the DFT method was used to find the Bloch wave functions and eigenstates of the said
material; then Bloch wave function was used to build a tight binding model using Wannier function as
base, at last the Wannier charge center method to find the topological invariants. We concluded that the
ReCN is a weak topological insulator.

Keywords: Wannier functions, Bloch functions, topological insulator
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Capitulo 1. Introduccidn

En 1928 el fisico suizo Felix Bloch presentd su tesis de doctorado, en ese entonces él trabajaba para
intentar explicar el comportamiento de los electrones en los superconductores. En su tesis el presentd las
funciones de onda periddicas, las cuales ahora llevan su nombre, que sirven para describir el
comportamiento de los electrones en los sdélidos. A parte, incluyé una teoria para intentar explicar la
conductividad en los materiales normales —los que no son superconductores— (Hofstadter R., 1994). Su

trabajo sirvié como base para la teoria de bandas.

Con esta teoria se pudo entender mejor el comportamiento de los electrones en los sélidos. Gracias a esto,
la tecnologia empezd a avanzar muy rapido. Se pudieron desarrollar dispositivos electrénicos sélidos como
los transistores. Esto permitié que pudiéramos desarrollar tecnologia cada vez mas pequena, eficiente,

econdémica y compleja.

Los avances de la tecnologia fueron rapidos, una prueba de esto es que cada vez se podia tener una mayor
densidad de transistores en dreas cada vez mas reducidas. Esto permitié generar dispositivos mas
complejos. En 1965 Gordon E. Moore formulé una ley empirica para intentar describir este
comportamiento. La ley de Moore dice que el nUmero de transistores que se pueden poner dentro de un
circuito integrado se duplica cada afo. En la figura 1 se puede ver una gréfica que representa el nimero
de transistores en los procesadores lanzados al mercado por diferentes compafiias. Se ve que hasta ahora

se ha seguido la tendencia que Moore predijo.

MNurmero de transistores en procesadores 1971 - 2017

107
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Afo de intreduccion del dispositive
Figura 1. Numero de transistores en un procesador de computadora, contra su afio de introduccion al mercado. Se
puede ver que la cantidad de transistores se ha incrementado de forma exponencial cumpliendo con lo que Moore
predijo.
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Sin embargo, hay un limite termodindmico de que tan pequefio pueden ser los dispositivos electrdnicos.
Entre mds pequeiio es un dispositivo, es mas dificil extraer el calor, ya que tiene un area superficial

pequefia. Por lo cual es necesario encontrar materiales con nuevas propiedades.

Los materiales solidos los podemos clasificar en aislantes y conductores, esto depende de sus propiedades
eléctricas. Esta divisidn se puede explicar con la teoria de bandas. En un sdlido los electrones solo pueden
tener ciertas energias, estas dependen de la estructura del material y los atomos que lo conforman. El
diagrama de las energias que pueden tener los electrones se conoce como la estructura de bandas del
material. La energia que pueden tomar los electrones dependiendo de la posicién en el espacio reciproco.
Dos electrones pueden tener la misma energia mientras estos tengan espines diferentes. En el estado base
de los sdlidos, los electrones se encuentran acomodados de forma que ocupen los niveles de menor
energia. Esto quiere decir que quedaran niveles de energia que los electrones pueden tener, pero no habra

electrones que los estén ocupando.

En los aislantes el Ultimo nivel de energia donde hay electrones y el primer nivel de energia desocupado,
estan separados por un gap, este es una regién de energias que no pueden tener los electrones. En el caso
de los conductores no existe ningln gap entre las bandas, esto permite que los electrones se pueden
mover libremente en el material (Asbéth K. J et. al., 2016). En la figura 2 se ve un ejemplo de la estructura

de bandas de un material conductor (a) y un aislante (b).
E A i E A |

a) b) TR

Figura 2. Estructura de bandas de un conductor y un aislante. Estas podrian ser una posible estructura de bandas
para un sistema 1D con un electrdn por celda. La grafica a) representa un metal ya que se puede ver que no hay un
gap entre las bandas, en la grafica b) se puede ver que existe un gap entre la Ultima banda ocupada y la primera
desocupada. Esta imagen fue tomada de Soluyanov A. A., 2012.
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La teoria de bandas ayudd a explicar estos comportamientos, sin embargo, en 1980 se descubrié el efecto
Hall cudntico. Este fendmeno no se pudo explicar con la teoria de bandas convencional (Asboth K. J et. al.,

2016).

Este fendmeno aparece en algunos materiales cuando se someten a temperaturas bajas y un campo
magnético intenso. En un material bidimensional que presenta este fenémeno, el campo magnético al que
estd sometido impide el movimiento de los electrones en la superficie, pero crea canales en los bordes del

material donde los electrones se pueden mover libremente.

Algo interesante de estos materiales es que los estados metalicos que aparecen en los bordes del material
tienen la propiedad de que son robustos ante imperfecciones en la superficie. Si en la superficie del
material se encuentra una impureza los electrones la rodearan. Esto se debe a que el campo magnético
confina el movimiento de los electrones en una sola direccion —la cual depende del espin— (Takahashi
R., 2015). Esto quiere decir que los electrones que se mueven en estos canales no presentan resistencia

ya que ninguno puede ser retro dispersado.

Este fendmeno no es exclusivo de materiales bidimensionales, también puede ocurrir en materiales
unidimensionales y tridimensionales. En los materiales unidimensionales los estados metalicos aparecen

en el borde del material y en los tridimensionales en la superficie del material.

)
F,: magnetic force - |
on negative charge =" F .. clectric force
carriers —adl from charge
e accumulation
v W
T current
injection

Figura 3. Diagrama del efecto Hall. Diagrama del efecto Hall, para hacer el experimento se toma un material de
ancho w y grosor d, se le hace pasar una corriente I a través de él y se pone un campo magnético H perpendicular a
la corriente. Esto hace que los electrones sientan una fuerza F debido a que la carga se mueve en un campo
magnético. Imagen tomada de Sun J., Kosel J., 2012.
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Tiempo después se encontrdé que en algunos materiales el campo magnético externo no era necesario
para que se presente el efecto Hall cudntico. Para determinar si un material presenta este fendmeno sin
necesidad de un campo magnético externo se debe caracterizar la topologia de las bandas ocupadas
(Asbéth K. J et. al., 2016). A los materiales que presentan esta caracteristica se les llama aislantes

topoldgicos, ya que esta propiedad esta dada por su topologia (Micher L. et. al., 2012).

Una caracteristica que deben tener los materiales para que el campo magnético externo no sea necesario,
es que el efecto espin-érbita debe ser comparable con el gap del material. El efecto espin-orbita se produce
cuando el campo magnético que se produce cuando los electrones giran alrededor del nicleo interacciona
con el espin del electrdn, esto puede llevar a que los niveles de energia que pueden tomar los electrones

pierdan la degeneracion.

Para entender estos materiales los fisicos utilizaron herramientas matematicas, especificamente de la
topologia. Esta es el drea de las matematicas que estudia las propiedades que se mantienen constantes

mientras un objeto es deformado de manera continua.

Un ejemplo de una transformacidn continua podria ser intentar pasar de una esfera a un disco. La esfera
se puede deformar aplastdandola poco a poco, hasta que tome la forma de un disco aplastado. Durante la
transformacién se conserva el nimero de agujeros, esto puede ser una invariante de estos objetos y se
consideran topolégicamente equivalentes. Si después se intenta pasar de una esfera a una dona es
necesario hacer un agujero en el objeto, por lo que estos objetos se consideran topoldgicamente no

equivalentes.

En el caso de los materiales, lo que se «deforma» son las interacciones que siente el Hamiltoniano. Este
representa las interacciones a las que estd sometido el material. Los cambios que sufre el Hamiltoniano
deben ser adiabaticos, esto quiere decir: que los cambios que se hagan deben ser muy lentos; no se debe

cambiar la simetria del material y el gap del material no se debe cerrar.

Se cree que con los aislantes topoldgicos se podrian hacer dispositivos electronicos mas eficientes, ya que
en la superficie de estos materiales los electrones se mueven sin resistencia. Zhang X. y Zhang S. C. (2012),
proponen usar los bordes de estos materiales como conexiones en circuitos integrados, ya que asi se
elimina la resistencia eléctrica y solo se conserva la resistencia térmica y la producida por el contacto. Esto

produciria menos calor por lo que podrian tenerse transistores de menor tamafio y serian mas eficientes.



3D topological insulator

Figura 4. Posible aplicacidn de los aislantes topoldgicos. Lo que Zhang X. y Zhang S. C. (2012) proponen es tener un
aislante topoldgico (azul) al cual se le depositan dos capas ferromagnéticas de un material aislante, la linea morada
representa la superficie del aislante topoldgico, la cual sirve para unir los contactos. Imagen recuperada de Zhang X.
y Zhang S. C. 2012.

Aunque estos materiales tienen propiedades que los hacen muy prometedores alin son muy pocos los que
se conocen. Bansil A. et. al. (2016) reportaron en su trabajo Topological band theory que habia alrededor
de 94 materiales confirmados como aislantes topolégicos. Conocer si un material es un aislante topoldgico
es complicado ya que se debe conocer los estados superficiales del material. Experimentalmente esto es
complicado, ya que el experimento se debe hace en condiciones muy controladas: bajas temperaturas,

ausencia de campos magnéticos y las superficies del material deben estar limpia.

Micher L et. al. (2012) mencionan que los materiales termoeléctricos son buenos candidatos para ser
aislantes topoldgicos. Esto se debe a que comparten caracteristicas similares. Los materiales
termoeléctricos, son aquellos que presentan el efecto Seebeck o el Peltier. En el efecto Seebeck si se aplica
una diferencia de temperatura en el material se crea un potencial. En el efecto Peltier es al revés, si se
aplica un potencial se crea una diferencia de temperatura. Los materiales termoeléctricos y los aislantes
topoldgicos estan formados por &tomos pesados. En el caso de los materiales termoeléctricos esto se debe
a que deben presentan una baja conductividad térmica. En el caso de los aislantes topoldgicos es porque
los &tomos pesados suelen tener una fuerte correlacion espin-drbita. Otra caracteristica similar es que en

ambos debe existir un gap pequefio.

Aun conociendo que materiales pueden ser buenos candidatos para ser aislantes topoldgicos, hacer el
experimento para comprobarlo es muy complicado. Otra opcidon es intentar calcular los estados

superficiales de un material computacionalmente. Sin embargo, esto también es muy complicado.
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Se han buscado métodos para evitarlo. Uno de ellos consiste en hacer un calculo de primeros principios
donde no se considere el efecto espin-6rbita, cuando se hace esto no importa si el material es un aislante
topoldgico, se comportard como un aislante normal. Después se debe repetir el mismo cdlculo, pero ahora
considerando el efecto espin érbita, si al aplicarlo ocurre una inversién de bandas este material seria un
buen candidato para ser un aislante topolégico, ya que la inversidn de bandas es necesaria cuando se da
un cambio de fase topoldgico. La inversidon de bandas se refiere a que las bandas de conduccién y de
valencia se cruzan y esto se debe al efecto espin-drbita. Pero esto no es suficiente para determinar si el
material es un aislante topoldgico, después se deberian calcular los estados de superficie (Soluyanov A. A.

y Vanderbilt D., 2011).

Soluyanov A. A. y Vanderbilt D. (2011), proponen usar un método conocido como centro de cargas de las
funciones de Wannier. Este método tiene la ventaja de que es mas sencillo computacionalmente. Con este
método se pueden encontrar las invariantes topolégicas de los materiales. A partir de este método se

pueden determinar las invariantes topoldgicas del material.

Para utilizar este método hay tres pasos que se deben seguir. Primero se deben encontrar las funciones
de Bloch y los eigenestados del material. Una vez que esto se conoce, se utilizan para construir un modelo
de marre fuerte. En el modelo de amarre fuerte se aproxima la funcidon de onda a partir de funciones de
onda atémicas. Un método para construir este modelo es utilizar las funciones de Wannier para hacer una
aproximacion a la transformada de Fourier de la funcién de onda. Ya que hay muchas combinaciones
lineales que se pueden hacer, se escogen las funciones de Wannier que tengan la menor dispersion
espacial, las cuales se llaman funciones de Wannier mdximamente localizadas. Una vez obtenido este
modelo se usa el método de los centros de carga de las funciones de Wannier el cual consiste en observar
la evolucion de los centros de carga de las funciones en funcidon de cdmo se va deformando el

Hamiltoniano.

En este trabajo se estudia la topologia de la estructura de bandas del ReCN en la fase P3m1. El objetivo
es determinar si este material es un aislante topoldgico. Se escogio este material ya que se ha reportado
como un material termoeléctrico (Reyes A. S y Sofo J., 2013). Aparte se ha reportado que los compuesto
de Re presentan una fuerte correlacidon espin-6rbita (Mattheiss, 1966; Heydova R. et. al. 2012). Este
material no se ha reportado como sintetizado, pero Fan X. et. al. (2015) reportaron que el material ReCN

tiene dos fases estables P3m1y P63mc.
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Los siguientes capitulos detallan de mejor manera lo que se ha dicho en la introduccién y presentan los
resultados y conclusiones del trabajo. En el capitulo 2 se habla mds detalladamente de la teoria que estd
detras de la metodologia utilizada. El capitulo 3 plantea la hipdtesis y los objetivos del trabajo. En el
capitulo 4 se describe con mds detalle la metodologia que se siguié. En el capitulo 5 se presentan los

resultados obtenidos. Por ultimo el capitulo 6 cierra con la conclusién a la que se llegbé.



Capitulo 2. Antecedentes

En la naturaleza podemos encontrar a la materia en diferentes estados de agregacidn siendo sélido, liquido
y gaseoso los mds comunes. Actualmente los sélidos son los que mejor se entienden. A estos los podemos
dividir entre sélidos: cristalinos y amorfos. A partir de aqui cuando me refiera a los sélidos me estaré

refiriendo a los sélidos cristalinos ya que estos son los que mejor se conocen.

2.1 Teoria de bandas

Los cristales estan formados por un arreglo peridédico de bloques, donde estos bloques pueden ser &tomos
o grupos de atomos. Dependiendo de cdmo estén acomodados estos bloques, seran las propiedades
(6pticas, eléctricas, térmicas) del material. Esto se debe a que las propiedades surgen del comportamiento
de los electrones dentro del material y este comportamiento depende del orden de los 4tomos dentro del

cristal.

Los cristales se pueden representar como una red tridimensional de puntos, matematicamente esto se

puede escribir como

r = u1a1 + uZaz + U3a3.

Se puede dividir a los cristales tridimensionales en 7 sistemas cristalinos: triclinico, monoclinico,
ortorrdmbico, tetragonal, cubico, trigonal y hexagonal. Estos sistemas tienen mas de un tipo de red, por
ejemplo, en el sistema cubico estan las redes: cubica simple, cibica centrada en las caras y cubica centrada
en el cuerpo (Kittel C., 2005). En la figura 5 se muestran todas las redes que pueden existir en un espacio
tridimensional. A estos conjuntos de redes se les conoce como redes de Bravais, de aqui en adelante a una

red que pertenezca a este conjunto se le representara con el simbolo R.
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Figura 5. Redes cristalinas en tres dimensiones. Posibles redes en tres dimensiones. En total son 14, de las cuales 3
son cubicas, 1 trigonal, 2 tetragonales, 1 hexagonal, 4 Ortorrémbicas, 2 Monoclinicas y 1 Triclinica. Imagen

recuperada de (Brown C. F., 1978).
Los bloques que forman a los cristales se les conocen como celda unitaria. Esta contiene un solo punto de
red, esto quiere decir que son la unidad mds pequefia que describe al cristal. Puede estar formada por

varios dtomos. La forma de la celda unitaria puede variar, como se puede ver en la figura 6

\ —

Figura 6. Celda unitaria. Las celdas unitarias pueden tener muchas formas, en la imagen en la imagen se puede ver
diferentes celdas primitivas posibles, todas son celdas primitivas ya que llenan el espacio. Imagen recuperada de

Ashcroft N. W. y Mermin N. D. (1976).
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La celda unitaria que se suele utilizar es la celda de Wigner-Seitz. Esta celda se puede ver en la figura 7,
para formarla se debe: tomar un punto de referencia, trazar lineas a los puntos mas cercanos y por ultimo
se debe traza lineas perpendiculares a la mitad de las lineas que van del punto de referencia a los puntos
mas cercanos.

Figura 7. Celda de Wigner-Seitz. La celda de Wigner-Seitz se forma a partir de la interseccién de lineas que se trazan
de un punto a sus primeros vecinos. Imagen recuperada de Kittel C. (2005).

2.1.1 Espacio reciproco

Para algunos problemas trabajar en el espacio real se puede complicar, una técnica que se puede usar es
trabajar en el espacio reciproco. Para trabajar en el espacio reciproco se debe aplicar una transformada a
los puntos de red. La red reciproca se puede definir entonces como el conjunto de vectores de onda K
que satisfacen

elK-R — 1’

donde R es una red de Bravais. La red reciproca que se obtiene también es una red de Bravais (Ashcroft,

Mermin, 1976). Cuando me refiera a un punto de la red reciproca se usara la letra minuscula k.

En el espacio reciproco a la celda de Wigner-Seitz se le conoce como la primera zona de Brillouin.
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2.1.2 Teorema de Bloch y estructura de bandas

Ya que los atomos en un cristal se acomodan de forma periddica, los electrones sienten un potencial
periddico cuando se mueven en el material. Debido al tamafio de los electrones para poder describir su
comportamiento es necesario usar la fisica cuantica. La ecuacién que los puede describir es la ecuacion de

Schrédinger. Para un solo electréon esta ecuacién se puede escribir como
h? _o
Hip = (—ﬁv + U(r))w =&y (1),

en el caso de un sdlido el potencial es periédico y U(r) cumple que U(r + R) = U(r).

A los electrones en un potencial periddico se les conoce como electrones de Bloch. Los eigenestados 1) de
estos electrones se suelen escoger para que tengan la forma de una onda plana la cual tenga la

periodicidad de la red

Yni(r) = eik'runk(r)
donde u,, (r + R) = u,(r) para todo R en la red.

Se usa el subindice n ya que para un cierto k existen varias soluciones posibles de la ecuacion de
Schrédinger. La energia para cierto k varia de forma continua conforme k varia. Los niveles de energia de

un electrdn se representaran con la funcion €, (k).

En la descripcion de Bloch los puntos k se confinan a la primer zona de Brillouin (ver seccidn 2.1.1) ya que

cualquier punto k' fuera de esta zona se puede escribir como
k' =k +K.

Al conjunto de bandas de energia £,,(k) que surgen al resolver la ecuacion de Schrédinger se les conoce
la estructura de bandas del material. En la figura 8 se puede ver un ejemplo de la estructura de bandas de

una cadena de atomos unidimensional (Ashcroft N. W. y Mermin N. D., 1976).
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Figura 8. Estructura de bandas. La celda de Wigner-Seitz se forma a partir de la interseccion de lineas que se trazan
de un punto a sus primeros vecinos. Imagen recuperada de Ashcroft N. W. y Mermin N. D. (1976).

Para representar la estructura de bandas de un material tridimensional se suele mostrar los valores €,, (k)
sobre ciertas trayectorias en el espacio reciproco. Se escogen las trayectorias que estan en direccién a los
puntos de alta simetria en el espacio reciproco. En la figura 9 se muestra la estructura de bandas de una
red tridimensional Hexagonal. En la figura 10 estd la celda de Wigner-Seitz de la red hexagonal, se marcan

en rojos las trayectorias que se siguieron para obtener la estructura de bandas de la figura 9.

=]

S
ﬁ\/x\% |

Energy(eV)
<

V% ’

Figura 9. Estructura de bandas en tres dimensiones. La celda de Wigner-Seitz se forma a partir de la interseccién de
lineas que se trazan de un punto a sus primeros vecinos. Imagen recuperada de Ashcroft N. W. y Mermin N. D. (1976).
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Figura 10. Celda Wigner-Seitz hexagonal. Estructura de la celda de Wigner-Seitz de una red hexagonal en el espacio
reciproco. Las lineas rojas marcan el trayecto que se siguid para obtener la estructura de bandas de la imagen 9.

Como se menciond en la introduccion, el «espacio» de energia que hay entre la Ultima banda llena y la
primera banda vacia se le conoce como el gap de energia. En los metales no se presenta gap. En los
aislantes el gap representa la energia que se le debe aplicar a los electrones para que puedan pasar de la
ultima banda ocupada a la primera banda vacia.

A través de la estructura de bandas se pueden conocer diferentes propiedades de los materiales, por
ejemplo: sus propiedades dpticas, conduccidn eléctrica y sus propiedades térmicas.

2.2 Teoria del funcional de densidad

Como se mencioné en el capitulo pasado, para describir a un sélido se debe utilizar la mecanica cuantica.
En este formalismo, las observables fisicas se representan por operadores, por ejemplo: la energia cinética
| ~ n% 92
se puede representar con el operador T = — ——.
P P P 2m ox?
Para describir a los sistemas en la mecdanica cuantica, se usa la ecuacion de Schrédinger, la ecuacién (1)

(seccion 2.1.2) es la ecuacion cuando se trata con una sola particula, pero de forma general —para mas de

una particula— la ecuacion de Schrédinger se puede escribir como

Hy = Ey (2),

donde H es el operador Hamiltoniano el cual contiene las interacciones del sistema.
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Para representar un cristal podemos escribir la ecuacion (2) como

Hy{r} AR = Ep({r}, {R}) (3),

donde 7; se refiere a las posiciones de los electrones y R; representa la posiciones de los nucleos
atémicos. Resolver esta ecuacion de forma analitica es complicado. Para poder hacerlo se deben hacer

algunas aproximaciones.

Para la primera aproximacién se puede considerar que la masa del nicleo es mucho mayor a la del
electron. Esto quiere decir que los electrones responden mds rapido a los cambios en su entorno que los
nucleos. Por lo que se puede separar el problema en dos partes: la que explica el comportamiento de los
electrones (Y. ({r;})) y la que explica el comportamiento de los nucleos (Y ({R;})) (Shell D. y Steckel J.,
2009)

YArd ARD = Pe({r:i}) » Yy {RD.

La segunda aproximacion se llama aproximacién de Born-Oppenheimer. Esta nos ayuda a conocer el
estado base de los electrones olvidandonos de los nucleos. Lo que se hace es fijar las posiciones de los

nucleos.

Al hacer esta aproximacion la ecuacion (3) se puede escribir como

Hw(rl,rz,r3, ,TN) = Ew(rl,rz,rs, ,TN) (4).

El operador Hamiltoniano, que es el que guarda las interacciones en el sistema, tiene la forma

hZ
2m,

75 N, N, N
H=- Zi eviz + Zi ¢ Vext(rl) + Zi:l Zj>i U(ri'rj)f

el primer término representa la energia cinética de los electrones, el segundo son la interaccion de los

electrones con los nucleos y el tercero la interaccidon de un electrén con los otros.

Si quisiéramos usar la ecuacion (4) para una molécula de CO,, tendriamos 22 electrones, cada uno con 3

coordenadas espaciales. Esto hace que la ecuacion de Schrédinger se vuelve un problema de 66
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dimensiones. Resolver esta ecuacién es muy dificil, porque es una ecuacién diferencial con 3N variables e

incluso en moléculas pequefias como el CO, no se puede resolver de forma analitica.

Ya que es muy complicado resolver la ecuacion de Schrédinger de forma analitica se han desarrollado
diferentes métodos para encontrar una solucién aproximada a esta ecuacién. Una de ellas es /a teoria del
funcional de la densidad. Esta es una herramienta que nos permite calcular las propiedades fisicas de los
materiales. Con esta teoria si encontramos el estado base del sistema se puede obtener las propiedades
del material en este estado, por ejemplo: conocer sus propiedades electrdnicas, la densidad de estados y

la estructura de bandas del material.
La ventaja de usar la densidad es que esta sdlo tiene tres dimensiones, esta se define como

n(r) = lp*(rlirZ' ""rN)l/)(rlfer er) (5)

Una aproximacion que se puede hacer para simplificar ain mds el problema es pensar en el electrén como
un punto de carga que estad sumergido en un campo producido por los otros electrones. Esto se puede
hacer ya que tratamos cada electron como un objeto que no depende de los otros. Con esta aproximacion

podemos simplificar el problema y podemos separar la funcién de onda

Y12, Ty) = P) xP(r2) * . = P(ry).

Con la aproximacion anterior podemos escribir la ecuacién (5) como

n(r) =2 ) Y,

2.2.1 Teoremas de Hohenberg y Kohn

Fueron Hohenberg y Kohn quienes demostraron que el estado base de la ecuacion de Schrodinger es un

funcional de la densidad electrdnica. Y dieron un método para encontrarla (Springborg M., 2000).
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El primer teorema de Hohenberg y Kohn dice que para cierta densidad n(r), que corresponde a la
densidad del estado base, no podemos tener dos diferentes potenciales V,,;. Ellos llegaron a esta

conclusién por contradiccion.
Si se pensara lo contrario, entonces tendriamos dos Hamiltonianos H; y H,, que difieren en el V,,;, y que

tiene los eigenvalores E; y E,. Y que aparte las funciones de onda que satisfacen la ecuacién de

Schrodinger 1, y 1, dan la misma densidad electrénica. El principio variacional dice que

<¢|ﬁ1|¢) > (¢1|ﬁ1|¢1) =E;

donde y es cualquier funcién de onda diferente de ;. Si escogemos que Y = 1, entonces se obtiene
Ey < (Y|Hy[2) = (Wo|Hy — Hy + Hy [1h)
Ey = (| Hy — Hy|h2) + (2| Ha|2)
E; = (1/12| Zive Vext,1 (1) — Z?]e Vext,2(Ti) |1P2> +E,
E; = [n(r) [Vext,l(r) = Vext 2 (r)]dr + E, (6)
si hacemos lo mismo, pero partiendo de

(1/)|ﬁ2|1/)> > (¢2|ﬁ2|¢2) =k,

se obtiene que
E, = [n(r) [Vext,z (1) = Vext 1 (r)]dr + Ej. (7)
La ecuacién (6) queda
E,—E; > fn(r) [Vext,z (r) - Vext,l(r)]dr

yla(7)
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E; — By < [ (1) [Vext2 (1) = Vexe 1 (X)]dr

Ambas ecuaciones no pueden ser ciertas al mismo tiempo, esto quiere decir que no podemos tener dos
potenciales diferentes que produzcan la misma densidad electrénica. También significa que la densidad

electrénica n(r) define todos los términos del Hamiltoniano.

Si conocemos la funcién de onda del estado base Y, entonces
Ey = <¢0|ﬁ|lp0>

es el valor mas pequefio para la operacion (|H ), E, se puede escribir como
E, = mll)in<1p|ﬁ|¢),
formalmente E es un funcional de la densidad y se puede escribir como

Eo = Eo[n] = min(y|Afw).

De aqui se puede ver que
E[n'] = Eo[n]

esto quiere decir que la energia de cualquier densidad diferente al estado base es superior a la energia del
estado base. Este es el segundo teorema de Hohenberg y Kohn, mediante este teorema, es posible calcular
la energia del sistema por métodos autoconsistentes. Este método consiste en proponer una densidad
electrdnica inicial, después se calcula la funcion de onda, con esta funcidon de onda se vuelve a calcular la
densidad electrdnica y esto se sigue haciendo hasta encontrar una densidad que minimice la energia del

sistema.
2.3 Aproximacion de amarre fuerte

Otro método para conocer de forma aproximada la energia del sistema es la aproximacidon de amarre

fuerte. En este método solo se consideran los orbitales atémicos que son responsables de la propiedad
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fisica que se quiere estudiar. Estos se usan para generan funciones tipo Bloch que sirven como bases

para generar el Hamiltoniano de amarre fuerte (Soluyanov A. A., 2012).

Para generar el Hamiltoniano de amarre fuerte se puede hacer lo siguiente. Teniendo una red R podemos
definir t; como la posicién del atomo i en la celda unitaria usada como referencia; s como el orbital base
y T = {5,i} como el orbital s del 4tomo i.

Con esa notacion se puede escribir la funcidon de onda del orbital correspondiente a una celda como

¢ = ps(r — t;) = (r|07)

donde 0 se refiere a la celda que estamos tomando como referencia. Para obtener los orbitales de las

otras celdas, solo es necesario aplicar el operador de traslacion T a la funcidn de onda

TR‘PT = ¢.(r — R) = (r|R7).

A partir de estos orbitales se pueden construir funciones tipo Bloch de la siguiente forma
1 ik-R
Hie®) = 7= ) e R (v = B)
VN &

O usando la notacién de Dirac esto se puede escribir como

_1 ik-R
[Xie) = 75 2re™ " |RT).
Los eigenestados del Hamiltoniano en el espacio reciproco Hy, para una sola particula quedarian

[Yni) = 2z Conk | Xkr) (8)

y estd representado por un vector columna con los coeficientes C,.-

Se pueden utilizar los datos obtenidos de un calculo DFT para construir un modelo de amarre fuerte. El

Hamiltoniano del método DFT se puede escribir en una base de amarre fuerte como

Hye (k) = (Xiep | Hsp | 21ex) = %ZReik'R<0p|HSP|RT>-
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Para poder crear el modelo de amarre fuerte a partir de los resultados obtenidos por DFT también hace
falta la matriz de traslape, la cual representa que tanto se traslapa la funcién de onda obtenida por el

método DFT con los orbitales de prueba que se usaran para construir el modelo de amarre fuerte
Spr(k) = <ka|)(k‘r>
La ecuacién de Schrodingerse puede escribir como

Hspll/)nk> = €nlVnk)

Si multiplicamos por un bray siguiendo la ecuacion (8)
2 Cnlk(kalep |Xkr) = Z Crnk()(kp |Xkr>6nk
T T

esto se puede rescribir con el Hamiltoniano de DFT y la matriz de traslape como
X Hpr () Crnke = € X Spr (K) Conpe.
Para encontrar los valores de €, se puede usar la ecuacién
det[H(k) — €, S(k)] =0

Dada la simetria del cristal [Xk+61) = |Xk1) Y Para que Y, gy = Pni se debe cumplir que Cppy k16 =

C‘mk-

La parte periédica de la funcién de onda tipo Bloch u, es

ik-R
Ui(r) = ) DG — R) = ey (1),
T
Y el traslape (M,(,’f,‘lkﬂk)) entre los estados de Bloch queda como

1 [ .

K, k+Ak Z . (R .

Mr(nn ok = Nf dr Crkapn,k+Ak é etk (R R)¢T (r— R)¢p (r—R") eilk-(R'—r)
P RR'
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En este modelo se asume que los orbitales atémicos se encuentran localizados fuertemente en los
dtomos a los que pertenecen y que son mutuamente ortogonales(Ri|R’j) = §;;0(R — R"). El traslape

sera cero siempre que no sean los mismo orbitales (Soluyanov A. A,, 2012).

2.4 Transformacion de base

Si se considera un Hamiltoniano de una sola particula en un potencial V¢ que remplaza a la interaccion

que tiene con las otras particulas, los eigenestados del sistema se pueden multiplicar por una fase
TV — ol
) = ')
y el nuevo estado tendra las mismas observables y seguira describiendo al mismo sistema.

Dado que en un cristal el estado base es un estado de muchas particulas, en vez de cambiar la fase

individual del estado de una particula, se debe buscar una transformacién mds general.

En el estado base de un aislante, las observables se definen por la proyeccién en el espacio de las bandas

ocupadas

Pa(k) = ZnN |V ¥nil,

donde IV es el nimero de bandas ocupadas. Si se quiere obtener el valor promedio de alguna

observable O se hace

N
<05 =Tr[ B,0] = ) ()

m=1

La traza de una matriz es invariante con respecto a transformaciones unitarias, por lo que cualquier
conjunto V' de vectores ortogonales que expanda el espacio de Hilbert puede describir el estado base del
sistema. Si se tienen los eigenestados del Hamiltoniano se puede hacer una transformacién unitaria

u(k) € U(V) alos estados para obtener un nuevo conjunto de estados
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N

|7~/;nk) = Z Umn (k)llpmk>

m=1

este nuevo conjunto describird al mismo sistema y se obtienen las mismas propiedades. El escoger una

base u otra depende del problema (Soluyanov A. A., 2012).

2.5 Funciones de Wannier

Es posible tener diferentes representaciones de las funciones de onda, la representacion mas usual es la
de funciones de Bloch, ya que estas son muy faciles de manejar en el espacio reciproco. Sin embargo, si se
quiere trabajar en el espacio real las funciones de Wannier son una mejor representacion ya que estan

bien localizadas.

Las funciones de Wannier son la transformada de Fourier de las funciones de Bloch y tienen la forma

% .
R = 288 [ ke R )
BZ

donde V.44 €5 €l volumen de la celda unitaria y i, es la funciones de onda normalizada. R representa

la localizacién de la funcidn de onda y n distingue entre las diferentes funciones de Wannier.

I

I
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Figura 11. Funciones de Wannier. Las funciones de Wannier son periddicas en el espacio real. Imagen recuperada de
Soluyanov A. A. (2012).

El centro de carga de la funcidon de Wannier estad dado por



22

r, = (0n|7|0n)
Que es el centro de masa de la funcion.

Para que una funcidon de Wannier describa bien a un sélido, el centro de carga de la funcién de Wannier
debe estar cerca el centro de masa de la densidad electrénica del material. Un problema que surge al
construir las funciones de onda de Wannier, es que cualquier estado de Bloch |i,,;) que expanda el
espacio se puede usar para su construccién. Al estado se le pueden aplicar diferentes transformaciones
U(V) y el estado obtenido seguird siendo eigenestado del Hamiltoniano. Y la localizacion del centro de

carga de la funcion de Wannier va ser diferente para diferentes estados |, ) (Soluyanov, 2012).

Marzari N. y Vanderbilt D. (1997) propusieron un criterio para evitar ambigliedades al construir las

funciones de Wannier, escogiendo las funciones de Wannier maximamente localizadas en el espacio real.

2.5.1 Funciones de Wannier Maximamente Localizadas

Marzari N. y Vanderbilt D. (1997) proponen usar la dispersién cuadratica como medida de la

deslocalizacidon de la funciéon de Wannier en el espacio real

N
= Z [(On]#2|0n) — (On|#|0n)?]

y propusieron un método para minimizar la dispersion a través de transformaciones unitarias. La
propagacion la dividen en dos partes Q = Q; + (), donde (), es la parte que no cambia con la seleccion de

la base y {1 siendo la parte dependiente de la base

N N
Q = Z I<0n|f2|0n> - mz Z|<Rm|?|0n>|2 ,

=1

ﬁ:i Z ((Rml#|on)] .

n Rm=0n
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Las funciones de onda de Wannier en 2D o 3D estan maximamente localizadas en una de las direcciones.

Las funciones hibridas de Wannier son funciones tipo Wannier en una sola direccidn, pero deslocalizadas

en las otras

]

L —ikR,
|kaykzn> = Ef ndkxex W}nk)'

o~

donde L es la longitud del parametro de red en la direccién x y R,, = mL (Soluyanov A. A., 2012).

2.6 Aislantes topologicos

Con la introduccidn de la topologia y las fases geométricas en el estado sélido se han podido explicar
diferentes fendmenos, como el efecto Hall cudntico. Se descubrié que la estructura de bandas de los
aislantes puede ser topoldgicamente diferente. Una estructura con un gap de energia que pertenece a una
clasificacidon topolégica no puede ser deformada de manera continua en la otra. En este caso la
deformacién continua se refiere a cambios adiabaticos en el Hamiltoniano, para que esto se cumpla se

debe evitar cerrar el gap.

La zona de Brillouin, que se vio en la seccidn 2.1.1, se puede considerar una variedad cerrada. En un
aislante hay un espacio de vectores ocupados V' para cada punto de la variedad. La clasificacion
topoldgica estd dada por las diferentes formas en que estos espacios vectoriales se pueden unir para

formar el espacio dentro de la zona de Brillouin.

Como cualquier otra observable, la topologia de un aislante esta determinada por sus bandas ocupadas. Y
estas son independientes a la base que se use. Sin embargo, aunque la topologia de un aislante es
independiente de la base escogida, las expresiones para encontrar la fase topoldgica deben contener

términos que dependen de la base (Soluyanov A. A., 2012).
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2.6.1 Fase de Berry

En 1984 Berry probo que si un estado cuantico evoluciona de forma ciclica surge una fase de origen

geomeétrico que deberia ser observable.

Si un sistema depende de los parametros externos &, estos parametros pueden variar con el tiempo, asi
que de forma general el Hamiltoniano se puede escribir como H(E(t)). El teorema cuantico adiabatico
dice que si un sistema que inicialmente estd en un estado |Yn(0)) = |n(f(0))) permanecera en el

eigenestado instantaneo del Hamiltoniano en el proceso de evolucién adiabatica

H(E®)[n(¢®)) = Eo(6®)[n(E®))

Durante el proceso, el estado adquiere una fase dindmica y una fase geométrica (e¥n(®)

[ (©)) = e @/l n(EE)E | g 1)),

Poniendo eso en la ecuacidn de Schrodinger independiente del tiempo con el Hamiltoniano H(f(t)) y

multiplicando el resultado de la ecuacion por (n(f(t)) , la fase geométrica queda expresada como

Yo = fe An() - dE,

y Apytoma la forma

0

Au(6) = 1)l 55

In($))
C es la trayectoria que sigue el pardmetro & durante su evolucion. Si se transforma la base

In'(§)) = e ©|n(£))
la fase A cambia a

0

c/l-,,f,':cﬂn_af

(%).



25
La fase geométrica tiene ese nombre ya que esta depende de la geometria del espacio, en este caso del

espacio de los estados ocupados.

Aqui pueden pasar dos cosas si £(t = 0) # E(t = tf) la fase es 0, pero si se considera una evolucion ciclica

coné(t=0) = f(t = tf) la fase de Berry y,, toma la forma

Yo = f; An(©) - d

donde A, (&) es el potencial de Berry.

En estado sélido las funciones de Bloch dependen de k, para una banda n el potencial de Berry que tiene

la forma
Ap (k) = i{ung|Viclun)-
y la curvatura de Berry se puede definir como
F(k) =V X A(k).

Sl se consideran ' > 1 bandas, el potencial toma una forma no Abeliana, esto quiere decir que los

elementos no pueden conmutar, se puede escribir como
c’qmn,a = i(“nklakalunl);
la curvatura de Berry queda
Frnag = Fmnap — i[Aa Ag|
donde

Tmn,aﬁ = i[<akaunk|akﬁumk) - (akﬁunk|aka’umk>]-
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La integral de la curvatura de Berry sobre una variedad cerrada es un nimero entro y una invariante
topolédgica llamada nimero de Chern. Al integrar F (k) sobre la zona de Brillouin el resultado es un valor

entero, en dos dimensiones

1
C= EszTr[Faﬁ]dkadkﬁ.

En tres dimensiones se pueden definir tres nimeros de Chern {Ca, Cp, Cy}. Ya que para cierto valor de k,,

una seccion transversal que sea ortogonal al vector unitario k,, se forma una zona de Brillouin

bidimensional (Soluyanov, 2012).

2.6.2 Modelo SSH

El modelo SSH es un modelo sencillo que permite entender mejor el concepto de las transformaciones
adiabaticas en un sistema. Este modelo describe el comportamiento de los electrones en una red

unidimensional como la que se puede ver en la figura 12.

Figura 12. Modelo SSH. El modelo SSH es una cadena unidimensional. Imagen recuperada de Asbdth K. J et. al.
(2015).

La forma del Hamiltoniano para este modelo es

N N-1
A=v Z(|m,B)(m,A| +ho)+w qu +1,A)m, B| + h.c)
m=1 m=1

donde la primera parte representa el hopping que puede darse en la misma celda y la segunda representa
el hopping entre celdas contiguas. [m, A/B) representa el estado cuando el electron esta en la celda m,
en la subred A/B, v representa el hopping en la misma celda, w representa el hopping entre celdas y
v,w=0yv,weR.
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La estructura de bandas del sistema se puede ver en la figura 13. Dependiendo del valor de v y w este
sistema se puede comportar como un aislante (casos a, b, d, e) o como un conductor (caso c).

(a) 2 1 (b)2; 1 ()2 1 (d) 2 T 1 (e)2 ¢
T | 1 1 w 1
) w=0 of v>w Y 0 0 v<w Y g | v=0
E |
i 5 \/ b B M p

-2 -2 : - 2 2! : I 2

-% 0 x - 0 x , - 0 x -% x
wavenumber & k k k k

Figura 13. Diagrama de cambios adiabaticos en el modelo SSH. Estructura de bandas del sistema conforme se varian
los parametros v y W. Imagen recuperada de Asbéth K. J et. al. (2015).

Asi mismo, dependiendo de estos valores, el sistema puede ser un aislante trivial o topoldgico. En la figura
14 se puede ver un diagrama de las fases topoldgicas de este sistema. La parte blanca representa el lugar
donde se comporta como un aislante topoldgico. Todas las modificaciones que hagamos en el
Hamiltoniano, mientras nos mantengamos en la parte blanca, son transformaciones adiabaticas. La parte
gris representa el espacio donde este sistema se comporta como un aislante trivial.

2.0

topological v <w

1.5 | (adiabatically connected

3 1.0 -
trivial v >w
0.5
adiabatically
not connected
0.0
0.0 0.5 1.0 L5 2.0

Figura 14. Diagrama de cambios adiabaticos en el modelo SSH. Diagrama de las fases topoldgicas del sistema.
Imagen recuperada de Asboth K. J et. al. (2015).

Si quisiéramos pasar de la parte blanca a la gris el gap del sistema se cerraria, como se puede ver en la
figura 13. Esto quiere decir que no es posible hacer una transformacidn adiabatica para pasar de una fase

trivial a una topoldgica (Asbéth K. J et. al., 2015).
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2.6.3 Invariante Z,

Los aislantes con simetria de inversidn temporal se pueden clasificar con la invariante topoldgica Z,, estos
se dividen en triviales, que son los materiales aislantes normales, los cuales tienen una invariante Z, par,
y los topoldgicos con una invariante Z, impar, estos no se puede transformar de uno a otro haciendo
transformaciones adiabaticas, ya que es necesario que se cierre el gap. Los aislantes topoldgicos estan
caracterizados por tener un nimero impar de pares de Kramer contra propagantes en los estados de borde
2D y en 3D por un numero impar de lazos de Fermi encerrando ciertos puntos de alta simetria de la

estructura de bandas.

En la presencia de inversién temporal las bandas de energia deben estar en pares de Kramer, por lo tanto

se cumple que para cada banda n existe una banda m que cumplen

€Enk = Em—k-

Hay puntos en la zona de Brillouin donde la energia esta doblemente degenerada la cual esta protegida
por la simetria de inversién temporal. Hay puntos k* tales que —k* = k* + G y dada la periodicidad de la

zona de Brillouin €, = €,,_p* = €m_i*. Ya que la inversidn temporal pasa k en —k, esos puntos se
Gi+Gj

> ,donde i,j =

llaman puntos de inversién temporal. En 3D hay ocho puntos (k* = 0; k* = %; k¥ =

1,23y k* = (G, + G, + G3)/2) (Soluyanov A. A., 2012).

La fase topoldgica de un aislante tridimensional con simetria temporal esta descrita por un indice
topoldgico fuerte v, este es independiente de la base que se use para describir al material, y tres indices
débiles v4, v, y v3, estos dependen de la base que se use para describir al material. Con estas invariantes
topoldgicas los aislantes topoldgicos en tres dimensiones se pueden dividir en aislantes topoldgicos fuertes
y débiles. Los aislantes topoldgicos débiles son sensibles a impurezas o desorden en la red, ya que, si hay
desorden en la red, los aislantes topoldgicos débiles se comportaran como aislantes triviales, los aislantes
topoldgicos fuertes son mas robustos ante impurezas en la red. Un material se considera un aislante
topoldgico fuerte cuando la invariante vy = 1, los aislantes topoldgicos débiles son cuando vy, = 0, pero

V4, V5 0 V3 tienen un valor de 1.
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Los ocho puntos de alta simetria forman un paralelepipedo en el espacio reciproco con seis caras
numeradas comon; =0, n, =0, n;=0,n,=1,n, =1y ny =1. En cualquiera de las caras el
Hamiltoniano queda en funcion de dos direcciones de k y se puede tratar como un Hamiltoniano de un
sistema bidimensional con inversién temporal. Los tres indices débiles (v4, v, y v3) estan definidos por la
invariante Z, asociadas con las superficiesn; = 1, n, = 1 yn; = 1. El indice fuerte (v,) es el médulo 2

de la suma de todas las invariantes Zj.

2.7 Método de los centros de carga de las funciones de Wannier para la

determinacion de la invariante Z,

Fu L. y Kane C. L. (2007) proponen que una forma de encontrar la invariante Z, es a través de la
polarizacion del material. Ellos consideraron una familia de Hamiltonianos que dependan de forma

continua de un parametro de bombeo t y que satisfagan las propiedades:
H[t + T] = H[T]
H[-t] = 6H[t]0 !
donde O es el operador de simetria de inversidon temporal T.
Ellos utilizan un modelo de amarre fuerte para hacer la demostracién. El modelo es
H=Hy+V,+V,+ 1V,

donde

_ T t
Hy =t Z(CiacHla’ + ¢4 14Cia)
i,a

Vi, = hg Z(—l)iafﬁc;racw
i,aB
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Vi = At Z(_l)i(czxcHla + Czjr+1acia)
ia

_ .o - '|' -l-
Vso - Z l€so * Uaﬁ(ciaci+1a + Ci+1acia)
La,p

Dada la forma de I/}, y V/;, este sistema cumple con la simetria de inversién temporalat =0yt =T/2.
En la figura 15 estan los niveles de energia en funcién del pardmetro de bombeo. En este caso la simetria

de inversidn temporal permite que haya estados degeneradosent =T /2.

EF[D‘_-— T e ——— ——— T ————

Figura 15. Niveles de energia en funcién del parametro de bombeo. Cuando se ha recorrido la mitad del ciclo, el
sistema pasa a un estado excitado. Imagen recuperada de Fu L. y Kane C. L. (2007).

La polarizacion estéa dada por
1
B, = ) (Onlrlo,n) = —35 dkA(k)
2m
n

donde

AK) = ) (i Vilitn)

y a lo largo del bombeo la diferencia de polarizacién est4 dada por
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1
P[t,] = B, [t,] = o [f dkA(t, k) — jg dkA(t, k)]
c2 cl
lo que esta dentro de los corchetes se puede escribir como

FK) = 1) [(Fation(O1Fitin () = c.c]

n

y la ecuacién queda

1
B lt,] — B [t] = > dtdkF(t, k) .

71,2

El teorema de Kramer dice que cada estado de Bloch esta degenerado y las bandas de energia vienen en

pares, las cuales estan degeneradas en los puntos k* = 0, 7. En la figura 16 hay un diagrama de las bandas

degeneradas.
3 E 1
3,1 3, 11:
13,1 3,10
12,1 2,1

¥ =

—TT 0 T

Figura 16. Bandas de energia degeneradas. Las bandas de energia estan degeneradas en los puntos k* = 0, 1.
Imagen recuperada de Fu L. y Kane C. L. (2007).

Ellos proponen considerar cada funcion de Wannier degenerada de forma separada para obtener mas

informacion, y se pasa de tener 2N pares por N pares
|u1—k.a> = _ei)(k'u9|ufcl.a>
|u1—1k.a) = _eix_k'a9|u§c,a)

donde a = 1,2,3, ... ,V/2 representa cada uno de los pares y se etiqueta a cada elemento del para como

I, I1. La conexion de Berry parcial queda como

ASH) = 1) (sl Buluss)
a



32

y la polarizacion parcial queda como

P = %jﬁ dkAS (k).
Ellos definen la inversién temporal de polarizacién como
Py =Pl — Pl
y llegan a la conclusién de que la invariante Z, queda definida por

A = [Py(T/2) — P4(0)] mod 2 .

En términos de los centros de carga se puede escribir
A= [Z (7T /2) = 7! (T/2)] = ) [74(0) = 7 (0)1] mod 2.
a a

En el capitulo siguiente se define la Hipétesis y los objetivos del trabajo. Todo lo que se vio en este capitulo

sirve para entender la metodologia que se siguié para determinar si el ReCN es un aislante topolégico.
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Capitulo 3. Hipdtesis y Objetivos

3.1 Hipétesis

El ReCN se ha reportado como un termoeléctrico y como el Re es un elemento pesado que presenta una
fuerte interaccion espin-érbita, ambas propiedades son caracteristicas de los aislantes topoldgicos,

consideramos que el ReCN es un aislante topoldgico.

3.2 Objetivos

3.2.1 Objetivo general

e Determinar si el ReCN es un aislante topoldgico utilizando el método de los centros de carga de

Wannier para obtener las invariantes topoldgicas Z.

3.2.2. Objetivos especificos

e Encontrar la estructura de bandas del ReCN por el método del funcional de densidad DFT y las
funciones de Bloch correspondientes.

e Utilizando las funciones de Wannier maximamente localizadas, obtener el modelo de amarre
fuerte para el material.

e Utilizando el método de los centros de carga de las funciones de Wannier determinar las

invariantes topoldgicas Z,.
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Capitulo 4. Metodologia

4.1 Descripcion general del programa WIEN2k

El programa WIEN2k es un paquete computacional que perimete hacer calculos de primeros principios por
el método de DFT. Con el programa es posible calcular algunas propiedades de sélidos cristalinos como: la

densidad electrénica, la polarizacion de espin, espectro de rayos X, entre algunas otras.

Wien2k se basa en el método de ondas planas aumentadas de potencial completo (FP-LAPW por sus siglas
en inglés). Este método divide el espacio en dos regiones, en la figura 17 se puede ver un esquema de esta
separacion. Una regidn consiste en esferas de radio R, que se ubica alrededor de los dtomos y estas no se
deben traslapar entre si (region I en la figura 17). La otra es la region intersticial entre los atomos (region
I1 en la figura 17). Para cada una se usa una base diferentes, en la regién I se utilizan soluciones radiales

a la ecuacién de Schrodinger, en la region intersticial se utilizan ondas planas (Blaha P. et. al., 2016).

I

Figura 17. Division del espacio en el método de ondas planas aumentadas. En el método de ondas planas
aumentadas el espacio se divide en dos secciones. La secciéon I son esferas que se ubican alrededor de los
atomos, aqui se utiliza como base soluciones radiales a la ecuacién de Schrodinger. La region 11 es la zona
intersticial entre los dtomos, en esta regidn se utilizan ondas planas como base. Imagen recuperada de Blaha
P.et. al. 2016.

4.2 Calculo de la estructura electréonica del ReCN

Para el célculo de la estructura electrénica del ReCN se usé la versidon 16.1 del programa WIEN2k. Se uso
KmaxRur = 7, donde Ry se refiere al radio menor considerad en el potencial tipo charola de muffin, y

Kinax €5 el tamafio maximo del vector de la red reciproca.
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El calculo se hizo de tres formas diferentes, una fue usando el potencial de correlacion GGA de Perdrew-
Burke-Ernzerhof, otra usando el potencial de correlacién Beck-Johnson y otra usando el potencial de

correlacién Becke-Johnson y el efecto espin-érbita.

Se utilizé el potencial de correlacion modificado de Becke-Johnson, ya que en la literatura (Camargo-
Martinez J. A.y Baquero R., 2012) se ha reportado que suele dar valores mas cercanos a los que se obtienen

experimentalmente.

4.3 Descripcion general del programa Wien2Wannier y Wannier90

El programa Wien2Wannier es una interfaz entre el programa WIEN2k y el programa Wannier90. Este
programa estd escrito en FORTRAN 90. Este programa ayuda a calcular la matriz de traslape entre las
funciones de Bloch y la matriz de traslape con los orbitales que se usaran, a partir de las funciones

obtenidas por el programa WIEN2k (Kunes J. et. al. 2010).

El programa Wannier90 esta escrito en FORTRAN 90. Este programa calcula funciones de Wannier
Maximamente Localizadas a partir de un grupo de bandas de energia de Bloch. Esto lo hace buscando

aquellas funciones de Wannier que tengan la menor dispersién.

4.4 Construccion de las funciones de Wannier Maximamente Localizadas

Se uso la version 2.0 del wien2wannier para calcular sacar las matrices de traslape y de proyeccion de los
orbitales. Para construir las funciones de Wannier se consideraron los orbitales d del Re, los p del Cy los
p del N, como las funciones base, ya que estos son las que encontramos que tienen mayor contribucién

cerca del nivel de Fermi.

A partir de las matrices de proyeccion, se usé la versién 2.1 del programa Wannier90 para construir el
modelo de amarre fuerte usando funciones de Wannier maximamente localizadas. Se considera que la

funcién de dispersién convergié cuando la diferencia entre dos iteraciones es menor a 10~°.
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Después se compard la estructura de bandas obtenidas con el modelo de amarre fuerte y las obtenidas

por DFT para ver si habia consistencia entre ambos.

Ya que la estructura de bandas obtenida por DFT y por el modelo de amarre fuerte se ajustaran bien, se
uso el cédigo wplot para obtener la grafica de la funcidén de onda en el espacio real y poder visualizar que

las funciones estuvieran bien localizadas en el espacio real.

4.5 Descripcion general del programa Z2pack

El programa Z2Pack permite encontrar la invariante topoldgica de los materiales. Esta escrito en Python.
Este programa usa el método de centro de cargas de las funciones de Wannier para determinar la
invariante topoldgica Z,. Se utilizé el programa TBmodels que sirve como interfaz con el programa
Wannier90, con esto se puede usar el Hamiltoniano obtenido por Wannier90 dentro del programa Z2pack

(Soluyanov A. A., Vanderbilt D., 2011).

4.6 Calculo de la invariante Z,

Para el cdlculo de la invariante topoldgica se usd la version 2.0 del programa z2pack. A partir del
Hamiltoniano obtenido por el programa Wannier90, se construye el modelo para hacer el célculo de la

invariante topoldgica.

Ya que el material es un material 3D, se calcula la invariante topoldgica en los 6 planos de alta simetria en
el espacio reciproco. La distancia minima entre el GAP mayor y el centro de carga contiguo fue de 0.1, este
valor permite que no haya ambigliedad si se movié la posicién del GAP o no, si es muy pequeia se agrega

una linea extra automaticamente.

Para el cdlculo de las invariantes v a partir de las invariantes Z, calculadas. Las invariantes vy, v, y v3 son

. . . 2m , . .
las invariantes obtenidas al poner ky, k, 0 k, = a/b/e segun sea el caso y para la invariante v, se sumaron

todas las invariantes Z, y se sacé el modulo con 2 como lo indican Fu y Kane (2007).
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4.7 Diagrama de flujo y resumen de la metodologia

WIEN2k (DFT)

Estructura del material Busqueda de densidad del
estado base
(Ciclo de autoconsistencia)

Inicializacion del calculo

Calculo de
eigenestados

—l Wannier90 wien2wannier I—
Calculo de las M Célculo de las matrices
funciones de Wannier de traslape

T~

Calculo de las
invariantes Z,

Figura 18. Diagrama de flujo de la metodologia. Durante el proceso hubo 4 pasos importantes, se obtuvieron las
funciones de onda y eigenvalores a partir del método DFT, se encontraron las matrices de proyeccién, se construyd
el modelo de amarre fuerte con funciones de Wannier maximamente localizadas y por ultimo se encontraron las
invariantes topoldgicas Z, a partir del método de centro de carga de las funciones de Wannier.

Se partié de la estructura P3m1 del ReCN descrita en el articulo de Fan X. et. al. (2015). A partir de esta
estructura se utilizd6 el programa WIEN2k para determinar las funciones de onda de Bloch y los
eigenestados del Hamiltoniano (estructura de bandas). Antes de proseguir se comparo la estructura de

bandas obtenidas con las obtenidas por Fan X. et. al. (2015), para verificar que todo estuviera bien.

Tras obtener las funciones de onda de Bloch se utilizdé el programa wien2wannier para encontrar las
matrices de traslape de las funciones de ondas. Estas se utilizaron en el programa Wannier90 para
construir el modelo de amarre fuerte utilizando como base funciones de onda de Wannier maximamente
localizadas. Tras encontrar el modelo se obtuvieron los eigenestados y se compararon con los obtenidos

por el método DFT.

Tras obtener las funciones de Wannier maximamente localizadas se utilizé el programa Z2pack que utiliza

el método de centros de carga de las funciones de Wannier para obtener las invariantes topoldgicas.

En el Apéndice A se da una descripcion detallada de la metodologia utilizada para poder replicar los

resultados.
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Capitulo 5. Resultados y discusiones

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos. El primer paso fue utilizar el método DFT para

obtener las funciones de onda de Bloch y la estructura de bandas del sistema.

Para realizar el calculo se utilizé el potencial de correlacién modificado Becke-Jonhnson (mBl). El gap que
fue de 0.872 eV. Se ha reportado en la literatura (Camargo-Martinez J. A., Baquero R., 2012) que este
potencial da resultados mas cercanos a los obtenidos experimentalmente. Cuando se hizo el cdlculo sin
utilizar este potencial se obtuvo un gap de 0.696 eV, el cual es similar al obtenido por Fan X. et. al. (2015)

cuando simularon este material.

La celda del ReCN es un red hexagonal que pertenece al grupo espacial 186 P6;mc. Los parametros de

red utilizados fuerona = b = 2.879 Ay ¢ = 7.851 A. En la figura 19 se puede ver la celda.

Figura 19. Celda del ReCN. La celda del ReCN es un red hexagonal que pertenece al grupo espacial
186 P63mec.

5.1 Densidad de estados

En la figura 20 se puede ver la densidad de estados del material. Se encontré que los orbitales d del Re
son los que tienen la mayor contribucidon cerca del nivel de Fermi. También hay una muy ligera

contribucién de los orbitales p del C y los orbitales p del N.
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Figura 20. Densidad de estados del ReCN. Densidad de estados del ReCN obtenidas utilizando el potencial de
correlacion electrénica de Becke-Johnson. El color rojo representa los estados totales, el color verde representa solo
los estados del Re, el morado solo los del Cy el azul solo los del N.

5.2 Estructura de bandas
En lafigura 21, se puede ver la estructura de bandas del ReCN. La estructura de bandas obtenida es similar
a la reportado por Fan X. et. al. (2015). Las diferencias se deben al potencial mBJ, ya que cuando no se

utilizé este potencial la estructura que se obtuvo fue idéntica a la de ellos.
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Figura 21. Estructura de bandas del ReCN. Estructura de bandas del ReCN obtenida utilizando el potencial de
correlacion electrénica de Becke-Johnson. Aqui los colores solo ayudan a diferenciar entre eigenestados diferentes y
no tienen ningun significado.
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Para determinar la contribucion de los orbitales a las bandas, se hizo la proyeccién de los orbitales. Se
puede ver en la figura 22, que las bandas que estan cerca al nivel de Fermi pertenecen al orbital d del Re.

En el caso del C y del N los orbitales con mayor contribucion fueron los p.

ReCN

Energy(eV)

Figura 22. Estructura de bandas del ReCN proyectada. Estructura de bandas del ReCN proyectadas sobre los orbitales
d del ReCN.

5.3 Funciones de Wannier

Ya que se tenia la funcién de onday la estructura de bandas lo siguiente fue construir un modelo de amarre

fuerte utilizando como base funciones de onda de Wannier.

Para construir el modelo solo utilizamos las bandas cercanas al nivel de Fermi. Los orbitales utilizados para

construir el modelo fueron: los d del Re, los p del C y los p del N.

En la figura 23 se muestra una comparacion de las bandas obtenidas por el método DFT y por el modelo
de amarre fuerte que se construyd. Se puede ver que hay una gran correspondencia en la estructura de
bandas obtenida con ambos métodos. En las bandas que se encuentran sobre el nivel de Fermi alrededor

del punto M se ve un comportamiento raro, esto se le atribuyd a que este modelo no considera
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completamente al sistema, solo una parte de él, aparte de que puede haber un pequefio error asociado al

construir el modelo.

o DFT
wannier
0

Energy (eV)

Figura 23. Estructura de bandas del ReCN a partir de las funciones de Wannier. La linea de la grafica representa las
bandas obtenidas por el método de DFT y los circulos representan las bandas calculadas a partir del modelo de
Wannier.

En la figura 24 se muestra el modulo cuadrado de una de las funciones de onda de Wannier. Esta se

encuentra en el espacio real y se pude ver que estd bien localizada alrededor del dtomo de Re.

Figura 24. Funcion de onda en el espacio real. En la figura se muestra el mddulo de la funcion de onda en el
espacio real, se ve que esta localizada alrededor del atomo de Re.



42

5.4 Invariantes Z,

Una vez que se obtuvo el modelo de amarre fuerte se prosiguio a obtener las invariantes topoldgicas para

este material.

En un material tridimensional existen 6 invariantes Z, una por cada plano formado por los puntos de alta

simetria. Estos planos corresponden a los formados por los puntos AL'M, LHMK, ALH y TMK, debido a
la simetria los planos ALT'M y LHMK aparecen dos veces en el espacio reciproco. En la figura 25 se puede

ver una celda hexagonal en el espacio reciproco donde se pueden visualizar los puntos de alta simetria.

=

- .
N

______________ ky

=2
=

Figura 25. Espacio reciproco de la red Hexagonal. En la figura se muestra el espacio reciproco correspondiente a
una red Hexagonal y los puntos de alta simetria.

Para calcular la invariante topoldgica uno de los vectores ky, k,, o k, se ponian fijos y solo te movias en los

21

a/bje dependiendo de que plano se queria calcular. En la

otros dos, los valores que se ponian era 0 o

figura 26 se muestra la evolucidn de los centros de carga de las funciones de Wannier conforme se hace

el recorrido.
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Figura 26. Evolucion de las funciones de Wannier. El punto azul indica el GAP mayor entre los centros de carga de
las funciones de Wannier, a través de esto es posible determinar la invariante Z, de cada plano.
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5.5 Invariantes v

Para determinar si un material tridimensional es un aislante topoldgico se deben calcular las invariantes

Vo, V1, V2 Y V3. Las invariantes vy, v, y v3 estan determinadas por la invariante Z, obtenida cuando ky, k,,

T
a/b/c

ok, esigual a segun sea el caso. La invariante v, nos dice si un material tridimensional se comporta

como un aislante topolégico fuerte y esta depende de las invariantes Z, de cada plano, su valor es el

modulo 2 de la suma de las 6 invariantes.

vo=(0+0+0+0+1+1)mod2=0.

Ya que su valor es 0, segun los resultados obtenidos, este material no es un aislante topoldgico fuerte. Sin
embargo, ya que una de las otras invariantes v es diferente de 0, este material es un aislante topoldgico

débil.
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Capitulo 6. Conclusiones

En esta trabajo se estudié la topoldgica de bandas del ReCN. El objetivo fue investigar si este material es
un aislante topoldgico, ya que al ser un material termoeléctrico esto lo hace un buen candidato para ser

considerado como aislante topoldgico.

La metodologia consistid en tres grandes pasos: primero se utilizé el método DFT para obtener las
funciones de onda de Bloch y la estructura de bandas del material; después se construyé el modelo de
amarre fuerte del mismo utilizando como base las funciones de onda de Wannier y por ultimo mediante
el método que describe el comportamiento de los centros de carga de las funciones de Wannier, se

calcularon sus invariantes topoldgicas.

Hecho lo anterior, se obtuvo el valor de los indices vy, v4, v, y V3. A partir de éstos se determind que el
ReCN es un aislante topoldgico débil ya que los indices toman los valoresvy = 0,v; =0,v, =0yv; =
1. Esto quiere decir que el material sélo puede presentar el fendmeno en una de sus caras y como dicha
caracteristica estd protegida por la simetria del compuesto, se ve afectada ante imperfecciones en la
superficie del material, indicando esto que, para comprobar experimentalmente el resultado, se requiere

sintetizar el ReCN sin imperfecciones cristalinas.
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Apéndice A. Descripcion detallada de la metodologia

Todos los calculos se realizaron en la supercomputadora Miztli de la UNAM. Debido a problemas técnicos

todos los célculos se hicieron con un solo procesador.

A.1 Estructura del ReCN

La fase P3m1 del ReCN es una celda hexagonal. Los parametros de red utilizados fuerona = b = 2.879 A

yc =7.851AYy los dngulos a = B =90°y = 120°. En la tabla 1 se encuentran las posiciones de los

atomos.

Tabla Al. Posiciones de los &tomos en la celda del ReCN.

Atomo Multiplicidad y letra de Wyckoff Posicion del atomo

Re 2b (0.33333, 0.33333, 0.75190)
C 2a (0, 0,0.08875)

N 2a (0,0,0.40934)

A.2 Calculo DFT en el programa WIEN2k

Se utilizé la version 17.1 del programa WIEN2k utilizando su interfaz para terminal.

A continuacién se listan los comandos ejecutados para obtener los resultados y se da una pequefia
descripcion de cada uno. Para mostrar un comando ejecutado en terminal se mostrara el simbolo $

seguido del comando en una letra de ancho fijo.
Para construir la celda se utiliz6 el comando
$ makestruct_lapw

este comando nos muestra una interfaz de texto interactiva donde se preguntara: el grupo espacial al que
pertenece el material, los pardmetros de red y por ultimo las posiciones de los atomos. El resultado es un
archivo con el nombre init.struct el cual contiene la posicidn de los atomos y las matrices con las

operaciones de simetria del material.

Posteriormente se corrié el comando
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$ init_lapw

este comando inicializa los valores necesarios para poder calcular la densidad electrénica inicial. El
potencial de correlacién utilizado aqui fue el PBE GGA of Perdew-Burke-Ernzerhof 96 y se utilizé un Rk max

de 9.

Una vez inicializado los valores se prosiguié con el cdlculo autoconsistente para buscar la densidad del

estado base, esto se hizo con el comando

$ run_lapw

este comando correrd el sistema hasta encontrar una diferencia menor de 0.0001 en la energia calculada

en el ciclo anterior y el actual.

En este punto ya se conoce la funcidon de onda del sistema. Ahora lo que se quiere conocer son los

eigenestados del Hamiltoniano (estructura de bandas).

Lo primero que se debe hacer es construir el camino en el espacio reciproco donde se calcularan los
eigenestados. Para construirlo se utilizod el programa Xcrysden. Para poder crear el camino en el formato

necesario por el programa WIEN2k se necesita ejecutar el comando

$ xcrysden --wien_kpath [archivo.struct]

al ejecutar el comando se abrira una ventana donde se permitira escoger los puntos del camino en el
espacio reciproco. Esto crea un archivo con terminacion *.klist_band el cual contiene la informaciéon

necesaria para que el programa WIEN2k calcule los valores de la energia a lo largo de la trayectoria.

Una vez que se tiene la trayectoria se puede encontrar la estructura de bandas se utiliza el comando

$ x lapwl -band

este comando calcula las energias a lo largo de la trayectoria dada. Para poder visualizar el resultado es
necesario crear un archivo con terminacidn *.insp el cual contiene la informacion para poder generar la

grafica. Una vez que se cred este archivo se pude generar la grafica utilizando el comando

$ x spaghetti

al ejecutar esto se crea un archivo con los valores energia en funcién de la posicién del espacio reciproco.
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Hasta este punto la estructura de bandas conseguida es comparable con la presentada por Fan X. et. al.
(2015) en su trabajo titulado Identification of a potential superhard compound ReCN. Sin embargo,
nosotros decidimos utilizar el pseudopotencial de correlacién electrénica modificado de Becke-Johnson
(mBJ) ya que se ha reportado que utilizando se obtienen valores mas cercanos a los que se registran

experimentalmente.

Para utilizar el potencial mBJ primero se utiliza el comando

$ init_mbj_lapw

este inicializara los valores necesarios para utilizar el potencial mBJ. Después se debe hacer una iteracion

del ciclo de autoconsistencia. Esto se pude hacer utilizando el comando

$ run_lapw -i 1

Una vez hecho esto se debe volver a correr el comando

$ init_mbj_lapw

hecho esto ya se puede hacer el calculo de autoconsistencia como se hizo anteriormente. En este caso

tardara mucho en converger por lo que se opté por obligar a que se hicieran 80 iteraciones con el comando

$ run_lapw -i 80

Ya que termine de ejecutarse y si convergié el calculo, se puede proseguir a calcular la estructura de bandas

como se hizo anteriormente. Para calcular la densidad de estados se deben ejecutar los comandos

$ x lapwl *Este comando solo es necesario si anteriormente se calculd la estructura de bandas

$ x lapw2 -qtl

después se debe escoger los atomos u orbitales atémicos de los que se quiere conocer su contribucién a

la densidad de estados. Para hacer esto se debe ejecutar el comando

$ configure_int_lapw

este programa nos mostrard una interfaz de texto interactiva donde se puede escoger los dtomos u

orbitales atdmicos que queremos conocer su contribucién a la densidad de estados.

Por ultimo se calculan las distribuciones con el comando
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$ x tetra
y se grafican utilizando el comando
$ dosplot2

Encontrando esto ya se tienen todos los ingredientes necesarios para poder construir el modelo de amarre

fuerte.

A.3 Modelo de amarre fuerte

Para construir el modelo de amarre fuerte se utilizé el programa Wannier90 (v2.1.0). Este programa
permite construir el modelo de amarre fuerte de un material usando como base funciones de Wannier

maximamente localizadas.

Para poder utilizar las funciones de onda de Bloch que se obtuvieron por DFT primero se deben obtener
las matrices de traslape de las funciones de onda y la matriz de proyeccidn con los orbitales. Para hacer

esto se utilizd el programa wien2wannier (v1.0).

El primer paso es utilizar el comando

$ prepare_w2wdir [nombre_folder]

con esto se crea un folder donde se copian los archivos necesario para poder construir el modelo.

Lo que sigue es inicializar el calculo para encontrar las matrices de traslape y proyeccion, esto se puede

hacer con el comando

$ init_w2w

al ejecutarlos se presentara una interfaz que nos preguntara la rejilla que se va a construir, el rango de
energia de interés y los orbitales atédmicos que queremos considerar. En este caso nosotros escogimos los

orbitales d del Re y los orbitales p del Cy N.

Una vez hecho esto se ejecuta los comandos

$ x lapwl
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$ X w2w

con esto se encuentran las matrices de traslape y proyeccién. Ya que obtenemos las matrices se puede

seguir con el cdlculo del modelo de amarre fuerte.
Para encontrar el modelo de amarre fuerte se utiliza el comando
$ x wannier90

este programa encuentra las funciones de onda de Wannier que mejor se ajusten a la onda de Bloch que
se obtuvo por DFT y que tengan la menor dispersién. El resultado que obtenemos aqui es lo que

necesitamos para poder calcular las invariantes topoldgicas del material.

A.4 Invariantes topolodgicas

Para encontrar las invariantes topoldgicas se usaron los mddulos de Python: z2pack (v2.1.1) y tbmodels
(v1.1.0). El médulo tbmodels permite utilizar el modelo de amarre fuerte obtenido con el programa

Wannier90.

A continuacidn, se pone las partes mds importantes del script (se omiten las partes para graficar y las

partes que se repiten) para obtener las invariantes del material.

2  import z2pack

3  import tbmodels

5 modelo = tbmodels.Model.from_hr_file(“[nombre-archivo_hr].dat”)

7  sistema = z2pack.tb.System(modelo)

9 | resultado = z2pack.surface.run(

system = sistema,
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surface = [funcidn que parametriza cada una de las superficies],
gap_tool =0.1

num_lines =13

El codigo anterior muestra parte del script que se utilizd para encontrar las invariantes topoldgicas. En
materiales tridimensionales hay seis invariantes, para calcular cada una la linea que cambia es la linea 9,
especificamente lo que se le pasa al parametro surface. En este caso lo que el programa espera es una

funcidn lambda que le permita parametrizar la superficie en la que se va a mover.



