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Resumen aprobado por:

En este trabajo, después de revisar los modelos propuestos para
explicar el comportamiento real -de los cuasicristales, y la herramienta
matematica utilizada en esta area de la fisica de materiales, se procede
a establecer el formalismo tedrico que servird para generar, por métodos
de proyeccién, las estructuras propuestas por el modelo Decaedral-
Recursivo, de especial interés por su contenido fisico. Las estructuras
resultantes de la proyeccién, al ser semejantes a las obtenidas con el
citado modelo, son estables bajo un potencial interatémico.

El formalismo que proponemos se basa en una generalizacién de los
métodos de proyeccién, y consiste en proyectar los puntos de una
estructura periddica que caigan dentro de una banda "escalonada" de una
manera adecuada. Asi mismo, se propone un criterio para indizar, sin
ambiguedad, los patrones de difraccién de las estructuras obtenidas de
esta manera, y que es valido para cualquier estructura de la que se posea
informacién de espacio real. También se propone una aproximacién para el
calculo analitico del patrén de difraccién de estructuras proyectadas,
muy apropiada para un calculo por computadora.
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GENERACION DE ESTRUCTURAS NO PERIODICAS ESTABLES

POR METODOS DE PROYECCION.

| INTRODUCCION

A partir del descubrimiento de los cuasicristales en 1984, todos los
esfuerzos se han centrado en la determinacién de la estructura de estos
materiales. El1 reto ha sido, por supuesto, hallar modelos para esas
estructuras atdémicas e investigar sus propiedades. El1 debate sobre cual
de esos modelos es el mads acertado, ha ocasionado una avalancha de
articulos en 1la literatura especializada, que puede cuantificarse si
mencionamos, como ejemplo, que una crénica del periodo inicial (de 1984 a
1986) contiene cerca de 700 referencias (Mackay, 1987).

Cada uno de los modelos que son convencionalmente aceptados,
describen solo una parte de la realidad, esto es, las propiedades que un
modele no puede explicar son perfectamente aclaradas por otro modelo,
mientras que éste Ultimo, a su vez, adolece de otra clase de
deficiencias. Recientemente, se propuso un nuevo modelo, al que se llamd
"Decaedral-Recursivo" (DR) (Romeu, 1988a, 1988b, 1989), que propone un
mecanismo fisico de crecimiento que es ligualmente valido para
cuasicristales como para otros estados ordenados de la materia, razoéon por
la que, mads que un modelo, es una teoria de nucleacién y crecimiento.
Tiene, ademds, 1la virtud de contener 1los aciertos de los modelos
convencionales, con lo que se convierte en el mas adecuado para explicar
el comportamiento real de los cuasicristales.

Los modelos convencionales tienen la ventaja tedérica de que pueden



asociarse (via los métodos de proyeccién) con redes periédicas de
dimensién mayor que 3, lo que les concede un lenguaje comin e importantes
beneficios, entre los que podemos mencionar:

1. Al asociarse con una red peridédica, un cuasicristal puede ser
tratado con las herramientas de la cristalografia clésica.

2. Los calculos en espacio reciproco pueden hacerse de manera
analitica, sin que afecte el tamafioc finito de una estructura.

3. Como concecuencia del punto anterior, el desorden que es propio
de cada mbdelo puede ser caracterizado de manera precisa en funcién de
los vectores de la red reciproca.

4, Los defectos, dislocaciones y las propiedades elasticas de los

cuasicristales pueden entenderse mejor dentro de este contexto

Todas estas ventajas no han sido aprovechadas, hasta ahora, por el
modelo DR, que carece de una formulacién de esta naturaleza. Es por eso,
que el objetivo de este trabajo es establecer el nexo entre las
estructuras generadas con el modelo DR (que denominaremos, en general,
estructuras DR) y las redes periddicas de dimensién superior. Dicho de
otra manera, la meta es obtener estructuras DR por métodos de proyeccién.
La relevancia de esta tarea, se encuentra en que no solamente proveera al
modelo DR de una herramienta Gtil y necesaria, también es importante por
el hecho de que formulara el mencionade modelo en un lenguaje comin a
esta area de la investigacién en materiales. Por otro lado, como
consecuencia de que las estructuras DR son, por construccién, estables
bajo un potencial interatémico, seria la primera vez gque se consigue,

usando métodos de proyeccién, generar posiciones atémicas con ésta



propiedad.

El trabajo esta organizado como sigue. En el capitulo que sigue a
esta introduccién, se presenta una revisién critica de los modelos mas
importantes de estructuras cuasicristalinas, incluyendo, naturalmente, el
modelo DR. En el Capitulo III se establece nuestra herramienta de
trabajo, esto es, se presenta el formalismo matemdtico asociado con 1la
teoria de los cuasicristales. Estos dos capitulos constituyen, en
esencia, una revisién general de parte de la literatura que nos interesa,
exceptuando la Seccién III.3, en donde nosotros proponemos una
aproximacién al célculo analitico de los patrones de difraccién de
estructuras proyectadas, muy apropiada para 1la elaborarién de un
algoritmo numérico que sea valido para cualquier dimensién desde donde se
proyecte. En el Capitulo IV se discute la cuestién de la proyectabilidad
de las estrellas asociadas con el modelo DR, y se propone una técnica
para indizar, sin ambiguedad, los patrones de difraccién de estas
estructuras, cuya generalidad se extiende a todo tipo de estructuras de
las que se tenga informacién de espacio real. Estos resultados serén
esenciales para el Capitulo V, en donde se plantea el formalismo de
proyeccién con el que se pueden generar las estructuras DR. Finalmente,
la demostracién a un importante teorema que proponemos en el Capitulo IV
se presenta en el Anexo A.

Para finalizar, es importante mencionar que en este trabajo, en
ocasiones nos tomamos la libertad de especular sobre posibles vias que
pueden ser exploradas para interpretar, con la técnica que proponemos,
muchas de las propiedades de las estructuras DR. Esto es, presentamos la

idea sin llevarla hasta sus uUltimas consecuencias. Creemos que esto es



valido, en la medida que, como resultado final, ofrecemos un
procedimiento nuevo de proyeccién cuya totalidad de consecuencias no es

posible agotarlas en un solo trabajo.



Il MODELOS DE CUASICRISTALES

Es muy dificil empezar a escribir algo acerca de los cuasicristales
sin referirse al descubrimiento de D.Shechtman y colaboradores
(Shechtman, et al., 1984) y de lo trascendente que resulté ser dentro del
campo de la cristalografia: una aleacién AlﬁMn obtenida por enfriamiento
rapido tenia wun patrén de difraccién de electrones con puntos bien-
definidos que mostraba ejes de simetria 5, en clara contradiccién con la
cristalografia clasica. Los puntos de difraccién sugieren un orden
traslacional de largo alcance como en un cristal periédico, pero los ejes
de simetria S5 son incompatibles con la periodicidad.

Este descubrimiento demandé una respuesta a las siguientes
cuestiones:

1. ¢ Como construir una estructura no peridédica que tenga orden

(orientacional y traslacional) de largo alcance ?

2. ¢ Mediante que mecanismo fisico se generan tales estructuras ?

Con este propésito se han propuesto modelos que han significado un
considerable progreso para el entendimiento de la fase cuasicristalina.
Estos modelos se pueden agrupar, siguiendo consideraciones geométricas,
en tres clases (Henley, 1987):

Clase I: Cuasicristal perfecto.

Clase II: Cuasicristal aleatorio.

Clase III: Vidrio icosaedral.

Nosotros incluimos un modelo nuevo que serda el mas importante para
los propésitos de este trabajo y que, como veremos, mas que un modelo

estructural, se trata de una teoria de nucleacién y crecimiento. Sin
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embargo, para fines de comparacién, 1lo incluiremos en 1la primera
categoria:

Clase IV: Cuasicristal DR.

En las siguientes secciones ofrecemos una revisién critica de estos
modelos con objeto no solo de situar este trabajo en un contexto
adecuado, sino también de hacer claras las razones que tenemos para creer
que este Ultimo modelo es el que realmente reproduce la realidad fisica.

A lo largo de este trabajo, trataremos de utilizar el término
cuasicristal solamente cuando se esté incluyendo una decoracién atémica,
y reservaremos la palabra "cuasired" cuando se trate de una distribucién
no periédica de puntos matematicos. Muchas veces, sin embargo, forzados
por el mal uso que se ha dado a estos términos, no podremos hacer tal

distincién.

I1.1 Cuasicristal perfecto

Este fué el primer modelo propuesto para explicar los hechos
experimentales y se basa en una generalizacién a 3 dimensiones (3D) del
famosc adoquinado no periédico del plano, descubierto por el matematico
inglés R.Penrose (Penrose, 1974). El adoquinado de Penrose se construye
por medio de un adecuado ensamble de dos rombos (Fig.la) y es un ejemplo
bidimensional de una estructura no periédica cuyo patrén de difraccién
consiste también de puntos definidos que exhiben simetria pentagonal
(Mackay 1982). Dada esta situacién, era muy natural pensar que una
generalizacién a 3D de esta estructura pudiera ser la solucién buscada.

Incidentalmente, el adoquinado de Penrose en 3D fué construido por A.



Figura 1. Adoquinados de Penrose en 2D construidos con dos rombos. (a)
perfecto. (b). Aleatorio. (De Henley, 1988)

Mackay (Mackay, 1981), tres afios antes de 1la publicacién del
descubrimiento de Shechtman, Yy se basa en un apilamiento de dos
diferentes romboedros (Fig.ZJ.

Analogamente al caso bidimensional, estos dos romboedros pueden dar
lugar a un adoquinado periédico del espacio si no existen estipulaciones
sobre la manera como se deben apilar. Con la intencién de garantizar que
la estructura resultante sea no periédica, un conjun£o de reglas de
unidn, que restringen la forma en que los romboedros pueden unirse, son

impuestas (Gardner, 1977, Levine y Steinhardt, 1986 , Katz, 1988).

el . Ty

Figura 2. Adoquinado de Penrose en 3D. (a) Romboedros. (b) una
posibilidad para la capa mas interna. (De Audier, 1988)

Levine y Steinhardt (1984) calcularon el patrén de difraccién de un
adoquindado tridimensional de Penrose y hallaron que la posicién de los

puntos de difraccién era la misma que las observadas por Shechtman, sin



embargo habia una clara diferencia en las intensidades. Esta discrepancia
fué explicada arguyendo que, en cristalografia clasica, uno necesita una
red y una decoracién; en los calculos solo se habia tomado en cuenta el
equivalente cuasiperiddico de la red. Faltaba encontrar una adecuada
decoracién de ésta. En otras palabras, el problema es: una vez que se
construye en tres dimensiones una estructura ideal no periddica, ¢ en
donde van los atomos 7. Esta cuestidén fundamental constituye el talén de
Aquiles del modelo del cuasicristal perfecto y hasta el momento no se ha
dado una respuesta satisfactoria.

Gran cantidad de esfuerzo se ha orientado a este problema
produciendo modelos alternativos que aproximan las intensidades del
patrén de difraccién de algunos materiales (Audier y Guyot, 1986, Elser y
Henley, 1985, Shen et al., 1987, Cahn y Gratias, 1986 , Audier y Guyot,
1988), pero es un hecho que existen muchos obstaculos tedricos que
dificultan la labor de determinar la decoracién atomica real. Podemos
mencionar algunos de estos:

1. Existe una infinidad de maneras, todas ellas diferentes, de
empaquetar las celdas unitarias (romboedros) y cada una de ellas produce
cuasicristales de diferentes clases, llamadas de isomorfismo local (IL).
La estructura atémica no puede determinarse experimentalmente, a menos
que se identifique correctamente la decoracién de la celda unitaria y la
clase de isomorfismo local, pués variaciones en la decoracién y en la
clase IL pueden modular las fases y las intensidades del patrén de
difraccién (Leving y Steinhardt, 1986).

2. Incluso en el caso en que se tenga una clase IL fija, en los

patrones de difraccién de cuasicristales decorados no puede, en general,



separarse el factor de red y el factor de estructura (Jaric, 1986).
3. Pueden construirse, por métodos diferentes al de las reglas de
unién, estructuras mds generales en que cada celda unitaria se decora de

manera diferente dependiendo de su posicién dentro de la estructura (Bak,

1986).

Finalmente, en lo que se refiere al mecanismo fisico por el que se
generan estas estructuras, el modelo del cuasicristal encara el problema
de que la naturaleza de las reglas de unién es muy complicada, de manera
gue la cuestién de su implementacién por Iinteracciones reales entre
Atomos no ha podido ser resuelta.

La ventaja gqgue este modelo tiene es que, una vez encontrada la
decoracién, se conocen muy bien las propiedades geométricas de la
cuasired en 3D, lo que permite un control estricto de las distancias
interatémicas y la posibilidad de pruebas directas del modelo através de
medidas de composicién y densidad. Por otro lado, se construye de un
apilamiento celdas unitarias (dos, como minimo), lo que conviene a la

perspectiva de la cristalografia clasica

I1.2 Cuasicristal aleatorio

Partiendo de la evidencia experimental de que los procesos reales de
enfriamiento répido incorporan gran cantidad de desorden estructural
(Heiney et al., 1987), el modelo del cuasicristal aleatorio (Elser, 1987)
sugiere que este desorden se incorpora durante el crecimiento por medio

de violaciones a las reglas de unién. Otras observaciones apoyan esta
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suposicién: 1).Es posible crecer dominios finitos de un adoquinado de
Penrose ideal, siguiendo estrictamente ias reglas de unién, que no pueden
ser extendidos hasta el infinito sin cometer una infraccién a estas.
ii).La simetria y las intensidades del patrén de difraccién no se alteran
por la inclusién de una clase muy general de desorden (Elser, 1985) y
iii). No es posible una interpretacién de las reglas de unién en términos
fisicos.

Es claro entonces que este modelo abandona 1la blisqueda de la
decoracién del cuasicristal perfecto para, en su lugar, considerar
modelos aleatorios en los que el orden de largo alcance existe en el
sentido de promedio estadistico.

Un ejemplo de un cuasicristal aleatorio es el adoquinado aleatorio
de Penrose en 2D (Fig.1b). Este consiste en arreglos de los mismos dos
rombos pero sin reglas de unién, excepto que los bordes se unen con
bordes y que no hay huecos ni superposiciones.

La pregunta que de entrada se puede formular es ; Cémo se logra el
orden de largo alcance que se observa en la fase cuasicristalina ?. Para
responderla es necesario mencionar que en un adoquinado ideal de penrose
en 2D existen solo 8 posibles configuraciones de vértices (o tipos de
enlaces entre puntos vecinos) (Fig.3) y, de manera anidloga, en 3D solo se
permiten 24 tipos de enlaces (Katz y Duneau, 1986, Katz, 1988). Aunque en
un cuasicristal aleatorio no se respetan las reglas de unién, se exige
que los tipos de enlaces que se puedan formar sean los 24 permitidos en
el Penrose ideal mas todos aquellos que también estén orientados en
direcciones congruentes con la simetria orientacional de la estructura

(Henley, 1987). Esto constituye una especie de reglas de unién débiles
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que dan como resultado una red cuyos enlaces estan orientados en
direcciones de simetria icosaedral. A este tipo de redes se les denomina
“fedes bien conectadas".

En cuanto al orden traslacional (que se considera sindénimo de la
existencia de puntos de difraccién bien definidos) se explica en términos
de espacios de dimensién 6, por lo que aplazamos la discusidén de este

punto hasta el siguiente capitulo.

Figura 3. Vértices permitidos para el adoquinado de Penrose en 2D.

Para redes bien conectadas es posible un cdlculo analitico de 1la
entropia del cuasicristal (Henley, 1988) y de esta manera explicar el
mecanismo de crecimiento de la fase cuasicristalina que se ve favorecida
por razones de entropia (Elser, 1987).

Una evidencia que esta a favor de este modelo, es que puede ser
generado modificando una técnica propuesta por Widom, et al. (1987), que
congiste en simular el proceso de enfriamiento rapido de un liquido que
consiste de atomos de dos tamafios sujetos a un potencial de Lenard-Jones
Yy que condensan a una estructura ordenada en 2D. Las modificaciones
propuestas a esfe modelo, van encaminadas a reducir el desorden que, de
otra manera, tendria la estructura resultante. El resultado final es un

cuasicristal aleatorio bidimensional (Elser, 1987).
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Es evidente que en comparacién con el cuasicristal perfecto el
cuasicristal aleatorio se presenta como una mejor aproximacién a los
reales, pues incluye el desorden que se observa, sin embargo aun queda
sin responder la cuestién fundamental: ; en dénde van los atomos ?. Por
otra parte, este modelo sugiere que el cuasicristal pudiera ser inestable
a temperatura ambiente debido a la gran cantidad de entropia que resulta
de las constantes violaciones a las reglas de unién (Elser, 1985). En
este sentido, el cuasicristal es una estructura fuera de equilibrio, si
bien, es un estado ordenado que muestra puntos de difraccién. Sin
embarge, aleaciones como A16L12Cu parecen mostrar una fase icosaedral en
equilibrio (Marcus y Elser, 1986); si éste es el caso, no es evidente que
se pueda explicar con este modelo. Finalmente, las modificaciones
propuestas a la simulacién de Widom et al. (1987), en un intento de darle
realidad fisica al modelo, en la medida que estan basadas en las reglas
débiles de unién, no dejan de ser poco realistas (ademds se incorpora el

inconveniente de que es un mecanismo en 2 dimensiones).

11.3 Vidrio icosaedral

Al igual que el cuasicristal aleatorio, el vidrio icosaedral es una
estructura aleatoria pero de una naturaleza diferente pués no sigue las
reglas débiles de unién (formando una red mal conectada) y puede dejar
huecos.

El modelo parte de la evidencia de que en la fase liquida la
formacién de semillas icosaedrales de crecimiento es altamente

favorecida, desde el punto de vista energético, y propone que un
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cuasicristal se forma de un agregado aleatorio de icosaedros siguiendo
ciertas reglas. Estas reglas obligan a los icosaedros a unirse vértice a
vértice, cara con cara o lado con lado con una orientacién comin. Esta
construccién garantiza que el modelo tenga orden orientacional de largo
alcance y no resulte una estructura amorfa. En cuanto al orden
traslacional, Stephens y Goldman (1986) ofrecieron una prueba, basada en
una simulacién numérica, de que estas restricciones sobre la manera de
pegar icosaedros son suficientes para obtener puntos de difraccién.

Puesto que los icosaedros no pueden llenar el espacio sin dejar
huecos, la estructura resultante tiene gran cantidad de estos, por lo que
se asume que las regiones vacantes son ocupadas por un arreglo amorfo de
atomos que se debe formar al mismo tiempo que los agregados icosaedrales
sin alterar el orden orientacional.

Uno de los éxitos del vidrio icosaedral, es que el ancho de los
picos de difraccion que caracteriza sus estructuras coincide con los
observados para muchas aleaciones. Este éxito, sin embargo, se vié
posteriormente ensombrecido al encontrarse que el ancho de los picos de
la aleacién A16L13Cu era menor, por un factor nada despreciable (Horn et
al., 1986), que el predicho por éste modelo.

Por otro lado, debido a que el vidrio icosaedral es una clase mas
general de cuasicristal aleatorio, presenta el inconveniente de que
incorpora gran cantidad de desorden en la estructura. Imagenes de alta
resolucién de cuasicristales, que incluso estén bajo esfuerzos, muestran
menos desorden que el predicho por este modelo (Lubensky et al., 1986).
Finalmente, otra dificultad es que el modelo se basa en la premisa de que

existen fuerzas adicionales de largo alcance que inducen a los icosaedros
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a unirse con una orientacién comin, lo cual parece muy poco plausible.

I1.4 Cuasicristal DR

Este modelo se desliga de las preocupaciones geométricas inherentes
a la forma de unir romboedros o icosaedros y propone, mis que un modelo
geométrico, un mecanismo fisico de crecimiento que es valido no solo para
cuasicristales, sino para cualquier estructura ordenada de la materia. El
mecanismo, llamado de crecimiento decaedral, se fundamenta en 1la
extrapolacién, a sbélidos, de las observaciones hechas las simulaciones de
enfriamiento de gases raros, en donde el crecimiento alrededor de
pequefios conglomerados de &atomos se lleva a cabo completando decaedros
irregulares en la superficie (Terrones y Romeu). Las particulas mas
estables que sirven péra iniciar el crecimiento decaedral son aquellas
que tienen 13,19,23,26,.. atomos,conocidos como numeros magicos (Harris
et al., 1984).

De esta manera, el modelo toma un icosaedro de 13 atomos e inicia el
crecimiento completando decaedros en la superficie (la posicidén exacta de
los atomos se determina relajando la estructura bajo un potencial de
Lennard Jones), hasta que se alcance un grade de frustracidén geométrica
que requiera el uso de Aatomos mas pequefios. Después de esto, el
crecimiento puede continuar wusando 4atomos grandes hasta que Ila
frustracién alcance nuevamente un valor critico (Romeu, 1988b). Es
posible también afiadir los Atomos pequefios antes de que la frustracién
alcance un maximo, produciendo estructuras con diferente composicién.

El proceso de completar decaedros se puede ver, desde el punto de
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vista geométrico, como una especie de dualizacién en en que los vértices
de la nueva capa se colocan en las caras de la anterior. Esto garantiza
el orden orientacional de la estructura. El1 problema al que se enfrenté
este modelo de crecimiento era que, por tratarse de una simulacién
numérica, el tiempo de cémputo limita el tamafio de la particula, entonces
no habia prueba de que el proceso se pudiera continuar hasta infinito.
Por tanto, se propuso una extensién geométrica de este proceso que
eliminaba esta restriccién y que, ademds, generalizaba el modelo de
crecimiento decaedral. A esta extensién geométrica se le llamdé modelo
recursivo (Romeu, 1989), y a la teoria completa le llamaremos modelo
decaedral-recursivo (DR).

El modelo recursivo se basa en el concepto de red de coincidencias
(Ranganathan, 1966 , Beltran del Rio y Gémez, 1989) y consiste en los
siguientes pasos:

1. Se elige una "semilla" de crecimiento que en adelante llamaremos
estrella.

2. Se traslada esta estrella a las posiciones de un conjunto
definido de atomos (en el paso inicial, se traslada a un conjunto de sus
propios atomos).

Como consecuencia de esto, cuando los nuevos origenes se escogen
adecuadamente, se obtienen un gran numero de coincidencias entre los
atomos originales y los trasladados, pero tambien algunos atomos van a
quedar superpuestos, de manera que:

3. Se eliminan los &tomos superpuestos y se regresa al paso
anterior.

Al conjunto de &tomos en los que la estrella se traslada (paso 2) se
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les denomina puntos 0 y van a jugar un papel fundamental en el desarrollo
de este trabajo.

Es interesante notar que este proceso es una generalizacién del caso
cristalino donde la estructura es generada por desplazamientos de 1a
celda unitaria en puntos de la red. Para cuasicristales, la celda
unitaria es reemplazada por una estrella con la simetria adecuada y los
desplazamientos son restringidos a ciertos puntos de la cuasired; los
puntos O.

Este mecanismo de crecimiento ha sido capaz de producir
cuasicristales que reproducen con gran aproximacién las intensidades del
patrén de difraccién e incluso las imagenes de campo obscuro y claro
observadas por microscopia electrénica de transmisién (Romeu, 1988).
Puede explicar también el desorden y el crecimiento dendritico que se
observa en los cuasicristales (referencia anterior) y, finalmente, tiene
la gran virtud de que incorpora propiedades de los demas modelos. Por
ejemplo, es posible que los puntos O sean seleccionados de manera tal que
formen una cuasired perfecta (o aleatoria), con lo que el resultado final
sera un cuasicristal perfecto (o aleatorio) con una decoracién bien
definida en donde se conocen sin ambiguedad las posiciones atémicas.
También incorpora la hipétesis fundamental del vidrio icosaedral de que
la formacién de semillas icosaedrales de crecimiento es altamente
favorecida desde el punto de vista energético.

En este contexto, podemos decir que el modelo DR es una unificacién
de los demas modelos.

Por tratarse fundamentalmente de un mecanismo de crecimiento, este

modelo tiene el inconveniente de no contar con un formalismo matemitico
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seme jante al que puede establecerse en los modelos anteriores. Este
formalismo, que consiste en relacionar los cuasicristales DR con redes
periédicas de dimensién mayor que 3, es de fundamental importancia si se
quiere, entre otras cosas, aplicar en el modelo las poderosas
herramientas de la cristalografia clésica y si se pretende utilizar un

lengua je comin a esta rama de la investigacién en materiales.

Tal formalizacién es el objetivo de este trabajo y antes de
avocarnos a esa tarea, dedicaremos el siguiente capitulo a una revisién
de las técnicas matematicas de que hablamos, y su aplicacién a los 3
primeros modelos descritos. No dudamos que se haradn patentes las ventajas
que se incorporarian al modelo DR en el momento que cuente con una

herramienta matematica de esta naturaleza.
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Il CRISTALOGRAFIA DE CUASICRISTALES.

Es un hecho que ninguna red periédica en 3D puede tener simetria
icosaedral o cualquier otro grupo puntual de simetria_que contenga ejes
de rotacién 5, 7 o de mayor orden. Es por esto que el descubrimiento de
la aleacién AlGMn (Shecthman, et al., 1984) causé gran sorpresa entre los
cristalégrafos pues por primera vez se topaban con una estructura que
mostraba puntos de difraccién exhibiendo simetria icosaedral y que no
podia se catalogada acorde a redes de Bravais nil podia asociarse con
alguno de los bien estudiados 230 grupos espaciales de simetria.

Sin embargo, esas simetrias no cristalograficas son compatibles con
redes de Bravais en espacios de dimensién mayor que 3, asi por ejemplo,
los cuasicristales 1icosaedrales pueden ser descritos en términos de
cristales en 6 dimensiones. Esta conexién entre cuasicristal y cristal en
hiperespacios ha abierto un camino a la aplicacién de conceptos
cristalograficos en cuasicristales y es 1la base de los métodos de
proyeccién y de corte que han sido ampliamente wusados para la
construccién y descripcién de estructuras cuasicristalinas.

La intencidén de este capitulo es presentar algunos aspectos de esta
parte de la teoria de los cuasicristales. La revisién serd bésicamente
descriptiva y solo nos detendremos en aquellos puntos que seran

importantes mas adelante.
III.1 Métodos de proyeccion.

La motivacién que dié lugar al descubrimientc del adoquinado de
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Penrose fué fundamentalmente matematica, pues el problema de adoquinar el
plano (o el espacio) de una manera no peridédica era un problema clasico
de la geometria. Esto di6é lugar a que el progreso en el campo de los
cuasicristales se viera favorecido por 1la investigacién de 1los
matematicos sobre estructuras no periédicas. Asi, De Bruijﬂ (1981) hizo
un analisis algebraico exaustivo del adoquinado de Penrose y mostré que
podia ser obtenido como la proyeccién de un subconjunto de una red de 5D
sobre un plano. El método fué extendido por P.Kramer y R.Neri (1984) para
construir un andlogo tridimensional del Penrose proyectando una red de
6D. Después del reporte de D. Shetchman, varios autores propusieron
variaciones de este método con el fin de reproducir los patrones de
difraccién observados. Estos métodos pueden agruparse en dos clases:
métodos de proyeccién directa y métodos duales.

Nuestra atencién estard concentrada Unicamente en los métodos de
proyeccién directa por la importancia que tendrdn en este trabajo.
Solamente como referencia sobre los métodos duales, mencionaremos que el
método original sugeride por Kramer y Neri (1984) pertenece a esta
categoria (véase también: Kramer, 1985,1986,1987, Haase et al., 1987,
Pavlovitch y Kléman, 1987), asi como algunas modificaciones a éste
(Kramer, 1988, Kramer y Zeidler, 1989). También entre los métodos duales
se cuenta el "método dual generalizado" (GDM) (Levine y Steinhardt, 1984,
Socolar y Steinhardt, 1986), de gran versatilidad y que no necesita la
existencia de hiperespacios, lo que, paradéjicamente, limita sus
aplicaciones. La cuestién de la equivalencia entre estos dos métodos es

discutida por Gdler y Rhyner (1986).
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II1.1.1 Método de corte y proyeccion.

Esta técnica, también llamada método de la banda, fué propuesta
independientemente por M.Duneau y A.Katz (1985), V.Elser (1986) vy
P.A.Kalugin et al. (1986), y consiste en obtener los vértices de una
estructura cuasiperidédica proyectando puntos de una red periédica de
dimensién mayor. Los puntos que se deben proyectar deben estar dentro de
una cierta regién que, en un caso particular, puede ser generada al
desplazar el dominio fundamental de la red sobre el "espacio real" en
donde se proyectaran los puntos.

Formalmente se puede enunciar asi:

Consideremos £=ZN una red periddica de dimensién N generada por la

base natural {el}T_l. El cubo unitario HN de 7" es el conjunto:
N
I =yxe 0<Xj<1

que es un caso particular de un dominio fundamental de la red. El
siguiente paso consiste en descomponer RN en dos subespacios ortogonales,
RN=E“©E1 donde E" es el "espacio real" de dimensién n, en donde se va a
generar la estructura (se asume que E" no contiene puntos de la red £,
excepto el origen).

La banda S se genera desplazando nh sobre E", y los puntos de 1la
estructura no peridédica se obtienen proyectando ortogonalmente (sobre E")
todos los puntos que caen dentro de la banda S. Una forma alternativa de
definir la banda es introduciendo el concepto de regidn de aceptacion Q
que es la proyeccién ortogonal de HN sobre El, con lo que la banda se
define como: S=QeE".

Las posibles estructuras que se pueden obtener difieren en la forma
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Figura 4. Ejemplo en 2D del método de corte y proyeccion.

de la banda S, que puede generarse desplazando cualquier regién
arbitraria de RN, y en traslaciones de esta banda a lo largo de El.

El ejemplo méds sencillo es el cuasicristal en 1D obtenido
proyectando una red cuadrada como se muestra en la Figura 4. Esto produce
una estructura cuasiperiédica en E" (de pendiente irracional) donde 1la
distancia entre atomos sucesivos es una distancia corta S o larga L. Si
la inclinacién de E" es t=(1+V5)/2, "la razén aurea", la distrubucién de

estas distancias sigue la bien conocida sucesién de Fibonacci.

I11.1.2 Metodo de corte.

Este es un caso mas general del método anterior que fué
desarrollado, en principio, para el estudio y generacién de estructuras
inconmensuradas (Janner y Janssen 1980). Se fundamenta en un resultado de
la teoria de las funciones cuasiperiédicas, a saber, que una funcién
cuasiperiédica en 3D f(xi,xa.xs) puede obtenerse restringiendo a 3

variables adecuadamente seleccionadas, una funcién periédica de N
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variables F(xl,xa,..,xu], con N>3 (Janssen, 1988).
La importancia de este resultado se hace evidente en su implicacién

geométrica: una estructura cuasiperidédica en 3D puede obtenerse por un

corte adecuado de una estructura periddica, o cristal, de mas de 3

dimensiones (Bak, 1986, Janssen, 1986,1988).

Antes de considerar el cristal en 3 dimensiones conviene entender
como un cuasicristal en 1D puede entenderse en términos de un cristal en
2D.

Al igual que en el caso cristalino, un cuasicristal puede ser
descrito por medio de una funcién de densidad de masa que, en el caso en
1D, su forma mas general es:

plx)=} Am’ncos(mqlx + nqax)

m,n

donde m y n son enteros y ql/q2 es un numero irracional (Bak, 1986). Si
hacemos x1=q1x y x2=q2x, la densidad p puede ser escrita como una
funcién de estas dos variables:  p(x)=p(x ,x ).

La funcién 3 es periddica en sus dos variables X, ¥ x, con periodo

Figura 5. Cuasiredes en 1D obtenidos cortando, con la linea E" un cristal
en 2D. (a) decoracién perpendicular a E". (b) decoracién con
componentes sobre E" y E™.
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2n, y define un cristal en 2 dimensiones. De manera que el cuasicristal
en 1D es definido por la densidad a lo largo de una linea, E", con
pendiente p=q1/q2, en un cristal en 2D.

Todas las posibles estructuras difieren solo en la traslacién de la
linea a lo largo de la direccién perpendicular a E" y en la decoracién de
la red en 2D, esto es, en el motivo asociado con la celda unitaria. Una
eleccidén interesante constituye un con junto de lineas rectas
perpendiculafes a la linea E", como se muestra en la Figura 5a. Esto
produce la misma estructura de Fibonacci que se obtuvo por corte y
proyeccién (Figura 4).

Aprovechamos este resultado para mencionar que, en general, siempre
qué la decoracién sea perpendicular a E", el método de corte es
equivalente al de corte y proyeccién (Oguey et al. 1988). La ventaja del
método de corte es que puede obtener diferentes estructuras si se
consideran decoraciones que también fengan componentes sobre E", como se
muestra en la Figura 5b.

La generalizacién a mas dimensiones es inmediata y la enunciaremos
con el fin de completar esta discusién:

Supongamos que tenemos la red 2=Z" y la siguiente descomposicién
ortogonal RN=E“®EL, donde E" es el espacio real. Sea # un subconjunto
acotado de RN, que llamaremos superficie atdmica o decoracidn de £ y sea
EN el cristal en N dimensiones definido por €N= { 4 + € | €e8}. VUna
estructura no periédica en E" se obtiene de la interseccién En@n.

En el caso en que E" se traslade por un vector teE' se obtienen
diferentes estructuras dadas por (E"+t)n€N.

Si 4 es un subconjunto acotado de Ei, la estructura E"n@N también
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puede obtenerse por corte y proyeccidén, y en este caso se tiene 4=Q, la

regién de aceptacién.
III.2 Grupos espaciales en N dimensiones.

Los métodos de proyeccién proveen el soporte necesario para poder
aplicar los conceptos de grupos espaciales y redes de Bravais a
cuasicristales, pues ahora el grupo espacial de un cuasicristal se puede
definir en N dimensiones y se le puede asociar una red de Bravais.

Una vez que tenemos una estructura no periédica en, por ejemplo, 3
dimensiones a la que se le asocia un grupo puntual de simetria H (H es el
grupo puntual del patrén de difraccién de la estructura), se buscara un
grupo G en N dimensiones que pueda verse como el grupo puntual de una red
de Bravais de N dimensiones y que sea 1isomorfo al grupo H de 3
dimensiones. El grupo G mapea la red de Bravais en N dimensiones en si
misma, pero también debe mapear en si mismas las estructuras en E'y en
E*. Es por esta ultima restriccién que muy pocos de los muchos grupos
espaciales en dimensiones superiores son relevantes para estructuras
cuasicristalinas.

Como ejemplo, en el caso especifico de una estructura icosaedral,
hay exactamente dos grupos puntuales icosaedrales, a saber, el grupo Y,
con 60 elementos, de todas las rotaciones propias que dejan invariante un
ieosaedro, y el grupo YI=YxI (I=inversién), con 120 elementos, de todas
las transformaciones de simetria del icosaedro. Este dltimo es el

asociado con el patrén de difraccién de la fase icosaedral de, por

ejemplo, las aleaciones Al-Tm (Bendersky y Kaufman, 1986) y Al-Cu-Li
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(Cassada et al., 1989). Para estos grupos, hay solamente 3 redes de
Bravais en 6 dimensiones (cibica simple, fcc y bec) que combinadas dan
lugar a 16 grupos espaciales (Janssen, 1986, Levitov y Rhyner, 1988).

Si tenemos identificado el grupo H de una estructura cuasicristalina
dada, Kramer (1986) propone un método general que se basa en técnicas de
induccién y subduccién de representaciones de grupos (Haase y Butler,
1984), para hallar una representacién G de H de dimension N (previamente
se determina el valor de N) que pueda ser interpretada como el grupo
puntual de alguna red de Bravais en N dimensiones. Dado esto, la
clasificacién de los grupos se puede reducir al problema de enumerar
todas las redes invariantes bajo G (Cartier, 1987).

Esta técnica se puede aplicar siempre que se trate de redes cubicas
en N dimensiones, pues solo para estas redes se tiene bien estudiado su
grupo espacial: el grupo hiperoctaedral Q(N) (Kramer, 1988b). Para otros
tipos de redes (tetragonales, por ejemplo) no se ha propuesto un

procedimiento general semejante.

II1.3 Patrdn de difraccidn de estructuras proyectadas.

Una gran ventaja de los métodos de proyeccién directa, que no tienen
los métodos duales, es que el calculo del patron de difraccién de la
estructura obtenida proyectando (o cortando) se puede hacer de manera
analitica.

Ep caso del método de la banda, la manera de proceder es como sigue
(Katz y Duneau, 1986). Sea p(x) la densidad de masa asociada a la red £:

plx)= Y &(x-§)
£el
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y sea Cs(xl) la funcién caracteristica de la banda definida como:

g (x)%l si xeS
S 0 en otro caso.

* L
Sip (k) y CS(k) son sus respectivas transformadas de Fourier, entonces
la transformada de Fourier de la estructura proyectada estd dada por 1la
siguiente convoluciodn:

P’ (k")=p” (k"o [8(k")Cp (k)] (1)
donde se utilizé la descomposicién x=(x",xl) y k=(k“,kl). x",k"eE" y
xl,kleEl, y puesto que un punto x estd dentro de la banda S=E"eQ solo si
x* esta dentro de 1la regién de aceptacién 0, CS no depende de x"
(CS(x)=CQ(xl)), por tanto C;(k)=6(k“)C;(kl]. El hecho de que p* depende
solo de k" es un resultado de la proyeccién sobre E", puesto que
proyectar equivale a tomar kl=0.

Todo el problema consiste en calcular C;(kl), pues la regién de
aceptacién depende claramente de la dimensidén de la red y es, en general,
un politopo de dimensién d=N-n.

El cdlculo de esta expresién sera importante para los fines de este
trabajo si queremos conocer el patrén de difraccién de las estructuras
obtenidas sin necesidad de recurrir a una técnica de simulacién. De
manera que, para poder hacer un calculo por computadora, nosotros
proponemos (Aragdén et al., 1989) que una buena aproximacién puede ser
sustituir este politopo por una hiperesfera K de un cierto radio R, de

tal suerte que si hacemos K = Q, la funcién caracteristica es ahora:

C [xl]= 1 si xlSR
K 0 en otro caso.

donde xl es la magnitud del vector xl.

La transformada de Fourier de esta funcién caracteristica es:
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¥
cK(k*) = Iexp ( -2mik*.x ) d%

K

que puede resolverse usando coordenadas esféricas en d dimensiones
(d=N-n), obteniendose:

c;(k*)= (R/k*) %2

J,,(2TK'R) (2)
donde J o ©S la funcién de Bessel de orden d/2. Se puede confirmar que
si la banda se traslada por un vector teEl. la ecuacién (2) se debe
multiplicar por un factor exp(-2mik -t).

Consecuentemente, de (1) y (2) obtenemos finalmente:

p (k)= p (k") [6(k") (RAH)Y2

deztznklﬂ)l

Este es un resultado completamente general en el sentido de que
es valido para cualquier dimensién de la red, y es de gran utilidad para
implementar el calculo de patrones de difraccién, de estructuras
proyectadas, en computadora.

En lo que concierne al método de corte, este resultado es valido si
la decoracién es perpendicular a E, esto es, si AcEl, pues en este caso
los métodos son equivalentes. La situacidén eé diferente en el caso mas
general en que la decoracion también tiene componentes sobre E, acmW
Omitimos 1la discusién de este punto debido a que en este trabajo

tendremos que vernoslas solo con decoraciones que estan dentro del primer

caso: ACEL.
I11I.4 Variables hidrodinamicas de cuasicristales.
La aplicacién de la teoria de transiciones de fase de Landau ha

significado un importante progreso en el campo de los cuasicristales, no

solo en lo que se refiere a la estabilidad de esta nueva fase , sino
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también en la formulacién de una teoria de defectos y propiedades
elasticas de cuasicristales.

La teoria de Landau resuelve la cuestién de, a qué fase ordenada
condensa un liquido Iisotrépico que se encuentra por debajo de una
temperatura critica Tc (Landau y Lifshitz, 1959). En la aproximacién mas
simple, la fase ordenada es descrita en términos de una energia libre de

)

Landau F, que puede expanderse en una serie de potencias F‘k de la

funcién densidad de masa de la estructura:

p(r)=Y , Py exp(2miker)
ke
**

donde k es un vector reciproco y £ es la red reciproca. Cada Py €S un
nimero complejo con una amplitud kal y una fase ¢k. Los coeficientes de

la serie F(k)

dependen del sistema fisico, y la minimizacién de F se
efectia en funcién de kal, ¢k y el conjunto de vectores reciprocos k.

En principio, todos 1los términos de 1la serie F(k) deben ser
incluidos en la expresién de F. En la practica, la estabilidad de un
estado ordenado de estudia truncando la expresién de F de manera que
incluya sélo los términos de mids peso. De esta manera, F es minimizada
como una funcién de kanl, ¢kn y un subconjunto {kn} de vectores
reciprocos. El objetivo es hallar si el estado de equilibrio corresponde
a un conjunto de kn (con valores de kal diferentes de cero) que describe
el estado cuasicristalino, o si algin otro conjunto {kn}, asociado con
alglin estado cristalino, es preferido. Sin embargo, esta truncacién de la
serie representa el mas serio inconveniente de este tratamiento, pués no
es realmente claro que todos los cdlculos que se han realizado (Kalugin,

et al. 1985, Bak, 1985, Biham, et al., 1986, etc.) describan los sélidos

reales observados en el laboratorio.
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Esta formulacién es Gtil, por otro lado, para identificar las
variables hidrodinamicas de la fase cuasicristalina, hallando las
invariancias de F (Levine et al., 1985, Bak, 1985). Se encuentra que la
minimizacién de F fija todas las kal y las ¢k, excepto para 4 fases, en
el caso pentagonal, y 6 fases para el icosaedral. Una parametrizacién
conveniente de estas fases es dada por

$, = uk" + wek? (3)
con las definiciones de k" y k' dadas en la seccién anterior (véase, por
ejemplo: Steinhardt y Ostlund, 1987, y Gémez et al., 1987). Los
desplazamientos fonénicos o fonones u son el equivalente, en el caso
periédico, a traslaciones de toda' la estructura. Las variables w,
llamadas fasones, describen rearreglos de las posiciones relativas de los
atomos.

Asi, por ejemplo, para el caso icosaedral, la expresién (truncada)
de la funcién densidad de masa puede escribirse como

6

p(r)e Y cos (kn-r + ¢kn)

n=1

donde {kn}:=1 son los vectores que sefialan los vértices del plano
superior de un icosaedro. Si cada vector k se asocia con la base de una
red en 6D, como se describié en la seccién anterior, los desplazamientos
u y w dados por (3) pueden interpretarse como desplazamientos de 1la
superficie de corte en las direcciones de E y El, respectivamente.

Esta interpretaciéon ha sido muy fructifera para el estudio de las
propiedades eléasticas de 1los cuasicristales, y para reproducir el
desorden que se observa en las estructuras reales. Sera importante
también, y recurriremos a ella, en una parte mas avanzada de este

traba jo.
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III.5 El método de corte y los modelos de cuasicristales.

Después de la discusién de las secciones anteriores, es muy claro lo
importante que seria para un modelo de cuasicristal el poder generar sus
estructuras no periédicas por medio de un corte o una proyeccién de
estructuras peridédicas. Aunque estos métodos fueron, en principio,
desarrollados para generar cuasiredes perfectas, es posible adaptarlos a

los modelos aleatorios y también, como veremos al final de este trabajo,

al modelo DR.

Figura 6. Regiones de aceptacidén para generar cuasicristales por corte y
proyeccién. (a) Icosaedro rémbico. (b). Triacontraedro rémbico.

Una cuasired perfecta en 3D puede obtenerse por corte y proyeccién
en 6D si la banda es generada por traslacién del cubo unitario HG sobre
E" (Katz y Duneau 1986). La regién de aceptacién Q es un triacontraedro
rémbico (Fig.6a) que se obtiene al proyectar Hﬁ sobre El, de donde
podemos deducir, haciendo #=Q, que esta cuasired también puede obtenerse
cortando un cristal en 6D que consiste de triacontraedros centrados en
los vertices de £=26 y orientados en la direccién de El.

De manera semejante, el adoquinado original de Penrose se puede
obtener cortando con un plano un cristal en 5D, que consiste en
icosaedros rémbicos (Fig.6b) centrados en los vértices de z y orientados

: . q
en la direccién de E™.

La implementacién no es tan directa para los modelos aleatorios
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debido al desorden que les caracteriza. Una generalizacién conveniente al
caso del cuasicristal perfecto, en que la estructura se obtiene cortando
con una superficie hiperplanar (con una sola orientacién), consiste en
considerar que el desorden puede reproducirse si se corta con wuna
superficie "arrugada", esto es, una superficie cuya orientacién fluctua

alrededor de la orientacién ideal (Elser, 1985, 1987, Strandburg, 1989).

b

Figura 7. Ejemplo en 2D de la linea de corte para obtener: (a) un
cuasicristal aleatorio y (b) un vidrio icosaedral.

El ejemplo de la red en dos dimensiones servira para aclarar este
punto. En la Figura 7a se muestra el equivalente al caso del cuasicristal
aleatorio; la linea de corte ideal (punteada) sufre cambios en su
orientacién irracional dando lugar a la linea "arrugada", pero siempre
continua, que servira para generar el desorden que se desea.

Es importante mencionar que la orientacién de la superficie de corte
se fija por consideraciones de simetria, de manera que los cambios en su
orientacién dan lugar a alteraciones de la simetria orientacional de la
estructura. Sin embargo, puesto que esta desviacién fluctia alrededor de
la orientacién adecuada, la estructura mantiene la simetria orientacional

ideal en un sentido de promedio estadistico
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Por otra parte, el orden traslacional de largo alcance depende de
las fluctuaciones de la superficie en la direccién El. Para asegurarse de
que el orden traslacional no se destruya, se aplican técnicas de mecanica
estadistica (Henley, 1988) para encontrar una superficie con
fluctuaciones minimas que aseguren la existencia de orden traslacional.

El vidrio icosaedral puede obtenerse si se permite que la superficie
tenga discontinuidades como en 1la Figura 7b, pues 1la estructura
resultante tendréd huecos que serdn llenados, como el modelo suglere, con
un arreglo amorfo de &tomos. En este caso, las fluctuaciones de 1la
orientacién de la superficie son minimas, con lo que se garantiza la
simetria orientacional. No sucede lo mismo con las fluctuaciones sobre E-
que pueden ser arbitrariamente grandes afectando sensiblemente el orden
traslacional. Debido a la clase mas general de desorden inherente a este
modelo, no existe un tratamiento analitico de estas fluctuaciones y se
tiene que recurrir, como se mencioné en el capitulo anterior, a wuna
simulacién numérica que no involucra espacios de dimensién 6, para mostar
la existencia de orden traslacional en la estructura (Stephens y Goldman,
1986).

Para terminar este capitulo, conviene agregar que, como tratamos de
mostrar, el formalismo de espacios de dimensién mayor en la teoria de los
cuasicristales se ha convertido en una técnica indispensable. Es por eso,
que una interpretacién de esta naturaleza pretendemos dar a las
estructuras generadadas con el modelo DR, de tal suerte que pueda ser
utilizada como recurso tedérico para un estudio comparativo de este modelo
y para una descripcién exacta de muchas propiedades que, de otra manera,

se ven afectadas por el tamafio finito de las estructuras generadas.
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IV ESTRELLAS Y DIFRACCION DE CUASICRISTALES DR.

Después de la discusi6n del capitulo anterior, no podemos dejar de
advertir que un modelo de cuasicristal que no pueda ser visto dentro del
contexto de espacios de dimensién superior se priva de una poderosa, y a
la vez elegante, herramienta de apoyo. Esto significa que si el modelo DR
es, como se ha argiiido, un buen modelo en el sentido de que reproduce los
resultados experimentales y ademés unifica a los demds modelos, no puede
carecer de una formulacién de este tipo.

Estudiaremos en este capitulo 1la cuestién de las estrellas
utilizadas por el modelo DR y su proyectabilidad. Esto servirad para
establecer resultados de fundamental importancia para el siguiente
capitulo, en donde se plantea el formalismo de corte para generar esta
clase de estructuras. Si bien se considera solo la fase icosaedral,
siempre que es posible se procede con toda generalidad con el fin de

establecer los fundamentos para el estudio de otras fases.

Iv.1 Estrellas eutacticas

Cuando se discutieron en el capitulo anterior los métodos de
proyeccién, con toda intencién se dejé a un lado la cuestién de cémo se
selecciona la orientacién del espacio real o superficie de corte. En
realidad la orientacién queda definida de manera tUnica al escoger la
simetria de la estructura proyectada, como puede probarse utilizando
argumentos de teoria de grupos (Janssen, 1988, Levitov y Rhyner, 1988).

Sin embargo, podemos prescindir en este momento de la esta teoria y
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seguir un camino més 1llano, completamente algebraico, para formular
nuestros resultados.

La simetria de una estructura no periédica la podemos definir por
medio de un conjunto de vectores que sefialen las direcciones en que estan
orientados los enlaces entre los vértices de la estructura. Denotaremos
Qor {al}Ll a tal conjunto y le llamaremos estrella. Generalmente, los
vectores estrella son los vectores base que sirven, en espacio reciproco,
para indizar el patrén de difracciéon de la estructura considerada, por lo
que en la fase icosaedral {ai}::1 son vectores, en el espacio real, que
seflalan los vértices del plano superior de un icosaedro (Fig.10).

la base canénica

Si {ai}T_1 es una estrella en R", con Nzn, {ei}:1

(ortonormal) de RY y si denotamos por P" vy 1="l los operadores de
proyeccién sobre E'y El, respectivamente, el espacio real E (de dimensién
n) es aquel en el que la base de R proyecta en la estrella, esto es, en
el que se cumple que para cada 1 P”(ei}=a“ i=1..N. De este requerimento
se puede deducir que los elementos de la matriz asociada con el proyector
P" estan dados por [P';J=ai-aj (Aragén, 1988), por lo que una base para el
espacio E son los n renglones linealmente independientes (rango) de P".

Puede suceder sin embargo que, para una estrella dada, no exista un
espacio en el que se cumpla P"(e1)=ai, para toda i, en otras palabras que
la estrella {ai}i=1 no puede obtenerse proyectando una base cortonormal.
Una estrella {al}l:=1 que se obtiene de 1la proyeccién de una base
ortonormal {ei}?:=1 se denomina estrella eutactica normalizada.

Dada una estrella {al}id, podemos saber si es eutdctica normalizada

por medio del teorema de Hadwiger (Coxeter, 1973) que enunciamos sin

prueba:
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N
Teorema 1 (Teorema de Hadwiger). Sea T=J§1a5aj una transformacion
N
vectorial lineal que transforma cualquier vector xeR” en Tx = £ a a oxX =

J=1 3}
N
_ng(ajox)aj. La estrella {al}fzjen R" es eutdctica normalizada si y solo

sl Tx=x para cualquier xeR".

Puede probarse sin dificultad que la estrella de la fase icosaedral,
6 vectores de un icosaedro, es eutidctica normalizada, 1lo cual no
representa problema pues implica que puede obtenerse proyectando una base
ortonormal de R® que genera una red cubica en donde se aplica un método
de corte para obtener los demds puntos de la estructura. Pero este no es
siempre el caso, para otras estructuras, como la fase decagonal (Al-Fe y
otras) (Bendersky, 1985), 1la estrella asociada no es eutactica
normalizada, por lo que la estructura no puede obtenerse de una red
cubica.

Como consecuencia, creemos importante contar con un criterio
adecuado para estrellas no eutacticas con el que podamos deducir las
magnitudes de la base de RN, o en otras palabras, deducir los parametros
de la red en R" (pués en este caso no es cubica).

Con este fin, proponemos una generalizacién del teorema de Hadwiger
a redes ortorrémbicas (o bases ortogonales) que sera de utilidad no solo
para conocer los parametros de la red desde donde se debe proyectar, sino
también, como veremos en la siguiente seccién, para escoger sin
ambigiiedad la base para indizar1 los patrones de difraccién de las
estructuras GR y, en general, de los cuasicristales experimentales
(Aragén et al., 1989a,1989%b).

1
Utilizamos el verbo "indizar" como el equivalente en espahol del ingles

"indexing".
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La generalizacién que proponemos puede resumirse en un solo teorema,
el teorema 2, cuya demostracién se muestra en el anexo A para no perder

la continuidad de la exposicién.

N y N
Si {31}1—1 es una base ortorrémbica de R con HclH=Ai, entonces:

Teorema 2. La estrella {al}T_ien R" puede ser proyectada de una base
ortorrémbica en R" si y solo si existen nimeros positivos Ai,hz,..AN tal

que, para cualquier PeE (R"=E@ElJ se cumple

P=i)=:1P;l?i 2 (4)
Dada una estrella {al}le, el teorema anterior nos dice si puede ser
proyectado de una red ortorrémbica. Si este es el caso, la ecuacién 4 es
la base para un procedimiento computacional por medio del cual podemos
calcular los coeficientes Af
Sea {81}T=1 una base ortonormal de E, entonces de la ecuacién 4
(véase también Ec. A.1 del anexo A) se tiene que para toda J (j=1,2,,n):

5 gjcail at
€j=l¥1 AL A1

multiplicando por Ek:

€jcai ek+ai
Al At

definiendo M =e a 'y Di=1/7\f, tenemos:

N
= 1? M“MMD1 (5)

S
/ 1

que es un conjunto de nxn ecuaciones lineales para las N incégnitas D!.
Dado que no todas las nxn ecuaciones son independientes, es posible que

el sistema no tenga solucién o si la tiene, puede no ser unica.
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Cualquiera que sea el caso, la técnica de la matriz inversa generalizada
(Mackay, 1977) es la mas adecuada para resolver este problema, pues nos
permite detectar si tiene o no solucién y en caso de. tener mids de una,

N
nos da aquella que hace minima la norma euclideana 1§1|D1|2'
Una aplicacién muy importante de estos resultados se presenta en la

siguiente secciédn.
IV.2 Criterio de*indizacidn de los patrones de difraccion

Los cuasicristales (y, en general, las estructuras ihconmensuradas)
tienen la propiedad de que los puntos de su patrén de difraccién pueden
generarse como combinaciones enteras de al menos 4 vectores racionalmente
independientesz, esto es, cada vector de la transformada de Fourier del
cuasicristal es de la forma:

k= ¥T'm a, m enteros, N>3.

N *
y no hay enteros mi (i=1,2,..N) tales que l§1m1a1=0. Si N=3 se tiene

una estructura periédica.

En otras palabras, la red reciproca de un cuasicristal es generada

; &N 2 : :

por un conjunto {31}1—1 de vectores racionalmente independientes.
Partiendo de la definicién de independencia racional se puede probar que
esta clase de redes tienen las siguientes propiedades (Rokhsar et al.,
1987):

1. Los puntos k llenan densamente el espacio.

2. Si escogemos un conjunto generador de la red, cualquier otro
2 P
N vectores son racionalmente independientes si cualquier combinacion

lineal de ellos, con coeficientes raclonales, es cero sl y solo si todos
los coeficlentes son cero.
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conjunto adecuadamente escalado también es valido (si se trata de
estructuras con simetria 5, el factor de escala es de la forma
Tn, neZ). Por esta propiedad, se dice qge estas redes poseen
simetria de inflacién.

Esto acarrea serias dificultades a la interpretacién de los patrones de
difraccién de los cuasicristales pues en primer lugar, los puntos de
difraccién llenan densamente el espacio (en un patrén experimental solo
aparecen los de mayor intensidad) por lo que no se pueden encontrar los
vectores "mas pequefios"” de la red reciproca y, en segundo lugar, no se
puede escoger una base ﬁnica‘para indizar el patrén de difraccién.

J.W. Cahn et al. (1986) proponen una forma de eliminar la ambiguedad
en la indizacibén que es valida solo para los cuasicristales icosaedrales
que pueden obtenerse por el método de corte y proyeccién. El problema es
que, como mencionamos en la Seccién III.1.1, este método no es el mas
general y, lo que es peor, para otras fases como la decagonal, ain no se
tiene certeza sobre el tipo de red en 6D asociada con la estructura real
de esta fase.

Motivados por las consecuencias del teorema 2, nosotros proponemos
una forma alternativa de resolver este problema de ambigiiedad usando
informacién experimental del espacio real de la estructura considerada.
Esta técnica es especialmente adecuada para indizar los patrones de
difraccién de los cuasicristales DR, pues en este caso se conoce la
posicién de los Atomos, esto es, se tiene toda la informacién en espacio
real. La validez del método, sin embargo, se extiende a todo tipo de

estructura en donde se tenga informacién de espacio real (usando

microscopia de alta resolucién, por ejemplo).
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La ventaja de formular el problema en espacio real es que ahi el
conjunto de vértices de una estructura cuasicristalina no es denso sino
que forma lo que se denomina un sistema de Delaunay (Galiulin, 1980) que
es un conjunto discreto de puntos en donde se se pueden encontrar
vectores minimos que reflejen la simetria de 1la estructura. Nuestra
propuesta es que los reciprocos de estos vectores minimos sean los
vectores base de la indizacién. El1 problema es ¢ como pasar del espacio
real al espacio reciproco 7.

En el caso de cristales, el patrén de difraccién se puede indizar
con 3 vectores que son a la vez una base del espacio reciproco y el paso
del espacio real al reciproco (o viceversa) se realiza por medio de la
transformacién lineal e:= 1§1(g11}-1e1 (el asterisco denota a los
vectores ‘del espacio reciproco) donde g”=el°ej es el tensor métrico
(Coxeter, 1988). Esta clase de transformacién es imposible en el caso de
cuasicristales en que una base del espacio reciproco consiste de mas de 3
vectores racionalmente independientes. Sin embargo, podemos darle la
vuelta a este problema de la siguiente manera: (1) Definimos uné estrella
{a }N de N vectores en el espacio real. (2) Encontramos 1la base

1=1
{e }N 1de una red de dimensién N que proyecte en ella, usando el

1'1=
procedimiento computacional asociado al teorema 2. (3) Se obtiene la red
reciproca {ct}f=l(que ahora si se puede hacer via un tensor métrico pues
estamos en N dimensiones), y (3) De la proyeccién a:=P”e: se obtiene la
estrella en espacio reciproco {a:}f=1 que puede ser la base, deducida sin
ambiguedad, para indizar el patrén de difraccién del cuasicristal

asociado a la estrella {ai}fﬂl. En la Figura 8 se muestra un diagrama de

este procedimiento en donde se indica, con la linea punteada, el camino
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teorema 2
{e }

{a } —
tensor
metrico

*
royecclion
{a } «—FX {e}

Figura 8. Paso del espacio real al reciproco via la red en 6D

que no es factible y con la linea continua el que nosotros proponemos.
Ejemplo 1. La estructura de Penrose en 2D, aunque carece de interés
practico, servirda como un primer ejemplo de aplicacién de nuestro
criterio. La estrella asociada con la estructgra (Fig.1) es an=a(cos
2nn/s,sen 2mn/s), n=,2,..,5, que sefiala los vértices de un pentagono, es
eutdctica por lo que puede proyectarse de una red cubica de 5
dimensiones. Sin embargo, sbélo 4 vectores de esta estrella son
racionalmente dependientes, como podemos inferir del hecho de que
nglan=0, por lo que otra opcidén consiste en asociar con la estructura una
estrella que consista de solo 4 vectores de la estrella original (Janssen
1986). Sea {an}:=1 tal estrella, aplicando el teorema 2 podemos confirmar
gue no es eutdctica pero que puede obtenerse como proyeccién de una celda
ortorrémbica en 4D con parametros h1=h4=(1/a2)A y h2=h3=(1/a2)AT2, donde
a=|alf, A=(1+2)"' vy T es "la razén 4urea" definida anteriormente. La red
reciproca a la generada por esta celda es también ortorrémbica con
¥ ] 2 ¥* #* 2 )
parametros Al=hq=a (t+2) y h2=13=a (3-t). Proyectando de regreso a R
se obtiene una estrella en el plano reciproco que también consiste de 4

vértices de un pentagono pero ahora escalados a un tamafio

* )
an=V1+ 1/(a"V5 (7+2)). Esta estrella puede utilizarse para indizar el
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patrén de difraccién del adoquinado de Penrose y una vez que se

especifique el valor del parametro "a" de la estructura real, la estrella

#*
*{an}:__1 en el espacio reciproco queda definida sin ambigliedad.

Figura 9. Estrellas para la fase T; (a) Para el modelo DR.
(b) Para indizar el patrén de difraccién.

Ejemplo 2. La estructura de la fase decagonal o fase T (Bendersky,
1985) también puede ser obtenida por el método recursivo usando como
estrella un arreglo cilindrico de 19 atomos (segundo numero mégico) como
el que se muestra en la Figura 9a (Romeu, 1988b). Nosotros podemos
escoger una estrella mas simple que refleje 1la simetria de esta
estructura y ésta puede ser la que se muestra en la Figura 9b (Aragén et
al., 1989b) que consiste de 5 vectores coplanares de tamafio ”kl”=k
(i=1,..5) y un vector normal de tamafio k° que correspode a la distancia
A-B (Figura 9a). Esta estrella no es eutadctica pero si usamos el teorema

2, resulta que se puede proyectar de una celda -ortorrémbica con

parametros Alz...=hs= kvS/2 vy 36=k0. La reciproca a la red generada
* #*
por esta celda es también ortorrémbica con parametros Al=...=35=(1/k)V2/5

*
y A6=1/k°. Proyectando a 3D se obtiene una estrella en espacio reciproco
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con una geometria similar a la del espacio real (Fig.9b) pero con 5
vectores coplanares de tamafic (1/k)(2/5) que sefialan los vértices de un
pentdgono regular, y un vector perpendicular de tamafio l/ko. Esta
estrella tiene 1la misma geometria que 1la propuesta, partiendo de
consideraciones en espacio reciproco, por T.C.Choy et.al (1988) para
indizar el patrén de difraccién de la fase T, solo que en nuestro caso

fué deducida a partir de la estrella en espacio real.

Figura 10. Estrella icosaedral.

Ejemplo 3. Finalmente, consideraremos el caso de la fase icosaedral
que, aunque trivial, serd de utilidad mads adelante. La estrella asociada
con la estructura real son los vectores que seflalan 6 vertices del plano
superior de un icosaedro: an=a((2/45)cos(2nn/5),(2/V5)sen(2nn/5),1/¢5)
para n=1,2,..,5 Yy a6=aﬂL0,1). Esta estrella es eutdctica por lo que
puede obtenerse de la proyeccién de una celda cibica de 6D con parametro
A=av2. Repitiendo el procedimiento de los ejemplos anteriores, se llega a
que la correspondiente estrella en espacio reciproco es también un
icosaedro pero de tamafio 1/2a.

Para finalizar esta discusién, es importante mencionar que de todas
las posibles estructuras que se pueden generar con el método recursivo es

posible que en algunas de ellas el crecimiento se inicie con una semilla
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a la que se asocie una estrella que no sea eutiactica normalizada ni

proyectable de alguna red ortorrémbica,
presentado algun caso. Si esto sucede,
estrella y verla como la proyeccién de
debe ser llevado a una etapa mas general

necesariamente ortogonales.

aunque hasta ahora no se haya
este proceso de "levantar" la
una red de dimensién superior,

en donde se consideren bases no
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V.2 Difraccioén del cuasicristal basico icosaedral

Un razonamiento simple basado en la comparacién del patrén de
difraccién cinematico del CBI y el de un cuasicristal perfecto resulté
ser de lo mas revelador acerca de la estructura en 6D del primero. La
Figura 1la muestra el patrén de difraccién de un CBI de 517 atomos. Sea
78 la distancia entre el origen y el primer anillo de reflexiones, medido
con una escala arbitraria. Ahora, la Figura 11b muestra el patrén de
difraccién de 525 atomos de un cuasicristal perfecto obtenido proyectando
puntos de una red cubica unitaria de 6D; si medimos con la misma escala
la misma distancia para este patrén de difraccién, esta resulta ser 2ro
(en este caso el anillo que tiene la misma intensidad relativa que el
anterior es el segundo). En ambas estructuras en la primera celda se
tiene un icosaedro unitario (ICO1 en el CBI) y dado que hay una relacién
reciproca entre las distancias de las reflexiones y el tamafio de la
estructura, esto quiere decir que si reescalamos por dos el cuasicristal
perfecto, el radio rO sera el mismo para ambas estructuras vy habré
perfecto ajuste en las posiciones de los puntos de difraccién. La
implicacién es inmediata: en el CBI la cuasired que esta difractando se
forma de puntos que pertenecen a la familia de un icosaedro de tamafio 2,
esto es, del ICOZ2!, y lo demds es la decoracién de esta red. Esto
significa Que debemos considerar una red en 6D de tamafioc 2 cuya base
proyecte en ICO2 y los demas puntos ICOl1 y DODE deberédn provenir de una
adecuada decoracién de ésta.

Esta conclusion se puede confirmar usando un razonamiento diferente:

las intensidades relativas de los picos de difraccién de rayos X del CBI



46

Figura 11. Patrén de difraccién cinematico de 517 atomos de un CBI (a), y
de 525 Atomos de un cuasicristal perfecto (b).

sigue sigue el mismo patrén que el encontrado experimentalmente por
P.A.Bancel et al. (1985), de manera que nosotros podemos identificar el
pico mas intenso y la reflexién que le corresponde de acuerdo con el
resultado experimental. Si ahora reescalamos la estructura de manera que
la distancia entre el &atomo central y cualquiera del ICOl sea 2.864 A
(que es la distancia interatémica mds corta en aluminio FCC) y utilizamos
el esquema de indizacién propuesto por Cahn et al. (1986), se puede
inferir que utilizando el método de corte y proyeccién, la estructura
puede obtenerse de una red cUbica en 6D con parametro A=7.87 A, lo que
implica (vease ejemplo 3) que la estrella en el espacio real es un
icosaedro de tamafio 5.57 A, que es el tamafio de ICO2 (Aragén et al.,

1990b) .

Las consecuencias de este resultado van mas alld de sélo mostrar la
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clase de red que se debe considerar en 6D; nos indica que una forma
adecuada de proceder consiste en decorar la red en 6D y despues
proyectar, esto es, nos divorcia del método convencional que consiste en
que una vez que se tiene una cuasired en 3D, obtenida por proyeccién o
cualquier otra técnica, se resuelva el problema de cémo decorarla. En
este ﬁltimo caso, la decoracién debe se un motivo que se repita
idénticamente en todos las celdas del mismo tipo o en todos los vértices
de la estructura; si en cambio decoramos la red en 6D, esto no es

necesariamente cierto.
V.3 Decoracion de la hiper-red: El cristal en 6D

Una vez que conocemos el parametro de la red que debemos considerar,
deducir cuidl debe ser la decoracién no presenta dificultad alguna. En
primer lugar, sabemos que la base de la red (de tamafio 2) proyecta en el
IC02, entonces todos los vértices de esta red deben estar decorados. Por
otro lado, es claro que si tuvieramos una red unitaria, la base
proyectaria en el ICO1, de aqui que la decoracién que de lugar a la
familia del ICO1 debe estar en una red unitaria que se puede formar al
colocar atomos en los puntos medios de los lados de una red de tamafio 2.
Finalmente, el DODE es el dual del ICOl, y sus vértices se obtienen
tomando dos terceras partes de la suma de los 20 tripletes de los
vectores que forman las caras del icosaedro (véase ecs. 6), por lo que en
6D, la decoracidn debe estar en 2/3 de la diagonal de 20 "caras" de
dimensién 3 que se forman al tomar 20 tripletes de la base de R® con sus

negativos (realmente son 220 los posibles tripletes de la base de R® y
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sus negativos que se pueden tomar para formar caras de dimensién 3, pero
no se consideran todas las posibilidades, de la misma manera como en un
icosaedro no cualquier triplete de vectores forma una cara de éste)..

En suma, el cristal en 6D se va a formar de repetir en todo los
vértices de la red el motivo formado por 44 "superficies atémicas" (véase
Seccién II11.1.2); 12 que dan lugar al ICO2 (la base de R® escalada a 2 y
sus negativos), 12 del ICO1 (la base de R6 y sus negativos) y 20 del DODE
(2/3 de 20 tripletes de la base de R® y sus negativos).

En lo que se refiere a la forma de estas superficies atémicas, este
es un problema que estd lejos de ser trivial. Sin embargo, como una
primera aproximacién, podemos suponer que se trata de esferas soélidas
centradas en los puntos que acabamos de enumerar y orientadas en la
direccién de E'. El radio de estas esferas se puede deducir si
encontramos las distancias que hay entre sus centros y el plano E"; si la
esfera tiene como radio al menocs la menor de estas distancias, podemos
estar seguros que el plano E" intersectara estas superficies.

A manera de ejemplo, consideremos wuna superficie atdmica
corrspondiente a la familia del DODE; sabemos que es una esfera centrada
a 2/3 de la suma de uno de los 20 tripletes de la base de R®. si (elezeﬁ)
es uno de estos tripletes (en la Figura 10 este punto corresponde al
vértice del dodecaedro que esta sobre la cara del icosaedro formada por

=

los vértices a azae)’ el centro de 1la esfera tendra coordenadas
g=(2/3,2/3,0,0,0,2/3). La distancia de este punto al plano E" se obtiene
de la magnitud del vector gl: la proyeccién sobre El. Utilizando 1la

matriz de proyeccién Pl definida por Pfj=6”—a*-aj, donde {azll}f__1 son los

vértices de un icosaedro (véase Seccién IV.1), se obtiene que esta
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proyeccién esta dada por: gl=1/V20(c,c,-2/3,2/3.-2/3,0), c=2(2t+3)/3, por
lo que: (gl)2="gl“2=2(7—4r)/15, que es el cuadrado de la distancia de g
al hiperplano E". Una esfera centrada en g y con un radio de, al menos
gl, seguramente se intersectara con E".

Repitiendo este cédlculo para cada uno de los centros de las esferas
se obtiene el conjunto de superficies atémicas que formaran el motivo del
cristal de 6 dimensiones, mismo que se muestra en la Tabla I.

Podemos también generar el cristal en 6D por la repeticién periédica
de un hipercubo de tamafio 2 decorado con hiperesferas en: los 64
vértices, la mitad de los 192 lados y a 2/3 y 4/3 de las diagonales de 80

de las 160 "caras" de dimensién 3.

Tabla I. Superficies atdémicas (hiperesferas) que forman el
motivo que genera el cristal en 6D. Los corchetes
indican que se trata de una familia de posiciones.

FAMILIA POSICIONES RADIO

1co1 {#1,0,0,0,0,0} 1/v2

DODE 2/3{*1,+1,0,0,0,+1} (2(7-41)/15)?
ICo2 {#2.0,0,0,0,0} V2

V.4 El hiperplano de corte

El siguiente paso, cortar el cristal descrito en la seccién.
anterior, presenta algunas diferencias que nos obligaradn a generalizarar
el esquema tradicional de corte por una "superficie plana". Antes de

entrar en detalles, es conveniente notar que la decoracién que estamos
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proponiendo para ei cristal en 6D consiste de esferas orientadas solo en
la direccién de El, en tal caso, como se discutié en la Seccién III.1.2,
es equivalente utilizar el método de corte 6 el de corte y proyeccién. En
la discusion que sigue si en algunos casos nos referiremos
especificamente a un método, es solo porque en ese se puede ver con mas
claridad la idea que tratamos de transmitir, si embargo, no debemos
perder de vista la equivalencia de ambos métodos (de hecho, en la seccién
anterior aprovechamos esta situacién para pasarnos de un método a otro).
En el método de corte y proyeccién, los puntos (£nS) de la red £=z°
se encuentran dentro de la banda S=(eE" y dan lugar, al proyectarlos
sobre E", a una cuasired perfecta, (Fig. 4). Si en lugar de proyectar
(8nS) sobre E" lo hacemos sobre el complemento ortogonal El. el resultado
sera una distribucién densa de puntos dentro de la region acotada Q que
se ha denominado regién de aceptacién. En el caso de la estructura de
Penrose, la regién de aceptacién es un triacontraedro rémbico (Fig.6b).
Mencionamos esto porque podemos hacer un experimento til con la CBI
que consiste en "levantar" la estructura a R® y observar si los puntos
resultantes se encuentran dentro de una banda. Claramente, podemos
cerciorarnos de esta situacién si al proyectar estos puntos sobre El se
obtiene una regién acotada. Levantar la CBI a 6D no es inmediato pues
esto seria posible solo si el operador de proyeccién fuera invertible,
sin embargo debidoe a que sabemos que la CBI proviene de puntos con
coordenadas enteras, podemos hacer una argucia numérica, véalida solo para
cuasiredes Iicosaedrales, que se basa en el siguiente razonamiento: si

{a }6 es la estrella que consiste de los 6 vértices superiores de un
i q :

icosaedro, cualquier puntc x de la familia del ICO1 o ICO2 de la CBI
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6
puede escribirse como x=1§1mjaj. donde el conJjunto {nu}j_l son enteros
6
que pueden verse como las coordenadas de un punto gef, esto es, g=121mjej

(en tal caso x=P"(g), como puede comprobarse del hecho de que P"(ej)=aj),
por lo que el problema se reduce a, dado x, encontrar el conjunto de
enteros {mj}jﬂ. Si en la expresién de x tomamos el producto escalar por

cada uno de los vectores de la estrella, se obtiene:

S

o = . * k=1 ]
b 4 ak mk +J‘1mjaj ak [,j ks )2, 96) (7)

dado que en el caso de los vértices de un icosaedro aJ-ak es un maltiplo
semientero de T, como puede confirmarse tomando en cuenta que
cos(36°)=t/2, la ecuacién (7) puede escribirse como:

xea =m *+ nkr/z (k=1,2,..,6) (8)

De esta manera, los valores mk pueden encontrarse por una aproximacién
numérica barriendo enteros m y n dentro de un cierto rango hasta que la
ecuacién 8 se satisfaga para cada k. Si el punto x es de la familia del
DODE, no se llegard a una solucién razonable de estas ecuaciénes, que ya
no son validas para este caso. No es dificil convencernos que, de acuerdo
a las ecuaciones (6), para los puntos de la familia del DODE se debe
cumplir:

3 = -
2(x ak) =m + nkr/Z (k=1.2-.. 6]

con lo que completamos el esquema. Con esta técnica es posible levantar
la CBI de manera unica (debido a la irracionalidad del corte), salvo una
constante de escalamiento.

Aplicando este procedimiento, una CBI de 517 puntos fué levantado a
R® y despues proyectado sobre EL, resultando, como se esperaba, una

estructura en 3D con simetria icosaedral, cuya proyeccién sobre un plano
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perpendicular al eje de simetria 5 se muestra en la Figura 12. Sobre esa
misma figura se esboza, con linea continua, lo que seria la regién de
aceptacién para una cuasired perfecta, esto es, un triacontraedro rémbico
visto desde el eje de simetria 5. Como puede observarse, en este caso hay
gran cantidad de puntos que quedan fuera del triacontraedro, y no solo
eso, se comprobdé que la regién de aceptacién crecia sin aparente limite
conforme se aumentaba el tamafio de la CBI. Esta observacién arrojé un
resultado decisivo para nuestros fines, a saber, que la regién de
aceptacién no estaba acotada para la CBI, o lo que es equivalente, que la

CBI no podia obtenerse por la técnica usual de corte y proyeccién.

Figura 12. Proyeccién sobre E' de 517 puntos de una CBI, en un plano
normal al eje de simetria 5. Se indica la regién de aceptacién
de un cuasicristal perfecto.

La posibilidad que de inmediato se presenta para eliminar esta

complicacién consiste en trabajar unicamente con el método de corte
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considerando decoraciones o superficies atémicas que no estuvieran
restringidas a El, con lo que se elimina el problema de la regién de
aceptacién no acotada ya que el método de la banda no tiene sentido en
este caso. No con poca resistencia se tuvo que desistir de esta opcién
pués, ademas del hecho de que la decoracién tiene ahora 6 dimensiones,
como resultado del tamafio del CBI, se contaba solo con una colecciébn
finita de puntos con los que se debia derivar la superficie que los
contenia, con lo que la tarea de deducir la decoracién atémica se
convertia en algo fuera de nuestro alcance.

Una segunda posibilidad consistia en tratar de obtener la estructura
qﬁe nos interesa por medlo de un corte de un cuasicristal (no cristal) en
4D, tal como fué propuesto por Elser y Sloane (1987). Estos autores
generan un cuasicristal en 4D proyectando una red cubica de 8
dimensiones. Esta estructura consiste de un apilamiento no peridédico del
politopo de 600 celdas o {335} en la simbologia de Schifli (Coxeter 1973)
(este politopo es una configuracién en 4D de 600 tetraedros, llamados
celdas, dispuestos de manera que cada cara triangular pertenece a dos
beldas y cada arista a 5 celdas), por lo que una estructura
centrosimétrica de este tipo contiene como primer "cascarén" a este
politopo. El1 hecho importante es que una seccién tridimensional de esta
estructura (haciendo cero la cuarta coordenada) es wuna cuasired
icosaedral que tiene la propiedad de que la sucesién de capas alrededor
del origen es precisamente icosaedro-dodecaedro-icosaedro pero, como esta
sucesioén proviene de los tres primeros cortes del politopo {335}, sus
radios son, respectivamente, de 1, 1.47 y 1.62 que difieren notablemente

de los radios del CBI y no hay ninguna transformacién topolégica sobre
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esta estructura que nos permitan ajustarlos.

Despues de esto, la moraleja fué clara: habia que abandonar el
esquema convencional de corte por una superficie hiperélana Y en su lugar
considerar discontinuidades de esta superficie de tal suerte que, en el
esquema de corte y proyeccién, la banda se desplaza a diferentes
posiciones en-la red y se aceptan puntos que de otra forma quedarian
fuera de una banda generada convencional. Tenemos ya un antecedente de
esta posibilidad en el caso del cuasicristal aleatorio en el que 1la
superficie es "arrugada" en lugar de hiperplana (Seccién III.5) si bien,
como veremos en seguida, la superficie que nosotros proponemos difiere
notablemente de la del cuasicristal aleatorio.

Encontramos gque una manera natural de deducir la forma de la
superficie de corte consiste en reproducir la secuencia del crecimiento
recursivo en 6 dimensiones, esto es, trasplantamos el modelo recursivo a
6D de una manera tal que conserva su validez para cualquier estructura
que pueda ser generada con este método.

Con la intencién de hacer mas evidente el proceso conviene recordar
brevemente el método recursivo aplicado en especial a la generacién de la
CBI (Romeu, 1989). Una vez que adoptamos la estrella de 44 vértices, el
primer paso consiste en trasladarla a los puntos O que, como mencionamos
en la Seccién V.1, son de la familia del ICO02, por lo que en esta primera
iteracién la estrella se traslada a los vértices del IC02. En seguida se
eliminan los puntos dque quedan arbitrariamente cerca y se procede por
segunda ocasién a trasladar repetidamente la estrella sobre los nuevos
puntos O que se generaron en el proceso anterior, se eliminan los puntos

cercanos y de esta manera se puede repetir el proceso un nimero infinito
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de veces.

La manera de como se puede calcar este proceso a 6D se podra
apreciar .si recurrimos a un ejemplo en 2 dimensiones que, aunque
incongruente en este caso, resulta ser bastante ilustrativo. En la Figura
13 se muestra una secuencia de cuadros en los que, del lado izquierdo se
ilustran tres pasos del método recursivo aplicado a una estrella de 6
vértices con los puntos O provenientes de la subestrella mds grande, del
lado derecho se ilustra el equivalente a cada paso pero come proyeccién
de una red de dos dimensiones (es esta la incongruencia de que- hablabamos
pués este Ultimo proceso arroja una cuasired en 1D no, como suponemos, en
2D). Para completar la analogia, la red en 2D se toma de tamafio 2 y se
supone que la proyeccién de los vértices de la celda genera a la
subestrella mayor, por lo que la pequefia se obtiene de proyectar los
puntos medios de los lados de esta celda (la base unitaria). El proceso
se interpreta como sigue: en el cuadro A tenemos simplemente la estrella
que se obtiene proyectando solamente los vértices de la red y la base
unitaria (A’), en seguida, esta estrella se traslada a un punto O, (B), lo
que corresponde a trasladar la banda al punto de la red que proyecta en
ese punto d:(B’). En este momento, el proceso de eliminar los puntos que
no sean coincidencias puede verse que corresponde a eliminar la parte de
la banda que se traslapa con la original. El ultimo paso consiste en
trasladar nuevamente la estrella a algin punto O, obtenido en el proceso
anterior y eliminar los puntos que no coinciden (C), que puede verse
también como una nueva traslacién de la banda a otro punto de la red y la
eliminacién del traslape (C’).

El aspecto final de la banda se muestra en la Figura 14a en donde,
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Figura 13. (A, B y C) son la ecuencia del método recursivo en 2D para una
estrella triangular. (A’, B’ y C') son el equivalente a cada
paso en el esquema de corte y proyeccién (véase texto).




57

con linea discontinua, se distingue la banda original. En la Figura 14b
se muestra como seria la "linea" de corte en este caso si se piensa en el
método de corte. Con este procedimiento, dado que se trata de una réplica
en méds dimensiones, podemos generar cualquier estructura que pueda
obtenerse con el método recursivo.

Numerosos comentarios pueden derivarse de esta técnica de corte que

proponemos. Enseguida dedicaremos algunas secciones a los que en nuestra
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Figura 14. Ejemplo en 2D de la banda (a) o de la linea de corte (b) en la
técnica de proyeccién que proponemos.

V.4.1 El patron de difraccidn

El efecto de estas discontinuidades de la banda se refleja de manera
muy clara en el patréon de difraccién de 1la estructura resultante
ocasionando un ensanchamiento de 1los puntos de difraccidon. Podemos
convencernos de este hecho atendiendo el siguiente razonamiento.

La transformada de Fourier de una estructura obtenida por proyeccién

estad dada, como vimos en la Seccidén III.3, por la restriccién a k" de la
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siguiente convolucién:
* # *
p (k)=p (k)olcs(k)]
*
donde p (k) es la transformada de Fourier de la densidad de masa u(x)
#
de la red £ vy CS(k) es la transformada de Fourier de la funcién

caracteristica de la banda S gque, en el caso del cuasicristal prefecto,

estéd definida por:

C i) 1 si =xeS
S 0 en otro caso.

Si recurrimos al_ejemplo en 2D, podremos apreciar mejor el procedimiento;
la densidad p es una red cuadrada de de]tés de Dirac, por lo gue su
transformada de Fourier es también una red cuadrada de deltas. El segundo
paso es la convolucién con "la transformada de Fourier de la funcién
caracteristica de la banda gue, para este caso, es:

" 1
c (xl)= 1 si x el
S 0 en otro caso.

donde @, la regién de aceptacién, es en este caso el segmento [0,K],
siendo K el ancho de la banda. El célculo es directo puestoc que se trata
de un producto: en la direccioén x" el resultado es una delta 8(k") (dado
que CS solo depende de x") y en la direccién perpendicular es la funcién
sen(nk®)/mk* (salvo una constante). La convolucién con la delta 3&(k)
tiene como efecto trasladar una copia de la anterior funcién a cada punto
de 1la red reciproca. Finalmente, la transformada de Fourier de la
estructura generada en la linea E" es la restriccion (s E") que se
obtiene tomando xl=0 (Fig.15). Como podemos observar, debido a 1la
irracionalidad del corte, la linea E" toca al cada curva en un solo

punto, lo que da lugar a un patrén de difraccidén consistente de puntos

sin anchura, esto es, deltas.



59

Figura 15. Ejemplo en 2D del cdlculo de la transformada de Fourier de una
cuasired en 1D obtenida por corte y proyeccién.

En el caso en que la banda tiene cortes como los que proponemos, la

situacién es diferente; el primer paso no se ve afectado, esto es,
3

pn (k)=38(k), pero ahora la funcién CS pierde su independencia en x",

transformandose en

C_(x" xl)- 1 si xle.Q+tl
S i 0 en . otro caso.

donde tl, la componente sobre E'L del vector de traslacién de la banda, es
una funcién de x". Asi, refiriéndonos a la Figura 14a, si partimos del
origen y o: es el primer punto O, se tiene tt=0 si x"e[0,0;]. Como en
este punto la banda debe ser trasladada por tl=o;, entonces si o; es el
siguiente punto 0, se tiene tl=o: si x"e[o;,o;], y asi sucesivamente.
Como consecuencia, la funcién C;, a diferencia del caso anterior, tendra
componentes en la direccién de E". La convolucién con &(k) llevara a cada
punto de la red reciproca una copia de C; gue, al no estar orientada solo

en El, puede ser cortada por E" en dos puntos diferentes produciendo asi

un punto de difraccién con anchura finita.
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En consecuencia, un cuasicristal DR no es cuasiperiédico, desde el
punto de vista matemdtico. La anchura de los puntos de difraccién indica
. que se trata de una estructura que, si bien tiene orden orientaciocnal de
largo alcance, es desordenada.

Relacionado con este comentario, propondremos una idea que nos
parece provechosa en la medida que puede llevarnos a caracterizar el
desorden inherente a los cuasicristales DR.

La parte medular de nuestro razonamiento se encuentra en el célculo
analitico, por principio en el caso mas sencillo de 2D, de la tranformada
de de Fourier de la funcién Cs(x",xl). El problema puede ser planteado de
la siguiente manera. Supongamos que en x"=0 empezamos con la funcién
CS(O,xl) bien conocida, y que conforme nos desplazamos sobre x", al
encontrarnos un punto O, esta funcién puede desplazarse en la direccién
E'. Por principio, supongamos que la eleccién de los puntos 0 es
aleatoria, esto es, que la probabilidad de éue la banda se desplace hacia
gt es la misma para cada x". Esto puede llevarnos a establecer un proceso
de Markov, en donde la posicién actual de la banda solo depende del paso
anterior, que puede ser convenientemente descrito por wuna funcién de
correlacién <CS(O,xl),CS(x",xl)> (véase por ejemplo Reif, 1968, cap. 15),
que se interpreta como un promedio de todas las posibles configuraciones.
La transformada de Fourier que nos interesa estd dada (DiVincenzo, 1986)
por:

* ; L _
CS(k)— Jexp(—znck x]<CS(O,x ),CS(x , X )>dx

S5i aproximamos el comportamiento de la funcién de correlacién por el de
una caminata aleatoria en 2D, se presenta el problema de que la banda

puede regresar en la direccidén -x" y traslaparse asi con la anterior.
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Esto se resuelve si restringimos 1la caminata a la direccién xl y
asociamos x" con la variable tiempo, esto es, describir el comportamiento
de la banda por un movimiento Browniano en 1D, con lo que la funcién

caracteristica esta dada por:

2

172 exp (-xt /lox") (9)

<Cg(0,%7),Co(x",x >~ (2nl x")
donde 10 es el "paso" de la caminata. Si tomamos 10 como el parametro de
la red en 2D, esto nos lleva a la banda escalonada, que se muestra en la
Figura 16, propuesta por DiVicenzo (1986). La transformada de Fourier de
(9) es una funcién Lorentziana y puede probarse que el ancho de los
puntos de difraccién es solo funcién de kl (referencia anterior), lo que
caracteriza muy bien el desorden de los cuasicristales aleatorios y del

vidrio icosaedral.
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Figura 16. Banda aleatoria en 2D que sigue una estadistica Browniana con
el "paso" igual al parametro de la red. (De DiVicenzo, 1986)

Como mencionamos en la Seccién III.5, el desorden de estos
cuasicristales proviene del rompimiento local de 1la simetria como
resultado del cambio en la orientacién de la banda, lo cual es cierto en
este proceso, como puede visualizarse en la Figura 16. Sin embargo, en el

caso de la banda que proponemos para los cuasicristales DR, a pesar de
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estar escalonada, mantiene siempre la orientacién irracional. La unica
manera de lograr esto en el esquema que acabamos de describir, es que el
paso lo no sea igual al parédmetro de red, sino una variable que dependa
de x". De esta manera puede conseguirse que la banda se desplace solo en
la direccién E sin verse forzada a "escalonar" solo por punteos de la
red.

El desarrollo de esta Ultima idea implica reformular el problema de
la caminata aleatoria, ahora con el paso lo variable. Descontando las
complicaciones que pueda presentar, creemos que el resultado no careceri
de importancia desde el momento en que podremos encontrar la dependencia
del desorden de la estructura con las variables reciprocas de la red en

2D y, de esta manera, caracterizarlo.

V.4.2 Fonones y fasones

Una consecuencia interesante relacionada con las fases libres
discutidas en la Seccién III1.4, puede derivarse del hecho de que los
desplazamientos de la banda o, como sera mas conveniente a esta
discucién, de la superficie de corte, son siempre por vectores de la red
£ (aquellos que proyectan en puntos 0). Para empezar, dada una funcién
cuasiperiédica en n dimensiones, de la forma:

p(r)=F 4 p explanik-r) (9)

kef
* N *
donde £ es la red reciproca generada por k=1§1miai, existe una manera

sistemadtica de relacionarla con una funcién periddica de dimensién N, que
. - ‘ ¥ L
consiste en asociar a cada vector ke un vector (k,k”) de una red de

dimensién N, en donde la funcidn
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ﬁ(r )=ﬁ(r,rl)= Yu B explzni(ker+k ort)]
8 ket .

es periddica. La red es generada por la base {(a‘,af)}, reciproca a
{(at,a:l)}, i=1,..,N, y la restricci6n al subespacio E", el espacio real,
es simplemente rl=0 (Janner y Janssen, 1979).

Si el subespacio E" es trasladado por un vector t(=t“+tl)EmN,
sabemos que la componente t" parametriza 1los grados de libertad
fonénicos, o fonones, mientras que los fasones se parametrizan con la
componente ! (Seccién III.4). Puesto que en nuestro caso t es un vector

de la red £, se tiene a(r5+t)=$(rs), o bien:

% u o, explenilke (rrt")sk’e (rratD)1)= T, p expleni(ker+kter)]
kel : kel

en donde el lado izquierdo puede escribirse como:

Y e Py exp{zni[k-[r+t")+kl-rl]}xexp(znikl-tl)
kel

Utilizando como recurso la unicidad de una serie de Fourier, podemos
igualar coeficiente por coeficiente en la ultima igualdad, con objeto de

intercambiar términos, y escribir

¥ x by explenilke (p+t")+k e 1}= T, p, explamilker+kts (r'-t1)])
kel kel

La restriccién a E" (rl=0) nos da:

L « Py explemike (r+t")]= T , p_expleni(ker-k +t")]
kel kel

o bien p(r+t")=p(r-tl).

De esta 0ltima expresidén, podemos inferir una importante
caracteristica de las estructuras generadas con el tipo de corte que
proponemos, a saber, que los cambios en la estructura producidos por un
desplazamiento fasénico también pueden producirse por un desplazamiento

fondénico. Esto implica que el desorden inherente a los cuasicristales DR
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puede ser totalmente descrito por medio de un campo fasénico, o bien por
un campo fonénico, y no hay acoplamiento entre ambos grados de libertad,
como en el caso del cuasicristal aleatorio.

Este ultimo resultado no nos causa asombro, en la medida que, como
mencionamos en la seccién anterior, la fuente de desorden en ambos
modelos es diferente.

En la Figura 17 se muestra el campo de desplazamientos fasénicos (o
mapa fasénico) de la CBI proyectado en un plano perpendicular al eje 5 de
simetria. Este campo se obtiene simplemente proyectando sobre g todos
los desplazamientos de la banda, y es de gran utilidad si se desea
aplicar la teoria de Landau para un estudio comparativo mas detallado de
la estabilidad energética de estas estructuras (véase por ejemplo Elser,

1988).
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Figura 17. Mapa fasénico de 517 puntos de una CBI en un plano normal al
eje de simetria 5.



65

V.4.3 Coherencia en las fronteras de corte

En el proceso real (con &atomos) de crecimiento DR (Romeu, 1989),
cuando la estrella se traslada a un punto O, no solamente resulta un gran
numero de coincidencias entre los &atomos que ya existian y los que se
acaban de agregar, sino que la frontera entre el cimulo anterior y el
nuevo es completamente coherente, en el sentido que hay coincidencias en
esa zona y que el encaje es perfecto, pues los puntos O se localizan en
posiciones que son centros de 1icosaedros incompletos ligeramente
distorsionados. Ademds, como resultado de este hecho, la frontera es de
baja energia, resultado que también se puede derivar del modelo de red de
coincidencias (Ranganathan, 1966).

La coherencia en las fronteras es una cuestién un tanto obscura en
el esquema de corte que proponemos en donde no es inmediato inferir
porqué ocurre tal efecto (obviamente asumimos que existe desde el momento
en que se generan las mismas estructuras que con el método DR). Nos
limitaremos en este momento a presentar una idea que debe someterse a un
estudio mds serio, pero que ofrece posibilidades de aclarar este punto.
La esencia de nuestro razonamiento se encuentra en la nocién de
dislocacidén de borde y su generalizacién a cuasicristales.

En un cristal perfecto, una dislocacién de borde se genera si medio
plano es insertado en la red cristalina. El defecto en si es la linea L
que marca el extremo del planc extra (Weertman y Weertman, 1964). Un
método general para construir dislocaciones es el proceso de Volterra
(Friedel, 1967), que también puede ser aplicado a otro tipo de defectos

como disclinaciones. El proceso de Volterra consiste de los siguientes
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pasos (véase Figura 18):

1. Se corta el cristal por una linea arbitraria 21 acotada por L (Fig.
1&a).

2. Se genera una nueva linea 22 por la traslacién 22=21+b, donde b es el
vector de Burgers de la dislocacién que debe ser un vector de la red
(Fig. 18b).

3. &2 elimina la materia que queda entre estas dos lineas y se unen

nuevamente (Fig. 18c).

a : b ’ c

Figura 18. Proceso de Volterra para la construccién de una dislocacién de
borde en una red cuadrada. (De Bohsung y Trevin, 1988).

En un cuasicristal, un proceso de este tipo no puede llevarse a cabo
en .=l espacio real debido a la ausencia de simetria traslacional, pero si
da 1la idea de como proceder en la red peridédica de mas dimensiones, que
genera la cuasired. La técnica estd bien comprendida para el caso de la
esitructura de Penrose en 2D, en donde se pueden identificar cierta clase
de franjas, como las que se muestran en la Figura 19, y la idea es
remc/er media franja para luego unir. Cada franja corresponde a un
hinerplano de la red de 5D que proyecta en la estructura (Gdhler vy
Rliynar, 1986), de manera que remover una de ella es equivalente a remover
un: J:iperplano en 5D. Sin embargo esto no es del todo valido, pues el
resultado de unir la estructura, despues de remover la mitad de una

franja, produce una falla de apilamiento, mas que un defecto puntual
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(Bohsung y Trebin, 1988). Para superar esta dificultad se tiene que
recurrir a manipulaciones (flexiones) de la banda en 5D que pasaremos por
alto, ya que con esta 1nfcrm$cién podemos elaborar el argumento que
podria llevarnos a resolver el problema planteado inicialmente.

Es claro que si el proceso de Volterra (Fig.18) se realiza con una
linea 21 infinita, el resultado final sera remover un plano completo del
cristal y la estructura queda inalterada. Del mismo modo, podemos
visualizar que si en la estructura de la Figura 19 removemos una franja
completa, las partes resultantes pueden unirse coherentemente y solo
habra, en algunos casos, violaciones a las reglas de unién (defectos
fasénicos). De la discusién anterior podemos inferir que quitar una
franja completa de la estructura corresponde a eliminar un plano en 5D,
esto es, a aplicar un proceso de Volterra en 5D con un hiperplano
infinito 21. Esto no afecta a la red, pero no se puede decir lo mismo de

la banda que, como resultadoe de eliminar un plano, se traslada por un

Figura 19. Algunas franjas de una estructura de Penrose en 2D. (De
Bohsung y Trevin, 1988)
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vector b de eéta red; el vector de Burgers.

Un ejemplo en 2D servira para aclarar este punto. En la Figura 20 se
muestra el proceso de Volterra aplicado.a un red en 2D. Obsérvese que el
resultado final (Fig.20b) no altera la estructura periédica, . pero si
produce una traslacién de la banda por un vector de la red.

Si regresamos al caso de 5D e invertimos el proceso, podremos
comprender el fondo de nuestro razonamiento: la traslacién de la banda
por un vector de la red puede verse como el resultado de eliminar una
seccién infinita de la red en 5D que, si corresponde a una franja en la
estructura cuasiperiédica (Fig. 19), generar dos partes perfectamente
coherentes.

Este enfoque, completamente geométrico, plantea el problema de que
no podemos asegurar que el corte que se fuerza al llegar a un punto O
corresponda a eliminar una franja de la cuasired. De manera intuitiva
esperamos que esto sea asi al tomar en cuenta que en el método DR no
cualquier posicién es "buena", desde el punto de vista de la coherencia,

para trasladar la estrella; las posiciones adecuadas son precisamente las

° pist!'INe ® ® °
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a b
Figura 20. Proceso de Volterra aplicado a una red en 2D utilizada para
generar una cuasired en 1D por corte y proyeccién.
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de los puntos O. No obstante, creemos que un estudio mas serio de esta

idea puede clarificar el tema.

V.5 Un caso particular: El cuasicristal perfecto decorado

Para finalizar, mencionaremos un caso de particular interés que
establece un nexo entre el cuasicristal perfecto y el DR. Al generar una
cuasired icosaedral por corte y proyeccién, con la banda discontinua que
proponemos, una opcién interesante consiste en seleccionar como puntos O
solo aquellos que estén dentro de la banda "ideal", esto es, dentro de la
regién S=QeE". Esto wva a producir una banda discontinua cuyos
desplazamientos se efectian solamente en una vecindad de la banda ideal,
y no van mas alla (la Figura 21 muestra una analogia en 2D, obsérvese que

los puntos que estidn dentro de la banda ideal son, por construccién,

siempre aceptados).

e g

4#1 %%%%%%Z

g
0

Figura 21. Ejemplo en 2D de un proceso recursivo en donde los puntos O

Il 17

i

pertenecen a una cuasired perfectasz===r=- = =2 == 7" —x
El resultado final es una estructura-que:tiene como-subconjunto una
cuasired de Penrose y que puede interpretarse como una cuasired perfecta

escalada por 2 y "decorada" con el motivo ICOl, DODE e ICOZ2 en cada uno
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de sus vértices (Romeu, 1988, Aragén et al., 1989b). Este cuasicristal,
al igual que el perfecto, es formado por apilamiento de dos diferentes
romboedros pero, debido a la forma irregular de ia banda (como resultado
de la eliminacién del traslape), estos no van a estar decorados de la
misma manera en toda la estructura.

La Figura 22a muestra 200 atomos de este cuasicristal en un plano
normal al eje de simetria 5. Debemos mencionar que una evidencia a favor
de este tipo de estructura es que las posiciones de los atomos estén en
concordancia con- las determinadas experimentalmete por Janot, et al.
(1988) (véase Romeu, 1989). No es sorprendente entonces, que su patrén de
difraccién cinemdtico, que se muestra en la Figura 22b, sea practicamente

indistinguible del exﬁerimental.

; . B & b o T 1

Figura 22. (a). 200 &atomos de un cuasicristal perfecto decorado. (b).
Patrén de difraccién cinematico.
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VI CONCLUSIONES

Con respecto a los otros modelos de cuasicristal, basados en
técnicas de proyeccién, la generalizacién que nosotros presentamos en
este trabajo, tiene la ventaja de su factibilidad fisica como resultado
de que esta respaldado por un mecanismo de crecimiento que ha probado su
validez. Podra apreciarse mas claramente su relacién con el modelo
fisico, en ellmomento que se trate con una aleacién en particular. Una
vez conocida la estequiometria, no es dificil deducir la clase de &tomo
que se asociard a cada superficie atémica del cristal en 6D que se
describié en la Seccién V.3 (tabla I). Algunos intentos en esta direccién
fueron previamentehechos por Kalugin et al. (1986) y, posteriormente, por
Bak y Goldman (1988) quienes proponen, para las aleaciones Al-Mn, una
decoracién de la celda unitaria en 6D que consiste de ciertas
hipersuperficies atémicas de Mn en los vértices del hipercubo (unitario)
y de Al en las posiciones (1/2,0,0,0,0,0) (es interesante notar 1la
similitud con las posiciones de la decoracién que proponemos en la tabla
I, 1la diferencia se encuentra en que en nosotros consideramos un
hipercubo de tamafio 2, en donde, ademas, se agregan las superficies que
se encuentran en 80 caras de dimensién 3). De esta manera, el método
adquiere mas significado fisico pues, al momento de cortar o proyectar,
cada superficie atémica correspondera a un atomo, de una clase bien
definida, de la estructura real.

El método que presentamos, puede- ser-aplicado-para-la generacién de
cualquier estructura no periédica del tipo que propone el modelo DR y, en

consecuencia, para la generacién de estructuras no peridédicas estables
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bajo un potencial interatémico. Las posibilidades que nuestro método
abre, son miltiples. En la Seccién V.5 mostramos como puede obtenerse un
cuasicristal prefecto con decoracién; esto puede propiciar una situacién
mas general, que consiste en generar, con un método como el GDM (véase
Capitulo III), cuasicristales perfectos de diferentes clases de
isomorfismo local que, una vez levantados a 6D, se utilicen como puntos O
para cortar el cristal propuesto en la Seccién V.3. De esta manera,
superamos el inconveniente de que los métodos de proyeccién solo permiten
obtener wuna sola clase de isomorfismo local de cuasicristales
icosaedrales (esto es cierto para el método de corte siempre que 1la
decoracidén sea ortogonal a E). Por otro lado, no hay impedimento para que
en cada paso pueda modificarse la inclinacién irracional de la banda, con
lo que se produce, de esta manera, el desorden que caracteriza a los
cuasicristales aleatorios. Y podemos ir més lejos aﬁn; pués queda abierta
la posibilidad de obtener particulas multiplemente gemeladas, que también
pueden ser crecidas usando el modelo DR (Romeu, 1989), lo que aumentaria
la gama de aplicaciones novedosas que proponemos de los métodos de
proyeccién. Todo esto es extensivo a todas las nuevas simetrias no
cristalograficas que se han encontrado coﬁo, por ejemplo, 1la fase
dodecagonal y octagonal.

En relacién con el método en si, un tema que promete consecuencias

de fundamental interés, estd relacionado con la trayectoria de la banda

en el hiperespacio. Después de da -discusitén-del--Capitulo:V, no::podemos::=:

dejar de preguntarnos si existe un camino-6ptimo, desde-el punto—de vista
fisico, que la banda deba seguir. ‘Atendiéndo argumentos del modelo DR,

nosotros proponemos una trayectoria marcada por los puntos 0, ya que son
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esos los que originan (en 3D) fronteras de baja energia, pero, si nos
situamos en el hiperespacio, no se tiene una razén de esa naturaleza para
que la banda adquiera esa configuracién, y si tomamos en cuenta que los
desplazamientos fasénicos cuestan poca energia, es inevitable
cuestionarnos sobre porqué no seguir otro camino. No es necesario
insistir en la importancia que tendrd dilucidar esta interrogante; con
ello se completaria todo un formalismo que emparenta de manera definitiva

el modelo fisico con el modelo matematico.
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ANEXO A

Demostracion del Teorema 2 (seccion IV.1)

El Teorema 2 propuesto en la Seccién IV.1 constituye una
generalizacién del teorema de Hadwiger a redes ortorrémbicas. Con objeto
de hacer mas evidente el resultado, la demostracién que daremos en esta
parte, requerird de otros dos teoremas auxiliares que procedemos a
enunciar.

Como a lo largo de este trabajo, consideraremos que el espacio RN se
descompone | como R"=E“@EL, con dim(E")=n (n<N) vy dim(E")=N-n.
Consideraremos también que {ei}L1 es una base ortorrémbica de R' con

Ai=HeiH, (i=1,..,N).

Teorema Al. Si *{ta-l}l:__1 es una base ortorrémbica (esto es, si
e -eJ=AthSiJ), entonces {al/hl} es una estrella eutactica normalizada.

#*
N . N
Demostracion: Sea {el]‘l__1 la base reciproca a {ei}rq. donde

*
2 5
ei=ei/hi, para i=1,..,N., puesto que para ese caso se tiene:

1

* 2 2
ece = (ece)/A"=(AAX8 )/A" =38
i ] i) i 1 13 1

3
Asi, para cualquier PERN podemos escribir:

N i N 5

P =1§i (P-ellei = 1§1 (P-ei)/Aie :

de manera que si tenemos que PeE", puesto que P-ei=P-ai, se tiene:

Peai at ;
A AL AL (A.1)

P=
1

"~ =

de donde se sigue inmediatamente, por el Teorema de Hadwiger (Teorema 1
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de la Seccién IV.1), que {al/?tl} es eutdctica normalizada.

Teorema A2. Sea {cl}}:_1 un subconjunto de E". Si existen N numeros
reales positivos Al, Az""hn’ tales que {cl/Al} forman una estrella
eutdctica normalizada, entonces existe una base {e;}T_l de R" que es

ortorrémbica y puede escribirse como e;=c!+di, con d!ERn.

Demostracion: Puesto que {ci/Ai} es eutactica, existe una base

ortonormal {r:l}l:__1 de R que puede descomponerse (lo que es equivalente a

proyectar sobre E" y E') como
€ =c/A +f (A.2)
1 ¥ 1
para alguna fieEl.

. " N
Consideremos ahora el conjunto {e;}i~ , donde e;=Aiel. Es claro

1

que e’'+e’=A A S8 , de manera que {e’ " es ortorrémbica.
P ) 414 171=1

La descomposicién de e; se sigue inmediatamnete si sustituimos

e;=Alel en A.2: e; = c1'+ Alfi. Con lo que concluye la demostraciodn.

De los teoremas anteriores podemos inferir que si tenemos una

estrella {ci}f_ y si existen Al, A ,..,AN, reales positivos, tales que

1 2

{cl/hi} sea eutdctica normalizada, esto es (por el teorema Al), tales que
se cumpla A.1, entonces (por el teorema A2) existe una base ortorrémbica
{E’i}:‘__1 que proyecta en la estrella {ci}:q. De aqui que el Teorema 2 de

la Seccién IV.1 es realmente un corolario del Teorema AZ2.



