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RESUMEN de la tesis de Juan Antonio Zacarias Mena, presentada como requisito par-
cial para la obtencion del grado de Maestro en Ciencias en Electrénica y Telecomuni-
caciones. Ensenada, Baja California, Diciembre de 2012.

Estudio experimental del comportamiento complejo de circuitos conmutados

Resumen aprobado por:

Dr. Joaquin Alvarez Gallegos

Director de Tesis

En la actualidad el campo de la electronica de potencia tiene una importancia cada
vez mayor: se estima que durante el siglo XXI, el 90 % de la energia eléctrica generada
en los paises desarrollados sera procesada por la electronica de potencia antes de su
consumo final. En estos paises, alrededor del 60 % de la electricidad producida se utiliza
para motores de potencia, y otro 20 % es consumido por la iluminacién. Dado que los
circuitos electronicos de potencia son una parte esencial en estas areas, un nimero cada
vez mayor de convertidores de potencia son conectados a la alimentacion de corriente
alterna. La naturaleza discontinua de estos convertidores genera un comportamiento
dindmico muy variado, desde puntos de equilibrios hasta oscilaciones cadticas.

En este trabajo de tesis se presenta el estudio del comportamiento dinamico de
tres convertidores bésicos (buck, buck-boost y de Cuk), con una ley de retroalimen-
tacion de modulacion de anchura de pulso. Mediante un estudio analitico, numérico
y experimental se mostrd que los circuitos pueden efectivamente presentar comporta-
mientos dindmicos tales como bifurcaciones deslizantes, puntos de equilibrios, érbitas
periddicas, orbitas cuasiperiodicas y cadticas cuando ocurren variaciones en la tension
de entrada V}, y el periodo T' de la senal de modulacién. Se utiliza la teoria de sistemas
dindmicos discontinuos como herramienta analitica para determinar las condiciones del
sistema para que éste presente un comportamiento cadtico. Resultados numéricos y
experimentales ilustran el andlisis presentado.

Palabras Clave: convetidores de potencia, sistemas dinamicos discontinuos, bi-
furcaciones, caos



ABSTRACT of the thesis presented by Juan Antonio Zacarias Mena, in partial ful-
fillment of the requirements of the degree of Master in Sciences in Electronics and

Telecomunicatons Instrumentation and Control. Ensenada, Baja California, December
2012.

Experimental study of complex behavior of switching circuit

The field of power electronics has a growing importance: it is estimated that during
the XXI century, 90 % of the electrical energy generated in developed countries will be
processed by power electronics before its final consumption. In these countries, about
60 % of the electricity generated is used to drive power motors, and a further 20 % is
consumed by lighting. Because as power electronic circuits are fundamental to areas,
more and more power converters will be connected to the ac supply. The discontinuous
nature of these converters make them display a wide range of dynamical behaviors,
from stable equilibrium points to chaotic oscillations.

This thesis presents the study of dynamical behaviors of three basic converters (buck,
buck-boost and Cuk), using a control pulse width modulation. Analytical, numerical
and experimental studies showed the presence of sliding bifurcations, bifurcations of
equilibria, as well as periodic, quasi-periodic and chaotic orbits when the input voltage
Vin and period T modulation signal are varied. We use the piecewise-smooth dynamical
systems theory as analytical tool to determine the system conditions to present a chaotic
behavior. Numerical and experimental results illustrate the presented analysis.

Keywords: power converters, piecewisw-smooth dynamical systems, bifurca-
tions, chaos
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Desde hace anos ha existido la necesidad de controlar la potencia eléctrica de los
sistemas de traccion y de los controles industriales impulsados por motores, lo cual ha
llevado a la electronica de potencia a revolucionar la idea del control para la conversion
de potencia y el control de motores eléctricos. La electrénica de potencia es un campo
multidisciplinario cuyas principales materias son: los dispositivos electronicos y mag-
néticos, la teoria de circuitos y el control. Mediante la electronica de potencia se puede
convertir la tension de corriente directa (cd) de una baterfa en una tensiéon de corriente
alterna (ca); reducir o elevar una tensién de cd; rectificar una tensién de ca o variar
su frecuencia; hacer que una carga con dinamica fuertemente no lineal sea vista por la
fuente como una carga resistiva simple, o producir una tensién de ca con amplitud y
frecuencia variable. Todo esto en un tamano reducido, con un costo minimo y una alta

eficiencia en la conversion.

Una gran parte de los circuitos electrénicos de potencia se basa, en primer término,
en la conmutacion de dispositivos de potencia. Con el desarrollo de la tecnologia de
los semiconductores de potencia o tambien llamados diodos de cuatro capas, las capa-
cidades del manejo de la energia y la velocidad de conmutacion de los dispositivos de
potencia se han mejorado tremendamente. La electronica de potencia ha alcanzado ya
un lugar importante en la tecnologia moderna y se utiliza ahora en una gran diversidad

de productos en la industria (o fabricas), que incluyen controles de temperatura, de
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iluminacién, de motores, fuentes variables de alimentacién, sistemas de propulsiéon de
vehiculos y sistemas de alta tensién de corriente continua. Debido a que los circuitos
electronicos de potencia convierten la energia eléctrica de una forma a otra, se les conoce
también como convertidores electronicos de potencia o simplemente convertidores.

La principal dificultad en el disefio de esquemas de control para los sistemas y
circuitos conmutados radica en su caracteristica de conmutacion. En el caso de los
convertidores, la transferencia de energia de la fuente hacia la carga se realiza mediante
conmutaciones, esto le confiere al circuito un cardcter discontinuo (Miranda y Alvarez,
2009). Aunque éstos pueden estar compuestos de elementos lineales y pasivos, generan
una dinamica global no lineal que puede exhibir una amplia variedad de comportamien-
tos no tradicionales como intervalos de equilibrios, variedades deslizantes, ciclos limite,
bifurcaciones tipicas y no tipicas como de colisién (Banerjee y Verghese, 2001), roces
(grazing en inglés) (Di Bernardo et al., 2008), deslizantes (Di Bernardo y Iannelli, 2002),
etc., asi como atractores cadticos (Aroudi et al., 2005).

Comprender mejor la dindmica compleja que presentan los sistemas conmutados
permitiria un diseno 6ptimo de controladores, o utilizar mas eficientemente los ya exis-
tentes que se ven limitados por los sistemas de proteccion y seguridad que se agregan

para evitar comportamientos no modelados.

1.2. Antecedentes

Los fenémenos dinamicos son continuos en el tiempo. Las discontinuidades pueden
aparecer cuando en la representacion dinamica se incluyen elementos con dindmicas muy
diferentes. Una de las representaciones comunes de la dinamica de sistemas conmutados

utiliza modelos discontinuos.
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Por otra parte dada la complejidad de estos modelos en ocasiones los sistemas con-
mutados se puede considerar de estructura variable (Tse, 2004; Miranda y Alvarez,
2009). En la literatura se recurre a modelos menos complejos, pero, al utilizar modelos
mas sencillos no se representa toda la dinamica de los sistemas conmutados. Por ejem-
plo, en el caso de los convertidores conmutados se necesita agregar elementos de protec-

cion para evitar que la dinamica no modelada del convertidor afecte su funcionamiento

(Mohan et al., 2003).

En anos recientes, se ha dedicado un gran esfuerzo al andlisis de fenémenos no
lineales en electronica de potencia. En particular, varios resultados niimericos y expe-
rimentales han mostrado que la modulacién de anchura de pulso de alta frecuencia en
las topologias de convertidores cd/cd puede exhibir evoluciones no lineales y también
cadticas (Aroudi et al., 2005). El comportamiento complejo en electrénica de potencia
comenzb a tener un tratamiento formal a fines de los 80’s, y muchos de los trabajos
reportados se han enfocado en la conmutacién de los convertidores de potencia. En
1984, Brockett y Wood presentaron un articulo que describe caos en un convertidor
buck. Hamill y Jefferies en 1988 analizaron detalladamente el comportamiento cadtico
en electréonica de potencia. La investigacion inicial en esta linea fue realizada con el
modelo de ecuaciones diferenciales exactas de los convertidores. Con esta clase de
descripcion de sistemas, fue dificil ir mas alla de las observaciones empiricas de los
fenomenos no lineales (Banerjee y Verghese, 2001). Después de que fue demostrado a
conciencia que todos los circuitos conmutados controlados por retroalimentacion son
inherentemente no lineales y que muchos fenémenos no lineales ocurren en ellos, los
esfuerzos fueron dirigidos hacia el desarrollo de modelos de sistemas con los que se
podria investigar tedricamente tales fenémenos. Usando la descripcién de los sistemas

dindmicos no lineales, Hamill y Dean propusieron un nuevo modelo basado en mapas
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no lineales en (Hamill et al., 1992). El modelo de la técnica de muestreo de datos en
los circuitos de electronica de potencia presentado en el libro de Kassakian, Schletcht,
y Vergheses (Kassakian et al., 1991) ayudd en este desarrollo. En este método, se
observan las variables de estado en un instante de tiempo especifico. Es claro que la
seleccion del instante de muestreo no es tinico. Por ejemplo, en el convertidor buck se

puede muestrear las variables de estado de tres formas diferentes:

= Al comienzo de cada ciclo de la rampa.

» En aquellos instantes de tiempo que resultan en un evento de conmutacion (i.e.,

los saltos de ciclos son ignorados).

» En cada instante de evento de conmutaciéon (i.e., cuando vep, = v,.).

Dean y Hamill propusieron el segundo en (Hamill et al., 1992) y mds tarde aplicaron
este método para analizar el convertidor boost. Di Bernardo usa el tercer método en el
andlisis del convertidor buck (Di Bernardo et al., 1998a,b, 2001, 2002a). Por otra parte,
Banerjee y Chakrabarty (Banerjee y Chakrabarty, 1998), Chan and Tse (Chan y Tse,
1997) y Marrero (Marrero et al., 1996) aplicaron el primer método. Con las herramien-
tas que ellos propusieron, las investigaciones se enfocaron en el estudio de los fenémenos
no lineales que ocurren en convertidores especificos y en esquemas de modulacién de
anchura de pulso (MAP). El convertidor buck controlado por tensién y el convertidor
boost controlado por corriente han recibido una gran atencion en las investigaciones. El
primero, porque exhibe una rica variedad de fenémenos no lineales y el segundo por ser
facil de obtener una forma cerrada de la expresion de mapeo, que facilita su tratamiento
analitico. También han sido investigados comportamientos no lineales en otras confi-

guraciones de convertidores. Tse (Tse, 2004) ha mostrado fenémenos de bifurcaciéon en
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convertidores boost y de Cuk. También se han hecho algunos esfuerzos en la investiga-
cién de fendmenos no lineales en otros sistemas de alta potencia. Nagy en (Nagy et al.,
1989) investigo el control de corriente de un manejador de motor de inducciéon; Magauer
y Banerjee en (Magauer y Banerjee, 2000) reportaron cuasiperiodicidad, duplicacién de
periodo, caos en sistemas controlados por técnicas de MAP; Kuroe y Hayashi en (Kuroe
y Hayashi, 1989) observaron y analizaron muchos fenémenos de bifurcacién interesantes

en sistemas de accionamiento de maquinas de induccién en electréonica de potencia.

En todos estos estudios, el método esencial ha sido la obtencién de un modelo de
tiempo discreto del sistema bajo estudio y se analiza el fenémeno observado en térmi-
nos de la tedria de bifurcaciones desarrollada por matemaéticos y fisicos. En muchos de
los casos éste enfoque trabaja bien. En algunos casos, sin embargo, fueron observados
fendomenos de bifurcacién muy atipicos. Por ejemplo, fueron observadas transiciones
directas de una orbita periédica a una orbita cadtica en (Di Bernardo et al., 1998b,
2002a; Tse, 2003, 2004) y fue reportada duplicacién de periodo no suave en (Di Ber-
nardo et al., 2008, 2001). Estos fendmenos no pueden ser explicados en términos de la
teéria de bifurcacién estdndar desarrollada para mapeos suaves. Banerjee en (Baner-
jee y Verghese, 2001) y Di Bernardo en (Di Bernardo et al., 2001) mostraron que en
muchos de estos sistemas las bifurcaciones atipicas observadas pertenecen a una nueva
clase llamada bifurcacién de colisiéon de esquina. Di Bernardo en (Di Bernardo et al.,
1998a; Di Bernardo y lannelli, 2002) muestran que hay movimiento de deslizamiento
en el convertidor buck. Esto crea un nuevo interés en el andlisis tedrico de sistemas
diferenciables por partes (SDP); el trabajo conceptual para el entendimiento y carac-
terizacién de tales bifurcaciones ha sido recientemente desarrollado por Banerjee en
(Banerjee y Verghese, 2001) y Di Bernardo en (Di Bernardo et al., 2008), y algunos

trabajos anteriores hechos por Feigin en (Di Bernardo et al., 1999). Con este conjunto
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de conocimientos, muchos fenémenos de bifurcacion empiricos observados ahora pueden
ser explicados teéricamente. Ahora es conocido que los tres tipos de mapeos ocurren en

electronica de potencia:

= Mapeos suaves.

= Mapeos diferenciables por partes.

= Mapeos discontinuos.

La teoria de bifurcacién desarrollada, para estas clases de mapeos, es relevante en
electronica de potencia puesto que nos ayuda a entender porqué en ocasiones un tipo
de comportamiento de los sistemas cambia a otro mientras se varfa un parametro.

Por otra parte, un area importante de investigacion es la simulacién niimerica efi-
ciente de sistemas con interruptores, dado que estos sistemas son a menudo muy dificiles
de investigar por los métodos analiticos y de simular por las técnicas nimericas tradi-
cionales. Por lo tanto, se necesita un mayor entendimiento acerca de la dindmica de
los sistemas con interruptores. Varios fenémenos, los cuales no estan presentes en el
area de sistemas diferenciables, pueden ocurrir en sistemas con interruptores. Estos
incluyen modos deslizantes y conmutaciones répidas arbritarias (Di Bernardo et al.,
2008). Muchos de los modelos de sistemas hibridos propuestos en la literatura tienen
restricciones para prevenir conmutaciones de muy alta frecuencia entre los modos dis-
cretos. Si tales restricciones no son impuestas sobre el diseno del sistema de control,
es comun tener cambios rapidos en el modo de operacion. Este tipo de dindmicas no
siempre son bien definidas y esto acarrea que el modelo deba ser reformulado. Las
conmutaciones de alta frecuencia son siempre dificiles de trabajar en herramientas de

simulacién (Bernhardsson et al., 1999).
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Herramientas ntmericas confiables para la simulacién de sistemas mecanicos (e.g.,
engranes y frenos) y eléctricos (e.g., sistemas de relevadores y convertidores cd/cd)
juegan un papel importante en el andlisis y desarrollo de tales sistemas. Estos son
modelados a menudo por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs)
que pueden ser muy complejas. Existe una amplia variedad de métodos numéricos para
resolver las EDOs y muchos de ellos son rutinas usadas en programas establecidos, por
ejemplo, Matlab. Sin embargo, muchos de estos algoritmos requieren que las EDOs
sean suficientemente diferenciables, mientras que los modelos como los mencionados
anteriormente incluyen tipicamente alguna clase de discontinuidad. Los sistemas con
discontinuidades son a menudo referidos como sistemas diferenciables por partes, en
las cuales las discontinuidades pueden aparecer ya sea en el estado (i.e., discontinuo
con respecto al tiempo) o en el lado derecho del modelo de estado (i.e., en el vector
de campo o sus derivadas) (viz, (Filippov, 1988)). La simulacién de esta clase de sis-
temas requieren un tratamiento ntmerico especial. Existe una diferencia obvia en el
tratamiento de sistemas con saltos en el estado (e.g., debido a sistemas con impacto
mecéanico) con los de vector de campo discontinuo (e.g., debido a interruptores en elec-
trénica), este ultimo llamado sistema de Filippov. La caracteristica mas importante
de los sistemas de Filippov es la posibilidad de movimientos limitados para algtin sub-
conjunto del espacio de estados. Tal movimiento limitado es a menudo referido como

deslizamiento (Di Bernardo et al., 2002b; Piiroinen y Kuznetsov, 2008).

1.3. Objetivo

El objetivo es realizar un estudio experimental sobre el comportamiento de una clase
de circuitos conmutados, en particular sobre ciertas topologias y algoritmos de control

sencillos como los analizados en (Miranda y Alvarez, 2009). Se analizara la presencia
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de bifurcaciones deslizantes, de colision de borde y el comportamiento cadtico, asi como
el efecto que tienen, sobre los estados estacionarios, la variacion de diversos parame-
tros, como el periodo de la senal de modulacion utilizada para limitar la frecuencia
de operacién y la alimentacion general del circuito. En particular se analizara é ilus-
trara experimentalmente la existencia de bifurcaciones deslizantes de diversos tipos y
el comportamiento cadtico en circuitos electrénicos conmutados, de baja dimension.
Las topologias de convertidores basicos que se estudiaran son el buck, buck-boost y
de Cuk. El convertidor buck es un circuito que obtiene a su salida una tensién continua
menor que su entrada, es por eso que también es llamado convertidor reductor. El
convertidor buck-boost es un circuito en el que la tension de salida es mayor o menor
que la tension de entrada, y ademas sus polaridades resultan opuestas, este convertidor
es llamado reductor-elevador. El convertidor de Cuk es un circuito que ofrece una tensién
de salida negativa con respecto a la tension de entrada, y ademas, esta tension de salida

puede ser mayor o menor que la de entrada.

1.4. Organizacion

En el capitulo 2 se presenta una introduccion a los sistemas dinamicos discontinuos
y a las herramientas matematicas como los son los sistemas diferenciables por partes,
los sistemas de Filippov y los sistemas complementarios que se utilizan para trabajar
con los sistemas dindmicos discontinuos.

En el capitulo 3 se da una introduccién a la tedria de bifurcaciones de los sistemas
disconinuos. Se revisan los métodos que se utilizan para el andlisis de bifucaciones
en sistemas discontinuos, en particular para las bifurcaciones de colisiéon de borde y
bifurcaciones deslizantes en sistemas de Filippov. Al final se d4 una introduccién al

método numérico que serd utilizado en la parte de simulacion de los convertidores.
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El capitulo 4 esta dedicado a presentar el comportamiento complejo del convertidor
buck. Se plantea el modelo del convertidor buck que sera utilizado en la parte numérica.
Se presentan los resultados numéricos y experimentales que ilustran el comportamiento
complejo de este circuito.

El capitulo 5 estd dedicado a presentar el comportamiento complejo del conver-
tidor de Cuk. Se plantea el modelo del convertidor de Cuk que serd utilizado en la
parte numérica. Se presentan los resultados numéricos y experimentales que ilustran el
comportamiento complejo de este circuito.

En el capitulo 6 se presenta el comportamiento complejo del convertidor buck-boost.
Se plantea el modelo de éste convertidor, el cual serd utilizado en la parte numérica.
Se presentan los resultados numéricos y experimentales que ilustran el comportamiento
complejo de este circuito.

Finalmente, se muestran las conclusiones generales.
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos discontinuos

2.1. Introduccion

Los sistemas fisicos pueden operar en diferentes modos; generalmente cada modo
presenta una dinamica diferente, y a veces es frecuente que ocurran transiciones entre los
modos de operacién de un sistema. Estas transiciones pueden considerarse instantaneas,
siempre y cuando la escala de tiempo de la transicién sea mucho menor que la escala de
tiempo de las dindmicas de los modos individuales. Entre los sistemas mecanicos que
poseen esta caracteristica se encuentran: los sistemas con fricciéon seca, con impacto y
con holgura mecanica. Otros ejemplos se pueden encontrar en circuitos electronicos que
tengan diodos y/o transistores, como por ejemplo las fuentes conmutadas. El modelo
matematico de los sistemas fisicos (v.g., los mecénicos, electrénicos, etc.) puede llevar
a sistemas dindmicos discontinuos, los cuales cambian entre diferentes modos, en donde
la dinamica de cada uno de ellos estd asociada a un conjunto diferente de ecuaciones

diferenciales (Di Bernardo et al., 1998a).

Desde el punto de vista matematico, los sistemas dinamicos discontinuos no son
faciles de analizar, ya que los modelos resultantes son sistemas dinamicos cuyo lado
derecho es no-continuo o no-diferenciable (Filippov, 1988). M4s atin, en muchos de los
casos en las soluciones se observan restricciones adicionales que frecuentemente apare-
cen en la forma de restricciones de desigualdad. Esto significa que una extension del
concepto de ecuacion diferencial se necesita para describir el comportamiento discon-

tinuo.
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Se ha dedicado mucho trabajo para introducir las bases matematicas de los sis-
temas dinamicos discontinuos. Hay, al menos, tres diferentes enfoques para tratar con
esta clase de sistemas: el de inclusion diferencial, el de formalismo complementario y
el de sistema hibrido. Los diferentes enfoques han mostrado ser adecuados para al-
gunos propositos, aunque todos ellos tienen algin inconveniente, lo cual los hace mas

apropiados para ciertas tareas que para otras (Mehrizi-Sani et al., 2007).

2.1.1. Clasificacion de los sistemas dinamicos discontinuos

Los sistemas dindmicos discontinuos pueden ser descritos por un conjunto de ecua-
ciones diferenciales ordinarias diferenciables por tramos. Estos son diferenciables en
regiones (; del espacio de estados con diferenciabilidad que se pierde al cruzar las
fronteras ¥; ; entre regiones adyacentes, viz figura Nos referimos a estas fronteras
como conjuntos o variedades de conmutacién. Especificamente tenemos el modelo de

discontinuidad

&= F(x,t, ), (1)

donde F' : R*™™*! — R" es una funcién diferenciable por partes, ¢ es la variable de
tiempo, pu € R™ un vector de parametros y x € R" el vector de estados. En cada
region G; del espacio de estados, la dindmica del sistema es descrita por una forma

diferente, f;, del vector de campo del sistema.
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Figura 1: Representacion esquematica de la trayectoria de un sistema que cruza la fron-
tera X entre regiones adyacentes de dinamicas diferenciables. (Fuente: “Piece-smooth
Dynamical systems Theory and Applications”, di Bernardo, M., Budd, C., Champneys,
A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)

Los sistemas dinamicos discontinuos de interés se pueden dividir en tres categorias,

dependientes del tipo de no diferenciabilidad de sus 6rbitas y campos vectoriales (Leine,

2006).

1. Sistemas continuos y no diferenciables: Son sistemas no diferenciables cuyas o6r-

bitas y campos vectoriales son continuos en todas partes, o sistemas continuos
diferenciables por tramos. Estos sistemas tienen o6rbitas continuas diferencia-
bles pero discontinuidades en la primera derivada o en las superiores de f, i.e.

f’i(:’cOJ/’L> = fj(x07/1’>7 pero dn € N tal que %T;{IZ (33'0,/1/> %nx{f (l’o,/ﬁ), vxo € E’L]

Algunos ejemplos incluyen sistemas mecéanicos con soporte eldstico bi-lineal, viz
figura [2, cuyo modelo matemético que describe el comportamiento del sistema
esta dado por

mi + kx = focoswt — f (x),
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f(x)

Figura 2: Sistema dinamico discontinuo tipo |. (Fuente: “Bifurcations of equilibria in
non-smooth continuous systems ”, Leine, R. I., 2006, Physica D, paginas 121-137)

2. Sistemas con campo vectorial discontinuo, i.e., fi(zo,p) # fi(zo, 1), Voo € 3y
Estos sistemas son también llamados sistemas de Filippov. Como ejemplos po-
demos mencionar los sistemas con soporte elastico viscoso, con friccion seca, y
los modelos de convertidores de electrénica de potencia, viz figura 3] El modelo

matematico de un sistema masa-resorte con friccion seca esta dado por
mi + kx = focoswt — f (z),

— r <0,

L x> 0.




30

L f(@)
] 1 fo cos wt H

‘ T
l oz -
2 1 o

Figura 3: Sistema dinamico discontinuo tipo Il. (Fuente: “Bifurcations of equilibria in
non-smooth continuous systems ”, Leine, R. I., 2006, Physica D, paginas 121-137)

3. Sistemas que presentan discontinuidades (6 saltos) en el estado o sistemas con
impacto. Como ejemplos podemos mencionar los sistemas de impacto con velo-
cidad reversible o maquinas de vibro-impacto. Estos sistemas son comunmente
formulados como un sistema hibrido con saltos discontinuos (i.e., como leyes de
restituciéon) descritos por mapeos auxiliares, viz figura . Por ejemplo el modelo

matematico de una esfera que se deja caer e impacta con el suelo esta dado por

mi = —g+mf(z),

I(tk) = 0,
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en donde t; es el tiempo en el que z = 0, y &_ (tx) v @4 (tx) son el valor justo

antes y después de & en el instante de tiempo t;, respectivamente.

Figura 4: Sistema dinamico discontinuo tipo Ill. (Fuente: “Bifurcations of equilibria in
non-smooth continuous systems ”, Leine, R. I., 2006, Physica D, paginas 121-137)

2.1.2. Sistemas diferenciables por partes

Existen diferentes formalismos para tratar con los sistemas continuos no diferencia-
bles, que incluyen sistemas hibridos, problemas complementarios y ecuaciones diferen-
ciales ordinarias multievaluadas. La nocion clave es la de una inclusion diferencial que
permite que el lado derecho de una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) & = f(z) no
sea estrictamente una funcién, sino una funcién multievaluada. Por ejemplo, los meca-
nismos con friccion seca de Coulomb. Un sistema diferenciable por partes es un conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias en R", donde el espacio de estados es partido en

varios conjuntos abiertos S;, en cada uno de los cuales el sistema es diferenciable:

= f(x,u), x € R", i€ RP, (2)

en donde
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fx,p) = F;(x, 1) VeeS,CcR", i=1,...,n

y cada funcién F; es diferenciable. También se supone que cada frontera X;; entre
regiones S; y S; es una variedad diferenciable (n — 1)-dimensional, aunque también, se
interesa en las esquinas de la interseccion de dos ¥;; diferenciables. La evolucion de la
dindmica de tales sistemas durante el tiempo T" desde una condicién inicial xq define
un flujo ® (xg, ), el cual puede ser descompuesto en flujos ®; definidos en cada regién

S;, como se muestra en la figura [5

Figura 5: Bosquejo del espacio de estados de las dos clases de sistemas que se consideran;
(a) SDP sin deslizamiento (b) Sistemas de Filippov. (Fuente: “Piece-smooth Dynamical
systems Theory and Applications”, di Bernardo, M., Budd, C., Champneys, A., Kowalczyk,
P., 2008, Springer)

En general, diferentes clases de SDP pueden clasificarse acordes con lo que se permita
que ocurra cuando el flujo global ® intersecta la frontera X;;.
2.1.2.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias diferenciables por partes

Definicién 2.20. (Di Bernardo et al., 2008) Un flujo diferenciable por partes esté

dado por un conjunto finito de EDOs
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t = Fj(x,u), para z€S; (3)

en donde U;S; = D C R" y cada .5; tiene un interior no vacio. La interseccion

Yi; = S; N .S; es ya sea una variedad (n — 1) — dimensional incluida en las fronteras
S; y S;, denotadas como 0S; y 95;, o es el conjunto vacio. Cada vector de campo Fj
es diferenciable tanto en el estado x como en el parametro p y define un flujo
diferenciable ®;(x,t) dentro de cualquier conjunto abierto U D S;. En particular, cada

flujo ®; estd bien definido en ambos lados de la frontera 05;.

Definicién 2.21. (Di Bernardo et al., 2008) El grado de diferenciabilidad en un
punto xy en un conjunto conmutado X;; de una EDO diferenciable por partes es el més
alto orden r tal que la expansion en series de Taylor de ®;(xo,t) y ®;(z0,t) con respecto a
t, evaluada en t = 0, corresponda a los términos de O(t"~1). Esto es, la primera derivada
parcial diferente de cero con respecto a t de la direferencia [®;(zo,t) — P;(x0,t)] |=0
sea de orden 7.

Ahora, si se concidera una EDO local con un conjunto simple discontinuo 15 que

puede ser escrito como

Fi(z, ), st x €S

Fy(x, ), si x €Sy,

donde F} genera un flujo &1, F5 un flujo ®,5. Se tiene que

0@ |~ Fy(a), (5)
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2D,(x,t) e OF,  OF; 9®,
oz "7 ot T 0d, ot

en donde el segundo subindice x significa derivada parcial con respecto a x.

Similarmente

33@ (.I’, t)

O3 |t:0: F’i,x:cF? + 'FZQJF“ (7)

etc., Si I} y Fy difieren en una m — ésima derivada parcial con respecto al estado =,
se tiene que los flujos ®; y @, difieren en su (m + 1) — ésima derivada parcial con

respecto a t.

Por lo tanto, si Fi(x) # Fy(z) en un punto x € 1, entonces se tiene un grado de
diferenciabilidad-uno ahi. Sistemas con grado uno se dice que son de tipo de Filippov.
Alternativamente, si Fy(z) = Fy(z) pero hay una diferencia en el jacobiano derivado
Fi.(x) # F>.(x) en z, entonces el grado de la diferenciabilidad se dice que es 2. Una
diferencia en la segunda derivada F} ,,(2) # F..(2) da un grado de diferenciabilidad
de tres, etc. Sistemas con grado de diferenciabilidad de dos o mayor pueden ser llamados

sistemas continuos diferenciables por partes.

Definicién 2.22. (Di Bernardo et al., 2008) Una frontera de discontinuidad 3;;
se dice que es uniformemente discontinua en algiin dominio D si el grado de diferen-
ciabilidad del sistema es el mismo para todos los puntos = € ¥;; C D. Se dice que la
discontinuidad es uniforme con grado m si la primera derivada parcial diferente de cero
de F; — F; evaluada sobre X;; es de orden m — 1. Més atn, el grado de diferenciabilidad

es uno si Fy(xz) — Fj(x) # 0 para x € ¥;; N D.
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2.1.2.2. Sistemas de Filippov

El caso de sistemas con grado de diferenciabilidad uniforme se debe tratar con
detenimiento ya que permite la posibilidad de movimiento deslizante. Para definir el

deslizamiento, es 1til pensar en un sistema local

con H : R™ — R una funcién escalar que depende de los estados del sistema y con
una frontera de discontinuidad entre dos regiones definida por el conjunto cero de la

funcién diferenciable H (z) = 0, viz figura 6]

Definicién 2.23 (Di Bernardo et al., 2008) La regiéon de deslizamiento de un
conjunto discontinuo de un sistema de la forma con grado de diferenciabilidad

uniforme uno, estd dada por la porcién de las fronteras de H(x) para el cual

Esto es, VH * I} (la componente de F} normal a H) tiene el signo opuesto a V H * F5.

Asi, la frontera es atractora (o repeledora) simultdneamente por ambos lados.
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Figura 6: Sistema de Filippov: (a) Region deslizante atractora; (b) Region deslizante
repulsora. (Fuente: “Piece-smooth Dynamical systems Theory and Applications”, di Ber-
nardo, M., Budd, C., Champneys, A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)

Existen dos enfoques en la literatura para la formulacién de las ecuaciones para los
flujos que tienen deslizamiento cuando se escriben en la forma general . Estos son el
método de control equivalente de Utkin y el método convexo de Filippov. En el método
de Utkin, se supone que el sistema fluye acorde al vector de deslizamiento Fis, el cual
es el promedio de los dos vectores de campo Fj (en la region S7) y Fy (en la regién Ss)
mas un control f(x) € [—1,1] en la direccién de la diferencia entre los dos vectores

Fi+F, F,—F

Fip = 5 + 5 B(x). (10)

Especificamente el control equivalente es

VH*Fl—l-VH*FQ

B) = S B - VH A By

(11)

El método de Filippov, en contraste, toma una combinacion simple convexa de los

dos vectores de campo

F12 = (1 — Oé)Fl + OZFQ, (12)
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con 0 < a <1, donde

VH x F}
= ) 13
a(x) VI = (F = B) (13)
Algunas veces, sin pérdida de generalidad, se escribe
F,; .= F, (14)

para representar el vector de campo de deslizamiento. Los dos métodos mostrados

arriba son algebraicamente equivalentes con § = 2a — 1.

En ambos casos es sencillo demostrar que el vector de campo F§ es ortogonal a la
direccién del gradiente de H y tangente a >. El método de Utkin tiene la interpretacion
de que [ es precisamente el control que se necesita para poner el flujo en la direccion
que sea tangente a X; viz figura [th. Otra interpretacion, la del método de Filippov, es
que solo la combinacién convexa de los vectores de campo es necesaria para obtener
que el campo resultante Fy caiga en ¥; viz figura [7b. Una interpretacion final se puede
obtener separando ligeramente la frontera de las dos regiones S y 53, dentro de un lazo
de histéresis; viz figura [7c. Esto es, una condicién inicial en S evoluciona bajo el flujo
de Fi hasta que penetra una pequena distancia € en Sy, entonces evoluciona bajo el
flujo de F; hasta pasar de nuevo a través de ¥ a una distancia ¢ del otro lado. Entonces
se puede considerar a proporcional al tiempo que la trayectoria permanece en la region

S1, en el limite e — 0.
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4]

a=t/t,

Figura 7: Definicién equivalente del flujo deslizante Fs: (a) Método de Utkin, (b) Método
de Filippov. En (c) la variable u esta en la direccion de VH ortogonal a ¥. (Fuente:
“Piece-smooth Dynamical systems Theory and Applications”, di Bernardo, M., Budd, C.,
Champneys, A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)

Regresemos al caso de deslizamiento perfecto, si el control 5(z) = —1 (equivalente a
a = 0), entonces el flujo debe ser gobernado solo por F7, el cual debe ser por definicién
tangente a > en un punto dado. Similarmente, f = 1 (o = 1) representa una tangencia

del flujo F5 con ¥. En esencia se puede definir la region de deslizamiento como

Si={reX: —-1<p<1}, (15)

y las fronteras de la region de deslizamiento como

Ot ={reX: f==+1}, (16)
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con tangencia de uno de los vectores de campo o el otro que ocurre en los dos

diferentes tipos de frontera.

2.1.3. Sistemas complementarios

En muchas situaciones parece razonable estudiar los sistemas junto con desigual-
dades y por lo tanto se introduce el concepto de problema lineal complementario (PLC).
Basicamente, el PLC consiste en buscar un vector en un espacio vectorial real de di-
mension finita que satisfaga cierto sistema de desigualdades. Algunas redes dindmicas
con diodos se pueden modelar como un sistema lineal complementario (SLC). El SLC se
obtiene como sigue: se toma el sistema lineal base, se selecciona un niimero de pares de
entrada/salida (u;,y;) y se impone a estas parejas que en cada tiempo ¢ tanto u; como
y; deban ser no negativas y por lo menos una de ellas deba ser cero (i.e., no negativa +

ortogonalidad).

ui(t) >0, (17)
yz(t) >0, (18)
w;(t)y;(t) =0, Vi, Vt. (19)

Las parejas (u;, y;) son llamadas variables complementarias. Las ecuaciones ,
y (19) son llamadas condiciones complementarias (CC) y son denotadas colectivamente

CcOo1mo
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0<uly>0. (20)

En el contexto de circuitos eléctricos imponer condiciones complentarias simple-
mente significa que algiin puerto es modelado por un diodo ideal, con la corriente 7p
y la tensién vp como variables complementarias. Existen dos condiciones generales
permitidas por las CC asociadas a cada pareja (u;,y;): va sea que u; = 0y y; > 0
oquey, =0y wu > 0. En terminos de ingenieria eléctrica, los diodos pueden estar
bloqueados o conduciendo. Si existen p diodos, uno tiene 27 de estas opciones binarias
y el sistema puede estar en cualesquier 2” modos. En los convertidores de potencia uno
tiene ademas del diodo ideal, algunos interruptores ideales los cuales arbitrariamente
se estan abriendo o cerrando por alguna ley de control.

Especificamente, dado un vector ¢ € R* y una matriz M € R¥** el PLC busca un

vector u € R¥ tal que

u >0, (21)
y=q+ Mu>0, (22)
u'y =0, (23)

o mostrar que tal vector no existe. Se denota PLC al par (¢, M). En forma general los

sistemas complementarios estan descritos por ecuaciones diferenciales y algebraicas.

F(z(t),z(t)) =0, (24)
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Si el sistema entrada/estado/salida se considera lineal, se obtiene un SLC

#(t) = Az(t) + Bu(t) + Ew(t), (27)

y(t) = Cz(t) + Du(t) + Fw(t), (28)

en donde A, B, C, D, E y F son matrices y vector (constantes) de dimensién

adecuada, y w (t) es una funcién de entrada.

Teorema 1. Si M € R¥** es definida positiva, entonces el PLC(q, M) tiene una tinica
solucién para toda ¢ € R*. En general, el PLC con matriz semidefinida positiva puede

tener multiples soluciones. Por ejemplo, el PLC con

tiene soluciones

11

u = (1,0), «® =(0,1), u® = (505

).

Difinicién 1. Una matriz M € RF*F ge dice ser una matriz P si todos sus menores

principales son positivos.



42

Teorema 2. Una matriz M € R¥* es una matriz P si y s6lo si el PLC(q, M) tiene
una solucién tnica para todos lo vectores ¢ € R*.

Para establecer la existencia y unicidad de las soluciones para sitemas complemen-
tarios, especificamente para circuitos eléctricos, se ha de mostrado que la pasividad de
los sistemas dinamicos juega un papel importante. En efecto, la existencia y unicidad
de las soluciones se demuestra para redes pasivas con diodos ideales y entradas externas

bajo algiin supuesto.

2.1.3.1. Existencia y unicidad

De la teorfa de circuitos la matriz cuadruple (A, B, C, D) no es arbitraria, si no
que tiene cierta estructura. En efecto, los circuitos deben satisfacer la propiedad de

pasividad cuando no esta presente una entrada externa.

Definicién 1. Un sistema lineal (A, B, C, D) dado por

i(t) = Aw(t) + Bul(t), (29)

y(t) = Cz(t) + Du(t), (30)

es llamado pasivo, o disipativo con respecto a uly, si existe una funcién no negativa
V . R" = R, tal que para todo ty < t; y todas las trayectorias (x, u, y) del sistema

satisface la desigualdad

t1

Vie(to) + / WP (By(t)dt > Va(t)), (31)

to
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si existe la funcion V, ésta es llamada funciéon de almacenamiento. La siguiente

proposicion es uno de lo resultados clasicos de los sistemas y teoria de control.

Proposiciéon 1. Considérese un sistema (A, B, C, D) en el cual (A, B, C) es una

representacion minima. Las siguientes declaraciones son equivalentes.
» X(A, B, C, D) es pasiva.

» La matriz de transferencia G(s) := D + C(sI — A)"'B es real positiva, i.e.,
z* [G(N) + G*(N)] z > 0 para todo vector complejo z y toda A € C tal que Re(\) >

0 y A no es un valor propio de A.

s Las desigualdades de la matriz

ATK + KA KB-CT
>0 (32)

BTK —C —(D+ D7)
y K = KT > 0 tiene una solucién K.

Maés atin, en el caso que X(A, B, C, D) sea pasiva, todas las soluciones de K para las
desigualdades de la matriz son definidas positivas y K es una solucién de siy

sélosi V(x) = %xTK x define una funcién de almacenamiento del sistema (A, B, C, D).

2.2. Estabilidad de los sistemas discontinuos

Es una tarea especialmente complicada proporcionar las condiciones necesarias y
suficientes que garanticen la estabilidad asintotica de un conjunto invariante de un
sistema diferenciable por partes si ese conjunto se extiende a ambos lados de la frontera
entre dos regiones S; y ;. Incluso el problema de evaluar la estabilidad asintética de un

equilibrio ubicado en una frontera de discontinuidad es un problema abierto en general.
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En la teoria de control una técnica para probar la estabilidad es buscar una funciéon
candidata de Lyapunov, esto es, una funcién V(x) que sea Lyapunov (i.e., definida
positiva y que disminuye a lo largo de las trayectorias) para cada uno de los vectores
de campo que definen la dindmica del sistema en cada una de las regiones del espacio
de estados. Sin embargo, buscar tal funciéon en la préactica es un trabajo muy dificil.
En lugar de enfocarse en la estabilidad asintotica de los estados individuales o con-
juntos invariantes, nos concentraremos en cambio en estabilidad estructural y bifurca-
cion. Ya que demostrar estabilidad por el método de Lyapunov puede ser algo dificil, se
debe mejor intentar clasificar todos los mecanismos que pueden conducir a inestabilidad
mientras se varia un parametro. Junto con la clasificacién se usan técnicas analiticas
y numéricas para identificar cual caso ocurre en un sistema particular y para entender

las dindmicas cercanas.

Definicién 2.30. (Di Bernardo et al., 2008) Sea {T,R",®'} y {T, R”,Ci)t} dos
sistemas dindmicos diferenciables por partes , definidos por diferentes flujos
diferenciables contables ®;(z,t) y ®;(x,t) en un nimero finito de regiones S; y S; del
espacio de estados, respectivamente, ¢ = 1... N, con restablecimientos diferenciables
Ri; y R~ij aplicados, respectivamente, a cada una de las fronteras de discontinuidad no

vacias 21] y E,Lj

r = Rij(z, ), st

8
m
M
<.
I
i)
<

(34)

Estos dos sistemas diferenciables por partes son llamados topolégicamente equiva-
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lentes por partes si:

1. Son topoldgicamente equivalentes: esto es, si existe un homeomorfismo h que
mapea las orbitas del primer sistema sobre las 6rbitas del segundo sistema, y se
preserva la direccion del tiempo, es decir, ®'(x) = h_l(@s(h(x))), donde el mapeo

t — s(t) es continuo e invertible.

2. El homeomorfismo A puede ser seleccionado para preservar cada una de las fron-

teras de discontinuidad, es decir, para cada i y j, h(X;;) = 2.

3,4 . _ — - —

Figura 8: Dos retratos de fase que son topolégicamente equivalentes pero no topolé-
gicamente equivalentes por partes acordes a la definicion 2.30. (Fuente: “Piece-smooth
Dynamical systems Theory and Applications”, di Bernardo, M., Budd, C., Champneys,
A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)

Los dos retratos de fase ilustrados en la figura 8 son no equivalentes, debido a que en
la figura [8h existe un ciclo limite que visita las cuatro regiones del espacio de estados,

mientras que en la figura [8p el ciclo limite sélo visita tres.

Definicién 2.31. (Di Bernardo et al., 2008) Un SDP es estructuralmente estable
por partes si existe un € > 0 tal que todas las perturbaciones C'' de un tamafno maximo

e del vector del campo (mapa) f, dejen el nimero y el grado de diferenciabilidad de
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las propiedades de cada uno de los limites ¥;; sin cambio, llevando a un retrato de fase

topologicamente equivalente por partes.

2.3. Resumen del capitulo

Se ha presentado en este capitulo una introduccién a los sistemas dinamicos discon-
tinuos. Se presentaron diferentes formalismos para tratar con los sistemas dindmicos
no diferenciables, en particular se consideran los sistemas diferenciables por partes, los
sistemas de Filippov y los complementarios. Estos formalismos seran de ayuda para el
planteamiento del modelo de los convertidores y de su analisis en los capitulos poste-

riores.
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Capitulo 3

Bifurcaciones de los sistemas discontinuos

3.1. Introduccion

El anélisis de bifurcacion ha mostrado tener un éxito considerable en explicar, clasi-
ficar y representar analogias del comportamiento dinamico de los sistemas, que surge de
diferentes areas de aplicacion. Existe un conjunto mas o menos completo de herramien-
tas matematicas para describir bifurcaciones de sistemas suficientemente diferenciables.
Sin embargo, muchos de los sistemas dindmicos que surgen en las aplicaciones son no di-
ferenciables; algunos ejemplos incluyen la ocurrencia de impactos en sistemas mecédnicos
de movimiento, el movimiento deslizante de osciladores con friccién, las conmutaciones
en los circuitos electronicos y el control en sistemas dinamicos hibridos. En todos estos
casos son violadas las suposiciones detras de los resultados en la teoria de bifurcaciones
para los sistemas diferenciables, y se observan muchos fenémenos nuevos.

Existe una literatura madura que describe diferentes enfoques para el estudio de di-
namicas discontinuas como los sistemas complementarios, las inclusiones diferenciales y
los sistemas de Filippov, entre otras. Los primeros resultados fueron dados por Peterka,
y con referencias mas recientes por Leine en (Leine y van Campen, 1999), Di Bernardo
en (Di Bernardo et al., 2008) y Banerjee en (Banerjee y Verghese, 2001). Se ha obser-
vado en los ultimos anos un progreso significativo en la identificacion, la clasificacion,
el desarrollo y la aplicacién de nuevos tipos de bifurcaciones que son tunicas para los

sistemas discontinuos.

Existe en esencia dos enfoques para definir las bifurcaciones en los sistemas dife-
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renciables: el analitico y el topologico. En el analitico una bifurcacién se define como
una ramificaciéon, un doblez o la creaciéon de rutas adicionales de las soluciones de una
clase determinada dentro de un diagrama de bifurcacién. En el sentido topoldgico, una
bifurcacion es un valor de parametro dentro de una clase de sistemas en el que el retrato
de fase no es estructuralmente estable. Para sistemas no diferenciables, estos conceptos

son un problema.

En lugar de hacer frente a estas cuestiones técnicas, se sugiere un enfoque diferente.
Se estd interesado en describir situaciones que son Unicas en los sistemas no diferencia-
bles; especificamente, cuando la dinamica del sistema se degenera con respecto a una
frontera de discontinuidad. Por ejemplo, esto puede implicar un conjunto invariante que

se adquirio en un primer contacto con cierta >;;, o la aparicion de deslizamiento a lo

R
largo de la 6rbita de ese conjunto invariante. Se refiere este evento como bifurcacién
discontinua inducida (BDI) ya que, es dependiente de las circunstancias, esto puede o
no llevar a una bifurcacién en cualquier sentido clasico mientras se varia un parametro.

Estos eventos en el pasado han sido llamados bifurcaciones discontinuas, bifurcaciones

basadas en la discontinuidad y, en la literatura rusa, bifurcaciones-C.

Definicién 2.32. (Di Bernardo et al., 2008) Una BDI ocurre a un valor de un
parametro en el cual un sistema diferenciable por partes no es estructuralmente estable
por partes. Esto es, existe una perturbacion arbitrariamente pequena que conduce a un

sistema que no es topologicamente equivalente por partes.

Permitamonos enlistar algunos de los tipoc méas comunes de BDIs de codimension-

uno que ocurren (viz figura [9):
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1. Mapas de colision de frontera. Este es conceptualmente el més simple de los
tipos de BDI y ocurre cuando, en un valor parametrico critico, un punto fijo de un
mapa diferenciable por partes cae precisamente sobre una frontera de discontinuidad,
denotada como 3. Para mapas con singularidad de orden uno (i.e., continuos linealmente
por partes), existe una teorfa sélida para describir la bifurcacién que puede resultar al
variar un parametro a través de un evento. Incluso en una dimensién, un atractor de
periodo-1 puede saltar a un atractor de periodo-n para un n arbitrario, o a caos robusto
sin ningun tipo de ventanas periddicas.

Considere un mapeo seccionalmente lineal. Ademés, considérese una regiéon D C R”
del retrato de fase, la cual es elegida de tal manera que, bajo un cambio de coordenadas

adecuado, el mapeo bajo estudio puede ser descrito como

g1 (z,pm), h(z)<O0
r — (35)

g2 (xmu)v h(él:) > 07

en donde h : R™ — R es una funcién escalar que depende de los estados del sistema y
h (xz) = 0 define una superficie ¥ la cual separa la regién D en dos regiones denotadas

por Gy Gs.

S = {z € D|h(z) = 0}, (36)

G, = {z € D|h(z) <0}, (37)

Gy = {z € D|h(z) > 0}, (38)
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se supone que el mapeo es diferenciable hasta un orden k en cada subregion Gy y Ga,

y que es continuo en .

Sea Z un punto de equilibrio el cual depende del parametro p € (—¢,¢). Se dice que
el punto Z es un punto de cruce de frontera, si cruza 3 transversalmente cuando p varia

entre (—¢,¢). Sin pérdida de generalidad se supone que

T e Gy —e<pu<0, (39)
te¥ pu=0, (40)
T e Gy O<p<e. (41)

Definicién 5. Colisién de frontera (Nusse y Yorke, 1992). Se dice que un punto de
equilibrio Z sufre una bifurcaciéon de colision de frontera para p = 0 si Z es un punto
de cruce de frontera y se cumple que

o (A

992 .
& 1) o o

.CE,IU) |,u=0 . (42)

ox

La condicion establece que el jacobiano del mapeo es discontinuo en el punto

de cruce de frontera.

2. Bifurcaciones discontinuas de puntos de equilibrio. El tipo mas simple de
BDI para flujos, ocurre cuando un punto de equilibrio cae precisamente sobre una fron-
tera de discontinuidad . En sistemas de Filippov e hibridos con regiones de contacto,

también son posibles pseudo equilibrios, los cuales son equilibrios de flujos de desli-
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zamiento o contacto pero no son equilibrios de cualesquiera de los vectores de campo
del sistema original. Existe la posibilidad de que, donde el equilibrio cae precisamente
entre una region de deslizamiento o de contacto, un pseudo equilibrio se convierta en
un equilibrio regular. También existe la posibilidad de que un ciclo limite puede ser
generado bajo la perturbaciéon de un pardametro en la frontera del equilibrio, como en
transiciones de Hopf (Di Bernardo et al., 2008).

Considérese una region D C R"™ del retrato de fase, donde el sistema bajo estudio

puede ser descrito como

. fl(x7ﬂ“)v h($)<0
T = (43)

f2<$>ﬂ)> h($)>07
en donde h : R™ — R es una funcién escalar que depende de los estados del sistema.
De acuerdo con (43), i (z) define una superficie ¥ la cual separa la regién D en dos

regiones denotadas por Gy y Gbs.

S = {z € D|h(z) = 0}, (44)
Gy = {z € D|h(z) < 0}, (45)
Gy = {z € D|h (z) > 0} (46)

Se supone que los campos vectoriales f; y f2 son diferenciables en G; y G5 respec-
tivamente. Ahora, supongase que Z es un punto de equilibrio de , el cual se supone

que depende del pardametro p € (—¢,¢). Especificamente, se dice que el punto Z es un
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equilibrio de cruce de frontera, si cruza ¥ transversalmente cuando p varia entre (—¢, €).

Sin pérdida de generalidad se supone que

T e Gy —e< <0, (47)
zex pu=0, (48)
z € Gy O<p<e. (49)

Definicién 6. Bifurcacién discontinua (Leine, 2000). Se dice que un punto estacio-
nario Z sufre una bifurcacién discontinua para g = 0 si Z es un equilibrio de cruce de

frontera y la linealizacion del sistema alrededor de z en G y G5 da

8 1 /A a 2 /A
8J; (&, ) | =0 aj; (@, 1) lu=o - (50)

Esta definicion extiende el escenario de las colisiones de bordes para sistemas dis-
cretos en el tiempo. Esta definicién no es exactamente la reportada en (Leine,2000), ya
que las bifurcaciones discontinuas son definidas en términos de los valores propios del

sistema en el punto de bifurcacion.

3. Bifurcaciones de roce (grazing en inglés) de ciclos limite. Una de las més
comunes BDIs encontradas en las aplicaciones es causada por un ciclo limite de un
flujo tangente (i.e., roza) con una frontera de discontinuidad. Uno podria pensar inge-
nuamente que este tipo de bifurcacién podria ser completamente estudiada (tomando

una apropiada seccién de Poincaré que contuviera el punto de roce) como una colisién



53

de frontera. Sin embargo, para algunos sistemas hibridos y EDOs diferenciables por
partes éste no es necesariamente el caso. En su lugar hay que analizar cuidadosamente
qué le pasa al flujo en la vecindad del punto de roce. De hecho, se puede manejar un
mapa asociado o de discontinuidad. La relaciéon entre la singularidad del mapa y el
grado de diferenciabilidad del flujo no es algo obvio, ya que depende de si el flujo es

uniformemente discontinuo en el punto de roce.

Si una érbita periddica T (t) de toca tangencialmente la superficie ¥ en un
tiempo ¢ = t* y en un punto x* = x (t*), entonces el punto z* es un punto de bifurcacién

si se cumplen las siguientes condiciones (Di Bernardo et al., 2008, 2002b):

Vh(z") # 0,

(Vh(z%), fi (%)) = 0, (51)

<Vh (). afi‘)f*>fi (x*)> N <§Z§fi (@) f <x*)> o

Las primeras dos condiciones establecen que h () es una funcién apropiada para
definir la superficie de discontinuidad . La tercera condicién implica que el campo
vectorial es tangente a X en el punto x*. La tltima condiciéon asegura que la curvatura

de la trayectoria en ambos lados de ¥ tiene el mismo signo con respecto a h (z).
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Definicién 7. (Rodriguez, 2009) Bifurcacién de roce. Una érbita periddica Z ()
sufre una bifurcaciéon de roce si para pu = 0 se cumplen las condiciones y para
un £ > 0, 6 > 0 suficientemente pequenas, z(t), t € (t* — 6, t* +0) no cruza X, si
p € [—¢,0]; Z(t), t € (t* =6, t* +J) cruza ¥ transversalmente si p € [g,0].

Las propiedades del campo vectorial del sistema a través de la superficie de dis-
continuidad son esenciales para determinar los escenarios de bifurcacion que siguen de
una bifurcacién de roce. Otro caso reportado en la literatura recibe el nombre de coli-
sion de esquina, la cual es la interseccion de una érbita peridédica con una superficie de
discontinuidad que es no diferenciable.

Ademas, es posible que el fenémeno de movimiento deslizante aparezca una vez que
la trayectoria del sistema toque tangencialmente la superficie 3, originando comporta-

mientos mas complejos. Esta clase de bifurcaciones se llaman bifurcaciones deslizantes.

4. Bifurcaciones deslizantes de contacto. Existen varias formas de que un conjun-
to invariante tal como un ciclo limite pueda ser estructuralmente inestable con respecto
a la frontera de una region de deslizamiento en un sistema de Filippov. La transfor-
macién de Poincaré obtenida tiene la propiedad de ser tipicamente no invertible en al
menos una region del espacio de estados, debido a la pérdida de informacioén en tiempo
hacia atras inherente al movimiento deslizante. Este andlisis ayuda a explicar la dina-
mica observada en el control con relevadores y con friccién seca. Ademas, en sistemas de
impacto, las regiones de contacto pueden ser aproximadas por secuencias de impactos

infinitos de castafiueleo (chattering en inglés).
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En general, supéngase que la direccion del campo vectorial del sistema apunta
simultaneamente hacia la superficie de discontinuidad ¥ desde ambos lados. Enton-
ces, cuando las trayectorias del sistema golpean la superficie X, su movimiento estara
restringido a evolucionar a lo largo de I, hasta que la direccién del campo vectorial
cambie. Resultados niimericos y analiticos han mostrado la existencia de cuatro tipos

de bifurcaciones deslizantes (Kowalczyk y Di Bernardo, 2001).

5. Bifurcaciones de colisiéon de esquina. Otra posiblidad para un evento de
codimension-1 en un flujo, es donde un conjunto invariante (e.g., un ciclo limite) pasa a
través de un conjunto dimension— (n — 2) formado por la interseccién de dos diferentes
variedades de discontinuidad ¥; y X,. También se tiene el caso donde los saltos en el
vector de campo a través de X1 y Yo son tales que sus intersecciones pueden considerarse
como una “esquina’ en una superficie de discontinudad tnica.

En la figura [0 se resume de manera grafica los tipos de bifurcaciones discutidos

anteriormente.
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o I

Figura 9: Ejemplos de bifurcaciones inducidas: a) Colision de frontera de puntos de equi-
librio; b) Bifurcaciones discontinuas de puntos de equilibrio; c) Bifurcaciones de roce
(grazing) de ciclos limite; d) Bifurcaciones deslizantes de ciclos limite; e) Bifurcaciones
de colisién de esquina. (Fuente: “Piece-smooth Dynamical systems Theory and Applica-
tions”, di Bernardo, M., Budd, C., Champneys, A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)
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3.2. Colision de borde en mapas continuos lineales por partes

Enfoquémonos en una regién local D C R” en el espacio de estados que contiene
una frontera de discontinuidad. Esto es, para una seleccion apropiada de coordenadas

locales, el mapa bajo estudio puede ser descrito como

Fi(x,p), siH(zx,p) <0
x> fla,p) = (52)
Fy(z,p), si H(z,pu) >0,

en donde F; : R" x R — R", i = 1, 2 son suficientemente diferenciables, y

H : R®™ — R una funcién escalar diferenciable de z € R™. Para la condicién

H(z, ) = 0 se define la frontera diferenciable

Y:={xeD: H(x,u) =0}, (53)

la cual separa D en dos regiones

Si:={x €D : H(x,u) <0}, (54)

Sy:={xeD : H(x,u)>0}. (55)

Se asume que el mapa es continuo a través de la frontera; i.e., Fy(z, u) = Fy(x, p)

para toda x € Y, en el sentido que podemos escribir

F2<x7/JJ> :Fl(:l:,u)—i-E(:l:,u)H(:c,u), (56>

para alguna funcién diferenciable E(z, u).
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Sin pérdida de generalidad podemos asumir que existe un punto fijo en S; para un
valor de pardametro ;1 < 0 y que éste se aproxima a > mientras g — 0. El objetivo es
entonces clasificar las dindmicas que se inducen para p > 0. La estrategia de clasificacién

consiste de tres pasos:

1. Aplicar linealidad a F} y F5 sobre el punto de bifurcacién, y donde sea posible
definir una transformacién global de coordenadas que pongan a Fy y F; en su

forma canonica.

2. Verificar si el mapa lineal satisface un conjunto de condiciones que identifiquen la

existencia y estabilidad de ciertas érbitas periddicas.

3. Combinar las condiciones identificadas en el paso 2, y describir un escenario de
bifurcacion de la érbita periédica mas simple posible. Donde no se encuentre
una orbita simple estable, ver condiciones para la existencia de mas conjuntos

invariantes complejos como atractor cadtico robusto o toro invariante.

Definicién 3.1. (Di Bernardo et al., 2008) Decimos que un punto x = z*es un
punto fijo admisible de si, parai =101 =2, 2* = Fj(«*,u) y * € Sj con j = i.
Se dice en cambio que x = x* es un punto fijo virtual de siz=F(z,pn)y 2 €S,

con j # i.

Definicién 3.2. (Di Bernardo et al., 2008) Un punto fijo x = z* es un punto fijo

de frontera z € ¥; i.e., Fi(z*, u) = Fy(z*, p) y H(x*,u) =0

Definicién 3.3. (Di Bernardo et al., 2008) Un punto fijo z*es llamado un punto

fijo de cruce de frontera si la bifurcacién z*(u) cruza ¥ transversalmente mientras p
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pasa por cero. Al hacerlo, el punto fijo serd admisible para un y sélo un signo de p, sin

pérdida de generalidad p < 0. Especificamente, requerimos que (i =1 0 i = 2):
1. x* = Fy(z*,u) € S; para —¢ < p < 0;
2. x* € X para u = 0;
3. x* = Fy(2*, ) :==€ S}, donde j # i para 0 < p < ¢;
4. VH x F; , # 0 cuando p = 0.
Definicién 3.4. (Di Bernardo et al., 2008) Decimos que un punto fijo * que se

somete a una bifurcacion de colision de frontera para p = 0 si 2*(u), es un punto fijo

de cruce de frontera y el mapa lineal alrededor de z*(0) en S; y Sy da

S @) Lo 2 ) Lumo (57)
o equivalentemente
B, 1) 5 (a") lu=ot 0. (58)

Definicién 3.5. (Di Bernardo et al., 2008) Un punto de periodo-2 (x} (), x5(1))
de caracterizado por Fi(x}) = xs y Fy(x}) se denomina admisible si y sélo si
H(z7,u) <0y H(zs, pn) > 0. El punto se llama un punto de frontera de periodo-2 si
al menos una de estas condiciones es remplazada con la igualdad, de otra manera, se
denominara un punto virtual de periodo-2.

Los tres escenarios basicos posibles de un punto fijo y de periodo-2 para mapas

generales de dimensién — n de la forma (52)) son:
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Persistencia: Un punto fijo admisible x* € S; y un punto fijo virtual § € S
que tocan la frontera en el punto de colisién de frontera, se convirten en un punto fijo
virtual £ € Sy y un punto fijo admisible y* € S; respectivamente al pasar el punto de

bifurcacién, viz figura [10}

Figura 10: Diagrama del espacio de estados de una colision de frontera que origina
persistencia de un punto fijo de cruce de frontera. (Fuente: “Piece-smooth Dynamical
systems Theory and Applications”, di Bernardo, M., Budd, C., Champneys, A., Kowalczyk,
P., 2008, Springer)

Doblez no suave: Dos puntos fijos admisibles de cruce de frontera que coexisten,
¥ € S1 yy" € 5y, tocan la frontera y cambian continuamente a dos puntos fijos
virtuales & € Sy y g € S;. Por lo tanto, no existe punto fijo admisible al pasar el punto

de bifurcacion, viz figura |11}
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Figura 11: Diagrama del espacio de estados de una colision de frontera que origina
doblez no suave. (Fuente: “Piece-smooth Dynamical systems Theory and Applications”,
di Bernardo, M., Budd, C., Champneys, A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)

Duplicacién de periodo no suave: Una érbita de periodo-2 (27, z5) caracteri-
zado por tener una interaccién en cada lado de la frontera (e.g., x1 € S, x5 € S) se

ramifica a partir del punto fijo de frontera en la colisién de frontera, viz figura [12]

) S

Figura 12: Diagrama del espacio de estados de una colision de frontera que origina
duplicacién de periodo no suave. (Fuente: “Piece-smooth Dynamical systems Theory and
Applications”, di Bernardo, M., Budd, C., Champneys, A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)

Multiplicacion de periodo no suave: Un punto de periodo-m para m > 1 se

ramifica apartir del punto fijo de frontera. Tipicamente, para ser admisible, tal o6rbita
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tiene interaccién sobre un lado de la frontera, y n—1 sobre el otro (e.g. zy = Fy(z,) € S,

Ty = Fi(x2) € So y xj = Fa(xj_1) € Sy para j = 3...n).

3.2.1. Forma normal del mapa de colision de frontera

Supoéngase que una colisién de frontera ocurre para p = p* en x = x* € 3. Para ob-

tener una forma normal apropiada de mapeo, considérese una vecindad suficientemente

pequena del punto de colisién de frontera tanto en el espacio de estados como en el de

parametros. Haciendo un cambio de coordenadas ¥ = x* — z, i = u* — p, la colisién de

frontera ocurre en el punto x = 0, cuando p = 0. Al expresar el mapa (52)) alrededor

del punto de bifurcacion (z, ) = (0,0), se obtiene

Nz + Mp, si CTz <0
T

Noxz + Mp, si CTz >0,

en donde N, o satisface que Ny — Ny = ECT y M := M, = M,

_on 0,
Nl EJ N2 E?
oF; or,
M, = — My = —=
1 81’7 2 axa
oH
T _ R
¢ = oz’

todos evaluados en z = 0, u = 0.
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Teorema 3.1. (Di Bernardo et al., 2008) Sea p;(\) el polinomio caracteristico

de la matriz N7 y p2(A) el polinomio caracteristico de Ny en . Por otra parte, se

definen

o = nitimero de valores propios reales de Ny(c;) mayor que 1;

+

oy = nimero de valores propios reales de No([3;) mayor que 1;

o, = numero de valores propios reales de Ny menor que — 1;

o, = numero de valores propios reales de Ny menor que — 1;

A = punto fijo estable admisible en Si;

a = punto fijo inestable admisible en Si;

B := punto fijo estable admisible en Sy;

b := punto fijo inestable admisible en Ss;

AB := Orbita de periodo — 2 estable;
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ab := Orbita de periodo — 2 inestable;

A/b:=indica que la estabilidad debe analizarse.

Suponer que son satisfechas las siguientes condiciones no degeneradas

det (I — Ny) # 0,

det (I + Ny) # 0,

CT(I — Ny)™'M #0,

1-CT(I—-N)'E #0,

1-CT(I+N)'E#0.

Entonces, en una colision de frontera, tendremos los siguientes escenarios:

Persistencia Si

1-CH(I—N)'E > 0;

0, equivalentemente

(60)



Doblez no suave Si

o, equivalentemente

p1(1)p2(1) > 0;

Jf + 0’;_ es par.

1-CH(I—-N)'E <0

p1(1)pa(1) < 0;

+ + -
o, + 0y esimpar.

Duplicaciéon de periodo no suave Si

0, equivalentemente

1+ 0TI+ N)'E <0

pi(=1)p2(—1) < 0;

65

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)
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oy + o5 esimpar. (68)
Veamos con mas detalle algunas ramificaciones del arbol de la figura[l13], supongamos
por ejemplo que:
» 0, + 0,5 es par (i.e., no duplicacién de perido)
En la colisién de frontera no ocurre duplicacion de periodo y los siguientes casos

son posibles de acuerdo con los valores propios de Ny y N,.

1. Si o] + 05 es par, entonces se tiene persistencia del punto fijo en la colisién

de frontera; i.e.
Ala < BJb.

1. Si o] + ofes impar, entonces se tiene un doblez no suave; i.e.

Ala, B/b<+ Q.

= 0, + 05 esimpar (i.e., ocurre duplicacién de periodo)

Existe una duplicacién de periodo y una nueva érbita estable (AB) o inestable (ab)
de periodo-2 puede estar involucrada en la colisién de frontera y para determinarlo

se observa la cantidad o] + o075,

1. Si o + 0 es par (i.e., persistencia de punto fijo en la colisién de frontera)

a) o, + o7 es par (i.e., transicién continua de un punto fijo y una érbita
periodo-2)

A+ b AB,
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A+ b, ab,
a < B,ab,
a<+» b AB,
a <> b, ab.

Para determinar cual escenario ocurre para un mapa particular los va-
lores propios de Ny, Ny v NiNy deben ser calculados para verificar la

estabilidad del punto fijo y la érbita de periodo-2.

b) of; + o7 es impar (i.e., 6rbita de periodo-2 desaparece)

A,ab < b,

A,ab + B,
a, AB < b,
a,AB < B.

2. oy + 05 es impar (i.e., doblez no suave del punto fijo en el cruce de frontera)

a) o + ol es par (i.e., transicién continua de érbita de periodo-2)

A b+ AB,

A, b < ab,
a,b <+ AB,

a,b < ab.



68

b) o + o7 es impar (i.e., 6rbita de perido-2 desaparece)

A b,ab <+ O,

a,b,ab < O,

a,b, AB <> Q.

l Clasificacion de colisiones de frontera ]

No duplicacion de periodo Duplicacidn de periodo

O+ 0y esimpar

Transicion suave Fusion v deszparicion N o
. Fusion y desaparicion
Transicion suave
0" 0y &8 par 01" 70y €8 lmpar
eg. A—B eg Ab—0

0"+ 0" ¢s impar

Orbita 2-peridodica
Fusion y desaparicion

Orbita 2-periodica en
14 transicion suave

Orbita 2-peri6dica
usidn y desaparicion op oy espar| |op” oy es impar\

eg A.b—AB eg Abab—0

0"+ 0y espar

Orbita 2-periodica en
1na transicion suave

lUn' 70y espar {Un‘ +0y1” es impar

eg A—D.AB eg Aab =D

Figura 13: Arbol de bifurcacién de colision de frontera.



69

3.2.2. Mapas de dos dimensiones lineales por partes de la forma normal

Bajo suposiciones apropiadas no degeneradas, cualquier mapa local continuo lineal
por partes puede ser transformado al usar cambios lineales de coordenadas en una forma

normal. En el caso planar, esta forma normal puede ser escrita como

1 1 T ma
+ W, sitx; <0
T —o; 0 X2 mgy
— (69)
L2 T2 1 T ma
+ o osixp >0,
—(52 0 i) mo

en donde 7; es la traza (suma de los términos de la diagonal) de la matriz V;, y d; es

su determinante. En particular si 1 = x1, T3 = 9 — mop v 1t = p(mq + my)

7 1 Ty 1
+ M, S1 T S 0

1 —(51 0 i) 0

— (70)

T2 T2 1 T 1
+ o ostxp >0

—(52 0 i) 0

y los puntos fijos del mapa son
o 01/t
Ala =
/a [1—T1+5171—71+51]’

p Ot Iz
B/b= —F > 0.
/ [1—7'2%—52’1—7'2%—52]7 para 1 -7+ 0

Del teorema 3.1. se tiene p; (A) = A2 — A + 01 y pa (A) = A2 — 7o\ + &y, asi
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pr(=)pa(=1) =1 +7+6)+7m+d),

p(Dp (D) =(1—=1+6)1—m+0b),

(72)

por lo tanto y de acuerdo con las condiciones , y se tienen los siguientes

escenarios

1. Persistencia Si

2. Doblez no suave

Si

7'1>1+51

7'1<1—|—51

7'1>1—|-(51

<1+

7'2>1+52

Ty < 14 6s.

7'2<1—|-(52

Ty > 14 0o.
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3. Duplicacién de periodo no suave

7'1>—(1—|—51) Yy 7'2<—<1‘|‘52),

7 < —(1+0d) Y Ty > — (14 d9).

Para completar la clasificacion se debe tener acceso a la estabilidad de los puntos
fijos y de periodo-2 de las ramificaciones en la colisiéon de frontera. Los valores propios

de N; pueden ser escritos como

1 o
/\11712 = 5 (’7'1 :|: 7'12 — 4(51>

y los de Ny como

1
>\21,22 = 5 (7'2 =+ Y, 7'22 - 452)

Caso 1: 72 — 46 < 0 los valores propios del punto fijo w;, i = 1 0 2 son complejos

conjugados; i.e.,

1 :
Ait iz = 3 <Ti + jy/40; — 7'5)

y se tiene |\i1 2| = 1/0;, el cual es menor a la unidad. En esencia ambos puntos fijos

son estables.

Caso 2: 72 — 4§ > 0 los valores propios son reales. En particular,

1
’)\11’ = 5 (Ti — 7—12 — 451> y
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| Aia| =

(Ti + \/7'1-2 — 4(5@> s

N =

se tiene que cada equilibrio w; es estable si |7;| < 14 §; e inestable si |7;| > 1+ §;.

Ambos equilibrios A y B son estables cuando

_1_6z<7_z<1+51

La estabilidad del punto de periodo-2 se determina con los valores propios de la

matriz N1N,, asi los valores propios de un punto de periodo-2 son

1
5 T1T2 — 51 —52 :]: \/(7—17—2 —51 — (52)2 —461(52 .

Si(mmy — 61 — 52)2 — 40169 < 0, los valores propios son complejos conjugados y caen
dentro del circulo unitario si 4,9, < 1. Si de lo contrario, (7375 — d; — 52)2 — 46109 > 0

entonces los valores propios son reales y estan dentro del circulo unitario si

1+51—|—(52+5152—Tl7'2<0,

1—060; — 0y + 0100 + 71710 > 0.

3.2.2.1. Caos robusto

Enfocandose en el atractor cadtico creado por el mapa
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T 1 I 1
+ H, 50 gl S 0
al —(51 0 T2 0
— (73)
T2 T2 1 I 1
+ % stz > 0,
0 0 T 0
en la regién del pardmetro
T1>—].—51, 7'2<—]., |7'1|<2.

Teorema 3.4 (atractor cadético de dos partes) Si la bifurcacion de colisién
de esquina de un atractor punto fijo admisible a un punto admisible silla de montar es

mostrado por el mapa bajo la variacion de p y las condiciones adicionales

1

— 4
< 1"‘7’2’ (7>
1
7'1(7'2—’—1)—(51 <1+) <0, (75)
T2
1
71(72+1)—51<1+>+1>07 (76>
T2

se mantienen, entonces existe un atractor para g > 0 que cae dentro del segmento
invariante continuo lineal por partes KLC (viz figura [14)), donde K = [(72 + 1) p, 0],

L=1[u0yC=[(mm+m+1)u —0d (r2+1)p], y si adicionalmente

|7'17'2 — 5| > 1, (77)
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entonces este atractor es cadtico y robusto (Di Bernardo et al., 2008).

" C,:,“[{:\E\I’c; T+ D, =0 (1 D]
1 BN ‘4 | s,
KO SN
.. LN .
[(t+ Dy, 0] K 0 (1, 0] |L Ty
KL
|
>0

Figura 14: Ejemplo de un conjunto limite de después de la bifurcacion de colision
de frontera de un punto fijo estable a un punto silla de montar. (Fuente: “Piece-smooth
Dynamical systems Theory and Applications”, di Bernardo, M., Budd, C., Champneys,
A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)

Teorema 3.5 (atractor cadtico de tres partes) Si la bifurcacién de colisién
de frontera de un atractor punto fijo admisible a un punto admisible silla de montar se

muestra por el mapa (73 bajo la variacion de p y si las condiciones adicionales

1
— 78
T > 1—}—7’27 ( )
3 2
71(72+1)+71+1—51(1+T)>0, (79)
2
3 5 1 01
71 (T2+1)—|-7‘1 (1—|—7‘251)—517’1 <1+7_> —?+1>0, (80)
2 2
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se mantienen, entoces existe un atractor que nace en la bifurcacién de colision de
frontera, y necesariamente cae en un conjunto invariante continuo lineal por partes

construido por los segmentos GEI y LH (viz figura (Di Bernardo et al., 2008).

KO

>0

Figura 15: Ejemplo de un conjunto limite de después de la bifurcacion de colision
de frontera de un punto fijo estable a un punto silla de montar. (Fuente: “Piece-smooth
Dynamical systems Theory and Applications”, di Bernardo, M., Budd, C., Champneys,
A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)

3.3. Bifurcacién deslizante en sistemas de Filippov

En esta subsecciéon nos enfocaremos en las bifurcaciones discontinuas inducidas cau-
sadas por la interaccién de una trayectoria con una frontera de una region de desliza-
miento. Si se considera un sistema auténomo continuo diferenciable por partes de EDOs
y una regién sufucientemente pequennia D C R"™ del espacio de estados donde se supone

que el sistemas de dimension-n & = F (z,t, 1) puede ser descrito por
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Fi(x), si H(z) >0
Fy(x), si H(z) <0,

en donde x € R", Fy, Fy: R” — R" son suficientemente diferenciables en D y
H : R"+— R es una funcion escalar suficientemente diferenciable (al menos C*) del

sistema de estados. Etiquetando > como el hiperplano definido por

Y:={reR": H(z)=0}, (82)

al cual se llama variedad de conmutacion. 3 divide D en dos regiones

Gy:={xeD: H(x) >0}, (83)

Gy:={x €D : H(x)<0}. (84)

Mas atin, se asume que existe un subconjunto de la variedad de conmutacion > C 3,
llamada region deslizante, la cual es simultaneamente atractora para ambos lados en

las regiones GG; y G». En toda la vecindad de esta regién se asume:

(VH,F) — (VH, F,) > 0. (85)

Bajo este supuesto, si la trayectoria del sistema cruza la region de deslizamiento
i, entonces es forzada a evolucionar dentro de 3 hasta que eventualmente alcanza
su frontera. Esto es el llamado movimiento deslizante, el cual puede ser descrito al

considerar un vector de campo F apropiado, que cae dentro de la parte convexa de F}
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y Fy, v que es tangente a X para x € )y (Filippov, 1988; Utkin, 1992). De acuerdo al

control equivalente de Utkin (Utkin, 1992), tal vector de campo esté dado por

:F1+F2_|_F2—F1

Fy
2 2

H,(z), (86)

en donde H, (z) € [—1,1] es alguna funcién escalar del sistema de estados. H, ()
puede ser obtenida en términos de F; y F5 al considerar que Fs debe ser tangencial a

la variedad de conmutacion, i.e. (VH, Fy) = 0, al usar esta condicién, se tiene que

(VH, F}) + (VH, F,)

H,(z)=— : 87
(%) (VH,F) — (VH, F) (87)
Ahora se puede definir la regiéon de deslizamiento como
Si={reX: -1<H,(z) <1} (88)
y de y (88) se tiene que
(VH,F;) >0> (VH, Fy), (89)

en toda la regién de interés. Adicionalmente, se definen las fronteras de la region

deslizante como 9% = 9%+ U 85—, donde

Nt ={rex : H,(z) =+£1}. (90)

Se observa que si x € 95T de se obtiene F, = Fj, mientras que, si z € 057,

Fy = Fi.
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V H, es el vector normal a aii, el cual puede ser expresado por

__ (OH 0F OH OF> OH __OH OH 0F,  0H 0F: OH OH
( or Ox + or Ox ) ( oz F2 oz Fl) + ( or Oz or Oz ) ( oz F2 + oz Fl)
VH,(z) = .

(91)

En los sistema de Filippov con bifurcacion deslizante se tienen cuatro casos, una
representacion esquemadtica tridimensional se muestra en la figura [I6] Se supone que
estas bifurcaciones locales involucran secciones de trayectorias que pertenecen a alguna
6rbita periédica del sistema. La figura [I6h representa el escenario llamado bifurcacién
deslizante de tipo I. Aqui, bajo la variaciéon de un parametro una parte de la trayec-
toria del sistema cruza transversalmente la frontera de la franja deslizante en el punto
de bifurcacion (i.e., trayectoria etiquetada “b” en la figura [L6h). Algunas variaciones
adicionales del parametro causan que la trayectoria entre a la region de deslizamiento
f), dando lugar a la aparicién de movimiento deslizante. Se observa que la trayectoria
deslizante se mueve localmente hacia la frontera de f], ya que en la frontera F, = F} la
trayectoria deja tangencialmente la variedad de conmutacion.

En el caso que se presenta en la figura [I6b, una seccién de la trayectoria cae en la
regiéon G o G y roza la frontera de la regién deslizante desde arriba (o abajo). Otra
vez, esto causa la formacion de una secciéon de movimiento deslizante, la cual localmente
dejara 3. Esta transicion se llama bifurcacién de roce-deslizamiento. Se observa que esta
transicion es una generalizacién inmediata de lo que se conoce como bifurcacion de roce

de los sistemas dindmicos con deslizamiento.
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Un evento de bifurcacion diferente, el cual es llamado bifurcacién de deslizamiento
tipo IT o conmutacién-deslizamiento, se muestra en la figura [I6c. Este escenario es si-
milar al de la bifurcacién deslizante tipo I que se muestra en la figura [I6p. Se ve una
seccion de la trayectoria que cruza transversalmente la frontera de la region deslizan-
te. Ahora, sin embargo, la trayectoria se mantiene localmente dentro de la regiéon de
deslizamiento en vez de salir rapidamente de la variedad de conmutacion X.

El cuarto y ultimo caso es llamado bifurcacion de multiple deslizamiento, que se
muestra en la figura [I6d. Este difiere de los escenarios presentados arriba ya que el
segmento de la trayectoria, la cual se somete a bifurcacion, cae enteramente dentro de la
region de deslizamiento 3. Es decir, mientras los parametros son variados, una seccién de
deslizamiento de la trayectoria del sistema golpea tangencialmente ( o roza) la frontera
de la region deslizante. Variaciones adicionales del parametro causa la formaciéon de un
segmento adicional de la trayectoria que cae por arriba o por debajo de la variedad de

conmutacion, i.e. en regiéon G o Gj.
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Figura 16: Geometria de bifurcacion deslizante: (a) cruce-deslizamiento, (b) roce-
deslizamiento, (c) conmutacion-deslizamiento, (d) adicién-deslizamiento. (Fuente:
“Piece-smooth Dynamical systems Theory and Applications”, di Bernardo, M., Budd,
C., Champneys, A., Kowalczyk, P., 2008, Springer)

3.3.1. Condiciones analiticas

En todos los casos presentados anteriormente, los eventos de bifurcacién implican
que una parte de la trayectoria del sistema cruce la frontera de la region de deslizamiento
0%. En el punto de bifurcacién, x = x*, t = t*, para todos los casos las siguientes
condiciones generales deben ser cumplidas. Especificamente se tiene

1. H(z*) =0, VH (z*) # 0;

2.H,(x*)=—-1< F,=F < (VH,F;) =0 en z*.
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Estas condiciones dicen que el punto de bifurcacion: (1) pertenece a la variedad de
conmutacién, la cual estd bien definida; (2) esté localizado sobre la frontera de la regién
de deslizamiento (s.p.d.g. se supone que pertenece a 82*). En lo que sigue, sin pérdida
de generalidad, se supone que el punto de bifurcacion esté localizado en el origen, i.e.
x* =0, t* = 0. A menos que se indique lo contrario, se asume que todas las cantidades
de las ecuaciones abajo son evaluadas en el origen.

Al usar y las condiciones generales para bifurcaciones deslizantes, se puede
expresar VH, en terminos de VH, F, 5 como

2 LOFY

H=———" ___vyH
Vi, (VH*,FQ‘}V oz’

(92)

en donde, el superindice * denota cantidades evaluadas en el punto de bifurcacion x*.

3.3.1.1. Caso I: Bifurcacién de deslizamiento tipo I

Como se muestra en la figura [I6h, en este caso, el flujo deslizante se mueve local-
mente hacia la frontera de la region deslizante, cuando se perturba desde el punto de

bifurcacion. Asi, en el punto de bifurcacion, se tiene que

i |t=0< 0, (93)

que produce la condicién adicional

(VH,, F\) < 0. (94)

Después de sustituir por VH, en (94)) se tiene que

d*H (4 (0,1))
dt?

OF
li—o= <VH, 8;F1> > 0. (95)
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3.3.1.2. Caso II: Bifurcacion roce-deslizamiento

Este escenario es equivalente al caso I (viz figura [16b). Cuando el roce-deslizante
ocurre, el flujo deslizante también se mueve hacia la frontera de la franja deslizante.

Asi, la condicién (95) también se mantiene en este caso.

3.3.1.3. Caso III: Bifurcacién deslizante tipo II (o conmutacién-deslizante)

En este caso, al contrario de lo que se supuso para el caso I y II (viz figura ), el
vector de campo F; debe alejarse de la frontera de la regién deslizante en el punto de

bifurcacién. Asi, a lo largo 9%, F, = F}, se requiere la condicién extra

dH, (P1(0, 1))
dt

d*H (@, (0,1))
dt?

on
ox

|t:0: <VHu, F1> >0=

F1> < 0.

(96)

|t:0: <V‘HU7

3.3.1.4. Caso IV: Bifurcacién multideslizante

Cuando ocurre bifurcacién multideslizamiento, (viz figura [16[) el flujo deslizante es
tangencial a la frontera de la franja deslizante en el punto de bifurcacion. En esencia,

tenemos

d, (2, (0,t))
dt

lt=0=0 (97)

y ya que Fy; = Fi a lo largo de 93—, entonces se tiene que:

Al aplicar para VH, en se tiene que
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d*H (P, (0,1))
dt?

OF
li—o= <VH, axlF1> —0. (99)

Mas aun, al suponer s.p.d.g que el flujo deslizante tiene un minimo local en el punto

de bifurcacion, también se requiere que

d*H, (2, (0,1))

- o> 0, (100)
i.e.,
2H, (D, (0,1)) OH,dF, .  O°H, OF 02H,
’ o= F! F, = H, —F: —— F .
dt? =0 oxr Ox 1 ox2 1 VHu, or + ox2 1 >0
(101)

Bajo la suposicion que 05~ es plana l) se tiene que:

d’H, (P, (0,t OF'
(dt2( ) lt=0= <VHU, 8351F1> > 0. (102)
Al usar para V H,, se obtiene que
A H (P4 (0,1 oF\’

Las condiciones analiticas que definen las bifurcaciones deslizantes para cada caso

se resumen en la tabla [Il.
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Tabla 1: Condiciones analiticas para bifurcaciones deslizantes de ciclos limite.

Bifurcacién Deslizamiento 1 ‘ Roce-Deslizamiento ‘ Deslizamiento 11 ‘ Multideslizamiento
Condicién 1 H(z*) =0, VH(z*)#0

Condicién 2 Hy(z*) = -1, SF,=FN<%s (VH,F1) =0, en z*

Condicién 3 | (VH, 2EF,) > 0 | (vH 2B R) <0 | (VH2ER) =0
Condicién 4 Condicién no definida <VH, (9L)? F1> <0

3.4. Meétodo numérico para simulacion

Es bien conocido que las herramientas de precision de simulacién numérica, las
cuales son basadas en el método no-lineal de Newton-Raphson, pueden tener serias
desventajas o inconvenientes cuando son usadas para la integracion de cicuitos discon-
tinuos que contienen interruptores (v.g., como diodos ideales y transistores). Esto es
especialmente cierto cuando el nimero de eventos llega a hacer demasiado grande, o
cuando existe modos deslizantes, los cuales son comtn en la practica. Entonces, las
herramientas de simulacién (v.g., como el SPICE) pueden llegar a ser consumidoras
de tiempo, o proporcionar resultados pobres con castanueleo (chattering, en inglés), o
incluso fallar. Lo mismo aplica a los integradores hibridos con una enumeracién ex-
haustiva de todos los modos del sistema, los cuales tienen un alcance muy limitado de
aplicaciones debido al crecimiento exponencial del nimero de modos que tienen que ser
simulados separadamente. En la misma linea, los esquemas orientados a eventos (event-
driven, en inglés) pueden dificilmente simular sistemas con un gran nimero de eventos,
ya que ellos pronto llegan a ser consumidores de tiempo y no permiten acumulacion de
eventos.

Es por lo tanto claro que otro tipo de esquemas numéricos tienen que ser aplicados

a circuitos conmutados con alta discontinuidad. Ya que un método numérico siempre
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se basa en un enfoque especifico de modelado, un camino loégico es primero considerar
los modelos de componentes discontinuos (v.g., diodos, interruptores, transistores,etc.)
para que un método numérico eficiente pueda ser aplicado. El enfoque de sistemas
dindmicos discontinuos puede tomar ventaja de los importantes trabajos que han sido
dirigidos por la comunidad de Programacién No-lineal con referencia al desarrollo de
métodos eficientes para problemas complementarios y herramientas de optimizacion, y
también por la comunidad de Contacto Mecanico, donde Moreau y Jean desarrollaron el
método llamado contacto dindamico discontinuo dentro del marco teérico de los procesos
de barrido de Moreau (Acary et al., 2010).

El enfoque de modelado lineal por tramos en circuitos eléctricos discontinuos ha sido
promovido por Chua (Chua y Kang, 1978) y los problemas complementarios han sido
introducidos por varios autores, siguidos por los trabajos de Leenaerts y van Bokhoven
(Leenaerts, 1999; Leenaerts y Bokhoven, 1998), Vlach (Vlach y Opal, 1997) , Camlibel
(Camlibel et al., 2008, 2002)(Camlibel et al., 2008, 2002), en el estudio de la convergen-
cia del método de Euler hacia atras. Como se muestra en (Camlibel, 2001) el método
de integracion de Euler hacia atrds es un algoritmo con rendimiento estable cuando

condiciones complementarias estdn presentes. Para un SLC de la siguiente forma:

t=Ar+ Bu+ F,

y=Cx+ Du+F,

el esquema del método de Euler hacia atras es

Thy1 = Tk + h(Al‘k_H + BukH + E), (104)
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Yps1 = Cxpy1 + Dugyq + F, (105)

en donde h es el tamafnio de paso. A cada paso se debe de resolver el PLC

Yps1 = (RC(I — hA)Y'B + D)uyq + C(I — hA) o, + hC(I — hA)'E+ F, (106)

0 < yps1 L wprs > 0. (107)

Para un x; dado, y entonces se calcula

Ty = (I — RA) " (z1, + h(Bup1 + E)). (108)

En general, un PLC debe resolverse usando un algoritmo especializado (v.g., como
el de Lemke’s (Billups y Murty, 2000)). Sin embargo, para un simple par de variables
complementarias, un calculo explicito puede ser usado. Primero, puede ser escrita
como Ygr1 = Mugy1 + q. Asumiendo que M > 0 ( lo cual es el caso para cualquier
configuracion de interruptores de los convertidores de potencia). Entonces el PLC se

resuelve como sigue
= Siq, >0, entonces up11 =0y ypr1 = gk,
= Sigp <0, entonces Uy = 5% ¥ Yry1 = 0,

s Si g, =0, entonce up 1 =0y ypr1 = 0.
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3.5. Resumen del capitulo

Se presento en este capitulo la teoria de bifurcaciones para sistemas discontinuos. Se
mostraron los diferentes tipos de bifurcacién que pueden ocurrir en sistemas dindmicos
discontinuos y en particular se abordaron las bifurcaciones de colisién de borde de
esquina y las deslizantes. También se presentd el método a seguir para el analisis de
estos tipos de bifurcaciones, ya que éstas son las que se encuentran comunmente en los
convertidores. Ademads, se mostré el algoritmo de Euler hacia atrds como herramienta

numérica para la parte de simulacion.
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Capitulo 4

Dinamica compleja del convertidor “buck”

4.1. Introduccién

La mayoria de los convertidores de potencia estan constituidos por elementos lineales
(i.e., resistores, inductores, capacitores), fuentes de tensién y corriente, y dispositivos
electrénicos no lineales (DEs)(i.e., diodos, interruptores, tiristores, transistores, Mos-
fets, etc.). Una forma tipica para modelar convertidores de potencia es mediante diodos
e interruptores ideales, para discriminar entre los diferentes modos del convertidor, y
entonces construir para cada modo un modelo dinamico. La condiciéon para la con-
mutacion entre los diferentes modos dependerd del estado (i.e., tipicamente la tensién
en el capacitor y la corriente a través del inductor), de una senal externa y de la téc-
nica de control. Sin embargo, este enfoque de modelado, el cual representa también un
paso preliminar necesario para la construccion de los modelos promedios, necesita algin
conocimiento sobre la manera de como el convertidor opera, e.g., modo de conduccion
continua o discontinua, y esta construccion puede llegar a ser aburrida y tediosa cuando
el nimero de diodos y/o interruptores se incrementa.

Un enfoque alternativo de modelado tal como mapeo o modelos de conmutacion
MAP, también requieren modificaciones en la estructura del modelo dependiendo de
las condiciones de operacion del convertidor. Una nueva propuesta para el modelado
de convertidores de potencia es el uso del formalismo complementario. Los modelos
complementarios son caracterizados por una parte dinamica lineal y un conjunto de va-

riables complementarias (i.e., interpretadas como entradas y salidas de la parte dindmica
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del modelo), las cuales son restringidas al no ser cero al mismo tiempo. Los sistemas
complementarios han sido propuestos como un marco para el modelado (estético) de
circuitos con fuentes-diodos-resistores, los cuales incluyen solamente resistores lineales,
fuentes de tension y corriente independientes, y diodos ideales. Recientemente, algunos
sistemas de conmutacién complementarios han sido usados para modelar redes eléctricas
conmutadas que contienen diodos ideales e interruptores ideales.

Los convertidores de potencia pueden ser modelados al usar el formalismo comple-
mentario desde una perspectiva diferente con respecto al enfoque clasico de electrénica
de potencia. Los DEs son considerados como elementos externos y modelados por sepa-
rado, entonces el modelo entero del convertidor se obtiene integrando la representacion
de DEs con las ecuaciones dindmicas del circuito, al suponer que el comportamiento
tensién /corriente de cada dispositivo electrénico en cada estado de conduccién, es decir
activado o apagado, puede ser representado por medio de una caracteristica de ten-
sién/corriente lineal por partes. Al incluir tal representacion en el modelo dindmico
de los convertidores, el modelo de conmutacién complementaria de todo el convertidor
puede ser construido. El modelado complementario es simple de construir y captura
en una simple forma todos los modos del convertidor, y permite la idealizacion de las
caracteristicas de los DEs en el nivel deseado de abstraccién. Con el fin de obtener una
simulacion eficiente en tiempo, el modelo propuesto pude ser integrado niimericamente
al explotar los algoritmos ya disponibles. Mas atin, desde un punto de vista analitico,
los modelos complementarios pueden ser usados para probar, al usar el concepto de
pasividad, la existencia de soluciones del modelo del convertidor de potencia.

Recientemente los modelos de los convertidores cd/cd buck, boost, buck-boost y
de Cuk se presentan en formalismo complementario. Para modelar estos sistemas se

introducen las variables de entrada (vp,ip) y (vs,is) para el diodo y el interruptor.
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Se consideran interruptores de 2 cuadrantes tal que ig > 0 pero vg no es restringida.
En esencia, el modelo para una configuracion arbitraria de interruptores puede ser un
SLC. Una vez que la configuracién de los interruptores es especificada (S abierto, i.e.,
is = 0 o S cerrado, i.e., vg = 0), las variables del interruptor pueden ser eliminadas y
se dejan unas con SLC estandar con las variables del diodo.

El convertidor buck es uno de los mas simples, pero méas usado en los convertidores
de potencia: es un circuito que convierte una entrada de corriente directa (cd) a una
salida de cd a una tensién baja. Muchas de la fuentes de alimentaciéon de potencia
emplean circuitos estrechamente relacionados con él. Una aplicaciéon de importancia
actual es la conversion del estandar de 5V cd, usado en computadoras, a los 3.3V o
menos que necesita el procesador, tales como los de la familia Pentium. Un convertidor
buck puede lograr en la préactica una eficiencia del 92%, mientras que en un regulador
lineal la eficiencia serfa solo del 66%, y produce 4 veces més pérdida de calor (Banerjee
y Verghese, 2001).

El esquema basico en lazo abierto del convertidor buck se muestra en la figura
El interruptor S se abre y se cierra a una frecuencia de conmutacién f, con un ciclo
de trabajo d (i.e., la fraccién de tiempo que el interruptor esta cerrado). Cuando S
esta cerrado, el voltaje de entrada V}, es transferido al filtro paso bajo LC. Cuando S
esta abierto, el inductor mantiene su flujo de corriente, fuerza al diodo D a conducir
y aterriza la entrada del filtro LC, ya que el filtro ve una senal cuadrada entre 0 y
Vin. La frecuencia de corte del filtro es mucho menor que f,; y remueve gran parte del
rizado de conmutaciéon y entrega una tension de salida v relativamente constante hacia
la resistencia de carga R. La tension de salida puede ser variada al cambiar el ciclo de
trabajo d (i.e., al usar una modulacién de anchura de pulso).

La operacion descrita arriba es conocida como modo de conduccién continuo (MCC),
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ya que la corriente del inductor nunca llega a ser cero. Sin embargo, si la salida es
ligeramente cargada, la corriente del inductor puede llegar a cero en una parte del ciclo

mientras D est4 conduciendo. Esta situacién se llama modo de conduccién discontinud]

(MCD).

L
/ a ey

WA

S i

+ 1 '
S S r ] T ——re
— Vi /[\D C=
- +

WA

Figura 17: Esquema basico del convertidor “buck”.

Si el interruptor estd encendido o apagado, el convertidor buck puede ser siempre
descrito como un sistema lineal de segundo orden, cuyos estados son la tension v a
través del capacitor, y la corriente i a través del inductor. Las ecuaciones diferenciales

que modelan el convertidor buck toman la forma

0=Li— 2L

— 7/1)7
@ R (109)
i =—1v+ Yny(t),
en forma de ecuaciones de estado y matricial queda como
Tq 0 -1 xTq Vin
= - +1 " ), (110)
:U.Q % —Rflc i) 0

1Los términos continuo y discontinuo son usados en un sentido no matemético aqui.
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en donde x; =i, 9 = v y la entrada de control u (t) es

0 si o(z,t)>0,
u(t) = H(o(z,t)) = (111)

1 si o(x,t) <0,

t
O—(xat):‘/c_v;a ‘/;:gix1+gvx2> ‘/r:%_'_’}/*mOd <T71)7 Py:Vu_V} (112)

En las siguientes dos subsecciones presentaremos el modelo del convertidor buck

visto como sistema de Filippov y como sistema complementario.

4.1.0.5. Modelo del convertidor “buck” con sistemas de Filippov

Al usar el concepto de sistemas de Filippov descrito en la seccion 2.1.2.2 y al tomar

como variable de estado x3 = t, en donde t es la variable de tiempo, entonces la ecuacion

(110) la podemos reescribir como

1:1 0 —% 0 1 Vi”
153 0 1 T3 0

la ecuacion ((113]) podemos expresarla como

Fi(z,t) H(z) <0,
= (114)

Fy(z,t) H(z)>0,

en donde
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0 —1 0| m L
Baty=| 5 —L o |am|+] 0 | (115)
0 1 T3 0
0 —% 0 T
Ft)=|L1 -1 0| (116)
0 1 T3

para este sistema tenemos que la superficie de discontinuidad es

Yi={H () =0} ={V. - Vi}, (117)

VH@) = | g g, 7). (118)

4.1.0.6. Modelo del convertidor “buck” con sistemas complementarios

Para modelar el convertidor buck con sistemas complementarios se usan como va-
riables de estado la corriente en el inductor y la tension en el capacitor, i.e., x1 =1 y

To = V¢, las ecuaciones en el espacio de estados son

. 1 1
i = —ng — ZUD, (119)
. 1 1
T — 51‘1 — %xg. (120)

Se puede formular como un SCC con
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Uy = —Up — Y1 = Iip = T1 — U,

Uy =15 — Y2 = Vg = Vip, — uy.

En notacién de matriz

= Ar + Bu+ EVj,,

y=Cx+ Du+ FV,,
(121)

OS?Jl—LUlZQ

yQJ—u2207
en donde
0o —1 10 10
A= Pl oB=| " , CO= :
5 —75 00 00
0 -1 0 0
D: s E: 5 F:
-1 0 0 1

4.1.0.7. Control por modulacién de anchura de pulso

En la préactica, es necesario regular la tension de salida v debido a cambios en la
tension de entrada y la corriente de la carga. Esta regulacién se logra al agregar un
lazo de control de retroalimentacién, como se muestra en la figura [I§ La accién del
interruptor es usualmente implementada a través de una ley de retroalimentacién de

modulacién de anchura de pulso. Al tener la combinacién lineal de los dos estados del
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sistema, v.(t) = ¢1i(t) + gov(t), se compara con una senal diente de sierra simétrica V,
(rampa) de un periodo T asignado como se muestra en la figura . El interruptor S
es encendido cuando la senal rampa llega a ser mayor que la combinacion de los dos

estados y es apagado cuando la sefial rampa cae por debajo de esta combinacion.

V. Generador de

rSeﬁaIRampa

Vi | n-th period
Sapenif V. =V

S closed if Vv, <V,

Figura 18: Esquema del convertidor “buck” y del control MAP.

En el disefio practico del convertidor buck es comin el uso de un bloque MAP
para adecuar la senial de control y controlar la frecuencia de conmutaciéon. A la fecha
se ha reportado la presencia de oscilaciones n-periddicas, oscilaciones cuasiperiodicas y
comportamiento caético en el convertidor buck (Banerjee y Verghese, 2001; Di Bernardo
et al., 1998b, 2002a). En la practica, ademéas del uso del bloque de MAP, es comin
usar dispositivos de proteccion, como biestables y redes de circuitos compensadores y
filtros, para compensar dinamicas no consideradas en el disefio del algoritmo de control.
En general a todos aquellos esquemas de control que utilizan un bloque de MAP se les
puede clasificar como controladores por modulacién de anchura de pulso.

En las siguientes subsecciones se muestran los resultados niimericos y experimentales
de la dinamica del convertidor buck. En este trabajo no se consideran los elementos

de proteccién normalmente utilizados en la practica, pues dichos elementos, tales como
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biestables, bloques de saturacién, histéresis, redes de circuitos compensadores y filtros,
entre otros, son elementos no lineales que aumentan la complejidad del controlador.
Por otra parte, aunque estos elementos no lineales pueden inducir fenémenos dindmicos
complejos, el comportamiento cadtico puede generarse por mecanismos todavia mas

simples, que no requieren de ellos (Miranda y Alvarez, 2009).

4.1.1. Variaciones en la tension de entrada Vj,

En esta subseccién se estudia el cambio en la dinamica del convertidor buck cuando
se considera la variacion en el valor de la tensién de entrada V;,,. En la literatura revisada
es comun considerar variaciones en la tension de entrada Vj, para estudiar los cambios
en la dinamica del convertidor. Esta seleccién se da por dos razones: una es que se
puede controlar su valor de manera sencilla y la otra por que se puede considerar como

una ganancia del control.

4.1.1.1. Resultados numéricos

El convertidor buck se simula con los parametros mostrados en la tabla . Tanto
en la parte numérica como en la experimental se usaron dos parametros de bifurcacion,
la tensién de entrada Vj, y el periodo T'. V;,, es variado entre 15y 35 V y T entre 100 y
1000 ps. La forma de trabajar con los dos pardmetros es la que se muestra en la tabla
Ml Se dejé fijo uno de los dos pardametros y se varié el segundo. Las simulaciones se
realizan usando el formalismo de sistemas complementarios. Es importante mencionar

que se usa el modo de control por tension, esto es de la ecuacién gi=0yg,=1.

Tabla 3: Pardametros usados para la simulacion del convertidor “buck”.

(R(Q) [ LmH) | C(uF) [Vu (V) [VI(V) | T(us) [Vin(V) |
| 22 | 5 | 47 [ 1-12 | 0-11 [100-1000 | 15-35 |
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Tabla 4: Pardmetros de bifurcacion.

’ Parametro fijo ‘ Parametro variado ‘
Vin T
T Vin

En la figura se puede observar el diagrama de bifurcacion cuando Vj, se usa
como pardametro de bifurcacién. Este diagrama se construyé con un mapeo llamado
A-conmutaciones, en el cual se toma la tensiéon del capacitor, estado xs, cada vez que
éste es igual a la rampa V,.. De la figura [19|se observa que para diferentes valores de V;,
el diagrama muestra orbitas n-periddicas, con n = 1, 2 ,asi como regiones donde se llena
densamente, lo cual puede ser un indicador de la presencia de érbitas cuasiperiodicas o
cadticas. Ademas, se observa que las bifurcaciones que presenta el convertidor se dan

primero por duplicaciéon de periodo y después a una érbita cuasiperiodica o cadtica.
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Figura 19: Diagrama de bifurcacion que considera la tensién de entrada V;,, como para-
metro de bifurcacién.

El primer cambio en la dinamica del convertidor que muestra el diagrama de bifur-
cacion de la figura[19 ocurre cuando la tensién de entrada V;, tiene un valor aproximado

de 18.5V. La bifurcacién que se presenta es conocida como duplicacion de periodo.
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Para Vj, igual a 15V, 22V y 35V, las graficas del retrato de fase muestran orbitas

1- y 2-periédicas y comportamiento cadtico del convertidor buck. La forma de la senal

en el tiempo se mustra en la figura [20| para cada valor de V;, y la figura [21] su retrato

de fase correspondiente.
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Figura 20: Forma de onda en el dominio del tiempo para: (a) V;, = 15V, (b) V;, = 22V,

() Vi = 35V.
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Figura 21: Retrato de fase del convertidor “buck” que muestra érbitas: (a) 1-periddica
(Vin = 15V), (b) 2-periddica (V;, = 22V) y (c) caos (V;,, = 35V).

Para ilustrar que el convertidor buck presenta orbitas 1-, 2-periddicas y comporta-
miento cadtico, como se muestra en la figura [20 en la figura [22| se muestra el espectro
de la tension del capacitor, estado x5, que considera la tension de entrada Vj,, con los va-
lores de 15V, 22V y 35V. En la figura se muestra el espectro de x5 para V;, = 15V.
Se observa que se presenta una sola armoénica, a la frecuencia de 3.33 kHz. El espec-
tro de xy para Vi, = 22V, se muestra en la figura 22p, donde se observa la misma

armonica a la frecuencia de 3.33 kHz, asi como una nueva armonica a la frecuencia de
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1.66 kHz. Finalmente en la figura se muestra el espectro de x5 cuando V;, = 35V.
En este espectro se observa claramente que siguen presentes las armonicas de la orbita
2-periddica, pero el nivel de los demas componentes frecuenciales de la senal es elevado,
por lo que no se puede decir que se trate solamente de una orbita 2-periddica y que tal

vez se tenga comportamiento cuasiperiodico o cadtico.
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Figura 22: Magnitud del espectro de la tension del capacitor, estado x5 con: a) Vj,, = 15V,
b) Vi, =22V y €) Vi = 35V.

Al observar el comportamiento del convertidor buck para V;, = 35V la figura

muestra los puntos donde ocurre colisién de esquina y deslizamiento. Ademas se puede
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observar que la tension de salida se salta algunos ciclos (i.e., no hay conmutacién en un

ciclo), lo que concuerda con lo reportado en (Di Bernardo et al., 1998a).

Deslizamiento: Colisién de esquina interna Colision de esquina externa z

‘ 0” __________

Voltaje (V)

85

O S T NSRS U SN T S . b T [ i
0714 07145 0.715 07155 0716 07155 0717 0.7175 0.718 0.7185 0.719

tiempo (s)

Figura 23: Colisiéon de esquina y deslizamiento en el convertidor “buck” para V;,, = 35V.

En la figura se muestra el mapeo A-conmutaciones que considera que la tensién
de entrada Vj, tiene un valor de 35V. Se observa que la figura formada no corresponde
a una curva cerrada o un conjunto de puntos aislados. La complejidad de la figura que
se forma depende del atractor que describa la érbita cadtica. Una propiedad que tienen
los sistemas en régimen cadtico, llamada transitividad topoldgica, se puede observar
en la figura . Esta propiedad indica que si se selecciona un punto en el espacio
de estado dentro del atractor del sistema, después de un tiempo finito la trayectoria
cadtica pasara arbitrariamente cerca. Esto ocasiona que si se deja evolucionar por mas
tiempo la trayectoria que sigue la tension del capacitor, la curva obtenida a través del
mapeo A-conmutaciones se llena densamente, pero ningin punto se repite. En la figura
, la forma que toma el mapa A-conmutaciones es llamado también como mapa de
dedos, en este mapa las lineas horizontales o dedos indican la presencia de movimiento

deslizante en el convertido buck.
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De acuerdo con la teoria de colisién de frontera presentada en la seccién 3.2, las

bifurcaciones puede ser analizadas al examinar los valores propios del punto fijo de

colisién de frontera antes y después de la colisién de frontera. Si 71 y 0 son la traza y

determinante de la matriz jacobiana en la regién S; inmediatamente antes de la colision

de frontera, y 75 y 02 son aquellos en la regién S, inmediatamente después de la colisién

de frontera, entonces cualquier mapa diferenciable por tramos se puede reducir a una

forma normal en alguna pequena vecindad del punto periédico del cruce de frontera. Al

observar la figura[23]1a colisién de esquina ocurre en los puntos z; = 9.783 y 2 = 0.6914.

Entonces, al linealizar alrededor de este punto se tiene que

Nz + Mpu, si CTz <0,
T =

Nox + Mpu, si CTz >0,

en donde

N 1.00000000000627 0.998001998661504
1 =

1.23709508447353 0.990375435568788

=
I

(122)
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N 1.00000000017178 0.924964426250901
2 =

4015.32006464859 0.685795356600938

Al seguir el método introducido en la seccion 3.2, se calculan los valores propios de

N; y Ns, que son los siguientes cuatro valores propios

Aa1 = 2.10633420898437, A2 = —0.115958773409315,
Ap1 = 61.7859276404002, Ay = —60.1001322836275.

El subindice ’a’ indica los valores propios de N; y 'b’ los valores propios de Ns. El
nimero de valores propios de Ny y Nj, con parte mayor a -1 es impar (o7 + g5 = 1).
Por lo tanto se espera una duplicacién de periodo, y como o] + o5 es par se tiene
persistencia del punto fijo en la colisién de frontera, y o, + 075 es impar se tiene que
la orbita de periodo-2 desaparece.

Ahora, al expresar la ecuacion (122)) en la forma normal

1 1 1
+ 22 st Iy S 07
T —51 0 ) 0
— (123)
T2 D) 1 T 1
+ o staxp >0,
—(52 0 ) 0

en donde

71 = 1.99037543557506, 0, = —0.244247931263907,

Ty = 1.68579535677272, 09 = —3713.34242445469
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y al aplicar la teorfa expuesta en la seccion 3.2 y en (Banerjee y Grebogi, 1999), se
tienen los siguientes resultados: Los valores propios de N; son reales, no existe érbita
espiral y el punto fijo no puede ser atractor o silla de montar regular en S;. Los
valores propios de Ny son reales, no existe orbita espiral y el punto fijo no puede ser
atractor o silla de montar regular en S,. Al aplicar los teoremas 3.4 y 3.5 de la seccién
3.2 y los resultados en (Banerjee y Grebogi, 1999) se verifica la existencia de un

atractor el cual es cadtico y robusto.

4.1.1.2. Resultados experimentales

En esta subsecciéon se presentan resultados experimentales para verificar el com-
portamiento dinamico observado en la parte numérica. Se tomaron los parametros de
la tabla [3] y se implement6 el convertidor buck como se muestra en la figura El
circuito de potencia es el convencional, que usa principalmente un transistor MOSFET
de potencia IRF641 (Canal-N) y un diodo de potencia de respuesta rapida. Se utiliza
un generador de senales para producir la rampa diente de sierra, con lo que se puede
variar su frecuencia y amplitud. La senal diente de sierra se alimenta a un compara-
dor rapido (LM339) con una configuracién de histéresis, cuya salida es conectada a un
optoacoplador (4N25) que a la vez alimenta a un circuito amplificador en contrafase
conformado por los transistores 2N2222 y 2N2907 para controlar la conmutacion del
MOSFET. La otra entrada del comparador es alimentada por un amplificador opera-
cional (TLO084) que toma el voltaje del capacitor C (v,).

En la figura 26| se muestran la forma de onda en el dominio del tiempo para orbitas
1-, 2-periédicas y caoticas, y en la figura [27] se muestra su correspondiente retrato de

fase.
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Figura 25: a) Circuito y b) fotografia del convertidor “buck” implementado en tablilla de

prueba.
El pardmetro de bifurcacién que se usé en la figura 26y la figura[27] es la tension de

entrada V;,. Aunque los comportamientos obtenidos numéricamente no son idénticos a

los experimentales, debido a las consideraciones ideales en la parte numérica (i.e., por
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ejemplo interruptor y diodo ideales), se consiguié observar comportamientos complejos
como los mostrados numéricamente y reportados en la literatura, como lo son érbitas

1-, 2-periddicas y cadticas.
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Figura 26: Forma de onda en el domino del tiempo para: (a) V;, = 15V (b) V;, = 25V
(c) Vin = 35V.
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Figura 27: Retrato de fase del convertidor “buck” que muestra 6rbitas: (a) 1-periddicas

(Vin = 15V), (b) 2-periédicas (V;, = 25V) y (c) caéticas (V;, = 35V).

Como en la parte numérica, para verificar que el convertidor buck presenta orbitas

1-, 2-periddicas y cadticas, como se muestra en la figura [26] en la figura [2§| se presenta

el espectro de la tension del capacitor que considera la tension de entrada V;, con los

valores de 15V, 25V y 35V. En la figura28h se muestra el espectro de x5 para Vj, = 15V.

Se observa que se presenta una sola armonica, a la frecuencia de 2.314 kHz. El espectro

de x4 para Vj, = 25V, se muestra en la figura 28b, donde se observa la misma arménica
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a la frecuencia de 2.314 kHz, asi como una nueva armonica a la frecuencia de 1.157
kHz. Finalmente en la figura se muestra el espectro de x5 cuando V;, = 35V. En
este espectro se observa claramente que siguen presentes las armoénicas de la orbita
2-periddica, pero el nivel de los deméas componentes frecuenciales de la sefial es elevado,
por lo que no se puede decir que se trate solamente de una orbita 2-periddica y que tal

vez se tenga comportamiento cuasiperiodico o cadtico.
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Figura 28: Magnitud del espectro de la tension del capacitor, estado z5, con: a) V;,, = 15V,
b) V;, =25V y c) V;,, = 35V.

Al igual que en el andlisis numérico nos enfocaremos en el comportamiento del
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convertidor buck para V;, = 35V, donde la figura [29] muestra los puntos donde ocurre

colision de esquina.

10.5

-
=

Voltaje (V)
©
w

85

0.02
tiempo (s)

Figura 29: Colisiéon de esquina en el convertidor “buck” para V;,, = 35V.

Al observar la figura la colision de esquina ocurre en los puntos z; = 9.753 y

ro = 1.16 y al linealizar alrededor de estos puntos se tiene que

0.999999999994196  0.988071712866374

3.58441666266704 0.943624394409

1.00000000012003 0.934260473602781
1385.81342014901 0.719772480594177

Al calcular los valores propios de Ny y s, se obtenienen los siguientes cuatro valores

propios

Aa1 = 2.85395333530322, A2 = —0.910328940900023,
A1 = 36.8422476706353, Ay = —35.1224751899211.

El niimero de valores propios de Ny y Na, con parte mayor a -1 es impar (o, +05 =



110

1). Por lo tanto se espera una duplicacién de periodo, y como o + 05 es par se tiene
) 1 2
persistencia del punto fijo en la colisién de frontera, y o + 075 es impar se tiene que

la orbita de periodo-2 desaparece.

Ahora, al calcular 7, 0; y 7, 0o de N7 y Ns, respectivamente, se obtienen los

siguientes valores

71 = 1.9436243944032, 0, = —2.59803631710467,

Ty = 1.7197724807142, 9 = —1293.99092975282

y con ellos se tienen los siguientes resultados: Los valores propios de /Ny son reales, no
existe orbita espiral y el punto fijo no puede ser atractor o silla de montar regular en
S1. Los valores propios de N, son reales, no existe 6rbita espiral y el punto fijo no
puede ser atractor o silla de montar regular en S;. Al aplicar los teoremas 3.4 y 3.5 de
la secci6én 3.2 y los resultados en (Banerjee y Grebogi, 1999) se verifica la existencia

de un atractor el cual es cadtico y robusto.

4.1.2. Variacion del periodo 7' de la senal de modulaciéon V.

En esta subseccién se estudia el cambio en la dindmica del convertidor buck cuando
ocurren variaciones en el periodo 7' de la senal de modulacién V,. En el diseno clasico
de un controlador MAP la seleccién del periodo T se basa en la aplicaciéon en la cual
el convertidor se utilizara, por lo que la seleccion del periodo T' depende en muchos
casos de la experiencia del disenador (Mohan et al., 2003). El intervalo de trabajo que

se utiliza esta basado en los ejemplos de la literatura revisada.
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4.1.2.1. Resultados numeéricos

El diagrama de bifurcacion se construyé utilizando el mismo mapeo que la subsec-
cién anterior, y considerando que el periodo T' toma valores entre 100us a 500us. El
diagrama que se obtuvo es parecido al diagrama de bifurcacién cuando la tensién de
entrada V, se usa como pardmetro de bifurcacion. De la figura [30] se observa que
cuando se consideran variaciones en el periodo 7', al principio del diagrama se presenta
un escenario similar al que presenta el convertidor si se considera la tension de entrada
Vin, ocurriendo primero una bifurcaciéon por duplicacién de periodo cuando el periodo
T tiene un valor aproximado de 288us y posteriormente una transiciéon a una érbita

cuasiperiédica o cadtica cuando el periodo T tiene un valor aproximado de 360us.

v, (V)
¢

.

Periado T (s) ’ o
X

Figura 30: Diagrama de bifurcacion que considera el periodo T de la sefial de modulacion
V, como parametro de bifurcacion.

Para T igual a 250us, 450us y 500us, las graficas del retrato de fase muestran
orbitas 1-, 2-perioddicas y cadticas del convertidor buck. La forma de la senal en el
tiempo se muestra en la figura [31| para cada valor de T' y la figura [32|su retrato de fase

correspondiente.
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Figura 31: Forma de onda en el dominio del tiempo para: (a) 7" = 250us, (b) T' = 450us,
(c) T = 500us.
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Figura 32: Retrato de fase del convertidor “buck” que muestra érbitas: (a) 1-periddicas
(T = 250us), (b) 2-periddicas (T' = 450us) y (c) caéticas (T = 500us).

Para ilustrar que el convertidor buck presenta drbitas 1-, 2-periddicas y cadticas,
como se muestra en la figura [31], en la figura [33] se muestra el espectro de la tesién del
capacitor considerando el periodo 7' con los valores de 250us, 450us y 500us. En la
figura se muestra el espectro de xo para T" = 250us. Se observa que se presenta una
sola arménica, a la frecuencia de 4kHz. El espectro de x5 para T' = 450us, se muestra
en la figura[33p, donde se observa la arménica a la frecuencia de 2.22kHz , asi como una

nueva armoénica a la frecuencia de 1.11kHz. Finalmente en la figura se muestra el
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espectro de x5 cuando 7' = 500us. En este espectro se observa claramente que el nivel
de las deméas componentes frecuenciales de la senal es elevado, por lo que no se puede
decir que se trate de una 6rbita 2-periddica y que tal vez se tenga comportamiento

cuasiperiédico o cadtico.
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Figura 33: Magnitud del espectro de la tension del capacitor, estado x5, con: a) 7' = 250us,
b) T = 450us y ¢) T = 500pus.

Al observar el comportamiento del convertidor buck para T = 500us la figura

muestra los puntos donde ocurre colision de esquina y deslizamiento.
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Figura 34: Colision de esquina y deslizamiento en el convertidor “buck” para T' = 500us.

En la figura para el periodo T" = 500us, se puede observar la propiedad de

transitividad topoldgica como se observé cuando la tension de entrada V;, se usé como

parametro de bifurcacion, propiedad de los sistemas en régimen cadtico. En la figura

(35, el mapa A-conmutaciones muestra lineas horizontales, como en el caso de la ten-

sion de entrada Vj, usada como parametro de bifurcacién, que indica la presencia de

movimiento deslizante.
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Figura 35: Mapa A-conmutaciones x; vs z5.
Al observar la figura [34] la colisiéon de esquina ocurre en los puntos z; = 9.787 y
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ro = 0.813. Entonces, al linealizar alrededor de este punto se tiene que

N 1.00000000000306 0.999000499842398
1= )

1.11224776217498 0.995176082703475

N 1.00000000185066 0.905742709568735
2 = :

37493.2011786034 0.619573838842011

Al calcular los valores propios de N; y Ns, se obtenienen los siguientes cuatro valores

propios

Aa1 = 2.05169519335724, X2 = —0.0565191106507046,
Ap1 = 185.090089196337,  Ape = —183.470515355644.

El niimero de valores propios de Ny y Ny, con parte mayor a -1 es impar (o7 + 05 = 1).
Por lo tanto se espera una duplicaciéon de periodo, y como o] + o3 es par se tiene
persistencia del punto fijo en la colisién de frontera, y o] + 075 es impar se tiene que
la 6rbita de periodo-2 desaparece.

Ahora, al calcular 7, d0; vy 7, 62 de N; y Ns, respectivamente, se obtienen los

siguientes valores

71 = 1.99517608270653, 01 = —0.115959987654876,

Ty = 1.61957384069267, 02 = —33958.574052074

y con ellos se tienen los siguientes resultados: Los valores propios de N7 son reales, no
existe Orbita espiral y el punto fijo no puede ser atractor o silla de montar regular en

S1. Los valores propios de Ny son reales, no existe orbita espiral y el punto fijo no
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puede ser atractor o silla de montar regular en Sy. Al aplicar los teoremas 3.4 y 3.5 de
la seccion 3.2 y los resultados en (Banerjee y Grebogi, 1999) se verifica la existencia

de un atractor el cual es cadtico y robusto.

4.1.2.2. Resultados experimentales

En esta subseccion se presentan resultados experimentales para corroborar los com-
portamientos dindamicas observados en la parte numérica de la subseccion anterior,
donde el periodo T de la senal de modulacién se usa como parametro de bifurcacion.
En la figura 36| se muestran la forma de onda en el dominio del tiempo para un compor-
tamiento de periodo-1, periodo-2 y caos, y en la figura[37]se muestra su correspondiente
retrato de fase. El pardametro de bifurcacion que se uso en la figura 36| y la figura 37| es

el periodo T
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Figura 36: Forma de onda en el dominio del tiempo para: (a) 7' = 199.2us, (b) T' = 235.7us,
(c) T = 398us.
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Figura 37: Retrato de fase del convertidor “buck” que muestra 6rbitas: (a) 1-periddicas

(T = 199.2us), (b) 2-periddicas (T = 235.7us) y (c) caéticas (T' = 3981us).
Como en la parte numérica, para verificar que el convertidor buck presenta las

6rbitas que se muestra en la figura [36] en la figura se muestra el espectro de la

tension del capacitor que considera el periodo T' con los valores de 199.2us, 235.7us

y 398us. En la figura se muestra el espectro de x5 para T = 199.2us, se observa
una sola armonica, a la frecuencia de 5.02 kHz. El espectro de x5 para T' = 235.7us,

se muestra en la figura [38b, donde se observa la armoénica a la frecuencia de 4.24 kHz
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, asl como una nueva armoénica a la frecuencia de 2.12 kHz. Finalmente en la figura
se muestra el espectro de x5 cuando 7' = 398us. En este espectro se observa que el
nivel de las demas componentes frecuenciales de la senal es elevado, por lo que tal vez

se tenga comportamiento cuasiperiédico o cadtico.

L 150 T T T

100- : q
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N | L A e |
v v

0 oo W0 0 4000 B0 600 7000 8000 900010000 0 1000 2000 300 400 5000 6000 7000 §000
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500,
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] | A b " A
v
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Figura 38: Magnitud del espectro de la tension del capacitor, estado z3, con: a) T =
199.2us, b) T'=235.7us y €) T = 398us.

Al igual que en el andlisis numérico nos enfocaremos en el comportamiento del
convertidor buck para T = 398us, donde la figura [39] muestra los puntos donde ocurre

colisién de esquina y deslizamiento.
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Figura 39: Colision de esquina y deslizamiento en el convertidor “buck” para T' = 398us.

Al observar la figura la colision de esquina ocurre en los puntos z; = 10.91 y

ro = 0.6047, y al linealizar alrededor de estos puntos se tiene que

N 1.00000000000043 0.994017964054269
1 — ’

1.89325557246521 0.971403311911828

N 1.00000000003328 0.929043236750777
2 = .

2514.39433898362 0.700543077701702

Al calcular los valores propios de N7 y N», se obtenienen los siguientes cuatro valores

propios

Aa1 = 2.35761072445108,  A42 = —0.386207412538816,
Ay = 49.182491369631, Ay = —47.481948291896.

El niimero de valores propios de Ny y N, con parte mayor a -1 es impar (o7 + 0, = 1).
Por lo tanto se espera una duplicacién de periodo, y como o] + o5 es par se tiene

persistencia del punto fijo en la colisién de frontera, y o + o7 es impar se tiene que
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la orbita de periodo-2 desaparece.

Ahora, al calcular 7, 0; y 7, 0o de Ny y Ns, respectivamente, se obtienen los

siguientes valores

7 = 1.97140331191226, 0, = —0.910526737664013,

Ty = 1.70054307773498, 09 = —2335.28051207944

y con ellos se tienen los siguientes resultados: Los valores propios de N7 son reales, no
existe orbita espiral y el punto fijo no puede ser atractor o silla de montar regular en
S1. Los valores propios de Ny son reales, no existe orbita espiral y el punto fijo no
puede ser atractor o silla de montar regular en S,. Al aplicar los teoremas 3.4 y 3.5 de
la seccién 3.2 y los resultados en (Banerjee y Grebogi, 1999) se verifica la existencia

de un atractor el cual es cadtico y robusto.

4.2. Bifurcacion deslizante en el convertidor “buck”.

En la figura [39] se observa que hay movimiento deslizante en el convertidor buck.
Para verificar que se da una bifurcacién deslizante se verifican las condiciones de la

secciéon 3.3 como sigue:

Primero de (115)) y (116 se tiene que

_T —z1 4 Vin
L L+L

A=leg-gm| P=| 2-8 | (124)
T3 T3

Al usar (TZ3),(IT8) v
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giT1 g1 GuT2

(VH, 1) = == c ~ Rmo T (125)
(VH F2> _ _Git1 4 givm 1 JuvZ1 _ GovT2 + g (126)

’ L L C RC ’
(VH,F) — (VH, F)) = gL , (127)
H,(z) = — (g@ + 1) , (128)

L
_2 i L 2 vl 2 vl z‘/'m

fr= o T = TR g+ T (129)

Cuando se usa el modo de control de tensién con g; = 0 las condiciones de la seccion
3.3 no pueden ser aplicadas ya que la ecuacion (85]) no se cumple, pero si se considera
g; > 0 se puede aplicar el método propuesto en la seccion 3.3 como sigue:

De la figura [39|se tiene que el punto de bifurcacién se da en los puntos (z7, 25, x%) =
(0.4932,11.4,0.05256) y de H,(z) = 14.89 con g; = 0.01, con lo cual no se cumplen
las condiciones para la bifurcacién deslizante mostradas en la seccién 3.3.

Ahora concidérese g; con un valor tal que de la ecuacién [12§] se tenga que

S

>> f1 — v < 1,
L

L

entonces, de la ecuacién [128 H,(z) = —1, con lo que se cumplen las tres pimeras
condiciones de la tabla[I} Ahora con los valores de la tabla8ly gy =1y 7= 1.4 se

tiene que
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—08.64 —200 0 0
OF,

VH = [gi 1 1.4 } Fy =1 —531.528 |, Dr = | 2127659 —967.11 0

0.05256 0 0 1

Con los valores anteriores de VH, F} y % se tiene que

0F,

<VHU, axF1> = g * 19728 — 1584676.741. (130)

Ya que g; > 0 y se supone con un valor muy grande, entonces la ecuacién se

puede decir que

0F,

<VHU, 6F1> = g; % 19728 — 1584676.741 > 0, si g; > 80.3262.
xXr

Con lo que se cumplen las condiciones de la tabla [I] para que en el convertidor
buck se presente una bifurcacion deslizante, ya sea del tipo de deslizamiento I o de

roce-deslizamiento.

4.3. Parametros de rendimiento o perfil de armoénicas

La tension y la corriente en la entrada y en la salida de las terminales de un con-
vertidor, en general, tiene una forma no sinusoidal. El perfil de armédnicas es la grafica
de la amplitud versus frecuencia para la forma de onda en ca de la tension, corriente o
potencia instantanea. Las siguientes mediciones son usadas para la generalizacion de la

informacién del perfil de arménicas (#ET631, 2011):

s Promedio
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Valor eficaz

= Rizo pico-pico

Armoénica menor deseada

Distorsién armoénica total

Factor de potencia

Factor de cresta

De los parametros de rendimiento mencionados arriba enfocaremos nuestra atencién en
los tres tltimos (Mohan et al., 2003; #ET631, 2011), es decir, en la distorsién arménica

total (DAT), en el factor de potencia (FP) y en el factor de cresta (FC).

s La distorsién armoénica total de la corriente de una fuente de tensién sinusoidal

es definida como (Mohan et al., 2003):

1
DAT = (| == — 1. (131)
]sl

donde el subindice “s” y “s1” son el valor eficaz de la forma de onda de la corriente
y el valor eficaz de la corriente de la armoénica fundamental, respectivamente. El
DAT se usa para la forma de onda de tension y corriente tanto en la entrada como
en la salida de un convertidor. Es un medida de la distorsiéon de una forma de

onda y donde el valor deseado debe ser cero.

= El factor de potencia es una medida muy importante del desempefio de un conver-

tidor en electronica de potencia. El FP es definido como la razon de la potencia
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real P, que es entregada por la componente fundamental de la tensién y la po-

tencia aparente S:

P Vi1 cos I
rp=tio w = Fheoson (132)

donde V; y I son los valores eficaces de la armonica fundamental de la tension y

la corriente respectivamente. Se puede notar de (131]) que una distorsion elevada

Is1

7y por lo

en la forma de onda de la corriente resultara en un pequeno valor de

tanto en un factor de potencia bajo. La ecuacién ([132)) se puede escribir como

1

FP=——co
V1+ DAT?

S¢7. (133)
= A menudo resulta de interés el factor de cresta FC, que resulta una medida del
pico de tension/corriente en comparacién con su valor eficaz. Un valor de FC bajo

es deseable.

Lipi

% (134)
En este trabajo de tesis no se realiz6 un anélisis de los pardmentros de rendimiento del
convertidor buck y los convertidores del los siguientes capitulos. Pero, de las figuras
y 28] se puede observar que cuando el convertidor buck entra en régimen cadtico

el DAT y el FC aumentan ocasionando que el FP disminuya, lo cual se refleja en un

rendimieto probre o una eficiencia baja del convertidor de potencia.
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4.4. Resumen del capitulo

En este capitulo se mostré que el convertidor buck exhibe una amplia variedad de
dindmicas complejas, diferentes todas ellas, en funciéon del parametro de bifurcacion.
Resulto6 de gran ayuda el uso del mapeo A-conmutaciones para distinguir el moviemiento
deslizante que se crea en el convertidor buck bajo ciertas condiciones. Se corroboraron
los resultados numéricos que se muestran en la literatura revisada y se confirmaron
experimentalmente.

Debido a que se presentan Orbitas periddicas con caracteristicas particulares, el
analisis del convertidor tiene que llevarse a cabo con varias herramientas para poder
realizar un estudio completo. Se verificé que la teoria desarrollada para sistemas dina-
micos discontinuos pueder ser aplicada al convertidor buck, con el fin de evidenciar su
comportamiento complejo y ser usada como una herramienta analitica. De los resulta-
dos importantes se puede mencionar los fenémenos discontinuos como lo son el roce y
deslizamiento mostrados cuando el convertidor entra en régimen caético. Otro resultado
importante es la confirmacion de la interrupcion por ciclo de la senal de modulacion
V., presente en el comportamiento cadtico del convertidor.

En los dos casos de estudio se observa una dinamica compleja en el convertidor buck
y aunque no se realizé un analisis de los parametros de rendimiento del convertidor es
claro que al variar un parametro de diseno, originando una dinamica cadtica, su desem-
peno y eficiencia se vera disminuido. Sin embargo, como el comportamiento dindmico
que presenta el convertidor esta dentro de los limites de disefio, en la practica resulta

dificil detectar la dindmica compleja (Miranda y Alvarez, 2009).
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Capitulo 5

Dinamica compleja del convertidor de Cuk

5.1. Introduccion

El convertidor de Ctik, denominado asi en honor a su inventor Slobodan Cuk, posee
diversas semejanzas con el convertidor buck-boost. Asi, el convertidor de Cuk ofrece una
tension de salida negativa con respecto a la tension de entrada. Ademaés, esta tension de
salida puede ser mayor o menor que el de entrada. La figura 40| muestra el esquema de
un convertidor de Cuk. El capacitor C'; acttia como elemento almacenador y transfiere la
energia desde la entrada a la salida. En el convertidor buck-boost este papel lo realiza el
inductor. La tension promedio en C} es mayor que la tension promedio de entrada y de
salida. Asimismo, la capacidad del capacitor C; se considera bastante elevada, de forma
que la tension permanece practicamente constante, sin apenas variacion respecto a su
valor promedio, aunque almacene y transfiera energia desde la entrada a la salida. La
principal diferencia entre este convertidor y los circuitos clasicos radica en la utilizacién
de un capacitor en lugar de un inductor para el almacenamiento de energia durante una
parte del ciclo y su posterior entrega a la carga durante el resto del mismo. El uso de un
capacitor permite obtener una mejor relacion entre la energia almacenada y el tamano
o peso que los circuitos convertidores bésicos tradicionales (elevador/reductor, reductor
o buck, y elevador o boost). Sin embargo pone muchas mayores exigencias sobre este

capacitor, lo que redunda en un elemento de mayor costo debido a su fabricacién.

El funcionamiento del convertidor de Cuk es el siguiente: Cuando el interruptor S

estd abierto el capacitor '} se carga, por un lado, a través de la fuente de entrada, y
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por otro, a través de la energia procedente del inductor L; que esta sometido a una
tensién negativa (V.,>Vp). Esta descarga origina una disminucién de la corriente iy, .
Asimismo, la energia almacenada en el inductor Lo se transfiere a la carga, por lo que
la corriente iy, también disminuye. Cuando el interruptor S se cierra la tension Vi,
causa el apagado del diodo al quedar inversamente polarizado. Como, el capacitor C
se descarga a través del interruptor, transfiriendo energia a la carga y al inductor Ls. Por
tanto, la corriente 77, aumenta en esta fraccion del periodo. Ademads, la alimentacién

suministra energia al inductor L4, es decir, iz, también aumenta.

Como pasa también en otros convertidores (v.g., en el buck, boost, buck-boost) el
convertidor de Cuk puede trabajar tanto en modo continuo como en modo discontinuo
de corriente. Ademas, a diferencia de otros convertidores, éste también puede operar en
modo de tensién discontinua (i.e., la tension en el capacitor cae a cero durante el ciclo

de conmutacion).

+ L 1 + + L 7
ATRTAATE)

+ ‘ - L+
— Vi h‘\ /D Gy

Figura 40: Esquema basico del convertidor de Cuk.

A

[
v'll"v'll"n'"'k" h
=

|—]




130

Las ecuaciones diferenciales que modelan el convertidor de Cuk son

iLl = _LLI (1 - u(t)) e (t) + ‘g’;ﬂ
iLz = ivcz (t)u(t) — [%Ucl (t), (135)
z.]C'l = Cilile (t) - Riclvcl (t) )

oy = i (6) (1= (8) = Lingu (1),

Al tomar como variables de estado xy = iy, (t), xa = ig, (t), 3 = v, (1) v x4 =

ve, (t) la ecuacién ([135]), en forma de ecuaciones de estado y matricial, queda como

i 0 0 Ul ) L
iy 0 0 —Lu® g, 0
= Bk + , (136)
. 1 1
T3 0 o ~RG, 0 T3 0
_ P | (1—67:;(15)) _%Z) 0 0 I T4 | _ 0 |

en donde la entrada de control u (t) es

1 si o(x,t)>0,
u(t) = H(o(z,t)) = (137)

0 si o(z,t) <0,

t
7w t) =Vo-Vio Vo= gilortaa) b gors, Ve= Vi (Ve = Vi) mod (1) . (138)

En las siguientes dos subsecciones presentaremos el modelo del convertidor de Cuk

visto como sistema de Filippov y como sistema complementario.
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Ahora si tomamos como variable de estado x5 = t, donde ¢ es la variable de tiempo,

entonces la ecuaciéon ([136)) la podemos reescribir como

La ecuacion ([139) podemos expresarla como

Fi(xz,t) H(z)<0,

i =
Fy(z,t) H(x) >0,
en donde
00 —%& 00 T, Yo
0 0 —LL? 0 0 To 0
Bz )= 0 & —z5 00 ]||as|+] 0 |
& 0 00 T4 0

E 0 L= g o a] | b
@ 0 0 £ 0| 0
iy | = 0 = ~ae; 0 O f]a|t] 0
iy ) _u g 0 0| a 0
s 0 0 0 0 1] s 0

(139)

(140)

(141)
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0 0 0 0 0]z L
0 0 —%£ £ 0] 0
Brt)=]10 & -2 0 0|3 || 0 |- (142)
0 =z 0 0 0|]m 0
0 0 0 0 1/|]as 0

Para este sistema tenemos que la superficie de discontinuidad es

Y={H(x) =0} ={V, = Vi}, (143)

Hy(r)=1|¢g ¢ 0 g, V=V |- (144)

5.1.0.4. Modelado del convertidor de Cuk con sistemas complementarios

Para el modelado del convertidor de Cuk como sistema complementario se usan como
variables de estado las corrientes en los inductores y las tensiones en los capacitores,

ie., r1 =1ip1, To = lir9, T3 = Vo1, T4 = Voo . Las ecuaciones en variables de estado son

1 1 1
i1 = —V;, — —x3 — —vp, 145
T R P (145)
1 1
Lo = —Up — — 146
T2 L2UD L2374, ( )
1 1
I.g = =1 — is, (147)

e
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1 1
i —— Ty — —— 4. 148
Ty Cy %) C'QRM ( )
Se puede formular como un SCC con
Uy = —VUp — Y1 =1ip = X1 — Ty — Ug,

U =15 —> Y2 = Vs = XT3z — Uy,

en notaciéon de matriz

i =Ar + Bu+ EVj,,

y=Cx+ Du+ FV,,

(149)
Ogle_ulzo,
Y2 L ug >0,
en donde
0 0 -4 0 . 0
0 0 0 —L —-L 0 1 -1 00
A= Ll B= Lo . O =
1 1
o 0 0 0 0 - 0O 0 10
L0 L 0
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Ly
0 -1 0 0
D= . E= . F=
-1 0 0 0
0

En las siguientes subsecciones se muestran los resultados numéricos y experimentales
de la dindmica del convertidor Cuk. Como se menciona en el capitulo anterior, no
se consideran los elementos de proteccién normalmente utilizados en la practica y el

control que se utiliza es un control MAP.

5.1.1. Variacién del periodo 7' de la senal de modulacién V.

En esta subseccion se estudia el cambio en la dinamica del convertidor de Cuk
cuando ocurren variaciones en el periodo T de la senal de modulacion V,. El intervalo
de trabajo que se utiliza estd basado en los ejemplos de la literatura revisada, como en

el capitulo anterior.

5.1.1.1. Resultados numéricos

El convertidor de Cuk es simulado con los pardmetros mostrados en la tabla
Las simulaciones se realizan usando el formalismo complementario. Es importante
mencionar que se usa el modo de control por tension, esto es de la ecuacion
9:=0y gy =—-1

Tabla 5: Pardmetros usados para la simulacién del convertidor de Cuk.

| R(Q) [ Li(mH) | Ci(pnF) | Lo(mH) | Co(pF) |
2 | 2 | 4 | 3 | 41 |

En la figura [41] se puede observar el diagrama de bifurcaciéon cuando el periodo T

es usado como parametro de bifurcacion. Este diagrama se construyd con un mapeo
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llamado estroboscopico, en el cual se toma la tension del capacitor cada periodo T'. De
la figura [41] se observa que para diferentes valores de T" el diagrama muestra érbitas n-
periddicas, con n = 1,2, asi como regiones donde se llena densamente, lo cual puede ser
un indicador de la presencia de Orbitas cuasiperiodicas o cadticas. Ademas, se obseva
que las bifurcaciones que presenta el convertidor se dan primero por duplicaciéon de

periodo y despues a una érbita cuasiperidédica o cadtica.

4

Periodo T (s) . 10'4

Figura 41: Diagrama de bifurcaciéon que considera el periodo 7" como parametro de bi-
furcacioén.

El primer cambio, conocido como duplicaciéon de periodo, en la dinamica del con-
vertidor que muestra el diagrama de bifurcacion de la figura [41] ocurre cundo el periodo
T tiene un valor aproximado de 200us. La transiciéon de una érbita 2-periddica a una

orbita caotica se da cuando el periodo 7' es aproximadamente igual a 250us.

Para T igual a 200us, 240us, y 260us, las graficas del retrato de fase muestran
6rbitas 1-, 2-periédicas, y comportamiento caético del convertidor Cuk. La forma de la
senal en el tiempo se muestra en la figura [42| para cada valor de T y la figura [43] su

retrato de fase correspondiente.
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Figura 42: Forma de onda en el dominio del tiempo para: (a) 7' = 200us, (b) 7' = 240us
y () T =260pus.
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Figura 43: Retrato de fase del convertidor de Cuk que muestra érbitas: (a) 1-peridédica
(T = 200u), (b) 2-periédica (T = 240u) y (c) caética (T' = 260p).

Para ilustrar que el convertidor de Cuk presenta érbitas 1-, 2-periédicas y caéticas,
como se muestra en la figura |42 en la figura |44] se muestra el espectro de la tension
del capacitor Cs, estado x4, que considera el periodo T' con los valores de 200us, 240us
y 260us. En la figura se muestra el espectro de x4 para T' = 200us, se observa
que se presenta una sola armoénica, a la frecuencia de 5kHz. El espectro de x, para
T = 240ps. Se muestra en la figura [44b, donde se observa la armoénica a la frecuencia

de 4.166kHz , asi como una nueva armonica a la frecuencia de 2.083kHz. Finalmente
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en la figura se muestra el espectro de x, cuando T' = 260us. En este espectro se
observa claramente que el nivel de las demas componentes frecuenciales de la senal es
elevado, por lo que no se puede decir que se traté de una oOrbita 2-peridédica y que tal

vez se tenga comportamiento cuasiperiodico o cadtico.

200 12000

10000~ 1

15007 -

8000~ 1

1000 : -

Muestras
Muestras
T
i

4000~ : |
500
000~ : 7

it |
0 1000 200 [ 1] 5000 6000 1000 8000 900010000 [} 5000 10000 16000
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)

(a) (b)

L

7000

6000 h

5000 7

4000

Muestras

3000

2001

o

0 5000 T 5000
Frecuenci (Hz)

(c)

Figura 44: Magnitud del espectro de la tension del capacitor, estado x4, con: a) 7' = 200us,
b) T = 260us y c) T = 260pus.

Al observar con detalle el comportamiento del convertidor de Cuk para T = 260us, la
figura [45| muestra los puntos donde ocurre colisién de esquina y deslizamiento, también

se puede observar que la tension de salida salta algunos ciclos (i.e., no hay conmutacién



en un ciclo).
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Figura 45: Colisién de esquina y deslizamiento en el convertidor de Cuk para T = 260,.

En la figura [46] se muestra el mapeo A-conmutaciones que considera que el periodo

T tiene un valor de 260us. Se observa que la figura formada no corresponde a una

curva cerrada o un conjunto de puntos aislados. La complejidad de la figura que se

forma depende del atractor que describa la orbita caodtica. Una propiedad que tienen

los sistemas en régimen cadtico, llamada transitividad topologica, se puede observar en

la figura [46]
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Figura 46: Mapa A-conmutaciones x| vs x4.
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De acuerdo con la teoria de colision de frontera presentada en la seccién 3.2, las

bifurcaciones puede ser analizadas al examinar los valores propios del punto fijo de

colisiéon de frontera antes y después de la colision de frontera. Si 7; y d; son la traza

y determinante de la matriz jacobiana en la regiéon S; inmediatamente antes de la

colisiéon de frontera, y 7 y dy son aquellos en la region Sy inmediatamente después

de la colision de frontera, entonces cualquier mapa diferenciable por tramos se puede

reducir a una forma normal en alguna pequena vecindad del punto periddico del cruce de

frontera. Al observar la figura[45]la colisién de esquina ocurre en los puntos z; = 0.689,

x9 = —0.7756, 3 = 28.98 y x4 = —8.987. Entonces, al linealizar alrededor de este punto

se tiene que

Nz + Mpu, si CTz <0,

T +—r

en donde
1
1
N1 —
1
252.627202367887

Noz + Mp, si CTz > 0,

1 1
1 0.916982705595648
252.627202367887 0.777671813785234

1 1

(150)

0.878095430919981
1
1

1
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1 1 1 1 1

1 1 0.999999999999999 1 0
N2 — y M —

1 1.00000000000008 0.999999999999996 1 0

1 0.999999999999921 1 1 0

Al seguir el método introducido en la seccion 3.2, se calculan los valores propios de

N; y N,, obteniendo los siguientes valores propios

Aa1 = 23.8825115944751, A,o = —0.0542758762331941 4 5.082119535195491,

Aaz = —0.0542758762331941 — 5.082119535195497, A\,q = —19.9962880282235,

M1 =4, A2 = —9.00684455674383e — 16 4 8.92912572611541e — 157,

Ap3 = —9.00684455674383e—16—8.92912572611541e—157, A\py = —1.06466678366858e—15.

El ntimero de valores propios de Ny y N, con parte mayor a -1 es impar (o7 + 05 = 1).
Por lo tanto ocurre duplicacién de periodo, y como o + o5 es par se tiene persistencia
de punto fijo en la colisién de frontera, y of; + o5 es impar la 6rbita de perido-2

desaparece. Existe un atractor el cual es cadtico y robusto.
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5.1.1.2. Resultados experimentales

Para la parte experimental se tomaron los parametros de la tabla 5|y se implementé
el convertidor Cuk como se muestra en la figura . El circuito de potencia es el conven-
cional, usa principalmente un transistor MOSFET de potencia IRF641 (Canal-N) y un
diodo de potencia de respuesta rapida. Se utiliza un generador de seniales para producir
la rampa diente de sierra, con lo que se puede variar su frecuencia y amplitud. La senal
diente de sierra se alimenta a un comparador rapido (LM339) con una configuracién de
histéresis, cuya salida es conectada a un circuito amplificador en contrafase conformado
por los transistores 2N2222 y 2N2907 para controlar la conmutacion del MOSFET. La
otra entrada del comparador es alimentada por un amplificador operacional (TL084)
que toma la tensién del capacitor Cy (V).

Se us6 como parametro de bifurcacion el periodo T' de la senal de modulacién V.
En la figura [48| se muestran la forma de onda en el dominio del tiempo para érbitas 1-,

2-periddicas y cadticas, y en la figura [A9] se muestra su correspondiente retrato de fase.
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Figura 47: a) Fotografia del convertidor Cuk implementado

circuito.
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Figura 49: Retrato de fase del convertidor de Cuk que muestra érbitas: (a) 1-periédicas
(T = 231us); (b) 2-periddicas (1" = 262.5us) y (c) cadticas (7' = 399.7us).

Como en la parte numérica, para verificar que el convertidor de Cuk presenta las
6rbitas que se muestra en la figura [48] en la figura se muestra el espectro de la
tension del capacitor C, estado x4, considerando el periodo 7" con los valores de 231 s,
262.5us y 399.7us. En la figura se muestra el espectro de x4 para T" = 231us. Se
observa que se presenta una sola armonica, a la frecuencia de 4.329kHz. El espectro

de x4 para T = 262.5us, se muestra en la figura [50b, donde se observa la armoénica a



146

la frecuencia de 3.809kHz , asi como una nueva armoénica a la frecuencia de 1.904kHz.

Finalmente en la figura se muestra el espectro de x4 cuando T' = 399.7us. En este

espectro se observa que el nivel de las deméas componentes frecuenciales de la senal es

elevado, por lo que tal vez se tenga comportamiento cuasiperiédico o cadtico.
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Figura 50: Magnitud del espectro de la tension del capacitor, estado x4, con: a) 7' = 231 us,
b) T = 262.5us y c) T = 399.7us.

Como en la parte de simulaciéon nos enfocamos en el comportamiento del convertidor

de Cuk para T = 399.7us, la figura muestra los puntos donde ocurre colision de

esquina.
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0.0125 0.013 0.0135 0.014 0.0145 0.015
tiempo (s)

Figura 51: Comportamiento caético del convertidor de Cuk para T' = 399.7us.

Al observar la figura la colision de esquina ocurre en los puntos x; = 0.008,
r9 = —0.852, x3 = 14.32 y 4, = —9.2. Entonces, al linealizar alrededor de este punto

se tiene que

_ 1 1 1 0.87809543092 _
N 1 1 0.916982705596455 1
o 1 252.627202366903 0.77767181378367 1 |
252.627202366903 1 1 1
_ 1 1 1 1 _
N, 1 1 0.999999999999999 1

1 1.00000000000008  0.999999999999996 1

1 0.999999999999921 1 1

Al calcular los valores propios de N7 y Na, se obtenien los siguientes valores propios:
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Aa1 = 23.8825115944346, A2 = —0.0542758762335536 + 5.082119535175534,

Az = —0.0542758762335536 — 5.08211953517553%, Mgy = —19.9962880281838,

A1 =4, M2 = —9.00684455674383e — 16 + 8.92912572611541e — 154,

o3 = —9.00684455674383e—16—8.92912572611541e—157, A\py = —1.06466678366858e—15.

El niimero de valores propios de N7 y Nj, con parte mayor a -1 es impar (o, +05 =
1). Por lo tanto ocurre duplicacién de periodo, y como o7 404 es par se tiene persistencia
de punto fijo en la colisién de frontera, y o] + oy es impar la drbita de perido-2

desaparece. Existe un atractor el cual es cadtico y robusto.

5.2. Resumen del capitulo

En este capitulo se mostré que el convertidor de Cuk, como el convertidor buck,
exhibe una amplia variedad de dindmicas complejas, diferentes todas ellas, en funcion
del parametro de bifurcacién. Resulté de gran ayuda el uso del mapeo estroboscépico a
diferencia del A-conmutaciones para distinguir el comportamiento complejo del conver-
tidor Cuk. Se corroboraron los resultados numéricos que se muestran en la literatura
revisada y se confirmaron experimentalmente.

Y como en el capitulo 4, se presentan orbitas periddicas con caracteristicas particu-
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lares, el andlisis del convertidor tiene que llevarse a cabo con varias herramientas para
poder realizar un estudio completo. Se verificd que la teoria desarrollada para sistemas
dindmicos discontinuos pueder ser aplicada al convertidor de Cuk, con el fin de eviden-
ciar su comportamiento complejo y ser usada como una herramienta analitica. De los
resultados importantes se puede mencionar que los fenémenos discontinuos como lo son
el roce y la interrupciéon por ciclo de la sefial de modulacié V., estan presentes en el
comportamiento cadtico del convertidor.

En la parte numérica y experimental se observa una dinamica compleja en el con-
vertidor de Cuk y, aunque no se realizé un andlisis de los pardmetros de rendimiento
del convertidor, de las figuras [50] [44] 2] y [4§] se puede observar que cuando el conver-
tidor de Cuk entra en régimen caético el DAT y el FC aumentan lo que ocasiona que
el FP disminuya, lo cual se refleja en un rendimieto probre o una eficiencia baja del

convertidor de potencia.
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Capitulo 6

Dinamica compleja del convertidor
“buck-boost”

6.1. Introduccion

El convertidor buck-boost es el resultado de la combinacién en cascada de un con-
vertidor buck y otro boost. Asi, si se suponen que el ciclo de trabajo “d” de estos dos
convertidores basicos son idénticos, la relacion entre la tensién de salida v, y la de
entrada v;, en modo de conduccion continua viene dado por el producto de los ciclos
de trabajo de cada convertidor conectado en cascada. Esta caracteristica permite que,
en funcion del valor que tome el ciclo de trabajo d, la tensiéon de salida sea mayor o
menor que la tensién de entrada, y ademas sus polaridades resultan opuestas. Por ello,
los convertidores buck-boost se emplean principalmente en las fuentes de alimentacion
continua conmutadas, ya que en ellas puede requerirse una tension de salida negativa
y donde la salida puede ser mayor o menor la tensién de entrada. La figura [52] muestra

el esquema de un convertidor reductor-elevador (i.e., buck-boost).

Su funcionamiento es el siguiente: Cuando el interruptor S esta cerrado, la alimen-
tacion proporciona energia al inductor, lo que origina un aumento en la corriente iy.
El diodo, al quedar inversamente polarizado, aisla las etapas de entrada y de salida del
convertidor. Cuando el interruptor S se abre, el diodo comienza a conducir, y la energia
almacenada en el inductor se transfiere a la carga, al no recibir energia alguna de la

alimentacion de entrada la corriente i;, disminuye.
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Figura 52: Esquema basico del convertidor “buck-boost”.

Las ecuaciones diferenciales que modelan el convertidor buck-boost son

(L—u(t)i(t) = zov(t),

i=20(t)(1—u(t) + Yeu(t),

Ql=

b= —

(151)

Al tomar como variables de estado x; =i () y 2 = v (¢) la ecuacién (151]) en forma

de ecuaciones de estado y matricial queda como

= + . u(t), (152)

1 si o(z,t) >0,
u(t) = H(o(z,t)) = (153)

0 si o(x,t) <0,

t
o(x,t) =Ve =V, Ve=giz1+ gura, Ve=Vi+ (Vi — V) *mod (T, 1) . (154)
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En las siguientes dos subsecciones presentaremos el modelo del convertidor buck-

boost visto como sistema de Filippov y como sistema complementario.

6.1.0.3. Modelado del convertidor “buck-boost” con sistemas de Filippov

Ahora si tomamos como variable de estado x3 = t, donde ¢ es la variable de tiempo,

entonces la ecuacién ((152)) la podemos reescribir como

[).3’1 0 L 0 Iy
N I IR RS T
i3 0 0 1] as

La ecuacién (155) podemos expresarla como

Fi(z,t) H(z) <0,

Z1

T2

i =
F2('r7t) H(%’)ZO,
en donde
0o 1 0
Fl('r’t): —% —% O
0 1

T3

Para este sistema tenemos que la superficie de discontinuidad es

Y= {H (2) = 0} = {V, = Ve,

(155)

(156)

(157)

(158)

(159)
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6.1.0.4. Modelado del convertidor “buck-boost” con sistemas complemen-

tarios

Para modelar el convertidor buck-boost como sistema complementario se usan como
variables de estado la corriente en el inductor y la tension en el capacitor, i.e., x; =1y,

y Ty = V¢, las ecuaciones en espacio de estados son

_ 1 1
T = z%n - ZUS’ (161)
' ! L, (162)
Tg = ———Xy — —Iip.
2 ROt o'
Se puede formular como un SCC con
Uy = Vg —> Y1 = 1y = T1 — Ug,
Uy =1ip —> Y2 = VUp = —Tg — U1 + Viy,
en notaciéon de matriz
i =Axr+ Bu+ EVj,,
y=Czx+ Du+ FV,,
(163)

Ogle_Ul,

0§y2J—U2ZOa
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en donde
0 0 -+ 0 1 0
A: 3 B: 9 C: Y
0 _% 0 —% 0 -1
0 -1 1 0
D = , E= , F=
-1 0 0 1

En las siguientes subsecciones se muestran los resultados numéricos y experimentales
de la dindmica del convertidor buck-boost. Como se menciona en los capitulos anteriores
no se consideran los elementos de protecciéon normalmente utilizados en la practica y el

control que se utiliza es un control MAP.

6.1.1. Variaciones en la tensiéon de entrada Vj,

En esta subseccion se estudia el cambio en la dinamica del convertidor buck-boost
cuando se considera la variacién en el valor de la tensién de entrada V;,. En la literatura
revisada es comun considerar variaciones en la tensién de entrada V;, para estudiar los
cambios en la dinamica del convertidor. Esta seleccién se da por dos razones: una es
que se puede controlar su valor de manera sencilla y la otra es que se puede considerar

como una ganancia del control.

6.1.1.1. Resultados numéricos

El convertidor buck-boost es simulado con los parametros mostrados en la tabla
@. Tanto en la parte numérica como en la experimental se usé como parametro de
bifurcacion la tensién de entrada V;,, la cual es variada entre 10 y 35 V. Las simulaciones
se realizan usando el formalismo de sistemas complementarios y el modo de control por

voltaje, esto es, de la ecuacién (154), g; =0y g, = —1.
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Tabla 6: Parametros usados para la simulacion del convertidor “buck-boost”.

| R(Q) [ LmH) | CF) [V, (V) [Vi(V) | Vi (V) |
| 22 | 5 | 47 [ 1112 [ 011 | 15-35 |

En la figura se puede observar el diagrama de bifurcacion cuando Vj,, es usado
como parametro de bifurcacion. Este diagrama se construyé usando el mapeo estro-
boscopico, en el cual se toma la tension del capacitor cada periodo T'. De la figura [53|se
observa que, para diferentes valores de V,, el diagrama muestra érbitas n-periddicas,
con n = 1,2, asi como regiones donde se llena densamente, lo cual puede ser un indi-
cador de la presencia de érbitas cuasiperidédicas o cadticas. Ademas, se observa que las
bifurcaciones que presenta el convertidor se dan primero por duplicaciéon de periodo y

después a una 6rbita cuasiperiddica o cadtica.

&g‘

: 7l
: §:‘§?:{ g

22 24 26 28 30

20
Vin ™

Figura 53: Diagrama de bifurcacion que considera la tension de entrada V;,, como para-
metro de bifurcacién.

El primer cambio en la dindmica del convertidor que muestra el diagrama de bifur-
cacion de la figura p3|ocurre cundo la tension de entrada V, tiene un valor aproximado
de 15.2V. La bifurcacion que se presenta es conocida como duplicacién de periodo.

También se presenta una bifurcacion directa a una orbita cadtica cuando Vj,, es aproxi-
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madamente igual a 21.6V. Es interesante senalar que cuando la tension de entrada Vj,
se encuentra en el intervalo de 15.6V a 16.3V se presenta una orbita 3-peridodica debido
a que dos drbitas colapsan en una sola (Miranda y Alvarez, 2009).

Para V;, igual a 12V, 15.3V y 18V, las graficas del retrato de fase muestran orbitas
de 1-, 2-periédicas y comportamiento cadtico del convertidor buck-boost. La forma de

la senal en el tiempo se muestra en la figura [54] para cada valor de Vj, y la figura [55

muestra su retrato de fase correspondiente.

— —1

S
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2- ’ |
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Figura 54: Forma de onda en el dominio del tiempo para: (a) V;,, = 12V, (b) V;, = 15.3V,
(c) Vin = 18V.
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26 26 % 28 45 24

Figura 55: Retrato de fase del convertidor “buck-boost” que muestra orbitas: (a) 1-
periodica (V;, = 12V), (b) 2-periddica (V;, = 15.3V) y (c) caéticas (V;,, = 18V).

Para ilustrar que el convertidor buck-boost presenta oOrbitas 1- y 2-periddicas y
comportamiento cadtico, como se muestra en la figura b4, en la figura [56| se muestra el
espectro de la tension del capacitor, estado x5, considerando la tension de entrada V;,
con los valores de 12V, 15.3V y 18V. En la figura se muestra el espectro de x5 para
Vin = 12V, Se observa que se presenta una sola armonica, a la frecuencia de 2.77 kHz. El
espectro de xq para V;,, = 15.3V se muestra en la figura[56p, donde se observa la misma

armonica a la frecuencia de 2.77 kHz, asi como una nueva armonica a la frecuencia de
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1.38 kHz. Finalmente, en la figura se muestra el espectro de x5 cuando V;,, = 18V.

En este espectro se observa claramente que siguen presentes las armonicas de la orbita

2-periddica, pero el nivel de las demas componentes frecuenciales de la senal es elevado,

por lo que no se puede decir que se trate solamente de una orbita 2-periddica y que tal

vez se tenga comportamiento cuasiperiodico o cadtico.
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Figura 56: Magnitud del espectro de la tension del capacitor, estado x5, con: a) V;,, = 12V,
b) Vi, =153V y ¢) V;, = 18V.

Al observar el comportamiento del convertidor buck-boost para V;,, = 18V, la figura

muestra los puntos donde ocurre colision de esquina, y ademas se puede observar
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que la tensién de salida se salta algunos ciclos (i.e., no hay conmutacién en un ciclo).

BB [

Voltaje (V)

[ i i I i i i i
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Figura 57: Colision de esquina en el convertidor “buck-boost” para V;, = 18V.

En la figura se muestra el mapeo A-conmutaciones que considera que la tensién
de entrada V;, tiene un valor de 18V. Se observa que la figura formada no corresponde
a una curva cerrada o un conjunto de puntos aislados. La complejidad de la figura que
se forma depende del atractor que describa la érbita cadtica. Una propiedad que tienen
los sistemas en régimen caotico, llamada transitividad topologica, se puede observar en

la figura (58)).
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Figura 58: Mapa A-conmutaciones x| vs xs.
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De acuerdo con la teoria de colisién de frontera presentada en la seccién 3.2, y
al observar la figura la colisiéon de esquina ocurre en los puntos xz; = 0.007294 y

ro = 2.997. Entonces, al linealizar alrededor de este punto se tiene que

Nz + Mpu, si CTz <0,
x> (164)

Nox + Mpu, si CTz >0,

en donde
1 1.06183654654546 1
Nl = ) M = )
0.00169008116697658 0.7481622621555 0
1 1
N2 -

1 0.999999999999992

Al seguir el método introducido en la seccion 3.2, se calculan los valores propios de

Ni y Ns, y se obtenien los siguientes cuatro valores propios

Aa1 = 1.0069350038116, A,o = 0.741227258343898,
A1 = —4.10782519111308e — 15,  Ap2 = 2.

El ntimero de valores propios de Ny y Ns, con parte mayor a -1 es par (0; + 05 = 0).
Por lo tanto se espera una no duplicacién de periodo y como o] + 05 es par, entonces

se tiene persistencia del punto fijo en la colisién de frontera.

Ahora, al expresar la ecuacion (164) en la forma normal
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T 1 I 1
+ H, st x1 S 07
T —(51 0 i) 0
— (165)
X2 D) 1 I 1
+ W staxp >0,
—52 0 i) 0

en donde

71 = 1.7481622621555, ¢&; = 0.746367672205776,
Ty = 1.99999999999999, J, = —8.21565038222616e — 15.

Al aplicar la teoria expuesta en la seccién 3.2 y en (Banerjee y Grebogi, 1999), se
tienen los siguientes resultados: Los valores propios de N; son reales, el punto fijo es
silla de montar regular en S;. Los valores propios de Ny son reales, no existe érbita
espiral, el punto fijo no puede ser atractor o silla de montar regular en S5, el punto
fijo es silla de montar en S5. Al aplicar los teoremas 3.4 y 3.5 de la secciéon 3.2 y los
resultados en (Banerjee y Grebogi, 1999) se verifica la existencia de un atractor el cual

es cadtico y robusto.

6.1.1.2. Resultados experimentales

En esta subseccion se presentan resultados experimentales para verificar el compor-
tamiento dindamico observado en la parte numérica. Se tomaron los parametros de la
tabla [6] y se implementé el convertidor buck-boost como se muestra en la figura [59]
El circuito de potencia es el convencional, usa principalmente un transistor MOSFET

de potencia IRF641 (Canal-N) y un diodo de potencia de respuesta rapida. Se utiliza
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un generador de senales para producir la rampa diente de sierra, con lo que se puede
variar su frecuecia y amplitud. La senal diente de sierra se alimenta a un compara-
dor réapido (LM339) con una configuracién de histéresis, cuya salida es conectada a
un optoacoplador (4N25) y un circuito amplificador en contrafase conformado por los
transistores 2N2222 y 2N2907 para controlar la conmutaciéon del MOSFET. La otra
entrada del comparador se alimenta por un amplificador operacional (TL084) que toma
la tensién del capacitor Cy (v,).

En la figura [60] se muestra la forma de onda en el dominio del tiempo para érbitas
1-, 2-periédicas y cadticas, y en la figura [61] se muestra su correspondiente retrato de

fase.
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Figura 59: a) Circuito y b) fotografia del convertidor “buck-boost” implementado en

tablilla de prueba.

El pardmetro de bifurcacién que se usé en la figura [60]y la figura[61]es la tension de

entrada Vj,. Aunque los comportamientos obtenidos numéricamente no son idénticos

a los experimentales, debido a las consideraciones ideales en la parte numérica (por

ejemplo, interruptor y diodo ideales), se consiguié observar comportamientos complejos

como los mostrados numéricamente y reportados en la literatura, como lo son érbitas

1-, 2-peridodicas y cadticas.



164

Voltaje (V)
7 T

W

—

9 92 94 96 98
liempo (s}

(a)

0 02 04 106

i

Voltaje (V)

—%

W

oo

35

Voltaje (V)

0034 008

0038

00115

00 0012 0013
tiempo {s)

(b)

tiempo {5)
(c)

Figura 60: bForma de onda en el dominio del tiempo para: (a) V;, = 15V, (b) V;, = 25V,
(c) Vip, = 35V.
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Figura 61: Retrato de fase del convertidor “buck-boost” que muestra orbitas: (a) 1-
periddicas (V;, = 15V), (b) 2-periédicas (V;, = 25V) y (c) caéticas (V;,, = 35V).

Como en la parte numérica, para verificar que el convertidor buck-boost presenta

Orbitas 1-, 2-periddicas y cadticas, como se muestra en la figura [60] en la figura [62] se

muestra el espectro de la tension del capacitor, estado x5, que considera a la tension

entrada V;, con los valores de 15V, 25V y 35V. En la figura se muestra el espectro

de zo para V;, = 15V. Se observa que se presenta una sola arménica, a la frecuencia

de 2.762 kHz. El espectro de xs para V;,, = 25V, se muestra en la figura [62b, donde se
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observa la misma armonica a la frecuencia de 2.770 kHz, asi como una nueva armonica
a la frecuencia de 1.385 kHz. Finalmente en la figura se muestra el espectro de
2o cuando Vj, = 35V. En este espectro se observa claramente que siguen presentes las
armoénicas de la érbita 2-periddica, pero el nivel de las demas componentes frecuenciales
de la senal es elevado, por lo que no se puede decir que se trate solamente de una érbita

2-periddica y que tal vez se tenga comportamiento cuasiperidodico o cadtico.
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Figura 62: Magnitud del espectro de la tension del capacitor, estado z5, con: a) V;,, = 15V,
b) Vi, =25V y c) V;,, = 35V.
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Al igual que en el andlisis numérico nos enfocaremos en el comportamiento del

convertidor buck-boost para V;, = 35V, donde la figura [63] muestra los puntos donde

ocurre colisiéon de esquina.

«
w o

Voltaje (V)
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0.034 0.035 0.036 0.037 0.038
tiempo (s)

Figura 63: Colision de esquina en el convertidor “buck-boost” para V;, = 35V.

Al observar la figura la colisién de esquina ocurre en los puntos x; = 0.7079 y

ro = 2.849 y al linealizar alrededor de estos puntos se tiene que

1 1.00722598232013
N1 —

2.15105290776804 1.03542942865596

1 1
Ny =
1 1.37064367356034

Al calcular los valores propios de Ny y o, se obtenienen los siguientes cuatro valores

propios

Aa1 = —0.454328148211341, A2 = 2.4897575768673,

Ap1 = 0.168294706764663, A2 = 2.20234896679567.
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El nimero de valores propios de N; y Na, con parte mayor a -1 es par (o; + o5 = 0).
Por lo tanto se espera una no duplicacién de periodo y como o] + 04 es par, entonces
se tiene persistencia del punto fijo en la colisién de frontera.

Ahora, al calcular 7, d; vy 7, 6o de N; y Ns, respectivamente, se obtienen los

siguientes valores

71 = 2.03542942865596, 07 = —1.13116694939328,
Ty = 2.37064367356034, 62 = 0.370643673560337.

Al aplicar la teoria expusta en la seccién 3.2 y en (Banerjee y Grebogi, 1999), se
tienen los siguientes resultados: Los valores propios de N7 son reales, el punto fijo es
silla de montar regular en S;. Los valores propios de N, son reales, no existe orbita
espiral, el punto fijo no puede ser atractor o silla de montar regular en Sy, el punto
fijo es silla de montar en Sy . Al aplicar los teoremas 3.4 y 3.5 de la secciéon 3.2 y los
resultados en (Banerjee y Grebogi, 1999) se verifica la existencia de un atractor el cual

es cadtico y robusto.

6.2. Resumen del capitulo

En este capitulo se mostré que el convertidor buck-boost, como el convertidor buck,
exhibe una amplia variedad de dindmicas complejas, diferentes todas ellas, en funcion
del parametro de bifurcacion. Resulté de gran ayuda el uso del mapeo estroboscopico,
a diferencia del A-conmutaciones para distinguir el comportamiento complejo del con-
vertidor buck-boost. Se corroboraron los resultados numéricos que se muestran en la
literatura revisada y se confirmaron experimentalmente.

Y como en capitulo 4, se presentan Orbitas periédicas con caracteristicas particula-
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res, por lo que el analisis del convertidor tiene que llevarse a cabo con varias herramien-
tas para poder realizar un estudio completo. Se verific6 que la teoria desarrollada para
sistemas dinamicos discontinuos pueder ser aplicada al convertidor buck-boost, con el
fin de evidenciar su comportamiento complejo y ser usada como una herramienta ana-
litica. De los resultados importantes se pueden mencionar los fenémenos discontinuos
como: el roce y la interrupcion por ciclo de la senial de modulacié V,., presentes en el
comportamiento cadtico del convertidor.

En la parte numérica y experimental se observa una dinamica compleja en el conver-
tidor buck-boost y, aunque no se realizé un anélisis de los parametros de rendimiento
del convertidor, de las figuras [54] [60] B6] y [62] se puede observar que cuando el conver-
tidor buck-boost entra en régimen caético el DAT y el FC aumentan lo que ocasiona
que el FP disminuya, lo cual se refleja en un rendimieto probre o una eficiencia baja

del convertidor de potencia.



170

Capitulo 7

Conclusiones

Los resultados en este trabajo de tesis muestran que la variedad de dinamicas com-
plejas que exhiben los circuitos conmutados esta en funcién de los parametros de bifur-
cacion. Al variar un pardametro de diseno el convertidor puede pasar instantaneamente
de una orbita peridédica estable a un régimen cadtico. Por esta razon en los convertidores
cd/cd se debe realizar un anélisis de estabilidad estructural y de bifurcacion, para poder
observar los mecanismos que ocasionan inestabilidad mientras se varia algun parametro.
La teoria presentada en el capitulo 2 y 3, la cual estd aun en desarrollo, proporciona
herramientas matematicas para el andlisis de sistemas dindamicos discontinuos, de los

cuales los convertidores de potencia forman parte.

En este trabajo se mostro que los circuitos de electrénica de potencia son esencial-
mente sistemas dindmicos no lineales variantes en tiempo. Aunque esto hace que sean
dificiles de estudiar, vale la pena por que tienen muchas aplicaciones practicas y se
estan volviendo cada vez mas importantes en la entrega, procesamiento y acondicio-
namiento de la energia eléctrica. De los resultados obtenidos se puede concluir que el
enfoque tradicional no siempre produce un modelo confiable y que el modelo discreto
no lineal ofrece otro manera de ver al convertidor c¢d/cd, una en la cual sea més preciso
y capaz de reproducir lo efectos no lineales como subarmonicos y caos. Esto demanda
un cambio de pensar por parte de los ingenieros de electrénica de potencia; alejarse
del pensamiento de los sistemas lineales y abocarse al de los sistemas discontinuos con

dindmicas no lineales.
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Es conocido que en muchos de los sistemas cadticos existen ventanas periédicas en
el espacio de pardmetros, un inadvertido cambio ligero en un parametro puede llevar al
sistema a un régimen caodtico. A menudo, érbitas estables coexistiendo pueden ocurrir
en sistemas no lineales y un ambiente de ruido puede cambiar el sistema de una érbita
a otra, con lo que no se puede asegurar una operacion confiable de un convertidor bajo
caos. También en muchos casos las oscilaciones cuasiperidédicas o cadticas tienen una
amplitud considerable, aunque dentro de los limites de diseno, presentando un aumento
en la potencia disipada y un pobre desempeno, ya que se ven afectados los parametros
de rendimiento del convertidor. En el caso del convertidor buck, se presenta el fenémeno
de deslizamiento, lo cual provoca miltiples conmutaciones en un periodo, ocasionando
un incremento en la potencia disipada por el transistor MOSFET.

Finalmente, los resultados experimentales presentados en este trabajo corroboraron
los resultados numéricos, y éstos solo representan una parte de los estudios realizados
para poder comprender la dinamica compleja del convertidor buck, buck-boost y de

Cuk, quedando mucho trabajo por realizar.

Trabajo futuro

1. Hacer el andlisi numérico y experimental, como el realizado en este tabajo de tesis,
usando otro tipo de controlador como el de modos deslizantes, en los convertidoros
cd/cd con el fin de observar y comprender su comportamiento complejo. Y con
el entendimiento de tal comportamiento de los circuitos conmutados, estudiar y
aplicar técnicas nuevas de control, ya sea para mantener una Orbita periédica

estable o llevar a un régimen cadtico el convertidor cd/cd.

2. Realizar el mismo estudio realizado en este trabajo de tesis en el convertidor

boost, que por falta de tiempo no se realizo.
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3. Realizar un analisis mas detallado para las bifurcaciones deslizantes, y también
usar otros métodos como el usado en este trabajo de tesis para este tipo de

bifurcaciones.

4. Hacer un andlisis de interferencia electromagnética (IEM), esto es, con mejor en-
tendimiento de los fendmenos no lineales en electrénica de potencia para reducir la
generaciéon, conduccién y radiacién de seniales que pueden producir interferencia,
por ejemplo, en fuentes conmutadas. El problema es particularmente serio para
lograr la compatibilidad electromagnética; tema donde actualmente se realizan
esfuerzos para su regulacién (Banerjee y Verghese, 2001; #ET631, 2011). Y final-
mente, extender los resultados con cargas altamente inductivas como motores de

cd y ca, y balastros electréonicos (ldmparas ahorradoras).
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