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RESUMEN de la tesis de LUIS GUERRERO BONILLA, presentada como requi-
sito parcial para la obtencién del grado de MAESTRO EN CIENCIAS en ELECTRONICA
Y TELECOMUNICACIONES con orientacién en INSTRUMENTACION Y CONTROL.
Ensenada, Baja California, marzo de 2012.

MODELADO Y CONTROL DE ROBOTS MOVILES CON RUEDAS
OMNIDIRECCIONALES

Resumen aprobado por: W

Df. Rafael de Jests Kelly Martines

Director de Tesis

Esta tesis trata del estudio tedrico de un tipo de robot mévil con ruedas omni-
direccionales. Se presenta un modelo general de estos robots méviles, y después se
explica cémo se relacionan sus caracteristicas de omnidireccionalidad de movimiento en
el plano con el uso de ruedas omnidireccionales. Posteriormente se presentan contro-
ladores para cumplir diversos objetivos de control como regulacion y trazado de curvas
paramétricas.

Palabras Clave: Robot, mévil, omnidireccional, modelado, control.
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ABSTRACT of the thesis presented by LUIS GUERRERO BONILLA, in par-
tial fulfillment of the requirements of the degree of MASTER, OF SCIENCE in ELEC-
TRONICS AND TELECOMMUNICATIONS with orientation in INSTRUMENTA-
TION AND CONTROL. Ensenada, Baja California, March 2012.

MODELLING AND CONTROL OF MOBILE ROBOTS WITH
OMNIDIRECTIONAL WHEELS

This thesis deals with the theoretical study of a type of mobile robots with mecanum
or omnidirectional-type wheels. A general model for this type of mobile robots is
presented, and the relationship between the omnidirectionality and the omnidirectional
wheels is explained. Afterwards, some control algorithms are presented in order to
achieve diverse control objectives.

Keywords: Mobile, robot, omnidirectional, modelling, control.



A mi mamd.

iii



iv

Agradecimientos

A la Dra. Monroy y Dann de la Torre, pues sin su apoyo esta tesis no hubiera sido
posible.

Al Dr. Olague y al Dr. Conte, por haberme escuchado y aconsejado cada vez que
lo necesité.

Al Dr. Kelly, por haberme ensefiado el camino de cémo pensar mejor.

Al CONACyT.



Contenido

Resumen en espanol

Resumen en inglés

Dedicatoria

Agradecimientos

Contenido

Lista de Figuras

Lista de Tablas

I. Introduccién

II. Modelo Cineméatico General del Robot Omnidireccional

III. Modelo Cinematico con Ruedas Omnidireccionales

ITII.1 Ruedas Convencionales . . . ... .. ... ... ... .....
I11.2 Ruedas omnidireccionales . . .. .. ... ... ... ..... e
II1.3 Direccién de Traccidn . . . . . . . . . . . . . o oo v i ..
III.4 Plataforma Omnidireccional . . . . . . . . . .. ... ... ...

IV. Modelo Cinematico Extendido

V. Controladores sin Medicién de la Postura

V.1 Trazado de lineas rectas con pendiente deseada . . . . . .. ..
V.2 Trazado de circulos en el plano a rapidez constante . . . . . . .

VI. Controladores con Medicién Completa del Estado

V1.1 Medicion del estado mediante camaras . . . . . . .. .. .. ..
V1.2 Controlador lineal por retroalimentacién de estado . . . . . . .
V1.3 Linealizacién mediante retroalimentacién . . . . . . . .. .. ..
VI4 Regulacién . . . . . .. . .. . .. . e
VL5 Seguimiento de trayectorias descritas por curvas paramétricas . . . .

Pégina

ii
iii

iv

VI.6 Seguimiento de trayectorias mediante controladores codificados en las

coordenadas del plano . . . . . . . . ... oL,

V1.7 Seguimiento de trayectoria con control de

orientaciOon . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e



vi

Contenido (continuacién)

Pagina

VTII. Conclusién 64
REFERENCIAS 65



Figura

W 0 =3 & Ut = W by

R S G R - T T S SO T e S G i T
W N = o v o ~J O Ok W N = O

vii

Lista de Figuras

Péagina
La plataforma enelplano . ... ... ... ... .. ......... 4
Vista superior de la plataformaenelplano . . ... . ... ... )
Ruedasobreelplano .. ... ... .. ... ... .......... 7
Configuracion de larueda . . ... .. .. ... ... ... ..... 8
Rueda omnidireccional, modificada de Gfrerrer (2008) . . . . . 9
Angulo del barril . . . . . . ... .. o o 10
Configuracion de la rueda omnidireccional . . . . . ... ... .. 10
Plataformacon 3ruedas . . .. ... ... ... .. ......... 14
Plataforma con 3 ruedas, =0 . .. ... .. ... ......... 14
zvsy; o=l yp=2,v0=1,6=0%as=45 . ... ... ..., . 25
{y(t) — tan(aqs)z(t) — [vo — tan(ag)zo]} vs t . . . . .. e 25
xvsy;zo=—1,yo=—-2,v=-1,0,=0%as=45° . ..... ... 25
zvsy; xo=—L, yo=2,v9=—-1, g =45% ag=—45° . .. ... .. 26
zvsy; o=l 9=—2,10=1,6=90°% az=—45° . ... ... .. 26
zvs Yy, Lo=0 ypo=1,6=0,r=1,w=1 .. ... . ... . ..., 30
(z—z)?+(y—y)2—r2lvst . ... 30
TVSY, To=2, Y =2,0p=45°r=2,w=2 ... ... .. ... ... 30
TVSY, Lo=—3,Yo=—3,0p=—4 r=2,w=-2.......... 31
Camara para medicién de la postura . . . . . ... .. ... ... 33
T(E) = Tag VS T o v o o e e 40
yt) —ga VST . . e 40
BAY—Ba VST . . . o 40



Figura

24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

viii

Lista de Figuras (continuacién)

Pégina
6@ = €l VS E o o v oo 44
lell vs & . . . . . 52
s—18al VSt ..o 53
TVS Y o v o v e e e e e e e e e e e e e e e 53
lelb vst . . o o o 54
s—l8gl Vet ..o 54
T VS Y o v v i e e e e e e e e e e e e e 55
EVST o e e e e e o8
sS—18al VSt ..o 59
4 59
Plataforma trazando un circulo orientada hacia el centro del



Capitulo I

Introduccion

En esta tesis se estudiara el modelo de una plataforma mévil con ruedas, con capaci-
dades de movimiento en el plano tal que puede desplazarse en cualquier direccién sin
necesitar orientarse de alguna manera particular. Nos referiremos a esta plataforma
como plataforma omnidireccional o robot omnidireccional. Estudiaremos cémo esta
capacidad de omnidireccionalidad puede lograrse a partir del uso de un tipo de ruedas
especiales distribuidas de cierta manera alrededor de la plataforma. Posteriormente, se
propondran algunos controladores para cumplir con ciertos objetivos de control usando
dicha plataforma.

El estudio de este tipo de robots con llantas especiales no es nuevo, aunque, a juicio
del autor de esta tesis, no hay una referencia que uniformice de manera general los con-
ceptos y los exponga claramente desde el punto de vista mecdnico y matematico. Hay
diferencias en la literatura desde el nombre de las ruedas que se usan generalmente para
construir plataformas omnidireccionales. Los autores las nombran Mecanum, ruedas
deslizantes direccionales, ruedas ommnidireccionales o ruedas universales segin Braunl
(2006), Agullé et al. (1987), Rojas (2006) o Cuellar (2006) respectivamente, citando sélo
algunos. En esta tesis llamaremos a estas ruedas omnidireccionales, como se explicard
y justificard en el capitulo 2.

En cuanto a los modelos, la literatura muestra el uso de modelos cinemadticos y
dindmicos. El modelo cineméatico comunmente es aquel donde se relacionan variables

de posicién y velocidad de algiin punto sobre la plataforma, generalmente el centro,



con las variables de velocidades angulares de las ruedas, como visto en Kumar et al.
(1995), Kalmér-Nagy y Ganguly (2004), Aghaebrahimi et al. (2004), Cuellar (2006) y
Agullé et al. (1987). Se presenta en Muir (1988) una propuesta de esquema general para,
modelado de robots méviles con ruedas. El modelo dindmico relaciona variables como
posicién, velocidad y aceleracién, con fuerzas o pares ejercidos sobre la plataforma a
través de las ruedas. Algunos autores también integran a este modelo la dindmica de los
motores en las ruedas, relacionando entonces las variables cinemdticas con voltajes en
los motores, como se puede ver en Rojas (2006), Wu y Williams (2006), Watanabe et al.
(1998), Vézquez y Velasco-Villa (2007) y Liu et al. (2007). Aun cuando los modelos
cinematicos y dindmicos coinciden entre los diversos autores, no hay una teoria general
aceptada para obtenerlos, como podria ser el caso de robots manipuladores. A juicio del
autor, Campion et al. (1996) presenta un modelado y clasificacién de robots méviles que
intenta estructurar el tema. A partir de los modelos obtenidos, los autores proponen
controladores para realizar diversos objetivos de control, algunos inspirados en robots
de servicio doméstico o para competencias deportivas de fatbol como en Aghaebrahimi
et al. (2004).

El primer objetivo de esa tesis es presentar el modelado de una estructura de robot
moévil omnidireccional, exponiendo la dependencia de esta estructura con las carac-
teristicas de las ruedas que se usen, asi como intentando ordenar las ideas en cuanto al
modelado de este tipo de robots. El segundo objetivo es, una vez estudiado el modelo,
presentar controladores para cumplir con algunos objetivos de control.

La tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 2, se hace la descripcién de una plataforma mévil en el plano y
se plantea el modelo genérico de una plataforma mévil omnidireccional, asi como la

representacién matemdtica con entradas de control.



El capitulo 3 explora dos distintos tipos de ruedas para usar en la plataforma mavil.
A partir del modelado matemético de ellas, se analizan las propiedades cineméticas
que le confiere un arreglo de ruedas a la plataforma con el objetivo de explicarnos la
propiedad de omnidireccionalidad que resulta de usar ruedas de un tipo particular. Se
obtiene un modelo que relaciona la derivada de la postura con respecto al tiempo con
la velocidad angular de las ruedas de la plataforma.

El capitulo 4 trata de un modelo adicional, el cual no sélo presenta los elementos
de la postura sino también la rapidez lineal resultante de la plataforma mdévil.

Los dos ultimos capitulos estudian controladores para cumplir distintos objetivos de
control: En el capitulo 5 se presentan dos controladores que no requieren mediciéon de la
postura de la plataforma. Finalmente, en el capitulo 6 se presentan controladores con
uso corﬁpleto de la medicién de la postura de la plataforma, lo cual permite plantear ob-
jetivos de control més elaborados. Se estudian controladores para cumplir con objetivos

de regulacién y trazado de trayectorias.



Capitulo 11

Modelo Cinematico General del Robot
Omnidireccional

Figura 1. La plataforma en el plano

Denotemos como "y, el sistema coordenado ﬁjo- solidario al plano sobre el cual se
desplazara una plataforma mévil, como se aprecia en la Figura 1. Sobre esta plataforma,
coloquemos un sistema coordenado Y, . El vector [a: y} i denotara la posicién del
origen de Y, con respecto a > ., ¥ lo llamaremos la posicidn de la plataforma. El
angulo medido del eje zy al eje xg sera denotado por & y se llamara la orientacion de
la plataforma. El conjunto de variables de posicién y orientacién de la plataforma seréd

llamado la posture de la plataforma, y la denotaremos como



=y ey

¢
Dotemos a la plataforma con la capacidad de desplazarse con rapidez v, en la di-
reccién del eje zg y rapidez v, en la direccién del eje yr , ademds de poder rotar
alrededor de zz con rapidez angular w, como se ilustra en la Figura 2. Agruparemos
Vg, Uy ¥ W en un vector v = I:'Um vy w}T que llamaremos wvector de velocidad de la

plataforma .

Figura 2. Vista superior de la plataforma en el plano

Podemos relacionar v con la derivada con respecto al tiempo de la postura, é,

mediante la matriz de rotacién que relaciona los sistemas coordenados Y i ¥ 205

cos(f) —sin(d) 0
RoAf) = |sin(8) cos(f) 0 (2)
0 0 1

con lo que obtenemos la siguiente ecuacién:



é = RZ(H)V (3)

Note que la matriz que relaciona las velocidades de la plataforma con la derivada de

la postura es de rango completo, como podemos verificar calculando su determinante:

cos(f) —sin(f) 0
det | |sin(8) cos(d) oOf|=1 (4)
0 01
Esto implica que para cualquier valor de & existird un valor de v. La plataforma
no necesita ser orientada de alguna manera particular para tener algin valor deseado
de la derivada de la postura en el plano. Dada esta caracteristica, decimos que dicha

plataforma es omnidireccional en el plano.

Para efectos de proponer objetivos de control y sus correspondientes propuestas de

T
controlador, el vector v = [vx vy w} serd nuestro vector de entradas de control

T
u= {ul s u?l , por lo que la ecuacién (3) queda reescrita como

£=R.(0)u (5)

Esta descripcidn matemética expresada en la ecuacion (5) que se refiere a la derivada
de la postura relacionada con el vector de velocidad de la plataforma, es lo que usaremos

como modelo cinemdtico general de la plataforma o robot omnidireccional.



Capitulo III

Modelo Cinematico con Ruedas
- Omnidireccionales

El modelo presentado en el capitulo anterior describe uﬁa plataforma con propiedades de
movimiento omnidireccional en el plano. Estudiaremos en este capitulo cémo es posible
lograr estas propiedades mediante un arregle de ruedas especiales llamadas omnidirec-
cionales convenientemente distribuidas en la plataforma. Seguiremos la nomenclatura

usada en Campion et al. (1996).

III.1 Ruedas Convencionales

0
Yo

Figura 3. Rueda sobre el plano

Coloquemos una rueda de radio r,. sobre la superficie del plano zwyw como se
T
muestra en la Figura 3, con su centro geométrico en posicién {x y] , & una distancia
I del origen de >, , orientada a « radianes con respecto a Ty, y una orientacion con
respecto a ! representada por 3, como mostrado en la Figura 4.

Consideraremos que esta rueda tiene un desplazamiento lineal s sobre el plano tal



Figura 4. Configuracion de la rueda

que la relacién entre este desplazamiento y el movimiento rotacional ¢ = ¢(t) alrededor

de su eje de giro puede ser descrito adecuadamente con la ecuacion

5= T (6)

Con esta consideracién, podemos describir la razén de cambio con respecto al tiempo
de la posicién del centro geométrico de la rueda en el plano como funcion de su rapidez

angular ¢:

i cos(ax + B+ %) _
= Tref? (7)
U sin(a+ 68+ %)
Cabe recordar que la rueda convencional no tiene actuada su orientacién angular,

es decir, v y 3 son constantes. La ecuacién (7) implica que la rueda convencional con

T
posicién inicial [3;0 ’yo] esta confinada a desplazarse sobre la recta descrita por

_dy _sin(fa+g8+3)
" dr cos(a+ B+ %)

%m =ta,n(a+ﬁ+g) . (8)

Blelale

T

2)3?0 (9)

y=tan(a+ﬁ+%)m+y0—tan(a+ﬁ+

Esto puede también describirse planteando la siguiente ecuacién de restriccion para



la rueda convencional
.. ™ . K
a:sm(a—{—ﬁ-}-E)—ycos(a+ﬁ+§)=0 (10)

I1I.2 Ruedas omnidireccionales

Consideremos ahora un tipo de ruedas que tienen elementos en forma de barril distribui-
dos en su alrededor, con radio méaximo 75 , como mostrados en la Figura 5 modificada

de Gfrerrer (2008).

Figura 5. Rueda omnidireccional, modificada de Gfrerrer (2008)

Llamaremos al dngulo positivo més pequefio entre el eje de giro de la rueda y el eje
de giro de cada barril (¢ y b respectivamente en la figura 5) el dngulo del barril, y lo
denotaremos con la letra griega -y . Cada barril es libre de girar alrededor de su eje,
pero cominmente no tendra rapidez angular actuada, es decir, no podemos manipular
la rapidez del barril como en el caso de la rapidez angular ¢ de la rueda. La rapidez
angular con la que gire el barril serd denotada como ¢ , y podré ser causada por fuerzas
externas, como alguna fuerza empujando en alguna direccién a la rueda.

Asi como lo hicimos con la rueda convencional, colocaremos una rueda omnidirec-

cional de radio 7., medido desde su centro geométrico hasta el punto mas lejano sobre
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Figura 6. Angulo del barril

los barriles, con barriles de radio maximo r;, y dngulo de barril 7y, mostrado en la Figura
T

6, sobre la superficie del plano zywyw con su centro geométrico en posicién [xo yo} ,

a una distancia [ del origen de ), , orientada a « radianes con respecto a zw , y una

orientacién con respecto a ! representada por 3, como se muestra en la Figura 7.

Figura 7. Configuracién de la rueda omnidireccional

Modelaremos la velocidad resultante de la rueda omnidireccional como una combi-

nacién de las velocidades angulares de la rueda y sus barriles como sigue:

% cos(a+ B) —sin(a+8)| | 0 rpsin(y) ©

= , (11)
Y sinfla+ 8) cos(a+ G) Tvo —Tocos(Y)] |¢

z I sinfa+ 8) rpsin(a+ 0+ ) tp 12)

U rrocos(a+ B) —rycos(a+B+7)| | @

Este modelo es vélido bajo las siguientes hipdtesis. Primero, suponemos que la tinica
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forma en que la rueda puede cambiar de posicién (z,y) es debida a un cambio en la
posicion angular ¢ o ¢, es decir, suponemos que no hay deslizamiento entre ella y el
piso. El segundo supuesto es que podemos considerar que el centro geométrico de la
rueda esta siempre a una distancia 7., del piso. En la practica esto no sucede, pues
la separacién entre los barriles hace que el centro de la rueda se acerque més al piso
en ciertas posiciones angulares. Este supuesto es més realista conforme los barriles son
mas pequenios y el espacio entre ellos es menor.

A diferencia de las ruedas convencionales, las ruedas omnidireccionales pueden tener
velocidad y desplazamiento en cualquier direccién del plano siempre y cuando v se
seleccione adecuadamente. Esto podemos observarlo al calcular el determinante de la
matriz que relaciona las velocidades angulares de la rueda y sus barriles con la velocidad

lineal resultante:

—Trosin{fa+ 3) rmpsinfa+ G+
det ( ) resin( ) = —7pTp sin(y) (13)

rrocos(a+ ()  —rpcos(a+ G+ 7)

La matriz tendrd rango completo para valores de « diferentes de miltiplos de 7 .

T T
Bajo esta condicién, existird siempre un [9‘9 ¢] para todo [3; y] . Asi, este tipo de
ruedas pueden desplazarse en cualquier direccién dada la combinacién adecuada de las

velocidades ¢ y ¢ déandoles la propiedad de omnidireccionalidad en el plano, justificando

de esta manera su adjetivo de omnidireccionales.

I11.3 Direccion de Traccidén

Definamos la direccion de traccion de una rueda como la direccién en la cual su rapidez

sélo depende de la rapidez angular actuada, que en nuestro caso es ¢. Sea 0; el dngulo
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de traccidn, definido como el dngulo més pequefic medido desde un vector sobre el eje
zw hasta el vector de la direccién de traccién. Entonces, el vector de direccién de

fraccién se simbolizara como

¢ = cos(6;) (14)
Sin(@t)

La direccién de traccién puede ser usada para representar el vector de velocidad de
una rueda en ésta direccidén como el producto de la rapidez nicamente dependiente de

la velocidad actuada y la direccién de traccién:

vi = v(@) Vs (15)

Para la rueda convencional, la direccién de traccidén es

cos(a+ B+ Z)
.(}tc = 2 (16)
sin{(e + 8+ %)
Note que, en este caso, vi(p) = e .

Para la rueda omnidireccional, podemos buscar la direccién de traccién mediante el

uso del producto punto, tal que el escalar resultante sélo dependa de ¢:

\J}t Vg = {’t . ('Ut{’t) = 'Ut(\‘\ft . {ft) =W (17)
T qT
cos(0s,) 2N cos(0y,) —rrosin(a+3)  rpsin{a+ 8+ 7) @ (18)
sin(fy,) U sin(f;,) rrocos{a+ B}  —rpcos(a + B+ ) ¢
T —
o) = cos(Bso) | | —Trosin{a+ ) rpsin(a+ G +7) ? (19)
sin(fy,) rrocos(a+ B) —rycos(a+ B +) | ¢
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V1o(@) = @ryosin(fy, —ax — 3) — Prysin(@y, — o — 5 — ) (20)

Para eliminar la dependencia con ¢ , el angulo de traccién debe ser igual a

Op=a+pB+vy+nm, n=..-—2-1012. (21)

Seleccionaremos por conveniencia aquel que dé una velocidad de traccién positiva
para ¢ > 0. Obtenemos as{ que la direccién de traccidén y la rapidez de traccidén

correspondiente para una rueda omnidireccional son

o _ cos(oz +B8+7) (22)
) sin(a + 6+ )
Vio(P) = @rrosin(y) (23)

II1.4 Plataforma Omnidireccional

Recordemos la plataforma de la que hablamos en el capitulo anterior, a quien le asig-
namos un sistema coordenado )", . Colocaremos en esta plataforma 3 ruedas, cada
una a una distancia I; del origen de ), , y usaremos los dngulos ¢; , para denotar la
orientacién de la recta de longitud I; con respecto a zg , y ; , para denotar la ori-
entacién de la rueda con respecto a la recta de longitud I; , como se indica en la Figura
8.

La posicién del centro geométrico de cada rueda con respecto a »_ 5 esta dada por

T T L cos(f + o)
= + ( (24)

Ys y l;sin(8 + ;)
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Zy
Figura 8. Plataforma con 3 ruedas

asi como la velocidad esta dada por

:f?i & . "“l',; sin(9 + CM.,')
= + 8 (25)
Ui 1 l; cos(8 + ;)

Nos inferesa calcular las velocidades en las direcciones de zr y ¥z , por lo que
consideraremos f = 0 , obteniendo la siguiente ecuacién para las velocidades lineales de

cada rueda:

T4 Uy . | =i sin(ey)
= + 6 (26)
% Uy l; cos{cy;)

AY

=3 T
z

Figura 9. Plataforma con 3 ruedas, § =0

Detengdmonos un momento para tratar de entender la ecuacién (26). Hasta el mo-

mento, no hemos dicho qué tipo de rueda estamos considerando, y sin embargo, la
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ecuacién anterior es vélida. Ella describe la velocidad lineal del centro geométrico de
la rueda en funcién de la velocidad lineal del origen de ) |, asf como de la contribucién
debida a la rapidez de rotacién # = w de la plataforma. La rueda, seglin su tipo, podria
imponer algin tipo de restriccién adicional al movimiento. A pesar de esto, estamos
seguros de que, para cualquier tipo de rueda, tendremos una rapidez tinicamente de-
pendiente de la rapidez angular actuada en la direccién de traccidn. Usaremos este
conocimiento para continuar el analisis.

Consideremos inicialmente el uso de ruedas convencionales. Como vimos en la
ecuacién (9), estas ruedas estdn restringidas a moverse en una sola direccidn en el
plano dada una orientacién, la cual coincide con la direccién de traccién. Estudiemos
entonces el comportamiento de la plataforma con ruedas convencionales a través de la

proyeccién de las velocidades de cada rueda en la direccidn de traccién:

E e o | —lisin{oy)
Vi = Vie; 4wVl (27)
Vi vy l; cos(ey;)
T T
cos(a; + B; + %) Tl cos(a; + B; + %) Uy
Sin(ai -+ ﬁ,, + %) y, sin(ai + )81', + %) Uy
T
cos(a; + 3, + % —1; sin(oy;
iy (i + 0; z) i ( z) (28)
sin(a; + 6; + §) I;cos{a;)
. T . s i T
Trelf; = Uy COS (ai + 8, + 5) + v, sin (ai + 8, + 5) + wli; sin (ﬁi + 5) (29)

Ademds de la ecuacién anterior, cada rueda convencional va acompafiada de la

ecuacidn de restriccién de movimiento
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vy Sin (ai + 8, + g) -+ v, €Os (az— + 5; + g) + wl; cos (,8,- + g) =0 (30)

Para nuestra plataforma con 3 ruedas, obtendriamos los siguientes sistemas de ecua-

ciones:

TrelPy cos(ay + By + 5) sin(ey + 8, +%) Lisin(8,+%)| |vs|
rreby| = |cos(az + By +5) sin(aa+By+3) bsin(B+35)| |o, (31)
Fres | cos{as + B3 + ) sin{as+ PG +35) lzsin(B;+ %) w |

sin{a; + B8, + %) cos(ar + 6, + %) licos(By + L) | |ve 0

sin{ag + B8, +§) cos(ag+ By +5) lacos(By+3)| |vy| = |0 (32)

sin(as + 85+ ) cos(az+B;+%) lacos(Bs+%)| [w 0
De la ecuacién (32), podemos ver que v sélo puede tomar valores en el espacio nulo

de la. matriz

sin{fon + B8y +3) cos{lar+ B, + %) licos(8; + %)
sin{ag + By + %) cos(az+ By +5) lycos(By+ %) (33)

sin(as + B3 + 5) cos(as+ B3 +5) Izcos(f; +5)
Sin embargo, esta matriz es de rango completo, por lo que el tnico valor posible del

vector de velocidad de la plataforma es el vector 0

ve| .10
vy | = [0 (34)
w 0

Podria no ser muy 1til una plataforma movil con estas caracteristicas.
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Consideremos ahora la plataforma con ruedas omnidireccionales. Como vimos en la
ecuacién (13), estas ruedas pueden desplazarse en cualquier direccién en el plano segiin
sus velocidades ¢ y ¢ , por lo que no presentan ecuacién de restriccion como las ruedas
convencionales. Sin embargo, al igual que con las ruedas convencionales, sabemos que
en la direccién de traccién tendran una rapidez tnicamente dependiente de la rapidez
angular actuada ¢ . Obteniendo la proyeccién de las velocidades en la direccién de

traccion, obtenemos las siguientes ecuaciones

G v —l;sin{qy
Vioi | = Vi |+ w¥io; s#in(au) (35)
o vy l; cos(ay)
T T
cos{ay; + B3; + ;) Z; cos{o; + B; + ;) Uz
sin(a; + B; + ;) Ui sin{a; + B; + ;) Uy
T
cos(aoy + B; +v; —I; sin{a;

sin(c; + G; + ;) I; cos(a;)

@iTrosin(y;) = vg cos(oy + B; + ;) + vy sinfo; + B; + ;) + wlhisin(B; + ;) (37)

A partir de esta dltima, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para las tres

ruedas:
Trotfy Sin(7y; ) cos(ay + By +71) sinfon + B +7v1) hLsin(By+71) ] [ve
TroPe Sin(yo) | = |cos(ag + By +7,) sin{oe + By +v,) lasin(By +73) | |vy (38)
_Tro(fd3 sin(vys) cos{as + B3 + 3) sin(as + B3 + ;) I3 sin(B; +v3) | |w

T T
La matriz que relaciona [Uo: vy w} con [?"m(ﬁl sin(y,) Tro@aSin(ye) 7ro¥ssin(ys)

es de rango completo mientras [; % 0 , por lo que se puede invertir para obtener la
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relacion entre el vector de velocidad de la plataforma y el vector de velocidades angu-
lares de las ruedas. Son de interés particular los valores de y; = %, ; = L, 8, = 0,
o =0, az = &, a3 = —Z, que describen una plataforma con tres ruedas omnidi-
reccionales situadas todas a una distancia L del centro geométrico de la plataforma y
distribuidas a angulos iguales alrededor de la misma, y cuyos barriles tiene su eje de
rotacién perpendicular al eje de rotacién de la rueda en la que estan colocados. Con

estos valores, obtenemos las ecuaciones

¥ 0 1 L] |v,
Tro (,0'2 = —g —% L Uy (39)

) L% 5 L) ]

% 0~ 2|4

1

vy | T T_qn; % —'31' “% Pa (40)

1 1 1 ;

w | s 3L L] L¥s

Si utilizamos la variable M, tal que

v ="My (41)

podemos sustituir esta relacién en la ecuacién (3) como sigue

& = R.(O)M,op (42)

Si ahora consideramos que nuestro vector de entradas u ser4 el vector de velocidades

angulares de las ruedas ¢, entonces podemos reescribir (42) como

£ = R,(0)Mpu ' (43)
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La ecuacion (43) la conoceremos como el modelo cinemdtico con ruedas omnidirec-

cionales.
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Capitulo IV

Modelo Cinematico Extendido

Propondremos en este capitulo un modelo que relaciona las rapideces lineales de la
plataforma con su postura y ademés con su rapidez lineal resultante.
La rapidez lineal resultante del origen del sistema coordenado solidario a la plataforma

puede calcularse como la norma 2 del vector de sus rapideces lineales

§= |l = y/vi+ v} (44)

Usando la nomeclatura w = v, podemos escribir la rapidez lineal resultante como

§=/uf +ud (45)

Llamaremos modelo cinemdtico extendido al modelo que relaciona los elementos de
la postura y la rapidez lineal resultante de la plataforma con el vector de entradas u

como se describe a continuacién

x cos(f) —sin(6) 0 0 Uy

1 _ sin(@) cos(d) O O 2 (46)
g 0 0 10 us

8 0 0 o0 1] |VZ+a

Note que podemos también escribirlo como
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Capitulo V

Controladores sin Medicién de la Postura

Presentaremos ahora controladores sin medicién del estado para cumplir objetivos de

control de trazado de lineas y circulos. En todos los casos, la planta es (5):

£ = R.(f)u

Donde u = {ul Us u3} es el vector de entradas de confrol.

V.1 Trazado de lineas rectas con pendiente deseada
¢ Objetivo de Control

T
Deseamos que la posicion [3; y] de la plataforma omnidireccional describa una recta
en el plano con pendiente igual a la tangente de un dngulo deseado aq y alguna b € R

arbitraria, es decir

Jim [y(¢) - tan(aa)a(®) — 5] = 0 (48)
e Supuestos

— £ no medible.

~— Qrientacién inicial &4 conocida.

¢ Propuesta de Controlador
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Uy cos(fp) sin(fp} 0| [vecos(ag) cos(ag — 6q)
ug| = | —sin(fp) cos(@y) 0| [wvosin(aq)| = Yo |sin{ag — b) (49)
us | 0 0 Ijf o 0

Donde vy > 0 es constante.
e Anglisis

Sustituyendo el controlador (49) en el modelo de la planta (5), obtenemos

& cos(f) —sin(d) 0| [cos{ag — 6p)
y| =% |sin(8) cos(d) 0| |sin(ag— 8o) (50)
0 0 0 1 0
& vg cos{ag)
| = |vosin{ag) (51)
0 0

Esto nos asegura que la orientacién serd constante en todo momento e igual a la
orientacién inicial 8y, como podemos ver integrando las ecuaciones para cada elemento

de la postura:

0=0=0(t) =6 (52)
% = vg cos(ay) = z(t) = vocos(aq)t + zo (53)
Y = sin(ad) = y(t) = Ug Sin(ad)t + %o (54)

Eliminando la dependencia del tiempo, obtenemos:
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_ :Il(t) — Xy
b= vo cos(ag) (55)
o(8) = 2 0) — ] 34 (50
y(t) = tan(aq)z(t) + [yo — tan(ay)zo)] (57)

Note que, a partir del instante en que se activa el controlador y empieza nuestro

experimento en { = 0, despejando la ecuacién (57) obtenemos

y(t) — tan(aq)x(t) + [yo — tan(as)wo] = 0 (58)

Es claro que calculando el limite en ambos lados de la igualdad (58) llegamos 2

}Hf}o {y(t) — tan(aq)z(t) — {yo — tan(ag)zo]} = 0 (59)

Concluimos asi que la trayectoria descrita por el robot es una recta con pendiente
igual a la tangente del dngulo deseado ag, con b = [yo — tan(ag)zy). Note que ¢l contro-
lador toma la informacién de la orientacion inicial y calcula las velocidades angulares
de la ruedas para que la plataforma se desplace en la recta con pendiente deseada desde
el inicio en ¢t = 0, por lo que la diferencia y(£) — tan(aq)z(t) + [yo — tan(ag)zo] siempre
es igual a 0.

Se muestran en la Figura 10 y Figura 11 los resultados de la simulacién del contro-
lador anterior para cumplir el objetivo de control (48), con valores de zp = 1, yo = 2,
v =1, 8p =0y ag = 45°. Se grafican = vs y y la grafica de {y(¢) — tan{aq)z(t) — [yo —
tan(aq)Zo)} vs ¢ respectivamente. En la Figura 12, Figura 13 y Figura 14 se muestran

las graficas de  vs y para distintos valores de los pardmeteros como indicados.
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Figura 12. z vs y; zo = —1, Yo = —2, vp = —1, 8y = 0° aqg = 45°
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Figura 13. 2 vs 33 2o = —1, yo = 2, vo = —1, 0 = 45°, ag = —45°
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Figura14. z vs y; 2o = 1, yo = —2, vo = 1, 6y = 90°, ag = —45°
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V.2 Trazado de circulos en el plano a rapidez con-
stante

e Objetivo de Control

T
Nuestro objetivo de control serda ahora que la posicién [3; y] de la plataforma
describa una trayectoria circular en el plano, con radio deseado r, rapidez angular

deseada w y centro (z.,y.) arbitrario, es decir

lim [(2(2) — 2)* + (y(t) — ) — 7] = 0 (60)

t—co

Donde z,, y. € Ry r € RT.
® Supuestos
- & no medible

e Propuesta de Controlador

U1 TW
Us w

e Anilisis
Sustituyendo el controlador (61) en el modelo de la planta (5), obtenemos la ecuacién
z cos(d) —sin(f) 0} |rw

0

0 (62)

6l | o 0 1} |w

y1 = 1sin(f) cos(d)
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iy rw cos(6}
| = |rwsin(f) (63)
4 w

Resolviendo para cada elemento de la postura, obtenemos:

0 =w=0(t) =wt+ 6 | (64)
& = rwcos(wt + b)) = z(t) = rsin(wt + o) + C; (65)
¥ = rwsin{wt + Gy) = y(t) = —r cos(wt + ) + Cs (66)

T

Atn cuando no conocemos las condiciones iniciales de postura {3;0 %o 90} , las
dejaremos indicadas para el andlisis de la planta con el controlador propuesto (61). Note
que no fueron usadas en dicho controlador. Con esta informacion, podemos evaluar las

constantes de integracién:

z(0) = zo = rsin(fy) + C1 = Ci = g — rsin(fy) (67)

y(0) = yo = —rcos(fy) + Cy = Cs = yo + 7 cos(by) (68)

y reemplazando en (65)-(66) se llega a

z(t) = 7 sin(wt + bp) + 2o — rsin(fy) (69)

y(t) = —r cos(wt + o) + yo + 7 cos(fo) (70)
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Reacomodando los términos, podemos concluir que

{z(t) = [zo — rsin(00)]}* + {y(t) — [yo + r cos(6o)}}* = r* (71)
{z(t) — [zo — rsin(8o)]}* + {y(t) — [vo + rcos(fg)]}* —r* =0 (72)

lim {{a(2) — [0 — rsin(@)]} + {y(t) — [go +rcos(Bo)]}* = *} =0 (73)

Queda as{ demostrado que el controlador (61) hace a la plataforma describir un
circulo, el cual tendré de radio 7 y centro en (zo — rsin(6y), yo + 7 cos(fp)). De las ecua-
ciones (64), (65) y (66) observamos que la rapidez angular de la plataforma alrededor
del centro del circulo serd w. Cabe resaltar que la ecuacién (72) es vélida para todo
momento a partir de cuando se acciona el controlador en ¢ = 0, como se muestra en la
grafica de la Figura 16.

Note que, de haber propuesto el controlador

Uy 0
Ua | = |TW (74)
Us W

se hubiera tenido resultados similares.
Se muestran en la Figura 15 los resultados de la simulacién para los valores zp = 0,
yo=1,8,=0,r =1y w= 1. Se presentan los resultados de simulaciones con otros

parédmetros especificados en la Figura 17 y Figura 18.
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Capitulo VI

Controladores con Medicién Completa del
Estado

VI.1 Medicién del estado mediante cAmaras

Se pueden usar distintos métodos para medir los elementos del estado del sistema des-
crito por nuestra ecuacién (5), los cuales son la posicién en z, la posicién en ¥ y la
orientacién # de la plataforma con ruedas omnidireccionales. Ejemplos de esto es usar
un arreglo de sonares o algin sistema de posicionamiento como el GPS. Sin embargo,
podria ser que el més préctico de implementar sea la medicién de posicién y orientacién
a través de un sistema de visién para la captura de imégenes y el correspondiente
algoritmo de procesamiento. Describiremos a continuacién brevemente las ideas detrds
de esta opcidén para la medicién del estado.

Se muestra en la Figura 19 un diagrama de cémo podria colocarse una cdmara para
la medicién de la postura de la plataforma. Coloquemos un sistema coordenado } .
solidario a la cdmara, con el eje 2 alineado con la mira de la misma. Seria conveniente
colocar la camara tal que zp sea perfectamente perpendicular al plano en el que se
mueve la plataforma, de tal forma que podamos tomar imdgenes que incluyan a la
plataforma y muestren de manera conveniente su ubicacién en el plano en la propocién
adecuada.

Considere una imagen constituida de m x n pixeles. Supongamos que esta imagen

es tratada con un proceso de binarizado tal que solo tiene pixeles de dos tipos, a los
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I

Figura 19. Camara para medicion de la postura

que les llamaremos negros y blancos. Se la funcién f(u,v) una funcién que describe el

color del pixel en las coordenadas de la imagen (u,v), tal que

1, si el pixel es negro
flu,v) = (75)

0, si el pixel es blanco

Definamos p,, , como el momento de imagen de orden p + g tal que

Hnn = D, > flu, oo (76)

u=]1 v=1

Note que ¢ corresponde al ntimero de pixeles negros en la imagen, lo que podemos
intepretar como un erea. Podemos entonces calcular el centroide de los pixeles negros

en la imagen mediante las ecuaciones

u=1 y=1 — lu’I,O (77)




34

3 flu, )

v= __ Hon
— =
2, F(wv) Hoo

Colocando adecuadamente una marca sobre el robot omnidireccional tal que sdlo

Mz

;_n

U

(78)

Yeent =

||MS£

ella quede en color negro después del binarizado y su centroide coincida con el centro
de la plataforma, podemos obtener la posicién de la misma en las coordenadas de la
imagen. La orientacién § puede calcularse de diversas formas. Podriamos, por ejemplo,
colocar adecuadamente dos marcas iguales en forma pero de diferentes tamaios sobre
la plataforma omnidireccional, tal que calculando sus centroides y pudiendo diferen-
clar entre las marcas, podamos calcular la pendiente de la recta que pasa por ambos
centroides, y con ello la orientacién de la plataforma en las coordenadas de la imagen.

Pode-mos plantear objetivos de control en las coordenadas de la imagen sin ningiin
problema, aunque estas podrian no tener relacién con las coordenadas de la posicién
de la plataforma con respecto a >.,,. Ademds, podria ser que no pudieramos (o
quisiéramos) alinear el eje z¢ perpendicular al plano de movimiento de la plataforma.
Si queremos encontrar la relacién entre las coordenadas de imagen (u,v) y las coorde-
nadas de (z,y) con respecto a » ;,, debemos realizar un proceso de calibracién de la
cémara, que consiste en encontrar los pardmetros que relacionan estas dos cantidades,
entre los cuales estan la posicién y orientacién de la cdmara. El lector es referido a

Hartley y Zisserman {2000) para més informacién sobre el tema.
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V1.2 Controlador lineal por retroalimentacién de
estado

Iniciaremos nuestro estudio de algunos controladores con medicién completa del estado
con un controlador por retroalimentacién de estados para cumplir el objetivo de control

de regulacién, con nuestra planta descrita por (5).
o Objetivo de Control

Se pretende llevar a la plataforma omnidireccional a una postura deseada, tal que

lim (€(t) ~ €) = 0 (79
T
con §; = [3; 4 Ya 94} constante.

o Propuesta de Controlador:

cos(—b0g) —sin{—84) 0} | k(z — zq)
U=~ |gin(~f4) —cos(—8qs) 0 | k(y —yd) (80)
0 0 1] ka0 — 62)

donde k& y k3 son constantes positivas mayores a 0.
e Analisis
Sustituyendo (80) en (5), obtenemos
z kcos(0 — 04)(x — z4) — ksin(f — 0a2)(y — ya)

g| == | ksin(d — 85)(x — za) + kcos(6 — 04)(y — va) (81)
0 k3(6 — 02)
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Note que la ecuacién para @ tiene la forma

0 = —ks(0 — 64) (82)

y es independiente a las ecuaciones de z y y. Esta ecuacién diferencial tiene solucién

0(t) = 04 + [6(0) — G)e* (83)

Calculando limites, podemos ver que

lim 4(t) = 6, (84)

t—o0
Analicemos ahora qué sucede con z y y. Para ello, propongamos la ecuacién (85)

como una medida de la distancia entre los valores de = y y y sus valores deseados

d= 5@~ 2 + (v~ 90" (85)

La derivada temporal de d es

d=(z—z)+ (¥ — ¥y (86)

y sustituyendo (81) obtenemos

d = —(z — z4)k[cos(8 — 82)(z — 4) — sin(f — 04)(y — Ya)]
~(y — ya)kfsin(f — 8a)(z — za) + cos(0 — 0a)(y — wa)] (87)

simplificando, llegamos a

d = —kcos(8 — 02)[(z — z4)* + (¥ — va)?] (88)

lo cual, dados (83) y (85), puede expresarse como
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d = —2k cos([0(0) — O4le*%)d (89)

La ecuacién (89) puede resolverse mediante separacién de variables, resultando en

d(t) — d(o)e—zk fg cos([6(0)—0 e~ F3t)dt (90)

De acuerdo con Slotine y Li (1991), el equilibrio d = 0 del sistema descrito por la

ecuacién de primer orden lineal variante en el tiempo (89) sers asintéticamente estable
si

lim tcos([@(O) — 84e ") dt — oo (91)

t—00 0
La ecuacién (91) es una integral que no puede representarse con funciones elemen-
tales. A pesar de esto, podemos verificar si diverge como lo necesitamos usando la
siguiente propiedad de las integrales v teorema de comparacién, mencionados en libros

de célculo elemental como Stewart (2003):

o Seana,b, my M elementos de Rcon a < b, tal quem < f(t) < M paraa <t <b.

Entonces, se cumple la siguiente desigualdad:

m(b—a) < f CH)dt < M(b— a) (92)
0

e Teorema de Comparacién: Suponga que f y g son funciones continuas con f(t) >

g(t) > 0 parat > a. Si [*° g(¢)dt es divergente, entonces 7 f(t)dt es divergente.

s cr oo
Recordemos que la funcién coseno es positiva si su argumento esta entre —35 y 3.

Calculemos el tiempo para el cual el argumento de cos{[0(0) — 64le~"*) estard en un

1.
valor valor entre —% y £ tal que el coseno evaluado sea mayor a 3:
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cos([8(0) ~ 6aJe™+) > 7 (99)
3 S 100) —0e™ < 3 (94)
@) ~ Balje™* < 2 (95)

1 T _
2 g (5w =a) (%6)

La ecuacién (96) considera valores anteriores a t = 0, lo cual significa que el ar-
gumento tenfa un valor entre —% y £ antes £ = 0. Para nuestro andlisis, basta con
saber que, en este caso, en t = 0 el argumento ya tenia algin valor en este intervalo.

Definamos el tiempo #, como el tiempo en el que el coseno alcanzard un valor igual o

mayor a % para todo tiempo posterior, y lo consideraremos como

b 0, @wmn%usg (o)

1 T :
—& (m), si [[8(0) — 04)| >
Con esta informacién, podemos analizar la integral de (91) separdndola como a

continuacién

limy oo fy cos([8(0) — Ogle~*et)dt =

] " cos([8(0) — BaJe~"%)dt + lim " cos([6(0) —~ BaJe~"")dt (98)
0 o0 B

t

Usando (92), ya que —1 < cos([8(0) — f4]e **) <1 para 0 < t < &, entonces

—t, < fo t F(t)dt < ta (99)
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por lo que el primer sumando del lado derecho de (98) esta acotado. Por otro lado,

cos([8(0) — B4)e ™) > = > 0 (100)

Lol =

para todo £ > ;. Usando el Teorema de Comparacién, y ya que lim;_, o fti -;—dt diverge
a +o00, también lo hace el segundo sumando del lado derecho de (98). A partir de esto,
llegamos a que

14

lim [ cos([8(0) — Ogle™**)dt = co (101)

t—co 0

y con ello, tenemos que

lim d{t) =0 (102)

t—oo

En vista de (84), (85) y (102), concluimos que

:C(t)—:lld 0
o | gty —gy [ = 0 (103)
0(t) — 04 0

Con lo que el objetivo de control (79) se cumple. Se muestran en la Figura 20,

Figura 21, Figura 22 y Figura 23 los resultados de la simulacién del controlador {80}
T

T
aplicado a la planta (5) con £(0) = [5 0 0} y &= [0 0 ,,T]_ Jk=1yks=1:
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1‘(3) — g

T T T ¥ — T 3
1 2 3 4 5 5 7 :]

Figura 20. x(t) — x4 vs t

Y —

L4

Figura 21. y(t) —wyq vs t

ot} — 6a

Figura 22, 8(t) —0q vs t



s 18 — &al

9 — T T T 1 I
0 1 2 3 4 5 € ? 8

Figura 23. ||£(¢) — &4 vs ¢
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VI.3 Linealizacidon mediante retroalimentacion

Usaremos una ley de control tal que el sistema obtenido al sustituirla en la planta sea
lineal. Para el modelo cinemético general (5), podemos lograr esto observando que
R,(8) en la ecuacién (5) es una matriz invertible tal que R,(#)R;'(6) = I . Dado esto,

podemos seleccionar la entrada de control como

u = R}y, (104)

donde w; = [’Mu Ugy uaz} es una nueva entrada de control que se seleccionara segun

las necesidades de control. Usando (104) en (5), obtenemos

&= R,(OR;'(O)w (105)

E=u (106)

El modelo cinemético con ruedas omnidireccionales {43) también puede ser linealizado
mediante retroalimentacién ya que M, es una matriz invertible, por lo que R.(8)M,

es también invertible, y podemos seleccionar u tal que

u="M;"R;'(0)u, (107)

con lo que, al sustituir (107) en (43) obtenemos de nuevo (106).

VI.4 Regulaciéon

e Objetivo de Control
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Se pretende llevar a la plataforma omnidireccional cuyo modelo es (5) a una postura,

deseada, tal que

lim((t) —&,) =0 (108)

con &, constante

o Propuesta de Controlador

u=—R;(0)K(E - &) | (109)

donde K es una matriz simétrica definida positiva.
e Analisis

Sustituyendo (104) en (5), obtenemos

£ = —R.(OROK(E - £) (110)

E=-K(E-¢&,) (111)

La ecuacién anterior tiene como tnico equilibrio & = £€,;. Se puede demostar la
estabilidad asintética global de este equilibrio mediante el método directo de Lyapunov

usando la siguiente funcién de Lyapunov:

V= 26— &) (E~ (12)

cuya derivada temporal es
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V=—(6-&) K(~-¢&) (113)

Concluimos que tlim (&(t) — £€;) = 0, cumpliéndose asf con ¢l objetivo de control.
Se presenta en la Figura 24 la grafica de ||£(t) — &,]| vs t resultado de la simulacién

T
del controlador (104) con la planta (5) usando K = I con £(0) = {5 7 2.6] NS
T
§a= [0 0 0] :

H

L&) - &l

o TN W e o @ W w

3
i 2 3 & 6 % 7 & 8 10

Figura 24. ||£(t) — &4l vs ¢
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VI.5 Seguimiento de trayectorias descritas por cur-
vas paramétricas

Comunmente al realizar seguimiento de trayectorias se plantean trayectorias cuyo pardmetro
es el tiempo. En general, podemos plantear trayectorias paramétricas donde el pardmetro
sea un angulo, una longitud de arco, un desplazamiento lineal, o alguna otra variable de
interés. Ademas, si podemos seleccionar la razén de cambio con respecto al tiempo de
el pardmetro utilizado, podremos también tener control sobre la rapidez de desplaza-
miento de la plataforma. Se explicard un ejemplo a continuacién para esclarecer estos
conceptos y poner en contexto al lector para el objetivo de control que se propondra
posteriormente.

La ecuacién de un circulo en el plano zy con centro en el origen (0,0) y radio r > 0

constante es

z° +y? =1’ (114)

Esta no es la dnica manera de describir un circulo. Podemos hacerlo también medi-
ante ecuaciones paramétricas de z v y. Es comun encontrar en textos de célculo basico
como Stewart (2003) las ecuaciones paramétricas de un circulo usando como pardmetro
la variable £, usada generalmente para referirse al tiempo (aunque no necesita tener esa

connotacién). Estas ecuaciones son

z(t) = rcos(t) (115)

y(t) = rsin(t) (116)
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Las graficas de z(t) vs. ¢y y(¢) vs. t mostrardn un coseno y un seno respectivamente,
pero la grifica de = vs y mostrars un circulo. Esto se puede verificar al notar que las

ecuaciones (115) y (116) satisfacen la ecuacién (114):

z(2)? + y(t)* = rPcos’(t) + r¥sin®(t) = r? (117)

Si seguimos la convencién general tomar la variable £ como el tiempo, nos damos
cuenta,.a partir de las ecuaciones paramétricas que para t > 0 nos describen una trayec-
toria circular en sentido antihorario, trazada a una rapidez de 1%; la rapidez esta
predefinida en esta parametrizacién. Podriamos también expresar las ecuaciones de un
circulo parametrizadas en coordenadas polares, usando no el tiempo como pardmetro
sino las coordenadas radial y angular, denotando esta ultima sélo para este ejemplo

como 8. Las ecuaciones son ahora

z{8) = rcos() (118)

y(0) = rsin(f) (119)

Se puede demostrar que las ecuaciones (118) y (119) describen un circulo en e;l plano
zy de una manera practicamente igual como en la ecuacién (117), y aunque se parecen
mucho a (115) y (116}, son diferentes en cuanto a que no nos dan informacién sobre el
comportamiento en el tiempo de las variables z y . No podemos saber a qué rapidez
se traza el circulo en el plano zy ni la direccidén en que lo hace a menos que tengamos
informacién sobre #(t) o bien 6(t). Esta informacién no es necesaria para saber que las
ecuaciones describen un circulo, pero como se menciond antes, si podemos de alguna

manera seleccionar #(t), podemos tener control sobre la rapidez del trazado del circulo.
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Desde luego,. si seleccionamos 6 = t que es equivalente a 6 = 1, obtenemos el mismo
comportamiento en el tiempo que con nuestra parametrizacion inicial.

Para concluir este ejemplo, expresaremos las ecuaciones de un circulo utilizando
otro pardmetro: la longitud del arco descrito por la trayectoria. Esta longitud de arco,
que puede interpretarse también como la longitud total recorrida por una particula que
obedece el movimiento descrito por las ecuaciones paramétricas, serd denotada con la
variable s, y para nuestro caso del circulo, esta relacionada con la coordenada angular

f como se muestra en la ecuacidn (120).

s=rf (120)

Suponga que queremos escribir las ecuaciones paramétricas de una particula tal que
describa un circulo en el plano zy, pero no podemos ¢ no queremos hacerlo usando ¢l
tiempo o la coordenada angular como parametros. Lo que queremos o tenemos para
usar es la distancia total recorrida por la particula, s. Con esta informacién disponible
es posible generar las ecuaciones para z y ¥ tal que la particula describa un circulo de

radio r como sigue

() = rcos(?) (121)

y(t) = rsz’n(?) (122)

Se puede demostrar de manera muy similar a (117) que las ecuaciones (121) y (122)
describen un circulo en el plano xy. De nueva cuenta, no nos da informacién sobre qué
tan rapido se traza la curva, para ello necesitamos informacién sobre §(t). Si pode-

mos seleccionar la rapidez del desplazamiento de la particula como $(¢) = r, podemos
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obtener un comportamiento igual al de las ecuaciones (115) y (116). Asi, vemos que
podenios representar curvas en el plano con diversos pardmetros que, aunque podria
convenir que tuvieran significado fisico, no es necesario, y que si podemos seleccionar
la. razén de cambio con respecto al tiempo de este pardmetro, podemos manipular la
rapidez del trazado de la curva.

Inspirados en Moreno y Kelly (2002), propondremos a continuacién un controlador

para seguir una trayectoria en funcién del pardémetro genérico p tal que

P =" (?)q (123)

y (P)y

Dada la posibilidad de linealizar el modelo de la plataforma omnidireccional de
manera exacta para obtener la ecuacién (106), replantearemos la planta a controlar de

esta manera.
e Planta
Se utilizard el modelo cinemdtico extendido (47).
e Objetivo de Control

El objetivo de control es llevar las variables z(t), y(t), 6(t) y $(t) a valores deseados

z4(p), ya(p) ¥ a(p) tal que

) -z) | [0]
- y(®) ~walp) | _ |0 (124)
Tl o) — fa(p) 0

O -l | [0




49

con $4(p) restringida a expresiones tales que la razén

\/(a )«;d (ay )2 este definida para
) (5

2 2 -
todo p. Por ejemplo, si escogiéramos una parametrizacion tal que \/ (%) + (%%f) =

v/ 1 — cos(p), la razén mencionada se indeterminaria para infinitos valores de p a menos

que seleccionemos una 3; como podria ser &g = t4/1 — cos(p).

e Supuestos

dee
z4(p) “ST(p)

va®@) | ¥ .‘%@ conocidos, continuos y diferenciables para todo valor de p.

04 (p) d‘eﬁpm
p es manipulable (p diferente del tiempo).

e Propuests de Controlador

p: Bz id By 2
YCORICON _
dx 34 -
- & \Joar) 1Y
u
$ ! (125)
up | = R;HO) %% ﬁa—zi)ii(%)z +a(Ya—9)
dp ap
| us
g $4 +a(fq—0
\ i 319 \/(6mp)2+(%d)2 d ) |
con a > 0.
e Analisis

Sustituyendo el controlador propuesto (125) en la planta (47), obtenemos las si-

guientes ecuaciones:



a0

Zf, (%’d) \/(%d)zi(%)z +a(xg — )
&
N (%) ey Y (126)
0
864 g B
é (‘91’) \/(axp)2+(%d)2 +a(fq—9)

s [(9«‘443)(7‘1 +(ya— y)(a—”d)l 483
\/(m (2)?

Definamos las variables e y e como sigue

Tg— X
e= (127)
Ya — Y
€g = 94 —4f (128)
di
_| @7 (129)
Qap — g
ég=04—0 (130)

Sustituyendo (127) y (128), (129) y (130) en (126), obtenemos
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- “ Az 2 By \?
. V(50 +(%)
¥y
. —ae
é
= | —ae, (131)
€ '
dzg
8 el | a%e + 2054 » + 82
- - \/(3_‘”1 (%) | o
op

Procedemos ahora a demostrar que tlim e = 0 usando la siguiente funcién de Lya-
—00

punov

V = <e'e (132)

cuya derivada temporal es

V=elé=—aeTe (133)

con lo que se demuestra que hm e = 0. La demostracién para el caso escalar de ey es
t—oo

igual usando V = le?, y concluimos que thm eg = 0 . Note que de acuerdo con (131),
—00

conforme e — 0, § — |$4/, por lo que

e 0
| e |=|o
S—Iédl 0

que implica



tlim u(t) -
T e -
$(t) -

" ]
z(t) — za(p)

Ya(p)
Ba(p)
$4(p)]

0

o2

(134)

con lo que el objetivo de control (124) se cumple. Se muestra la grafica de ||e|| vs £ en

la Figura 25 , (§ — [44]) vs t en la Figura 26 y = vs ¢ en la Figura 27 para

z(p)g

Y (p)d

54

L

-

cos(p)
sin{p)
-1

(135)

correspondientes a un circulo con centro en el origen, radio unitario y rapidez angular

de 12% en sentido horario, con @ = 1 y las condiciones iniciales z(0) = 4 y y(0)

el

£

: 1 6

§ 10 12 1z 16 18 2

Figura 25. |le|| vs ¢

=3



5=l

Figura 26. s — |34] vs ¢

5_}‘

4]

3

24

i /- /

-

N

.24

3]
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5 T T T T T )
-4 3 2 1 1 2 3 5

Figura 27. z vs gy
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Cabe resaltar que seleccionando adecuadamente $4(p) se pueden describir curvas
que no tienen recta tangente definida en algunos puntos. Presentamos en las Figura

28, Figura 29 y Figura 30 los resultados de la simulacién del controlador anterior para -

z (p), cos(p)?
y (p)d — sin(p)3 (136)
$q —34/cos(p)? sin(p)?

con @ = 10 y las condiciones iniciales z(0) = 4 y y{0) = 3.

s,lel

2 4 5 8 10 12 14 16 18 20

Figura 28. |le|| vs ¢

Figura 29. s — |34| vs ¢



5 y

n

5

2

14

ﬂ //

'

24

EX

4.

5 T T L T T T T
4 3 2 1 1 2 3

Figura 30. z vs ¢
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VI.6 Seguimiento de trayectorias mediante contro-
ladores codificados en las coordenadas del plano

Se presenta a continuacién un controlador para seguimiento de trayectorias descritas
por ecuaciones del tipo [cy ~ f(z)] = 0,c > 0. Este controlador siempre genera sis-
temas autdénomos en malla cerrada. De nueva cuenta, usaremos el modelo cinemaético

extendido (47) como planta.
e Objetivo de Control

El objetivo de control es lograr el seguimiento de una trayectoria descrita por la
ecuacién [cy — f(z)] = 0,¢ > 0 con una rapidez lineal |34(t)|, y llevar 8(¢) a un valor &4

constante, es decir

ey(t) — F(z(t) 0

Jim o(t) — 04 =10 (137)
$(t) — |4l 0
e Propuesta de Controlador
U1 9 s 0 —1
—aVley — £ (@) + pram Viey—f(z)] |
Up | = 1 0 (138)
us | —a(6— 84) |

con a > 0.

¢ Analisis
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Al sustituir el controlador (138) en (47) obtenemos

T 5 ; 0 -1
—aV ey — f(2)]° + o —F@m . Viey — f (z)]
; 1
Y = (139)
g —-a(9 — Bd)
5] | Vaila — J@PIV ey — TP + 2 |
Definamos la variable e como
e = ey~ f(2)] (140)

Esta variable nos servird como una medida del error de posicién. Su derivada con

respecto del tiempo a través de las trayectorias de (139) es

&

é=VZ(e) (141)
Yy

é = —aeV¥(e)V(e) (142)

¢ = —ae|V(e)|? (143)

Observe que

IV = 1Vley - s = { 22 LML [AAZJ@IE gy

IVley — F(NIE = [{a[}ﬁ”’”} te| > 0¥(a,) (145)
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Debido a (145), (143) tiene como dnico equilibrio e = 0. Podemos demostrar la
estabilidad asintdtica de este equilibric mediante el uso de la siguiente funcién de Lya-

punov:

v=1g (146)

V =eé = —ae?|V(e)|* (147)

Ya que tlim e=0, tlim [ey(t)—f(z(t))] = 0, lo cual, dado (139), implica que conforme

e — 0, § — |34], y asl

tlim (5(t) — |84]) =0 (148)

con lo que se cumple el objetivo de control (137).
Se muestran en la Figura 31, Figura 32 y Figura 33 las grificas e vs ¢, ($ — |84]) vs
t y z vs y de la simulacién para la ecuacién [y — = + 5] = 0, con z(0) = 2, y(0) = 3,

s'd=1,a=1.

1 v T T T s
[1} 1 2 3 4 5

Figura 31. evs ¢



<=l

1 2 3 3

Figura 32. 5 — |4g| vs ¢

4 3 2 1 12 3 4

Figura 33. z vs y

]

4y X

99
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V1.7 Seguimiento de trayectoria con control de
orientacién

Finalmente controlaremos la orientacién de la plataforma. Para esto, usaremos un
controlador basado en un ejemplo tomado de Hale y Kocak {1991) donde se verifica
la. atractividad de un ciclo limite (para otra forma de verificar esto, el lector puede

referirse a Slotine y Li (1991)).

o Planta

&= R.(6)u (149)
e Objetivo de Control

T
Nuestro objetivo de control es que las trayectorias [ Ty ] de la plataforma om-

T

nidireccional tiendan a un circulo de centro { 0 0 } constante y radio unitario, que
sobre este circulo la plataforma se desplace a una rapidez angular 9 igual a una con-
stante ¥4 deseada, y que la plataforma siempre este orientada hacia el centro del circulo.

Escrito mateméticamente, el objetivo de control es

z(t)? +y(t)? - 1 0
i 3(1) — £ = 150
lim B(t) — Bg 0 (150)

6(t) — ¥(t) T
e Supuestos

Podemos conocer exactamente 9 en funcién de (z,y) como
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A A A AT Y N 19

Figura 34. Plataforma trazando un circulo orientada hacia el centro del mismo

— Y
# = arctan (a:) (151)
por lo que la consideraremos usable para el controlador.
z(0) 0
”;
y(0) 0

® Propuesta de Controlador

—ydy—z (22 +y* — 1)
u=R'0) | od;-y(®+y2-1) (152)
—alf— @+ 7))+ Ja
con @ una constante real mayor a 0.

o Anilisis

Sustituyendo (152) en (149), obtenemos
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—ya— x (2® + 9% — 1)
€= -y +y?—1) (153)
—alf ~ (8 +7)] + 94
Como se menciona en Hale y Kocak (1991), podemos usar coordenadas polares (r, )
y usar los cambios de variable z = rcos(), y = rsin(d¥) para verificar que (153) es

equivalente s

_7‘"- [ r(1—r%) ]
?9 = ’1.903 (154)
_9_ q—a{@-—('ﬁ—i—fr)]-i-ﬂ'd_

Las soluciones generales de r(t) y 9(t) son

_ r(0)
"= oA e (155}
I(t) = dqt + 9(0) (156)

Podemos verificar que para condiciones iniciales diferentes de r(0) = 0, como lo
marca nuestra hipétesis, las trayectorias tenderdn al circulo de radio 1. Una vez que
se llegue a ese circulo la plataforma lo seguird con una rapidez angular alrededor del
origen de ¥4. Verifiguemos ahora el comportamiento de la orientacién angular, descrito

por

0=—ald— (0 +x)]+ 94 (157)

Haciendo el cambio de variable familiar e = § — ¥, (157) puede reescribirse como

é=—ale—m) (158)
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La ecuacién (158) tiene como tinico equilibrio e = n. Podemos demostrar estabilidad

asintdtica global de este equilibrio mediante la siguiente funcién de Lyapunov

V=(e—m (159)
cuya derivada temporal es
V =(e—7)e=—ale—m)? (160)

De esta manera, tlirf,lo (e — @) = 0, con lo que tlggo (@ —9) = m, logrando asi que la
plataforma se oriente siempre en direccién hacia el centro del circulo. Para concluir el
tema del control de la orientacién angular, cabe resaltar que ésta se puede controlar
de manera independiente a la posicién de la plataforma omnidireccional, por lo que se
pueden plantear diversos objetivos sin mayor implicacién en la dificultad para controlar

ambos posicién y orientacién simultdneamente.
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Capitulo VII

Conclusién

En esta tesis se propuso un modelo genérico para una plataforma mévil con ruedas om-
nidireccionales, y se estudié la relacién entre ésta y las velocidades angulares de ruedas
de tipo omnidireccional distribuidos en la misma. Para entender porqué era necesario
un tipo especial de ruedas, se obtuvieron descripciones matemaéticas de ruedas conven-
cionales y ruedas omnidireccionales para posteriormente analizar una distribucién de 3
ruedas de cada tipo. Se observaron diferencias en los comportamientos cinematicos de
la plataforma dependiendo el tipo de ruedas que se usaban, debido a que las conven-
cionales presentan restricciones cinematicas mientras que las omnidireccionales no.

Una, vez estudiado el modelo, se procedié a explorar las capacidades de una plataforma
omnidireccional en el plano. Primero, se estudiaron controladores que no necesitan
medicién de la postura de la plataforma para lograr objetivos de seguimiento de figuras
geométricas. Posteriormente se estudiaron controladores que si hacen uso de medicién
de la postura para cumplir con objetivos de regulacion y seguimiento. Se mostré que se
pueden desacoplar los elementos de la postura para ser controlados cada uno de manera
independiente, dando asi gran versatilidad a la plataforma en cuanto a las tareas que
puede realizar.

Como trabajo futuro, se propone la especificacién de requerimientos de una plataforma
completa (robot-sensores-cémputo) para experimentacién, la aplicacién de estos con-
troladores en una plataforma para verificar los resultados demostrados en esta tesis, asi

como el planteamiento de nuevos objetivos de control bajo nuevas hipdtesis de trabajo.
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