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ESTUDIO DE ESQUEMAS DE CONTROL CON ALGORITMOS
GENETICOS EN LA COMUNICACION DE INFORMACION
CUANTICA

Resumen aprobado por:

Dr. Fernando Rojas fﬁiguez

Director de Tesis

En este trabajo estudiamos esquemas de control aplicados en la optimizacién de
transferencia de informacién en los protocolos de comunicacién cudntica: teleportacion
y codigo super denso, los cuales requieren un estado de méaximo entrelazamiento.
Asimismo se caracterizaron los estados de entrelazamiento méximo que se presentan
en un sistema hibrido de carga y espin de 2 x 3 grados de libertad. Los protocolos
fueron modelados en arreglos de puntos cuanticos, con tuneleo, energias de sitio e inter-
acciones dependientes del tiempo, que son optimizadas utilizando algoritmos genéticos
para maximizar entrelazamiento y fidelidad de transmision.

Los diferentes modelos que se estudiaron estan compuestos por un Hamiltoniano del
sistema que es constante, y otro dependiente del tiempo. En el primero se incluye la
interaccién espin-érbita tipo Dresselhaus para generar estados hibridos, y en el segundo
se incluyen las energias de sitio y transiciones entre sitios dependientes del tiempo
como pulsos modelados mediante formas de onda gaussianas, cuyos pardmetros (altura,
dispersién y desplazamiento respecto a t = 0) forman el control que nos permite llevar
al sistema al estado final buscado.

Como primer modelo, caracterizamos el entrelazamiento de un sistema de 2 x 3
grados de libertad modelado en un triple punto cuantico lateral con interaccién espin
orbita en el que se coloca un electron, con los coeficientes de la funciéon de onda como
parametros de control. Esto nos permite encontrar todas las funciones de onda posibles
de maximo entrelazamiento, las que se grafican utilizando un mapa auto organizado.
Modelamos también el sistema de forma dinamica partiendo de una condicién inicial
y buscamos los estados de maximo entrelazamiento que se generan con el tuneleo de
espin constante inicamente como parametro de control. En particular se encontré que
el sistema adquiere un comportamiento ciclico entre grados de entrelazamiento nulo y
entrelazamiento maximo desde una localizacién bien definida del electréon hasta una
distribucion espacial de maxima simetria.

Como segundo modelo, estudiamos el protocolo de teleportacién cuantica utilizando
un doble punto cuantico con un electrén para establecer el sistema de maximo entrelaza-
miento hibrido de carga y espin compartido entre Alice y Bob. Se generé dicho estado,
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empleando la optimizacion mediante algoritmos genéticos de la misma forma que para
el caso del entrelazamiento. Alice posee ademas otro punto cudntico de espin que rep-
resenta el qubit que desea transmitir, el cual puede interactuar electrostaticamente con
el electrén que forma parte del estado compartido con Bob. Se demostré que el control
de la interaccién de intercambio de espin J(t) permite la transferencia de informacién.
Se describe una serie de etapas que permiten implementar el protocolo de teleportacion
en el sistema propuesto, las cuales son: generacion de un estado de maximo entrelaza-
miento hibrido, transferencia de informacién mediante la interaccion de intercambio,
control de tuneleo para realizar rotaciones de espin y control de energias de sitio para
maximizar la fidelidad. EI modelo propuesto se puede implementar para cualquier
superposicién de espin que se desee transferir con una fidelidad del 99.27%.

Finalmente, como tercer modelo, estudiamos el protocolo cédigo super denso en un
doble punto cuantico hibrido de carga y espin. Partimos del estado de maximo entre-
lazamiento generado para el protocolo de teleportacion, sobre el que se realizaron las
transformaciones unitarias de Pauli con las energias de sitio y tuneleos dependientes del
tiempo. Obtuvimos la forma de los pulsos a aplicar que permite realizar las operaciones
de Pauli llevando al sistema a los cuatro estados de la base de Bell hibrida.

Palabras Clave: Control cudntico, algoritmos genéticos, teleportacién, codigo super
denso.
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ABSTRACT of the thesis presented by FRANCISCO ANTONIO DOMINGUEZ
SERNA, as a partial requirements of the MASTER IN SCIENCES degree in PHYSICS
OF MATERIALS. Ensenada, Baja California, november 2011.

STUDY OF QUANTUM CONTROL SCHEMES WITH GENETIC
ALGORITHMS APPLIED TO QUANTUM COMMUNICATION
PROTOCOLS

In this work we studied control schemes applied to the optimization of information
transference in quantum communication protocols: teleportation and super dense cod-
ing, which requires a maximum entangled state. We also characterized the maximum
entangled states of a hybrid spin-charge system of 2 by 3 degrees of freedom. The pro-
tocols were modeled in quantum dot arrays, with time-dependent tunneling, site energy
and interactions. All of them were optimized using genetic algorithms for maximizing
entanglement and transmission fidelity.

In all the studied models the Hamiltonian has a constant and a time-dependent
behavior. The former included the Dresselhaus spin orbit interaction and the latter
involved site energies and inter-site transitions as Gaussian shaped pulses considering
the parameters of height, dispersion and offset, which act as the system control that
allows to reach the desired final state.

In the first model, we characterized the entanglement of a 2 by 3 quantum system,
modeled with a triple quantum dot with spin orbit interaction where we placed an elec-
tron. The expansion coefficients of the wave function were the control parameters. This
allowed us to find all the possible wave functions with maximum entanglement, which
are illustrated using a self-organized map. We also modeled the same system dynami-
cally with a given initial condition searching for the maximum entangled states that are
generated with the constant spin tunneling control only. Particularly, we found that
the system acquires a cyclic behavior between null and maximum entanglement from a
well-defined localization of the electron to a maximum spatial symmetry distribution.

As a second model, we studied the quantum teleportation protocol. A double quan-
tum dot with an electron was used to establish the maximum hybrid spin-charge entan-
gled state of the shared system between Alice and Bob. Such state was generated using
an optimization genetic algorithm in the same way as for the entanglement generation
model. Alice additionally has another quantum dot of spin, representing the qubit
she wants to send to Bob, this one could interact electrostatically with the electron
of the quantum dot in the shared state she has with Bob. The exchange interaction
J(t) allowed the information transference. A sequence of steps that we can follow im-
plement the teleportation protocol to any spin superposition that we wish to transmit
is presently described. These steps are the entanglement state generation, informa-
tion transference by exchange interaction, tunneling control to generate spin rotations
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and site energies control to maximize fidelity. With this model a 99.27% fidelity was
achieved.

Finally, as a third model we studied the super dense coding in its hybrid repre-
sentation, with a double quantum dot. The initial point was the maximum entangled
state obtained in the teleportation protocol, over which we operated the Pauli unitary
transformations by using time-dependent site energies and tunneling. The shape of the
control pulses needed to accomplish these Pauli’s operations in order to achieve the four
hybrid Bell basis states were obtained.

Keywords: Quantum control, genetic algorithms, teleportation, superdense coding.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

La teoria cuantica ha revolucionado el entendimiento de diversos fenémenos fisicos que
tienen lugar en el mundo subatéomico. Es el entendimiento de estos fenémenos a es-
cala atéomica lo que conduce a su posible manipulacién, y es entonces, donde surge la
informacion cudntica, y los dispositivos capaces de procesarla son las computadoras
cuanticas. De forma general la computacién cudntica utiliza las propiedades inherentes
a los sistemas cuanticos como es el paralelismo y el entrelazamiento para realizar opera-
ciones computacionales. Se ha demostrado que son estas propiedades las que brindan
un gran potencial en cuanto a velocidades de operacion. Es evidente que si realizamos
operaciones de cualquier indole sobre estados cuanticos, sera eventualmente necesaria su
transferencia a otras entidades, o en otras palabras, la comunicacion ya sea de resultados
de alguna operacién o simplemente de informacion que se desee transferir. La comu-
nicaciéon cuantica aparece de forma natural, como una serie de protocolos inherentes
en la computacién cuantica y por ende en la comunicaciéon de informacion cuantica.
Resulta de mayor importancia para nuestro trabajo el planteamiento de la posible im-
plementacién de los protocolos de comunicacién cuantica ya conocidos: teleportacion y
codigo stuper denso, bajo un sistema hibrido de carga y espin en puntos cudnticos, en
el que la interaccién espin-orbita del material es la que nos podria permitir establecer
un estado entrelazado hibrido. La propiedad de entrelazamiento, es necesaria en todo
protocolo de comunicacion cuantica. Desde este punto buscamos generar un esquema

de control basado en el control dinamico del tuneleo entre sitios, energias de sitio, e



interacciones electrénicas de carga que permita implementar los protocolos de comu-
nicacién cuantica. Son estos conceptos los que conforman la base de nuestro trabajo.
En las secciones siguientes comenzamos con una introduccién a los aspectos fundamen-
tales de la computacién y comunicacién cuantica. Asimismo, estamos interesados en

cuantificar el entrelazamiento en sistemas hibridos de carga y espin.

I.1 Informacion cuantica

La idea de la computacién cuédntica fue introducida por Feynman (1982, 1985), Deutsch
(1985) y posteriormente Landauer (1994). El elemento bésico de la informacién cudntica
es el qubit, el cual a diferencia del bit clasico es una superposicién de ambos estados
binarios posibles, es decir, que es una combinacién lineal de los estados cero y uno. La
computacién cuantica también se considera una herramienta con eficiencia potencial en
la solucion de algunos problemas de informacién cuantica.

La aplicacion mayormente difundida es la criptografia cuantica, que tiene su origen
el algoritmo de Shor (1994) y consiste en la factorizaciéon de enteros largos en nimeros
primos. Este algoritmo es 1util para el rompimiento de codigos de seguridad en in-
formatica y encriptacion de datos, y demuestra que el tiempo de decodificaciéon en
un sistema cuéntico es de orden polinomial en lugar de exponencial como seria en un
sistema clasico.

Una aplicaciéon importante de la computacion cudntica estd en las comunicaciones
y codigos de seguridad. Se basa en el teorema de que los estados cudnticos no pueden
copiarse, pues copiarlos implica medirlos, lo cual produce un colapso de las funciones
de onda, sustentado por el teorema de no clonacién (Wooters y Zurek, 1982). Esto

conlleva a que las comunicaciones cuanticas sean completamente seguras, pues no se



puede interferir con un canal de informacién, sin que el transmisor o receptor se den
cuenta. Adicionalmente, los estados entrelazados pueden utilizarse para distribuir las
claves de comunicacion.

De forma andaloga a la computacion clasica, donde las operaciones realizadas so-
bre bits se hacen en arreglos de compuertas; de la misma manera, para la computacion
cuantica se hace uso de compuertas cuanticas que operan sobre los qubits. Las compuer-
tas cuanticas pueden verse como transformaciones unitarias aplicadas a los vectores de
estado. Por lo mismo, las compuertas son reversibles y se pueden ver como la rotaciéon
del vector complejo en el espacio de Hilbert, que representa la entrada a las compuertas.

De manera general, los protocolos de comunicacion cuantica cumplen con lo sigu-

iente:

1. No se pueden medir los estados para distinguirlos.
2. Los estados no pueden copiarse o clonarse.

3. Cualquier mediciéon modifica el estado original.

Los protocolos de comunicacion cuantica se pueden utilizar para establecer una clave
de comunicacién que servird para realizar la codificacién, o bien, en la a transferencia
de informacion misma ya sea con el cddigo super denso que permite transmitir dos bits
clésicos en un ebit (bit entrelazado) o a través de la teleportacién que permite enviar
un estado cudntico. Ambos protocolos hacen uso de los estados entrelazados.

El entrelazamiento es una propiedad de especial importancia en la informacién
cuantica. En el espacio de Hilbert los estados puros se describen mediante vectores
de estado |V), los cuales son una combinacién lineal de todos los estados fisicamente

validos del sistema. Existen ciertos estados que no pueden describirse en términos de



cada uno de sus componentes individuales, en otras palabras, el producto tensorial de
los estados individuales no darda como resultado a dichos estados. Estos estados se
denominan entrelazados. Son ttiles en los esquemas de comunicacién cuantica para
transmitir dos bits clasicos o teleportar un estado cuantico.

El estado puro de un par de sistemas cuanticos se denomina entrelazado si no puede
factorizarse en estados independientes de cada subsistema. Un estado mixto estd en-
trelazado si no puede representarse como una mezcla de estados puros que a su vez
puedan factorizarse (Wooters y Zurek, 1982) .

El sistema entrelazado formado por un par de espines o fotones polarizados son
de mayor aplicacion en las ramas de computaciéon cuantica. De forma general, para
cualquier sistema bipartito que se encuentra en estado puro, se ha demostrado, que
el entrelazamiento se puede definir como la entropia de von Neumann (Bennett et al.,
1993) .

La mayor diferencia entre los sistemas entrelazados y los no entrelazados radica en
que los primeros sélo pueden representarse utilizando 2¢ amplitudes, donde d es la di-
mension del estado, y los no entrelazados sélo con un numero lineal 2d de amplitudes.
Gracias al hecho de que los estados entrelazados tienen un niimero exponencial de ampli-
tudes sus potencialidades en la computacion cuantica han llamado la atencién, pues las
computadoras clasicas no pueden trabajar con nimeros exponenciales de amplitudes.
Por esto mismo la esperanza en la computacion cuantica radica en que se podra trabajar
la aceleracion exponencial y contrastarla con la aplicacion de algoritmos clésicos.

La habilidad de los sistemas cuanticos de estar en muchos estados al mismo tiempo
(superposicién) conduce a la idea de una gran eficiencia en el procesamiento de infor-
macion, pues el paralelismo cuantico podria realizar un ntimero exponencial de opera-

ciones en un mismo tiempo.



Generalmente el entrelazamiento es una propiedad que se estudia entre dos sistemas
con el mismo grado de libertad, sea espin-espin, drbita-6rbita, fotén-fotén (Ochoa,
2009). En nuestra propuesta, utilizaremos estados hibridos entrelazados de dos grados
de libertad diferente, espin y orbita. Los estados hibridos entrelazados ya han sido
utilizados anteriormente en el transporte de bits entrelazados en la manipulaciéon de
protocolos de informacién cuantica, han demostrado ser un recurso valioso en la tele-
portacién y computacién cudntica Chen et al. (2002). Asimismo, en el trabajo con
sistemas entrelazados, se vuelve necesaria su cuantificaciéon. La medida del entrelaza-
miento para sistemas de dos qubits se denomina concurrencia. Para sistemas de mas de
dos qubits medir el entrelazamiento se vuelve una tarea mas compleja. Particularmente
emplearemos el nimero de Schmidt, el cual permite cuantificar el entrelazamiento entre
un sistema de dos grados de libertad, por ejemplo espin; y otro con n grados de liber-
tad, por ejemplo carga. Resulta convenientemente 1til en sistemas como el de nuestra
propuesta, pues permite cuantificar el entrelazamiento en sistemas hibridos de carga y
espin.

El entrelazamiento produce efectos interesantes; por ejemplo, que un sistema entre-
lazado compuesto por dos particulas dé la impresion de estar en dos lugares al mismo
tiempo. Es decir, que si perturbamos a una de estas particulas, dicha perturbacién de
algin modo se propagara a la otra afectando también su estado.

Si bien se tienen grandes esperanzas en la implementacién de la computacion cuédntica,
existen hasta ahora muchas limitantes al respecto, sobre todo la cantidad de qubits que
se han alcanzado en un sistema. Las dificultades de escalabilidad vienen precisamente
por factores de decoherencia, ya que el ambiente introduce errores que pueden rebasar
la capacidad de correccion.

A pesar de esto se han desarrollado diversos experimentos que han puesto en préactica



los principios de la computacién cuantica. Entre otros estédn los realizados con iones
atrapados (Pellizzari et al., 1995) y resonancia magnética nuclear (NMR) (Garshenfeld y
Chuang, 1997). En el primero, se confinan iones por campos eléctricos que representan
qubits y, en el segundo se obtiene una aproximacion de una computadora cudntica
utilizando NMR, entre otros.

Los elementos fisicos utilizados para la informacion cuantica estan sujetos a pertur-
baciones del medio ambiente como decoherencia y autodestruccién de las interacciones
naturales que existen entre las partes fisicas del sistema. En el mundo clasico controlar
las interacciones de los sistemas con su ambiente es una tarea sencilla, desde el enten-
dido que dichas interacciones se traducen como ruido y por lo tanto para corregirlo
basta con realizar mediciones y eliminar aquellas partes que se alejan de las deseadas.
Por otro lado en el mundo cuantico realizar dichas mediciones no esta mas permitido, al
menos no el mismo sentido que se realiza en los sistemas clasicos, ya que las mediciones
producen alteraciones en el sistema. Si bien algunos métodos de control utilizan las
mediciones proyectivas para controlar el sistema y llevarlo a otros estados deseados y
eliminar aquellos efectos de interacciones con el ambiente, también existen las medi-
ciones no proyectivas o indirectas que son las que se realizan aplicando compuertas
cuanticas que permiten llevar el sistema a los estados deseados dandole béasicamente
vuelta al problema de la medicion.

La computacion y el procesamiento de informacion cuantica requiere manipular
estados cuanticos individuales. En base a esto, se requieren esquemas de control que
permitan llevar al sistema a un estado deseado para mantener las coherencias de fase.

Existen diferentes esquemas de control clasico de probada efectividad, basados en la
correccién de errores a través de sus gradientes; dichos esquemas pueden aplicarse a los

sistemas cuanticos como ejemplo esta el control retroalimentado. La retroalimentacion



cuantica se basa en retroalimentar los resultados de la medicién para alterar la dinamica
futura del sistema y puede usarse para controlar la degradaciéon de la decoherencia y
entrelazamiento. Sin embargo, en los sistemas cuanticos suelen presentarse variaciones
muy marcadas, en donde los algoritmos de control clasicos no tiene una gran efectividad,
pues pueden divergir de la respuesta 6ptima. En este punto, entran los algoritmos
genéticos, los cuales siempre encuentran una solucién optima atn en condiciones de
extremas variaciones pues actian como lo hace la seleccion natural.

Los algoritmos genéticos fueron introducidos por John Holland en 1975 (Holland,
1975). Consta de una analogia con la evolucién y los organismos vivientes. A grandes
rasgos, la analogia consiste en formar cromosomas como las diferentes soluciones posi-
bles, y sus genes como los valores de las variables que conforman la solucién. De esta
forma los cromosomas formaran un individuo que puede evolucionar en la buisqueda de
alguna funcién 6ptima.

En la solucién de un problema por algoritmos genéticos iniciamos con una serie de
soluciones representadas por cromosomas que denominaremos poblacion. Las soluciones
de una poblacion son tomadas para formar una nueva poblacion. Esto es motivado en la
esperanza de que las nuevas poblaciones seran mejores que las anteriores. Las soluciones
que seran seleccionadas para formar nuevas soluciones se denominan descendientes, y
se seleccionan de acuerdo a su ajuste. Las ma&s convenientes, aptas, tienen mayores
probabilidades de reproducirse. Esto se repite hasta que alguna condicion se satisface.

El control, es basicamente la correcciéon de la diferencia entre la salida obtenida y
la salida deseada, lo cual puede hacerse de maneras convencionales con una retroali-
mentacién basada en la correccion del error, sustentado en un control de gradientes.
Por otro lado en los sistemas cuanticos las abruptas variaciones conllevan a que el con-

trol basado en gradientes pueda ser insuficiente y diverja del resultado éptimo. Los



algoritmos genéticos, brindan mayor robustez al respecto, pues son insensibles a dichos
cambios abruptos al no basar su funcionamiento en gradientes.

Se ha tratado el problema de la computacién cuantica desde diferentes enfoques,
inicialmente se ha propuesto llevarla a cabo mediante la aplicacion de puntos cudnticos,
sin embargo, el control de la decoherencia es un factor determinante. La decoherencia
es la influencia que ejerce el ambiente en el sistema y que lo hace perder sus estados.
En nuestra propuesta modelaremos los esquemas de comunicacién en puntos cudnticos
hibridos de carga y espin.

Un punto cuantico es una nanoestructura que tiene todas sus dimensiones confi-
nadas. De manera que el movimiento de electrones o huecos se encuentra también
confinado. Sus energias estan discretizadas. Los qubits pueden ser modelados medi-
ante puntos cuanticos, si son puntos cuanticos de carga mediante puntos dobles, donde
la ocupacién de un electrén en un punto y en el otro puede representar el |0) y el |1)
respectivamente. En el caso de puntos cuanticos de espin, un punto cuantico tendra
toda la informacién del |0) y el |1) necesarias. A continuacién se presentan algunos
trabajos donde se ha utilizado el modelado de puntos cudnticos para el tratamiento de
qubits.

En el trabajo de Loss (Loss y DiVincenzo, 1998) se realiz6 una propuesta univer-
sal para la implementaciéon de compuertas de dos qubits utilizando estados de espin
acoplados de un solo electrén en puntos cuanticos. El modelo consta de distintos pun-
tos cuanticos, sobre uno de los cuales se realizard una operacion de un solo qubit. El
punto cuantico a controlar es de spin, se utiliza un modelo de interaccién de intercambio
con otro punto cuantico regido bajo el esquema de acoplamiento transitorio de Heisen-
berg tipo espin-espin, con la aplicacién de un voltaje se puede controlar el nivel de

interaccion de los puntos cuanticos, de tal manera que en un momento la interaccion es



lo suficiente fuerte para tener suficiente probabilidad de tuneleo entre el punto cuantico
en el que se realiza la operacién y el otro. Un punto cuantico ferromagnético realizara
las operaciones de un bit sobre el punto cuantico de spin. Para leer los estados se puede
hacer mediante un punto ferromagnético o un electrémetro a través de una valvula de
espin que dejara pasar el electron a otro punto cuantico sélo cuando el espin de éste
concuerde con un valor preestablecido, de manera que sabiendo el estado antes de la
operacién swap aplicada, si detectamos un electrén con el electrémetro significard que la
operacion se ha o no llevado a cabo segiin la configuracion de la valvula. En este modelo
se utilizaron dos puntos cudnticos cuyos espines se encontraban uno polarizado y otro
no polarizado, lo cual se logré aplicando una excitacion éptica selectiva o un campo
magnético de fuerte gradiente espacial. Posteriormente para aplicar la compuerta swap
(not), se aplicé un pulso en el acoplamiento de intercambio, donde el spin no polarizado
ahora se polariza después de transcurrido un tiempo de estabilizacion y el polarizado
de despolariza. Lo que se prueba con este trabajo es que se puede realizar computacion
cuantica con qubits en arreglos de puntos cuanticos.

En el trabajo de Delgado (Delgado, 2010), se emplea un esquema de control aplicado
sobre pares de estados de particulas entrelazadas, con el fin de distinguirlos después de
que han interactuado con el medio ambiente, y asi reconstruir los estados originales. Se
hace uso del modelo de Ising para interaccién espin-espin. Las interacciones de Ising
(Issing, 1925) pueden generar distorsiones en pares entrelazados que fueron generados
con propositos de ingenieria cuantica. Las distorciones analizadas se basan en la in-
teraccion de dos particulas bajo un acoplamiento transitorio £ = —J 51) ° 5_’;, donde
podemos ver que existe una constante de interaccion J entre los estados cudnticos de
los dos puntos, que identifica la forma en los estados pueden pasar de un estado al sigu-

iente. El sistema genera pares entrelazados desconocidos con la misma probabilidad, y
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a su vez una distorsion es agregada al estado generada por la presencia de un campo
magnético parasito no homogéneo. Una vez que las particulas fueron sometidas a las
perturbaciones del medio, algunas mediciones pueden realizarse para identificar cual era
su estado original con cierta probabilidad, (Branczyk et al., 2007) y (Xi y Jin, 2007).
Las mediciones no locales pueden reconstruir el estado original més facilmente, ya que
las propiedades de entrelazamiento son preservadas de forma parcialmente posterior a
ellas.

Asi es posible obtener una buena fidelidad y discriminacién utlizando mediciones no
locales para controlar campos magnéticos externos que permitan preparar los estados
iniciales, pues permiten obtener un operador de evoluciéon que sirve para calcular los
estados iniciales. Este trabajo nos permite entender como es la interacciéon electrostatica
entre dos particulas, que sera una de las maneras en que se busca establecer el esquema
de control del protocolo de teleportacion cuantica

En el trabajo de Dong (Xue et al., 2010) se utiliza un modelo de un atomo de
dos niveles, separados en cavidades amortiguadas. Cuyo control se realiza con retroal-
imentacién basada en saltos cuanticos comunes para generar un estado estacionario
entrelazado entre ambos que no se afecte por la decoherencia. El control se basa en la
medida de un fotén comun emitido por las cavidades. Lo que se hace es preparar un
operador de medicién conjunto que involucra a los dos sistemas como si un fotén fuera
mutuo. Y asi se puede realizar la retroalimentacion, que tendra parametros como las
frecuencias de los laseres utilizados y longitud de onda de los fotones emitidos, estos
datos a su vez sirven para el cdlculo de la concurrencia. Se probé que la concurrencia
puede llevarse a valores cercanos a 1.

En otro contexto, se han realizao trabajos utilizando algoritmos genéticos para la

optimizacién o control cudntico, con en el trabajo de Krause y colaboradores (Krause
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et al., 1998) donde se realizaron célculos para el control cudntico de paquetes de onda en
movimiento, asi como de radiacién de terahertz (THz) en estructuras de doble barrera
de potencial asimétrico mediante un pulso laser cuyos parametros optimizados mueven
el paquete de onda al objetivo deseado.

En el trabajo de Navarro-Munoz (Navarro-Munioz et al., 2006), se presenta una apli-
cacion de algoritmos genéticos como método computacional para la optimizacion de la
medida de la concurrencia del entrelazamiento para casos de cadenas unidimensionales,
redes triangulares y cuadradas en una aproximacién de amarre fuerte (tight binding),
en donde los saltos electronicos predominan sobre la disipacién fonénica. Se basa en la
medida de la concurrencia. Se aplica en diferentes sistemas de redes condensadas con el
objetivo de maximizar el entrelazamiento utilizando algoritmos genéticos. Se utilizan
las formulas de O "Connor y Wooters (O’Connor y Wooters, 2001). En este estudio los
qubits se utilizan como sitios dentro la red cristalina. Y las bases computaciones 0 y
1 representan estados ocupados y desocupados, asi la concurrencia es una medida del
llenado de los estados. El resultado que se obtiene es que se puede mejorar la con-
currencia con la utilizacion de algoritmos genéticos obteniendo la fase o configuracion
del material mas adecuada. La concurrencia para la configuracion optimizada aleato-
riamente desordenada en el caso unidimensional resulta ser mejor que para sistemas
ordenados.

También se ha probado la utilidad de los algoritmos genéticos en el control de la

decoherencia en sistemas de particulas multinivel como nicleos atémicos de spin = o

2
electrones o dtomos de dos niveles (Grace et al., 2007). El objetivo es producir compuer-
tas cudnticas de alta fidelidad y al mismo tiempo reducir los efectos de decoherencia.

La transferencia de informacion entre los elementos requiere interaccion de estados

cuanticos entrelazados. Para dos qubits existen 4 estados caracteristicos de maximo en-
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trelazamiento que son la combinacién lineal de dos de los estados posibles de los qubits,
conocidos como base de Bell (Bell, 1964). El ambiente puede hacer perder también
dicho entrelazamiento. Una vez construida la compuerta, la informacién transferida
generalmente debera ser corregida con el uso de algoritmos de correccién de errores
cuanticos.

Los fundamentos de la computacion cuantica, asi como su aplicacién fisica, que
hemos abordado hasta ahora nos conducen a los protocolos de comunicacion cuantica,
pues la bisqueda de un esquema de control aplicado a éstos es el objetivo fundamental
de este trabajo.

Existen dos protocolos fundamentales de comunicacion cuantica, el codigo super-
denso (Bennett y Wiesner, 1992) y la teleportaciéon cuantica(Bennett et al., 1993). El
codigo stuper denso permite la transmision de dos bits clasicos a través de un solo qubit
cuantico. Esto se logra compartiendo primero un par entrelazado en una base de Bell,
luego un transmisor, “Alice“ realiza una transformacion en la base de Bell con uno de
los operadores de Pauli con lo que puede obtener 4 estados posibles, luego el receptor,
“Bob“ puede aplicar la operacién inversa y recuperar la informacién que es equivalente
a dos bits cldsicos pues son cuatro las operaciones unitarias que Alice puede realizar.

Es posible teleportar estados cuanticos desconocidos mediante canales dobles Einstein-
Podolsky-Rosen (EPR) y clasicos, demostrado en el trabajo de Benett y colaboradores
(Bennett et al., 1993) donde se trasfiere un estado cuéntico de un origen, “Alice; a un
receptor, “Bob*, para lo cual se hace uso de un par EPR, o entrelazado, que es un par
de particulas correlacionadas que comparten Alice y Bob, generalmente un estado de
Bell. Para hacerlo la particula que contiene la informacién, que posee Alice es medida
a la vez que es medida su particula compartida con Bob, luego Alice envia a Bob por

canales clasicos el resultado de sus mediciones y de esta manera Bob puede reconstruir
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el estado desconocido en su particula EPR aplicando una conversién unitaria con uno
de los operadores de Pauli dependiendo de la medicién de Alice.

Los protocolos de teleportacion y cédigo stuper denso fueron primeramente demostra-
dos experimentalmente con laseres. Se generaron pares de fotones entrelazados en polar-
izaciéon que permitieron demostrar experimentalmente la utilidad de los dos protocolos
(Bouwmeester et al., 1997; Klaus et al., 1996). Se ha realizado satisfactoriamente la
teleportacion de informacion contenida en particulas masivas con los experimentos de
Riebe y colaboradores (Riebe et al., 2004) con iones de Ca, en donde se utilizé una
adaptacion exacta de la propuesta de Bennet y colaboradores simplemente adaptada a
los atomos obteniendo una fidelidad del 75%.

Asimismo se ha demostrado que se pueden generar estados de Bell en un sistema
de dos puntos cuéanticos dobles tanto estacionarios como dindmico (Contreras-Pulido y
Aguado, 2004) conducidos por la aplicacién de una diferencia de potencial. Se demostré
que partiendo de un sistema no entrelazado se puede alcanzar cada uno de los estados de
Bell con la aplicacion adecuada de un campo eléctrico externo dependiente del tiempo.
Los resultados muestran que es posible controlar las interacciones de los qubits utilizados
en el procesamiento de informacién, a través de compuertas cuanticas con el ambiente.
Asi que el uso de algoritmos de lazo cerrado de aprendizaje junto con técnicas de
correccién de errores permite producir compuertas cuanticas de altas fidelidades.

Hemos visto que los estudios se centran en la implementacion de esquemas de comu-
nicacién en arreglos de puntos cuanticos pero no se realiza un control que maximice las
posibilidades de comunicacién. La relevancia de los protocolos de transmision de infor-
macién cuantica es innegable, de tal manera que un esquema de control puede mejorar
de manera sustancial dicha transferencia de datos, aplicable al cédigo superdenso y la

teleportacion cuantica. Ademads en nuestra propuesta empleamos estados entrelazados
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hibridos de carga y espin, de tal forma que las propiedades de acoplamiento espin - 6rbita
tipo Dresselhaus (Dresselhaus, 1955) son de vital importancia en la implementacién del

protocolo.

I.2 Objetivos

En este trabajo se propone la utilizaciéon de puntos cudnticos para la implementacion
de los protocolos de comunicacién cudntica: teleportacién y cédigo stuper denso. Siendo
nuestro objetivo desarrollar esquemas de control para estos protocolos. Dichos esquemas
se basaran en técnicas de optimizacion dinamica por algoritmos genéticos.

Para ambos protocolos se propone un estado entrelazado compartido hibrido de
carga y espin, conformado por dos puntos cudnticos con un electrén. El acoplamiento
entre los puntos cuanticos se permite mediante el tuneleo, el cual es un parametro
de control externo, modelado como un pulso eléctrico que modifica la probabilidad de
transicion electronica con espin constante. También se permiten modificaciones en las
energias de sitio, para generar cambios de fase en el espin electrénico. Calculamos las
formas optimas del tuneleo y las energias de sitio dependientes del tiempo que favore-
cen la formacién de un estado entrelazado hibrido compartido. Partiendo de tener el
electréon inicialmente en uno de los sitios con un espin predeterminado. Por lo tanto,
resolvemos la ecuacion de onda de Schrédnger dependiente del tiempo, bajo diferentes
configuraciones inciales de los electrones. Observamos los efectos de la evolucion tempo-
ral del tuneleo y las energias de sitio en la cuantificacién del entrelazamiento, y fidelidad
de transmisién de informacién.

En la descripcion del sistema incluimos términos de acoplamiento espin - 6rbita tipo

Dresselhaus, que son los que nos permiten tener una dindmica con cambios de espin, y
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que resultaran por lo tanto necesarios en el desarrollo del esquema de control. Incluimos
dentro de nuestros objetivos el cuantificar el grado de entrelazamiento de un sistema
hibrido compuesto por el grado de libertad de espin de un electréon y n niveles de carga
provenientes de n sitios de ocupacién en un arreglo de puntos cuanticos.

En el caso del protocolo de teleportacién cuantica, modelamos la informacion a
transmitir como un tercer punto cuantico con un electrén confinado, cuyo espin con-
tiene la informacion a transferir. Estamos interesados en el efecto del control de la
interaccién electrostatica tipo Heisenberg que puede darse entre las dos particulas.
Con el propdsito de encontrar un pulso J(t) que permita transferir la informacién entre
particulas. Asi mismo, una vez logrado esto, buscamos maximizar la probabilidad de
que uno de los puntos cuanticos tenga la mayor probabilidad de encontrar un electrén
cuyo espin sea equivalente al de la particula con el espin que se queria transmitir. Para
esto, estudiamos la forma de las energias de sitio que nos permitan alcanzar dichas
condiciones. Calculamos la forma optima de estos pulsos que maximizan la fidelidad
en la transferencia de informacion.

En el cédigo stper denso modelamos el sistema como un doble punto cuéntico con
un electron y espin. Siendo éste un sistema hibrido de carga y espin como el que sirvié
para generar el estado entrelazado compartido. Se aplican transformaciones unitarias
compuestas por ox v 0., las cuales son compuertas que generan rotaciones. Las mode-
lamos con el control del tuneleo y energias de sitio dependientes del tiempo. Calculamos
por lo tanto, la forma de estos pulsos que permite realizar las transformaciones unitarias
en la base de Bell, propias del cédigo stiper denso.

Queremos obtener estos parametros 6ptimos de tueneleos y energias de sitio que
nos permitan implementar los protocolos de comunicacién cuantica en puntos cuanticos

hibridos acoplados, aplicando la ténica de optimizacién por algoritmos genéticos.
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1.3 Estructura de la tesis

Para proporcionar una descripcion detallada de los fundamentos, la metodologia y los
resultados obtenidos, se ha estructurado la tesis de la siguiente manera:

En el capitulo 2, se presentan los conceptos bésicos de la computacién y la co-
municacién cuantica, partiendo del qubit como elemento fundamental de ambos. Se
incluye la descripcion de los protocolos de comunicacién cuantica, cédigo siper denso
y teleportacién. Asimismo, los conceptos sobre entrelazamiento, acoplamiento espin
orbita y la base sobre el control cuantico, donde se detalla el funcionamiento basico de
los algoritmos genéticos. Del mismo modo se propone una primera aproximacién del
problema.

En el capitulo 3 abordamos el problema de cuantificar el grado de entralazamiento en
sistemas hibridos de carga y espin. Se calculan los estados de maximo entrelazamiento
para un sistema de dos grados de libertad de espin y tres de carga, en su forma estatica
y dinamica.

En el capitulo 4 presentamos un modelo de un sistema fisico del protocolo de tele-
portacién cuantica. En este modelo se mantiene un estado entrelazado hibrido com-
partido. La transferencia de informacién se modela con un Hamiltoniano de inter-
cambio tipo Heisenberg. Comenzamos explicando la aplicabilidad del protocolo de
teleportacion cuantica en puntos cuanticos, la preparaciéon del estado entrelazado nece-
sario. Concluimos con el calculo del esquema de control mediante algoritmos genéticos
que aplicado en la teleportacion cuantica maximiza la fidelidad.

En el capitulo 5 se realiza la aplicacion de la optimizacién por algoritmos genéticos
en el modelo del sistema para el cdédigo stuper denso.

Finalmente en el capitulo 6, discutimos brevemente sobre los resultados obtenidos,



se presentan las concusiones finales y el posible trabajo futuro.
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Capitulo 11

Conceptos Basicos

En el desarrollo del presente trabajo, proponemos un modelo basado en puntos cuanticos
para la transmision de informacion cuantica. Comenzaremos con una descripcién gen-
eral de los elemetos de la computacién cuantica, siendo la base fundamental el qubit,
o bit cuantico. Como los protocolos de comunicacion cuantica requieren un estado en-
trelazado compartido, proponemos un estado entrelazado hibrido de carga y espin, de
tal forma que incluimos su caracterizacién y formas de cuantificarlo. La concurrencia
nos permite cuantificar el grado de entrelazamiento entre dos sistemas de dos grados
de libertad cada uno; mientras que el Nimero de Schmidt permite cuantificarlo entre
sistemas, donde uno es de dos grados de libertad y el otro puede tener n grados de
libertad. Este dltimo es importante ya que uno de los grados de libertad es el espin, y
el otro el de carga, asi que su caracterizacion puede realizarse tomando en cuenta los
dos grados de libertad de espin y los n grados de libertad de carga. La existencia de un
sistema hibrido, implica una dependencia entre el espin y la érbita, que es equivalente
a una dependencia espin-ocupacién. Incluimos los efectos de la interaccién espin-érbita
tipo Dresselhaus, que nos permitiran alcanzar los estados de entrelazamiento hibrido.
Buscamos establecer un esquema de control aplicado en el modelo propuesto que
permita implementar los protocolos de comunicacion. Se propone la optimizacién me-
diante algoritmos genéticos. Asimismo, aplicamos todos estos principios en la opti-
mizacion de un problema sencillo de transporte de un electron entre los sitios de los

puntos cuanticos.
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II.1 Computacion cuantica

La idea de la implementacion fisica de la computacién cuantica trae consigo la necesidad
de controlar de controlar los estados cuanticos de un sistema de forma lo suficientemente
independiente como para poder manipularlos y realizar operaciones con ellos. Desde los
anos 70 diversas técnicas para controlar estados cuanticos independientes han tenido un
auge en su desarrollo. Es aqui cuando de manera natural el interés en la computacion
cuantica se torna mas importante.

De manera paralela la miniaturizacion de los sistemas electronicos de procesamiento
tiene una influncia importante sobre el aumento de interés en la computacion cuantica.
El transistor es el elemento basico de procesamiento de la computadora clasica. El
incremento en el poder de procesamiento implica una disminucién en el tamano de
los componentes que lo llevan a cabo. Este incremento sigue la ley de Moore (Moore,
1965). la cual establece que el poder computacional se duplicard a un costo constante
alrededor de cada dos anos. Sin embargo, se esta alcanzando el limite fisico debido al
tamano de los componentes que son cada vez mas pequenos, donde empiezan a aparecer
efectos cuanticos que interfieren con la funcionalidad de los circuitos. Es aqui donde se
vislumbra necesario un cambio de enfoque si se busca seguir incrementando el poder de
procesamiento.

Primeramente Deutsch propuso una nocién sobre la computadora cuantica universal
(Deutsch, 1985), la cual deberia ser capaz de simular cualquier sistema fisico arbitrario.
Posteriormente los algoritmos de Shor (Shor, 1994) y Grover (Grover, 1997), demuestran
el paralelismo cuantico como otra de las potencialidades de la computacién cudntica,
con sus algoritmos de factorizacion de niimeros primos y de busqueda, respectivamente.

El paralelismo cuantico es la coexistencia de todos los estados del sistema debido a la
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superposicion de los mismos formando un estado cuantico. Esto permite que al aplicar
una operaciéon sobre un sistema determinado, estemos aplicando la operaciéon sobre
todos sus estados posibles al mismo tiempo; sin embargo, el acceso a los resultados estéa

restringido por el postulado de la medicién.

II.2 El qubit

El elemento bésico de la computacién cuantico es el quantum bit o qubit. Un bit clasico
puede tomar valores de 0 o 1. De forma andloga un qubit puede tomar los estados |0)
o |1). La diferencia bésica entre los bits cldsicos y qubits es que éstos tltimos pueden

estar en una combinacién lineal o superposiciéon de ambos estados,

W) = a|0) +51),
(1)
la* + 16 = 1.
Un sistema cuantico de dos niveles, es por lo tanto suficiente, para describir un qubit.
Los coeficientes o y 3 son cantidades en general complejas, cuyo médulo cuadrado, |a|? y
|32 denota la probabilidad de encontrar al sistema en el estado |0) y |1) respectivamente.

En la figura 1, se muestra la representacién geométrica de un qubit en lo que se

conoce como la esfera de Bloch, de esta manera la ecuacién (1) puede expresarse como,
i 4 io o 0
[4) :e'y(cosﬁ |O>+e@sen§\1>), (2)

en esta ecuacién 6, ¢ y 7 son ntimeros reales. La fase global € puede ignorarse, ya

que no tiene efectos observables, y por lo tanto, la funcién efectiva es,

|y = cosg |0) + e*® seng 1) . (3)
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|0)

1)

Figura 1. Esfera de Bloch

En principio, el vector del qubit puede apuntar en cualquier direccion, lo que nos
lleva a que tedricamente puede almacenar infinita informacién. Sin embargo, el teorema
de no clonacién impide que podamos copiar (leer) los estados del qubit extrayendo toda
la informacion que contiene. Una vez que realicemos una medicién sobre uno de los
estados, el sistema completo colapsa a ese estado, de tal forma, que de una medicion
s6lo obtenemos el equivalente a un bit de informaciéon del estado en el que el qubit
se encuentra. Los qubits pueden ser modelados por cualquier sistema con dos grados
de libertad. Como grados de ocupacién en sistemas de carga, el espin de un electrén,
el momento magnético de un electrén, polarizacion de fotones. Particularmente en
nuestro trabajo utilizaremos para modelar qubits hibridos con un grado de libertad de
espin y otro de carga. La representacion en la base computacional, nos proporciona
los vectores base de dos dimensiones en el espacio de Hilbert que son distinguibles, que

denotaremos con los estados en representacion matricial:
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I1.3 Compuertas cuanticas

La computacién clasica se encuentra constituida por compuertas légicas de forma
analoga a la computacién clésica, las cuales realizan las operaciones necesarias para
manipular la informacién de los estados cudnticos (Nielsen y Chuang, 2000). En los
sistemas cuanticos son denominadas compuertas cuanticas.

Las compuertas son operadores lineales de evolucién temporal que mapean un estado
cuantico en otro. La evolucién temporal del estado de un sistema cuantico cerrado se
describe por un operador unitario (Kaye et al., 2007). Es decir, que para cualquier
evolucion de un sistema cerrado existira un operador unitario U tal que, si el estado

inicial del sistema es [1),), entonces, después de la evolucién, el estado del sistema sera,

Wz) =U Wl) . (5)

I1.3.1 Compuertas de un qubit

En el area de la computacion cuantica cuando un operador de evoluciéon temporal, U,
actia sobre un qubit individual, la denominamos un compuerta de un qubit (unitaria).
Estos operadores se pueden representar en un espacio e Hilbert de dos dimensiones
como matrices de 2 x 2

Por ejemplo, consideremos un la compuerta cuantica NOT, la cual es un operador
unitario que mapea el estado |0) en el estado |1) y viceversa. Como es un operador lineal,

puede mapear cualquier combinacion lineal de estados de entradas en una combinacion
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lineal de estados de salida. De esta manera la compuerta NOT mapea el estado general
ag |0) + oy [1), (6)

en el estado

ap|l) + aq10). (7)

Con esta informacion, podemos construir la la matriz para compuerta NOT en la

base computacional como,

0 1] [1 0
NOT|0) = - = |1). 8)
10 0 1

La compuerta NOT se define como X, y forma parte de una de las 4 compuertas

de Pauli:

10 01
I = , ox =X = ,
01 10
(9)
0 — 1 0
O'yEYE s O'ZZZE
v 0 0 —1

La compuerta Hadamard genera superposiciones de los estados |0) y |1) partiendo
de cada estado individual. También se le conoce como “la raiz cuadrada de NOT”,
puesto que H |0) = %(|O> + 1) y H|1) = %(\O) — [1)). En forma matricial, la

compuerta Hadamard se define como,

H

Q‘ ‘
[\
_

(10)

|
—_

Otra manera de representar la operacién de una compuerta, es mediante un circuito

cuantico reversible, como el que se muestra en la figura 2, en donde expresamos la com-
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puerta X. Las lineas representan “alambres” que conducen los qubits a la compuerta

que realizara las operaciones sobre ellos.

a0 |0) + ay [1) X ag 1) + ay |0)

Figura 2. Circuito de la compuerta X, de la ecuacién (8).

I1.3.2 Base computacional y compuertas de dos qubits
Base computacional

En la computacién cuantica, un estado es almacenado en un conjunto de n qubits,
andlogo a la computacién clasica donde la informacién se almacena en cadenas de n
bits. Llamamos base computacional al conjunto de estados independientes, formados
por las combinaciones de los estados |0) y |1) de cada qubit, que un sistema de n qubits

puede tomar. Es decir, que los estados en la base computacional se definen como,

|z) = |z1...2)

donde z = ij2"_j, (11)

J

ze€{0,1,..,2" "} x; € {0,1}.
Compuertas de dos qubits

Las compuertas descritas hasta ahora involucran sistemas simples de un qubit inicamente.
Sin embargo, en nuestro trabajo utilizaremos interacciones de sistemas de dos qubits
(compuestos), en los protocolos del cédigo stiper denso y teleportacién cuantica, por lo

que resulta necesario y 1util su descripcién.
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Cuando dos sistemas fisicos son tratados como un sistema combinado, el espacio de
estados del sistema fisico combinado es el producto tensorial de los espacios de Hilbert
individuales Hy ® H,, de los espacios de estados Hy; y Hy de cada uno de los sistemas
que lo componen (Nielsen y Chuang, 2000). Si el primer sistema se encuentra en el

estado |¢;) y el segundo en el estado |1,), entonces el estado del sistema combinado es,

|1h1) @ |1g) (12)

En el caso de un sistema formado por dos qubits, la base completa estd compuesta
por 22 estados, formados por las diferentes combinaciones de los estados individuales,
podemos ver la formacién de la base completa siguiendo la ecuacién (12), sin incluir los
coeficientes de las funciones de onda por simplicidad como el producto tensorial de los

estados individuales del sistema,

(10), 1)1 © (10}, [1))2 = |00), [01), [10) , [11) , (13)

donde los subindices hacen referencia al sistema 1 y al sistema 2 respectivamente,
andlogo a la ecuacién (12). Asimismo, cada uno de los vectores columna que repre-

sentan cada estado del sistema estara definido de la siguiente manera:

1 0 0 0
0 1 0 0
|00) = , |01) = ., 10) = , |11) = . (14)
0 0 1 0
0 0 0 1

Por ejemplo, si tenemos un sistema de dos qubits, y aplicaremos la compuerta X
al primer qubit. Implicitamente estamos aplicando el operador identidad al segundo

qubit al mismo tiempo. Es decir que el dato de entrada |¢) ® [1),) es mapeado como
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X ) @I |1hy) = (X RI)(|1h,)®]|1s)). En otras palabras el operador lineal que describe

esta operacién sobre el sistema compuesto es,

01| |1 0] Jooo1
X®l= ® = . (15)

10 01 1000

Aunque esta compuerta actiia sobre un sistema de dos qubits, Unicamente acttia
de forma no trivial sobre uno de los qubits, por lo que en realidad es una compuerta
de 1 qubit. Sin embargo, habra otros casos, donde la actuacién de una compuerta
en un sistema no sera de forma trivial como es en el ejemplo anterior. Un ejemplo
importante de una compuerta de 2 qubits es la compuerta Cyor. Los estados posibles
de un sistema de dos qubits son |00),]01),|10)|11). La compuerta Cyor invierte el
segundo bit cuando el primero es |1), y no hace nada en otro caso. La representacion

matricial de esta compuerta es,

1000

0100
Cnor = . (16)
0 001

0010

En la figura 3 se muestra el circuito equivalente de la compuerta C'yor, de la ecuaciéon
(16), donde el qubit |A) es el qubit de control. El valor de |B) es determinado por el
valor del bit de control, si es 0, el qubit |B) no sufre cambios, sin embargo, si |A) es 1

entonces |B) es negado.
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|B) D |B @ A)

Figura 3. Circuito de la compuerta Cyor, de la ecuacién (16).

II.4 Entrelazaminto y base de Bell

El objetivo principal de nustro trabajo es implementar optimizaciones sobre sistemas
que modelan los protocolos de comunicacién cuantica, teleportacion y cédigo super
denso. Ambos protocolos utilizan estados entrelazados y resulta por lo tanto necesario

su estudio, caracterizacion y generacion, que se introducen en esta seccion.

I1.4.1 Entrelazamiento

El entrelazamiento es una propiedad de los sistemas cuanticos, en donde algin estado
en particular se encuentra compuesto por dos o mas grados de libertad. Dicho estado
estd conformado de tal manera, que cada uno de sus grados de libertad no pueden
describirse de forma independiente de los otros, es decir, que son estados no separables.

Tomemos en consideracién el estado,

R
V2

donde los subindices representan a los sistemas 1 y 2 respectivamente. En este estado

) (10102) + [1114)), (17)

podemos ver que no es posible separarlo y expresarlo de manera independiente para los
subsistemas 1 y 2. Si medimos cualquiera de los dos qubits, obtendriamos de forma

aleatoria |0) o |1); sin embargo, siguiendo el estado de la ecuacion (17), automaticamente
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queda determinado el estado en el que se encuentra el segundo qubit. Asi, si medimos
|0) en el qubit 1, automaticamente tenemos que el qubit 2 también tiene que ser |0), y
de forma analoga para el estado |1).

Vemos que los estados de méximo entrelazamiento, como el de la ecuacién (17), no

puede expresarse como un producto tensorial, a diferencia de un estado como,

L 10102) + 0115)). (18)

|¢>=\/§

El estado de la ecuacién (18) puede expresarse de forma independiente para cada
uno de los subsistemas, como: |¢;) = |0), y [1y) = %(|O> + (1)), de tal forma que
) = [¢h1) @ 1)

El entrelazamiento es la base de la computacion y comunicaciones cuanticas. Son
estados cuya no localidad permite implementar operaciones y protocolos de comuni-
cacion con transporte de qubits. Esto es debido a que las mediciones en alguno de los

subsistemas determinan el estado de los demaés subsistemas involucrados.

11.4.2 Estados de Bell

Los estados de Bell, son aquellos estados de un sistema de dos grados de libertad que
tienen entrelazamiento maximo. Estos estados no pueden expresarse como un estado
independiente, y tienen informacion respectiva de los demés. En el espacio de dos

qubits, los estados de Bell los podemos representar como las combinaciones:

| @) = 10), + 1)1 [1)5) = 7(\00>+\11>) (19a)
- _i _ L

| @) = \/5(\0>1|0>2 1)1 (1)) = f(\00> 1)), (19b)
1

W hen) = 7 [1)g+11)110),) = 7(I01>+|10>) (19¢)
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1

- 1
}\DBell> = \/5(|0>1 1), — (1), ]0),) = —=

V2

Una propiedad interesante de estos estados es que una vez realizada una medicién

(101) — [10)). (19d)

sobre uno de los estados se determina automaética el otro. Por ejemplo, si realizamos
una medicién en el primer qubit del estado de bel de la ecuacién (19c¢), y obtenemos

que su valor es |0),, entonces el valor del segundo estado serd irremediablemente un

1),

11.4.3 Base de Bell hibrida

De mayor importancia para nuestro trabajo, son los estados que se generan en sistemas
hibridos. Ya que proponemos un modelo con grados de libertad de carga y espin para
modelar los protocolos de comunicacién cuantica. La base de Bell hibrida la mostramos
para un sistema, como el que se muestra en la figura 4, el cual tiene dos grados de
libertad de carga y dos de espin. Consta de dos sitios para el grado de libertad de
carga, |P;1) y |®y), y cada uno puede tener espin |1) o |[{). La funcién de onda estd

determinada por,

|0) = |®n) @ s) (20)

donde |®,,) es el grado de libertad de carga, con n = {1,2}, y |s) = {|1),[})}

)= {1110}

Figura 4. Modelo hibrido de dos puntos cudnticos acoplados con un electrén con espin.
La localizacién del electrén representa el grado de libertad de carga, independientemente al
sitio de ocupacidn, el electrén puede tener espin |1) o |{)
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Podemos definir la base computacional, considerando estar en el sitio |®;) = [1) y
estar en el sitio |P2) = |0). Asimismo, consideramos |1) = [1), v |{) = [0). Con lo que
podemos construir la base completa de dos qubits 22. La base de Bell hibrida queda

representada entonces por los estados de maximo entrelazamiento:

|®5) = 7 (|2 ) £ [@1 1)), (21a)

W) = |‘1>2 T £[01 1)) (21b)

I1.4.4 Circuito generador de entrelazamiento

Tal como hemos visto que existen estados de méximo entrelazamiento, denominados
estados de Bell para sistemas de dos qubits, se vuelve una tarea necesaria el crear
dichos estados. Una forma de lograrlo es mediante un circuito cuantico compuesto por
una compuerta C'Not y una compuerta Hadamard, como el que se muestra en la figura
5. En el que colocamos en las entradas a y b los estados |0) y |1). El circuito produce

como salida uno de los estados de Bell mostrados en la tabla (I).

Tabla I. Estados entrelazados generados por el circuito cudntico de la figura 5, para un
sistema de dos qubits

a b Estado entrelazado generado

0 0 |5
0 1 ‘\Ilgell>
10 P 5eu)
L1 V)
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Figura 5. Circuito cudntico que genera estados entrelazados a partir de estados puros
aplicados en las entradas a y b. Compuesto por las compuertas Hadamard y CNot. Las
respuestas obtenidas se muestran en la tabla (I).

Por ejemplo, si aplicamos la entrada |00), que es equivalente a poner |0) en a y en
b, obtenemos posterior a la Hadamard el estado %(|O> + |1)), teniendo el sistema el
estado total %(|O> +1))®|0), posterior a la aplicacién de la compuerta Cyor, el estado
anterior se convierte en %(|OO> +]11)), que es el estado |}, el cual se muestra en

la tabla (I). Similarmente se puede hacer el cdlculo para los otros estados de Bell.

11.4.5 Caracterizacion del entrelazamiento: Concurrencia

Debido a la importancia del entrelazamiento en los sistemas de informacion cuantica. Se
vuelve necesario no sélo ser capaces de crear sistemas con entrelazamiento, sino también,
de cuantificar el grado de entrelazamiento de los sistemas (Grover, 2002; Vendra et al.,
2001). Lamentablemente no es una tarea sencilla. La primera de las medidas de en-
trelazamiento es la entropia de Von Neumann (Audretesch, 2007; Guerrero Moreno,
2008) o entropia de entrelazamiento, la cual emplea la matriz de densidad reducida de
cualquiera de los subsistemas; si el sistema, esta formado por estados separables esta
medida es cero, mientras que para estados con entrelazamiento maximo es In 2.

La concurrencia es una medida auxiliar en el cédlculo del entrelazamiento de for-
macién en sistemas bipartitos (Hill y Wootters, 1997). Un grado de méximo de en-
trelazamiento se caracteriza por una concurrencia de 1, del mismo modo un par de
sistemas sin entrelazamiento (separables) tienen un valor de concurrencia de 0. Todos

los estados de la base de Bell tienen concurrencia C' = 1, mientras que los de la base



32

computacional tienen concurrencia C' = 0.
Consideramos un sistema de dos niveles como la combinacion lineal de sus funciones
base,

|) = a]00) +b]01) + ¢ |10) + d|11). (22)

La concurrencia se define a partir de la invarianza a la transformacion:

Cw) = 1w [3) I (23)

la inversion de estado de un sistema de dos qubits se define por,

9) =0y 00, 1), (24)

lo que simplifica la concurrencia una vez realizadas las operaciones para la base com-

putacional como,

C(y) = 2|b°c" — a*d’|. (25)

Por ejemplo, si realizamos el célculo para el estado de Bell mostrado en la ecuacion
(19¢), vemos que en la base computacional, los valores de los coeficientes son a =
b = %, con ¢ = d = 0. Calculando la concurrencia definida en la ecuacién (25),

2

C(p) = 2[00 — % + .| = 1. De la misma forma los otros estados de Bell tienen

concurrencia 1.

I1.4.6 Caracterizacion del entrelazamiento: descomposicion y

numero de Schmidt

La descomposicion de Schmidt es 1til en la cuantificacién de entrelazamiento entre un
sistema de 2 grados de libertad y otro de n grados de libertad (Audretesch, 2007; Ekert

v Knight, 1995).
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Para ejemplificarlo, imaginemos dos sistemas cuyos espacios son H, y H,. Del cual
el espacio del sistema compuesto se conforma por H, ® H,. El nimero de Schmidt
evaliia el nimero de coeficientes no nulos de la descomposicién de Schmidt, que es la

expansion g; |u;) ® |v;), como la funcién de onda,

) = Zgi |ui) @ |vg) - (26)

La matriz densidad estd dada por p = |¥) (¥|. El teorema de la descomposicién
de Schmidt establece que existird una expansion lineal como en la ecuacién (26). Se
elige u; de tal forma que la matriz de densidad reducida del sistema, p, sea diagonal,

al satisfacerse estas condiciones, la ecuacién se puede escribir como,
~ _ 2
o= gl Jus) (wi], (27)
i

de esta manera, podemos cuantificar el entrelazamiento entre un sistema de dos grados
de libertad y otro de n grados de libertad, con los eigenvalores de cualquiera de las
matrices reducidas del sistema. Resulta evidente que éstas matrices reducidas seran de
dimensiones 2x2. La manera propuesta por Grobe y colaboradores (Grobe et al., 1994),
para cuantificar el grado de entrelazamiento de un sistema con estas caracteristicas la

podemos apreciar en la ecuacion,

1 1 1

K= o Tl S

(28)

En la ecuacién (28), u y v representan a los dos subsistemas, y g; los eigenvalores de
cualquiera de las matrices reducidas del sistema, mientras que 1'r, y Tr, son las trazas

parciales de la matriz de densidad de reducida sobre el subsistema u y v respectivamente.
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II.5 Protocolos de comunicacion cuantica

En la base de toda operacion cudntica, se encuentra la necesidad de la comunicacion
cuantica. Los resultados de cualquier operacion que se realice deberan ser transmitidos,
ya sea dentro de la misma “computadora cuantica”, es decir, la serie de compuertas
o circuitos que conforan las operaciones que estamos realizando; o hacia terceras en-
tidades, como informacion a enviar por un canal de comunicacion. Abordaremos dos

protocolos de comunicacién bésicos: teleportacion cuantica y codigo super denso.

I1.5.1 Teleportacion cuantica

Fue propuesto por Bennett y colaboradores (Bennett et al., 1993). Este protocolo per-
mite a Alice enviar a Bob un estado cuantico haciendo uso de un sistema entrelazado
compartido entre ellos y de un canal clasico. Partimos del escenerio donde Alice quiere
enviar la informacion contenida en un qubit a Bob, y tnicamente cuentan con canal
clasico de comunicacién. Saltan dos opciones a la vista, enviar el qubit hasta Bob, tal
cual; o enviar las amplitudes complejas de los estados |0) , 1) del qubit en cuestién. Sin
embargo; si comparten un estado entrelazado, esto cambia, y es posible enviar el estado
exacto del qubit a transmitir mediante el canal clasico.

De esta forma, el protocolo de teleportacion cuantica permite a Alice, enviar a Bob,
el estado cuantico de un qubit enviando cldsicamente solo dos bits. Supongamos que

Alice y Bob comparten un estado de la Base de Bell,
|[Php) = |OO +[11)), (29)

y que Alice posee ademas un qubit que desea enviar a Bob, caracterizado por el estado:

pe) = al0) + G 1). (30)
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El estado total del sistema esta dado por

1
loe) | Php) = 7 a|0c¢040B) + a|0clalp) + B |1c040B) + B |1clalp)). (31)

Podemos expresar cada uno de los estados de la base computacional como una
combinacion lineal de los estados de la base de Bell. Por ejemplo, podemos formar el
estado 00) = 2(97) + [87)) = 22(5(00) + 1)) + £5(100) — |1))) = [00), del
mismo modo podemos expresar la base computacional completa. Expresandolo para el

subsistema formado por las particulas A y C, que se muestran en la ecuacién (31):

10c04) = g(kbéﬁ + }(I)EA>)7

V2

|0c14) = —(‘\I]Z‘A> + ‘\IIEA>)7
f (32)
[1c0a) = <-([¥6a) — [ea)).
\f _
[1cla) = ——(|DEA) — [Pca))-
Sustituyendo las equivalencias de la ecuacion (32) en (31), obtenemos,
1
%) ‘(I)ZB> - 5(04(‘(1%A> + ‘(I)E‘A» 10) + O‘(‘\I]é_‘A> + ‘\I]E‘A» 1) (33)
+ B WEa) = [Wea)) 0) + B(PE) — [224)) 1)
Agrupando los estados entrelazados:
1
l©c) ‘(I)XB>: _(‘(I) A> al0) + B11)) +“I’ A> all) +310)) (34)

‘\I]CA> — B10)) + | ®4) (a]0) + B 1))).

Utilizaremos ‘ng >, para denotar el mismo estado que Alice queria enviar ‘¢C>,
pero en el lado de Bob. Se ve claramente que se sélo es necesario realiar algunas
transformaciones unitarias en el estado que posee Bob para recuperar el estado original,

que dependeran de la medicién que haya realizado Alice. Son estas transformaciones
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las que indicara Alice a Bob utiliznaod un canal clasico. Podemos representar el estado

final como,

e [#35) = 5(1284) los) + [W4) X o)
(35)

+[Uea) (XZp) |¢7) + |0ca) Zs |#7)),
en este resultado aparecen los operadores X, Z, que son los operadores de Paulli, lo
cual nos muestra que el estado recibido por Bob deberd ser sometido a una de estas
operaciones dependiendo de la medida que Alice realice sobre sus dos estados conjuntos.
El resultado de la medida realizada por Alice en la base de Bell, constituye los dos bits
clasicos que ésta envia a Bob, sobre los cuales, Bob, realiza la transformacién unitaria
correspondiente para reproducir el estado original.

El circuito cudntico equivalente se muestra en la figura 6, donde podemos apreciar
que Alice quiere enviar el estado @) a Bob, utilizando el estado entrelazado compartido
mostrado en la ecuacién (148). Alice realiza una medicién a los dos qubits que posee
en la base de Bell, y le envia a bob mediante un canal clasico los dos bits equivalentes
al resultado de la medicion, sobre los cuales, Bob aplica las transformaciones unitarias

correspondientes para recuperar el estado original, ahora llamado ¢ .

lpe) = A
BELL

1

—75(100) + 1) { V

x}fz—|¢’?>

Figura 6. Circuito para implementar el protocolo de teleportacién cudntica. Las dos lineas
superiores representan los qubits que Alice posee, mientras que la linea inferior representa
el qubit de Bob. Alice estd en posesién del estado ¢, y comparte con Bob un estado
entrelazado, a y b son los bits cldsicos que envia a Bob, sobre los cuales, Bob realiza las
operaciones X o Z para recuperar el estado original. En esta figura las las lineas a y b
representan el canal clasico que Alice envia a Bob para indicarle la transformacién unitaria
que debe realizar.
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En este circuito se ha incluido, la equivalencia para una medicién realizada en la

base de Bell, como se ilustra en la figura

a > a
—T— H _ a2 -
PR BELL
b

s B9, G CLESILETITITRILILE >

Figura 7. Circuito para realizar una medicién en la Base de Bell, con su equivalencia
simplificada

I1.5.2 Cdbdigo super denso

Fue propuesto por Bennett y colaboradores (Bennett y Wiesner, 1992). En este proto-
colo se busca transmitir dos bits de informacion clasica utilizando inicamente un qubit.
El protocolo resulta sencillo. Parte de compartir un estado entrelazado entre dos sitios

A (Alice) y B (Bob), que puede ser cualquiera de la base de Bell como,
h ) = |00 + [11)). (36)

Suponemos que Alice esta en posesién del primer qubit y que Bob tiene el segundo.
Alice realiza una de las cuatro compuertas de 1 qubit descritas en la ecuacién (9),
dependiendo de los dos bits clasicos que desee comunicar a Bob. Como se demuestra
en la ecuacion siguiente, se pueden establecer las siguientes operaciones que permitan

transmitir los 2 bits clasicos utilizando un qubit:

00 — ([ ® Ip) }(I)XB> = ‘(I)XB>>

01 — (X4 ® Ip) |®F B>_— 110) + [01)) = | ¥ 5),
10 = (Ya ® Ip) | B>— \10 01)) = [P5),

11 = (Za® Ip) |9h,) = \00 11)) = [®45) -
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Esto se puede representar graficamente con el circuito mostrado en la figura

%uom 1)

Bob
L BELL

Figura 8. Circuito para implementar el protocolo del cédigo stper denso. Inicialmente Alice
y Bob comparten un estado entrelazado, Alice realiza las operaciones X, Z dependiendo de
los bits a, b que desee eniar a Bob, luego Alice envia su qubit a Bob, y éste, mide en la base
de Bell para recuperar los bits a, b que Alice deseaba enviarle.

De esta forma puede verse como realizando transformaciones unitarias, inicamente
del lado de Alice, es posible realizar cambios en el estado compartido. Posteriormente
se envia la particula que tiene Alice a Bob, en otras palabras, se envia el qubit que posee
Alice y Bob realiza una medicién en la Base de Bell, para saber cudl fue la operacién
que realizé Alice y de esta manera decodificar el mensaje de dos bits clasicos codificados
en el envio de un qubit. Noétese que aunque sélo un qubit es enviado, es necesaria la

medicion de los dos para obtener el mensaje que se queria transmitir.

II.6 Interaccién espin-orbita

En nuestro trabajo utilizaremos sistemas hibridos entrelazados en puntos cuénticos,
por lo que para generar dichos estados es necesario que exista la propiedad de tuneleo
entre sitios con cambio de espin. Esta es promovida por la interaccién espin érbita. La
cual es una interaccién entre el grado de libertad de carga del electrén (ocupacion) y el
grado de libertad de espin.

El espin es una propiedad fisica de las particulas subatémicas, como el caso de los
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electrones. Junto con la masa y la carga eléctrica, el momento angular magnético es
una propiedad intrinseca de éstos. La idea fue inicialmente introducida en 1925 por
George Uhlenbeck y Samuel Goudsmit (Merzbacher, 1998).

La interaccion espin-érbita es la interaccion magnética entre un momento magnético
de espin y un momento magnético orbital. El acoplamiento espin-érbita, es el acoplamiento
entre estos momentos magnéticos. En el caso de un electrén, la interaccion espin orbita
estd dada por la interaccion magnética de su espin y su movimiento alrededor del nticleo.
En un marco relativista, el giro del electrén que tiene un campo eléctrico en movimiento
genera campos magnéticos que interaccionan con su momento magnético, produciendo
pérdida de estados de espin arriba y abajo.

Estos estados de espin en un electrén los representamos como un espacio de Hilbert
de dos estados, donde |1) y |]) representan la orientacién de la componente z del vector
de espin.

En los sistemas de estado solido, los efectos del acoplamiento espin-érbita son
denominados como campos de Dresselhaus o Rashba, dependiendo de si los campos
eléctricos se originan de la asimetria de inversion del bulto o estructural, respectiva-
mente (Meier et al., 2007). En las estructuras cristalinas tipo zinc-blenda, como el GaAs,
el campo eléctrico resultante de la ausencia de inversién central conduce a la asimetria de
inversiéon de bulto (BIA, bulk inversion asymetry) y por lo tanto al acoplamiento tipo
Dresselhaus. En las heteroestructuras, aparecen campos eléctricos adicionales corre-
spondientes a la asimetria de inversién estructural (SIA, structure inversion asymetry),
dando lugar al acoplamiento de Rashba.

Para el desarrollo de la interaccién espin-érbita, nos basamos en el analisis intro-
ducido por Perel, et. al. (Perel et al., 2003), que presenta una dependencia de espin a

través del tunelaje. El Hamiltoniano de una barrera, considerando la masa efectiva, es
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el propuesto por Dresselhaus,
ﬁDr = 'Y[kax(ki - k?) + Uyky(kg - k?c) + Usz(k?c - ]{?Z)], (38)

donde o, 0y, 0., son las matrices de Pauli, v es una constante del material, y las
coordenadas z,y, z se asume son paralelas a los ejes cristalograficos [100], [010], [001],
respectivamente. Tomando el tuneleo a lo largo del eje z, podemos considerar a k, en
el Hamiltoniano como un operador —id/dz. Asumimos ademds que la energia cinética
de los electrones es mucho mas pequena que la altura de la barrera. El Hamiltoniano

se simplifica como,

~ o?
Hp, = v(0ke — O'yl{?y)@, (39)
en forma matricial lo podemos expresar
~ 0 v(ky + ik o
HDT = ( y) o= ’ (40)
Y (ks — Zky)aa_;? 0
también se puede expresar como:
N 0 | k|ei® 22
Hp, = M o : (41)
7|k|e_i¢§—; 0

donde |k| = |\/kZ + k2| y ¢ = tan‘lZ—Z.
La ecuacién (40), estd en la base [1), |}), v nos muestra las probabilidades de

transicion con cambio de espin.

I1.7 Algoritmos Genéticos

En nuestro trabajo queremos lograr llevar un estado inicial de un sistema a otro estado

final. Los estados finales que planteamos constan de estados de maximo entrelazamiento
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y también la utilizacién de los mismos aplicados en los protocolos de teleportacion y
codigo super denso.

En cuanto a control, se ha estudiado con técnicas de control retroalimentado recur-
riendo a un observable que servira para corregir el error del estado deseado (Xue et al.,
2010), también se ha trabajado sobre la optimizacién de pardmetros externos que permi-
tan alcanzar un estado o propiedad deseado, entre cuyas técnicas destaca la utilizacion
de algoritmos genéticos para la optimizacion (Krause et al., 1998; Navarro-Mutioz et al.,
2006).

Los algoritmos genéticos, se basan en una busqueda evolutiva de los parametros que
permitan optimizar una funcién. Un diagrama esquemético de esto lo tenemos en la
figura 9. Tienen su origen en la seleccién natural (Darwin, 1859). Esta, es el proceso en
el cual los individuos mejor adaptados a su ambiente tienden a tener mas descendencia
y por lo tanto conformar mayor nuimero de generaciones que aquellos competidores
menos aptos. Se requieren dos ingredientes para que se logre la evolucion: herencia
y variabilidad. El primero implica la necesidad de que los individuos descendientes
deben poseer algo de las caracteristicas que hicieron que sus padres fueran aptos. El
segundo requiere que en cualquier momento dado, exista un rango de adaptabilidad de

los miembros de la poblacion, para que la seleccién natural opere.
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Poblacion
Inicial

Seleccion
L Natural

Solucién
Optima

Supervivencia
del mas apto

Siguiente

Bareiicitn Reproduccion J

Figura 9. Métodos evolutivos. Esquema general del algoritmo genético utilizado

La herencia la podemos explicar en los individuos biolégicos como el traspaso de
material genético de generacion en generacion. El fenotipo de un individuo describe
sus caracteristicas fisicas y probablemente su comportamiento. Estas caracteristicas
se encuentran codificadas en secuencias de genes provenientes de ambos padres, alma-
cenadas en los cromosomas, los cuales constituyen el genotipo. En la produccién de
nuevas generaciones, dos padres se unen compartiendo su material genético, otorgando
al fenotipo descendiente caracteristicas de ambos.

El entrecruzamiento, es por lo tanto, la comparticion de material genético de los
padres al formar una nueva generacion. En este proceso combinatorio, pueden ocurrir
errores de copiado o transferencia de informacion, genes, lo que lleva a mutaciones del
genotipo.

Los algoritmos genéticos introducidos por primera vez por John Holland (Holland,
1975), son una adaptaciéon computacional del proceso biolégico evolutivo. Estrictamente
hablando, no realizan una optimizacién de forma matematica, sino que permiten que
solo los elementos aptos vayan sobreviviendo.

Mayormente difundidos se encuentran los métodos variacionales, donde una forma

funcional de la solucién se puede deducir, por razones de simetria, intuiciéon, o prueba y
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error. Luego los pardametros de la solucién propuesta son variados con el fin de minimizar
la energia del sistema, por ejemplo. Hay otros casos, en que adivinar la solucion es
mucho mas complejo, pues mas parametros se encuentran involucrados. Por ejemplo
en la soluciéon de un potencial cuantico, mediante la expansién de la funcion de onda
como una combinacion lineal de las funciones base, la cual forma una matriz. Tomando
los elementos desconocidos como parte del célculo variacional, se vuelve complicado, ya
que las dimensiones de las matrices pueden ser muy grandes.

Los métodos evolutivos, como los algoritmos genéticos, tratan los parametros vari-
ables como genes, y la solucién completa como un genoma. Se dice por lo tanto, que las
posibles soluciones estan sujetas a la seleccién natural, de tal manera que los individuos
(los parametros b) mejor adaptados a su ambiente (la funcién fitness) produciran més
generaciones de individuos, conformando mas soluciones potenciales.

Mostraremos la utilizacién de los algoritmos genéticos con un caso sencillo. Supong-
amos que queremos las eigenfunciones de un sistema, para un estado dado, sabemos

que las soluciones seran aquellas que minimicen la energia, calculada como,

(V™| H V)

LR

(42)

en este caso, los genes son los coeficientes de expansiéon a; de una funcién de onda
expresada como una combinacién lineal de los mismos, y cada funcién de onda |¥) que

los contiene como un genoma, o un individuo, como en la ecuacién (52).

) = ales) (13)

El algoritmo genético comienza generando diversas soluciones aleatorias como ntimero

de indivudos tenga cada generaciéon. Si fueran dos inviduos por generacion tendriamos

generacion\ Zn generacion

en total dos individuos. Expresados como }\I]mdim’duo i=1 Gindividuo.j ‘g0j>, los



44

cuales son:

1) =D _aisle),
j=1

[W3) = > alsles)-
j=1

Para la producciéon de nuevas generaciones donde los padres se unen para crearlas.

(44)

Las uniones suceden coeficiente por coeficiente, es decir, que el a} se apareara con el
a? es decir el coeficiente 1 de la generacién 1 y el coeficiente 1 de la generacién 2.

Supongamos que los coeficientes son

ay, = 1234,
(45)
aj, = 6789,
, el entrecruzamiento generara nuevos individuos con parte del material genético de los

padres como,
5, = 1289
Ay = )
(46)
a3, = 6734.

A su vez en cada entrecruzamiento, existe una probabilidad de mutaciéon que haria
que cualquiera de los genes, se modificara de forma aleatoria, de tal manera que los
individuos que conforman la nueva generaciéon podrian sufrir algiin cambio y mutar
aleatoriamente en cualquier posicién tambien aleatoria. Como por ejemplo a}, = 1589,

en donde la posicién 2 de la cadena numérica fue mutada a 5. Asi estos nuevos individuos

formaran parte de la nueva generacion que sera,

|¥?) = Zazj ‘80j>- (47)

Como vimos en el diagrama mostrado en la figura 9, el algoritmo genético genera una

familia de soluciones posibles por generacion, de las cuales s6lo son consideradas para
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entrecruzamiento las que son mas aptas, es decir, las que se acercan mas a la funcion
objetivo establecida, para el caso ejemplo de la obtencién de las eigenfunciones de un
sistema para un estado dado, son aquellas ecuaciones de onda cuyos coeficientes de
expansion dan como resultado menores energias. El ejemplo tiene por funcién objetivo
una optimizacion donde se buscan los minimos. Los resultados que sobreviven para las
siguientes generaciones son entonces, aquellos de mayor optimalidad o menor energia.
Una vez seleccionadas las soluciones mas aptas sucede la reproduccién, que como vimos
en el ejemplo, consta del entrecruzamiento de las soluciones mejor adaptadas, o aquellas
que estan mas cerca del valor 6ptimo. Como consecuencia, sobreviene la siguiente
generacion y el proceso continiia hasta que una cantidad de generaciones preestablecida
es alcanzada, o una solucién cuya optimalidad esta lo suficientemente cerca del valor
buscado.

En nuestro trabajo utilizamos la subrutina de proposito general PIKAIA basada
en un algoritmo genético, desarrollada por Carboneau y colaboradores (Carbonneau
y Knapp, 1995; Carbonneau, 1995). Esta subrutina en fortran, maximiza una funcién
especificada por el usuario, cuyo nombre es pasado como un argumento. Cuenta con dos
operadores genéticos basicos: entrecruzamiento y mutacion uniformes. Dispone de tres
planes de reproduccién: reemplazo generacional completo, en el que las generaciones
nuevas no conservan individuos de la anterior; generaciones constantes con borrado
aleatorio, el cual mantiene algunos elementos de la generacién anterior en la nueva y
borra los demads escogidos de manera aleatoria; generaciones constantes con borrado
de los peores, este es el plan que utilizamos, pues permite formar las generaciones sélo
con los individuos mejor adaptados. La funcién de elitismo esta activa por defecto,
brindando mayor probabilidad de entrecruzamiento a los individuos mejor adaptados.

El porcentaje de mutacion ofrece un control dindmico con el monitoreo de la diferencia
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en la adaptabilidad entre el mejor individuo y el promedio de la poblacion. La seleccion
para la reproducciéon un proceso estocéastico basado en los rangos de optimalidad de
los individuos, es decir que se seleccionan aleatoriamente a los individuos para crianza,
pero aquellos mejor adaptados tienen mayor probabilidad de sobrevivir.
Especificamente, utilizamos 400 generaciones con 100 individuos por generacion,

una probabilidad de entrecruzamiento del 85% y 15% de mutacion.

I1.8 Solucién de sistemas dinamicos por integracion
numérica

En nuestro trabajo modelaremos puntos cuanticos con interacciones dependientes del
tiempo, ya que buscamos manipular los pulsos que controlaran las probabilidades de
tuneleo entre sitios de forma dindmica. Estos pulsos son parte del Hamiltoniano del
sistema, y para determinar la evolucion temporal del mismo, serd necesario resolver la

ecuacion de onda de Schrodinger dependiente del tiempo.

I1.8.1 Ecuacién de onda de Schrodinger

La ecuacion de onda de Schrodinger, vincula la funcion de onda con las variables
dindmicas de las particulas. Donde, la funciéon de onda de una particula esta rela-
cionada con la probabilidad de encontrarla en un estado a un tiempo determinado. La

ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo tiene la expresion,
HVU = EV. (48)

Si queremos calcular la evolucion temporal de este sistema independiente del tiempo,

partimos de la idea de que el comportamiento dependiente del tiempo de los estados
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estard determinado por el operador de evolucién temporal U (Sakurai, 1993), el cual
aplicado sobre los estados iniciales del sistema |U(¢ = 0)) nos permitira calcular los

estados posteriores de la siguiente manera,
(W (t)) =U[¥(t=0)), (49)

en donde el operador de evolucién temporal para el caso de un Hamiltoniano indepen-

diente del tiempo se expresa como,
U= e Hm (50)

La ecuacién de onda dependiente del tiempo se define como,

o)

ih=— = = HU(t). (51)

Si expresamos la funciéon de onda como una combinacién lineal de todos los estados
independientes que la forman tenemos,
V() =Y (Bas(t)ey, (52)
donde «;(t) son los coeficientes de expansién de la funcién de onda en la base |psi;)
dependientes del tiempo.

Sustituyendo (52) en (51), obtenemos la expresién,

ihoy (t) = Z H;ou(t). (53)

Obtenemos asi, en la ecuacién (53) una expresién que representa la solucién de los co-

eficientes de expansion como un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales acopladas.
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I1.8.2 Integracion numérica mediante el método Runge Kutta

de orden 4

En la seccién anterior vimos que el sistema dindamico a resolver se puede expresar como
una serie de ecuaciones diferenciales lineales acopladas, ecuacién (53), de tal forma
que para determinar el comportamiento dinamico del sisteméd sera necesario resolver la
evolucién temporal de dicho sistema. Para la solucion del hamiltoniano dependiente
del tiempo es neceario realizar la integracién de las ecuaciones diferenciales simultaneas
dependientes del tiempo que conforman un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden. Debido a que algunas de las funciones que proponemos en nuestro
modelo no tienen una integracién analitica exacta, recurrimos al método de integracion
Runge Kutta (Press et al., 1992), el cual es un método iterativo para la aproximacion
de solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias con valor inicial dado. Utilizamos el
método Runge Kutta de cuarto orden (RK4). Definimos el problema de valor inicial

como,
y/ = f(*rv y)7 y(l’o) = Yo- (54>

Entonces, el método RK4 para este problema esta dado por la ecuacion,

1
Yit1 = Yi + 6(1{51 + 2ky + 2ks + ka)h, (55)
donde:
ky = f(fEi,yi),
1 1
ko = f(x; + §h, yi + §k1h),
(56)

1 1
ks = f(x; + §h> yi + ik‘zh)-

ky = f(x; + h,y; + ksh)

Asi, el siguiente valor y,,1 es determinado por el presente valor y, més el producto



49

del tamano del intervalo A por una pendiente estimada, esto lo podemos apreciar en la

figura 10. La pendiente es un promedio ponderado de las pendientes:

Figura 10. Método de integracion de ecuaciones diferenciales ordinarias Runge Kutta de
orden 4. En cada paso, la derivada se evalda cuatro veces: una en el punto inicial, dos en
puntos centrales de prueba, y otra en el punto final. Utilizando estas derivadas, se calcula
la fucién mostrada en la linea punteada.

k1 es la pendiente al principio del intervalo, ks es la pendiente en el punto medio del
intervalo, usando k; para determinar el valor de y y en el punto z, + %, utilizando el
método de Euler, k3 es nuevamente la pendiente del punto medio, pero ahora usando
ko para determinar el valor de y, k4 es la pendiente al final del intervalo, con el valor
de y determinado por ks.

Se promedian las cuatro pendientes, asignando mayor peso a las pendientes en el
punto medio como se muestra en la ecuacién (55). Esta forma del método de Runge-
Kutta, esl un método de cuarto orden, lo que significa que el error por paso de inte-
gracién es del orden de O(h®), mientras que el error total acumulado tiene el orden
O(h%).

Con el objetivo de probar el algoritmo de integracién numérica, se plantea el Hamil-

toniano sencillo mostrado en la ecuacion,

E t, 0
H = to FE to s (57)

0 ty K
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este Hamiltoniano describe la dindmica de un sistema como el mostrado en la figura 11,
conformado por tres puntos cuanticos acoplados con energias E, que hemos denominado
sitio izquierda, centro y derecha, |®;),|®¢), |Pp) respectivamente. Consideramos las
energias de los sitios iguales y cero para simplicidad del calculo, asi como una prob-
abilidad de tuneleo definida por ty que para propdsitos particulares definiremos como
to = 0.01. La funcién del onda de este sistema esta dada en la ecuacion (58). Suponemos
que inicialmente colocamos un electrén sin espin en el sitio izquierda y dejamos que el

sistema evolucione,
(W (t) = on(t) |Dr) + (1) [Dc) + as(t) |Pp) (58)

donde |a,|? con n = {1, 2,3} representa la probabilidad de encontrarse en cada uno de

los sitios izquierda, centro y derecha, respectivamente.

®1) |2c)

Figura 11. Modelo de tres puntos cuanticos acoplados, izquierda, centro y derech, con una
probabilidad de tuneleo t;, donde colocamos inicialmente un electrén sin espin en el sitio
izquierda.

La solucion numérica se obtiene al evaluar la integracién de las ecuaciones diferen-

ciales acopladas del Hamiltoniano del sistema que estan dadas por,

La solucién analitica se obtiene mediante el operador de evolucion temporal,

U=et, (60)
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por lo que calculamos el eigensistema del Hamiltoniano de la ecuacién (57), cuyas

eigenenergias son:

{0, —iV/2t0, i\/§t0} , (61)

con los eigenvectores:

-1 1 1
1 1 1
— = - | = . 62
1 1 1

Mostramos los resultados de la evolucién temporal de los coeficientes de expansion
obtendos por el método de integracion Runge Kutta de orden 4, en la figura 12, com-
parados los obtenidos por el método analitico calculando el operador de evolucién tem-

poral. La evolucién del sistema esta dada entonces por,

al(t) —1 1 1

&1 Co i C3 i
ag(t) = ﬁ ol + 5 \/§ e V/2t0t + 5 _\/5 e \/itOt’ (63)
_ag(t)_ i 1 | i 1 | i 1 |

sujeto a la condicién inicial a;(0) = 1, a2(0) = 0, a3(0) = 0, que es equivalente a colocar
un electrén sin espin en el sitio 1 y dejar que el sistema evolucione. Obtenemos entonces

las constantes:

01:—%, 02:%, 03:%. (64>

En la figura 12, se muestra la evolucién del sistema bajo la solucién obtenida en
la ecuacién (63), y se compara con la solucién numérica utilizando el algoritmo Runge
Kutta. Se obtienen resultados con un errores del orden de 1079, el error que podemos
apreciar en la grafica en los puntos minimos se debe al tiempo de muestreo para generar

la curva del método numérico.
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Figura 12. Comparacién del médulo de los coeficientes de expansién de la funcién de onda
descrita en la ecuacién (58), en negro, rojo y azul se muestran los resultados de la solucién
numérica de la ecuacién (59), mientras que en rosa, verde y azul fuerte se muestran los
correspondientes a la solucién analitica de la ecuacién (63).

I1.9 Control Cuantico

Lo que queremos lograr es llevar al sistema de un estado inicial a un estado final
deseado mediante pulsos dependientes del tiempo, por lo que sera necesario establecer
un esquema de control que ayude a lograr este proposito.

El principal problema de la computaciéon cuantica radica en la necesidad de poder
obtener estados cuanticos de forma independiente. Se vuelve necesario algiin método
de control que permita llevar un sistema dado a un estado deseado, desde el cual se
puedan realizar otras operaciones que sean utiles para el procesamiento y comunicacion

de informacién. Se propone el siguiente esquema de control:

1. Definir Hamiltoniano:

H(t) = Hy+ Hel(t,b), (65)
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donde Hj representa el Hamiltoniano del sistema sin perturbar, y Hc(¢,b) el
Hamiltoniano de control en el que se incluyen los pulsos de control dependientes

del tiempo que permiten llevar al sistema a un estado final deseado.

2. Donde b son los parametros a controlar:
b=by1,bs,b3,...,b, (66)
utilizados para optimizar la funcién objetivo.

3. Se define la cantidad a optimizar, como una funciéon objetivo a un tiempo de

medicion dado por,

fitness = ‘<¢Objetwo|\llsistema(t = tmedicion)>‘2v (67>

donde la funcién objetivo, Wy, es el estado deseado de la funcién de onda del

sistema al tiempo de medicién.

4. Solucion: integracién de la ecuacion de onda de Schrodinger dependiente del

tiempo al tiempo de medicién.

5. Aplicacién del algoritmo de control para determinar el espacio de parametros b

que optimizan la funcién fitness

La funcion fitness recibe ese nombre por consecuencia de la adaptabilidad de los
sistemas biologicos a la supervivencia. Esto es debido a que los parametros b que
forman parte del Hamiltoniano van siendo modificados y sélo sobreviven aquellos que

se “adaptan” a la funcién objetivo (fitness).
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I1.9.1 Determinacion de la funcién objetivo

Para determinar la funcién objetivo, se realiza la proyeccion de la funcion del sistema al
tiempo de medicién sobre la funcién objetivo buscada. La funcién de onda del sistema,
expresada como la combinacién lineal de los coeficientes de expansién, en la base |¢,),

esta determinada como,
=D ail)|en), (68)
i
y la definiremos la funcién objetivo en términos de la misma base, con coeficientes [,

al tiempo de mediciéon como,

[Wop (t = tmea) = Zﬁ ;) - (69)

La funcién objetivo viene dada por la proyeccién de la funcién de onda del sistema

al tiempo de medicion sobre la funcién de onda objetivo,
f= Koy | T (t = timea) (.

f= |Zﬁ?0¢i|2-

(70)

11.9.2 Ejemplo de aplicacion del esquema de control por algo-

ritmos genéticos
Triple punto cuantico: Transporte de Carga

Una primer ejemplo de la aplicacién del esquema de control por algoritmos genéticos
se presenta en esta seccion con el propésito de ilustrar de manera sencilla su aplicacion
que sirve como base para todo el desarrollo del presente trabajo.

Supongamos que contamos con un triple punto cuantico como se ilustra en la figura
13, donde la base |®;),|Pc),|Pp) denota los sitios de ocpuacién izquierda, centro y

derecha respectivamente. Inicialmente colocamos una particula sin espin en el sitio
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izquierda |®;) y queremos moverla al sitio derecha, para esto, buscamos maximizar
la probabilidad de encontrar la particula en el sitio derecha |®p). Podemos ademas
modificar las probabilidades de transicion entre sitios, como el tuneleo, con un pulso
con forma de onda gaussiana. Buscaremos determinar las caracteristicas de este pulso
que maximicen la probabilidad de encontrar la particula en el sitio derecha después de
transcurrido el tiempo de medicién.

a) b)

D) D7)

Figura 13. Modelo de un triple punto cudntico, con los sitios |®;, |®)C) , |Pp)), izquierda,
centro y derecha, resectivamente. Uns ptobsbilidad de tuneleo ¢, determinada por la altura
de las barreras. En a) el sistema en su estado inicial, en b) el objetivo al que busca llevarse.
Consideramos una particula sin espin.

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccién 11.9:

1. Definimos el Hamiltoniano del sistema y el de control como sigue
HT(ta b) = HO_I'HC'(ta b)7 (71)

donde:
E t, 0

HOZ to E tof >

0 Tie O
HC(t>b): Tic 0 Tep | o

0 Tep O
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donde el primer Hamiltoniano, Hj, representa la dindmica sin perturbar de los tres
puntos cuanticos con energia de sitio F, la cual consideramos constante y cero para
simplicidad de los calculos, y con un tuneleo ty, que define la probabilidad de transicion
entre sitios.

El Hamiltoniano de control, Ho(t,b), esta formado por los pulsos que se aplicardan
al sistema, para controlar las probabiliades de transicion entre sitios, en la forma de
control de la altura y dispersién de las barreras en el tiempo. Esto se logra mediante un
pulso gaussiano descrito por las ecuaciones (73). En estas ecuaciones los parametros de
control son b = {t;¢,tcp, O1c, Ocp, Tic, Tep}, donde tro, top representan la altura de
las barreras como un factor de ty, O;¢, Ocp, representan el desplazamiento temporal
de los pulsos respecto a tiempo cero, y 7;¢, Tep la dispersion, o ancho de las barreras,

como podemos apreciar en la figura 14,

_(t=0;)? 02
Tic(t) = tictoe >t — tytanh (27210)’
-
L Opnr (t IOC )2 (73)
Tep(t) = toptoe 28p  — to tanh #’
2T4p

la inclusién de la tanh se vuelve necesaria para contrarrestar el efecto del tuneleo a un

tiempo dado. El sistema estd descrito por una funcién de onda de la forma:

(W (1)) = en(t) [Pr) + a(t) [Po) + a3 [Pp) (74)

donde los a; son los coeficientes complejos de cada uno de los estados del sistema.

2. Pardametros b a controlar, como se muestra en la ecuacién (66).

La forma de los tuneleos es una funcén gaussiana, cuyos parametros son: t;c, Trc
para la transicién izquierda-centro y tep, Top, para la transicion centro-derecha. Es-

quematicamente representados en la figura 14. Donde podemos ver que las transiciones
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entre sitios estardn siendo promovidas por la existencia de estos pulsos, que pueden
verse como voltajes aplicados. En principio, son independientes y pueden ocurrir a
diferentes tiempos, determinados por un desplazamiento O;¢ v O¢p, mientras que los
otros parametros representan la altura y dispersién de cada uno de los pulsos respecti-

vamente.

Figura 14. Pulsos de control del tuneleo que conforman los pardmetros de control. Altura,
dispersion y posicidn en el tiempo de las barreras se muestra en las figuras para pulsos entre
sitios izquierda-centro y centro-derecha.

3. Se define la funcién a optimizar, o funciéon de adaptabilidad. Como estamos
buscando transportar la particula al sitio derecha, |®p), entonces queremos maximizar

la probabilidad de encontrar la particula en el sitio derecha,
f=Kep|T()) * = |as]”. (75)
4. Solucionamos la ecuaciéon diferencial dada por,
iﬁ%aj(t) = Hya,(t). (76)
J
5. Aplicacién del algoritmo de control para encontrar el espacio de pardmetros

6ptimo, es decir, la forma de los pulsos que promueven el tuneleo entre sitios, represen-

tado en la figura 14. Utilizamos la suite PIKAIA (Carbonneau y Knapp, 1995).
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Una vez realizado el proceso de optimizacion, obtenemos una maximizacion en la
probabilidad de encontrar la particula en el sitio derecha |®p). Esto lo podemos apre-
ciar en la figura 15, en donde se grafica la evolucion temporal de los médulos de los
coeficientes de expansion de la funcién de onda de la ecuacién (74). Se puede apre-
ciar que inicialmente la particula se encuentra en el sitio izquierda, y posteriormente
su probabilidad de encontrarse en el sitio izquierda disminuye, mientras que a la par
aumenta la probabilidad de encontrar la particula en el sitio derecha. Existe ademas un
probabilidad minima y transitoria de encontrar la particula en el sitio centro. Esto nos
muestra que la particula pasa del sitio izquierda al derecha, utilizando el sitio centro
como un puente. Pues la probabilidad de encontrar a la particula en el sitio centro es
muy baja.

En la figura 16 se muestran la forma de los pulsos de control que promueven la
transicién entre sitios de la particula antes descrita. Vemos que la probabilidad de
tuneleo centro derecha Txp se presenta primero y posteriormente entra la probabilidad
de transicion izquierda centro, T7¢, cuya actuacion a partir del maximo de esta ultima
se mantiene a la par y disminuyen juntas. Esto sustena el que la particula pase del sitio
izquierda al sitio derecha sin apenas pasar por el sitio centro. Pues las probabilidad de

transicién de traslapan maximizando la probabilidad de transicion izquierda-derecha.
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Figura 15. Mddulo de los coeficientes de expansion como funcién del tiempo, correspon-
dientes a los sitios izquierda, centro y derecha de la funcién de onda (74), al, a2, a3
representan el médulo de los coeficientes de los estados |®) ., |Pc), |Pp), vemos que ini-
cialmente la particula se encuentra en el sitio |®;), evoluciona en el tiempo y pasa al sitio
derecha |®p), el tiempo se encuentra normalizado.
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Figura 16. Pulsos de control de tuneleo que optimizan la funcién (75) y maximizan la
probabilidad de encontrar la particula que inicialmente se encontraba en el sitio |®;), en
el sitio |®p), es decir realizan el transporte de una particula sin espin entre sitios como se
muestra en la figura 13 donde se plantea el problema.

El algoritmo genético fue calculado sobre una base de 100 individuos por generacion,
y 150 generaciones en total. Una probabilidad de entrecruzamiento del 85%, mutacién
del 15%, con el tiempo estandarizado en unidades fi/eV = 6.58 x 107195, es decir,

que utilizaremos unidades de tiempo con h = 1 y la energia en eV/. Obteniendo como

parametros éptimos:
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tic = 14.29, tep =85.86, Opc = 426,
(77)

OCD == 81, TIC = 151, TCD — 275.
Pudimos apreciar en la figura 15, que partiendo de la condicién inicial de tener la
particula en el sitio izquierda |®;) aplicando los pulsos de control de la figura 16 al
tiempo de medicién. La particula practicamente se transporta del sitio |®;) al sitio

|®p) pasando transitoriamente por el sitio |®¢), en donde sélo durante un periodo

corto tiene una baja probabilidad de encontrarse.
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Capitulo III

Entrelazamiento y su cuantificacién

Nuestro trabajo estd enfocado en encontrar un esquema de control que aplicado sobre
un modelo de tres puntos cudnticos, como el presentado en la figura 17, que maximice
la transferencia de informacion sobre algiin protocolo de comunicacién de informacion
cuantica, como teleportacién y codigo superdenso. Se vuelve necesario encontrar estados
entrelazados, ya que ambos protocolos requeriran de la existencia de algun estado de
maximo entrelazamiento.

El entrelazamiento (Audretesch, 2007), como una medida de la correlacién cuantica
que existe entre diferentes sistemas, no se encuentra claramente cuantificada para di-
mensionalidades superiores a dos, donde la concurrencia aparece como medida estandar
(Wooters y Zurek, 1982). La base de la cuantificacién del entrelazamiento es a través de
la determinacién de la entropia de Von Neumman (Bennett et al., 1996). Por otro lado,
el coeficiente de Schmidt, permite cuantificar el entrelazamiento entre dos sistemas de
diferentes grados de libertad, por lo que resulta 1til en nuestro trabajo. Dichos grados
de libertad estdan compuestos, por la ocupacion entre tres puntos cuanticos, y el espin

electrénico.
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III.1 Estados de entrelazamiento maximo.

Caso estatico

Queremos encontrar los estados de maximo entrelazamiento para un sistema con di-
mensionalidad 2 x n, en donde, 2 representa el grado de libertad de espin, y n el grado
de libertad de carga en un sistema, en nuestro caso n = 3. Para lo cual proponemos un
modelo de tripe punto cudntico, como el que se muestra en la figura 17, en el que ten-
emos dos grados de libertad, el de ocupacién y el de espin. La ocupacién esta denotada
por los sitios izquierda, centro y derecha para los estados |®;),|®c),|®Pp). El espin
tiene los grados arriba y abajo, [1),]}), que juntos nos proporcionan la base completa

compuesta por |spin) ® |sitio), siendo el estado general,
W) = ay [0 1) + a2 [P 1) + a3 [Pp 1) + au |1 ) + a5 [P |) + a6 |Pp L), (78)

donde, |a;|* representa la probabilidad de encontrar al electrén en cada uno de los sitios

, . . . ., 2
con el espin correspondiente, bajo la restriccién _; |a;]* = 1.

|®r)  [®c) |Pp)

. - _ -
6 tho th
1 T : Z
— w—
T192 T23

Figura 17. Modelo de triple punto cudntico con un electrén. Pardmetros de control: altura,
dispersion y retraso temporal de las barreras dependientes del tiempo.

El problema de optimizacion como se establecié en la seccién 11.9 se muestra en la

siguiente metodologia:
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. Debido a que estamos consideramos un caso estatico no tomamos en cuenta los
Hamiltonianos del sistema ni de control, pues tinicamente estamos buscando los

coeficientes «; de la funcién de onda (78) que maximicen el entrelazamiento.

. Los parametros a controlar son los coeficientes «; de la funciéon de onda anterior

(78), los cuales son por lo general coeficientes complejos.

. La cantidad a optimizar, o funcion fitness, estd conformada por el ntimero de

Shmidt K (Eberly, 2005),

1 1 1

K: = frnd s
Trs(p%)?  Tra(p®)? 397

(79)

donde T'rg y T'rg representan las trazas parciales de la matriz de densidad reducida

sobre el sistema de espin y carga respectivamente.
. Calculamos la solucion éptima con la aplicacion de algoritmos genéticos.

. La aplicacién del algoritmo de optimizacién, es para este caso, el analisis de los
rangos de los coeficientes de la funcién de onda del sistema (78) que cumplen
con la maximizacion del nimero de Schmidt y por lo tanto del entrelazamiento,
mediante mapas bidimensionales autoorganizados de Kohonen (Kohonen, 1984).

Los resultados se muestran en las figuras 18 y 19.

Un mapa autoorganizado es una red neuronal capaz de descubrir rasgos comunes,
regularidades, correlaciones o categorias en los datos de entradas, e incorporarlos
a una estructura de conexiones. En esta red neuronal, las neuronas compiten
unas con otras con el fin de llevar a cabo una tarea asignada. Bajo un patrén
de entrada, se busca que s6lo una de las neuronas de salida, o un grupo de

vecinas, se active. De esta manera, las neuronas compiten por activarse, donde
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una queda predominante, mientras que el resto son forzadas a sus valores de
respuesta minimos. Es asi como este sistema de aprendizaje puede categorizar los

datos de entrada y clasificar los similares en una misma categoria

En el que a tiempo cero colocamos un electrén con espin arriba en el sitio izquierdo
|W(t=0)) = |P;T). Al igual que en las secciones anteriores permitimos que las prob-
abilidades de transicién entre sitios dependan del tiempo, y sean por lo tanto un
parametro de control, constituyendo asi los tuneleos el control que realizaremos en
la busqueda de los estados de maximo entrelazamiento en un sistema hibrido del este
tipo.

Debido a que tenemos un sistema de dos grados de libertad (el espin) acoplado con
tres grados de libertad (carga u ocupacién). Los estados de maximo entrelazamiento
se caracterizaran mediante el coeficiente de Schmidt. En donde se ve claramente que
unicamente debemos calcular los eigenvalores de la matriz de densidad reducida sobre
cualquiera de los subsistemas, el de carga ®, o el de espin S.

La matriz de amplitud de entrelazamiento (Eberly, 2005) del sistema compuesto se

muestra en la ecuacion,

CZ a1 Oy O3 ‘ (80)

Qg Q5 Og

El modelo propuesto es un sistema de 2zn estados, de tal manera. Un sistema con

estas caracteristicas tiene una funcién de onda de la forma,

Vo) = D i |®:) @]s;), (81)
donde |®;) representan los n grados de libertad de carga, y |s;) = {|1),[{)} el grado

de libertad de espin. Un sistema asi descrito tendra una matriz de amplitudes de la
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forma,

Qip Qop ccc Qg
¢= , (82)
O‘LL O{ZL e O{TL\L
donde las columnas representan los |®;) grados de libertad de carga, y los renglones los
|s;) grados de libertad de espin.

La matriz densidad reducida sobre estados de carga, calculada como la traza parcial

sobre los estados de espin, se determina de la siguiente manera,

|2 vt
> O‘NO‘ZT )y ‘O‘ii‘z

Siguiendo este procedimiento para el sistema descrito por la funcién de onda de la

ecuacion (78), se determina la matriz de densidad reducida como,

o — = lar]? + |as)® + as|*  araf + asal + azag | (84)

Qa0 + asah + agad |au]? 4 |as]? + |ag|?
La matriz de densidad reducida de la ecuacién (80), permite tratar el problema
como un sistema de sélo dos grados de libertad. Con este criterio, podemos describir el
sistema como un sistema cuantico de dos niveles o un espin. Los operadores de densidad

de los sistemas de dos estados tienen propiedades interesantes. La matriz de densidad

de un sistema de dos niveles esta representada por,

1| T+s3 s1tis 1

p== =—(1+s.0), (85)
2 . 2

S1 — 1S9 1—83

donde s es el vector de pseudo espin s = {s1, $2, s3} para el sistema de dos niveles, en el

que podemos calcular los eigenvalores utilizando g1 5 = (1 £ |5]). La parametrizacién
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de la matriz densidad reducida sobre el operador densidad de un sistema de dos niveles,

permite realizar el calculo de los eigenvalores como se ilustra en la ecuacion,

1 1
= -+ /82 + 52+ 52, 86
Jr2=g5E 5 /satsyts (86)
donde:
Sy = OélOéZ + OéQOé; + 063042 + 0640[{ + Oé50é; + OK6OK§,
1
Sy = ;(ala}i + oai + azag — aua) — asa — agas), (87)

52 = |oa* + |aaf’] + as]? — Jaul* — |as|* — ag|*

Con base en lo anterior, buscamos todos los posibles estados en el sistema de 6 grados
de libertad que tengan un entrelazamiento méximo. Por lo que debemos maximizar el
numero de Schmidt de la ecuacién (79), sobre la funcién de onda |¥) de la ecuacién
(78). Consideramos primero el caso donde los coeficientes no evolucionan. Se espera
una relacién entre los coeficientes y la base de Bell general para sistemas de 4 grados
de libertad

En la figura 18 se muestra el mapa auto organizado para familias de tinicamente
dos estados de la funcién de onda (78) que tienen entrelazamiento méximo, es decir,
donde sélo consideramos la existencia de dos coeficientes a;, a; # 0, con el resto de los
coeficientes ay, = 0,1 # j # k, 1,5,k = {1,...,6}, de la funcién de onda de la ecuacién
(78). Podemos apreciar la matriz-U (U-matriz) que representa las familias o grupos que
tienen maximo entrelazamiento, y las graficas independientes para los coeficientes de
la funcion de onda del sistema. Tanto la matriz U, como las matrices bidimensionales
para cada coeficiente, tienen una correspondencia espacial, es decir, que para obtener
una funciéon de onda que satisface la condicién de maximo entrelazamiento, utilizando
la representacion auto organizada mostrada, basta con posicionarse en algun sitio de

cualqueira de las matrices y en el mismo lugar en el resto de las matrices. Por ejemplo,
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en la matriz U, en la parte superior izquierda se encuentra una de las familias. Los
coeficientes que dan lugar a esta familia los encontramos cuando az = ay = %, con el
resto de los coeficientes nulos.

Se obtienen seis familias de entrelazamiento maximo como se aprecia en la matriz U
(U-matriz) del grafico. Estas seis familias conformarfan las combinaciones lineales adi-
tivas de la ecuacion (88). Sin embargo, dichas familias se representan en combinaciones
como sumas y restas de estados con el propdsito de construir una base completa, la cual
permita representar cualquier estado de la base original. De esta manera, los estados de
maximo entrelazamiento en la cuasi base de Bell para un sistema con 6 estados estaria

conformado por 12 estados de maximo entrelazamiento restringidos a una combinacién

lineal de dos estados:

1
|‘l]nm> = E(M)n T) + ‘(I)m ¢>)7
V) = (|, 1) = [@ 1)), (88)

V2
n#m;n=I1C, Dim=1,C, D.
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Matriz U

Jou| Jot|
. 14 0.707 0.707
h i - . iosm . imm
.‘ 1.48e-11 8.67e-19 0
lag| la|
0.707 0.707 0.707
- ﬂ - . UMSA . UMSA
0 -8.67e-19 0
lag|
0.707
. ﬂo -
-8.67e-19

Figura 18. Mapa auto-organizado de entrelazamiento maximo del sistema de la figura 17,
restringido a dos grados de libertad. Se muestra la matriz U de aprendizaje U-matrix y
los médulos de los coeficientes de la funcién de onda de la ecuacién (78). La intensidad
de color representa los valores posibles que pueden tomar los coeficientes para maximizar
el entrelazamiento en un sistema de 3 x 2 grados de libertad, restringido a 2 estados, o
coeficientes.

Encontramos la relacién mostrada en la ecuacion (88), donde queda en evidencia que
se pueden obtener estados de maximo entrelazamiento como combinacién lineal de sélo
dos estados del sistema, con una estructura muy semejante a la encontrada en los estados
de Bell. Del mismo modo podemos obtener aquellos estados que sean combinacién de
todos los estados del sistema, es decir que todos los coeficientes a; # 0, = {1,...,6} de
la funcién de onda de la ecuacién (78), y que a su vez, sean estados de entrelazmiento
maximo.

En la figura 19 se muestra el mapa auto organizado para familias con todos los
estados de la funcién de onda de la ecuacion (78) con probabilidad no nula. Se muestra
la matriz de aprendizaje U, y los mapas corresponden a los valores de los moédulos de
los coeficientes de la funcién de onda del sistema. En la matriz U (U-matriz) podemos
apreciar que existen 9 familias de estados de méximo entrelazamiento involucrando a

todos los estados del sistema de 3 x 2 grados de libertad. Los estados mayormente
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probables los vemos dentro de un cuadrado ocupando casi en su totalidad el area de la
matriz de aprendizaje U. Y vemos que existen otros cuatro estados delimitados por un
tono mas claro en la matriz U en los extremos laterales del mapa y otros cuatro en las

esquinas.

Matriz U lay|
e 0.0546 .
U U o
b di— 0.00847

]

m—— g 0.537

la,|
0565
" l io.ssg

0.153

[CH]
W 0569
i ” 0.362
|
0155

e
il
.
FW

0.367

lagl
0.575
F i Ho.sn
"ij 0.17

Figura 19. Mapa auto-organizado de entrelazamiento maximo del sistema de la figura 17,
con todos los grados de libertad disponibles. Se muestra la matriz U de aprendizaje U-matrix
y los médulos de los coeficientes de la funcién de onda de la ecuacién (78). La intensidad
de color representa los valores posibles que pueden tomar los médulos de los coeficientes
para maximizar el entrelazamiento en un sistema de 3 x 2 grados de libertad, con todos los
estados con probabilidad no nula.

En el mapa podemos ver que la familia dominante es una combinacién lineal simétrica
de todos los estados del sistema. Sin embargo, es de esperarse que dichos estados posean
una fase que permita que el vector de pseudo espin se anule. Debido a la complejidad
en el andlisis de dichos estados, en nuestro trabajo tnicamente incluimos la relacion

que determina la familia més probable como:

1 . . . . .
W) = (e @5 1)+ [0 1)+ [0 1)+ M @ 1)+

7 Dc ) +¢™ [@p 1),

(89)

donde \; representa las fases de cada estado. Es claro ver que las fases deben cumplir
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con s, = 0y s, =0 del vector de pseudo espin. Asimismo los términos: oo}, asaf,
asof son opuestos a o] a5, qod en s,. En s, estos ultimos tienen una fase
m que proviene del signo negativo, la cual nos permite entender la forma que deben
tener las fases en general. Para hacerlo mas claro, ejemplificamos la determinacién
de las fases utilizando s,. Si seleccionamos un producto de los anteriores de manera
arbitraria inicial, podemos ver que los segmentos opuestos en s, se encuentran en la
misma direccién en s, por lo que tendriamos en total tres vectores en el plano complejo
de longitud 2 x (1/6) = 1/3. La unica forma para que estos vectores se cancelen es que
se encuentren separados por un angulo de 27 /3. Tomando en cuenta s,, se deduce que

las fases se encuentran relacionadas de la siguiente forma:

A=A =M=\ +,
Ao — A5 = (A1 — \y) — 27/3,
Xs— A= (A — \y) — /3, (90)
A3 — Xg = (A1 — \g) +27/3,
X — A3 = (A — \g) +7/3,
de estas ecuaciones podemos ver que unicamente tenemos que escoger un valor de fase al
azar, y los demas se determinan a partir de estas ecuaciones, siendo siempre reducidas a
simples sistemas de 2x 2. La ecuacién (89) es s6lo uno de los estados de entrelazamiento
maximo; sin embargo, tiene la peculiaridad de ser una combinacion simétrica de todos
los estados del sistema.
Vemos que existen otras cuatro familias en las esquinas de la matriz U y también
otras cuatro en los laterales; sin embargo, de éstas no presentamos un anélisis detallado
debido a su dificultad en el analisis de las relaciones de las fases, al dejar de ser los

modulos iguales y debido a que el objetivo principal de nuestro trabajo consiste en la
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aplicacion de esquemas de control en protocolos de comunicacion cuanticos.

En el desarrollo de esta seccién, utilizamos las medidas de entrelazamiento descritas
en el capitulo II para cuantificar el grado de entrelazamiento de un sistema de 3 x 2
grados de libertad. Primeramente calculamos los estados del sistema cuyo niimero de
Schmidt fuera maximo, obtuvimos la reduccién esperada a una base equivalente a la
de Bell cuando restringimos la existencia de solo dos coeficientes de la funciéon de onda.
Calculamos también los estados de maximo entrelazamiento con todos los coeficientes
no nulos. Explicamos detalladamente como se forma el caso mas general y de maxima
simetria con todos los moédulos de la funcién de onda iguales, pero con fase distinta.

También se determiné la dependencia de fase que existe en este tipo de estados.

I1I.2 Modelo del sistema con carga y espin. Caso
dinamico.

Hasta ahora hemos calculado aquellas combinaciones lineales de estados que producen
un entrelazamiento maximo, sin considerar la evolucién en el tiempo de dichos estados.
De tal forma que en esta seccién consideramos el mismo modelo que para el caso estatico,
pero ahora anadimos la depencia temporal de los coeficientes. En nuestro modelo, sélo
tenemos un electrén por lo que el sistema total es de 6 estados. En la figura 20 se
muestra una representacion del modelo propuesto. El cual, es un sistema con dos
grados de libertad, el de ocupacion y el de espin. La ocupacion estéd denotada por los
sitios izquierda, centro y derecha para los estados |®;),|®c), |®p). El espin tiene los
grados arriba y abajo, |1),|)). Adicionalmente, las probabilidad de transicién entre

sitios tienen forma de pulsos gausianos en el tiempo. La defincion de estos pulsos, es
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lo que forma los parametros de control. Existe también una probabilidad de transicion
con cambio de espin, promovida por la interaccién espin-orbita tipo Dresselhaus. En el
triple punto cuantico consideramos que la energia cinética de los electrones es mucho
menor que la altura de las barreras de potencial (Perel et al., 2003).

Queremos encontrar la forma de las barreras (entre ellas: altura, dispersién y de-
splazamiento temporal) que generen un estado de maximo entrelazamiento bajo una

condicién inicial dada.

|®;)  |®c) |Pp)

Figura 20. Modelo de triple punto cudntico con un electrén. Pardmetros de control: altura
y dispersién de las barreras dependientes del tiempo.

La funcién de onda del sistema, en la base de sitio y ocupacion estd determinada

por |spin) ® |sitio), siendo el estado general,

(W) = au(t) [ @1 T)+aa(t) [Po T)+as(t) [Pp T)+au(t) |1 ) +as(t) [Pc L) +as(t) [Pp 1) -
(91)
El Hamiltoniano que describe la dinamica del modelo propuesto, en la base de

ocupacién y espin es,

Hr =1® Hes + Hso + 1 ® Hoc(t, ) (92)
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con
Hso = Hp, ® Hog (93)

donde Hgg representa el Hamiltoniano del sistema de carga, Hgso el Hamiltoniano de
interaccién espin-6rbita, Hec(t, b) el Hamiltoniano de control, y Hp, es el Hamiltoniano
para la interaccién espin-érbita tipo Dresselhaus. Como se detalla en el capitulo II, la

forma explicita de estos Hamiltonianos es:

E ty 0
Hys = to E tof >

0 ty B

0 tie O
H@C(t7 b) = t]C 0 tC’D )

0 tep O

donde el primer Hamiltoniano, Hgeg, representa la dindmica sin perturbar de los tres
puntos cuanticos con energia de sitio F, la cual consideramos constante y cero para
simplicidad de los calculos, y con un tuneleo ¢y, que define la probabilidad de tran-
sicién entre sitios. Mientras que Hgc(t,b) estd compuesto por los pulsos de control de
forma gaussiana en el tiempo como vimos en la seccion 11.9.2. El Hamiltoniano de la
interaccién espin orbita que utilizamos es el Hamiltoniano de Perel, cuya representacion
matricial, que estudiamos en la seccion I1.6, que tiene la forma,

0 Ykl

Hp, = o= (95)

ke gz 0

donde |k| = |\/k2 + k2| y ¢ = tan_lz—i.

El Hamiltoniano del sistema de carga Hgg, describe las transiciones entre sitio in-
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herentes al sistema, siendo t, la probabilidad de tuneleo entre sitios vecinos con espin
constante cuando no hay ningun estimulo externo, y FE, son las energias basales de
sitio, las cuales consideraremos como iguales y nulas para la simplificacion del calculo.
El Hamiltoniano de interaccién espin orbita describe las probabilidades de transicion
entre sitio con cambio de espin. El Hamiltoniano de control, Hec, introduce bar-
reras dependientes del tiempo entre sitios que modifican y controlan la probabilidad de
transicién entre los sitios izquierda-centro y centro-derecha, con los pulsos t;c v tep

respectivamente. El Hamiltoniano del sistema y de control en la base de ocupacion es,

Base |7 1) [P 1) [®p 1) @7 1) ¢ ) |®p )
<(I)[ ﬂ Eq to+1tic 0 ’y\k!Eleid’ ’y\k!toeid’ 0

(Do 1 to+tor E, to+tep  Y]kltoe™  |k|Exe’®  v|k|toe™®
(@p 1 0 to +tpc B3 0 VIk[toe™®  ~|k|Ese®

Hrp(t) =

oy ’7|k‘|E16_i¢ ’7|k’|t0€_i¢ 0 Ey to +trc 0

(©c U | Ikltoe™®  ~|k|Exe™™  Alkltoe™®  to+ter Es to +tep
<(I)D J,’ 0 ’y\k!toe_i¢ ’y\k!Ege_i¢ 0 to +tpc E5

(96)

Modelamos el problema de control siguiendo la metodologia de las secciones anteri-

ores a continuacién:

1. Definimos el Hamiltoniano del sistema y el Hamiltoniano de control, como se
expresa en la ecuacién (92), el cual, al expandirlo en la base de ocupacién y espin

tiene la representacién:

Para el acoplamiento espin - dérbita utilizamos los pardametros arbitrarios |k| =

0.2,y=24,¢ = ?jf, en este ejemplo ilustrativo consideramos < k? >= 1.
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2. Establecemos los parametros a controlar, los cuales estan contenidos en la ecuaciéon
(97), y describen esencialmente un comportamiento gaussiano de un campo eléctrico.
La inclusion de la tanh como vimos en el capitulo II se vuelve necesaria para con-
trarrestar el efecto del tuneleo a un tiempo dado, en este caso, el tiempo de
medicion, que es al tiempo al cual se busca lograr el entrelazamiento, nombrado
como t,,. Expandiendo el hamiltoniano de la ecuacién (92), obtenemos la repre-

sentacion matricial del hamiltoniano total, en la ecuacién (96). La base utilizada

€S ‘(I)I T) ) |(I)C T) ) |(I)D T) ) |(I)I \L> ) ‘(I)C \L> ) ‘(I)D \L>

_('5*'5010)2 t—t 2
tic = to(bjce  *ic — tanh%),
2770
_(t*fOCD)z t—t 2
tep = to(bepe e — tanh%),
2T#p (97)

ter = tie*x =tic,

tpc = tep* = tep,
en donde b;c,bcp, representa la altura de las barreras como un factor de tg;
Orc, Ocp representan el desplazamiento temporal de los pulsos respecto a t = 0

v Trc, Top las dispersiones de las barreras. Como en la figura 14.

3. Establecemos la funcion a optimizar. Procedemos de la misma forma que para
el caso estatico, solo que en esta ocasion se realizara el calculo del nimero de
Schmidt [ecuacién (79)], de forma dindmica, buscando que sea un maximo en
el tiempo de medicién. FEl tiempo de medicién se establece como t,, = 2000,
pues es tiempo suficientemente grande para que el sistema Hg permita varias
oscilaciones naturales, asegurando que se promuevan las transiciones necesarias

para maximizar la probabilidad de entrelazamiento maximo a ese tiempo.
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4. Se busca la solucién integrando la ecuacién de onda (91), al tiempo de medicion.

5. Determinamos los parametros de control que optimizan el entrelazamiento. Obten-

emos un estado de maximo entrelazamiento denotado en la ecuacién,

1
V2

que a su vez es parte de la base de Bell. Este estado en particular, resulta de

|\Il(tmed> = (|(I)I T) + |(I)D ¢>)7 (98)

interés, ya que permite la destilacién de entrelazamiento hibrida. Es decir, que si
realizamos una mediciéon de carga en cualquiera de los puntos extremos, sabremos
con certeza cual es el espin del electrén. La grafica de la evolucion temporal de
las probabilidades de ocupacion del sistema hibrido, la podemos apreciar en la

figura 21.

El caso dinamico de 6 grados de libertad tiene una respuesta interesante, como
podemos ver en la figura 21, donde la funcién objetivo, el inciso d), oscila entre dos
estados de maximo entrelazamiento de diferente dimensionalidad, y otro localizado en el
punto cuantico central, esto lo podemos observar viendo la correspondencia de maximos
y minimos con el valor de las probabilidades mostrados en las graficas del inciso a) al
d). Estos tres estados los podemos apreciar en |Wy) que es cuando f — 2y ¢ =~ 1700,
|¥1) cuando f =2yt =2000,y |¥s) cuando f =0 en ¢t ~ 2500 y los ilustramos en las

ecuaciones siguientes:

V1) = %(e_m [ 1) + e e 1),

1 . .
— (P im/4 P —iT | P

e Dy 1) e B B L)+ T By L)),

|Wy) =

|W3) = %(“I)I T+ ‘€i3w/4q)D ).
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Figura 21. Probabilidades de ocupacién de la ecuacién como funcién del tiempo de la
ecuacién de onda (91) del sistema dindmico. Se muestra la probabilidad de estar en (a)

7 1), [Be 1), (b) [Bp 1), [ 1), (<) [@c 1), @p 1). (d) La funcion objetivo (79), (e)
El tuneleo entre sitios izquierda-centro t15 y centro derecha to3.

En el desarrollo de esta seccion buscamos estados de maximo entrelazamiento en un
sistema dinamico de carga y espin, modelado en un triple punto cuantico, controlando
unicamente la forma de los pulsos que modulan la probabilidad de transicién entre sitios
con una forma de onda gaussiana, vimos que es posible alcanzar estados de maximo
entrelazamiento no constantes y que evolucionan en el tiempo de forma periddica. Re-
sulto interesante en el caso dinamico ver como el sistema pasa de tener la particula en
un estado muy localizado a estados con distintos grados de libertad de entrelazamiento

MmAaximo.
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Capitulo IV

Modelado del protocolo de teleportacion
cuantica con estados hibridos de espin y

carga

El objetivo fundamental de este capitulo es establecer un esquema de control sobre un
modelo de puntos cuanticos, que permita, con estados entrelazados hibridos, implemen-
tar los protocolos de comunicaciéon cuantica. Con las actividades desarrolladas hasta
ahora, podemos plantear los protocolos de comunicacion cuantica y modelarlos para la
teleportacion y el cédigo super denso.

Para la aplicacion del esquema de control al protocolo de teleportacién cuantica,
el modelo general esté representado en la figura 22. Donde Alice esta en posesién de
los sitios izquierda, |®;) y centro, |®¢), v Bob del sitio derecha, |®p). Alice quiere
enviar un estado de espin a Bob utilizando para ello un estado compartido con Bob.
Dicho estado compartido serd un estado de entrelazamiento méaximo, siendo alguno de
los estados de la base de Bell hibrida. Bob, realizando una medicion de carga en el sitio
que posee deberd recuperar el estado de espin que Alice le envia.

Bajo este modelo, el punto izquierda |®;) representa la particula que posee el estado
que queremos teleportar, el cual es una combinacién lineal de espin arriba y abajo
|®/) = a|t)+F|{). Dicho estado se teleportard mediante una interaccion electrostatica
de intercambio tipo espin-espin J(t)S; - S¢ entre los sitios izquierda y centro, donde

J(t) es un parametro de control dindmico. Esta interaccién serd activada durante un
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Figura 22. Modelo de puntos cudnticos para el protocolo de teleportacién, con interaccién
tipo espin-espin (de intercambio) J(t) controlable.

periodo de tiempo, de tal forma que la informacion contenida en la particula que se
encuentra en |®), sea comunicada a la particula que se encuentra en el centro |®¢).
Posteriormente, la interaccién J(t) se anula, y entra en juego el control del tuneleo
top, para maximizar la probabilidad de encontrar la particula en el punto derecha |®p)
con el estado de espin deseado a|1) + ]}). El tuneleo es utilizado como el medio
de comunicacion del estado hibrido. Se encuentra presente también el acoplamiento
espin - Orbita tipo Dresselhaus, tso, entre los sitios |®¢) v |®p), el cual, promueve
transiciones electronicas con cambio de espin. Asimismo, permitimos que la energia del
sitio |®¢) tenga una dependencia temporal, lo que nos permite controlar la probabilidad
de ocupacién de los |P¢) y |Pp).

Se observa que bajo este modelo, el protocolo de teleportacion cuantica descrito
en secciones anteriores debe tener ciertas modificaciones. La principal diferencia es
que el sistema que proponemos es un sistema hibrido de carga y espin, donde el estado
entrelazado para la teleportacion es un estado hibrido. Con el fin de que aclarar la forma
en que adaptaremos nuestro modelo podemos partir de la aplicacion en puntos cuanticos

convencional propuesta por Sattler (Sattler, 2010) que abordamos en el apéndice A, ya
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que proponemos las estructuras de medicion de manera semejante, con la diferencia de
que nuestro sistema tiene estados entrelazados hibridos de carga y espin.

En resumen, un estado de espin es teleportado del sitio de la izquierda, al sitio de
la derecha utilizando un estado entrelazado hibrido de espin y carga.

Para lograr el protocolo de teleportacion cuantica debemos realizar una serie de
etapas, las que mostramos en forma cualitativa en la figura 23. En la figura 23(a)
tenemos el planteamiento de forma general, Alice estd en posesién de los sitios |®;) y
|®¢c), y Bob posee el sitio |®p). Alice quiere enviar Bob la informacién contenida en la
particula que tiene en el sitio |®;), dicha informacion es el espin del electrén. Primera-
mente deben compartir un estado entrelazado hibrido entre los sitios centro y derecha,
que servira al protocolo de teleportacién cuantica. Supongamos que en principio el sitio
|®;) no interactia con los sitios centro y derecha, y ademads el tuneleo es nula entre
éstos. Colocamos un electrén en el sitio |®¢) con espin arriba [1), en el sistema siempre
estd presente la probabilidad de tuneleo generada por la interaccién espin - érbita, tgo,
utilizamos el control del tuneleo para generar el estado de entrelazamiento hibrido que
buscamos, }(IDZSD>. En la figura 23(b), podemos apreciar el estado hibrido entrelazado
‘<I>J(5D> de forma descriptiva, como una particula que tiene igual probabilidad de en-
contrarse en el sitio centro con espin arriba y en el sitio derecha con espin abajo, es
decir, ‘@ D)= |(I>C )+ |®p |). En la bisqueda de transferir la informacién entre
sitios la particula en el sitio centro, |®¢), puede interactuar de forma electrostética
con la particula en el sitio izquierda, |®;), mediante la interaccién de intercambio J(t)
(Guerrero Moreno, 2008). La interaccion electrostatica sélo es de manera temporal y
desparece posteriormente, como podemos apreciar en la figura 23(c), donde el electrén
en el sitio izquierda ha colapsado al estado |®; 1), y ahora los sitios centro y derecha

adquieren una combinacién lineal del estado que tenia originalmente, |®;). Como el
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sitio derecha adquiri6 el estado en forma rotada, se permite nuevamente la existencia de
tuneleo entre sitios centro y derecha, para generar una rotacién en X, o un intercambio
de coeficientes. Después de aplicado el pulso del tuneleo, en la figura 23(d) podemos
apreciar que el estado se encuentra distribuido entre los sitios centro y derecha, por lo
que aumentamos la energia en el sitio central E¢, con el fin de aumentar la probabilidad
de encontrar la particula en el sitio derecha con el estado deseado. Finalmente, en la
figura 23(e), vemos el estado final del sistema donde la particula es teleportada del sitio

|®;) al sitio |Pp)

Etapas del protocolo de Teleportaci[on Objetivo
1) [®c)  |®p) .
a) o _ enerar el estado .
J(t) A entrelazado compartido
t(t) t (t) - tuneleo 1
‘ 4 I — _ _ _tso - tuneleo espin - érbita [ép) = ﬁ(“b(‘ N +e?|Dp 1))
I too i . e 2
B¢ E¢ = = = =J(t) - interaccién espin - espin
L 1 Preparacién para la transferencia
’CI)I> ! |(I)C> |(I)D> |®C> |(I>D> ! del estado
b iy : — = = e =l + sl —lec)
t t
R i + i !
== ! tso tso ] 1
! |22 B8 74 Es ]
1
g G g 1
N U P U . Intercambiar probabilidades de
|®I> : |(I)C> ’(I)D> |(I)C> |(I)D> : ocupacion de los sitios,
o — 11— — — —1 aplicando la compuerta X
! 1 it t(t) / 1 sobre el sitio izquierda s
S a8 - + | =
VaaRE s T | L |Be) = |@p)
! 4 121 74 7] ]
e :
""""""""" ! Aumentar la probabilidad
|(I)]> |CI)C> , del estado | )
d
) = [ : Incrementando  Ec
‘ :
Ecwm 1
1
________________________________ :
|(I)]> Estado final buscado

e) | —
[®p) = althp +514)p

Figura 23. Etapas del modelo de teleportacién cuantica: (a) preparacién del estado de
entrelazamiento hibrido, (b) interaccién electrostatica entre sitios, (c) Rotacién R, aplicada
en los sitios |®¢) y |[®p), (d) Aumento en la energia de sitio E¢, (e) particula en el sitio
derecha con el estado de espin que se buscaba transmitir, con un maximo de probabilidad.

Durante todo el capitulo utilizaremos unidades de tiempo con i =1 y la energia en
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eV. Por lo que el tiempo tiene unidades de fi/eV = 6.5821071%s.

IV.1 Preparacion del estado entrelazado hibrido

La primera etapa, consiste en obtener el estado entrelazado compartido }CI% D> que sera
necesario para establecer el protocolo de teleportacién cuantica. El modelo propuesto
es el que se muestra en la figura 22. Suponemos inicialmente que el punto |®;) no inter-
actia con el resto del sistema, ademas de que probabilidad de tuneleo es siempre nula
entre los sitios |®;) y |P¢), y consideramos una interacciéon de intercambio tipo espin-
espin. Tenemos por lo tanto, los sitios |P¢) v |Pp) en los que colocamos inicialmente
un electrén con espin arriba en el sitio centro. Dicho electron tiene probabilidades de
transicion al sitio derecha y viceversa con cambio de espin debida al acoplamiento espin-
orbita inherente del material, ademas de una probabilidad de tuneleo con espin con-
stante, que es la altura, y dispersion de las barreras, que utilizaremos como parametro
de control, junto con las energias de sitio.

Utilizamos la base construida con sitio de ocupacién y espin. De manera que la

funcién de onda a todo tiempo es:

(W (t)) = aa(t) [Pc 1) + aa(t) |Pp 1) + as(t) [Po 4) + aa(t) [p ), (100)

donde, |a1]?, |az)?, |as]?, |as|? son las probabilidades de encontrar el electrén al tiempo ¢
en el sitio centro con espin arriba, en el sitio derecha con espin arriba, en el sitio centro
con espin abajo y en el sitio derecha con espin abajo respectivamente, manteniendo
lai |2 + |ag|* + |az|* + |ay|? = 1. El estado que queremos obtener y que serd utilizado

para establecer los protocolos de comunicacién es,

1

\/5(\% T +e?|Pp L)), (101)

‘(I)gD> =
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partiendo de la condicién inicial |U(t = 0)) = |Pc 1).

Definiremos la funcién objetivo como la proyeccion de la funcién de onda (100) sobre
el estado que estamos buscando, ‘CI% D>, al tiempo de medicion t,,, ya que la particula
que se colocard en el sitio izquierda es aquella cuyo estado se busca teleportar hasta el
sitio derecha |®p). Por lo tanto, tendremos un Hamiltoniano que describe tinicamente
la dindamica de los sitios centro y derecha, que estarda compuesto, por un Hamiltoni-
ano del sistema y otro de control, H(t) = Hy + H.(t,b), donde el Hamiltoniano del
sistema, Hj, representa la dindmica entre los sitios centro y derecha, con energias F,,
para los sitios, la cual consideramos constante e igual a cero para simplificacién de los
calculos. ty representa la probabilidad de transicién instrinseca del material, asi como
el acoplamiento espin-érbita caracteristico del material (GaAs), el cual es basicamente
v|k[toet™, mientras que el Hamiltoniano de control, H.(t,b), estd compuesto por la
probabilidad de transicion, tcp, con espin constante entre los sitios |®¢) v |Pp), mod-
ulado con una funcién gaussiana dependiente del tiempo, asi como de una rotaciéon en
Z para introducir un cambio de fase, controlado con las energias de los sitios |®¢) y
[Pp).

En el tiempo de medicién, definido como t,, = 2000x102, el tunelo con espin con-
stante queda cancelado, de tal forma que el sistema tiene los eigenvalores y eigenvectores

debidos al acoplamiento espin érbita, que se muestran a continuacion

{=¢,0,0,1},{0,—¢, 1,0}, {¢*,0,0,1} ,{0,¢,1,0}.

(102)

Los eigenvectores del sistema nos muestran que podemos obtener un estado de
maximo entrelazamiento como un estado estacionario del sistema, de tal forma que se-
leccionamos un estado de Bell hibrido, en su forma generalizada, con una fase arbitraria

seleccionada como ¢ = /4,
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(103)

el cual, es el mismo estado de Bell que el mostrado en la ecuacién (101), con una fase.

Este sera el estado buscado, es decir, el estado sobre el que proyectaremos la funcién de

onda completa (100), para maximizar la probabilidad de encontrarnos en dicho estado,

y serd el que ayudara a llevar a cabo el transporte de informacién.

Metodologia

Utilizamos el procedimiento para el control cuantico definido en la seccion I1.9.

1. Definimos el Hamiltoniano del sistema y el de control:

donde:

H(t)=Ho+ Hg + Hc(t,b)
Eo o 0 0
to Ep O 0
HO = )
0 0 FEco to
0 0 to Ep
0 0 v|k|Ecet®
0 0 ket
e it
vIk|Ece™  ~y|k|toe™™ 0
ylkltoe " ~|k|Epei® 0
UéD(t b) tC’D(t> b) 0
£ (Eb) on(tb 0
PP GO
0 0 UZ‘D(ta b)
0 0 tED(t, b)

ylk|toe™®
’)/‘]{I‘Epew
0

0

0

0

tep(t,b)

UE’D(t> b)

Y

(104)

(105)
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donde Hj representa la dinamica del sistema sin perturbar, con energia de sitios
E¢, Ep consideradas como cero, t; es la probabilidad de transicién de espin con-
stante del sistema, Hg representa la dindmica del acoplamiento espin-orbita tipo
Dresselhaus compuesta por los parametros v, k' y ¢ propios del material. Hq(t,b)
es el hamiltoniano de control, en el que modelaremos la forma de los pulsos
que nos permitan alcanzar el estado buscado mostrado en la ecuacién (101),
obp(t,b) = —o5p(t,b) son las energlas de los sitios centro |®¢) y derecha, |®p)
dependientes del tiempo respectivamente, tcp(t,b) la probabilidad de transicién
entre sitios dependiente del tiempo, ambas modeladas con pulsos con forma de
onda gaussiana. Consideramos la utilizacién de GaAs, que tiene v = 24eV A3
(Perel et al., 2003). Hemos definido los pardmetros tg = 1meV, |k| = 0.34, ¢ = 7/5
y utilizamos (k2) = (Z)? = 24.6nm™2 (Studer et al., 2010), considerando el ancho

de los pozos como w = 20nm.

. Los parametros a controlar que conforman el tuneleo son los de la funcion:

_ (t—tgp)? (t _ tCD)2
tCD(t, b) = bcpe ep  — tanh72,
2T¢p
4 _M# (t _ tUCD)2 (106)
O'CD(t, b) = bO'CDe oD — tanhm,

UE‘D(tv b) = —U;D(t, b)

Las funciones top(t,b) y 05, (t,b) representan el tuneleo y las energfas de sitio
dependientes del tiempo como pardmetros de control, cuyos rangos son [0, 10]
para bop, bocp como fracciones de to; [0,1000] para top y toep que son el de-
splazamiento temporal de los pulsos, medido en unidades de tiempo con h =1, y
con el rango [0,444] para 7¢p, T, que son la dispersién de los pulsos, medido en

unidades de tiempo.
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Aqui resulta interesante ver como el hecho de manipular antisimétricamente las
energias de sitio es equivalente a una rotacién en Z, y por lo tanto es como una

compuerta,

Rz, (0) = e~ O, (107)

La hemos nombrado por comodidad ocp(t), pero es claro ver que o5, (t) no es
mas que la energia del sitio |®¢) y oo, (t) la energla del sitio |®p). El tuneleo
entre sitios es equivalente a una rotacién en X, o simplemente a la aplicacién de

la compuerta NOT. Asi podrian verse como operadores de evolucién de la forma

UZ(t) — Te_iI®UzeaCD(tmax)t/h UX (t) — Te_iI®UX6tCD (tmaac)t/h7 (108)

donde

Oocp (tmaz) = [ |08 (B)]dE Orey (tmazx) = [ top(t)dt. (109)

. La funcién objetivo, es encontrar el estado de la ecuacién (101), al tiempo de

medicién, establecido como t,, = 2000 x 102, de tal forma que:

1 i /4 2
f= ‘%((@c ™ @p ) e ) [+ C. (110)

Se agrega C para denotar la concurrencia, pues se busca un estado que a su
vez tenga un entrelazamiento maximo y al ser un sistema de 2 qubits, podemos
utilizar la expresién de la concurrencia dentro de la funcién objetivo, tomando los

coeficientes de la funcién de onda completa (100),

C = 2|Oé1(t)0é4(t) — Oég(t)()ég(t”. (111)
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4. Evaluacion de la ecuacién dependiente del tiempo, para los coeficientes o(t),
L0 -
ihz-a(t) = > Hi(t b)oy(t). (112)
i,J

5. Aplicacién del algoritmo genético. Obtenemos los parametros 6ptimos de los

pulsos de control que son:

bC’D = 7.2meV, tC’D = 310, TCD — 64
(113)

bocp = 7.6meV, tocp =63, Tocp = 250.

En la figura 24 podemos apreciar la evolucién temporal del sistema desde que, en
tiempo cero, se coloca un electrén con espin arriba en el sitio centro |¥(0)) = [P 1),
hasta la generacién del estado entrelazado hibrido. Mientras que en la figura 25 tenemos
el circuito equivalente que realiza este mismo proceso. Inicialmente la particula se
encuentra confinada en el estado |¥(0)) = |®¢ 1) [(figura 24(a))], como se aprecia hasta
tiempos menores a 200x10?, posteriormente la probabilidad de encontrar la particula en
el estado |®p 1) [figura 24(b)] comienza a incrementarse lo que puede explicarse como
una operacién Hadamard en sobre el grado de libertad de carga, |¥;), como se muestra

en las ecuaciones del circuito equivalente:

(W (0)) = [®c 1),

(V1) = H[W(0)) = —=(=[Pc 1) +|®p 1)),

Sl

W) =21 [0) = (1% 1)+ |55 1))

1
2

(€™ |0c 1) +[®p 1)),

(114)

[Ws) = CNOT [¥y) = —(|®c 1) +|®p 1)),

S5

|Uy) =TI |U3) =

Sl Sl

[Ws) = X @1|¥3) = —=(e7|Dp |) + [P 1))
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es necesario incluir una rotacién (compuertas Z), obtenidos en |Wy). Alrededor del
tiempo 200x10% aparece también el estado |®¢ |) [figura 24(c)], que resulta de la tran-
sicién generada por la operacion CNOT del estado |Ws) al estado |W3), con el estado
de carga como bit de control. En el tiempo 250 x 10? aproximadamente, se introduce
una fase, mostrada en |¥,). Finalmente entre el tiempo 300x10% y 400x10% aparece el
estado |Pp ) [figura 24(d)], como la transicién de la compuerta NOT sobre el grado
de libertad de carga, hasta que posterior al tiempo 400x10% sélo sobreviven los estados
|®; 1) v |®p |) que son los correspondientes al estado |¥,). En la figura 24(e) se mues-
tra la evolucion de la funcién objetivo, tiene variaciones cuando el pulso del tuneleo
tep tiene lugar, vemos como después del tiempo 400x10? se incrementa hasta llegar al
méximo en un tiempo cercano a 1000x10%. En la figura 24(f) se muestran los pulsos
de control, en verde, la energia de sitio positiva E¢, mientras que la energia del sitio
derecha es equivalente a EFp = —F¢, la cual, desde tiempo cero se encuentra activa en
un méximo de 2.5 eV y va disminuyendo hasta nulificarse cerca del tiempo ¢ = 600x102.
Asimismo, el pulso de tuneleo con espin constante, en azul, tcp, interviene entre los
tiempos ¢ = 200x10? y ¢ = 400x102, produciendo las transiciones antes descritas.

Después de la optimizacién, obtenemos el estado,

L
V2

el cual es un estado estable de maximo entrelazamiento que no evoluciona. Tiene una

0) = |®p) = (= (10c 1) + 7™ |@p 1)), (115)

fase global e™*, que no tiene relevancia, pues la probabilidad total se mantiene constante
en el tiempo. En otras palabras en la referencia ¢! podemos ver el estado como un
estado de fase constante, lo cual resulta de gran utilidad para el resto de los célculos,

ya que como punto de partida para los protocolos de comunicacion necesitamos de un
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Figura 24. Evolucién temporal de los coeficientes de la funcién de onda (100), en la
preparacién del estado entrelazado hibrido. En la figura se aprecian las partes real e imagi-
naria de los coeficientes de los estados: (a) |Pc 1), (b) |Pp 1), (c) |Pc 4), (d) [Pp L), (e)
Funcién objetivo (110), (f) Pulsos de control tcp y o¢p. Las flechas numeradas marcando
posiciones en el tiempo, muestran las operaciones de la ecuacién (114).

estado de maximo entrelazamiento. Debido a la normalizaciéon de las unidades, los

tiempos caracteristicos en la preparacion del estado es de unos pocos picosegundos.

IV.2 Optimizacion en la transferencia del estado de
[0r) a |[Pp)

De forma andloga a la descrita en la seccién I1.5.1, se aplicara el protocolo de tele-
portacion cuantica en el sistema fisico modelado, que se muestra en la figura 22.
Alice desea enviar a Bob, un estado cudntico de espin que ella posee, de la forma
|®), = a|T) + B ])). Alice esta en posesion de los puntos cuantico izquierda y centro,

|®7) ® |Pc), y Bob del punto derecha, |®p). Comparten un estado entrelazado ‘<I>J5D>.
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Figura 25. Circuito cuadntico equivalente para generar el estado de entrelazamiento hibrido
|®%),), partiendo de la condicién inicial [¥(0)) = |®¢ 1)

El sistema compartido consta de dos qubits modelados en dos puntos cuanticos, los
cuales comparte un electron.

En la secciéon anterior hemos preparado el compartido de entrelazamiento hibrido
‘<I> D> = = \<I>c ) 4+ e/*|dp |)) que es una superposicién de carga y espin, entre
el sitio, centro y derecha expresado en la base de sitio de ocupacién y espin. Se busca
realizar la transmision del estado cuantico de espin de un electrén utilizando el protocolo
de teleportacién cudntica colocado en el sitio |®;), como se muestra en las figuras 23(b)
a la 23(e). El sitio |®;) se acopla al sitio |®¢) mediante interacciones de intercambio
de espin o de Heisenberg. Utilizamos un pulso de la variable de intercambio J(t)

(Guerrero Moreno, 2008; Bonestel et al., 2001), de la forma:

J(t) = Josech[2A(t — to)]. (116)

Donde Jy, A y to son la altura del pulso, el inverso del ancho del pulso y un desplaza-
miento en el tiempo, respectivamente.

El protocolo requiere realizar una medicién conjunta en los estados que posee Alice,
que seran la particula cuyo estado se busca teleportar y el punto cuéntico centro |®;) y

|®¢). Podemos ver que hay cuatro posibilidades de realizar esta medicién conjunta, las
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cuales estan en la tabla (II). Estas mediciones estdan hechas sobre los qubits que posee
Alice, los cuales son un qubit de espin del sitio izquierda, |®;) y el qubit de carga de los
sitios centro, |®¢) y derecha, |®p), esto es debido a que hemos construido la base de los
qubits de los sitios centro y derecha de la forma |®s), donde & = {C, D} y s = {1,]},
asignamos valores 1 y 0 respectivamente a cada uno de los elementos del conjunto. Es
decir que la medicién que puede realizar Alice esta en los qubits de espin del sitio que
posee, |®;) v la parte de carga de los qubits del sistema centro derecha. Inicialmente
supusimos que Alice estaba en posesién de los sitios izquierda, |®;) y centro, |®¢c) de
tal forma que las mediciones que puede realizar estan restringidas a sélo dos valores
de los mostrados en la tabla, que serfan aquellos donde la componente de carga de los
sitios centro, |®cp) y derecha, sea centro, |P¢). Seleccionamos medir espin arriba en el
sitio izquierda y ausencia de carga en el sitio centro. Lo cual es equivalente a realizar

una medicién conjunta de los qubits que posee Alice del tipo [10) ® I.

Tabla Il. Posibles mediciones conjuntas que puede realizar Alice al implementar el protocolo
del cédigo stper denso.

Entradas b, a Estado Original

1) |[®c)
1) [©p)
L) |[Pc)
L) [©p)

IV.2.1 Definicion de la base del problema

Es importante seleccionar una base que represente al modelo fisico utilizado que resulte

clara. Utilizaremos la base |espin,, sitio, espin). La cual, estd compuesta por el espin de
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electron del sitio |®;), y por la ocupacion y espin del electrén de los sitios |P¢) v [Pp).
Esta tltima notacion es la que utilizamos en la preparacién del estado hibrido, pues
el sitio |®;7) no intervenia. Vemos que la base completa se puede obtener con el pro-
ducto externo |espin;) ® [sitio, espin). Aunque por comodidad la ordenamos de la sigu-
iente manera: [t ®c 1), Do 1,1t B 1)1 Do 1,1 Bp 1)1 Do 11T Do 1)1 D L),
De esta forma, podemos escribir la funcién de onda a todo para el sistema completo

como,

|U(t)) = a1(t) [T e 1) + as(t) [L e 1) + as(t) [T Po L) + au(t) I So ) (117)

+as(t) [T @p 1) + as(t) § @ 1) + az(t) [T ®p L) + as(t) L Pp ),

donde |a,|?,n = 1,2,3, ..., 8 representa la probabilidad de cada uno de los estados de
la funcién de onda.

Considerando el estado a enviar,

[©:(0)) = a[t) +B). (118)

Buscamos transferir dicho estado al sitio derecha. La funcién objetivo serd maxi-
mizar la probabilidad de encontrar el estado de la ecuacién (118) en el sitio derecha.
Como seleccionamos las mediciones [1), y ausencia de carga en el sitio centro, o lo que

es lo mismo, carga en el sitio derecha, |®) ,, la funcién objetivo es,

U (tm)) = 1) ®[®p) @ (a[1) + BL))- (119)

Por lo que la funciéon objetivo que maximiza la probabilidad de encontrar la funcion
de onda (119) al tiempo de medicién, resulta de la proyeccién de la funcién de onda

completa (117), sobre ésta.
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IV.2.2 Planteamiento del problema de control

Consideramos nuevamente el modelo propuesto en la figura 22. En el que ya hemos
preparado un estado de entrelazamiento hibrido entre los sitios centro y derecha, ‘<I>J(5 D>.
Es colocado un electréon con el estado de espin que se quiere teleportar en el sitio
izquierda. Se permite la interaccién de intercambio J(t) de los sitios izquierda y centro,
para transferir informacion del estado de espin del sitio izquierda al centro. El tuneleo
debido a la interaccién espin-orbita siempre esta presente, mientras que el tuneleo con
espin constante, top(t) es un pardmetro de control. La energia del sitio centro E¢(t)
es dependiente del tiempo, pues se busca disminuir la probabilidad de ocupacién del
sitio centro, en equivalencia a la medida que realiza Alice sobre el sitio centro, midiendo

ausencia de carga, como establecimos anteriormente.

1. Definimos los Hamiltonianos de intercambio, del sistema, de la interaccion espin-

orbita y de control,

H(t) = Hsg(t) + Hy + He(t, b) + Hso. (120)

2. Los parametros a controlar son:

La interaccién de intercambio J(t) = Jotosech[2A(t — to)]

—(tithF t—tcp)?
donde tcp = bope b — tanh(sz)
rels}

Los rangos son: para bep [0,2]meV, para tep [0,1500], para J(0) [0, 4], para A

[0, 444], para to [0,1000], y para T¢p [0, 444].

3. La funcién objetivo es

Fr=1{To; [ (1)) |* = |owo * 5 (t) + Boour (t)|*. (121)
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4. Evaluacion de la ecuacién dependiente del tiempo, para los coeficientes o(t),
L0 -
ihz-a(t) = ZJ Hi(t,b)a;(t). (122)

5. Aplicacién del algoritmo genético, para encontrar soluciones de los parametros de

control que hacen que la funcién objetivo (121) sea méxima.

El hamitoniano de interaccién espin-espin es JS;. .S, de tal forma que el hamilto-
niano total del sistema serd Hyopa(t) = Hss(t) + Ho(t) + Ho(t) + Hso(t), que son el
hamiltoniano de intercambio, el del sistema, el de control y el de espin érbita respecti-

vamente, los cuales detallamos a continuacion:

1 0 0 0
J#H [0 =1 2 0

Hgs(t) = JS1.Sc = % : (123)
0 2 -10

0 0 0 1
donde J(t) es uno de los parametros a controlar, el cual, tiene la forma J(t) = Jysech[2A(t—

to)]. El Hamiltoniano de intercambio acopla los espines de los sitios izquierda, |®;) y

centro, |P¢).

Ec —ty O 0

—~to Ep 0 0
Hy = : (124)

0 0 Ec —to

0 0 —t Ep

donde Hj representa la dindmica de los sitios centro, |®¢) y derecha, |®p) sin perturbar,

con energias de sitio E¢, Ep, y una probabilidad de transiciéon de espin constante .
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Hgso = (125)

Hso es el Hamiltoniano de la interaccién espin érbita para los sitios centro, |®¢) y

derecha, |®p), donde UE = —tg|k|e*™.

He(t,b) = : (126)

0 0 ter O
_(=tore)?
donde t;c = bjce  *ic  — tcmh(t_;fi;cy, siendo el Hamiltoniano de control, en el que
Ic

modelamos la forma de las transiciones de espin constante entre sitios centro, |®¢) y
derecha, |®p).

El Hamiltoniano de intercambio, presentado en la ecuacién (123) se acopla con la los
elementos de la base de sitio |®;) y |®c), que son: [T o 1),[L Po 1,1 Po 1),|4 Pe ),
y no interactia con el resto de los elementos. Mientras que el resto de los Hamiltonianos
de las ecuaciones (124), (125) y (126), se acopla con los elementos de la base de sitio
|Pc) v |[Pp), los cuales son: |1 ®p 1),[L p 1),|T Pp |),[4 Pp ). La construccion del
hamiltoniano total esta sujeta a Hyy = Hss @ I + 1 @ Hy+ 1 ® Ho + 1 ® Hgp, sin
olvidar, que la interaccién espin-espin, o de intercambio, iinicamente podréa darse para
el electrén cuyo estado se quiere transmitir, y el el electrén en el sitio central |®¢),
pues no existird interaccién electrostatica con el sitio derecha |®p), de tal forma que

los elementos de matriz en los que aparezca dicha interaccién al realizar el producto
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exterior, no seran tomados en cuenta. La matriz hamiltoniana total, en la base (117)

queda:

Base tect) Hect) [Mecd) Hol) [12p1) et [1Epl) [{Ppl)

(1 ®c 1 Ef 0 0 0 —to + t12 0 U+t 0
(1 ®c 1 0 Ey J(t)/2 0 0 —to + t12 0 U+
(T @c | 0 J(t)/2 Er 0 U- 0 —to + t12 0
B (} ®c || 0 0 0 Ef 0 U~ 0 —to + t1o
(t®p || —to+tn 0 Ut 0 B, 0 0 0
(l@p 1 0 —to +tn 0 Ut 0 Es 0 0
(+t®p | U- 0 —~to +tm 0 0 0 B, 0
(1 ®p || 0 U~ 0 —to + ta1 0 0 0 B,

(127)
donde Eff = E; + Ec+ J(t)/Ay Ey = Ec + Ep.

Por simplicidad se toman las energias de los puntos cuanticos como cero, y se analiza
la dindmica originada por la interaccién espin-orbita, asi como la interaccién espin-espin.
Se parte de un estado compartido de maximo entrelazamiento entre los puntos centro y
derecha, que se logré mediante el control del tuneleo y las energias de sitio, con un pulso
eléctrico previamente, y los voltajes de sitio. El estado compartido es que se muestra
en la ecuacién (128), asi que lo tomamos como el estado en tiempo cero, siendo este

estado, el que previamente preparamos,

1

W)=

(I10) +e* 0 1)) (128)

Vemos que tenemos un sistema parecido al que presenta Sattler (Sattler, 2010) a

diferencia, de que nuestro modelo utiliza estados entrelazados hibridos de carga y espin.
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Como se propuso realizar la medicién conjunta en la ecuacién (119), estado buscado
es alt®p 1)+ B|1TPpl). En otras palabras la medicién conjunta conducird a la
particula en el sitio |®;) al estado espin arriba e implica que el electrén no se encuentre
en el punto central, como se aprecia en la ecuacién del planteamiento del problema
de control (121). El primer andlisis consiste en optimizar la interacciéon J(¢) con la
aplicacion de los algoritmos genéticos para buscar los pardmetros que maximicen la
fidelidad del sistema sin otras perturbaciones, de tal forma que el tuneleo se mantiene
en cero, y la interaccién espin drbita, considerada este primer calculo con |k| = 0.34,v =
24, ¢ = 1m/5, donde la v empleada es la correspondiente al GaAs (Perel et al., 2003).
Utilizamos < k? >= (I)* = 24.6nm > (Studer et al., 2010), considerando el ancho de

los pozos como w = 20nm. La funcién a maximizar es

Uopj = [T Pp) @ (a0 [1)p + Bo [4)p),
f=1Zop; [ (tmea)) |, (129)
[ =|agas + 58047\27

en donde claramente se ve que obtendriamos un maximo cuando el estado de espin que

se coloco inicialmente se encuentre en los estados a5 v ar
Escogemos un estado arbitrario para el sitio izquierda, con el que se realizara la
prueba de optimizacion. El estado seleccionado, conformara las condiciones iniciales
para el calculo dinamico, el cual, para propositos particulares, hemos seleccionado o =

1

% y B = %, quedando como |®;(t = 0)) = —= [1) + % l4), por lo tanto se muestran

en la ecuacion,

1 2 1
ﬁ@c T+

1
ﬁl% ). (130)
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La optimizacién del sistema tnicamente con J(t) como parametro a controlar y con
el tuneleo de espin constante nulo, utilizando los algoritmos genéticos, nos arroja como

resultados optimos el pulso

J(t) = 2.62meVsech(2 x 0.0057 * (t — 630)); (131)

sin embargo, el comportamiento de la dindmica del sistema ante estas condiciones lo

podemos apreciar en la figura 26.
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Figura 26. Probabilidades de ocupaciéon como funcién del tiempo, para la funcién de onda
(117) en el protocolo de teleportacién del estado de espin del sitio |®;) al sitio |Pp),
Gnicamente con la interaccidn electrostética J(t) y la energia de sitio F- como parte del con-
trol. Se obtiene el estado invertido en el sitio derecha: |®p) = a|{)+ 3 |1). Probabilidades
de ocupacién de: (a) [T Oc 1), [L Pc 1), (b) [T Pc b)), [l Dc L), (c) [T o 1) [J ©p 1),
(d) [T Pp ), 4 Pp ), (e) funcién objetivo (121), (f) Interaccidn electrostdtica J(t) y
energia de sitio E¢(t)

Obtuvimos como parametros de optimizacion los que se muestran a continuacién y

que conforman los pulsos de controlque se definieron en el planteamiento del problema
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de control:
Jo =2.62meV, X =0.0057, to=634,

(132)
bep = 0.1547, tep = 1256, Top = 105.

La dinamica del sistema sometida a los parametros que maximizan la funciéon ob-
jetivo, segin la metodologia del presente modelo, la podemos apreciar en la figura 26.
Donde de la 26(a) a la 26(d) se grafican las probabilidades como funcién del tiempo
para cada uno de los estados de la funcién de onda a todo tiempo descrita en la ecuacion
(117), en la figura 26(e), la funcién objetivo (121), y en la figura 26(f), la funcién de
intercambio J(t) y la energia del sitio centro E¢(t). Podemos apreciar la evolucién
temporal del sistema desde la condicién inicial de la ecuacién (130), donde se busca
teleportar el estado |®;) = a|T) + B |{) al sitio derecha. Aproximadamente del tiempo
t = 0 at = 500x10? el sistema se encuentra en la condicién inicial mostrada en la
ecuacién (130), sin cambios en la funcién objetivo y con las funciones de intercambio
J(t) y energfa de sitio E¢(t) nulos. Del tiempo ¢ = 500x10? a t = 1000x10%, podemos
apreciar la intervencién del pulso de intercambio J(t), el cual produce transiciones en
los estados del sistema. Las curvas en color verde de las figuras 26(a) y 26(d) se anulan,
y quedan tnicamente aquellas de color azul mostradas de la figura 26(a) a la 26(d), las
cuales representan los estados con la particula en el sitio izquierda con espin arriba,
1) p- Esto significa que el pulso de intercambio hizo las veces de una medida proyectiva
de espin arriba sobre el sitio izquierda, la que se mantiene después de que el pulso de
intercambio se anula. Esto resulta 1til, pues es una de las mediciones conjuntas que
propusimos. Los estados objetivo son los mostrados por las curvas en azul de las figuras
26(c) y 26(d), que representan la probabilidad de encontrar al electrén con espin |1)
y ||}, respectivamente en el sitio derecha. Los valores 6ptimos que esperariamos al

tiempo de medicién (¢, = 2000x10%) son |as|* = |af* vy |ar|*> = |B]? y a su vez que
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las|? + |az]? = 1, indicando un mdximo de probabilidad de encontrar la particula en
el sitio derecha con los estados deseados. Sin embargo, podemos apreciar en primera
instancia que la suma de las probabilidades es aproximadamente 0.5, indicando que la
probabilidad se encuentra distribuida en el sitio centro y derecha. Incrementamos la
energia de sitio centro Fo(t) a partir de ¢ = 2000x10% como funcién del tiempo para
maximizar la probabilidad del sitio derecha, y encontramos que alrededor del tiempo
t = 2500x10? la particula se encuentra completamente en el sitio derecha, aunque el
estado es |Pp) = B 1), + all)p, €l cual, es el opuesto al que se deseaba teleportar.
Por esta razon incluiremos la compuerta NOT para inducir una rotacion en X en el
grado de libertad de espin de los sitios centro y derecha.

Es de esperar que unicamente manipulando J(¢) no se lograrda una transferencia
de las amplitudes de probabilidad del estado |®;(0)) = «|T) + B|{) que se busca
teleportar al sitio |®p); sin embargo, el estado se transfiere sélo que con fase contraria.
Esto nos hace pensar que posterior a la transferencia del estado, una compuerta NOT
sobre el qubit del sitio derecha |®p), reproducira el estado original. Adicionalemente
el estado se encuentra distribuido entre los sitios centro y derecha, por la naturaleza
del sistema y que éstos conformaban originalmente un sistema entrelazado. Es por esta
razén que se incluye una energia de sitio dependiente del tiempo, en el sitio central
E.(t), la cual disminuye la probabilidad de poblacién en dicho sitio, aumentando por
tanto la probabilidad de encontrar la particula con el estado anteriormente compartido
completamente en el sitio derecha. Resulta claro que la compuerta swap la podemos

formar de la siguiente manera,

01
Xp=I®I® . (133)

10



101

La compuerta NOT mostrada en la ecuacion anterior, no es mas que el tuneleo
entre sitios centro y derecha top, que ignoramos en el primer calculo. El protocolo; sin
embargo, ha mostrado que es necesaria su implementacién de manera natural. Permiti-
mos por lo tanto que los parametros a controlar sean el tuneleo del sitio centro derecha

tep, ast como la interaccién electrostatica J(t). El estado inicial que tenemos es,

L @e 1)+ 185 1),

W(0)) = (a|t) +B) @ (\/i
(134)

1 2 1 2
\‘I’(O»:\/—170|T(I>0T>+\/—170N‘I>0T>+\/—1—0\T@D¢>+\/—TO|¢®D¢>-

La evoluciéon temporal del sistema es exactamente igual como se explicé para la
figura 26 hasta un tiempo aproximado t = 1000x10%. Del tiempo ¢ = 1000x10% a
t = 1500x10?, existe probabilidad de tuneleo con espin constante tc-p, la cual produce
un intecambio de los coeficientes a5 y a7 de las figuras 27(c) y 27(d), comparados
con los mismos coeficientes de la figura 26. De esta forma, al tiempo de medicién
(t,, = 2000x10%) hay una probabilidad aproximada de 0.44 de encontrar el estado
deseado en el sitio derecha. Esto representa una transferencia cercana al 50%, sin
embargo, es un estado que oscila entre los sitios centro y derecha, el cual lo podemos
ver en la figura 27. Aqui podemos ver que si realizdramos una medicién de carga en
el sitio derecha, entones la particula colapsaria al estado deseado, esto puede verse
como realizar una medicion de ausencia de carga en el sitio central, y pasaria a formar
parte del protocolo, pues seria una de las mediciones conjuntas que Alice realiza en los
puntos cuanticos de los que dispone. A partir del tiempo ¢ = 2000x10? incrementamos
la energfa de sitio E¢(t) y a partir de t = 2500x10%, se obtiene un estado muy préximo
al que se deseaba teleportar. En la figura se muestran las probabilidades al tiempo
t = 2900x10%. Vemos en la figura 27(c) que la probabilidad de encontrar al electrén en

el sitio derecha con espin arriba es de 0.2015 contra 0.2 del valor ideal; y la probabilidad
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de encontrar el electréon en el sitio derecha con espin abajo es de 0.7912 contra el valor
ideal de 0.8. La probabilidad total de encontrar la particula en el sitio derecha con el
estado deseado es por lo tanto de 99.27%.

Los estados que obtenemos al tiempo de medicién son aquellos que corresponden
a probabilidad 1 de que el espin del electrén en el sitio izquierda (el que se queria
transmitir) esté orientado hacia arriba. Esto se explica, debido a que la interaccién
espin-espin que se llevé a cabo [J(t)], hizo las veces de una medida proyectiva sobre
espin arriba en la particula del sitio izquierda. Luego el incremento en la energia de
sitio centro E¢(t) equivale a realizar una medicién de ausencia de carga en el centro.

Completando las mediciones conjuntas que realiza Alice en los dos sitios que posee.
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Figura 27. Probabilidades de ocupaciéon como funcién del tiempo para la funcién de onda
(117) en el protocolo de teleportacion del estado de espin del sitio |®;) al sitio |®p), con
la interaccidn electrostdtica J(t), el tuneleo to3, y la energia de sitio Ec como parte del
control. Se obtiene el estado teleportado en el sitio derecha, con una probabilidad del
99.27%: |®p) = a[1)+ 3 ||). Probabilidades de ocupacién de: (a) [T P 1), |4 Pc 1), (b)
@ 1), [+ P4, (0) 11 @n 1), 1 p 1), (d) [t Dp 4, |4 $p L), (e) funcién objetivo

(121), (f) Interaccién electrostatica J(t), tuneleo 3 y energia de sitio E¢.Las flechas
numeradas marcando posiciones en el tiempo, muestran las operaciones de la ecuacién
(135).

Podemos tener una vision mas clara del mecanismo si establecemos el circuito
cuantico equivalente que describe la dinamica que esta sucediendo en nuestro sistema
fisico. La cual ilustramos en la figura 28.

Las ecuaciones que describen las operaciones del circuito equivalente se muestran a

continuacion:



104

1) = all) + 51) ﬁ H X <
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Figura 28. Circuito equivalente del protocolo de Teleportacién cudntica efectivo para el
modelo propuesto. El estado compartido es }(ID > el estado a teleportar |®;), que es
recibido como |®p)

[T(0)) = (e [t) + BI1) @ [@5p)

;) = CNOT |¥(0)) = % M) ® (1®p 1) + e |dc 1))

P @@ 1)+ e o 1),
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fmf\ D & (10 1)+ e [Bp 1)),

|Uy) = (1 RIRIT|¥s3) =

2 (|®p 1) + e |®¢ 1))

® (|®p 1) +e " |®c 1))

(135)
_|_

f N @ (12p 1) + e |D¢ 1))

fm ® (|Pc 1) +e " |®p 1)),

Us) =T ® X ® X |U5) = )@ (e7?|@p 1) + e L)

\f!T

f N @ (€7 [@c 1)+ [@p 1)),
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Veremos la correspondencia de estas operaciones con la dindmica del sistema mostrada
en la figura 27. De la figura 27(a) a la 27(d) se grafican las probabilidades como funcién
del tiempo para cada uno de los estados de la funcién de onda a todo tiempo descrita
en la ecuacién (117), en la figura 27(e), la funcién objetivo (121), y en la figura 27(f),
la funcién de intercambio J(t) y la energia del sitio centro Ex(t). Podemos apre-
ciar la evolucién temporal del sistema desde la condicién inicial de la ecuacién (130),
donde se busca teleportar el estado |®;) = a|1) + f|{) al sitio derecha. Aproximada-
mente del tiempo ¢t = 0 a t = 500x10? el sistema se encuentra en la condicién inicial
mostrada en la ecuacién (130), sin cambios en la funcién objetivo y con las funciones
de intercambio J(t) y energia de sitio E¢(t) nulos, |¥(0)). Del tiempo t = 500x10% a
t = 1000x102, podemos apreciar la intervencién del pulso de intercambio J(t), el cual
produce transiciones en los estados del sistema. FEn estas transiciones podemos iden-
tificar una compuerta CNOT, en tiempos cercanos a 500 x 10? cuando las curvas en
color verde de las gréficas 27(a) y 27(d) que representan la probabilidad de los esta-
dos [{ ¢ 1) v |4 ®p |), dando lugar a los estados [T ¢ |) v |1 Pp |) mostradas en
las graficas 27(b) y 27(c) (|Vs)), posteriormente se recuperan las probabilidades de los
estados iniciales indicando una segunda C NOT'. Posteriormente las curvas de las prob-
abilidades de los estados || ®¢ 1) v |[{ ®p |) descienden nuevamente, y aumentan las
de los estados [T ¢ 1) v [T ®p ), en esta ocasién lo ilustramos con una operacién H,
X y la equivalencia de una medida proyectiva sobre espin arriba en el sitio izquierda,
|U4). Del tiempo ¢t = 1000x10% a ¢t = 1500x10%, existe una probabilidad de tuneleo
entre los sitios centro y derecha con cambio de espin, diferente de cero, lo que genera
una compuerta X en el grado de libertad de espin y el de carga de los sitios centro y

derecha, |¥s).
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Los estados objetivo son los mostrados por las curvas en azul de las figuras 27(c)
y 27(d), que representan la probabilidad de encontrar al electrén con espin |1) y [{),
respectivamente en el sitio derecha. Los valores 6ptimos que esperariamos al tiempo de
medicion (¢, = 2000x10%) son |as|? = |a]? v |ar]? = |B|* v a su vez que |as|? +|az]? = 1,
indicando un maximo de probabilidad de encontrar la particula en el sitio derecha
con los estados deseados. Sin embargo, podemos apreciar en primera instancia que la
suma de las probabilidades es aproximadamente 0.5, indicando que la probabilidad se
encuentra distribuida en el sitio centro y derecha. Incrementamos la energia de sitio
centro Ec(t) a partir de t = 2000x10% como funcién del tiempo para maximizar la
probabilidad del sitio derecha, y encontramos que alrededor del tiempo ¢t = 2500x10? la
particula se encuentra completamente en el sitio derecha. Esto es equivalente a realizar
una medicién de carga en el sitio derecha o de ausencia de carga en el sitio centro,
|We), a diferencia de los estados mostrados en la grafica 26, las probabilidades de cada
estado son las correctas, logrado mediante la compuerta X que se aplico en los grados
de libertad de espin y carga de los sitios centro y derecha. La probabilidad total de
encontrar la particula en el sitio derecha con el estado deseado es por lo tanto de 99.27%.

Las caracteristicas que cumple este sistema fisico son exactamente las mismas que
en un principio fueron propuestas para el protocolo de teleportacién cuantica. Vemos
que para que la medicién conjunta de los estados que posee el enviador (Alice), fue
llevada a cabo, siguiendo la pauta C-NOT/Hadamard. Esto se logra con la interaccién
del pulso de intercambio J(t), el cual genera compuertas C NOT' dindmicas. Durante la
evolucién de la accién de J(t), los estados originales van evolucionando hasta alcanzar
los estados propios de la accién de una compuerta C NOT', por lo que antes de que esto
suceda, hay una superposicion de ambos. Esto lo expresamos en el circuito como una

compuerta Hadamard y una medida proyectiva.
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Antes de aplicar un potencial en el sitio centro, E¢(t), la probabilidad de encontrar la
particula en el punto derecha |®p) no era 1, pues faltaba realizar la segunda parte de la
medicion conjunta, donde se mide, ya sea la ausencia de carga en el punto central o carga
en el punto derecha. Una vez efectuada, entonces, la renormalizacién de la combinacion
de espin en la derecha nos da el estado que tenia el electron en el punto izquierda en un
principio. Es evidente, que para detectar el estado que se busca teleportar es necesario
medir la particula en el sitio derecha, de tal forma, que esto no implica una acciéon
adicional innecesaria. En el presente caso, si medimos carga en el sitio derecha, la
funcién de onda al colapsarse queda como la original y por lo tanto: |®p (¢t > 3000) =
|®;(t =0)). Sin embargo, con energia de sitio como se muestra en la figura 27, vemos
que con una rampa suave, a partir de 10f, tenemos una probabilidad cercana a 1 de
encontrar la particula en el sitio derecha, con el estado deseado.

En este trabajo se muestran los resultados con una funcién de onda del sitio izquierda
definida de forma arbitraria. Sin embargo, el protocolo funciona para cualquier funcién
de onda, en otras palabras, permite teleportar cualquier estado cuantico colocado en el

sitio |®;) siguiendo los pulsos de control obtenidos.
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Capitulo V

Modelado del protocolo cédigo super denso
con estados hibridos entrelazados de carga

y espin

El objetivo fundamental de este capitulo es establecer un esquema de control sobre un
modelo de puntos cuanticos, que permita, con estados entrelazados hibridos, implemen-
tar el protocolo del codigo stiper denso para comunicacion de informacion cuantica.

Para la aplicacion del esquema de control en el protocolo del cédigo stuper denso, el
modelo utiliza unicamente dos puntos cudnticos. Alice, que se encuentra en posesién
del punto cuantico izquierda, quiere enviar a Bob, que posee el punto cudntico de la
derecha, dos bits clasicos utilizando el sistema cuantico que comparten. El cédigo stuper
denso consiste en que dado un estado compartido de maximo entrelazamiento, en este
caso }\IIZCD>, se realiza una operacién unitaria sobre el qubit que posee Alice, como se
describe en la ecuacion 137, Esto genera un nuevo estado de méaximo entrelazamiento.
Realizando una medicién en la base de Bell sobre el sistema completo, podemos discernir
cual de los estados de Bell se ha generado. En otras palabras, se puede transferir
el equivalente a dos bits clasicos tinicamente enviando el equivalente de una estado
entrelazado. Para el caso particular, como es un sistema hibrido, significa que se realiza
la medicion sobre el sistema total.

Proponemos el sistema mostrado en la figura 29, el cual consta de 2 puntos cuanticos

acoplados, con una probabilidad de transicién con espin constante, t(t), que es contro-
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lable con parametros externos y una probabilidad de tuneleo con cambio de espin,
generada por el acoplamiento espin-érbita tipo Dresselhaus, inherente al material, tg0.
Los puntos cudnticos tienen energias de sitio Ec(t) y Ep(t), las cuales también for-
maran parte del control. Para el protocolo del codigo super denso, el problema puede
descomponerse en cuatro problemas de optimizacion separados, en donde cada uno sera
llevar al sistema a cada uno de los estados de la base de Bell hibrida, partiendo de un
estado de maximo entrelazamiento. En el presente capitulo presentamos primeramente
un panorama general del modelo y desglosamos posteriormente el desarrollo de cada
uno de los problemas de optimizacion que nos llevan a alcanzar las funciones objetivo

del sistema.

|®c) |Pp)

4 t(t) _ t(t)-tuneleo
_ tso - tuneleo espin - drbita

| tso
B E¢

Figura 29. Modelo propuesto para la implementacién del protocolo de cédigo super denso.
Consta de 2 puntos cuanticos laterales acoplados. Inicialmente colocamos un electrén en
el sitio izquierda, obtenemos el estado |®*), que utilizaremos para generar los estados

[©7), [¥T), [9T)
Utilizaremos la base de ocupacién y espin, por lo que la funcion de onda completa

del sistema queda como sigue,
[W(t)) = ai|Pc 1) +az|Pp 1) + a3 [Pc ) +ay|Pp ). (136)

La generacion de las operaciones unitarias necesarias para implementar el cédigo
super denso, se realiza mediante el control del tuneleo entre los dos sitios, que permite
implementar la compuerta X; y las energias de sitio de forma antisimétrica, es decir,
la compuerta Z

Asumimos la preparacion de estado del mismo modo que en la seccion de tele-

portacion. De tal forma que partimos de la condicién inicial }\Ing>. Y planteamos el
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protocolo como sigue:

|D¢p) = f (11 0)+10 1)),
ooﬁ(fc®fD>}®$D>=}<I>+ )
01— (Xo®Ip) [25p) = [¥ep) = 5 (101) + 11 0)). (137)

10 — (Yc® ]D ‘(I)CD> = ‘\IICD> = > H O>)7

fm

11 = (Ze @ Ip) |®Ep) = |Pcp) = —=(110) — |0 1)),

7
es evidente de las ecuaciones (137) que se deben plantear 4 pulsos de control para
generar los estados de la base de Bell que seran el medio de lectura de informacion.
La base sobre la que trabajamos es: |U(t)) = a1 [T 0)+ 2|0 1)+ as | 0) + g [0 1).
Las funciones objetivo las calcularemos como aquellas que maximicen la concurrencia

y a su vez la probabilidad de estar en los estados correspondientes, como la proyeccion

de cada uno con la funcién de onda completa.

Definicién del esquema de control

1. Definimos el Hamiltoniano del sistema y el Hamiltoniano de control sobre el que
optimizaremos el espacio de parametros. Como estamos trabajando con un sis-
tema de dos niveles, es decir, de dos qubits, la dindmica que lo describe es exac-

tamente la misma que en la ecuacién (104),

H(t) = Hy + Hs + He(t,b), (138)
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donde:

Ec to 0 O

to Ep 0 O

HOZ )
0 0 E& ¢t
0 0 tv Ep
0 0 k| Ece®®  ~|k|toe’®
0 0 vlkltoe®®  ~|k|Epet®
i o alkEpe
YIk|Ece™™  ylkltoe™™ 0 0
vlkltoe™  ~|k|Epei® 0 0
obp(t,b) tep(t,b) 0 0
S (D) on (6 b 0 0
py - |E0®D a0t
0 0 olp(t,b) tep(t,b)
0 0 thp(t,b) ogp(t,b)

2. Los parametros a controlar, al igual que como vimos en la generacién del estado

de entrelazamiento hibrido en la ecuacién (106), son los siguientes:

_ (t*tCD)Q (t _ tCD>2
tCD(t, b) = bcpe ep  — tanh72,
2T¢p
- lotgn) (t —tocp)? 140
obp(t,b) =bocpe *7cp — tanhT, (140)
cD

oop(t:b) = —adp(t,b).

3. La funcién objetivo a optimizar, varia dependiendo de cual de los estados se esté
buscando, quedara definida de forma mas explicita para cada uno de los casos
descritos en el protocolo mostrado en la ecuacién (137). Las diferentes funciones
objetivo consistiran en maximizar la probabilidad de encontrar al sistema en cada

uno de los estados de la base de Bell hibrida, como se muestra en la siguiente tabla:
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Tabla Ill. Funciones objetivo para generar los estados de la base de Bell hibrida en el protocolo
de cédigo super denso.

Entradas b, a Estado Original FEvoluciona al estado Funcion objetivo
00 @) |$7) f=NeLp W)+ C
01 |®7) ) f =N ¥epl¥ @) +C
10 &) ) f=1Yepl¥(®)+C
11 |[®T) |[©7) f=Necpl¥@))*+C

Donde C' es la concurrencia. Definida por C' = 2|ajay — asas].
4. Integracién de la ecuacion de onda dependiente del tiempo.

5. Aplicaciéon del algoritmo genético.

V.1 Control para enviar el dato 00

Este es un caso trivial, pues el dato 00 representa llevar al sistema al mismo estado
entrelazado del que estamos partiendo, de tal forma, que no es necesario realizar ninguna
accién de contro; sin embargo, incluimos el caso, para seguir de forma metddica con
todos los casos. Definimos la funcién objetivo mostrada en la ecuacion 141. Podemos

apreciar la evoluacion en la figura 30,

f=K®pl ¥ @)1,

1 2
f = Sloa(t) + aut)

En la figura, se muestra la evolucién temporal de las partes real e imaginaria de los

(141)

coeficientes de expansién de la funcién de onda (136), en los incisos a) al d) respecti-

vamente. En el inciso d) se muestra la funcién objetivo (141), y en d) los pulsos de
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control que permiten la evolucién del sistema al estado deseado.

Parte real

Parte imaginaria |
| 0
s N_X
a) —
-1 I I I I I I I
10 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 x102
T T T T T T
Parte real
Parte imaginari
|¢DA> 0 arte imaginaria
-1 b) I I I I I I I
1 5?0 10‘00 15‘00 20‘00 25‘00 30‘00 3590 4000 x10?
Parte real
‘QCV> 0 Parte imaginaria [ |
) I I I I I I I
500 1090 15‘00 2090 25‘00 30‘00 3500 4000 x102

Parte real

Parte imaginaria

o O

9 I | | I | | I i
-1
20 590 1090 15?0 20‘00 25‘00 30‘00 35P0 4000 x102
(—1l
ol |
- e | | | | | | |
10 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 x102
T T T T T T T
ev tep
0 E* [
1 0 | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000x10?

Figura 30. Evolucidon en el tiempo de las partes real e imaginaria de los coeficientes de
expansién de la fincién de onda (136) para obtener el estado |®f,). (a) parte real e
imaginaria del coeficiente de |® 1), (b) parte real e imaginaria del coeficiente de |®p 1),
(d) parte real e imaginaria del coeficiente de | P |), () parte real e imaginaria del coeficiente
de |®p |), en azul la parte real, en verde, la parte imaginaria. (e) Funcién objetivo (141),
(f) pulsos de control.

Vemos que no es necesaria la aplicacion de ningun pulso de control para mantener
el estado original, simplemente, no se hace nada. Ademads debido a que el estado
original y el estado buscado son el mismo, la funcién objetivo es muy simple, ya que
s6lo es maximizar la probabilidad de encontrarse en el mismo estado. De tal manera
que arroja exactamente la evolucién del estado compartido. Podemos representar esto

como la aplicacién de la identidad de la forma mostrada en la figura:
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|Dc) | |®c)

|®p) I [®p)

Figura 31. Representaciéon con compuertas de la operacidén para transmitir el estado 00
utilizando el cédigo stper denso. La aplicacién de la identidad mantiene el estado original
compartido, el cual es | )

V.2 Control para enviar el dato 01

Definimos la funcién objetivo,

f=NweplT))f +C,
1 | (142)
f= §|a2(t) + as(t)e™ 4 4+ 2lonay — asag.
Podemos apreciar la evolucion temporal del sistema en la figura 32. Se muestra la
evolucion temporal de las partes real e imaginaria de los coeficientes de expansion de la
funcién de onda (136), en los incisos a) al d) respectivamente. En el inciso d) se muestra
la funcién objetivo (142), y en d) los pulsos de control que permiten la evolucién del
sistema al estado deseado. A diferencia del célculo para |®f,) anterior, buscamos una
transformacién a otro estado de la base de Bell hibrida. Donde el estado compartido
inicial es |®T) = %(@c M +e /1| ®p |)). Es decir, que para el estado 01, buscaremos

obtener el estado: |[UT) = %(e‘”/4 |®c |) + |Pp 1)). La evolucién se muestra con la

fase incluida y vemos las gréaficas de una forma mas suave.
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Figura 32. Evolucién en el tiempo de las partes real e imaginaria de los coeficientes de
expansién de la fincién de onda (136) para obtener el estado |¥(,). (a) parte real e
imaginaria del coeficiente de |®- 1), (b) parte real e imaginaria del coeficiente de |®p 1),
(d) parte real e imaginaria del coeficiente de |®¢ |), () parte real e imaginaria del coeficiente
de |®p ), en azul la parte real, en verde, la parte imaginaria. (e) Funcién objetivo (142),
(f) pulsos de control: tuneleo con espin constante en azul, tcp(?).

Tal como vemos en la figura, el tinico pulso de control que aparece es el del tuneleo

que es el que promueve transiciones con espin constante.

Era de esperarse que no

apareciera la interacciéon correspondiente a la compuerta Z, pues la fase global es con-

stante.

Si analizamos el pulso de control podemos ver que es el siguiente:
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::::::

Figura 33. Pulso de control t¢p, que lleva al sistema del estado ‘@JCFD> a estado ‘\I/JCFD>

Lo cual es equivalente a una rotacion en X de la forma Rx (7). Este pulso tiene los

parametros:

bCD = 0.78, OCD = 745, TCD — 388,
(143)

bO'CD:O, OO'CD:O, TO'CD:O.

Podemos representar esto como la aplicacion de la compuerta mostrada en la figura:

D) | [%c)
o0 [ X 1eo)

Figura 34. Representacidon con compuerta de la operacién para transmitir el estado 01
utilizando el cédigo super denso. La aplicacién de la compuerta X ® I, conduce al estado

Uep)

V.3 Control para enviar el dato 10

Procedemos de forma andloga al estado 01, definimos la funcién objetivo como,

f=1KYeplT)*+C,
. | (144)
f = §|Oé2(t) — 6ZW/4OZ3(t)‘2 + 2‘0&10&4 — Qa(x3]|.
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Podemos apreciar la evoluacién en la figura 35 la evolucion temporal del sistema.
Se muestra la evolucién temporal de las partes real e imaginaria de los coeficientes de
expansion de la funcién de onda (136), en los incisos a) al d) respectivamente. En el
inciso d) se muestra la funcién objetivo (144), y en d) los pulsos de control que permiten

la evolucion del sistema al estado deseado.

1 T T
- - T Parte real
\®CA> U Parte imaginaria
LA I I I | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
1 T T T T T T
Parte real
0
|®Dﬁ> Parte imaginaria
b I I T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
1 T T T T T T
Parte real
|®Cv> 0 — ‘ Parte imaginaria
) | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
1 T T T T T T
Parte real
\mDV> o J— Parte imaginaria
I I — I | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
2 T T T T T T T El
1 1
ol® I I I I I I I
0 5 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
x 10 eV
T T T T T T T
T~ tep(
2r S —e ||
oD ~— I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

tiempo

Figura 35. Evolucidon en el tiempo de las partes real e imaginaria de los coeficientes de
expansién de la fincién de onda (136) para obtener el estado |¥(,). (a) parte real e
imaginaria del coeficiente de |® 1), (b) parte real e imaginaria del coeficiente de |®p 1),
(d) parte real e imaginaria del coeficiente de | P |), () parte real e imaginaria del coeficiente
de |®p |), en azul la parte real, en verde, la parte imaginaria. (e) Funcién objetivo (144),
(f)pulsos de control: tuneleo con espin constante en azul, tcp(t) y energia del sitio centro
E*(t), que es antisimétrica con la energia del sitio derecha, y forman la compuerta Z.

Nuevamente si vemos la accion de los pulsos de control, observamos en la figura
36, esperarfamos que las dreas bajo cada una de las curvas fuera 7/2. Sin embargo, el
drea de bajo la curva de E™ = 1.3 no es 7/2. La parte faltante la encontramos en el
traslape que existe con el tuneleo siendo éste de 0.27, lo que explica que cuando existe

tuneleo, a la vez, parte de esos estados que estan siendo pasados con fase constante,
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estan evolucionando en su fase. Lo que justiica el cambio de fase necesario para generar

el estado |U™)

xxxxxx

Figura 36. Pulsos de control tcp y E™, que lleva al sistema del estado ‘@JCFD> a estado
|¥en)

Los pulsos de control tienen los pardmetros optimizados com sigue:

bCD = 171, OCD = 997, TCD — 249,
(145)
bO’CD:1.92, OO’CD:111, TOCD = 284.

Podemos representar esto como la aplicacién de las compuertas mostradas en la

figura:

|Dc) |Pc)

w7 X [

Figura 37. Representacion con compuerta de la operacidns para transmitir el estado 10
utilizando el cédigo stper denso. La aplicacién de las compuertas Z X ® I, permite alcanzar
el estado ‘\IIED>

V.4 Control para enviar el dato 11

Definimos la funcién objetivo mostrada en la ecuacion:

f=K2epT(®)* +C,
1 (146)
f= §|041(t) — ™oy (1)) + 2|lanay — asas).



119

Podemos apreciar la evoluciéon temporal en la figura 38. Se muestra la evolucién
temporal de las partes real e imaginaria de los coeficientes de expansion de la funcién de
onda (136), en los incisos a) al d) respectivamente. En el inciso d) se muestra la funcién
objetivo (146), y en d) los pulsos de control que permiten la evolucién del sistema al
estado deseado. Podemos apreciar la accion de los pulsos de tuneleo y la energia de
sitio. Sin embargo, vemos que el tuneleo es lo suficientemente corto como para mostrar

un efecto visible en el sistema.

T
i — Parte real
|¢c$> 0 — Parte imaginaria

a) I I I I I I I

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
1 T T T T T T
Parte real
I‘DD& 0 Parte imaginaria
L) I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
1 T T T T T T
Parte real
0 Parte imaginaria
oy g
19 I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
1 T T T T T T
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oF Parte imaginaria
ooy _ —
_1d) I I - I I I I I
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2 T T T T T T T
[—]
1 |
olLe) I I I I I | |
Q .43 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
X 10 eV
T T T T T T T
tCD(t)
2E
N 20)
oL I [ ——— I I I |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 38. Evolucién en el tiempo de las partes real e imaginaria de los coeficientes de
expansién de las fincién de onda (136) para obtener el estado |® ;). (a) parte real e
imaginaria del coeficiente de |® 1), (b) parte real e imaginaria del coeficiente de |®p 1),
(d) parte real e imaginaria del coeficiente de |®¢ |), () parte real e imaginaria del coeficiente
de |®p ), en azul la parte real, en verde, la parte imaginaria. (e) Funcién objetivo (146),
(f) pulsos de control: tuneleo con espin constante en azul, top(t) y energia del sitio centro
E/ + (t), que es antisimétrica con la energia del sitio derecha, y forman la compuerta Z.

Nuevamente si vemos la accion de los pulsos de control, observamos en la figura

39, que la suma de las dreas bajo la curva para los pulsos de control dan 7/2. Lo que
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justifica el cambio de fase necesario para generar el estado }(IDE D>

ev

tiempo

Figura 39. Pulsos de control tcp y ET, que lleva al sistema del estado |®(;,) a estado
[®cn)

Los pulsos de control tienen los parametros optimizados com sigue:

bO'CD = 0.57 OO'CD = 496 TOCD = 443
(147)

bC’D =1.2 OC’D =20 TCD — 101

Podemos representar esto como la aplicacion de la compuerta mostrada en la figura:

|Dc) | |®c)
Byars

Figura 40. Representaciéon con compuerta de la operaciéns para transmitir el estado 11
utilizando el cédigo stper denso. La aplicacién de las compuertas Z ® I, permite alcanzar
el estado |®; )

De la aplicacion del esquema de control al codigo super denso podemos ver que
el tuneleo controla los cambios de sitio con fase constante, mientras que las energias
antisimétricas de sitio, permiten un cambio de fase como la compuerta o, lo que permite
obtener los estados de Bell de forma estacionaria realizando una operacion sencilla en
cada uno de los casos. Las operaciones que se realizan siempre, se pueden ver como

analogias de una rotacion de fase .
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Figura 41. Resumen de pulsos de control y circuitos cuanticos del protocolo del cédigo
stper denso aplicado al modelo propuesto

Podemos resumir el protocolo del cédigo super denso en la figura 41.

Un anélisis de cerca a los pulsos obtenidos nos lleva a representar el codigo super
denso en el circuito mostrado en la figura 42, en donde vemos que no hay grandes
diferencias con el originalmente explicado en la seccién de conceptos basicos, sélo un
cambio en el orden de las compuertas Z y X, lo que se puede ver como una rotaciéon
Rx(m), y por lo tanto el resultado es equivalente. De la misma forma vimos que la
compuerta X, resulta con una fase total ¢”/2, la cual tampoco tiene relevancia al
aparecer en los coeficientes de la base de Bell. Si seguimos las entradas a, b de la figura,

no se obtienen los estados en el orden calculado, sino que se obtienen de forma mostrada

en la tabla IV. El circuito de la figura se parte de un estado entrelazado compartido
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entre Alice y Bob, |97, D> consta de las compuertas Z y X que posee Alice, y las cuales
“activara”, dependiendo del dato que desee enviar, en el lado de Bob, se realiza una
medicion en la base de Bell, y con ello se obtiene la relacion de cudles operaciones realizo
Alice y por lo tanto cual dato buscaba enviar. La medicién en la base de Bell por parte
de Bob resulta ambigua, debido a que el sistema hibrido compartido adquirira un estado
determinado cuando se mida cualquiera de las propiedades del sistema, carga o espin

por lo que la realizacion practica de este protocolo modelado de la forma propuesta,

resulta limitada.

Tabla IV. Transformaciones unitarias dependientes de los qubits de entrada del circuito
cudntico para el protocolo del cédigo super denso mostrado en la figura 42.

Entradas b, a Estado Original FEvoluciona al estado

00 |D) |DF)
01 |DT) |W)
10 |DT) |[¥—)
11 |D) |D~)
:b :a
L
z X
[ Alice }7
%uoo} oy N
‘ Bob T a
L BELL
b

Figura 42. Circuito general del cédigo stiper denso
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Capitulo VI

Conclusiones y trabajo futuro

Hemos estudiado la implementacién de los protocolos de comunicacién cuantica: tele-
portacion y cédigo super denso en modelos de puntos cuanticos hibridos de carga y espin
laterales con interaccién espin orbita tipo Dresselhaus. En los que buscamos la opti-
mizacién en la transferencia de informaciéon cuéantica, utilizando algoritmos genéticos,
los cuales determinaron el espacio de parametros éptimo que maximiza la fidelidad.
Definimos el espacio de parametros como propiedades del modelo que podemos contro-
lar y que son dependientes del tiempo. De este modo, la probabilidad de transicién
entre sitios (tuneleo), las energias de sitio son pardmetros dependientes del tiempo que
tienen una funcion gaussiana, cuya forma esta determinada por los parametros: dis-
persion, altura y desplazamiento respecto a t = 0, los cuales, son determinados por el
algoritmo genético de control.

Los sistemas hibridos que utilizamos durante el presente trabajo, constaron de dos
grados de libertad: de carga (ocupacién) y espin. Formados en puntos cuénticos.

En los dos protocolos modelamos un sistema con dos puntos cuanticos, el cual sirve
para establecer un estado de maximo entrelazamiento en la base de Bell hibrida. Re-
alizamos la preparacion del estado de entrelazamiento maximo, obtuvimos un estado
de Bell hibrido estacionario controlando el tuneleo con espin constante, que es equiv-
alente a una compuerta X, el cual tiene su acciéon durante un periodo de tiempo y
posteriormente es anulado, quedando unicamente la probabilidad de transicién debida

al acoplamiento espin-érbita. Tambien vimos que la presencia de una compuerta 7,
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es decir, de la aplicacién de potenciales antisimétricos, fue necesaria en la generacion
del estado estacionario. El estado que obtuvimos fue |¥) = \%(\@c N+ € |Pp ),
indicando que el electron tenia igual probabilidad de encontrarse en los sitios centro y
derecha, y a su vez, si era localizado en alguno de estos sitios, su espin se encontraba
completamente determinado.

En el caso particular del protocolo de teleportacion, adicionalmente al estado de Bell
hibrido preparado, se tomé en consideracion la presencia de un tercer punto cuantico,
que denominamos izquierda, el cual confinaba un electrén, cuyo estado de espin, |®;) =
a|t) + B1)), se buscaba transferir. Este electrén tinicamente podia interactuar de
forma electrostatica (interaccién de intercambio de espin) con su electrén vecino, centro.
Obtuvimos el espacio de parametros 6ptimo que determiné la forma de la interaccion
de intercambio necesaria para transferir el estado de espin de la particula en el sitio
izquierda al sitio centro. Vimos que la acciéon de la interacciéon de intercambio es
equivalente a una compuerta C-NOT. El area bajo la curva del pulso de intercambio
J(t) es la que determina la evolucién del sistema. Vimos que durante la evolucién de
la operacion C-NOT se generd la superposicién de estados equivalentes a los que se
hubieran generado con la aplicacion de la operacion Hadamard. Del mismo modo, el
pulso de intercambio es el que permitié la transferencia de informacion del estado de
espin del sitio izquierda al sitio centro, produciendo a su vez que el espin del electréon en
el sitio izquierda colapsara al estado [1), lo que es equivalente a una medida proyectiva
de espin sobre el sitio izquierda.

Después de la accién de intercambio obtuvimos el estado que se buscaba transferir
con probabilidades distribuidas entre los sitios centro y derecha, |Vep) = %(@c) ®
(a|t) + B1) + |Pp) @ (a]d) + B[1))). Por lo que controlando el tuneleo con espin

constante implementamos una compuerta X para invertir los coeficientes a y [ en el
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sitio derecha en sus correspondientes estados. Posteriormente para maximizar la prob-
abilidad de encontrar la particula en el sitio derecha, manipulamos la energia del sitio
centro, propusimos el incremento como una rampa. Observamos que aproximadamente
a 10tg, es decir, 10 veces las energia de tuneleo con espin constante inherente al mate-
rial, la probabilidad de encontrar la particula en el sitio derecha con el estado de espin
deseado es méxima.

Del mismo modo, en la implementacion del codigo super denso, generamos un es-
tado de entrelazamiento maximo en la base de Bell, siguiendo el mismo método que
para el estado utilizado en el protocolo de teleportacién. Utilizamos por lo tanto, un
modelo de dos puntos cuanticos acoplados laterales con interaccion espin-orbita tipo
Dresselhaus. Partimos del estado |®*) y manipulando pardmetros como el tuneleo con
espin constante, y la energia de sitio, podemos realizar transformaciones unitarias a este
estado y generaramos todos los estados de la base de Bell hibrida [®7) , [¥F),|¥U™).

Vimos como la presencia del tuneleo puede generar compuertas X, y la manipu-
lacién anti-simétrica de las energias de sitio Fc y Ep, produce compuertas Z. Estas
compuertas, son las que permiten la evolucién del estado inicial |®1) al resto de los
estados de la base completa. Observamos que las areas bajo la curva de los pulsos de
control del tuneleo y las energias de sitio en todos los casos equivalente a 7, que es lo
que genera las compuertas X y Z necesarias. La evolucién del estado |®) al estado
|W) se llevé a cabo, manipulando el tuneleo con espin constante. Para el estado |¥™),
se modificaron las energias de sitio, de forma antisimétrica y a su vez el tuneleo con
espin constante fue necesario en la optimizacién. Para la obtencién del estado |®7)
unicamente la manipulacién antismétrica de las energias de sitio resulté necesaria, es
decir, la accién de una compuerta Z.

En comparativa el protocolo de teleportacién en el modelo propuesto muestra una
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mayor aplicabilidad practica respecto al protocolo de cédigo siper denso. Pues las
mediciones de los estados finales en el protocolo de teleportacion son realizables de
manera clara, mientras que las mediciones de los estados finales en el codigo stiper denso
implican una medicion en la base de Bell hibrida que en principio supone mediciones
ambiguas puesto que medir espin determinaria la carga y viceversa.

En cuanto al trabajo pendiente que se puede realizar a futuro, es la implementacion
de estos esquemas en la mejora de las fidelidades de transmisién de los protocolos de
comunicacién cuantica modelados en puntos cuanticos. Se obtuvo que la preparacion del
estado hibrido del sistema fue del orden de varios femtosegundos, del mismo modo que
todos los pulsos de control utilizados en el protocolo de teleportacion cuantica. Por otro
lado, en el protocolo de codigo super denso, los tiempos caracteristicos fueron mucho
menores. Sin embargo, eso no significa que no pueda implementarse con pulsos mas

largos. Pues observamos que lo importante en la accion de los pulsos de control es sus

™

5 en multiplos enteros, simplemente

areas bajo la curva y si las dreas son superiores a
generan operaciones repetitivas en el tiempo.

Asimismo resulta interesante el estudio de los efectos del medio ambiente sobre los
sistemas propuestos, pues hemos obtenido fidelidades superiores al 99%; sin embargo,
no hemos tomado en cuenta los tiempos de coherencia de los estados, los cuales serian
un requisito en el caso de su implementacion.

También consideramos que un sistema de tres puntos cuanticos como el que estu-
diamos en la seccién III1.2 resultaria de un interés particular en el estudio de estados
entrelazados utilizados en modelos de comunicacién cuantica, pues el estado entrelazado
tiene una separaciéon espacial con un punto cuantico en el centro no ocupado. Esto re-

sulta atractivo, en el sentido de que puede permitir modelar los efectos del canal de

comunicacion.
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Apéndice A

Teleportacion cuantica implementada en

puntos cuanticos

La teleportacion cudntica es la transmisién de un estado cuantico con la ayuda de un
estado compartido entre quien envia (Alice) y quien recibe (Bob), de méximo entre-
lazamiento, pudiendo ser cualquiera de los que forman la base de Bell. Supongamos
que el sistema completo puedo describirse por tres sitios A, B y C (Sattler, 2010). Que
el estado que se busca teleportar es el qubit |¥) = a|[1) + B||) v que serd enviado de
A (Alice) a B (Bob), mientras que los dos sitios B y C se encuentran en un estado de

maxmo entrelazamiento:

1 1
(Wep) = E(CET + CJJIBT)E<C}J¢ +ch,) [0) (148)
En este sistema estamos considerando la existencia de dos electrones. La base de
ocupacién del operador de nimero es |ngrneynprng;), de tal forma que las cuatro

combinaciones posibles son |0011), |[1100), [1001), |0110).

Partimos por lo tanto del estado entrelazado en la base del operador de ntimero:

1
V2

Por lo que el estado inicial del sistema es:

Wep) = —(|1100) + [0011)) (149)

1

W) = (]10)+ B J01) @ =

(1100 + |0011)) (150)

5
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Aplicando la operacién C-NOT sobre el sitio C, controlado por el primer bit de A,

obtenemos:

0)) = o [10) @ iz(mooo) +[1111)) + B01) @ iz(|1100> +]0011)) (151)

V2 V2

Posteriormente aplicamos la operacion Haddamard y obtenemos el estado:

|Wy) = a(]10) + |01>)%(\0000> + [1111)) + B(|]10) — |01>)%(\1100> +0011))  (152)

Posteriormente Alice realiza una medicién conjunta en los sitios a los que tiene
acceso, que son A y C, de los que claramente podemos ver de la ecuacién 152 que se

obtiene:

|MiMs)  |npyngy)

11011)  a|11) 4 800)
11000)  « |00) + B]11) (153)
0111)  a|11) — 8]00)
0100)  «[00) — 3 ]11)

Podemos ver por lo tanto que una vez realizada la medicién conjunta, podemos
distinguir el estado cuantico que se queria teleportar, aplicando una transformacién

unitara y midiendo en la base de doble ocupacién como podemos ver en la tabla (153).



