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i

RESUMEN de la tesis de IRENE DE LOURDES MALDONADO SÁNCHEZ,
presentada como requisito parcial para la obtención del grado de DOCTOR EN CIEN-
CIAS en FÍSICA DE MATERIALES. Ensenada, Baja California, diciembre de 2011.

SISTEMAS NANOELECTROMECÁNICOS SOMETIDOS A CAMPOS
ELÉCTRICOS OSCILANTES

Resumen aprobado por:

Dr. Ernesto Cota Araiza

Codirector de Tesis

Dra. Gloria Platero Coello

Codirectora de Tesis

En el presente trabajo se estudian las propiedades de transporte electrónico en los
sistemas nanoelectromecánicos conocidos como transbordadores de triple punto cuántico
(TDQS por sus siglas en inglés). El TDQS consiste en tres puntos cuánticos conectados
en serie con la peculiaridad de que el punto central puede oscilar entre los puntos de
los extremos, mientras que estos últimos se encuentran unidos ŕıgidamente a los con-
tactos. Aqúı se demuestra, mediante un enfoque puramente cuántico, que la corriente
electrónica en un TDQS, en presencia de un campo eléctrico oscilante, exhibe reso-
nancias que pueden ser descritas por relaciones de suma simples. Los resultados son
contrastados con el espectro del caso sin ac, el cual exhibe resonancias en voltajes que
son múltiplos enteros de la enerǵıa del oscilador cuántico. Mediante la sintonización
de la intensidad y la frecuencia del campo ac, hemos demostrado que es posible ma-
nipular las corriente electrónica en el TDQS, y observar el fenómeno conocido como
destrucción coherente del tuneleo (CDT por sus siglas en inglés). Además, se incluyen
cálculos anaĺıticos y numéricos que involucran una transformación unitaria, la cual per-
mite verificar anaĺıticamente bajo qué condiciones ocurre dicho fenómeno. Se utiliza
la teoŕıa de Floquet para estudiar la corriente electrónica en términos del espectro
de cuasienerǵıas, aśı como el fenómeno de CDT en un TDQS simétrico. Debido a
la simetŕıa espacial y temporal del sistema, existe una invariancia ante una transfor-
mación generalizada de paridad que nos permite encontrar expresiones anaĺıticas que
describen las propiedades de simetŕıa de los estados de Floquet. Con estas expresiones
se demuestra que en la vecindad de la región en donde ocurre CDT, existen cruces
en el espectro de cuasienerǵıas asociadas a estados de Floquet con paridad opuesta.
Los enfoque teóricos utilizados en este trabajo podŕıan extenderse para estudiar otros
aspectos interesantes, como el del acoplamiento de espines con osciladores mecánicos,
lo que conduciŕıa a la creación de nanodispositivos superiores basados en propiedades
magnéticas.

Palabras Clave: NEMS, Transbordador Cuántico, teoŕıa de Floquet, CDT
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ABSTRACT of the thesis presented by IRENE DE LOURDES MALDONADO
SÁNCHEZ, in partial fulfillment of the requirements of the degree of DOCTOR IN
SCIENCES in MATERIALS SCIENCES. Ensenada, Baja California, December 2011.

NANOELECTROMECHANICAL SYSTEMS UNDER THE ACTION OF
OSCILLATING ELECTRIC FIELDS

In this work we study the electronic transport properties in the nanoelectromechan-
ical systems known as triple dot quantum shuttles (TDQS). A TDQS consists on three
quantum dots connected in series with the particular feature that the central dot can
oscillate between the outer dots, while these are rigidly coupled to the contacts. We
show, using a full quantum mechanical approach, that the electron current in a TDQS in
the presence of an oscillating electric field, exhibits resonances that can be described by
simple sum rules. The results are contrasted with the case without ac spectrum, which
exhibits phononic resonances located at multiples of the quantum oscillator energy. By
tuning the intensity and frequency of the ac field, we have shown that it is possible to
manipulate the characteristics of the electron current, to the extent to see in our device
the phenomenon known as coherent destruction of tunneling (CDT). Also included, are
analytical and numerical calculations involving a unitary transformation, which allows
us to verify analytically under what conditions this phenomenon occurs. We use Flo-
quet theory to study the electronic current in terms of the quasienergy spectrum, and
also the CDT phenomenon in a symmetric TDQS. Due to the spatial and temporal
symmetry of the system, there is invariance under a generalized parity transformation
and, thus, we find analytical expressions that describe the symmetry properties of the
Floquet states. Using these expressions, we show that in the vicinity of the region
where CDT occurs, there are crossings in the spectrum of quasienergies corresponding
to Floquet eigenstates with opposite parity. The theoretical approaches used in this
work could be extended to study other interesting features, like the spin coupling with
mechanical oscillators, that would lead to the creation of superior nanodevices based
on magnetic properties.

Keywords: NEMS, Quantum Shuttle, Floquet theory, CDT.
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A mi familia por apoyarme siempre.

Al CICESE, al CNyN y al ICMM por brindarme lo necesario para culminar exitosa-

mente estos estudios. Y, finalmente, al CONACyT por el apoyo económico recibido.
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V. Teoŕıa de Floquet para transbordadores cuánticos 34
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V.2 Cálculo del espectro de cuasienerǵıas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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bordador con puntos cuánticos débilmente acoplados. . . . . . . . . . . 75
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Caṕıtulo I

Introducción

I.1 Sistemas electromecánicos

Uno de los dispositivos electromecánicos reportados más tempranamente fue construido

en 1785 por Charles-Augustin de Coulomb para medir la carga eléctrica. Su balanza de

torsión consistió en dos esferas metálicas -una de las cuales está fija y la otra está unida

a una varilla libre -que actuaban como placas capacitoras, convirtiendo una diferencia

en la carga entre ellas en una fuerza atractiva. El dispositivo ilustra los dos componentes

principales de la mayoŕıa de los sistemas electromecánicos, independientemente de su

escala: un elemento mecánico y un transductor.

El elemento mecánico puede deformarse o vibrar como respuesta a una fuerza

aplicada (ver ejemplo en la figura 1). Se pueden utilizar muchos tipos de elementos

mecánicos para medir fuerzas estáticas o variables en el tiempo. Estos incluyen las

balanzas de torsión (utilizada por Coulomb), el cantilever (ahora omnipresente en la

microscoṕıa de barrido) y la barra sujeta en dos puntos, la cual está fija en ambos

extremos. En la búsqueda de ultra alta sensibilidad, se han utilizado dispositivos aún

más intricados, tales como las estructuras resonantes compuestas que poseen modos de

vibración transversales, de torsión o longitudinales complicados. Estos modos compli-

cados pueden ser utilizados para minimizar las pérdidas vibracionales.

Los transductores convierten la enerǵıa mecánica en señales eléctricas u ópticas

y viceversa. Sin embargo, en algunos casos el transductor de entrada simplemente
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Figura 1. Espectrómetro de masas nanomecánico construido con un nanotubo de carbón.
El nanotubo mide 2 nm de diámetro y 200 nm de largo. El extremo puede vibrar (como lo
haŕıa un trampoĺın) y permite calcular la masa de átomos de oro. Un estudio reveló que
la masa medida con este artefacto es del orden de 0.29 zeptogramos. En este dispositivo
es posible medir el cambio de la frecuencia del cantilever al agregar la masa, lo que nos
permite calcular dicha cantidad de manera indirecta.

mantiene al elemento mecánico vibrando ininterrumpidamente mientras que sus carac-

teŕısticas son monitoreadas conforme el sistema es perturbado. En este caso, el resultado

de tales perturbaciones, más que la señal de entrada misma, son precisamente las señales

que deseamos medir. Ellas pueden incluir variaciones de la presión que afectan el

amortiguamiento mecánico del dispositivo, la presencia de qúımicos adsorbidos que

alteran la masa del resonador o cambios en la temperatura que pueden modificar la

elasticidad. En los últimos dos casos, el efecto neto es el de cambiar la frecuencia de

vibración.

En general, la salida de un dispositivo electromecánico es el movimiento del elemento

mecánico. Hay dos tipos principales de respuesta: el elemento puede simplemente

deformarse bajo la fuerza aplicada o su amplitud de oscilación puede cambiar. Detectar

cualquiera de las respuestas requiere de un transductor de salida o lectura, el cual

es frecuentemente distinto al de entrada. En el caso de Coulomb, el transductor de

salida era “óptico” -él simplemente usaba sus ojos para registrar el movimiento. Los

dispositivos mecánicos de hoy en d́ıa contienen transductores que están basados en una
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cantidad de mecanismos f́ısicos que involucran efectos piezoeléctricos, nanomagnetos y

tuneleo de electrones, aśı como también en la electrostática y la óptica.

I.2 Sistemas micro y nanoelectromecánicos

I.2.1 Sistemas microelectromecánicos

Los sistemas microelectromecánicos (MEMS, por sus siglas en inglés) son la tecnoloǵıa

de lo pequeño en donde la electrónica y la mecánica se unen para dar lugar a las lla-

madas micro-máquinas. Los MEMS se han estudiado por décadas (Newell (1968), Pe-

terson (1978)), con un interés aumentado recientemente por sus crecientes aplicaciones

comerciales. Entre las más comunes se pueden encontrar:

• Impresoras de chorro de tinta, las cuales utilizan eyección de burbuja para de-

positar tinta en el papel (Bassous et al. (1977)).

• Acelerómetros en automóviles para un gran número de propósitos incluyendo

despliegue de bolsas de aire en colisiones (Roylanceans y Angell (1979)).

• Giroscopios MEMS utilizados también en automóviles modernos y en otras apli-

caciones.

• Medidores de presión que inclusive pueden ser utilizados para medir la presión

sangúınea con dispositivos desechables

• Pantallas que despliegan a través de varios cientos de miles de microespejos

metálicos utilizados para modular rayos de luz (van Kessel et al. (1998)).

• Tecnoloǵıa de interruptores ópticos que, por medio de microespejos, controlan la

dirección hacia la que se transmite la información óptica. La figura 2 muestra
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un arreglo de espejos movibles de Lucent Technologies, donde el diámetro de los

espejos es de ∼ 0.4 mm.

• El controlador de detección de movimiento en el sistema de video juego Nintendo

Wii representa una de las más recientes aplicaciones populares de la tecnoloǵıa

MEMS.

Figura 2. Micrograf́ıa óptica de una porción de un arreglo de microespejos (Craighead
(2000)).

Un gran número de los dispositivos MEMS de uso práctico se producen con la

tecnoloǵıa de fabricación basada en silicio debido a lo avanzados que se encuentran

estos métodos. Las dimensiones t́ıpicas de los dispositivos MEMS vaŕıan desde un

miĺımetro hasta un micrómetro. Aunque la importancia de los MEMS no radica solo

en el tamaño de los dispositivos que se pueden fabricar sino también en la posibilidad

de aprovechar la tecnoloǵıa de fabricación de circuitos electrónicos y aśı lograr grandes

cantidades de dispositivos mecánicos simples en una forma integrada.
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I.2.2 Sistemas nanoelectromecánicos

Los sistemas nanoelectromecánicos (NEMS, por sus siglas en inglés), están caracte-

rizados por sus dimensiones muy pequeñas. Las dimensiones cŕıticas del dispositivo

pueden ser de unos cientos a unos cuantos nanómetros. La operación del dispositivo

puede estar dominada por nuevas propiedades f́ısicas, resultantes de las dimensiones

pequeñas y se pueden requerir nuevos métodos de fabricación. Las tecnoloǵıas de fa-

bricación en microelectrónica están dirigiéndose inevitablemente hacia la fabricación de

transistores más pequeños, creados con una mayor densidad en los chips de circuitos

integrados. La miniaturización ha conducido a tamaños de los chips hasta al régimen

de los 33 nm (Green et al. (2007)). Los estudios a nanoescala frecuentemente involu-

cran un rango más amplio de materiales y procesos de fabricación de mayor resolución

espacial que los procesos de la microelectrónica de silicio. Pueden explotarse procesos

de fabricación similares para miniaturizar aún más los sistemas electromecánicos para

llevarnos al régimen de NEMS. La nueva clase de dispositivos NEMS puede proveer

una revolución de aplicaciones, tales como detectores, diagnósticos médicos, pantallas

y almacenamiento de datos.

Existen dos enfoques cient́ıficos de fabricación de NEMS. El enfoque top-down que

consiste en utilizar un conjunto de herramientas para construir otro conjunto de he-

rramientas de menor tamaño. Por ejemplo, un dispositivo de tamaño milimétrico que

pueda construir dispositivos de tamaño micrométrico, que a su vez pueda construir

dispositivos de tamaño nanométrico. El otro enfoque es el bottom-up. Aqúı se empieza

ensamblando átomos individuales o moléculas hasta que se obtiene un dispositivo más

grande con la funcionalidad deseada.
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I.3 Nanoestructuras suspendidas

Una clase de dispositivos NEMS consiste en objetos mecánicos suspendidos con dimen-

siones en el rango de decenas de nanómetros. Estos dispositivos pueden fabricarse con

una combinación de litograf́ıa electrónica (electron beam lithography) y etching para

remover el material por debajo del objeto fabricado litográficamente (ver figura 3).

El crear un patrón bidimensional en una peĺıcula delgada y cortarla por debajo para

crear una estructura libre se ha llegado a conocer como nanofabricación de superficie

(surface nanomachining). En la mayoŕıa de los casos, los dispositivos nanomecánicos

permanecen unidos a un soporte mayor unido al sustrato, pero el mismo método puede

utilizarse para fabricar estructuras completamente sueltas. En la figura 4 se muestran

micrograf́ıas de barrido de electrones de varias estructuras realizadas con este método.

Los dispositivos nanomecánicos prometen revolucionar las mediciones de desplaza-

mientos extremadamente pequeños y de fuerzas extremadamente débiles, particular-

mente a escala molecular. De hecho, con técnicas de nanoconstrucción de superficie y

de bulto, los NEMS pueden ser ahora construidos con masas cercanas a unos cuantos

attogramos (10−18 g) y con secciones transversales de cerca de 10 nm.

I.4 Retos para los NEMS

Los procesos tales como la litograf́ıa por un haz de electrones y la nanoconstrucción

ahora permiten fabricar nanoestructuras semiconductoras menores a 10 nm. Pareceŕıa

entonces que ya existe la tecnoloǵıa para construir NEMS. Entonces, ¿qué está dete-

niendo sus aplicaciones? Hay tres principales retos que deben resolverse antes de que el

potencial completo de los NEMS sea desarrollado: la interpretación de las señales de la
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Figura 3. Las técnicas para diseñar estructuras completamente suspendidas en tres dimen-
siones se aplican al silicio de bulto, silicio epitaxial o heteroestructuras de silicio-aislante,
aśı como a sistemas basados en arseniuro de galio y arseniuro de indio. (a) En su forma
más simple, el procedimiento comienza con una heteroestructura que contiene capas es-
tructurales (primera capa) y de sacrificio (capa intermedia) en un sustrato. (b) Se marca
el diseño la mascarilla en la superficie del sustrato con una combinación de litograf́ıa óptica
y de rayos de electrones, seguido por un proceso de colocación de una capa delgada. La
mascarilla resultante protege al material debajo de ella en la siguiente etapa. (c) El material
desprotegido alrededor de la mascarilla se elimina utilizando un proceso de plasma. (d) Fi-
nalmente, un proceso de eliminado qúımico selectivo remueve la capa de sacrificio de zonas
espećıficas para crear nanoestructuras suspendidas que están térmica y mecánicamente ais-
ladas (Craighead (2000)).

nanoescala al mundo macroscópico, i.e., entender y controlar la dinámica de los sistemas

mesoscópicos ; y desarrollar métodos reproducibles y rutinarios para la nanofabricación.
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Figura 4. Micrograf́ıas de electrones de NEMS fabricados con carburo de silicio.

I.5 Hacia el ĺımite cuántico

Uno de los aspectos más intrigantes de los dispositivos nanomecánicos actuales es que

ya están en la frontera del ĺımite cuántico. Una vez que se haya pasado al campo de la

mecánica cuántica, la óptica y la f́ısica del estado sólido se vuelven imprecisas. Muchos

de los principios que gobiernan la manipulación de la luz al nivel de fotones individuales

se aplicarán para el estudio de las propiedades mecánicas y térmicas de los sistemas a

nanoescala.
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Caṕıtulo II

Antecedentes: dispositivos de
transbordador

El gran auge en el estudio de los dispositivos NEMS está revelando nuevas perspectivas

en la fabricación de nanoestructuras en donde el transporte de carga es asistido por

los grados de libertad mecánicos del dispositivo mismo. Este es el caso, por ejemplo,

cuando la nanomecánica se ha combinado con el tuneleo de un solo electrón1. Algunos

experimentos importantes en esta área son el uso del transistor de un solo electrón

(SET por sus siglas en inglés) como un medidor de desplazamiento (Knobel y Cleland

(2003)) o el transporte cuántico a través de nanotubos suspendidos (LeRoy et al. (2004),

Jarillo-Herrero et al. (2004)), moléculas oscilantes (Park et al. (2000), Smit et al. (2002),

Kubatkin et al. (2003)) e islas (Erbe et al. (2001)). Por el lado teórico, muchos trabajos

(Gorelik et al. (1998), Novotný et al. (2003), Fedorets et al. (2004), Armour et al. (2004),

Novotný et al. (2004)) han destacado varios aspectos del papel del bloqueo de Coulomb

(ver figura 5) en los NEMS.

Gorelik et al. (1998), han propuesto un prototipo de SET asistido mecánicamente

al que se ha llamado transbordador de un solo electrón (single electron shuttle). El

transbordador de un solo electrón es un dispositivo móvil de un solo electrón, que

trabaja en el régimen de bloqueo de Coulomb y que puede exhibir transporte regular de

carga (régimen de transborde) en donde un electrón en cada ciclo de oscilación mecánica

es transportado de la fuente al sumidero. El régimen de transborde puede inducirse

1Sistemas en los cuales no hay más de un electrón a la vez.
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Por medio de un voltaje 

entre la fuente y el 

sumidero, , se crea una 

ventana de conducción.  

 

A través del voltaje de 

compuerta, , se pueden 

subir o bajar los niveles de 

energía del punto cuántico.  

 

Como el punto cuántico es 

esencialmente un capacitor, 

agregar un electrón extra 

tiene un costo de energía 

de . Similarmente, 

para que un electrón salga 

del punto, se tiene que 

perder esa misma cantidad 

de energía.  

μR 

μL 

VG 

VB 

Si la caída de voltaje en el 

voltaje de bias es menor que 

el total de , entonces no 

podrá establecerse una 

corriente eléctrica y 

tendremos el fenómeno de 

Bloqueo de Coulomb. 

 

Sin embargo, si es 

exactamente igual a  

entonces tendremos las 

condiciones correctas para 

que los electrones entren y 

salgan del punto cuántico sin 

pérdida de energía y así se 

establezca una corriente 

eléctrica. 

μR 

μL 

μR 

μL 
  

Figura 5. Representación pictórica del Bloqueo de Coulomb.
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variando un parámetro de control, tal como el voltaje fuente-sumidero aplicado o el

amortiguamiento mecánico.

El arquetipo del dispositivo de transbordador consiste en un punto cuántico móvil

suspendido entre contactos de fuente y sumidero. Uno puede imaginarse al punto adhe-

rido a la punta de un cantilever o conectado a los contactos por unas ligaduras suaves,

o embebido en una matriz elástica. En el modelo, la nanopart́ıcula está confinada a un

potencial armónico. En el caso en que el punto cuántico se encuentre oscilando entre

los contactos, se le llama transbordador cuántico simple (single quantum shuttle). En

cambio, existe una configuración diferente, en donde el punto cuántico oscila entre otros

dos puntos cuánticos fijos, los cuales a su vez están conectados a los contactos. A esta

configuración se le llama transbordador cuántico triple (triple quantum shuttle). Los

dispositivos de transbordador tienen una dimensión t́ıpica de 0.1 a 10 micras y vibran

a frecuencias de unos cuantos MHz hasta más de 100 MHz (Erbe et al. (2001)).

Existen a la fecha una gran variedad de trabajos, tanto teóricos como experimen-

tales, referentes al transbordador cuántico. En el contexto experimental, Park et al.

(2000), reportan oscilaciones nanomecánicas en un transistor de C60. En su trabajo

reportan la fabricación de un transistor de una sola molécula basado en una molécula

de C60 conectada a electrodos de oro. Ellos proveen evidencia de un acoplamiento entre

el movimiento del centro de masa de la molécula de C60 y el transporte de un electrón a

la vez. La curva I-V medida en esos experimentos se puede interpretar en términos de

transborde (Fedorets et al. (2002)), pero también se han propuesto explicaciones alter-

nativas (Boese y Schoeller (2001), McCarthy et al. (2003), Braig y Flensberg (2003)).

En otro experimento (Scheible et al. (2002)), colocan una isla metálica en la punta

de un cantilever que oscila entre dos contactos metálicos. Este sistema, además de

poderse utilizar como un transbordador cuántico, puede utilizarse como un detector de
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desplazamientos altamente sensible.

En el contexto teórico hay dos enfoques distintos de resolución del problema de

transbordador cuántico. El enfoque semiclásico, propuesto por primera vez por Gorelik

et al. (1998), en donde se resuelve el problema suponiendo que el potencial armónico

puede ser tratado semiclásicamente y que el tuneleo puede ser descrito por la ecuación

maestra de Pauli2. En este estudio se encuentra que existe un régimen de transporte en

donde se “sintonizan” el movimiento del punto cuántico con el transporte de un electrón

a la vez. A esta situación se le llama el régimen de transbordador (shuttle regime).

Trabajos posteriores han estudiado aspectos tales como el transporte de electrones

dependiente del esṕın (Gorelik et al. (2005)), donde se muestra que la corriente en

un transbordador cuántico puede ser extremadamente sensible a un campo magnético

externo.

En el enfoque cuántico, se han extendido las ideas originales al régimen cuántico (el

movimiento de la parte movible está también cuantizado) y se ha demostrado que el

régimen de transbordador ocurre también en este ĺımite (Armour y MacKinnon (2002),

Novotný et al. (2003), Fedorets et al. (2004)). Existen dos principales trabajos realiza-

dos en el enfoque cuántico: el trabajo de Armour y MacKinnon (2002), donde se estudia

un transbordador cuántico triple utilizando la formulación de la matriz de densidad.

En este trabajo se encuentran resonancias para la corriente del dispositivo. El otro

trabajo, realizado por Donarini (2004), utiliza la ecuación maestra generalizada (GME

por sus siglas en inglés) [Gurvitz y Prager (1996)] y resuelve el problema tanto del

transbordador cuántico simple como del triple. En su formulación, Donarini se encuen-

tra con un problema computacional complejo y tiene que utilizar técnicas avanzadas de

resolución de sistemas acoplados dependientes del tiempo.

2Ecuación que describe semiclásicamente la evolución de las poblaciones en un sistema cuántico.
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En ambos trabajos teóricos se resuelve el problema del transbordador cuántico

suponiendo un hamiltoniano de oscilador armónico acoplado a contactos eléctricos. De-

bido a la oscilación del punto cuántico, ya sea entre los contactos para el transbordador

simple o entre los otros dos puntos para el transbordador triple, se hace la suposición de

que las razones de transición hacia el punto dependen de la posición en forma exponen-

cial decayente (Erbe et al. (2001)). Por último, también se hace la suposición de que el

sistema se encuentra en contacto con un baño disipativo de fonones, cuya finalidad es

la de disipar la enerǵıa que le imprime el oscilador armónico al sistema.

En este contexto, un problema de gran interés actual es el estudio de los efectos de

un potencial eléctrico ac en un transbordador cuántico. Un antecedente importante es el

del trabajo de Pistolesi y Fazio (2005), en donde resuelven este problema utilizando un

enfoque semiclásico. En su trabajo encuentran que la corriente depende fuertemente de

la frecuencia del potencial ac. El estudio del efecto de un potencial ac es importante en la

corriente de esṕın (Wong et al. (2008)) de un dispositivo ya que puede existir el bombeo

y el filtrado de esṕın (Cota et al. (2003), Cota et al. (2005)). Más aún, los efectos de un

campo externo ac en arreglos de puntos cuánticos, han sido extensamente estudiados,

tanto teórica (Platero y Aguado (2004)) como experimentalmente (Kierig et al. (2008)).

Usando el formalismo de Floquet (Grossmann et al. (1991)) se encuentra el fenómeno

llamada destrucción coherente de tunelaje (CDT por sus siglas en inglés), que consiste

en que para valores particulares de la intensidad y la frecuencia del campo, el tunelaje

entre los puntos cuánticos puede quedar suprimido y los electrones se localizan. En

nuestro trabajo, se estudia por primera vez el fenómeno de CDT en un sistema de

triple punto cuántico oscilante.

Con base en lo expuesto anteriormente, uno de nuestros principales objetivos es

estudiar las caracteŕısticas de la corriente electrónica en un transbordador de triple
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punto cuántico en presencia de un campo eléctrico ac, con base en una descripción

completamente cuántica del grado de libertad mecánico.

Una vez expuestos los antecedentes y la idea general del contexto en el que se ins-

cribe la investigación realizada en este trabajo de tesis, a continuación se presenta la

distribución del material por caṕıtulos. En el caṕıtulo III se desarrolla el formalismo

para estudiar el problema de la dinámica de la corriente electrónica en un transbordador

de triple punto cuántico en ausencia de un campo eléctrico ac. En el caṕıtulo IV se

presenta una de las aportaciones más importantes de nuestro trabajo: el formalismo

para estudiar las propiedades del transporte electrónico en un TDQS sometido a un

campo eléctrico ac, utilizando un enfoque completamente cuántico para describir el

grado de libertad mecánico inducido por el oscilador. En el caṕıtulo V se presenta

el formalismo de Floquet para estudiar las propiedades de la corriente electrónica en

un TDQS en términos del espectro de cuasienerǵıas. En el caṕıtulo VI se aplican

los formalismo desarrollados en los caṕıtulos III, IV y V, para explorar la dinámica del

tuneleo electrónico mediante el análisis de la corriente en transbordadores cuánticos bajo

el efecto de un voltaje ac, o en ausencia de éste. También se complementa el estudio de

la dinámica electrónica mediante el estudio del espectro de enerǵıas y cuasienerǵıas de

los sistemas involucrados. Finalmente, en el caṕıtulo VII se presentan la conclusiones,

las aportaciones y algunas opciones de trabajo a futuro que permiten darle continuidad

a este estudio.
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Caṕıtulo III

El transbordador de triple punto cuántico

En la presente caṕıtulo presentaremos el marco teórico con base en el cual estudiaremos

el transporte electrónico en un transbordador de triple punto cuántico (TDQS por sus

siglas en inglés) en ausencia de un campo eléctrico. El TDQS se ha estudiado en

forma completamente cuántica por Armour y MacKinnon (2002) y Donarini (2004).

En este caṕıtulo presentamos una derivación alternativa que nos permite reproducir

los resultados de ambos trabajos y nos sirve como punto de partida para resolver el

problema del TDQS bajo la influencia de un campo eléctrico oscilante. Este último

estudio será presentado en el siguiente caṕıtulo.

Consideremos un TDQS (Ver figura 6) introducido por primera vez por Armour

y MacKinnon (2002), el cual consiste en un arreglo de tres puntos cuánticos en el

régimen de bloqueo de Coulomb. El punto móvil central está flanqueado por los dos

puntos estáticos de los lados ubicados en las posiciones ±x0. En nuestro modelo modi-

ficamos el enfoque original de Armour y MacKinnon (2002) en el sentido de que ahora

el punto central se mueve en un potencial estrictamente armónico1, como el utilizado

en el trabajo de Flindt et al. (2004).

La oscilación del punto central afecta a las razones de tuneleo entre los puntos, las

cuales son ahora dependientes de la posición. En el régimen de bloqueo de Coulomb,

1En el modelo original de Armour y MacKinnon (2002) se considera un potencial armónico truncado

en ±x0. Aún cuando el truncamiento del potencial está f́ısicamente justificado, conduce a complica-

ciones en el análisis numérico del problema. Hemos verificado a posteriori que dicho truncamiento no

tiene un impacto significativo en nuestros resultados.
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Lead Lead�l �c(x) �r

V

-x0 0 x0

Figura 6. Transbordador de triple punto cuántico donde el punto cuántico central oscilante,
con enerǵıa εc(x̂), está flanqueado por dos puntos cuánticos estáticos en posiciones fijas,
±x0, y están ŕıgidamente acoplados a los contactos (leads). El voltaje a través del sistema
está dado por eV = εb ≡ εl− εr (con e = 1), donde εl y εr corresponden a las enerǵıas del
punto cuántico a la izquierda y derecha, respectivamente.

la enerǵıa para agregar más de un electrón al transbordador se supone que es suficien-

temente grande que solo un electrón de transporte puede ocupar la cadena de los tres

puntos a cualquier tiempo. Por lo tanto, los grados de libertad electrónicos del sistema

aislado pueden ser representados completamente por el estado en el que ninguno de

los puntos están ocupados, |0〉, y los tres estados localizados asociados con los puntos

izquierdo, central y derecho |l〉, |c〉 y |r〉, respectivamente. Este sistema se modela con

un hamiltoniano de amarre fuerte de la forma

HTDQS = H0 +Hosc +Htun, (1)
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donde

H0 = εl |l〉 〈l|+ εc(x̂) |c〉 〈c|+ εr |r〉 〈r| ,

Hosc = ~ωd†d,

Htun = Tl(x̂) [|l〉 〈c|+ |c〉 〈l|] + Tr(x̂) [|c〉 〈r|+ |r〉 〈c|] . (2)

Equivalentemente, podemos escribir también al hamiltoniano en términos de operadores

de creación y aniquilación,

H0 = εl c
†
l cl + εr c

†
rcr + εc(x̂) c†ccc,

Hosc = ~ωd†d, (3)

Htun = Tl(x̂)
[
c†ccl + c†l cc

]
+ Tr(x̂)

[
c†ccr + c†rcc

]
, (4)

donde c†l,r,c (clrc) son operadores de creación (destrucción). Similarmente, d† (d) son

operadores de creación y destrucción para fonones. En la ecuación anterior, (i) H0 repre-

senta al hamiltoniano de los tres puntos cuánticos. Los puntos cuánticos a la izquierda

(l) y derecha (r) se encuentran fijos en las posiciones −x0 y x0, respectivamente, con

una enerǵıa εl y εr (ver la figura 6). El punto central (c) se mueve (oscila) debido a

un potencial armónico, y su posición depende del operador de posición x̂. Es por esto

que la enerǵıa del punto central también depende del operador x̂, i.e. εc ≡ εc(x̂). La

forma expĺıcita de esta dependencia será derivada más adelante; (ii) Hosc es la enerǵıa

asociada a la oscilación del punto cuántico central con frecuencia ω; (iii) finalmente,

Htun representa el tuneleo entre los tres puntos cuánticos y depende de la posición y

será derivado en la siguiente sección. Como podemos ver en H0, tenemos tres estados

localizados εl, εc y εr, asociados respectivamente con los puntos izquierdo, central y

derecho, |l〉, |c〉 y |r〉. El voltaje a través del sistema, V , se define como la diferencia

de enerǵıas de los puntos cuánticos a la izquierda y la derecha i.e. eV = εb ≡ εl − εr
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(con e = 1). La enerǵıa central εc puede ser derivada suponiendo que, debido al voltaje

a través del sistema, εb, esta enerǵıa se encuentra entre los valores de εl y εr, y que, en

medio de éstas, existe un corrimiento Stark proporcional a la posición. De esta forma

εc(x̂) = εl −
εb

2x0
(x̂+ x0). (5)

En el modelo de transbordador (Gorelik et al. (1998); Armour y MacKinnon (2002)),

el punto cuántico central oscilante se acopla a los puntos cuánticos a la izquierda y

a la derecha v́ıa una barrera de tunelaje. El tunelaje a través de estas barreras se

modela mediante una función exponencial que depende de la posición x̂ del punto

cuántico central i.e. si el elemento transbordador se encuentra más cerca de un punto

cuántico que de otro, el tuneleo dependerá exponencialmente de este desplazamiento

en la posición x̂. Por lo tanto, las amplitudes de tuneleo Tr y Tl están dadas por,

Tl = −V0 exp−α(x0+x̂);

Tr = −V0 exp−α(x0−x̂), (6)

donde las cantidades positivas V0 y α, son la amplitud de tuneleo y la inversa de la

longitud de tuneleo, respectivamente. El operador de posición x̂ mide el desplazamiento

del modo vibracional y está dado por x̂ = ∆xzp (d̂† + d̂), donde ∆xzp = (~/2mω)1/2 es

la incertidumbre del punto cero de la posición del oscilador.

El comportamiento del sistema transbordador es investigado mediante métodos

numéricos. El hamiltoniano y el operador de densidad son representados por matri-

ces en base compuesta del oscilador y de los puntos cuánticos, como se describe en la

siguiente sección, y la evolución temporal del sistema puede obtenerse numéricamente

para cualquier valor inicial de la matriz de densidad.
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III.1 Acoplamiento con los contactos

Las propiedades de transporte del sistema de transbordador acoplado a los contac-

tos se obtienen integrando una ecuación de movimiento para la matriz de densidad

apropiada para un sistema cuántico abierto. Además de la dinámica interna del trans-

bordador, existen dos efectos que debemos tomar en cuenta: deben de incorporarse los

acoplamientos entre los estados electrónicos en los puntos externos y los contactos, y el

acoplamiento entre el oscilador y su entorno.

Los acoplamientos de los puntos externos y el oscilador son tomados en cuenta en la

dinámica a través de términos adicionales en la ecuación de movimiento para la matriz

de densidad reducida del transbordador, un método que es bien conocido en el campo

de la óptica cuántica y que ha sido aplicado a problemas del transporte de electrones

en nanoestructuras (Stoof y Nazarov (1996); Gurvitz et al. (1996); Gurvitz y Prager

(1996)). Los electrones en los contactos se suponen como completamente incoherentes,

lo que significa que todos los elementos fuera de la diagonal de la matriz de densidad

entre el estado |0〉 y los otros estados electrónicos pueden ser cero (notar, sin embargo,

que los elementos diagonales en la matriz de densidad para |0〉 tienen elementos de

matriz diagonales y no diagonales en el espacio de los estados del modo vibracional).

La ecuación de movimiento aproximada para la matriz de densidad del sistema

generalizada para incluir a los contactos y al entorno del oscilador toma por lo tanto la

forma general2

ρ̇ = − i

~
[H, ρ] + Ξρ+ ρ̇d (7)

donde la “matriz de decaimiento”, Ξ, incorpora transiciones entre los contactos y los

2En la ecuación (7) hemos introducido i =
√
−1 (en negrita) para no confundir con el sub́ındice i

asociado a los estados de oscilador.
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puntos externos, y ρ̇d toma en cuenta la decoherencia y los efectos disipativos del entorno

del oscilador. La forma de los términos no-unitarios puede derivarse adaptando técnicas

estándar utilizadas en el campo de la óptica cuántica (Blum (1996)). En la siguiente

sección veremos cuál es el origen de los términos no disipativos en la ecuación (7).

III.2 Ecuaciones maestras en la base compuesta del

oscilador y de los puntos cuánticos.

Calculamos expĺıcitamente las ecuaciones maestras en la base compuesta D
⊗
O de los

puntos cuánticos D ≡ {|0〉, |l〉, |c〉, |r〉} y del oscilador O ≡ {|0〉, |1〉, |2〉, ...} i.e. en la

base |i, q〉 ≡ |i〉 ⊗ |q〉 con i = 0, 1, 2, ...N , y q = 0, l, c, r. El objetivo es obtener la

representación matricial de la ecuación (7) de la forma,

ρ̇ijqs = − i
~

[H, ρ]ijqs + [Ξρ]ijqs + ρ̇ijd,qs, (8)

en donde hemos utilizado la notación: ρ̇ijqs ≡ 〈i|ρ̇qs|j〉, [H, ρ]ijqs ≡ 〈i|[H, ρ]qs|j〉, [Ξρ]ijqs ≡

〈i|[Ξρ]qs|j〉, y ρ̇ijqs ≡ 〈i|ρ̇d,qs |j〉.

Para construir la ecuación (8), primero partimos de las ecuaciones maestras desarro-

lladas por Gurvitz (Gurvitz et al. (1996); Gurvitz y Prager (1996)), las cuales permiten

describir el transporte en nanoestructuras e incluir los acoplamientos entre estados

localizados, coherentes, estados electrónicos, aśı como los contactos. Estas ecuaciones

maestras son,

ρ̇ijaa = − i
~

[H, ρ]ijaa − ρ
ij
aa

∑
d 6=a

Γa→d + ρijc′c′
∑
c′ 6=a

Γc′→a, (9)

y

ρ̇ijab = − i
~

[H, ρ]ijab −
ρijab
2

[∑
d6=a

Γa→d +
∑
d6=b

Γb→d

]
, (10)
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en donde los supeŕındices (i, j = 0, 1, 2...N) en la etiqueta de la matriz densidad

están asociados a los estados del oscilador, y los sub́ındices {a, b} con las interacciones

eléctricas. Los términos Γn→m dan las razones de transición entre los estados |n〉 y |m〉.

Las ecuaciones (9) y (10) nos permitirán construir una ecuación para los elementos

de matriz de la forma general

ρ̇ijqs = − i
~

[H, ρ]ijqs + Ξρijqs. (11)

Para obtener el resultado anterior debemos considerar que existen tuneleos del contacto

izquierdo (L) hacia el punto cuántico izquierdo, aśı como tuneleos del punto cuántico

derecho hacia el contacto de la derecha (R), caracterizados por ΓL y ΓR, respectiva-

mente.3

A continuación realizaremos el cálculo de los elementos de matriz de las ecuaciones

maestras para algunos casos particulares. El primer caso involucra el cálculo de los

elementos de matriz asociados a las poblaciones, que se derivan a partir de la ecuación

(9). Consideremos, por ejemplo, el caso en que a = l, por lo que obtenemos

ρ̇ijll = − i
~

[H, ρ]ijll − ρ
ij
ll

∑
d6=l

Γl→d + ρijc′c′
∑
c′ 6=l

Γc′→l, (12)

donde d = 0, c, r y c′ = 0, c, r, por lo que tenemos que las transiciones Γl→0 = Γl→r =

Γl→c = Γc→l = Γr→l = 0, y Γ0→l = ΓL. Lo anterior nos permite escribir,

ρ̇ijll = − i
~

[H, ρ]ijll + ΓLρ
ij
00 = − i

~
[H, ρ]ijll + [Ξρ]ijll , (13)

en donde hemos identificado [Ξρ]ijll = ΓLρ
ij
00.

3Los contactos del sistema poseen distintos potenciales electroqúımicos a la izquierda (µL) y a la

derecha (µR). En este modelo se ha supuesto que µL →∞ y µR → −∞.
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En el segundo caso utilizamos la ecuación (10) para calcular los elementos de matriz

asociadas a las coherencias. Consideremos el caso, por ejemplo, en que a = l y b = r:

ρ̇ijlr = − i
~

[H, ρ]ijlr −
ρijlr
2

[∑
d6=l

Γl→d +
∑
d6=r

Γr→d

]
, (14)

donde d = 0, c, r, por lo que tenemos que las transiciones Γl→0 = Γl→r = Γl→c =

Γr→c = Γr→l = 0, y Γr→0 = ΓR. Lo anterior nos permite escribir

ρ̇ijlr = − i
~

[H, ρ]ijlr −
ρijlr
2

ΓR = − i
~

[H, ρ]ijlr − [Ξρ]ijlr , (15)

en donde hemos identificado [Ξρ]ijlr = −(ΓR/2)ρijlr. Si además suponemos que las uniones

entre los contactos y los puntos cuánticos son idénticas, podemos introducir la simpli-

ficación ΓL = ΓR = Γ.

Siguiendo un procedimiento análogo a las derivaciones arriba descritas, podemos

escribir la representación matricial de las ecuaciones maestras como sigue:

ρ̇ijll = − i
~

[H, ρ]ijll + [Ξρ]ijll ; ρ̇ijcc = − i
~

[H, ρ]ijcc + [Ξρ]ijcc ;

ρ̇ijrr = − i
~

[H, ρ]ijrr + [Ξρ]ijrr ; ρ̇ij00 = [Ξρ]ij00 ;

ρ̇ijlc = − i
~

[H, ρ]ijlc + [Ξρ]ijlc ; ρ̇ijcl = − i
~

[H, ρ]ijcl + [Ξρ]ijcl ;

ρ̇ijlr = − i
~

[H, ρ]ijlr + [Ξρ]ijlr ; ρ̇ijrl = − i
~

[H, ρ]ijrl + [Ξρ]ijrl ;

ρ̇ijcr = − i
~

[H, ρ]ijcr + [Ξρ]ijcr ; ρ̇ijrc = − i
~

[H, ρ]ijrc + [Ξρ]ijrc . (16)

Los elementos de matriz [Ξρ]ijqs (q, s = 0, l, c, r; i, j = 0, 1, 2, ... ) están dados por
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(Armour y MacKinnon (2002)):

[Ξρ]ijll = Γρij00; [Ξρ]ijrc = −1
2
Γρijrc;

[Ξρ]ijrr = −Γρijrr; [Ξρ]ijlr = −1
2
Γρijlr;

[Ξρ]ij00 = −Γ
(
ρij00 − ρijrr

)
; [Ξρ]ijcc = [Ξρ]ijlc = 0;

[Ξρ]ij0a = 0; para a 6= 0.

(17)

De los resultados anteriores, es claro que para obtener la ecuación (8) debemos agregar

a la ecuación (16) los elementos de matriz ρ̇ijd,qs asociados a la disipación. En las subsec-

ciones siguientes se calcularán los elementos de matriz del conmutador de H con ρ i.e.

[H, ρ]ijqs, aśı como los elementos de matriz del término disipativo dados por ρ̇ijd,qs. Los

elementos de matriz de las ecuaciones maestras finales se presentarán en el Apéndice

B.

III.2.1 Cálculo del conmutador de H con ρ

Los elementos de matriz [H, ρ]ijqs son calculados a partir de la ecuación

[H, ρ]ijqs =
∑
k

∑
n

[
H in
qkρ

nj
ks −H

nj
ks ρ

in
qk

]
, (18)

donde los elementos del hamiltoniano están dados por

H in
qk = εlδqlδklδin + εrδqrδkrδin +

(
εl −

εb
2

)
δqcδkcδin

−∆xzp
εb

2x0
δqcδkc

[√
n+ 1δi,n+1 +

√
nδi,n−1

]
+~nωδqkδin

+T inl [δqcδlk + δqlδck] + T inr [δqcδrk + δqrδck] . (19)

Substituyendo la ecuación (19) en la ecuación para los elementos de matriz del

conmutador encontramos que

[H, ρ]ijll = (i− j) ~ωρijll +
∑
n

[
T inl ρ

nj
cl − T

nj
l ρinlc

]
, (20)
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[H, ρ]ijcc = −∆xzp
εb

2x0

[√
iρi−1,jcc −

√
jρi,j−1cc

]
+∆xzp

εb
2x0

[√
j + 1ρi,j+1

cc −
√
i+ 1ρi+1,j

cc

]
+
∑
n

[
T inl ρ

nj
lc − T

nj
l ρincl

]
+
∑
n

[
T inr ρ

nj
rc − T njr ρincr

]
+ (i− j) ~ωρijcc, (21)

[H, ρ]ijrr = (i− j) ~ωρijrr +
∑
n

[
T inr ρ

nj
cr − T njr ρinrc

]
, (22)

[H, ρ]ijlc =
[εb

2
+ (i− j) ~ω

]
ρijlc

+∆xzp
εb

2x0

[√
j + 1ρi,j+1

lc +
√
jρi,j−1lc

]
+
∑
n

[
−T njl ρinll + T inl ρ

nj
cc − T njr ρinlr

]
, (23)

[H, ρ]ijlr = [εb + (i− j) ~ω] ρijlr +
∑
n

[
T inl ρ

nj
cr − T njr ρinlc

]
, (24)

[H, ρ]ijcr =
[εb

2
+ (i− j) ~ω

]
ρijcr

−∆xzp
εb

2x0

[√
iρi−1,jcr +

√
i+ 1ρi+1,j

cr

]
+
∑
n

[
T inl ρ

nj
lr − T

nj
r ρincc + T inr ρ

nj
rr

]
, (25)

[H, ρ]ijrl = [−εb + (i− j) ~ω] ρijrl +
∑
n

[
T inr ρ

nj
cl − T

nj
l ρinrc

]
, (26)

[H, ρ]ijcl =
[
−εb

2
+ (i− j) ~ω

]
ρijcl

−∆xzp
εb

2x0

[√
iρi−1,jcl +

√
i+ 1ρi+1,j

cl

]
+
∑
n

[
T inl ρ

nj
ll − ρ

in
ccT

nj
l + T inr ρ

nj
rl

]
, (27)

[H, ρ]ijrc =
[
−εb

2
+ (i− j) ~ω

]
ρijrc

+∆xzp
εb

2x0

[√
j + 1ρi,j+1

cr +
√
jρi,j−1rc

]
+
∑
n

[
−ρinrlT

nj
l + T inr ρ

nj
cc − ρijrrT njr

]
. (28)
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Es importante señalar que debemos calcular los elementos de matriz asociados a

lo tuneleos i.e. los elementos de matriz T ijl(r). Las expresiones anaĺıticas para estas

cantidades se calculan en la siguiente subsección.

Amplitudes de tuneleo en la base del oscilador

En el Apéndice A calculamos los elementos de matriz para los tuneleos Tl(x̂) y Tr(x̂)

en la base del oscilador {|n〉} (n = 0, 1, 2, ...N), obteniendo las ecuaciones (85) y (86):

〈m|Tl(x̂) |n〉 = −V0
[
2n−mm!n!

]1/2
e−αx0 e(~α

2/4mω)

×

[
−α
√

~
mω

]m−n n∑
k=0

[
α
√

~
mω

]2k
2k k! (k +m− n)!(n− k)!

. (29)

El resultado anterior es válido para m ≥ n. Los elementos de matriz 〈m|Tr(x̂) |n〉

pueden ser inmediatamente calculados a partir de la ecuación (29), utilizando la relación

Tmnl (x̂) = (−1)m−n Tmnr (x̂); m ≥ n. (30)

Finalmente, los elementos de matriz para el caso m < n pueden ser calculados ex-

plotando la hermiticidad de los operadores, esto es, Tl(x̂) = T †l (x̂), y Tr(x̂) = T †r (x̂)

(recordemos que x̂† = x̂).

III.2.2 Cálculo del término disipativo ρ̇d

Es esencial incluir en la descripción al entorno del modo vibracional ya que es la disi-

pación que surge de este acoplamiento la que da lugar a un estado estacionario en el

cual la corriente es constante, como se discute a continuación. Utilizamos un modelo

mı́nimo de este entorno, suponiéndolo como consistente de un baño de osciladores a

una temperatura constante T , al que el modo vibracional se acopla solo débilmente.
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Bajo estas suposiciones, la componente disipativa en la ecuación de movimiento para

la matriz de densidad está dada por Scully y Zubairy (1997)

ρ̇d = −γd
2
n̄
(
dd†ρ− 2d†ρd+ ρdd†

)
−γd

2
(n̄+ 1)

(
d†dρ− 2dρd† + ρd†d

)
, (31)

donde γd es la razón de amortiguamiento clásica del oscilador, y n̄ es el acostumbrado

número de ocupación de oscilador a una temperatura T .

Para el caso T = 0, la ecuación anterior se reduce a la que, en términos de los

elementos de los puntos q, s, toma la forma

ρ̇d,qs = −γd
2

(
d†dρqs − 2dρqsd

† + ρqsd
†d
)
. (32)

Recordando la acción de los operadores de creación y aniquilación, d† y d

d† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 〈n| d =

√
n+ 1 〈n+ 1|

d |n〉 =
√
n |n− 1〉 〈n| d† =

√
n 〈n− 1|

⇓ ⇓

d†d |n〉 = n |n〉 〈n| d†d = n 〈n| ,

(33)

encontramos que los elementos de matriz para ρ̇d son

ρ̇ijd,qs = 〈i| ρ̇d,qs |j〉

= −γd
i+ j

2
ρijqs + γd

√
(i+ 1)(j + 1)ρi+1,j+1

qs . (34)

Finalmente, combinamos las ecuaciones (34), (18)-(28), y la ecuaciones (16) para

obtener las ecuaciones maestras para el transbordador de tres puntos cuánticos (ecuación

(8)) en la base compuesta del oscilador y los puntos cuánticos. Los elementos de matriz

de las ecuaciones maestras se presentan finalmente en el Apéndice B. Con base en estas

ecuaciones se realizarán los cálculos de la corriente electrónica para el transbordador
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de triple punto cuántico en ausencia de un campo ac, y los resultados se presentarán

en el Caṕıtulo VI.
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Caṕıtulo IV

El transbordador de triple punto cuántico
bajo la acción de un campo eléctrico
oscilante

En este caṕıtulo se presenta una de las aportaciones más importantes de nuestro trabajo

de tesis, que es el desarrollo del primer modelo en la literatura de un TDQS sometido

a un campo eléctrico ac, utilizando un enfoque completamente cuántico para describir

el grado de libertad mecánico inducido por el oscilador.

El planteamiento del modelo para el caso del TDQS bajo los efectos del campo ac

se presenta en la sección IV.1. Aqúı también se incluye el desarrollo de las ecuaciones

maestras para estudiar la evolución de la corriente electrónica en este tipo de sistemas.

En la sección IV.2 se aplica una transformación unitaria a las ecuaciones maestras, lo

que nos permite mostrar algunos de los procesos f́ısicos involucrados en la dinámica del

tuneleo, como los son la absorción o emisión de fotones.

IV.1 El modelo de TDQS en presencia de un po-

tencial ac

Consideraremos a un potencial ac actuando en el TDQS. El potencial ac dependiente

del tiempo es introducido como una oscilación de fase opuesta en los niveles de enerǵıa

de los puntos derecho e izquierdo que flanquean al punto central (ver figura 7):
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Lead Lead�l �c(x) �r

V(t)

V

-x0 0 x0

Figura 7. Transbordador de triple punto cuántico bajo la acción de un potencial ac, V (t) =
Vac cos(ωact) y los puntos cuánticos izquierdo y derecho están ŕıgidamente acoplados a los
contactos con razones de transición constantes, Γ. El sistema se encuentra en un arreglo
de bias infinito, y puede haber una diferencia de potencial, εb = εl − εr, entre los puntos
cuánticos izquierdo y derecho.

Hac =
Vac
2

cos
(ωac

2
t
) (

c†l cl − c
†
rcr

)
=

Vac
2

cos
(ωac

2
t
)

(|l〉 〈l| − |r〉 〈r|) , (35)

donde Vac y ωac son la amplitud y la frecuencia del campo aplicado, respectivamente.

El hamiltoniano del sistema ahora es

Ĥ = HTDQS +Hac =

[
εl +

Vac
2

cos
(ωac

2
t
)]
|l〉 〈l|

+

[
εr −

Vac
2

cos
(ωac

2
t
)]
|r〉 〈r|+ εc(x̂) |c〉 〈c|+ ~ω d†d

+Tl(x̂) [|c〉 〈l|+ |l〉 〈c|] + Tr(x̂) [|c〉 〈r|+ |r〉 〈c|] , (36)

donde HTDQS consiste en el hamiltoniano sin campo ac, dado por la ecuación (1).

Notemos que debemos realizar (en algunas partes) las siguientes substituciones en la
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ecuación maestra (8)

εl → εl +
Vac
2

cos
(ωac

2
t
)

; (37)

εr → εr −
Vac
2

cos
(ωac

2
t
)
. (38)

Notemos también que εb ≡ (εl − εr) ahora se vuelve

εb → εb + Vac cos
(ωac

2
t
)
. (39)

Debemos de cambiar los εb que están asociados con |l〉 〈l|, y |r〉 〈r|. Realizando

estos cambios en la ecuación maestra para el TDQS, podemos explorar el efecto del

potencial ac. La ecuación maestra modificada puede ser resuelta utilizando el método

de Runge-Kutta, el cual es una rutina estándar de IMSL.

IV.2 La transformación unitaria: tuneleo asistido

por fotones

En esta sección se desarrolla un enfoque complementario para estudiar el transporte

electrónico en el transbordador de triple punto cuántico en presencia de un campo ac.

Debido a que el campo ac es periódico en el tiempo, se plantea un tratamiento tipo

Floquet, el cual involucra una transformación unitaria del hamiltoniano del sistema.

Dicha transformación permite que la dependencia periódica temporal, originalmente

presente en el potencial ac, se transfiera a los tuneleos entre los puntos cuánticos,

pesados por funciones Bessel de orden ν, donde ν es un entero. Como veremos más

adelante, el parámetro ν es importante ya que está asociado al número de fotones

absorbidos o emitidos durante el proceso.

Para derivar la ecuación maestra para los elementos de matriz de densidad, debemos

primero remover la dependencia temporal de la enerǵıa asociada a los puntos izquierdo
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y derecho. Esto se puede lograr realizando una transformación unitaria (similar a la

realizada en el trabajo de Sánchez y Platero (2007)) al hamiltoniano (ecuación (36)),

Ĥ = Ĥ0 + ĤL⇔R + Ĥac + Ĥosc, donde hemos definido

Ĥ0 = εl c
†
l cl + εr c

†
rcr + εc(x̂) c†ccc; (40)

ĤL⇔R = Tl(x̂)
[
c†ccl + c†l cc

]
+ Tr(x̂)

[
c†ccr + c†rcc

]
; (41)

Ĥac =
Vac
2

cos
ωac
2
t
(
c†l cl − c

†
rcr

)
; (42)

Ĥosc = hω d†d. (43)

La transformación unitaria está dada por

Û = exp

{
−i Vac
ωac

sin
(ωac

2
t
) (

c†l cl − c
†
rcr

)}
= e−iλĜ (44)

con λ = (Vac/ωac) sin(ωact/2), y Ĝ =
(
c†l cl − c†rcr

)
= Ĝ†. Podemos ahora escribir

Ĥ ′ = Û †
(
Ĥ − i ∂

∂t

)
Û = eiλĜ

(
Ĥ − i ∂

∂t

)
e−iλĜ (45)

= Ĥ ′0 + Ĥ ′L⇔R + Ĥ ′osc. (46)

Realizamos la transformación utilizando el lema de Baker-Hausdorff (Sakurai (1994)),

eiλĜ Â e−iλĜ = Â+ iλ
[
Ĝ, Â

]
+

1

2!
i2λ2

[
Ĝ,
[
Ĝ, Â

]]
+ ..., (47)

y las relaciones de anticonmutación

{
cl, c

†
m

}
= δlm; (48){

c†l , c
†
m

}
= 0; (49)

{cl, cm} = 0. (50)

Utilizando las identidades anteriores, uno puede fácilmente verificar que Ĥ0 = Ĥ ′0,

y Ĥosc = Ĥ ′osc, esto es, que estas contribuciones son invariantes bajo la transformación
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unitaria dada. Sin embargo, hay otras contribuciones que no son invariantes ante la

transformación unitaria. Una de estas contribuciones es la de Ĥac, y a partir de la

definición de Û podemos demostrar que Û †ĤacÛ = Û †[i∂/∂t]Û = Ĥ ′ac. Otro término

del hamiltoniano que no es invariante ante la transformación unitaria es el relacionado

con al tuneleo: ĤL⇔R. Para el término de tuneleo entre puntos, tenemos Ĥ ′L⇔R =

Û †ĤL⇔RÛ , donde

Ĥ ′L⇔R = Tl(x̂) eiλĜ
[
c†ccl + c†l cc

]
e−iλĜ + (51)

Tr(x̂) eiλĜ
[
c†ccr + c†rcc

]
e−iλĜ. (52)

Uno puede verificar, utilizando las identidades dadas anteriormente, que

eiλĜ c†ccl e
−iλĜ = c†ccl e

−iλ; (53)

eiλĜ c†l cc e
−iλĜ = c†l cc e

iλ; (54)

eiλĜ c†ccr e
−iλĜ = c†ccr e

iλ; (55)

eiλĜ c†rcc e
−iλĜ = c†rcc e

−iλ, (56)

lo que nos permite escribir

Ĥ ′L⇔R = Tl(x̂)
[
c†ccl e

−iλ + c†l cc e
iλ
]

+ (57)

Tr(x̂)
[
c†ccr e

iλ + c†rcc e
−iλ] . (58)

Ahora insertamos en la ecuación anterior el parámetro λ, y utilizamos la identidad

eix sin θ =
∞∑

ν=−∞

Jν(x) eiνθ; (59)

e−ix sin θ =
∞∑

ν=−∞

(−1)νJν(x) eiνθ, (60)

donde hemos utilizado la propiedad J−ν = (−1)νJν en la última identidad, donde ν es
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un entero. Obtenemos aśı

Ĥ ′L⇔R =
∞∑

ν=−∞

(−1)ν Jν (ξ) {

+Tl(x̂)
[
c†ccl e

iωacνt/2 + c†l cc e
−iωacνt/2

]
+Tr(x̂)

[
c†ccr e

−iωacνt/2 + c†rcc e
iωacνt/2

]}
, (61)

con la razón ξ = (Vac/ωac).

Podemos ver de la ecuación anterior que los términos de tuneleo se renormalizan de

la siguiente forma:

T̃l(x̂) ∼ Σν(−1)ν Jν(ξ)Tl(x̂) exp(±iωacνt/2); (62)

T̃r(x̂) ∼ Σν(−1)ν Jν(ξ)Tr(x̂) exp(±iωacνt/2). (63)

Para obtener las ecuaciones maestras para el caso con ac, debemos evaluar el con-

mutador dado por la ecuación (18), sustituyendo H → H ′ en la representación de la

transformación unitaria, i.e., utilizando H ′ con Ĥ ′L⇔R dada por la ecuación (61). Con-

sultar las ecuaciones maestras en el Apéndice B, y las modificaciones propuestas en la

Sección IV.1.

Los ecuaciones maestras obtenidas en las distintas secciones se utilizarán en el

Caṕıtulo VI para realizar un estudio de la corriente electrónica para el transbordador

de triple punto cuántico en presencia de campo ac.
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Caṕıtulo V

Teoŕıa de Floquet para transbordadores
cuánticos

Los arreglos de puntos cuánticos sometidos a campos ac han sido estudiados extensa-

mente en años recientes: experimentalmente (Kierig et al. (2008), Valle et al. (2007),

Lignier et al. (2007)) y teóricamente (Creffield y Platero (2002), Platero y Aguado

(2004), Barata y Wreszinski (2000), Barata y Cortez (2003), Frasca (2005)). Un efecto

f́ısico importante analizado en estos sistemas es el de la localización del electrón in-

ducida por un campo ac, donde, para valores especiales de los parámetros del campo

aplicado, correspondientes a ráıces de las funciones Bessel, el tuneleo es suprimido. Este

efecto, llamado Destrucción Coherente del Tuneleo, CDT por sus siglas en inglés, ha

sido analizado mediante la teoŕıa de Floquet y el correspondiente espectro de enerǵıas

(cuasienerǵıas).

A continuación mostraremos el uso de la Teoŕıa de Floquet y el estudio del CDT

aplicado por primera vez a un TDQS, lo cual constituye otra de las aportaciones impor-

tantes de nuestro trabajo de investigación. En la sección V.1 se presenta la teoŕıa general

de Floquet, y en la sección V.2 se plantea el método para calcular las cuasienerǵıas del

sistema. Finalmente en la sección V.3, se presenta la teoŕıa de Floquet para sistemas

simétricos. Se demuestra que debido a la simetŕıa espacial y temporal del sistema, exis-

te una invariancia ante una transformación generalizada de paridad y, de esta forma,

encontramos expresiones anaĺıticas que describen las propiedades de simetŕıa de los

coeficientes de Fourier de los estados de Floquet.
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V.1 Teoŕıa de Floquet

Si el sistema está descrito por un hamiltoniano periódico en el tiempo H = H0 +

H(t), donde H(t) = H(t + τ), entonces, de acuerdo al teorema de Floquet (Grifoni

y Hänggi (1998) y Holthaus (1992)), la solución de la ecuación de Schrödinger es de

la forma Ψ(x, t) = exp(−iεαt/~)Φα(x, t), donde Φα(x, t) es también periódica en el

tiempo: Φα(x, t) = Φα(x, t + τ). Aśı, después de sustituir, la ecuación de Schrödinger

se vuelve

(H − i~∂/∂t)Φα(x, t) = εαΦα(x, t), (64)

que puede ser considerada como una ecuación de eigenvalores que define al hamilto-

niano de Floquet H = (H − i~∂/∂t), con cuasienerǵıas de Floquet εα y eigenfunciones

Φα(x, t). Puede verse que si Φα0(x, t) es una eigenfunción de Floquet con cuasienerǵıa

εα0, entonces

Φαm(x, t) = Φα0(x, t) exp(iωacmt);m = 0,±1,±2, ..., (65)

son también soluciones, con cuasienerǵıas εαm = εα0 + m~ωac. Aqúı ωac = (2π/τ) es

la frecuencia del campo ac. Por lo tanto, al igual que en el caso del teorema de Bloch,

las cuasienerǵıas pueden ser mapeadas en la primera zona de Brillouin −~ωac/2 ≤

εα ≤ ~ωac/2. Si la perturbación se anula adiabáticamente, los estados de Floquet y las

cuasienerǵıas obedecen

Φαm(x, t) → φα(x) exp(iωacmt)

εαm → Eα + ~mωac, (66)

donde φα(x) y Eα = εα0 son eigenfunciones y eigenenerǵıas del hamiltoniano sin pertur-

bar H0. Esto es llamado la representación de cero fotones, mientras que las cuasienerǵıas
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εαm y las eigenfunciones correspondientes Φαm se refieren a la representación de m-

fotones. Aún más, es sabido que si el hamiltoniano es invariante bajo la llamada

Transformación Generalizada de Paridad, (Dittrich et al. (1998) y Kohler et al. (2005))

SGP : (x, t) → (−x, t + τ/2), entonces los estados de Floquet tienen una paridad bien

definida. Para un sistema de dos niveles, estas propiedades de simetŕıa son respons-

ables de los cruces de niveles (diferente paridad) y los anti-cruces (misma paridad) en

el espectro de cuasienerǵıas como función del campo ac (Grossmann et al. (1991)). El

caso general de cruces y anti-cruces de N cuasienerǵıas, dependientes en las simetŕıas

generalizadas de los estados de Floquet ha sido discutido por Longhi (2008). En par-

ticular, para el caso N = 3, se muestra que existe una condición para un cruce exacto

de las tres cuasienerǵıas.

V.2 Cálculo del espectro de cuasienerǵıas

Obtenemos el espectro de cuasienerǵıas del sistema mediante la diagonalización numérica

del hamiltoniano de Floquet H = [H − i~∂/∂t] (con H = H0 + Hosc + Htun + Hac),

representado en la base compuesta D
⊗
O
⊗
T de los puntos cuánticos (|l〉, |c〉, |r〉),

oscilador (i, j = 0, 1, 2, ...N) y las funciones periódicas de t con peŕıodo τ = (2π/ωac),

respectivamente i.e. usamos la base compuesta |q, j〉 ⊗ |n′〉 (estados de punto cuántico

q = l, c, r; estados de oscilador j = 0, 1, 2, ..., N ; base espacio T , n′ = 0,±1,±2..., Nt ).

Los elementos de matriz en esta representación compuesta están dados por

Hij,n′n
qs = 〈〈n′|Hij

qs|n〉〉 =
1

τ

∫ τ

0

dte−in
′ωactHij

qse
inωact, (67)

donde hemos utilizado la definición de producto interno en el espacio T , involucrando

un promedio en el tiempo. Si Nt es el número de niveles de fotones, entonces n, n′ =
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0,±1,±2,±3, ...,±Nt. Esto conduce a,

Hij,n′n
ll = (εl + j~ω + n~ωac)δn′nδij

+
Vac
4

(δn′,n+1 + δn′,n−1)δij;

Hij,n′n
cc = −∆xzp

εb
2x0

(
√
j + 1 δi,j+1 +

√
j δi,j−1)δn′n

+ (j~ω + n~ωac)δijδn′n;

Hij,n′n
rr = (εr + j~ω + n~ωac)δn′nδij

− Vac
4

(δn′,n+1 + δn′,n−1)δij;

Hij,n′n
lc = Hij,n′n

cl = T ijl (x̂)δn′n;

Hij,n′n
lr = Hij,n′n

rl = 0;

Hij,n′n
cr = Hij,n′n

rc = T ijr (x̂)δn′n. (68)

El espectro de cuasienerǵıas de Floquet del sistema se puede obtener diagonalizando

numéricamente la matriz cuyos elementos están dados arriba. Los eigenvectores de H

en la base compuesta D
⊗
O
⊗
T pueden escribirse como

|Φk(q; j, t)〉 =
∑
n,q,j

Ck
nqj e

−inωact|q; j〉, (69)

donde |q; j〉 ≡ |q〉
⊗
|j〉 es la base D

⊗
O. Aśı, los eigenestados de Floquet están dados

efectivamente por los coeficientes de Fourier Ck
nqj. Como veremos después, la paridad

de los estados de Floquet determina las propiedades de simetŕıa de estos coeficientes.

V.3 Teoŕıa de Floquet para sistemas simétricos

A continuación estudiaremos un TDQS simétrico, esto es, un TDQS en ausencia de

voltaje de compuerta, εb = 0. En esta situación, el hamiltoniano de Floquet, H, es

invariante bajo una transformación generalizada de paridad SGP : (x, t)→ (−x, t+τ/2).
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Por lo tanto, los estados de Floquet se pueden clasificar de acuerdo a la paridad. De la

ecuación (69), podemos escribir los coeficientes de Fourier, Ck
n,q,j, como

Ck
n,q,j =

1

τ

∫ τ

0

〈q; j|Φk〉einωactdt, (70)

y, después de realizar la transformación SGP , se puede demostrar que los coeficientes

anteriores obedecen las siguientes relaciones (Villavicencio et al. (2011)),

Ck
n,q,j = ±(−1)n(−1)j Ck

n,−q,j, (71)

donde el signo superior (inferior) corresponde a los estados pares (impares), k representa

al k-ésimo estado de Floquet y los ı́ndices n, q y j están asociados a la base temporal, de

punto cuántico y de oscilador, respectivamente. En nuestra notación el ı́ndice −q en la

parte derecha de la ecuación anterior indica una inversión de sitio espacial de los puntos

cuánticos, i.e., l ↔ r. Más adelante mostraremos que el fenómeno de CDT puede ser

explicado analizando el espectro de cuasienerǵıas y la paridad de los coeficientes de

Fourier de los estados de Floquet correspondientes.
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Caṕıtulo VI

Resultados y discusiones

Recordemos que el transbordador de triple punto cuántico (TDQS) consiste en tres

puntos cuánticos conectados en serie, con la peculiaridad de que el punto central puede

oscilar entre los puntos de los extremos, mientras que estos últimos se encuentran unidos

ŕıgidamente a los contactos. La oscilación mecánica del punto central le confiere al sis-

tema nuevas propiedades eléctricas, convirtiéndolo en un sistema nanoelectromecánico,

esto es, en un sistema en donde los grados de libertad mecánicos y electrónicos se

encuentran estrechamente relacionados. Cada uno de los puntos cuánticos está carac-

terizado por un nivel fijo de enerǵıa, εl, εc y εr, para los puntos a la izquierda, centro

y derecha, respectivamente. La dinámica del transporte electrónico en este tipo de sis-

tema puede ser analizada utilizando el formalismo de la Matriz de Densidad Reducida,

el cual permite incluir los acoplamientos del sistema a los contactos, aśı como los efectos

del oscilador y su entorno.

En este caṕıtulo aplicaremos las herramientas desarrolladas en los caṕıtulos ante-

riores para estudiar las caracteŕısticas de la corriente electrónica, I, con y sin un campo

ac aplicado, además de los espectros de enerǵıas del hamiltoniano y cuasienerǵıas en

el TDQS. En la sección VI.1 estudiaremos las propiedades de transporte electrónico en

un TDQS que no está sometido a un campo ac. Analizaremos las propiedades de la

corriente electrónica y haremos un análisis de las cuasienerǵıas del sistema. En la sección

VI.2 analizamos ahora las propiedades de la corriente para un TDQS que se encuentra

bajo la influencia de un campo ac, en donde podremos observar nuevos efectos en las
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curvas de corriente del sistema. Estudiaremos el fenómeno conocido como destrucción

coherente del tuneleo (CDT por sus siglas en inglés) y estableceremos cuándo es que

éste se presenta. Por último en la sección VI.3, aplicaremos la teoŕıa de Floquet para

un TDQS asimétrico y uno simétrico para estudiar sus espectros de cuasienerǵıas y

analizar en detalle el fenómeno de CDT.

VI.1 Transporte electrónico en un transbordador

de triple punto cuántico (sin campo ac)

Desde el punto de vista computacional, el estudio de la corriente electrónica involucra la

integración numérica de las Ecuaciones Maestras obtenidas en el caṕıtulo III (consultar

el Apéndice B) y efectuando un promedio sobre las poblaciones medidas en el punto

cuántico localizado a la derecha del sistema, i.e., I = eΓ
∑

i [ρ
ii
rr]prom una vez que se

ha logrado el estado estacionario. En otras palabras, la corriente se determina después

de que las soluciones de la Ecuaciones Maestras han evolucionado en el tiempo a tal

grado que sus variaciones son despreciables1. Esta expresión para la corriente es un

caso especial, válido en el ĺımite de bajas temperaturas y suponiendo acoplamiento

constante a los contactos, de la expresión más general (Meir y Wingreen (1992)) para

la corriente a través de un punto cuántico acoplado a contactos:

I =
e

h

∑
σ

∫
dε[fL(ε)− fR(ε)]Γσσ(ε)

[
− 1

π
ImGr

σσ(ε)

]
, (72)

1El cálculo numérico de la corriente I se simplifica notablemente si consideramos la situación esta-

cionaria ˙ρij = 0, lo que permite reducir el problema original de un sistema de ecuaciones diferenciales

lineales acopladas, a un sistema de ecuaciones simples.
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donde (−1/π)ImGr
σσ(ε) es la densidad local de estados de electrones con esṕın σ, siendo

fL y fR las funciones de ocupación de Fermi-Dirac para ambos contactos (L y R). El

término Γσσ(ε) representa el acoplamiento (rapidez de tunelaje) a los contactos y está

dado por la Regla de Oro de Fermi :

Γσσ(ε) = 2π
∑
k

|Vkσ|2δ(ε− εkσ), (73)

donde los Vkσ son elementos de matriz que miden el traslape entre estados del punto

cuántico y estados de los contactos.

A diferencia de lo que ocurre en un arreglo estático de puntos cuánticos, en donde las

caracteŕısticas de la corriente son bien conocidas (Renzoni y Brandes (2001), Wegewijs

y Nazarov (1999), Pals y MacKinnon (1996a), Pals y MacKinnon (1996b) y Stafford

et al. (1998)), se espera que la presencia de un elemento oscilador introduzca nuevos

efectos en esta cantidad f́ısica. Como veremos en la presente sección, al estudiar el

transporte electrónico en el TDQS, se encuentran nuevos canales de transmisión de la

corriente debidos al oscilador cuántico: cada nivel de enerǵıa de cada uno de los puntos

cuánticos se divide en subniveles gracias al efecto del oscilador armónico. Los resultados

de nuestro estudio se presentan en tres subsecciones. En la subsección VI.1.1 nos

dedicamos a la tarea de explorar las propiedades o caracteŕısticas más importantes de

la corriente electrónica en el TDQS. En la subsección VI.1.2 estudiamos las propiedades

de la corriente con base al espectro de enerǵıas del sistema. Por último, en la subsección

VI.1.3, se presenta un estudio sistemático del efecto del acoplamiento del sistema con

los contactos y el entorno.
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VI.1.1 La corriente electrónica

A continuación exploraremos las propiedades de la corriente electrónica, I, para un

TDQS en lo que se conoce como el régimen de acoplamiento débil, i.e., para valo-

res grandes de α = 1/λ, donde λ es el longitud de tuneleo. Esto es, consideramos

una situación en donde los puntos cuánticos están débilmente acoplados entre ellos, y

débilmente acoplados a los contactos. Para ello consideramos los siguientes parámetros

del sistema: amplitud de tuneleo V0 = 0.5, acoplamiento con los contactos Γ = 0.05,

amortiguamiento γd = .025, frecuencias del oscilador ω = 1, x0 = 5.0, y α = 0.2.

Antes de continuar es preciso aclarar que todos nuestros cálculos fueron realizados con

unidades de ~ = 2m = e = ω = 1. Con la elección de estas unidades, los parámetros

con unidades de enerǵıa (como V0) están dadas como múltiplos de ~ω, los parámetros

relacionados con unidades de longitud (como λ y x0) están expresadas como múltiplos

de ∆xzp, y finalmente γd y Γ estarán dadas en múltiplos de ω.

En la figura 8 se presenta la variación de la corriente I como función del voltaje

de compuerta εb = εl − εr (ĺınea negra sólida). Se puede apreciar que la corriente

electrónica exhibe una serie de resonancias bien definidas que aparecen en las posiciones

εb ' 0, 0.84, 1.93, 2.87, las cuales corresponden a valores cercanos a las resonancias

inducidas por el oscilador (εb ' 0, 1, 2, 3) que describe el movimiento del punto cuántico

central. En el régimen de acoplamiento débil es de esperarse que los niveles de enerǵıa

de los puntos cuánticos individuales exhiban un espectro caracterizado por una escalera

de niveles espaciados una cantidad ~ω, que corresponde a los niveles de un oscilador

armónico. Es importante señalar que en nuestro modelo hemos redefinido los niveles de

enerǵıa del oscilador de tal forma que éste exhiba una escalera espaciada en múltiplos de

~ω, i.e., las enerǵıas reescaladas del oscilador serán E ′n = En −E0 = n~ω, donde En =
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(n+ 1
2
)~ω y E0 = ~ω/2. De lo anterior vemos que los niveles de enerǵıa asociados a las

resonancias mecánicas del sistema corresponden a valores de enerǵıa 0, ~ω, 2~ω, 3~ω, ...,

valores que coinciden aproximadamente con las resonancias observadas en la corriente

de la figura 8.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.000

0.005

0.010

0.015

 

 

I

Figura 8. Resonancias de la corriente electrónica I en un TDQS en el régimen de
acoplamiento débil. Las resonancias se manifiestan en las curvas de I como función del
voltaje de compuerta εb (ĺınea negra sólida) para los valores t́ıpicos de los parámetros {V0;
γd; x0; Γ; α}={0.5; 0.025; 5.0; 0.05; 0.2} considerando N = 10 estados de oscilador y una
frecuencia ω = 1. En la figura se incluye también el caso estático (ĺınea roja a trazos), i.e.,
el caso en donde el punto cuántico central no oscila (ω = 0). Los resultados coinciden con
los presentados en el trabajo de Armour y MacKinnon (2002).

Podemos entender el origen de las resonancias mecánicas a partir del compor-

tamiento del espectro de enerǵıas del sistema y de sus eigenestados, tanto en forma

cualitativa como en forma cuantitativa. En el régimen que estamos explorando sabemos

que la longitud de tuneleo λ de los electrones es pequeña, lo que origina un acoplamiento

débil entre los tres puntos cuánticos. En este caso el tuneleo será posible solo median-

te un proceso secuencial en donde un electrón puede saltar desde el punto cuántico
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Figura 9. Esquema de los niveles de enerǵıa en un TDQS para distintos valores del voltaje
de compuerta (a) εb = 0, (b) εb = 1.0 y (c) εb = 2.0. En los diagramas hemos definido los
estados de los puntos cuánticos (ĺınea negra sólida), los estados de oscilador (ĺınea negra a
trazos) y los “estados virtuales” (ĺınea roja a trazos y puntos). Cada punto cuántico tiene
asociado un espectro de enerǵıa caracterizado por una escalera de niveles separados en una
cantidad ~ω = 1.
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izquierdo hacia al punto cuántico central (oscilante), el cuál lo transbordará hacia el

punto cuántico de la derecha mediante la oscilación mecánica. Este proceso puede ilus-

trarse cualitativamente mediante un análisis de los diagramas de enerǵıa de los puntos

cuánticos individuales en presencia de los niveles del oscilador armónico. En la figura

9 analizaremos distintas situaciones f́ısicas en donde se vaŕıa el valor del voltaje de

compuerta. También hemos introducido en la misma figura algunas representaciones

esquemáticas para los niveles de enerǵıa de los puntos cuánticos (ĺınea negra sólida),

del oscilador (ĺınea negra a trazos) y lo que hemos llamado estados virtuales (ĺınea roja

a trazos y puntos).

En el diagrama de la figura 9 (a) analizamos la situación f́ısica en donde el voltaje

de compuerta εb = 0. Cuando el voltaje es cero tenemos una alineación de todos los

niveles asociados a los puntos cuánticos, lo cual conduce a una transmisión resonante

de los electrones, i.e., los electrones encuentran disponible una banda de enerǵıa a

través de la cual pueden transmitirse efectivamente en el sistema. Es por esta razón

que la corriente I (ĺınea negra sólida), mostrada en la figura 8, exhibe un máximo en

εb = 0. Es importante destacar que este fenómeno de transmisión resonante también es

responsable de que la corriente electrónica en el caso estático (el punto cuántico central

no oscila) mostrado en la figura 8 exhiba un máximo alrededor de este valor εb = 0. Una

vez que el valor de εb se incrementa, la corriente decae rápidamente hasta llegar a cero.

El comportamiento anterior es una consecuencia de que en el sistema de un triple punto

cuántico estático solo se ha considerado un nivel de enerǵıa asociado a cada punto, por

lo que al incrementar el voltaje no existen nuevos canales de transmisión disponibles.

En la figura 8 notamos que al incrementarse el voltaje εb, la corriente I asociada al

TDQS disminuye monotónicamente a un ritmo similar a la corriente correspondiente

al caso estático (ĺınea roja a trazos). Sin embargo, la corriente asociada al TDQS en
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lugar de decrecer rápidamente a cero, vuelve a crecer para formar una resonancia bien

definida en εb ' 0.84, valor muy cercano al de la segunda resonancia mecánica del

oscilador E ′ = 1(~ω). Lo anterior puede explicarse con ayuda de la figura 9 (b), en

donde para el valor de εb = 1 tenemos una alineación del nivel de enerǵıa del punto

cuántico izquierdo (L) con un nivel de enerǵıa del oscilador del punto cuántico situado

a la derecha (R).

Es importante señalar que aún cuando el espectro del punto cuántico central (C) no

cuenta (en este caso particular) con niveles que se encuentren alineados con los puntos

R y L, podemos introducir lo que hemos denominado un “nivel virtual” inducido por

las oscilaciones del punto cuántico central y a través del cual es transferido el electrón.

Este mecanismo será observado en el caso en que el valor del voltaje de compuerta

εb = p~ω, (p = 1, 3, 5, 7, ...), aśı que el origen del pico de corriente del TDQS observado

en εb ' 2.87 tiene una explicación similar, i.e., ocurre una alineación de los niveles

electrónicos de los puntos cuánticos L y R.

Finalmente, con el esquema de la figura 9 (c) explicaremos el origen de la resonancia

en εb ' 1.93 observada en la figura 8. Notamos que para el valor de compuerta εb = 1

existe una alineación exacta entre los niveles de los tres puntos L, C y R. De esta

forma, los picos de corriente que aparecen en valores de múltiplos pares de ~ω, i.e.,

εb = p′~ω, (p′ = 0, 2, 4, 6, ...), pueden explicarse mediante la alineación exacta de estos

niveles energéticos.

En la figura 10 se analiza el efecto sobre la corriente electrónica en un TDQS al variar

el parámetro α. Para esto elegimos un sistema de TDQS con los mismos parámetros

considerados en la figura 8, pero con un valor mayor de α = 0.4. El parámetro α

está relacionado con el inverso de la longitud de penetración λ asociada a los tuneleos

del punto cuántico central hacia los puntos cuánticos laterales. Hemos considerado
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Figura 10. Corriente electrónica I como función del voltaje εb para un sistema con los
mismos parámetros que los utilizados en la figura 8, pero con un valor mayor de α = 0.4,
y N = 9 estados de oscilador. Lo anterior conduce a un acoplamiento más débil entre los
puntos cuánticos izquierdo y derecho con el central. De nuevo podemos apreciar que las
resonancias en la curva de I versus εb aparecen aproximadamente en los múltiplos pares e
impares de la enerǵıa ~ω = 1. Observamos que el efecto de incrementar el parámetro α es
el de reducir la intensidad de las resonancias impares en εb ' 1.0 y εb ' 3.0.

que dicho tuneleo depende exponencialmente de este parámetro, i.e., T̂l,r ∼ V0 e
−αx0 ,

por lo que al aumentar el parámetro α, los tuneleos entre el punto cuántico central

con los puntos a la izquierda y a la derecha disminuyen notablemente. El efecto de la

variación de α se manifiesta en una reducción de los picos de corriente asociados a las

resonancias impares εb ' 1 y εb ' 3 debido a que en estas situaciones, como se puede

inferir también a partir de la figura 9 (b), la corriente depende fuertemente del proceso

de transborde a través del punto central, el cual ha sido notablemente disminuido al

reducir los parámetros de tuneleo T̂l y T̂r. Dicho de otra manera, los electrones que se

encuentran en el punto cuántico izquierdo (derecho) tienen una probabilidad de tuneleo

muy baja cuando el punto central se encuentra en su vecindad, similar a lo que ocurre

cuando un electrón tunelea a través de una barrera de potencial opaca.
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Figura 11. Curvas de nivel de la corriente electrónica I como función del voltaje εb para
un sistema con los mismos parámetros que los utilizados en la figura 10 y para distintos
valores de α. Notamos que para algún valor fijo de α las resonancias localizadas en valores
impares de εb = 1.0, 3.0, son de menor intensidad que aquellas que ocurren en valores pares,
εb = 0, 2.0. Notamos que al incrementar el valor de α, las intensidad de las resonancias
asociados a los valores impares de εb disminuyen más rápidamente que aquellas asociadas a
los valores pares.

El comportamiento de la intensidad de las resonancias ante variaciones del parámetro

α se puede apreciar en la figura 11. En este caso se presenta una gráfica de curvas de

nivel de la intensidad de corriente I versus εb para distintos valores de α, utilizando

los mismos parámetros que en la figura 10. Observamos que para el caso de α = 0.4 la

intensidad de las resonancias es consistente con los discutido en la figura 10. De hecho,

si en la figura 11 nos movemos a lo largo de una ĺınea en la dirección creciente del eje

α, alrededor de los valores εb ' 0 y εb ' 2, observamos que existe una disminución de

la intensidad de la corriente, y los picos todav́ıa son apreciables para valores de α = 1.

En contraste, los valores de la corriente en la vecindad de εb ' 1 y εb ' 3 disminuyen

en intensidad rápidamente, y desaparecen prácticamente para valores de α & 0.5. Esto
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es, vemos que las resonancias asociadas a los valores pares de εb son en general más

intensas que las correspondientes a los valores impares de εb. También puede obser-

varse en general que, conforme el valor de α se incrementa, la posición del máximo

de las resonancias presenta un corrimiento hacia los valores de los niveles de enerǵıa

que correspondeŕıan a los puntos cuánticos aislados con un espectro de niveles espaci-

ados ~ω. En otras palabras, los valores de los máximos de las resonancias aparecen en

εb = 0, ~ω, 2~ω, 3~ω, ... para valores muy grandes de α.

VI.1.2 Eigenvalores y eigenestados

Para los sistemas en donde el acoplamiento con los contactos externos (Γ) y el en-

torno (γd) son mucho menores que los acoplamientos entre los puntos cuánticos, i.e.,

Γ, γd � V0e
−αx0 , es de esperarse que las caracteŕısticas de la corriente sean gobernadas

por los eigenestados del sistema aislado. Bajo estas condiciones, podemos considerar

que los estados asociados al transbordador cuántico están extendidos sobre todo el sis-

tema formando canales de transmisión independientes y que no están necesariamente

localizados en alguno de los puntos cuánticos que lo conforman. Como lo veremos un

poco más adelante, la transmisión de electrones se ve favorecida por aquellos estados

electrónicos (eigenestados) en donde la probabilidad de encontrar a los electrones en

los puntos cuánticos de la derecha y la izquierda sea grande. Las propiedades de estos

eigenestados pueden ser entendidas mediante el análisis del espectro de eigenvalores. A

continuación estudiaremos el espectro de enerǵıas de un transbordador cuántico como

función del voltaje de compuerta εb. Obtenemos las eigenenerǵıas y eigenestados del

trasbordador de triple punto cuántico diagonalizando numéricamente el hamiltoniano

del TDQS, Ĥ ≡ HTDQS, dado por la ecuación (1), representado en la base compuesta,
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D
⊗
O, de los puntos cuánticos (|l〉, |c〉, |r〉) y del oscilador (i, j = 0, 1, 2, ...N), respecti-

vamente. Los elementos de matriz Ĥ ij
qs = 〈i|Ĥqs|j〉 (q, s = l, c, r) en esta representación

están dados por la ecuación (99) del Apéndice C.

Para entender los efectos del acoplamiento entre los puntos cuánticos del sistema,

gobernado por Tl,r ∼ V0e
−αx0 , consideramos primero el caso de puntos cuánticos to-

talmente desacoplados, esto es, con V0 = 0. En la figura 12 observamos el espectro

de enerǵıas para el sistema con parámetros: V0 = 0, x0 = 5, Γ = 0.05, y α = 0.4.

Observamos que para εb = 0, el espectro es triplemente degenerado y con un espa-

ciamiento de ∆E ∼ ~ω = 1. Al incrementarse el valor de εb, se puede observar una

separación entre los niveles de enerǵıa, la cual evoluciona en forma lineal con el voltaje

de compuerta. En este caso es posible identificar los estados de los puntos cuánticos

individuales. Los niveles asociados al punto cuántico izquierdo crecen linealmente como

función de εb, mientras que los niveles correspondientes al punto cuántico derecho de-

crecen con respecto al voltaje. Los niveles asociados al punto cuántico central exhiben

un comportamiento prácticamente constante, manifestándose como ĺıneas paralelas al

eje εb, con valores E = 0, ~ω, 2~ω, .... Observamos también el cruce entre los niveles

de enerǵıas asociados a los puntos cuánticos izquierdo y derecho, los cuales ocurren

en valores de múltiplos de ~ω, εb ' n~ω, donde n es un entero positivo definido i.e.

n = 0, 1, 2, .... Para el caso particular de εb ' 2~ω, el cruce casi coincide con el nivel de

enerǵıa del punto central.

Para valores de V0 6= 0 los puntos cuánticos ya no están completamente desacoplados,

y la dinámica de los eigenvalores como función de εb es más compleja. En la figura 13

(a) observamos el espectro de enerǵıas para el sistema discutido en la figura 10, el cual

corresponde a un valor de V0 = 0.5 (Tl,r ∼ 0.07). El primer efecto que observamos

en el espectro de eigenvalores debido al acoplamiento de los puntos cuánticos es el
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Figura 12. Eigenenerǵıas, E, para un TDQS con puntos cuánticos desacoplados como
función de εb para los valores de los parámetros {V0; x0; Γ; α}={0; 5.0; 0.05; 0.4},
considerando N = 9 estados de oscilador y frecuencia ω = 1.

levantamiento de la triple degeneración de los estados para εb ' 0. Otro de los efectos

que se observa en la figura 13 (a) es que, a diferencia de lo que ocurre en la dinámica

para V0 = 0, en donde los niveles de enerǵıa se cruzan, en el caso con V0 6= 0 los niveles

de enerǵıa se repelen, esto es, exhiben anti-cruces. Cuando nos alejamos de las zonas

donde ocurre este fenómeno, los niveles de enerǵıa se comportan en forma similar al de

los puntos cuánticos desacoplados discutido ĺıneas arriba. La repulsión de niveles no

solo depende fuertemente del parámetro V0, sino también de los estados asociados al

oscilador, los cuales son responsables de un acoplamiento más intenso entre los puntos

cuánticos. Es preciso distinguir los dos tipos de anti-cruces que aparecen en la figura

13 (a), pues estos poseen distintas interpretaciones f́ısicas: (i) los anti-cruces impares

(indicados con un ćırculo rojo), los cuales aparecen en εb ' n~ω (n = 0, 2, 4, ...) y
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(ii) los anti-cruces pares (indicados por un cuadro rojo), los cuales aparecen en εb '

p~ω (p = 1, 3, 5, ...). En los anti-cruces impares, los niveles de enerǵıa de los puntos

cuánticos izquierdo y derecho se mezclan, mientras que en los anti-cruces pares, los

niveles asociados con el punto cuántico central se mezclan primero con los niveles del

punto cuántico izquierdo, y luego lo hacen con el derecho, en un pequeño intervalo de

εb (zona indicada por el cuadro rojo). En general los anti-cruces para los casos pares e

impares conducirán a una fuerte mezcla entre los diversos estados del oscilador, ya sean

aquellos asociados al punto cuántico derecho e izquierdo, o a la combinación de estos

dos con el punto cuántico central. La mezcla de estos niveles de enerǵıa implica que los

electrones se encontrarán fuertemente deslocalizados (o no localizados) en la vecindad

de los anti-cruces, lo cual favorece un incremento de la corriente electrónica a través

del dispositivo.
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Figura 13. (a) Eigenenerǵıas, E, para un TDQS como función de εb para los valores de
los parámetros {V0; x0; Γ; α}={0.5; 5.0; 0.05; 0.4}, considerando N = 9 estados de
oscilador y frecuencia ω = 1. Con ćırculos y rectángulos rojos hemos indicado algunos de
los anti-cruces impares y pares, respectivamente.
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VI.1.3 El efecto del acoplamiento con los contactos y el en-

torno

A continuación estudiaremos los efectos sobre la corriente electrónica debidos al acopla-

miento del punto cuántico con los contactos y con el entorno. Como lo mencionamos

al principio de este caṕıtulo, el sistema consiste de tres puntos cuánticos acoplados

a contactos situados a la derecha y la izquierda del sistema, con una intensidad de

acoplamiento constante dada por el parámetro Γ. El sistema también está acoplado a un

entorno disipativo, en donde el parámetro γd nos provee de una medida de la intensidad

de dicho acoplamiento, también conocido como parámetro de amortiguamiento.

En la figura 14 analizamos el efecto del parámetro Γ en la corriente electrónica del

TDQS para un sistema con los parámetros utilizados en el trabajo de Donarini (2004).

Para un valor del acoplamiento Γ = 0.05 (ĺınea roja a puntos), podemos observar que se

forma el patrón familiar de resonancias mecánicas analizado en la secciones anteriores,

con un valor pequeño de la intensidad. Si incrementamos el acoplamiento con los

contactos a un valor de Γ = 0.1 (linea azul a trazos), notamos que existe un incremento

en la intensidad de la corriente I, debido a que estamos incrementando el flujo de

electrones que ingresa al sistema. En este caso particular, el parámetro Γ es del orden

del tuneleo entre el punto central y los puntos izquierdo y derecho Tl,r ∼ V0e
−αx0 ' 0.12.

Este mismo comportamiento se observa para el caso con Γ = 0.2 (linea negra sólida),

en donde la corriente ha alcanzado un máximo relativo de intensidad con respecto a

los casos con acoplamientos de menor intensidad. Es importante señalar que nuestros

resultados coinciden con los obtenidos en el trabajo de Donarini (2004), quien utiliza

un enfoque numérico basado en el método de Arnoldi (consultar los trabajos de Eirola

y Nevanlinna (2003) y Golub y Loan (1996)) para obtener la solución estacionaria de
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las ecuaciones maestras. Cabe mencionar que dicho enfoque conduce a dificultades de

cálculo computacional, o como lo afirma Donarini, el problema se convierte en “un reto

numérico”.
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Figura 14. Corriente electrónica I en un TDQS como función del voltaje de compuerta εb
para distintos valores del acoplamiento con los contactos, Γ. Se consideran los parámetros
del sistema {V0; γd; x0; α}={0.5; 0.0757; 7.071; 0.2}, con Γ = 0.2 (ĺınea negra sólida),
Γ = 0.1 (ĺınea azul a trazos) y Γ = 0.05 (ĺınea roja a puntos). En el presente cálculo hemos
considerado N = 16 estados de oscilador y una frecuencia ω = 1. Nuestros resultados
concuerdan con los presentados en el trabajo de Donarini (2004).

A continuación analizaremos el efecto sobre la corriente I del acoplamiento con el

entorno, el cuál está caracterizado por el parámetro de amortiguamiento, γd. Primero

discutiremos por qué es importante que nuestro TDQS esté inmerso en un entorno que

puede absorber la enerǵıa del oscilador que caracteriza al transbordador. Cuando los

electrones son transferidos del contacto hacia el punto cuántico central (elemento trans-

bordador), este último experimenta una fuerza electrostática que excita al oscilador;

dicho de otra manera, en los modelos de transbordar cuántico el oscilador es sometido
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a una interacción de naturaleza electrostática. Si el oscilador gana continuamente ener-

ǵıa con este tipo de interacción electrostática, puede ocurrir que no logre alcanzar un

estado estacionario. Es por esta razón que el entorno en el cual está embebido el TDQS

es un baño de fonones, cuya finalidad es absorber la enerǵıa continuamente inyectada

al oscilador por el flujo de electrones que entra al sistema. En la figura 15 vemos el

efecto sobre la corriente electrónica I al variar el parámetro γd en un sistema de trans-

bordador de triple punto cuántico con parámetros V0 = 0.5, Γ = 0.05, x0 = 5.0, y

α = 0.2. En este caso notamos que las variaciones del parámetro γd, afectan de manera

“selectiva” la intensidad de los picos de corriente, y depende fuertemente en qué valor

de εb analicemos la corriente. Mientras la primera y la segunda resonancia no se ven

afectadas ante incrementos de γd, ocurre una incremento de la intensidad en el tercer

pico (εb ' 2.0), aśı como una reducción en el cuarto (εb ' 3.0).
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Figura 15. Corriente electrónica I en un TDQS como función del voltaje de compuerta εb
para distintos valores del acoplamiento con los contactos, γd. Se consideran los parámetros
del sistema {V0; Γ; x0; α}={0.5; 0.05; 5.0; 0.2}, con γd = 0.005 (ĺınea negra sólida),
γd = 0.025 (ĺınea azul a trazos) y γd = 0.05 (ĺınea roja a puntos). En el presente cálculo
hemos considerado N = 10 estados de oscilador y una frecuencia ω = 1. Nuestros resultados
concuerdan con los presentados en el trabajo de Armour y MacKinnon (2002).
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VI.2 Transbordador cuántico en presencia de un

campo eléctrico oscilante

En esta sección se presenta una de las principales aportaciones de este trabajo de tesis:

el estudio de las propiedades de la corriente electrónica en un TDQS en presencia de un

campo eléctrico ac, con base en una descripción completamente cuántica del grado de

libertad mecánico. El problema consiste en aplicar un voltaje ac cosenoidal dependiente

del tiempo, V (t) = Vac cosωact, de intensidad Vac y frecuencia ωac, entre el primer y el

tercer punto cuántico, como se ilustra en la figura 7. Utilizando el enfoque de la matriz

de densidad reducida presentado en el caṕıtulo IV, se demuestra cómo las resonancias

en la corriente electrónica en el TDQS son producidas mediante combinaciones de ban-

das fonónicas y fotónicas. En otras palabras, este voltaje dependiente del tiempo es

responsable de que los niveles de oscilador ya existentes en un sistema TDQS se sub-

dividan aún más, agregando aśı más canales de conducción. Estos nuevos canales de

conducción se manifiestan en resonancias adicionales en las curvas de la corriente Iac

como función del voltaje de compuerta εb, y se encuentran además unas relaciones de

suma que explican dichas estructuras. Los nuevos efectos observados en la corriente

dependen de la razón entre la frecuencia del campo ac y de la frecuencia natural del sis-

tema, ω. De este modo, mediante la sintonización de la frecuencia ac podemos obtener

información acerca de la frecuencia vibracional del oscilador.

Desde el punto de vista computacional, el estudio de las propiedades de la corrien-

te en un TDQS bajo los efectos de un voltaje oscilante le agrega un grado más de

complejidad a la solución numérica del problema. Esto se debe a que ahora, al tener

una componente dependiente del tiempo, es necesario resolver las Ecuaciones Maestras

dependientes del tiempo, y calcular el promedio de la corriente electrónica resultante



57

medida en el punto cuántico derecho, esto es, Iac = eΓΣi[ρ
ii
rr]av.

Los resultados de nuestro estudio se presentan en dos subsecciones. En la subsección

VI.2.1 exploramos las propiedades o caracteŕısticas más importantes de la corriente

electrónica en el TDQS. En la subsección VI.2.2 estudiamos el fenómeno de destrucción

coherente del tuneleo (CDT, por sus siglas en inglés).

VI.2.1 La corriente electrónica en presencia de un voltaje ac

En esta subsección exploraremos las caracteŕısticas principales de la corriente Iac para

el TDQS sometido a un voltaje ac. Hemos considerado un acoplamiento débil entre

los tres puntos cuánticos, el cual es un régimen caracterizado por valores grandes de α.

Comenzamos nuestro análisis explorando Iac como función del voltaje de compuerta, εb,

para diferentes valores de los parámetros ac; todos los cálculos se realizan en unidades

de ~ = 2m = ω = e = 1.

En la figura 16 se presentan los efectos del voltaje ac en un TDQS con parámetros

del sistema V0 = 0.5, Γ = 0.05, γd = 0.025, x0 = 5.0, α = 0.4, donde se incluyen

N = 9 estados de oscilador. Los parámetros del voltaje ac son Vac = 0.5 y ωac =

0.5. En la corriente Iac como función del voltaje de compuerta εb (ĺınea negra sólida),

es posible distinguir el patrón caracteŕıstico de resonancias mecánicas, similares a las

exhibidas por un sistema de TDQS sin ac (ĺınea roja a trazos). Sin embargo, notamos

la aparición de nuevas resonancias en los múltiplos de la frecuencia del voltaje ac, ωac.

Estas resonancias están asociadas con los nuevos canales de conducción inducidos por

el voltaje ac.

En la figura 16 hemos considerado un caso en donde la frecuencia natural del sistema

ω = 1 es un múltiplo entero de la frecuencia ωac, i.e., ω = 2ωac. Como lo descubriremos
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Figura 16. Resonancias de la corriente electrónica Iac en un TDQS como función del
voltaje de compuerta εb en presencia de un voltaje oscilante, en el régimen de acoplamiento
débil. Los parámetros del sistema son: {V0; γd; x0; Γ; α}={0.5; 0.025; 5.0; 0.05; 0.4},
considerando N = 9 estados de oscilador y una frecuencia ω = 1. Los parámetros ac están
dados por: Vac = 0.5 y ωac = 0.5. Observamos que además de las resonancias que aparecen
en el t́ıpico TDQS sin ac (ĺınea roja a trazos), el voltaje ac produce la aparición de nuevas
resonancias (canales de conducción) en la corriente electrónica Iac (ĺınea negra sólida), los
cuales ocurren aproximadamente en valores de εb que son múltiplos enteros de la frecuencia
ωac = 0.5.

más adelante, la elección de la proporción entre las frecuencias caracteŕısticas resulta

adecuada, pues nos permitirá realizar un análisis cualitativo de las resonancias uti-

lizando diagramas de enerǵıa de los puntos cuánticos individuales en presencia de los

niveles del oscilador armónico y los inducidos por el voltaje ac. En efecto, el voltaje

dependiente del tiempo origina una subdivisión de los niveles del oscilador ya existentes,

agregando aśı más canales de conducción. De esta forma podemos imaginar que en cada

punto cuántico individual existen dos escaleras de niveles de enerǵıa superpuestos: la

del oscilador, con niveles separados en ~ω, y la inducida por el voltaje ac, con niveles

separados en ~ωac. Al imponer la condición ω = pωac, donde p es un número entero,
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estamos garantizando que entre cada nivel de oscilador exista un número entero de

estados inducidos por el voltaje ac, a los que llamaremos simplemente estados ac.

En los estudios de la corriente que realizaremos a continuación nos enfocaremos en

transbordadores cuánticos en donde se cumple la condición mencionada. En la figura

17 (a) graficamos la corriente Iac promediada en el tiempo (ĺınea azul sólida) para

un valor particular de la razón de los parámetros ac, ξ = (Vac/2ωac) = 3.0, donde

ω = pωac (p entero). En este caso se incluyeron N = 6 estados de oscilador. Con

respecto a esta elección particular del número de estados de oscilador es preciso aclarar

que para el rango de valores del voltaje de compuerta εb considerados en nuestros

cálculos, hemos verificado numéricamente que el incluir más estados de oscilador no

cambia significativamente las caracteŕısticas de la corriente para parámetros t́ıpicos del

sistema.

En la figura 17 podemos apreciar una estructura mucho más rica para la corriente

que en el caso sin ac (ĺınea roja a trazos). Encontramos una serie de picos o máximos

que aparecen en valores espećıficos de εb, los cuales son múltiplos enteros de ωac y que

obedecen las siguientes reglas de suma:

εb + ν~ωac = n~ω, (74)

(εb/2) + ν~ωac = n~ω. (75)

Aqúı n corresponde al nivel vibracional en el que termina el electrón transmitido en

el punto cuántico derecho y ν al número de fotones emitidos o absorbidos necesarios

para alcanzar ese nivel vibracional. Los picos que satisfacen la regla de suma de la

ecuación (74) están localizados en un valor de εb igual a un múltiplo impar de ωac y son
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Figura 17. (a) Iac (en unidades de Γ) versus εb (ĺınea azul sólida) para los parámetros ac
ωac = 0.2, y Vac = 1.2, y valores t́ıpicos de los parámetros {V0; γd; x0; Γ; α}={0.5; 0.01;
5.0; 0.05; 0.4}. La ĺınea roja a trazos corresponde a Iac en el caso sin campo eléctrico. Los
picos ac de corriente están etiquetados con [ν, n] y (ν, n), asociados con las reglas de suma
dadas por las ecuaciones (74) y (75), respectivamente. En (b) mostramos las probabilidades
de ocupación del punto cuántico de la derecha ρiirr, para i = 0 (ĺınea verde sólida), i = 1
(ĺınea roja a trazos) e i = 2 (ĺınea azul punteada), como función del tiempo, correspondiente
al pico de corriente en εb ' 0.4.

identificados por [ν, n]. Éstos corresponden a una alineación entre bandas de tuneleo

asistidas por fotones de los estados vibracionales del resonador de los puntos izquierdo y
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derecho. Como en el caso sin ac, estos picos se suprimen en el régimen de acoplamiento

muy bajo. Los picos que satisfacen la regla de suma de la ecuación (75) y que están

localizados en múltiplos pares de ωac son identificados por (ν, n) y corresponden a la

alineación de los niveles de los tres puntos cuánticos.

En resumen, los picos de la corriente se pueden dividir en múltiplos pares e impares

de la frecuencia del voltaje ac. Hay una regla de suma distinta para cada familia de

picos. Al igual que en el caso sin ac, existen dos mecanismos distintos de conducción de

corriente: en el primero, descrito por una de las reglas de suma, hay una alineación de

los niveles de enerǵıa (ya sean de oscilador o de campo ac) de los tres puntos cuánticos

que permiten la conducción, con el correspondiente pico en la corriente. El segundo

mecanismo, descrito por la segunda regla de suma, es aquel en donde solo un nivel (de

oscilador o de ac) del primer punto se alinea con uno del tercer punto (sin que haya un

nivel alineado del punto central) y se genera un pico en la corriente cuando el traslape

de las funciones de onda es suficientemente grande (gracias al valor del tuneleo).

Las reglas de suma, dadas por las ecuaciones (74) y (75), pueden ser estudiadas a

partir de diagramas de enerǵıas. Por ejemplo, consideremos el caso εb = 0 de la figura

17 (a) el cual se presenta esquemáticamente en la figura 18. El diagrama muestra a

los niveles de enerǵıas de los puntos cuánticos izquierdo (L), derecho (R) y central (C),

en donde podemos identificar las escaleras de niveles que mencionamos ĺıneas arriba.

Alrededor de los niveles de enerǵıa que representan a los puntos cuánticos (ĺınea negra

sólida), podemos observar las escaleras de los estados asociados al oscilador (espaciados

~ω = 1) (ĺınea negra a trazos) y los estados ac (espaciados ~ωac = 0.2) (ĺınea azul

a trazos). El pico de corriente para εb = 0 que se muestra en la figura 17 (a) posee

la etiqueta (ν, n) = (0, 0), lo cual se traduce en nuestro diagrama en una alineación

exacta entre los niveles de los tres puntos cuánticos. Resulta claro de la figura que para
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acceder al estado de oscilador n = 0 del punto cuántico de la derecha, no se emitieron

ni absorbieron fotones durante el proceso.

�ac = 0.2

L C R

Estado del punto cuántico
Estado de oscilador
Estado virtual
Estado ac

(0,0)

�b = 0

Figura 18. Representación esquemática de los niveles de enerǵıa de un TDQS sujeto a
un voltaje ac. En el diagrama se muestran los niveles de enerǵıa de los puntos cuánticos
izquierdo (L), derecho (R) y central (C), para el caso εb = 0 de la figura 17 (a). Los niveles
correspondientes a la enerǵıa de cada punto cuántico se indican con una ĺınea negra sólida.
La escalera de niveles de oscilador exhibe un espaciamiento de ~ω = 1 (ĺınea negra a trazos)
y la escalera de niveles ac un espaciamiento ~ωac = 0.2 (ĺınea azul a trazos). La resonancia
en este caso se debe a una alineación exacta de todos los niveles, en un proceso que no
involucra la emisión o absorción de fotones y que conduce a la etiqueta (ν, n) = (0, 0).

El caso εb = 0.2 de la figura 17 (a) se presenta esquemáticamente en la figura 19. El

pico de corriente para εb = 0.2 posee las etiquetas [ν, n] = [+4, 1] y [ν, n] = [−1, 0], las

cuales se explican en nuestro diagrama con la ayuda de un estado virtual (ĺınea roja a

doble punto y trazo) mediante el proceso que explicaremos a continuación. En la figura

19 se presenta una secuencia de pasos en donde primero el electrón salta del nivel de

enerǵıa del punto cuántico izquierdo, a un nivel virtual en el punto cuántico central.

A partir de ese nivel virtual, el electrón puede acceder al punto cuántico a la derecha,

ya sea al primer nivel de oscilador (n = 0) (mediante la emisión de 1 fotón) o bien, al

segundo nivel de oscilador (n = 1) (mediante la absorción de 4 fotones). Estos procesos,

conducen a las etiquetas [−1, 0] y [+4, 1], respectivamente. En general, las resonancias
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L C R

[-1,0]

[+4,1]

Estado del punto cuántico
Estado de oscilador
Estado virtual
Estado ac

�ac = 0.2

�b = 0.2

Figura 19. Representación esquemática de los niveles de enerǵıa de un TDQS sujeto a
un voltaje ac. En el diagrama se muestran los niveles de enerǵıa de los puntos cuánticos
izquierdo (L), derecho (R) y central (C), para el caso εb = 0.2 de la figura 17 (a). Los
niveles correspondientes a la enerǵıa de cada punto cuántico se indican con una ĺınea negra
sólida. La escalera de niveles de oscilador exhibe un espaciamiento de ~ω = 1 (ĺınea negra
a trazos) y la escalera de niveles ac un espaciamiento ~ωac = 0.2 (ĺınea azul a trazos).
El proceso mediante el cuál el electrón es transmitido a un nivel del punto cuántico a la
derecha involucra un estado virtual (ĺınea roja a doble punto y trazo) en el punto cuántico
central. Ver texto.

caracterizadas por las etiquetas [ν, n] pueden describirse mediante este proceso, i.e.,

en donde el electrón salta desde el estado base del punto cuántico izquierdo hacia un

estado virtual alineado con éste en el punto cuántico central, a partir del cual salta a

un estado n de oscilador en el punto cuántico derecho (mediante la emisión o absorción

de ν fotones). Este seŕıa también el caso e.g. para la resonancia en εb = 1.0 en la figura

17 (a).

Otro caso de interés es el de la resonancia en εb = 2.0 de la figura 17 (a), el

cual analizamos en la figura 20. El pico de corriente para εb = 2.0 posee la etiqueta

(ν, n) = (0, 1), la cual se explica en nuestro diagrama mediante un proceso distinto al

utilizado para las resonancias etiquetadas con [ν, n]. En la secuencia de pasos que se

muestra en el diagrama de la figura 20, el electrón salta del nivel de enerǵıa del punto
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Estado del punto cuántico
Estado de oscilador
Estado virtual
Estado ac

(0,1)

L C R

�ac = 0.2

�b = 2

Figura 20. Representación esquemática de los niveles de enerǵıa de un TDQS sujeto a
un voltaje ac. En el diagrama se muestran los niveles de enerǵıa de los puntos cuánticos
izquierdo (L), derecho (R) y central (C), para el caso εb = 2.0 de la figura 17 (a). Los
niveles correspondientes a la enerǵıa de cada punto cuántico se indican con una ĺınea negra
sólida. La escalera de niveles de oscilador exhibe un espaciamiento de ~ω = 1 (ĺınea negra
a trazos) y la escalera de niveles ac un espaciamiento ~ωac = 0.2 (ĺınea azul a trazos).
El proceso mediante el cuál el electrón es transmitido a un nivel del punto cuántico de la
derecha involucra la transición desde el estado base del punto cuántico a la izquierda, al
estado más bajo de oscilador (n = 0) en el punto cuántico central. Ver texto.

cuántico izquierdo, al nivel más bajo de enerǵıa de oscilador (n = 0) del punto cuántico

central. A partir de ese nivel, el electrón puede acceder a los estados de oscilador

del punto cuántico a la derecha mediante la emisión o absorción de fotones. En este

caso, el evento más probable resulta ser aquel en donde el electrón salta al nivel de

oscilador n = 1 del punto cuántico a la derecha, sin emitir o absorber fotones. Estos

procesos conducen a la etiqueta (0, 1) (aunque existen más etiquetas posibles, éstas están

asociadas a transiciones menos probables). En general, las resonancias caracterizadas

por las etiquetas (ν, n) pueden describirse mediante este proceso.

Para corroborar aún más la etiquetación realizada, calculamos las probabilidades de

ocupación para el punto cuántico derecho ρiirr, las cuales determinan Iac. En la figura

17 (b) presentamos los resultados correspondientes al pico en εb ' 0.4 [con etiquetas
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(−1, 0), (+4, 1)], donde claramente podemos ver que la contribución más importante

proviene de ρ00rr . Similarmente, para todas las resonancias hemos verificado que la

contribución más importante viene de la transición con el menor número de fotones, lo

cual es consistente con una baja intensidad del campo ac.

Antes de continuar con nuestro análisis de la corriente electrónica, es importante

aclarar que los argumentos que hemos utilizado para afirmar que los diferentes picos

en la corriente están asociados a los tuneleos asistidos por la emisión o absorción de

ν fotones, pueden sustentarse con los resultados presentados en el caṕıtulo IV. Es-

pećıficamente, nos referimos a los resultados obtenidos después de realizar una trans-

formación unitaria del hamiltoniano del sistema de TDQS, lo cual nos condujo esencial-

mente a una renormalización de los tuneleos, esto es, T̃l = Tl
∑ν=+∞

ν=−∞ (−1)ν Jν(ξ) e
iωacνt,

y T̃r = Tr
∑ν=+∞

ν=−∞ (−1)ν Jν(ξ) e
−iωacνt. Los tuneleos pues, se renormalizan a una suma

de funciones de Bessel de orden ν, en donde ν es el número de fotones emitidos o ab-

sorbidos. En la expresión para los tuneleos renormalizados, aparece en forma natural

el argumento de las funciones de Bessel, dado por el parámetro ξ = (Vac/2ωac), el cual

se introdujo al inicio de nuestro análisis de la corriente. Como veremos más adelante,

dicho parámetro será de gran importancia para caracterizar otras propiedades de la

misma.

VI.2.2 Destrucción coherente del tuneleo en transbordadores

cuánticos

En la figura 21 graficamos la corriente electrónica Iac vs εb para un TDQS con parámetros

t́ıpicos y con los parámetros ac dados por ωac = 0.2 y Vac = 0.96192. Encontramos en

este caso el patrón de resonancias en la corriente (ĺınea negra sólida), el cual puede ser
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etiquetado en la misma forma que los casos anteriores. Sin embargo, ocurre un efecto

importante en la intensidad de la corriente electrónica para valores muy espećıficos del

voltaje de compuerta. Los picos correspondientes a εb ' 0, 2.0, exhiben una disminu-

ción drástica de su intensidad, al ser comparados con el caso sin voltaje ac (ĺınea roja a

trazos). El efecto resulta algo sorprendente debido a que, no obstante que las resonan-

cias para estos casos poseen etiquetas (0, 0) y (0, 1), las cuales están relacionadas con el

tipo de alineaciones de los niveles energéticos discutidos en las figuras 18 y 20, en este

caso las resonancias se ven disminuidas en intensidad. La disminución de la intensidad

de estas resonancias se debe a que nuestra elección de parámetros ac nos conduce a

un valor de ξ = 2.4048, el cual corresponde a uno de los ceros de la función de Bessel,

i.e., J0(ξ) = 0, asociada a los procesos que involucran ν = 0 fotones. Dicho de otra

manera, las resonancias asociadas a los valores de voltaje de compuerta εb ' 0, 2.0,

están fuertemente gobernadas por procesos que no involucran la emisión o absorción de

fotones (ν = 0) ó procesos de túnel directo. Como J0(ξ = 2.4048) = 0, estos canales de

tuneleo se ven cancelados. A este fenómeno se le conoce como destrucción coherente

del tuneleo (ó CDT por sus siglas en inglés).

El fenómeno de CDT resulta un mecanismo efectivo para la supresión de resonan-

cias mediante la simple sintonización de los parámetros del voltaje ac. Esto es, pode-

mos explotar las propiedades anaĺıticas de las funciones de Bessel para manipular las

propiedades de la corriente electrónica, a través de los parámetros del campo externo,

en dispositivos de transbordador cuántico.

En la siguiente sección abordaremos con más detalle el problema de la destrucción

coherente de tuneleo, mediante el formalismo de Floquet adaptado a sistemas de trans-

bordadores cuánticos.
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Figura 21. Iac versus εb (ĺınea negra sólida) para los parámetros ac ωac = 0.2 y Vac =
0.96192, con los valores de los parámetros {V0; γd; x0; Γ; α}={0.5; 0.025; 5.0; 0.05; 0.4}.
Al comparar con la corriente del caso sin el voltaje ac (ĺınea roja a trazos), observamos una
drástica reducción (indicada por flechas) de las resonancias en los valores de εb ' 0, 2.0.
Las resonancias afectadas están etiquetadas con (0, 0) y (0, 1), las cuales corresponden
a procesos que involucran la emisión o absorción de ν = 0 fotones. La disminución de
la corriente para estas resonancias en particular es consistente con el hecho de que la
combinación de parámetros ac que hemos considerado conduce a un valor de ξ = 2.4048,
correspondiente a uno de los ceros de la función de Bessel i.e. J0(ξ) = 0, asociada a
los procesos que involucran ν = 0 fotones. Este fenómeno se conoce como destrucción
coherente del tuneleo ó CDT.

VI.3 Análisis de Floquet en TDQS en presencia de

un campo ac

En esta sección presentamos otra de las aportaciones importantes de nuestro trabajo

de tesis: la extensión del método de Floquet (Creffield y Platero (2002), Grifoni y

Hänggi (1998), Holthaus (1992), Fromherz (1997), Dittrich et al. (1998)) para estudiar

las propiedades de la corriente electrónica en transbordadores de triple punto cuántico

en presencia de campos eléctricos oscilantes.
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En este trabajo de tesis estamos interesados particularmente en explorar el espectro

de las eigenenerǵıas del hamiltoniano de Floquet (cuasienerǵıas) como función de los

parámetros del campo externo ac. El estudio de las cuasienerǵıas es importante para

entender algunos de los aspectos del fenómeno conocido como destrucción coherente

del tuneleo (CDT, por sus siglas en inglés), que consiste en la anulación del tuneleo

para valores particulares de los parámetros del campo ac, i.e., la intensidad Vac y la

frecuencia ωac.

El objetivo principal es el de explorar las condiciones para la aparición del CDT en un

sistema de transbordador de triple punto cuántico oscilante. El estudio numérico se re-

aliza mediante la diagonalización numérica del hamiltoniano de Floquet representado en

la base compuesta de los puntos cuánticos (|l〉, |c〉, |r〉), del oscilador (i, j = 0, 1, 2, ...N)

y de las funciones periódicas de t con peŕıodo τ = (2π/ωac), tal como se explica en la

sección V.2. Los elementos de matriz en esta representación compuesta están dados

por la ecuación (67). La cuasienerǵıas del TDQS son entonces analizadas como función

del parámetro de compuerta, εb, para distintos valores del campo oscilante ac. En

el estudio de las propiedades del espectro de cuasienerǵıas como función de εb desta-

camos dos casos de interés: (i) el caso simétrico (cuando εb = 0), y (ii) el caso asimétrico

(εb 6= 0). En el primer caso, debido a la simetŕıa del sistema, existe una invariancia ante

una transformación generalizada de paridad y, de esta forma, encontramos expresiones

anaĺıticas que describen las propiedades de simetŕıa de los coeficientes de Fourier de los

estados de Floquet. Con base en dichas expresiones, se muestra expĺıcitamente que en

la región cercana a donde ocurre CDT, existen cruces en el espectro de cuasienerǵıas

correspondientes a eigenestados de Floquet con paridad opuesta. En el caso dinámico

se obtiene que el comportamiento de las cuasienerǵıas depende fuertemente de si εb es

un múltiplo par o impar de la frecuencia ac aplicada al sistema, ωac.
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Los resultados para el estudio de Floquet se presentan en dos subsecciones. En

la subsección VI.3.1 estudiamos las propiedades o caracteŕısticas más importantes de

las cuasienerǵıas en sistemas de TDQS asimétricos (εb 6= 0). En la subsección VI.3.2

estudiaremos las cuasienerǵıas en sistemas simétricos (εb = 0) y realizaremos un análisis

de los eigenestados del sistema con base a la paridad de los estados de Floquet.

VI.3.1 Análisis de Floquet para el caso asimétrico

A continuación exploraremos la corriente electrónica y el espectro de cuasienerǵıas para

un TDQS excitado por un campo oscilante ac, enfocados a explorar principalmente el

fenómenos de CDT. En todos nuestros cálculos usamos unidades de ~ = 2m = e = 1.

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
0.000

0.002

0.004
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0.008

0.010

0.012
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

 Vac=1.0
 Vac=1.533
 Vac=0 (sin ac)

 

 b/ ac

I

b

Figura 22. I versus εb para un TDQS con parámetros ac ωac = 0.2, Vac = 1.0 (ĺınea negra
a trazos), Vac = 1.533 (ĺınea roja sólida) y valores t́ıpicos de los parámetros del sistema
{V0; γ; x0; Γ; α}={0.5; 0.01; 5.0; 0.05; 0.4}. Incluimos también el caso de la corriente sin
ac (Vac = 0, ĺınea azul a puntos). El fenómeno de CDT se manifiesta en una reducción de
las intensidad de las resonancia en εb = 0.4 (ĺınea roja sólida), lo cual es consistente con
el hecho de que para el valor de Vac = 1.533 en este caso nos conduce a ξ = 3.8325, que
corresponde al primer cero de J1(ξ).
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En la figura 22 (a) presentamos la corriente electrónica I como función del voltaje

de compuerta εb, en donde obtenemos el patrón distintivo de resonancias en múltiplos

pares e impares de la frecuencia ac, ωac. Como lo mostramos en la subsección VI.2.1,

las posiciones de los picos obedecen las reglas de suma dadas por las ecuaciones (74) y

(75) que conducen respectivamente a las etiquetas [ν, n] y (ν,n), que indican el número

de fotones (ν) emitidos o absorbidos durante el proceso de tuneleo, aśı como el estado

final (n) de oscilador al que acceden los electrones en el punto cuántico de la derecha.

En la figura 22 (a) se presentan los resultados para la corriente para dos valores de la

intensidad del campo ac, Vac. Para el caso Vac = 1 (linea negra a trazos), notamos

que aparecen resonancias en valores de εb que son múltiplos enteros de ωac. El origen

de estas resonancias puede entenderse con ayuda de los diagramas presentados en la

subsección VI.2.1. Veamos a continuación bajo qué condiciones el sistema exhibe el

fenómeno de CDT. El pico de corriente que aparece en εb = 0.4 (con ωac = 0.2)

(figura 22 (a)), corresponde a un proceso en donde ocurre la emisión de ν = 1 fotones,

y donde n = 0 es el estado final del oscilador, esto es, una de las etiquetas que lo

describe es (1,0). Si calculamos la corriente para el valor Vac = 1.533 (ĺınea roja sólida),

con los demás parámetros del sistema fijos, logramos una configuración del sistema en

donde la razón ξ = 3.832, la cual corresponde al primer cero de la función de Bessel

J1(ξ), observamos precisamente una disminución notable del pico en εb = 0.4. Este es

el fenómeno de destrucción coherente del tuneleo en nuestro transbordador de triple

punto cuántico. Adicionalmente, notamos que ocurre los contrario para la resonancia

localizada en εb = 1, pues el pico correspondiente al caso Vac = 1 (ĺınea negra sólida)

es pequeño en comparación con el del caso Vac = 1.533 (ĺınea roja solida). El resultado

observado se debe a que este pico corresponde a ν = 0 y n = 1, y el valor de Vac = 1.0

está muy cercano al primer cero de J0(ξ), el cual ocurre para Vac = 0.96192 (que
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corresponde a ξ = 2.4048). Volveremos a este punto más adelante, cuando analicemos

las propiedades del espectro de cuasienerǵıas del sistema. Otro efecto digno de destacar

en la figura 22 (a) es la reducción de los picos en valores εb = 1.6 y εb = 2.0 para el

caso Vac = 1 (ĺınea negra a trazos). De acuerdo a las reglas de suma, estas resonancias

corresponden a ν = 4 y ν = 5 fotones emitidos, respectivamente, i.e., los tuneleos entre

los puntos cuánticos se renormalizan por las funciones de Bessel J4(ξ) y J5(ξ), las cuales

son pequeñas (. 10−2) para el valor dado de Vac = 1.0 (ó ξ = 2.5).

A continuación presentaremos un caso en donde manipularemos los parámetros ac

para eliminar de manera efectiva las resonancias mecánicas que aparecen en los valores

εb = 0 y 2.0. Esto se ilustra en la figura 23 en donde graficamos la corriente I como

función del voltaje de compuerta εb. Vemos inmediatamente que en el caso de la

corriente sin el campo ac (linea azul a puntos), aparecen dos resonancias bien definidas

en los valores de 0 y 2.0, las cuales corresponden a una alineación entre los niveles de las

bandas vibracionales de los tres puntos cuánticos. Cuando un campo ac es aplicado, sea

este Vac = 0.5, la corriente (ĺınea negra a trazos) exhibe nuevas resonancias en múltiplos

de ωac. Vemos entonces que mediante una sintonización adecuada de los parámetros

ac, digamos, mediante la elección de Vac = 0.96192, podemos inducir la condición de

CDT en la corriente del sistema. Esto es, con una variación de Vac hemos “apagado”

efectivamente las resonancias en εb = 0 y 2.0. En este caso también observamos en

la figura 23 la ausencia de resonancias para valores que son múltiplos impares de la

frecuencia ac (ωac). Esto se debe a que la reducción del tuneleo entre los puntos

cuánticos (Tlr ∼ 0.009) reduce en forma efectiva el traslape entre los estados asociados

al punto cuántico izquierdo y derecho. Esto es, las resonancias asociadas a los estados

con etiquetas de la forma [ν, n] tienden a desaparecer cuando los tuneleos entre los

puntos cuánticos se hacen muy pequeños, i.e., los puntos están débilmente acoplados.
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Figura 23. I versus εb para un TDQS con puntos cuánticos extremadamente desacoplados.
En este caso se ha escogido α = 0.8 con los parámetros ac ωac = 0.2, Vac = 0.5 (ĺınea
negra a trazos) y Vac = 0.96192 (ĺınea roja solida), valor que corresponde al primer cero
de J0(ξ) (ξ = 2.4048), y valores t́ıpicos de los parámetros {V0; γ; x0; Γ}={0.5; 0.01; 5.0;
0.05}. También se muestra la corriente para el caso sin campo ac (ĺınea azul a puntos).
Vemos que las resonancias bien definidas que aparecen en εb = 0, y 2.0 del caso sin ac,
pueden ser efectivamente apagadas mediante una sintonización adecuada de Vac (ĺınea roja
solida) para que el sistema exhiba la condición de CDT.

A continuación analizaremos el espectro de cuasienerǵıas asociadas a un transbor-

dador cuántico. En la figura 24 (a) mostramos los resultados para las cuasienerǵıas

como función del voltaje de compuerta εb, para dos valores del campo ac. Para el caso

Vac = 1 (ĺınea negra a puntos) distinguimos un patrón de cruces (anti-cruces) en los

valores de εb donde aparecen las resonancias, cuando este parámetro es un múltiplo im-

par (par) de la frecuencia del campo ac, ωac. Para el caso Vac = 1.533 (ĺıneas rojas en

la figura 24 (a)), el cual corresponde a una condición de CDT, observamos una drástica

reducción en la separación de los anti-cruces, en comparación con lo que ocurre en el
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caso Vac = 1) en εb = 0.4 (la región destacada con un cuadrado azul), lo cual indica la

aparición del fenómeno de CDT. Por lo tanto, aún para el caso con un valor distinto

de cero para el voltaje de compuerta εb, donde no podemos utilizar argumentos de

simetŕıa para los eigenestados (consultar el caṕıtulo V), todav́ıa es posible identificar

el fenómeno de CDT en la vecindad de estos “cuasi-cruces” que aparecen en el espectro

de cuasienerǵıas.

Lo anterior se ve corroborado al graficar las cuasienerǵıas como función de ξ (figura

24 (b)), para un valor fijo de εb = 0.4, donde de nuevo se obtienen estos “cuasi-cruces”

en los valores de ξ que coinciden con los ceros de la función Bessel J1(ξ).

En la figura 25 estudiamos la cuasienerǵıas como función de ξ (ĺınea negra a puntos

sólidos) para el caso de acoplamiento muy débil entre los pozos cuánticos, en donde

hemos elegido un valor de α = 0.8, para εb = 0 (sistema simétrico) y un valor de

la frecuencia ac ωac = 0.2. En este caso el fenómeno de CDT ocurre a un valor de

Vac = 0.96192 (ξ = 2.4048), que corresponde al primer cero de J0(ξ).

Los casos simétricos, como el discutido ĺıneas arriba, resultan de particular interés

debido a las propiedades de simetŕıa de los estados involucrados. En la siguiente sub-

sección estudiaremos el espectro de cuasienerǵıas, aśı como la paridad de los estados de

Floquet.

VI.3.2 Análisis de Floquet para el caso simétrico

Utilizando el formalismo de Floquet, analizamos las condiciones bajo las cuales existe

destrucción coherente del tuneleo (en un sistema de triple punto cuántico oscilante

simétrico, esto es, un TDQS donde el voltaje de compuerta, εb, es cero).

En la figura 26 graficamos la corriente electrónica para el TDQS simétrico para
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Figura 24. (a) Cuasienerǵıas como función de εb para los casos Vac = 1 (ĺınea negra a
puntos sólidos) y Vac = 1.533 (ĺınea roja a puntos sólidos), donde éste último exhibe una
condición de CDT en εb = 0.4, con ωac = 0.2 y valores t́ıpicos de los parámetros del sistema
{V0; x0; Γ; α}={0.5; 5.0; 0.05; 0.4} con Nt = 20. (b) Cuasienerǵıas (ĺınea negra a puntos
sólidos) como función de la razón ξ = (Vac/2ωac) para el caso de εb = 0.4 con ωac = 0.2 y
los parámetros utilizados en el caso (a).

dos valores distintos del voltaje ac, Vac. Para el valor Vac = 1.15 notamos que se

obtiene un pico de corriente para εb = 0 correspondiente a la alineación de los niveles

de los tres puntos cuánticos. Sin embargo, encontramos que, para el valor particular

Vac = 0.96192, el pico de la corriente eléctrica con εb = 0 disminuye significativamente,

a pesar de que los niveles de los puntos cuánticos continúan alineados. Esto es

claramente el fenómeno de CDT, ya que para el valor particular de Vac = 0.96192 la
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Figura 25. Cuasienerǵıas como función de ξ = (Vac/2ωac) para εb = 0 con ωac = 0.2 y
parámetros {V0; x0; Γ}={0.5;5.0;0.05}, con Nt = 20 (ĺınea negra a puntos sólidos), para
el caso de α = 0.8 discutido en la figura 23. Observamos que en la condición de CDT para
ξ = 2.4048 se observan los ‘cuasi-cruces” de los distintos niveles de enerǵıa.

razón ξ = 2.4048, la cual corresponde al primer cero de J0(ξ). Como ya mencionamos,

en εb = 0, los tres niveles εl, εc y εr están en resonancia, de modo que ν = 0 y n = 0.

Para este caso, realizamos un análisis de Floquet del CDT analizando el espectro de

cuasienerǵıas del sistema. Para nuestros cálculos escogemos N = 1, i.e., dos estados de

oscilador n = 0, 1 para cada punto cuántico. En la figura 27 graficamos las cuasienerǵıas

como función de la razón ξ. El recuadro de la figura 27 muestra las cuasienerǵıas en la

primera zona de Brillouin (−ωac/2 ≤ εα ≤ ωac/2) como función de ξ, donde podemos

apreciar un complejo patrón de cruces y anti-cruces de las cuasienerǵıas en la vecindad

de ξ = 2.4048; una amplificación de la región en donde ocurre este fenómeno se ilustra en

la gráfica principal. Aqúı podemos identificar las regiones A y B, donde aparentemente

toman lugar dos cruces de las cuasienerǵıas.
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Figura 26. Corriente electrónica promediada en el tiempo Iac versus el voltaje de bias
εb = (εl − εr) en la vecindad de εb = 0, para Vac = 1.15 (ĺınea negra a trazos), y
Vac = 0.96192 (ĺınea roja sólida) correspondiente a la condición de CDT (J0(ξ) = 0).
Note el decremento en la amplitud del pico en εb = 0 debido al CDT. La frecuencia ac es
ωac = 0.2, con los valores t́ıpicos del TDQS: V0 = 0.5, γd = 0.01, Γ = 0.05, N = 2 y
α = 0.4.

Para poder verificar si la regiónA corresponde a un cruce, analizamos las propiedades

de simetŕıa de los eigenvectores asociados a las cuasienerǵıas etiquetadas como 1 − 6

mostradas en el panel (a) de la figura 28. En el panel (b) de la figura 28 graficamos los

eigenvectores (que corresponden a las componentes de Fourier, Ck
n,q,j, de la expansión de

los estados de Floquet en la base compuesta) asociados a los eigenvalores etiquetados 1

(ĺınea negra sólida) y 6 (ĺınea roja a trazos), y vemos una completa concordancia entre

ellas. En el panel (c) de la misma figura se muestra un resultado similar al comparar

los eigenvalores 2 (ĺınea negra sólida) y 5 (ĺınea roja a trazos).

En la figura 29 analizamos las paridades de los estados 3 y 4 definidos en la figura
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Figura 27. El recuadro muestra las cuasienerǵıas en la primera zona de Brillouin (delimitada
con ĺıneas azules continuas) como función de ξ para εb = 0, con valores fijos de ωac = 0.2,
N = 1 estados de oscilador, Nt = 20 y el resto de los parámetros iguales a los de la
figura 24 (a). La gráfica principal es una amplificación de las cuasienerǵıas en la vecindad
de ξ = 2.4048 (indicada con una flecha azul) que corresponde al cero de J0(ξ) donde
ocurre CDT. Las regiones A y B (ver texto) exhiben dos cruces de las cuasienerǵıas. Las
cuasienerǵıas se clasifican de acuerdo a su paridad, i.e., los estados pares (puntos rojos
sólidos) y los estados impares (puntos negros huecos).

28 (a). Por ejemplo en el panel (a) el eigenestado correspondiente al eigenvalor 3 (ĺınea

negra sólida) satisface la transformación par, dada por la ecuación (71), la cual consiste

en invertir los puntos cuánticos izquierdo ↔ derecho y multiplicar cada componente

del eigenvector por un factor de (−1)n(−1)j. El eigenvector transformado (ĺınea roja

a trazos) se incluye en la gráfica y ambas coinciden. En el panel (b) de la figura (29),

el eigenestado 4 (ĺınea negra sólida) satisface la ecuación impar (71), y el resultado del

eigenvector transformado correspondiente se muestra como la ĺınea roja a trazos. Estos

resultados son consistentes con el hecho de que cerca de un cruce las cuasienerǵıas
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presentan paridades opuestas. De hecho, a lo largo de la ĺınea definida por 1-4-6 de

la región A en la figura 27 (a), todos los eigenestados exhiben una paridad impar,

mientras que en la ĺınea definida por 2-3-5 los eigenestados tienen paridad par. Se

obtienen resultados similares para las cuasienerǵıas de la región B de la figura 27 (a).

De los resultados anteriores podemos concluir que las regiones A y B contienen cruces

exactos.

Utilizando estas propiedades, hemos determinado mediante estudios numéricos de-

tallados que en A y B (figura 27), los eigenestados correspondientes exhiben paridades

opuestas, donde los estados pares están denotados por puntos rojos sólidos y los estados

impares con puntos huecos negros.

En resumen, debido a la simetŕıa del sistema, existe una invariancia ante una trans-

formación generalizada de paridad y, de esta forma, encontramos expresiones anaĺıticas

que describen las propiedades de simetŕıa de los coeficientes de Fourier de los estados

de Floquet. Utilizando estas expresiones, mostramos expĺıcitamente que en la región

cercana a donde ocurre CDT, existen cruces en el espectro de cuasienerǵıas correspon-

dientes a eigenestados de Floquet con paridad opuesta.
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Figura 28. (a) Cuasienerǵıas para la región A marcada en la figura 27, donde se muestran
los valores particulares etiquetados del 1 al 6. (b) Comparación entre los eigenvectores de
los eigenvalores 1 (ĺınea negra sólida) y 6 (ĺınea roja a trazos). (c) Comparación de los
eigenvectores de los eigenvalores 2 (ĺınea negra sólida) y 5 (ĺınea roja a trazos). En (b) y
(c) el ı́ndice n′ representa un elemento de la base compuesta |n, q, j〉.
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Figura 29. Paridad de los eigenvectores 3 y 4 de la figura 28a. En el panel (a) graficamos
el eigenestado correspondiente al eigenvalor 3 (ĺınea negra sólida), y el eigenvector trans-
formado bajo la transformación (71) (ĺınea roja a trazos); la superposición de ambas curvas
indica que el eigenvector 3 posee una paridad par. (b) El eigenestado 4 (ĺınea negra sólida)
es transformado por (71), y la paridad impar del eigenvector se verifica. En ambos paneles,
el ı́ndice n′ representa un elemento de la base compuesta |n, q, j〉.
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Caṕıtulo VII

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se presentó, desde una perspectiva general, el estudio de las propiedades

del trasporte electrónico en los sistemas nanoelectromecánicos conocidos como trans-

bordadores de triple punto cuántico (TDQS por sus siglas en inglés). Recordemos que

el TDQS consiste en tres puntos cuánticos conectados en serie con la peculiaridad de

que el punto central puede oscilar entre los puntos de los extremos, mientras que estos

últimos se encuentran unidos ŕıgidamente a los contactos. La oscilación mecánica del

punto central le confiere al sistema nuevas propiedades eléctricas, convirtiéndolo en un

sistema nanoelectromecánico, esto es, en un sistema en donde los grados de libertad

mecánicos y electrónicos se encuentran estrechamente relacionados. Con respecto al

marco teórico con el que se exploran estos sistemas, en este trabajo se realizó un estu-

dio mediante el método de la ecuación maestra para la matriz de densidad reducida del

sistema, en presencia de un baño de fonones y fotones. Mediante la solución numérica

de las ecuaciones de la matriz de densidad reducida, es posible analizar la dinámica de

la corriente de tuneleo cuando el sistema está acoplado a los contactos y a un entorno.

Entre las aportaciones más importantes de esta investigación, se encuentra el desa-

rrollo de herramientas teóricas basadas en el enfoque de la matriz de densidad reducida.

Entre estas aportaciones destaca el desarrollo de las ecuaciones maestras para un TDQS,

en ausencia de un campo eléctrico ac, en donde hemos modificado el modelo original de

Armour y MacKinnon (2002) para no considerar el truncamiento del oscilador armónico

en los puntos cuánticos fijos a la izquierda y a la derecha del sistema. Dicho de otra
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manera, en nuestro enfoque el punto cuántico central se mueve bajo el efecto de un

potencial estrictamente de oscilador armónico, evitando con esto complicaciones de

carácter numérico y computacional.

Otra de las aportaciones de nuestro trabajo de tesis, fue el desarrollo del primer

modelo en la literatura de un TDQS sometido a un campo eléctrico ac, utilizando un

enfoque completamente cuántico para describir el grado de libertad mecánico inducido

por el oscilador. Aqúı también se incluye el desarrollo de las ecuaciones maestras para

estudiar la evolución de la corriente electrónica en este tipo de sistemas. Además, se

implementa una transformación unitaria de las ecuaciones maestras, que nos permite

realizar un análisis más completo de las propiedades de la corriente, al incorporar en

forma natural algunos procesos f́ısicos involucrados, como los son la absorción o emisión

de fotones en la dinámica del tuneleo. En este trabajo también hemos desarrollado

otra herramienta teórica de gran utilidad para complementar el estudio de la corriente

electrónica. Se trata del primer trabajo reportado en la literatura en donde se rea-

liza una extensión de la teoŕıa de Floquet para estudiar el espectro de cuasienerǵıas

en sistemas de transbordadores cuánticos. Con base en dicha herramienta logramos

complementar el estudio del fenómeno de localización coherente del tuneleo (CDT por

sus siglas en inglés), observado en nuestros transbordadores, y en lo que nos ocuparemos

más adelante.

A continuación presentaremos una ampliación del contenido de estas aportaciones,

aśı como los resultados que se desprenden de nuestros estudios de la corriente electrónica

y de los espectros de enerǵıa (cuasienerǵıa) en los trasbordadores de triple punto

cuántico.

Uno de los aspectos quizás más importantes y novedosos que hemos abordado en

este trabajo, es el estudio de los efectos de una campo ac en un TDQS. En nuestro
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estudio hemos demostrado, mediante un enfoque puramente cuántico, que la corriente

electrónica en un TDQS, en presencia de un campo eléctrico oscilante, exhibe res-

onancias que pueden ser descritas por relaciones de suma simples. Esto es, hemos

demostrado que un campo ac induce tuneleos asistidos por fotones a través del disposi-

tivo nanoelectromecánico, lo cual se manifiesta en la corriente eléctrica como una serie

de bandas o picos. Los picos pueden ser caracterizados por dos grados de libertad: el

ı́ndice ν, correspondiente al número de fotones emitidos (absorbidos), y n, el estado

cuántico del oscilador en el que el electrón termina transmitido al punto cuántico de

la derecha. Los ı́ndices surgen de reglas de selección que caracterizan la dinámica de

la corriente en el TDQS, que nos indican que las resonancias en la corriente son pro-

ducidas mediante combinaciones de bandas fonónicas y fotónicas. Los resultados son

contrastados con el espectro del caso sin ac, el cual exhibe resonancias fonónicas local-

izadas en múltiplos enteros de la enerǵıa del oscilador cuántico. Más aún, mediante la

sintonización de la intensidad y la frecuencia del campo ac, hemos demostrado que es

posible manipular las caracteŕısticas de la corriente electrónica, al grado de observar

en nuestro dispositivo el fenómeno conocido como destrucción coherente del tuneleo.

Hemos encontrado condiciones para las cuales podemos lograr CDT en el TDQS me-

diante el manejo de los parámetros del campo ac externo i.e. la intensidad Vac y y

la frecuencia ωac. Hemos demostrado que el fenómeno de CDT se manifiesta cuando

la razón ξ = (Vac/2ωac) coincide con los ceros de funciones de Bessel Jν(ξ). Nuestros

resultados muestran que sintonizando los parámetros del campo ac, podemos controlar

la contribución de la corriente de diferentes modos vibracionales. Esto constituye un

nuevo mecanismo para obtener información en los modos vibracionales a través de medi-

ciones de la corriente, como, por ejemplo, en el contexto de dispositivos transbordadores

moleculares. Además, se incluyen cálculos anaĺıticos y numéricos que involucran una
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transformación unitaria, la cual permite verificar anaĺıticamente bajo qué condiciones

ocurre dicho fenómeno.

También se estudian las propiedades de la corriente electrónica en términos del es-

pectro de cuasienerǵıas utilizando la teoŕıa de Floquet. Espećıficamente, se explican

las resonancias de la corriente como función del voltaje de compuerta en términos de

las propiedades de las cuasienerǵıas del hamiltoniano de Floquet. Hemos realizado un

análisis de Floquet en un dispositivo de triple punto cuántico oscilante y sujeto a un

campo eléctrico ac para investigar el espectro de cuasienerǵıas como función de los

parámetros del campo y el voltaje externo. En este análisis se aborda el fenómeno de

CDT en un transbordador simétrico a través del estudio de su espectro de cuasienerǵıas.

Se encuentran expresiones generalizadas para los coeficientes de Fourier de los estados

de Floquet que permiten clasificar a estos coeficientes de acuerdo a su paridad. Se

muestra que en la vecindad de la condición de CDT existen cruces de las cuasienerǵıas

como función de los parámetros ac, y que los coeficientes asociados exhiben paridades

opuestas. Debido a la simetŕıa del sistema, existe una invariancia ante una transfor-

mación generalizada de paridad y, de esta forma, encontramos expresiones anaĺıticas

que describen las propiedades de simetŕıa de los coeficientes de Fourier de los estados

de Floquet. Utilizando estas expresiones, mostramos expĺıcitamente que en la región

cercana a donde ocurre CDT, existen cruces en el espectro de cuasienerǵıas correspon-

dientes a eigenestados de Floquet con paridad opuesta.

A partir de los resultados y conclusiones obtenidas en nuestro trabajo de tesis,

podemos afirmar que contamos con una poderosa herramienta para explorar diversos

aspectos de la dinámica del tuneleo electrónico en transbordadores de triple punto

cuántico. En el contexto de estos sistemas nanoelectromecánicos existen otros aspectos

interesantes, como el del acoplamiento de espines con osciladores mecánicos, lo que con-
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duciŕıa a la creación de nanodispositivos superiores basados en propiedades magnéticas

(Kovalev et al. (2011), Kontos (2011)), o el de dispositivos opto-mecánicos con po-

tenciales aplicaciones en computación cuántica (Stannigel et al. (2010)). Más aún, el

enfoque teórico presentado en este trabajo podŕıa ser la base para incursionar en el es-

tudio del esṕın en TDQS. El estudio de la propiedades de este tipo de problemas resulta

una secuela natural del presente trabajo, aśı como la base de futuras investigaciones.
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Apéndice A

Elementos de matriz de los tuneleos

A continuación obtendremos fórmulas anaĺıticas cerradas para Tmnl (x̂) y nuestra derivación

sigue las ĺıneas de López-Bonilla y Ovando (2000). Calculamos Tmnl (x̂) = 〈m|Tl(x̂) |n〉

en la base del oscilador {|n〉} (n = 0, 1, 2, ...N), la que nos conduce a,

〈m|Tl(x̂) |n〉 = −V e−αx0 〈m| e−αx̂ |n〉 . (76)

Ahora, reescribimos los elementos de matriz en la representación |x〉 utilizando la iden-

tidad

Î =

∫ +∞

−∞
|x〉 〈x| dx, (77)

lo que nos permite reescribir,

〈m|Tl(x̂) |n〉 = −V e−αx0
∫ +∞

−∞
〈x| m〉∗ e−αx 〈x| n〉 dx

= −V e−αx0
∫ +∞

−∞
ψ∗m(x) e−αx ψn(x)dx. (78)

donde las ψn son las eigenfunciones del oscilador en la base de configuración, y están

dadas por

ψn(x) =
1√

2n n!
√
π z

e−
1
2
(x/z)2Hn(x/z), (79)

donde z = (~/mω)1/2. Las eigenfunciones satisfacen la siguiente relación de ortonor-

malidad ∫ +∞

−∞
dx e−x

2

Hn(x)Hm(x) =
√
π 2n n! δmn, (80)

donde los polinomios de Hermite Hn(x) satisfacen la siguiente función generadora,

e−t
2+2tx =

∞∑
n=0

1

n!
tnHn(x). (81)
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Ahora realizamos el cambio de variable x′ = (x/z) en la ecuación (78), y utilizamos la

relación (81) para sustituir a la función exponencial en el integrando, y aśı obtenemos

〈m|Tl(x̂) |n〉 = − V e−αx0eγ
2
d/4

√
2m+nm!n! π

∞∑
r=0

1

2rr!
(−γd)r∫ +∞

−∞
dx′ e−x

′2
Hr(x

′)Hn(x′)Hm(x′). (82)

con γd = αz. Evaluamos la integral anterior utilizando la identidad,

Hn(x′)Hm(x′) = 2n n!m!
n∑
k=0

H2k+m−n(x′)

2k k!(k +m− n)!(n− k)!
(83)

y la relación de ortonormalidad (80). El resultado es

〈m|Tl(x̂) |n〉 = − V e−αx0eγ
2
d/4

√
2m+nm!n!

n∑
k=0

2nm!n!(−γd)2k+m−n

2k k!(k +m− n)!(n− k)!
, (84)

o, sustituyendo el parámetro γd,

〈m|Tl(x̂) |n〉 = −V
[
2n−mm!n!

]1/2
e−αx0 e(~α

2/4mω)

×

[
−α
√

~
mω

]m−n n∑
k=0

[
α
√

~
mω

]2k
2k k! (k +m− n)!(n− k)!

. (85)

El resultado anterior es válido para m ≥ n. Los elementos de matriz 〈m|Tr(x̂) |n〉

pueden ser inmediatamente calculados a partir de la ecuación (85), utilizando la sigu-

iente relación entre los elementos de matriz:

Tmnl (x̂) = (−1)m−n Tmnr (x̂); m ≥ n. (86)

Finalmente, los elementos de matriz para el caso m < n pueden ser calculados ex-

plotando la hermiticidad de los operadores, esto es, Tl(x̂) = T †l (x̂), y Tr(x̂) = T †r (x̂)

(recordemos que x̂† = x̂).
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Apéndice B

Ecuación Maestra Reducida

En el ĺımite kBT = 0 (n̄ = 0), las ecuaciones están dadas por

ρ̇ijll = − i

~

[
(i− j)~ω ρijll +

∑
n

{
T inl ρnjcl − T

nj
l ρinlc

}]
+ Γ ρij00

−γd
(i+ j)

2
ρijll + γd

√
(i+ 1) (j + 1)ρi+1, j+1

ll , (87)

ρ̇ijcc = − i

~

[
−∆xzp

εb
2x0

(√
i ρi−1, jcc +

√
i+ 1 ρi+1, j

cc

)
+ (i− j)~ω ρijcc

+∆xzp
εb

2x0

(√
j + 1 ρi, j+1

cc +
√
j ρi, j−1cc

)]
− i

~
∑
n

{
T inl ρnjlc − ρ

in
cl T

nj
l + T inr ρnjrc − T njr ρincr

}
−γd

(i+ j)

2
ρijcc + γd

√
(i+ 1) (j + 1)ρi+1, j+1

cc (88)

ρ̇ij00 = −Γ
[
ρij00 − ρijrr

]
− γd

(i+ j)

2
ρij00 + γd

√
(i+ 1) (j + 1)ρi+1, j+1

00 (89)

ρ̇ijrr = − i

~

[
(i− j)~ω ρijrr +

∑
n

{
T inr ρnjcr − T njr ρinrc

}]
− Γ ρijrr

−γd
(i+ j)

2
ρijrr + γd

√
(i+ 1) (j + 1)ρi+1, j+1

rr (90)
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ρ̇ijlc = − i

~

[
(i− j)~ω ρijlc +

εb
2
ρijlc + ∆xzp

εb
2x0

(√
j + 1 ρi, j+1

lc +
√
j ρi, j−1lc

)]
− i

~
∑
n

{
−T njl ρinll + T inl ρ

nj
cc − T njr ρinlr

}
−γd

(i+ j)

2
ρijlc + γd

√
(i+ 1) (j + 1)ρi+1, j+1

lc (91)

ρ̇ijlr = − i

~

[
(εb + (i− j)~ω) ρijlr +

∑
n

{
T inl ρnjcr − T njr ρinlc

}]
− 1

2
Γ ρijlr

−γd
(i+ j)

2
ρijlr + γd

√
(i+ 1)(j + 1) ρi+1, j+1

lr (92)

ρ̇ijcr = − i

~

[(εb
2

+ (i− j)~ω
)
ρijcr −∆xzp

εb
2x0

(√
i ρi−1, jcr +

√
i+ 1 ρi+1, j

cr

)]
− i

~
∑
n

{
−T inl ρnjlr − T

nj
r ρincc + T inr ρinrr

}
− 1

2
Γ ρijcr

−γd
(i+ j)

2
ρijcr + γd

√
(i+ 1) (j + 1)ρi+1, j+1

cr (93)

ρ̇ijcl = − i

~

[
(i− j)~ω ρijcl −

εb
2
ρijcl −∆xzp

εb
2x0

(√
i ρi−1, jcl +

√
i+ 1 ρi+1, j

cl

)]
− i

~
∑
n

{
T inl ρnjll − ρ

in
cc T

nj
l + T inr ρnjrl

}
−γd

(i+ j)

2
ρijcl + γd

√
(i+ 1) (j + 1)ρi+1, j+1

cl (94)

ρ̇ijrl = − i

~

[
(−εb + (i− j)~ω) ρijrl +

∑
n

{
T inr ρnjcl − T

nj
l ρinrc

}]
− 1

2
Γ ρijrl

−γd
(i+ j)

2
ρijrl + γd

√
(i+ 1) (j + 1)ρi+1, j+1

rl (95)
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ρ̇ijrc = − i

~

[(
−εb

2
+ (i− j)~ω

)
ρijrc + ∆xzp

εb
2x0

(√
j + 1 ρi, j+1

rc +
√
j ρi, j−1rc

)]
− i

~
∑
n

{
−ρinrl T

nj
l + T inr ρ

nj
cc − ρinrr T njr

}
− 1

2
Γ ρijrc

−γd
(i+ j)

2
ρijrc + γd

√
(i+ 1) (j + 1)ρi+1, j+1

rc (96)

Los elementos de matriz obtenidos conducen a un sistema de 10(N+1)2×10(N+1)2,

en donde se han considerado N+1 estados de oscilador i.e. i, j = 0, 1, 2, ..., N .
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Apéndice C

Espectro de enerǵıas para el transbordador
de triple punto cuántico

A continuación calcularemos los elementos de matriz Ĥ ij
qs = 〈i|Ĥqs|j〉 (q, s = l, c, r) en

la representación de la base compuesta, D
⊗
O, de los puntos cuánticos (|l〉, |c〉, |r〉) y

del oscilador (i, j = 0, 1, 2, ...N), respectivamente:

H =


HLL HLC HLR

HCL HCC HCR

HRL HRC HRR

 = Hqs, (97)

los elementos de matriz del hamiltonianoHqs en la base del oscilador están representados

por

< i|Hqs|j >= H ij
qs, (98)

donde i, j = 0, 1, ..., N . Lo que nos conduce a la siguiente representación matricial:

H ij
qs =


H ij
LL H ij

LC H ij
LR

H ij
CL H ij

CC H ij
CR

H ij
RL H ij

RC H ij
RR

 . (99)

Los elementos de matriz en la base compuesta D
⊗
O de los puntos cuánticos

(|l〉, |c〉, |r〉), y del oscilador (i, j = 0, 1, 2, ...N), respectivamente, están dados por
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H ij
LL = εlδij + j~ωδij = (εl + j~ω)δij, (100)

H ij
CC =

(
εl −

εb
2

)
δij −∆xzp

εb
2x0

(√
j + 1δi,j+1 +

√
jδi,j−1

)
+ j~ωδij, (101)

H ij
RR = (εr + j~ω)δij, (102)

H ij
LC = T̂ ijl (x̂), (103)

H ij
CL = T̂ ijl (x̂), (104)

H ij
LR = 0, (105)

H ij
RL = 0, (106)

H ij
CR = T̂ ijr (x̂), (107)

H ij
RC = T̂ ijr (x̂). (108)

Las eigenenerǵıas y las eigenfunciones se obtienen diagonalizando numéricamente la

matriz (99) considerando

εl =
εb
2
, (109)

εr = −εb
2
. (110)
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Apéndice D
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3. The 17th International Conference on the Electronic Properties of Two-

Dimensional Systems and Modulated Semiconductor Structures (EP2DS-

17). Ponencia: Transport in an ac-driven triple dot quantum shuttle. Au-

tores: I. Maldonado, J. Villavicencio, E. Cota y G. Platero. Del 15-20 de

julio de 2007, Génova, Italia.

4. XV Simposio en Ciencia de Materiales (CNyN-UNAM). Ponencia: Cuasienerǵıas
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