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El presente trabajo de tesis trata sobre el diseno de controladores Hoo con aplicacién a
sistemas mecdnicos con friccion considerando que solo se dispone de informacién de la sa-
lida para retroalimentacién. La justificacion de este problema reside en que formulaciones
anteriores asumen que el sistema no lineal en estudio es suave. Esta consideracién es una
desventaja en sistemas mecanicos en el momento de sumar en el modelo dindmico Euler-
Lagrange la fuerza de friccién. Se puede demostrar mediante la teorfa de andlisis no suave que
la funcién no lineal puede ser discontinua o continua no diferenciable y de esta manera relajar
la condicién de suavidad del sistema. Entonces el problema de control Ho es estabilizar de
manera asintotica las trayectorias del sistema con friccion hacia el equilibrio y ademas debe
atenuar cualquier perturbacién admisible que influya sobre la trayectoria. En la consideracién
de atenuacion a disturbios se toman en cuenta las discrepancias debido al error de modelado
de friccién. Para la solucién del problema se deben resolver un par de ecuaciones de Hamilton-
Jacobi-Isaacs en derivadas parciales presentando complicaciones tedricas y computacionales.
Esto no es dificultad si se resuelve el problema de manera local que lleva a la solucién de un
par de ecuaciones diferenciales de Riccati para el sistema linealizado. Por otro lado se sabe
que las ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Isaacs permiten el diseno de controladores Hoo que
aseguren estabilidad del sistema ante perturbaciones sin necesidad de encontrar la funcién
de Lyapunov explicita para tal efecto. Se complementa el trabajo de tesis con resultados
experimentales en un robot manipulador de tres grados de libertad.
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ABSTRACT of the thesis presented by Luis Tupak Aguilar Bustos as a partial require-
ment to obtain the DOCTOR OF SCIENCE degree in ELECTRONICS AND TELECOM-
MUNICATIONS. Ensenada, Baja California, Mexico. January 2003.

H-INFINITY CONTROL DESIGN FOR NONSMOOTH SYSTEMS WITH
APPLICATION TO MECHANICAL SYSTEMS.

This theses deals with the Hoo-control synthesis for nonsmooth mechanical systems via
measurement feedback. Although the synthesis procedure results in the infinite-dimensional
solvability problem for two Hamilton-Jacobi-Isaacs inequalities arising in the state-feedback
and, respectively, output-injection design, this difficulty is circumvented by solving the pro-
blem locally. A local solution is derived by means of a certain perturbation of the differential
Riccati equations, appearing in solving the Heo-control problem for the linearized system,
while these unperturbed equations have bounded positive semidefinite solutions. Under a-
ppropriate assumptions the existence of suitable solutions of the differential Riccati equations,
appearing in solving the Hoo-control problem for the linearized system, is shown to be ne-
cessary and sufficient condition for a local solution of the nonsmooth Ho-control problem to
exist. Theoretical results are applied to a position tracking control problem for mechanical
systems with friction. Due to the nature of the approach, the resulting controller addi-
tionally yields the desired robustness properties against the discrepancy between the real
friction and that described in the model. Theoretical results are applied to a position tracking
control problem and, particularly, a regulation problem for mechanical systems with friction.
Performance issues of the nonlinear Hy, controller are illustrated experimentally in a three
degrees-of-freedom robot manipulator.

Keywords: Ho control, friction, manipulators, nonsmooth systems.
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Capitulo 1

Introduccion

I.1 Formulacion del problema

La implementacién de sistemas mecanicos para la automatizacién de procesos industriales
con el fin de aumentar la productividad es una préactica que ha ido creciendo a través del
tiempo. Existen tareas como el ensamble de componentes electrénicos, transporte de elemen-
tos quimicos, que exigen alto nivel de precisién, exactitud o repetibilidad en sus movimientos,
o en aplicaciones de pintura, corte, soldadura, donde la fuerza de presién es una variable que
se debe considerar de manera adicional. Las maquinas de control numérico y robots mani-
puladores son las herramientas mas comunes utilizadas en industria sin considerar la variedad

de prototipos que atin se encuentran en pleno desarrollo (robots bipedos, méviles, etc.).

El diseno de sistemas de control retroalimentado es la parte medular para el buen fun-
cionamiento de estos mecanismos y diferentes metodologias se han propuesto en la literatura:
controladores PID (Asada y Slotine, 1985; Sciavicco y Siciliano, 2000), adaptable (Krstic et
al., 1995), Ha/Heo (Sage et al., 1999), modos deslizantes (Utkin, 1985; Slotine y Li, 1991),
control basado en pasividad (Ortega et al., 1998). El modelo matemdtico que describe el sis-

tema fisico a controlar es fundamental para el buen diseno de los controladores. Los modelos



Euler-Lagrange se pueden aplicar con éxito para este propdsito (Sciavicco y Siciliano, 2000).

La existencia inevitable de elementos perturbadores o dinamicas no modeladas pueden
empobrecer el funcionamiento de los sistemas mecdnicos al no ser tratados de una manera
adecuada. El error de modelado, disturbios externos, ruido en la senal medida, por nombrar
algunos, son objeto de estudio desde hace varios anos (Gutman, 1979; Corless y Leitmann,
1981; Sage et al., 1999; Chen y Chang, 1997; Jaritz y Spong, 1996) y diferentes metodologias
como control adaptable (Krstic et al., 1995), Hoo (Postlethwaite, 1999), redisenio de Lyapunov
(Khalil, 1998) se han extendido para resolver estos problemas. Por otro lado, fenémenos fisicos
como friccion, “backlash”, histéresis, zona muerta también limitan el desempeno esperado de
los sistemas y por esto mismo ha llamado la atencién en las investigaciones. Debido al interés
por entender estas no linealidades se han generado importantes contribuciones, por ejemplo
Armstrong et al. (1995); Cadiou y Sirdi (1995); Canudas-de-Wit et al. (1995); Dahl (1976);
Krasnoselskii y Pokrovskii (1989); Tao y Kokotovic (1996) y Tao y Lewis (2001), por citar
algunos. En realidad, estos fenémenos han sido dificiles de modelar, entonces se describen
por modelos con cierto grado de incertidumbre. Este tipo de no linealidades se conocen como
no suaves o duras, debido a que se representan de forma matemdatica como funciones no

diferenciables.

La friccién aparece en cualquier parte donde haya movimiento entre dos componentes
fisicos y principalmente puede generar error en estado estacionario y ciclos limites cerca
de la posicién de referencia; “backlash” es una caracteristica dindmica que se presenta por
acoplamientos mecanicos como trenes de engranaje limitando la precisién de los servomecanis-
mos; y zona muerta es una relacién estdtica entrada-salida que para un determinado intervalo

de valores de entrada no se genera salida y estéan presentes en actuadores y amplificadores.

Durante el diseno de sistemas de control de lazo cerrado para manipuladores mecédnicos, en
ocasiones se consideran despreciable estos efectos, produciendo en la practica, tareas de pobre
rendimiento (e.g. Berghuis y Nijmeijer, 1993; Chiaverini et al., 1994; Lasky y Hsia, 1991); por

otro lado, en linealizacién por retroalimentacion se requiere del conocimiento exacto de los



parametros del modelo de friccién utilizado para cancelar este efecto, generando incertidumbre
paramétrica o sintonizando los pardmetros de controladores para generar alta ganancia con

el riesgo de saturar los actuadores.

Sin lugar a duda se deben destacar trabajos que consideran estos fendmenos de una ma-
nera adecuada como Gonzilez et al. (1995); Wang et al. (2001) y Olsson et al (1998). El
diseno de controladores discontinuos tratado por Orlov et al. (2000), se utiliza para contra-
rrestar el fenémeno de fricciéon de Coulomb. El andlisis de estabilidad del sistemas en lazo
cerrado se encuentra dentro del marco de métodos basados en funciones de Lyapunov con
derivadas temporales no positivas a lo largo de la trayectoria del sistema, complementado con
la extension del teorema de invarianza para sistemas discontinuos (Alvarez et al., 2000) para
concluir estabilidad global del equilibrio. Una desventaja es que se producen oscilaciones de
alta frecuencia en el par una vez que la trayectoria converge al punto de equilibrio excitando
dindmicas no deseadas en los mecanismos. Los algoritmos de control continuos no garantizan
estabilidad asintética global en sistemas con lado derecho discontinuo porque el sistema en

lazo cerrado presenta multiples puntos de equilibrio.

En resumen, los siguientes factores, relevantes en la préactica, se deben considerar y tratar

de una manera apropiada:

1. Los sistemas dinamicos son no lineales y, debido a los efectos de friccién y otras no li-
nealidades como “backlash” y zona muerta, son no suaves (C). La trayectoria deseada es
una funcion en el tiempo disponible en términos de la posicién generalizada, velocidades
y aceleraciones correspondientes, por lo que la dindamica del error del sistema en lazo

cerrado es no lineal, no suave y variante en el tiempo.

2. El movimiento a través de la trayectoria de referencia se ve afectada por perturbaciones;

y ademads se dispone de informacion incompleta e imperfecta de los estados del sistema.

Motivado por lo anterior descrito, en esta tesis se disenan controladores H o que garanticen

estabilidad asintdtica de sistemas mecanicos con friccién y que el tamano de la senal de error



sea acotada de manera uniforme con respecto a las sefiales de disturbio admisibles.

En 1981, Zames plantea el problema de control Hs para el caso escalar basada en la
respuesta entrada-salida. La solucion del problema la obtienen Zames y Francis en 1984 y
posteriormente los mismos autores extienden los resultados para el caso multivariable. Es
a partir de Doyle et al. (1989) cuando impulsa la solucién algoritmica de los problemas de
control Hoo en espacio de estados, obteniéndose un controlador de la misma dimensién que
la planta ampliada o también denominada planta generalizada (constituida por el modelo del
proceso junto con las matrices de ponderacién que constituyen las especificaciones de disefio).
Los algoritmos desarrollados en espacio de estado se caracterizan por basarse en la solucién
de un par de ecuaciones algebraicas de Riccati desacopladas, partiendo de las matrices de
estado de la planta generalizada. Otro enfoque de la teoria de control He, se relaciona
con la teoria de juegos (Basar y Bernhard, 1990), esto es, se debe pensar en el disenador
por un lado y en el medio ambiente por otro lado, y el objetivo del disenador es elegir un
controlador que estabilice el sistema y sea Optimo con respecto a un criterio dado mientras
que el medio exterior tiene como objetivo hacer fracasar la estrategia del disenador por medio
de la eleccién de la peor perturbacién posible que actue sobre la planta a controlar. A partir
de estas ideas Ravi et al (1991) extienden la teorfa Hoo hacia sistemas lineales variantes en
el tiempo basados en la solucién de un par de ecuaciones diferenciales de Riccati. De manera
respectiva, Van der Schaft (1992) e Isidoriy Astolfi (1992) presentan la solucién al problema
de control H, para el caso global y local de sistemas no lineales invariantes en el tiempo
con retroalimentacién de estados y salida respectivamente. La solucion del problema consiste
en resolver dos ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Isaacs (caso global) o ecuaciones de Riccati
(caso local). De manera reciente, Orlov et al. (1999) extienden la solucién hacia sistemas no

lineales variantes en el tiempo con retroalimentacién de salida.

Estas estrategias para encontrar controladores Ho, se utilizan hasta la fecha, y ellas tienen
en comun que las dindmicas no suaves son consideradas como pertubarciones externas, esto

significa que, una condicién para encontrar la solucion del problema de control H,, para



sistemas no lineales es asumir que el lado derecho de la ecuacién dindmica & = f(x) es suave
( 1). En el presente trabajo se muestra que la teoria de control Heo no lineal se puede
extender a sistemas continuos no diferenciables invariantes y variantes en el tiempo y de
esta manera se pueden aplicar a problemas de seguimiento de trayectorias y regulacion para
sistemas mecdanicos con fricciéon. Las aportaciones tedricas en el andlisis no suave de Clarke

(1983, 1998, 2001) se utilizan en este estudio.

El diseno de controladores Heo que se presenta en esta tesis se basa en la teoria de jue-
gos de Basar y Bernhard (1990) y el andlisis de la ganancia Lo de Isidori y Astolfi (1992)
y Van der Schaft (1992). En el andlisis se presentan las condiciones suficientes para la exis-
tencia de una solucién global del problema en funcién de la solucién de dos desigualdades de
Hamilton-Jacobi e Isaacs, asi mismo se sigue la linea de razonamiento propuesta por Orlov
et al. (1999) donde la correspondiente expresién de Hamilton-Jacobi-Isaacs requiere que
sea negativa definida en lugar de negativa semidefinida. Esto permite desarrollar un proce-

dimiento de diseno que no obliga al sistema de control tener las condiciones de estabilizidad

y detectabilidad (Doyle, 1989).

Con el propdsito de fortalecer los resultados tedricos se realizan experimentos de regulaciéon
y seguimiento de trayectorias en un manipulador de tres grados de libertad (g.d.l.) que cuenta
con un sistema de transmisién por engranaje y cadenas (fuente de friccién) que lo hacen ideal

para observar el comportamiento de estos controladores asi como sensores de posicién.

Basados en las consideraciones previamente mencionadas, se resaltan los objetivos de esta

tesis:

e Desarrollar la teoria de control H ., con retroalimentacién de salida hacia sistemas con-

tinuos no diferenciables invariantes y variantes en el tiempo.

e Aplicar los resultados hacia sistemas mecanicos completamente actuados con friccion

dindmica.

e [lustrar de manera experimental el diseno de los controladores.



I.2 Organizacion del trabajo de tesis

El presente trabajo de tesis se divide en ocho capitulos y tres apéndices. En el primer capitulo
se presenta una introduccion al trabajo desarrollado. Para una mejor comprehensién de las
ideas transmitidas se facilitan en el capitulo dos las herramientas béasicas necesarias relativas
a la teoria de control Hyo, sistemas no suaves y robots manipuladores. El modelo discontinuo
de friccion de Coulomb es la representacién mas simple para caracterizar este fenémeno. Las
hipétesis que se asumen acerca de la funcién no lineal no incluyen esta clase de sistemas, pero a
manera de antecedente, se presenta el diseno de controladores discontinuos en el capitulo tres.
Para ejemplificar, la funcién no lineal se reduce a un sistema de segundo orden discontinuo,
es decir los servomotores con friccién de Coulomb y “backlash” (como elemento perturbador)
seran objeto de estudio ya que, evidentemente, no estan libres de estos fendmenos. Para con-
trarrestar esta dindmica, los controladores conmutados permiten estabilizar de forma global
y en tiempo finito las trayectorias hacia la posicién de referencia de los servomotores. El
analisis de estabilidad estd dentro del marco de trabajo de los métodos basados en funciones

de Lyapunov con derivadas temporales no positivas a lo largo de la trayectoria del sistema.

El problema de control Ho, para sistemas no suaves variantes en el tiempo se estudia en el
capitulo cuatro tomando como base las aportaciones de Clarke relativas al analisis no suave en
teoria de control. En el capitulo cinco, el procedimiento de sintesis se extiende a problemas de
regulacion y control de seguimiento de trayectorias de sistemas mecanicos basados en modelos
Euler-Lagrange con friccién de Dahl. El anélisis del funcionamiento del controlador se realiza
para un robot manipulador de tres grados de libertad. El desempeno de los controladores
se estudia en los capitulos seis a través de simulacion numérica para un manipulador de dos
grados de libertad. En el capitulo siete, se ilustran mediante resultados experimentales, las
respuestas de los controladores aplicado a un manipulador de tres grados de libertad con
nivel de friccién distinto de cero debido a la transmisién por engranaje y cadenas en cada

articulacion. Finalmente, en el capitulo ocho se presentan las conclusiones.



Capitulo 11

Preliminares

En este capitulo se presentan las herramientas que seran empleadas en los capitulos poste-

riores. Especificamente, este capitulo se divide en las siguientes tres secciones:

e Teoria de control Heo.
e Anilisis de funciones no suaves.

e Modelado de sistemas mecanicos.

En la primera seccion, més que teoria Hoo, se presenta unarecopilacién de las aportaciones
mas importantes en el tema. Estos van desde el planteamiento del problema en 1981 hasta la
mas reciente formulacion. En la segunda seccién se presentaran los fundamentos de lateoria de
andlisis no suaves. Esto serd realizado a través de un conjunto de lemas y teoremas tomados
de la literatura. En la seccion tres se describen las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange debido a que se utilizardan en los proximos capitulos para modelar la dindmica de
robot manipuladores de enlaces rigidos completamente actuados. Asi mismo se complementa,

esta seccién con un resumen relativo a modelos dindmicos de friccién maés utilizados.



II.1 Teoria de control H

A manera de resena historica, Zames en 1981 formula el problema de control robusto H . para
el caso escalar y se basa en una respuesta entrada-salida (dominio de la frecuencia). Zames
y Doyle obtienen la solucién del problema en 1984 y posteriormente los mismos autores

encuentran la solucién para el caso multivariable.

El problema de control Heo considerado por Zames (1981) consiste en encontrar un con-
trolador K que pertenece a una familia de controladores K que minimiza el valor supremo de
la funcién de transferencia entre la perturbacién a la salida de la planta y la salida del sistema

(también conocida como funcién de sensibilidad S(jw)) definida por la norma He como:
15]lo0 = sup [S(jw)]

mientras que para el caso multivariable, éste significa minimizar el supremo del valor singular
méximo (7):

I/l = 5upalS(je).

La justificacién de este problema reside en que si el valor pico de la funcién de sensibilidad
es pequeno, entonces la magnitud de S es necesariamente pequeno para todas las frecuencias,
y por lo tanto las perturbaciones seran atenuadas para todas las frecuencias. La minimizacién
de [|S||so €s la optimizacién del peor caso, porque ello equivale a la minimizacién del efecto

sobre la salida de la peor perturbacién.

Los primeros algoritmos para la solucién del problema de control Hso, desarrollados desde
1984 hasta 1988 han tenido el incoveniente de que el controlador es de un orden elevado
(Francis y Doyle, 1987) comparado con el de la planta, por lo que un paso previo a la imple-
mentacién del controlador era conveniente realizar un intenso trabajo para obtener contro-

ladores de menor dimensién (e.g. p-sintesis).

Es a partir de Doyle y colaboradores (1989) cuando se da un fuerte impulso a la solucién



algoritmica de los problemas de control H s en espacio de estados, obteniéndose un controlador
de la misma dimensiéon que la planta ampliada, o también denominada planta generalizada
(constituida por el modelo del proceso junto con las matrices de ponderacién que constituyen
las especificaciones de disefo). Los algoritmos en espacio de estado se caracterizan por basarse
en la solucién de dos ecuaciones algebraicas de Riccati desacopladas, partiendo de las matrices

de estado de la planta generalizada.

Un manejo mas comprehensivo de la teoria de control He, esta relacionado con la teoria
de juegos diferencial (Basar y Bernhard, 1990). Para verlo se debe pensar en el disenador
por un lado, y en el medio ambiente por otro lado (como si se tratara de dos jugadores).
El objetivo del disenador es elegir un controlador que estabilice el sistema y sea dptimo con
respecto a un criterio dado; mientras que el medio exterior tiene como objetivo el desbaratar
o hacer fracasar la estrategia del disenador, por medio de la eleccién de la perturbacion peor
posible que actue sobre la planta a controlar. Asi se define un indice de comportamiento
(Basar y Bernhard, 1990):

J(K,w) = min ma [ A T ATt dt < 2 A h w(t)Tw(t)dt}

siendo K el controlador, w € Ly la perturbacién actuante sobre el sistema, z € L5 es una
medida para evaluar el comportamiento en lazo cerrado del sistema, y v > 0 es un pardmetro
arbitrario. Si la solucién existe entonces habrd un controlador K* que estabilice al sistema

de lazo cerrado para la peor perturbacién (w*) actuante sobre el sistema.

Tomando como base estos conceptos Ravi et al. (1991) extiende la teoria Hoo hacia
sistemas lineales variantes en el tiempo basados en la soluciéon de un par de ecuaciones dife-
renciales de Riccati. Van der Schaft (1992) e Isidori y Astolfi (1992) presentan de manera
clara la solucién al problema global y local de control H,, para sistemas no lineales con
retroalimentacion de estados y salida basados en la solucién de las ecuaciones de Hamilton-

Jacobi-Isaacs y ecuaciones diferenciales de Riccati respectivamente. Mas recientemente Orlov



10

et al. (1999) extiende la solucién a sistemas variantes en el tiempo con retroalimentacién de

salida.

Estas estrategias para encontrar controladores Hoo se sigue utilizando hasta la fecha, y
ellas tienen en comun que la dindmica no suave que pueden presentar a los actuadores como

“backlash”, friccién de Coulomb se debe consider despreciable o como pertubarcion externa.

I1.2 Analisis de funciones no suaves

Existen importantes razones para involucrar el andlisis de funciones no suaves (o no diferencia-
bles) en teorfa de control, por destacar algunos ejemplos, la minimizacién de una funcién p(z)
o la determinacién de la estabilidad local de un punto de equilibrio z* de una ecuaciéon dife-
rencial & = f(x), requieren que las funciones p(x) y f(x) sean diferenciables respectivamente;
sin embargo, en muchos sistemas fisicos las funciones no cumplen con esta consideracion,
principalmente aquéllos que tomen en cuenta no linealidades de los actuadores (friccién de
Coulomb, “backlash”, zona muerta, etc.) y algunos otros considerados en Aubin y Cellina
(1984); Brogliato (1999); Clarke (1983); Clarke et al. (1998) y Vinter (2000) y algunas refe-
rencias dentro de ellas. Los conceptos de funciones no suaves se toman principalmente de los
trabajos de Rockafellar (1970), Ioffe (1983) y Clarke (1983, 1989) entre otros. Para comen-
zar con este seccién se toma como punto de partida las definiciones de limite, continuidad y

diferenciabilidad de una funcién.

I11.2.1 Limite, continuidad y diferenciabilidad

Antes de entrar en materia de sistemas no suave es necesario explicar la continuidad y dife-

renciabilidad de una funcion. Para ello se ofrece una serie de definiciones.

Definicién I1.1 (Parcell y Varberg, 1984) Para decir que el lim, .., f(x) = L, donde

f: IR — IR y L es un numero real, significa que para cada € > 0 dado (no importa que tan
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pequeno sea), existe un correspondiente valor 6 > 0 tal que si 0 < |z — xg| < 6, entonces
|f(x) — L| <€ esto es,

O<|z—mxo| <é6=|f(z)—L|<e

Obsérvese la figura 1 para una mejor comprehensién de esta definicion.

Al considerar limg .z, f(x) significa que s6lo interesan los valores de = en un intervalo
abierto que contenga a xg pero no a xg mismo, es decir, valores de x cercanos a xg y mayores

y menores que .

Teorema II.1 (Swokowski, 1979) Suponer que existe un intervalo abierto que contiene el
punto xo y que una funcion f: IR — IR estd definida en todo el intervalo excepto posiblemente

en xg. Entonces ellimg_.z f(x) = L si y solo si lim,_,, - flx)y=Ly limx_marf(:c) =L.

En el teorema I1.1 limz_)xa f(z)y limx_)xaL f(x) significa que es el limite cuando x se aproxima
a xg por la izquierda y por la derecha respectivamente. Este teorema estd intimamente

relacionado con el concepto de limite unilateral.

f(x)

R

S

i
|
1
1
!
1
|
1
1
1
|
1
!
|
1
!
:

X

b
0

.’L‘o—(s .’L'0+6 €z

Figura 1: Descripcién grafica del limite de una funcién.
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Suponer que existe una funcién f : IR — IR para la cual f(z) = v/z —xo. Como f(z) no
existe si x < xg, entonces f no estd definida en cualquier intervalo abierto que contenga a x.
Si z estd restringida a valores mayores que o, el valor de f(x) = /= — 29 se puede acercar
a cero tomando a x suficientemente cercana a xy pero mayor que z. En tal caso se acerca x
a xg por la derecha, por tal motivo se considera el limite unilateral por la derecha, el cual se

define a continuacion:

Definicién I1.2 Sea f una funcion definida en todos los numeros de algqun intervalo abierto

(zo,x1). Entonces, el limite de f(x), cuando x se aproxima a xo por la derecha es L, y se

escribe:

lim f(x)=1L
mﬂmg

st para cualquier € > 0, independientemente de qué tan pequeno sea, existe una 6 > 0 tal que:

si 0<z—zo<é=|f(r)—L|<e

Definicién I1.3 (Graves, 1956) Una funcién f : IR" — IR es continua en xg conxg € S C

IR™ donde S es un conjunto abierto si y solo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. f(xo) existe,
2. limg g, f(x) existe,

3. limx—wo f(l') = f(l'O)

Sin embargo para algunas funciones la definicién I1.2 no se satisface, por ejemplo f(z) =1/z
no tiene solucién para x = 0 € S. Por eso en el estudio de las funciones, a veces resulta ttil

el andlisis en las fronteras de sus restricciones (Iimite unilateral y bilateral).

Definicién I1.4 (Clarke, 1998) La funcion f : IR™ — IR es semicontinua por abajo, res-
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pectivamente por arriba, en el punto xg si xg € S C IR" y

liminf f(z) > f(xo)

T—T0

respectivamente, St

limsup f(z) < f(x0).

T—x(

Definicién I1.5 (Parcell y Varberg, 1984) Sea una funcion f : IR — IR definida en una

frontera alrededor del punto xg, la derivada de f en xo, denotada como f'(xo), estd dado por:

f/(fL'O) — Lm f(ﬂ?o + h’) — f(LUO)

h—0 h

stempre y cuando este limite exista.

Una funcién f : IR™ — IR definida en un intervalo abierto I se dice que es diferenciable en
I si f'(z) existe para cada punto en el intervalo I y la derivada por un lado exista. Cuando
una funcién f(x) no tiene derivada en un punto xg € S (e.g. ||, sgn(z)), es en ocasiones ttil
considerar los limites por un lado, ya sea superior o inferior, de los cocientes de diferencia,
el cual siempre existen cuando se considera el limite desde +o00. Para este caso se introduce

una de las derivadas de Dini (inferior por la derecha):

e S t) = f(2)
Df(z) := lim inf " .

t—0+

()

Se destaca que la derivada D f(x) puede tomar el valor de +00 6 —oo. Para hacerse una mejor

idea de esta definicion, se ofrece el siguiente ejemplo:

Ejemplo I1.1 Considérese la funcién f(x) = —|x|, que es continua en x = 0 pero la derivada
por la izquierda es f'(x) = 1 y la derivada por la derecha es f/(x) = —1, por consiguiente la
igualdad

lim inf flat+t) — f(z) = liminf w
t—0+ t t—0+ t
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no se satisface, entonces f(x) no es diferenciable en x = 0. \V4

Un resultado bésico en la teorfa diferencial suave es la derivada direccional de f(z) en la

direccion de v € IR™ y es definida por:

D) =ty L0 = SC0)

(2)

Si f(z) es diferenciable en x, entonces la derivada direccional, que existe en cada direccién

de v, es una funcién lineal de v y se tiene la siguiente relacion:
Df(x;v) =V f(a) v, (3)
donde Vf(x) es el vector gradiente de z. Por la férmula de Taylor se tiene que

fle+d) = fx)+Vf(z)"d+]ld|l=(d)

= f(@)+ Df(w;d) +||dl[e(d) VdeIR",

donde (d) — 0 cuando ||d|| — 0 (Mékeld y Neittaanméki, 1992).

Estas definiciones son bésicas para una mejor comprehension del concepto de subdife-
rencial, superdiferencial y gradiente generalizado estudiados por Clarke (1983) e Ioffe (1997)

entre otros y que se estudian en la préxima subseccion.

I1.2.2 Subdiferencial y superdiferencial

En esta subseccién se proporcionan herramientas para sistemas que no son diferenciables en
el sentido definido hasta ahora (definicién I1.2). Como antecedente al analisis de la teorfa no
suave se definen los conceptos de gradiente generalizado, subgradiente y subdiferencial. Para
iniciar con la explicacion se supone una funcion real localmente Lipschitz definida en IR"™.

Una funcién f es localmente Lipzchitz en x € IR" si cada punto z tiene una vecindad ¢ > 0
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tal que exista una constante K en x € IR™ que cumpla con la siguiente desigualdad:

[fy) = f(A)| < Kly — 2| Vy,z € B(x;e).

Ademas la funcién f(z) es positivamente homogenea si f(Ax) = Af(z) para todo A <0y

subaditiva si f(z+y) < f(x) + f(y) para toda z y y en IR".

Suponer que la funcién f no es diferenciable en un punto x € S. Por lo tanto se define en
lugar de la derivada ordinaria la derivada direccional generalizada de f evaluada en z en la

direccion de v.

Definicién I1.6 (Clarke, 1983) Sea la funcion f : IR"™ — IR localmente Lipschitz en un

punto x € IR". La derivada direccional generalizada de f(x) en la direccion de v € IR" es

definida por:
Df(x;v) = litm(i)gf f —}—tu;) — f(w) (4)

Teorema I1.2 (Clarke, 1983) Sea f localmente Lipschitz en x con una constante K. En-

tonces:

e La funcionv — D f(x;v) es finita, positivamente homogenea, y subaditiva en el conjunto
X, y satisface
1D f(;v)] < K|v]].

e Df(x;v) es semicontinua por arriba como una funcion de (x,v) y como una funcion de

v es Lipschitz de rango K en X.

* Df(x; —v) = =Df(x;v).

Sea f : IR™ — (—o0,00] cualquier funcién y x un punto donde f(x) es finito. Un vector

¢ € IR™ se dice que es el subgradiente proximo de f en z si existe una vecindad €2 de z y un
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S zj

z-w.é”f.um
-'Y/ o /..-V
s /ﬁ.ﬂ-"'-

Figura 2: Interpretacion geométrica del subgradiente préximo.

nimero o > 0 tal que:

fly) > f@)+{(y—a) —olly—=|* Vye

El conjunto de los subgradientes préximos en x (que puede ser vacio y que no es necesaria-
mente cerrado, abierto o acotado pero que es convexo) se denota como dpf(z), y es llamado

subdiferencial prozimo. Si f es diferenciable en x, entonces Op f(z) C { f'(x)}.

La existencia de un subgradiente préximo ¢ en un punto x corresponde a la posibilidad
de aproximar la funcién f por abajo por una funcién cuya grafica es una parabola. El punto
(z, f(z)) es un punto de contacto entre la grafica de f y la pardbolay ( es la pendiente de la

parabola en ese punto (ver figura 2).

Definicién I1.7 (Clarke, 1983) Sea f : IR" — IR localmente Lipschitz en x € IR". FEn-

tonces la subdiferencial de f en x es el conjunto

0f(x) :={¢ e R": Df(x;v) = (v,¢) Vv € IR"}. (5)

Cada elemento ¢ € df(x) es llamado subgradiente de x.
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f'(z) op f(z)

Figura 3: Representacién gréfica de la derivada tradicional (f/(x)) y la derivada de Clarke
(Op(x)) para f(z) = |a|.

Ejemplo I1.2 Considérese la funcién f(x) = |z|. Si z es estrictamente positiva, entonces

r+tw—=x
D ‘) =liminf —— =
f(z;0) im in : v
w—v

entonces el conjunto de nimeros ¢ que satisfacen v > (v para toda v se reduce a df(x) = 1.

De manera similar 0f (x) = —1 si z < 0. Para x = 0, la derivada direccional es

Df(0;v) = liminf w -
t—0T
w—v

v,

por lo tanto Jf(0) consiste de todo ¢ que satisface la desigualdad |v| > (v para toda v,
resultando en 0f(0) = [—1, 1]. \V4

Teorema I1.3 (Clarke, 1998) Sea la funcion continua f : IR* — IR es decreciente si y sdlo
si D f(x;v) < 0 para toda x en IR", Vv € IR}

Si la funcién f es continuamente diferenciable, la derivada direccional D(x;v) corresponde

precisamente a (V f(z))resultando en el siguiente corolario:

Corolario 1 (Clarke, 1998) Una funcion continuamente diferenciable f : IR™ — IR es

decreciente siy solo si Vf(x) <0 Vx € R".
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Un vector ¢ se le conoce como el supergradiente proximo de una funcién V : IR" —
—o00, +00] en  si existe alguna o > 0 tal que, para toda y en alguna vecindad de  se cumple
(—o0, +oc] g que, p y en algu p

con la siguiente desigualdad:

f) < f@)+{Cy—a) +olz—y|~

El conjunto de subgradientes préximo de f en z se denota como &V (z) y se le conoce como

superdiferencial proximo de V en .

I1.2.3 Ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

La solucién a la ecuacién diferencial @ = f(x,t) con lado derecho continuo es equivalente a

x(t) = x(to) + t f(z(s),s)ds. (6)

Esta definicién no es valida para todas las ecuaciones diferenciales y de manera particular para
aquéllas que presentan un lado derecho discontinuo (Filippov, 1988). La ecuacién (6) se puede
aplicar en el caso en que la solucién se aproxime por un lado a la superficie de discontinuidad
(S) y la deje por otro lado (ver Figura 4a). Por ejemplo, considérese la funcién & = sgn(x),
para t < 0 se tiene que & = —1, entonces la solucién a la ecuacién diferencial es x = —t + ¢y
para t > 0 se tiene a & = 1, y la soluciéon es x = t + c2, y de acuerdo a la definicién de
continuidad para t = 0 se tiene

2(0) = lim (—t+¢) = lim (t +¢), z(0)=c=c
t—0— t—0t

en consecuencia la solucién de & = sgn(x) se expresa por la férmula x(t) = |t| +c. Parat =0
la derivada no existe. Aqui la solucién pasa a través de S y satisface la ecuacién excepto
en el punto de interseccion en la cual la solucién no tiene derivada. Por otra parte, cuando

en ambos lados de una superficie de discontinuidad S la solucién se aproxima a S (Figura
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4b). Por ejemplo, sea & = 1 — 2sgn(x), para x < 0, se tiene que £ = 3, y la solucién a la
ecuacién diferencial es x = 3t + c1; para x > 0 se tiene que & = —1, entonces la solucion es
x(t) = —t + c2. Aqui la definicién de la solucién es inadecuada porque si se analiza el limite
por la derecha y por la izquierda

lim (=t 4+¢2) =0, lm((3t+c¢1) =0, c1=c2=0,
t—0— t—0t

y para 1 —2sgn(0) = 1 # 0, por lo tanto no hay manera de saber como la solucién, que ha

alcanzado S, pueda ser continua.

Para el anélisis de la solucidén considerar la ecuacion diferencial de la forma:

&= f(z,1) (7)

con una funcién continua a tramos f en un dominio G, x € R", & = dx/dt; M esun conjunto
(de medida cero) de puntos de discontinuidad de la funcién f. La solucién a la ecuacién

diferencial (7) se presenta enseguida:

1. Se considera para cada punto (x,t) de un dominio G, un conjunto F(x,t) en un espacio
n-dimensional. Si en el punto (z, t) la funcién f es continua, el conjunto F'(z,t) consiste

de un punto que coincide con el valor de la funcién f en ese punto.

2. Si (z,t) es un punto de discontinuidad de la funcién f, la solucién a la ecuacién dife-

rencial (7) es una solucién de la inclusién diferencial

i€ F(z,t) (8)

es decir, una funcién vectorial absolutamente continua ! z(¢) definida en un intervalo o

segmento [ para el cual @ € F'(x,t) en casi todas partes de I.

!Una funcién absolutamente continua significa que no sélo F(8) — F(a) se vuelve infinitamente pequefia
con (-« sino que Y [F(8) — F(a)] es también infinitamente pequefna con Y [8 — a.
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(a)

Figura 4: Trayectorias y superficies de discontinuidad.

Para cada punto (z,t) € G el conjunto F'(z,t) es el conjunto convexo cerrado més pequeno
que contiene todos los valores limite de la funcién vectorial f(x*, t) para (z*,t) ¢ M, 2" — x,

t = const. Una solucién de la ecuacién (7) es una solucién de la inclusién (8).

Considérese el caso donde la funcién f(z,t) es discontinua en una superficie suave dada
por la ecuacién p(x) = 0. La superficie S separa las vecindades en el espacio  en los dominios
G~ y GT. Para t = const y para el punto x* aproximandose al punto x € S desde el dominio
G~ y GT, entonces la funcién f(x*,t) tiene los siguientes valores limite:

lim f(z*t) = f (z,t) lim f(z*t) = f(a,t)

r*eG™ z*eGt

¥ —x * —x

Entonces, el conjunto F(z,t) es un segmento lineal uniendo los puntos finales de los vectores
@)y [ (=,).

Si para t1 < t < t2 este segmento se encuentra en un lado del plano P tangente a la
superficie S en el punto z, las soluciones para esta ¢t pasa por un lado de la superficie S a la
otra (Figura 4a). Si este segmento intersecta el plano P, el punto de interseccién es el punto

final del vector fO(x,t) que estd determinada por la velocidad de movimiento & = f%(z,t) a
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lo largo de la superficie S en el espacio x (Figura 4b). Esto significa que la ecuacién

= fo(xa t) (9)

se asume como la solucién de la ecuacién (7). El parrafo anterior se resume en el siguiente

lema II.1.

Lema II.1 (Filippov, 1988) Considerése la region G= y G en el espacio x1 ..., sepa-
rada por una superficie suave S. Suponer que f(x,t) es una funcion vectorial acotada y para
cualquier constante t sus valores limites f~(x,t) y f1(x,t) existen cuando S es aprozimada
por G~ y Gt. Sean fy y f;\; las magnitudes de las proyecciones de los vectores f~ y f+ en la
normal de la superficie S dirigida desde G= y GT. Sea la funcion vectorial z(t) absolutamente
continua y para ty <t <ty considerar que v € S, fy(z,t) >0, fi(z,t) <0, fy — fa > 0.

Para que x(t) sea una solucion de (7), es necesario y suficiente que para casi toda t € [t1, t2]:

S

:fo(ac,t), fOEaer—l—(l—a)f*, oz:_f—N_Jr. (10)
In—In

Aplicaciones potenciales de estas herramientas es en el diseno de controladores para sis-

temas mecédnicos con friccién debido a que este fenémeno es modelado por ecuaciones con

términos discontinuos (fricciéon de Coulomb) o por ecuaciones dindmicas con términos con-

tinuos no diferenciables. En la proxima subseccién se resaltan las ecuaciones Euler-Lagrange

para modelar la dindmica de un manipulador seguido de la descripcién de algunos modelos

de friccidn.

I1.3 Modelado de sistemas mecanicos

En las ultimas dos décadas se ha escrito una diversidad de literatura detallando el proce-
dimiento para derivar la ecuacién dindmica de un robot manipulador completamente actuado

(Asada y Slotine, 1985; Sciavicco y Siciliano, 2000; Lewis et al., 1993; entre otros). Una
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manera de describir la dindmica de un sistema mecédnico es a través de las ecuaciones de

movimiento de Euler-Lagrange (Sciavicco y Siciliano, 2000):

=7, 1=1,2,...,n (11)

d [0L(g,9)] 9L(g.9)
at | 90 0q;

donde L(q,q4) = K(q, §)—U(q) representa la funcién Lagrangiana, (g, ¢) es la energfa cinética,
U(q) es la energia potencial, g; es el vector de coordenadas generalizadas y 7; es la fuerza
generalizada asociada con las coordenadas generalizadas ¢;. Para un manipulador de enlaces
rigidos de n grados de libertad, las coordenadas generalizadas son las posiciones articulares
q = [q1---qu)T. Las fuerzas generalizadas 7; estdn dadas por las fuerzas no conservativas
como los pares aplicados por algiin actuador, pares debido a las fuerzas de friccién en cada
articulacion, asi como otros pares ejercidos debido al contacto con el medio ambiente que los

rodea.

Las ecuaciones que describen el comportamiento dindmico de un robot manipulador de
n-grados de libertad mediante las ecuaciones de Lagrange se pueden representar de manera

compacta como:
M(q)i+ Cla:9)q+ Glq) + F(¢) =7 (12)

donde g € IR™ representa las posiciones articulares, 7 € IR™ es el par aplicado al manipulador,
M(q) € R™" es una matriz simétrica positiva definida que representa la inercia, C(q,¢)qes el
vector de Coriolis y de fuerzas centrifugas, G(q) representa el vector de pares gravitacionales

y F'(§) representa la friccién presente en el mecanismo.

I1.3.1 Modelos de friccion

Se define la friccién como una fuerza resistente que actia sobre un cuerpo, que impide o

retarda el deslizamiento de un cuerpo respecto a otro o superficie que este en contacto. Esta
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fuerza es siempre tangencial a la superficie en los puntos de contacto con otros cuerpos, y
tiene un sentido tal que se opone al movimiento posible o existente del cuerpo respecto a esos
puntos. Cuando dos superficies estan en contacto, siempre se presentan fuerzas tangenciales
llamadas fuerzas de friccién, cuando se trata de mover una de las superficies con respecto a
otra. Por otra parte estas fuerzas de friccion estan limitadas en magnitud y no impediran el

movimiento si se aplican fuerzas lo suficientemente grandes.

Modelo clasico

La friccién es una fuerza que se opone al movimiento de un cuerpo y que su magnitud es
dependiente de la velocidad y de la superficie de contacto. La friccién clédsica es uno de los
modelos de friccion méas ampliamente utilizados. Estd compuesto de la friccién cinética y

viscosa y se puede describir de la siguiente manera:

F = Fosgn(v) +ogv (13)

donde la fuerza de friccion F¢ es proporcional a la carga normal Fo = uFy, o2 es el co-
eficiente de friccion viscosa y v es la velocidad. El primer término de la ecuacién (13) se
conoce como el modelo de friccion de Coulomb y genera una fuerza de retardo constante a la
superficie de contacto, ademas no especifica la fuerza de friccién a la velocidad cero generando
discontinuidades durante movimientos bidireccionales. El segundo término en la ecuacién (13)
es la friccién viscosa resultado de la viscosidad de una capa de fluidos lubricantes entre dos
superficies en contacto. Como se muestra en la figura 5 la fricciéon viscosa se representa como

una funcién lineal de la velocidad (Leonard y Krishnaprasad, 1991 y Olsson et al., 1997).

Modelo de friccién Dahl

El modelo de friccién de Dahl, introducido por Dahl (1968), se desarrollé con el objeto de

simular sistemas de control con friccién. El punto de partida del modelo de Dahl es la curva
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esfuerzo-deformacién en mecéanica sélida. Cuando cierto cuerpo es sometido a estiramiento la
fuerza de friccién se incrementa hasta que ocurre la ruptura del objeto. Dahl modelé la curva
esfuerzo-deformacion a través de una ecuacion diferencial, donde z es el desplazamiento, F’ la

fuerza de friccion y Fo la fuerza de friccion de Coulomb, tomando la forma que sigue:

o <1 _ F—isgn(v)) ) (14)

donde oy es el coeficiente de rigidez y « es un parametro que determina la forma de la curva

esfuerzo-fatiga. El modelo de Dahl en funcién del tiempo es:

dFF  dFdx dF F “
== =0 (1 - F—ngn(v)> v, (15)

y que es una generalizaciéon del modelo de fricciéon de Coulomb (Olsson et al., 1997). Para

a =1 el modelo de Dahl (14) es:

Modelo de friccién LuGre

El modelo de friccion LuGre es un modelo de friccién dindamico presentado por Canudas-de-
Wit et al. (1995). Este modelo asume que la topografia de la superficie de un objeto se puede
representar como una serie de cerdas flexibles (Haessig y Friedland, 1991). En el momento
de aplicar una fuerza tangencial sobre las cerdas entonces se flexionardn como resortes (vease
Figura 6). Este modelo de friccién se interpreta como el promedio de la fuerza de defleccién

de los resortes elasticos. Si la defleccion es lo suficientemente grande las cerdas empezaran a
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Figura 5: Fuerza de friccién.

deslizarse. Este modelo dindmico esta descrito por:

. 00
z = v———=2|y|

9(v)
F = o0pz+ 01(v)z + oav, (16)

donde F’ es la fuerza de friccién, z es el promedio de defleccién de las cerdas, v es la velocidad
relativa entre dos superficies, oy es el coeficiente de rigidez, o, es el coeficiente de amor-
tiguamiento asociado a 2, oav representa la friccién viscosa y la funcion g, que depende de
muchos factores como propiedades del material, lubricacién, temperatura, etc., fue propuesta

para describir el efecto de Stribeck (Canudas de Wit et al, 1995):

g(v) = Fo + (Fs — Fo)e G’ (17)
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N

(a) (b)

Figura 6: Topografia de una superficie de contacto (a) y su representacion a través de cerdas
flexibles (b).

donde v; es la velocidad de Stribeck y Fls es el nivel de friccion estatica maxima. El valor de

la fuerza de friccién F' en estado estable es:

Fss = 002ss + 020 = g(v)sgn(v) + o9v. (18)

IT.4 Resumen

Para encontrar la solucién al problema de control H o, para sistemas no lineales se necesita re-
solver la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Isaacs. Desde un punto de vista practico, la solucién de
esta ecuacion representa dificultades computacionales. Una alternativa para facilitar el desar-
rollo computacional es resolver un par de ecuaciones de Riccati (Laub y Gahinet, 1997) pero
en esta estrategia se debe linealizar la funcién no lineal. Los trabajos presentados por Chen
y Chang (1997) y Acho et al. (2001) son ejemplos con aplicaciones a sistemas mecanicos con
ausencia de friccién. La presencia de términos continuos no diferenciables en el lado derecho
del sistema dindmico & = f(z), usualmente para representar friccién (Dahl, 1976; Canudas-
de-Wit et al., 1995) aparentemente representa una desventaja en la formulacién de problemas
Hoo donde asumen que los sistemas son infinitamente diferenciables. Las ideas tedricas que

se presentan en este capitulo relativas a sistemas no suaves (subdiferencial y superdiferencial;
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derivada de Clarke) permite hacer extensiva la teorfa de control H a sistemas continuos no
diferenciables con aplicacién a sistemas mecanicos representados por la formulacion Euler-
Lagrange (12). Los detalles en el manejo de esta teoria se presenta en el capitulo cuatro y
cinco, pero se puede adelantar que estas herramientas permiten analizar la derivada en las

fronteras del punto donde la derivada no existe.



Capitulo 111

Control de sistemas discontinuos

I11.1 Introduccién

El modelo estatico de friccion de Coulomb es la representaciéon mas simple para caracterizar
este fenémeno. Las hipdtesis relativas al sistema no lineal, dadas més adelante, no incluyen
esta clase de sistemas. Por otro lado, este modelo no absorve otros efectos asociados a la
friccién (Armstrong-Hélouvry et al, 1994). En este capitulo se presenta el diseno de un con-
trolador conmutado para estabilizar de manera global y en tiempo finito la trayectoria de un
servomotor eléctrico que opera bajo condiciones inciertas debido a la presencia de friccién
y “backlash”. La ecuacién del servomotor es gobernada por una ecuacién diferencial de se-
gundo orden con un término discontinuo para representar el fenémeno de friccién de Coulomb
y un término que cubre las incertidumbres. Los controladores continuos implementados en
esta clase de sistemas no garantizan estabilidad asintética debido a que presentan miultiples
puntos de equilibrio. Un antecedentes de controladores discontinuos son los llamados modos
deslizantes (Utkin, 1992). Los controladores por modos deslizantes consisten de dos partes:
primero, se disena una variedad tal que en ella el controlador presenta las propiedades de-
seadas; segundo, la ley de conmutacién lleva las trayectorias del sistema a esta variedad en

un intervalo de tiempo finito. Los controladores por modos deslizantes estabiliza de manera

28
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asintotica las trayectorias del sistema mostrando ciertos niveles de robustez sin embargo es-
tos controladores generan oscilaciones de alta frecuencia produciendo dindmicas no deseadas
en los mecanismos. El controlador disenado en este capitulo no depende de movimientos
deslizante, sin embargo presenta las mismas caracteristicas de robustez. Las funciones de
Lyapunov estan dentro del marco de trabajo para la prueba de estabilidad asi como el lema

de Barbalat y una extension al teorema de invarianza seran tomados en cuenta en este estudio.

II1.2 Estabilizaciéon en tiempo finito de servomotor

Considérese la ecuaciéon dindmica de un servomotor dada por:

Ji=u—F(q) +w(t), ¢, u € R, (19)

donde ¢ denota desplazamiento, u es la entrada de control, J es la inercia, w(t) es el disturbio

externo y F'(§) es la fuerza de friccién gobernada por el modelo clésico:

F(q) = 02¢ + Fosgn(q) (20)

donde o9 > 0 es el coeficiente de friccién viscosa, Fo > 0 es el nivel de fricciéon de Coulomb, y

) 1 sig>0
sgn(q) = (21)
1 sig<0.
Debido a que el fenémeno de fricciéon no ha sido entendido completamente y es dificil de
modelar entonces se incluye el término de incertidumbre w(t) en la ecuacién del motor (19)

para tomar en cuenta algunas discrepancias como rigidez y “backlash”. Se asume que la

magnitud de la incertidumbre estd acotada por un término conocido apriori M > 0:

lw(t)] < MV t. (22)
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El objetivo de control es la convergencia de la trayectoria del servomotor (19) hacia el origen
g = ¢ = 0 en un intervalo de tiempo finito y conservarlo en esta posicion a pesar de la

influencia de disturbios externos (22) sobre el sistema controlado.

Como se menciond en la introduccién de este capitulo, los algoritmos de control continuo no
estabilizan de manera asintética al sistema (19), (20) por la presencia de términos discontinuos
(21). El servomotor (19), (20) con ley de control continua u tiene un conjunto de puntos de
equilibrios alrededor del origen ¢ = 0 (ver Alvarez et al., 2000), llegando a una solucién no
apropiada al problema de estabilizacién. De manera particular, los controladores continuos
desarrollados por Bhat y Bernstein (1998) y Hong et al (2001) para estabilizar osciladores
sin friccién en tiempo finito no son validos para estabilizar asintéticamente servomotores (19),

(20) con nivel de Coulomb F¢ distinto de cero.

Bajo este argumento, considérese el siguiente algoritmo de control conmutado para resolver

el problema de estabilizacién del servomotor (19), (20) con fricciéon de Coulomb:

u = —pgq —vq — Bsgn(q) — ysgn(q) (23)

donde u, v, B, v son las ganancias de los parametros que satisfacen:

w,v >0, B—M >Fc+~v> M. (24)

Las ecuaciones de estado del sistema dindmico (19), (20) con la entrada de control (23)

genera discontinuidades en el conjunto de medida cero:

N ={(q,4) : g4 = 0} € R? (25)

y en las siguientes lineas de conmutacion:

S, = {(m,y)GIR2::L’>O,y:0}
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Sy = {(x,y)ERQ:xzo,y<0},
S3 = {(x,y)EIRz:x<0,y:0},

Sy = {(z,y) eR%:2=0,y >0}. (26)

Nota. Un conjunto de medida cero es un conjunto de valores ¢ € N que puede ser cubierto
por una secuencia de intervalos cuya longitud total es arbitrariamente pequena. Formalmente,
se dice que un subconjunto S C IR™ tiene medida cero si para cada € > 0 hay una unién

contable de bolas Bi, Bs,... de volumen ¢g; tal que

[oe)
E g <é€
=1

o
S C U B;.
=1

Debido a esto, las condiciones iniciales del sistema en lazo cerrado (19), (20), (23) tiene
solucién en el sentido de Filippov (Filippov, 1988), esto es, para la solucién de la ecuacién de
segundo orden con términos discontinuos en el lado derecho considérese la funcién ¢(z,t) :
IR"*! — IR™ continua a tramos en z, y que sobrepase las discontinuidades en el conjunto

N € IR"® de medida cero para casi toda t. Entonces la solucién de la ecuacién diferencial

estd dada por la definicién III.1.

Definicién III.1 (Filippov, 1998) Para cada punto z € IR" y t € IR sea el conjunto ®(z,t)
el conjunto convexo mds pequeno que contienen a todos los valores limites de ¢(z*,t) para

2" € R"\ N(t), 2 — z. Una funcion absolutamente continua z(t), definida en un intervalo
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I se dice que es la solucion de (27) si la inclusion diferencial

2 e B(z,t) (28)

con ®(z,t) se satisface para z(t) en casi todas partes del intervalo I.

Como se muestra en la Figura 7, el vector de velocidad del servomotor (19), (20) bajo la ley
de control conmutada (23), (24) es tal que la trayectorias del sistema pasa por las lineas de

conmutacion (26) en todas partes escepto en el origen (g, ¢) = 0.

Con el propésito de representar el sistema de lazo cerrado (19), (20), (23) en la forma de
la ecuacién diferencial (27), considérese ahora a z = (z,y), r =qy y = ¢, © = (p1,2)7,

donde:

w1(z,t) =,

0oz, t) = J Y =(09+ p)y — va — Bsgn(x) — (Fo + v)sgn(y) +w(t)]. (29)
El conjunto de discontinuidades (25) parte el plano de fase IR? en las siguientes cuatro regiones:

G = {(z,y) eR?:2> 0,y >0}, Goa= {(z,y) €R?: 2 >0,y <0},

Gs = {(z,y) €eR?*:2<0,y <0}, Ga={(x,y) €eR?*: 2 <0,y >0}, (30)

y en las lineas de conmutacién (26), los vectores de velocidad:

0
i = lim  p(z,t) =J

2 — (21,0) —vry — B — (Fo +7) +w(t)

ZEGl
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0
o1 = lim  p(z,t) =J7!
2 — (21,0) —vry — B+ (Fo +7) +w(t)
z € Go
Jy
p3 = lim  p(zt) =J ! !

2 (0,y1) (o2 +mwy — B+ (Fo +v) +w(t)

ZEGQ

Jyi
Py = lim  p(zt) =J7

2 (0,51) (o2 + wWy1 + B+ (Fo +7)+ w(t)

z € Gs

—vr1 + B+ (Fo +7) + w(t)

z — (21, 0)
z € Gs
— . -1 0
03 = lim o(z,t) =J
2 — (21,0) —vry + B — (Fo +7) + w(t)
z € Gy
J
or = lim o(z,t) = J 1 v

2 — (0,y1) (o2 + Wy + 68— (Fo +7) +w(t)

z€ Gy

J
0, = lim o(z,t) = J 1 .

(o2 + Wy —B— (Fo +7) +w(t)

(
-
-
A= im Sp(z,t)Jl( :
(
-
-

z— (0,1)

z€ Gy

apuntan hacia la misma regién para todo instante de tiempo ¢ y todo disturbio admisible

externo (22). Por lo tanto el controlador conmutado (23) no genera modos deslizantes en las
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Figura 7: Retrato de fase de servomotor controlado por controlador discontinuo.
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lineas de conmutacién (26), y (¢,4) = 0 es el tnico punto de equilibrio del sistema. Junto

con esto, el controlador (23) asegura la estabilizacién de los servomotores en un tiempo finito.

Este parrafo se define de manera formal en el teorema III.1.

Teorema IIL.1 Considérese el servomotor (19), (20) controlado por (23). Entonces el punto

de equilibrio (q,q) = (0,0) del sistema en lazo cerrado (19), (20), (23) es asintdticamente

estable de manera global y todas las trayectorias convergen al equilibrio en tiempo finito al

menos que un disturbio (22) afecte su trayectoria (w # 0).

Prueba. La prueba de este teorema se divide en tres partes.

1. Con el propédsito de probar estabilidad asintética y global de (27), (29) se utiliza una

funcién de Lyapunov no suave:

1
V(z,y)= 5(1/»”62 + Jy?) + Bzl
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cuya derivada temporal a lo largo de la trayectoria del sistema estd dada por

V(t) = —(o2+ wy2(t) — (Fo +)|yt)| + y(t)w(t) <

—(o2+ wy*(t) — (Fo+ 7y — M)ly(t) (32)

donde la desigualdad proviene de las condiciones (22) y (24). La desigualdad (32) con
constantes positivas (Fo+u) v (Fo+v— M) se satisface en todas partes a lo largo del
conjunto de discontinuiddes (25). Dado que ninguna trayectoria se queda en N \ {0}
dentro de un intervalo de tiempo finito, la desigualdad (32) se satisface para casi toda

t y por la tanto la estabilidad del sistema en lazo cerrado se garantiza.

Otra consecuencia de (32), se concluye que para las trayectorias del sistema inicializadas
dentro de un conjunto acotado {(x,y) : V(x,y) < V;}, donde Vj; es una constante posi-
tiva suficientemente grande, las trayectorias permanecen acotadas de manera uniforme

por:

sup V(x(t),y(t)) < Vo (33)
t€[0,00)
Ademas, se sigue que
1tlim y(t) =0, (34)

a pesar de la seleccion de las condiciones iniciales del sistema en lazo cerrado. Para
justificar (34) es suficiente integrar la desigualdad (32) y representar la desigualdad

resultante en la forma

A [0z + W20 + (Fo +7 — M)Jy(e)Jdt < Vo. (35)

Debido a (33) entonces las derivadas con respecto al tiempo de las trayectorias del

sistema en lazo cerrado son uniformemente acotadas.
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Para completar la prueba de estabilidad asintética global del sistema en lazo cerrado

(27), (29) falta por justificar que:

lim z(t) = 0. (36)

t—o0

La relacién anterior se establece derivando la funcién auxiliar (indefinida) W(z,y) =

xJy alo largo de la trayectoria del sistema:

W =iJy+aty = Jy* —va® — (o2 +p)ay — Blz| — (Fo + 7)asgn(y)

+aw < Jy* —va? — (o2 + pry — [6 — M — (Fo +7)]|]. (37)
Integrando (37) y aplicando la desigualdad:

1
29h§592+gh2, g,heR, >0

se llega a
A{WP+W—44—U%+vmmwf
swm—wm+£bﬁ—m+mmm
WO =W+ [ {er? + 1+ om0
SWO) = W)+ [ {08 al + [+ (o407 (39)

para todo € > 0. Considerando € = 5“3,—0@ — M — Fo—~y) positiva debido a (24) entonces

[+ 5181 — o+ el
0

< 2(0)J(0) — 2(t)Ty(t) + A N i(ag b uR)iRdr (39)

Debido a (33) y (35) el lado derecho de la desigualdad (39) es acotada de manera
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uniforme en t > 0 para todas las trayectorias del sistema en lazo cerrado, inicializada

dentro del conjunto acotado {(z,y) : V(0) < Vp}, entonces la siguiente desigualdad:
o0
/ x2dr < L(Vp) (40)
0

con alguna constante positiva L dependiente de Vj se obtiene directamente de (39).

Aplicando el lema de Barbalat a la integral de la desigualdad (40), se concluye que las
trayectorias del sistema convergen al equilibrio (36) con las condiciones iniciales dentro
{(z,y) : V(0) < Vp}. Para una constante Vp arbitrariamente grande se puede con-
cluir convergencia global (36) para las trayectorias del sistema con condiciones iniciales

arbitrarias.

. El sistema en lazo cerrado (27), (29) es asintéticamente estable en forma global y todas
las trayectorias del sistema permanecen en una bola arbitrariamente pequena Br =
{(z,y) - 2% +9? < R?}.

El tiempo de establecimiento T'(x(0), y(0)) (es decir, el tiempo de convergencia al origen)

de la trayectoria, inicializada dentro de una bola Br de radio R > 0 suficientemente

pequena puede ser estimada invocando el siguiente sistema de comparacion
& =y, §=—(J) " [Bsgn(z) + (Fo+v— M —e)sgn(y)] (41)
donde € > 0 es tal que
Fo+v>M +e. (42)
El lado derecho

(2, y) =y, ¥5(x,y) = —(J) " [Bsgn(x) + (Fo +v + M +¢)sgn(y)] (43)
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del sistema de comparacién (41) se relaciona con el sistema original (27), (29) de la

siguiente manera:

o1(z,y) = i (@,y), vz, y,w) = &Sz, y)+ Ap(z,y,w) (44)
donde

Ap(z,y,w) = —(J) (M +¢e)sgn(y) — w + (o2 + )y + vaj (45)

y debido a (24)

Ago(m,y,w) < 0 si (‘ray) € (Gl U G4) N BR

Ap(z,y,w) >0si (z,y) € (G2UG3) N Br (46)

para todas las perturbaciones externas admisibles (22) y radio suficientemente pequeno

R>0.

Debido a (44) y (46), el movimiento de la trayectoria de la planta (27) y (29) inicializada
dentro de la bola B con radio suficientemente pequeno, es dominado por el sistema de
comparacion (41) sujeto a las mismas condiciones iniciales. En otras palabras, la trayec-
toria (x¢(t), y°(t)) del sistema de comparacion y la trayectoria de la planta (x(t), y(t))
rotan alrededor del origen y en cada region G;,i = 1, 2,3,4 la grafica de la trayectoria
de la planta estd acotada por la correspondiente curva de la trayectoria del sistema
de comparacién y las lineas de conmutacion S;—1, S;. El retrato de fase de la Figura 8

muestra la evolucion de las trayectorias del sistema original y el sistema de comparacion.

Sean tx(2(0),y(0)) y t5(x(0),y(0)), k=1,2,... los instantes en el tiempo de la k-ésima
interseccién de la solucién del sistema (27), (29) correspondiente a la condicién inicial
(2(0),y(0)) € Br, y €l gje vertical x =0, y la del sistema de comparacién (41) sujeto a

las mismas condiciones iniciales respectivamente. El sistema dindmico (19)-(23) genera
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Figura 8: Retrato de fase de la planta (linea sélida) y del sistema de comparacién (linea
punteada).

un numero de infinito de conmutaciones en un intervalo de tiempo finito, entonces, por

construccion:
Varg y(t) = S22 [y(tr)| < Varg y°(t) = S22y (tr)] (47)

donde T'= T(z(0),y(0)) y T° = T°(z(0), y(0)) son los tiempos de establecimiento de la

trayectoria de la planta y del sistema de comparacién. Por otro lado
. T
Varfy(t) = [ li(0)dt > (3~ Fo —y~ a7 (45)
0
porque de acuerdo a (27), (29)
ly(t)| > (86— Fc —~v — M) en casi toda t € [0,T] (49)

y debido a (24), la constante ¢ = (8 — Fc — vy — M) es positiva. La relacién (47)-(49)

asegura que el tiempo de establecimiento de la trayectoria del sistema en lazo cerrado
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sea gobernado por:
T <(B—Fo—v—M)"Varg yt) (50)

y es por lo tanto finito siempre y cuando la variacion de velocidad ValroTC y°(t) del sistema

de comparacién lo sea.

. Para completar la prueba sélo falta por demostrar que todas las trayectorias del sistema
de comparacién (41), inicializadas dentro de una bola Bgr de radio R > 0 suficientemente
pequetio son de variacién finita Vard “y°(t) = fOTC |7°(t)|dt. De acuerdo a (41), |7°(t)] <
8+ Fc +v— M —e, es suficiente probar que todas estas trayectorias convergen al origen

en tiempo finito.

Considerérense las constantes a = J~13, b= J 1 (Fz+~ — M —¢)) entonces el sistema

de comparacién (41) se puede representar de forma simplificada de la siguiente manera:

T =y,

y = -—asgn(w)— bsgn(y). (51)

El sistema (51) es homogeneo en el sentido de que junto con la solucién (x(t),y(t)) de

(51) y una funcién vectorial (zo(t),y0(t)) gobernada por:

wo(t) = (™M), wo(t) = cy(c™'t) (52)

con cualquier constante arbitraria ¢ > 0 es también una solucién de (51). Esta propiedad

de homogeinidad se verifica directamente a través de la diferenciacién de (52).

Debido a que a > b por (42), entonces la linea de razonamiento del paso 1 permite
concluir que el sistema (51) es asintéticamente estable en forma global. Ademads, el
sistema (51) es auténomo y por el lema 1 de Filippov (1988) [pag. 160] la estabilidad es

uniforme con condiciones iniciales dentro de una bola Bg, es decir, todas las soluciones
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que inician dentro de la bola de radio R > 0 convergen uniformemente al origen cuando
t — 0o. De esta manera, dado que § > 0, entonces existe una s > 0 tal que para todas
las soluciones zo(t) = (xo(t), yo(t)) con 29(0) € Bs existe una zo(t) € By s para toda

t> s.

Sea R € (0,6) y sea z(t) una solucién arbitraria de (51) con z(0) € Bgr. Entonces
(52), especificada con ¢ = VSR~ > 1, es aparentemente una solucién de (51) tal que

20(0) € Bs, y por lo tanto:
20(t) € Bys para t > s. (53)

La solucién anterior, reescrita en términos de z(t) por medio de (52) y sujeta a ¢ =

VOR~1 se representa de la siguiente manera:
2(t) € Bigpparat >t = VO~1R s. (54)
2
Aplicando la misma derivacién de la solucién a (51) con z(t1) € B1, se obtiene:
2

2(t) € Big para t >ty = t1+—\/5 IR s. (55)
4

V2

En general se obtienen las siguientes relaciones:

1
2(t) € By-grng para t >tipn =ti+ —=VO6~ IR s, i=1,2,... (56)

V21

por iteracién en i. Entonces se concluye que:

1
lim ¢, = hm 5 5\/(5—1]% s =
n—

n—:o0o

nlggo - \/\/:\/ = (V24 2)V6-1R s < o0, (57)
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y finalmente las relaciones (56) resultan en:
2(t) € N2 By-ig = {0} para t > (V2 +2)V6-1R s, (58)

de tal modo que queda establecida la propiedad de convergencia en tiempo finito para

el sistema de comparacién (51). [ |

Finalmente, se observa que la prueba de convergencia en tiempo finito de sistemas discon-
tinuos estd inspirada de la literatura existente acerca de la teoria de modos deslizantes de alto
orden (Levant, 1993; Levant, 2000) mientras que la aproximacién basada en el principio de
invarianza para probar estabilidad asintdtica es novedosa para sistemas discontinuos y puede

ser de ayuda en futuras investigaciones en modos deslizantes de alto orden.

ITI.3 Resumen

Los servomotores son gobernados por ecuaciones diferenciales de segundo orden con incer-
tidumbres en su lado derecho admitiendo términos discontinuos para tomar en cuenta friccion
y “backlash”. El andlisis de estabilidad y sintesis de control conmutado para un servomotor
eléctrico ante la presencia del fenémeno de friccion y “backlash” estd en el marco de funciones
de métodos de Lyapunov con derivadas temporales no positivas a lo largo de la trayectoria
del sistema. En el controlador discontinuo construido aparecen un numero infinito de con-
mutaciones en un intervalo de tiempo finito, sin embargo, éste no cuenta con la generacién de
movimientos deslizantes llevando de la reduccién oscilaciones de alta frecuencia del sistema
en lazo cerrado mientras que conserva algunas caracteristicas de robustez similares a las que
se presentan en modos deslizantes. De manera particular, el controlador conmutado atenua
la influencia no deseada de friccion y “backlash” en el motor. Resultados de simulaciéon se

presentan en el capitulo seis.



Capitulo IV

Solucion al problema de control H o
para sistemas no suaves variantes

en el tiempo

IV.1 Introduccion

En este capitulo se presenta la solucion al problema de control Ho para sistemas que presentan
términos continuos no diferenciables. En la formulacién planteada por Van der Schaft (1992),
Isidori y Astolfi (1992), Ball et al. (1993) entre otros, se obtiene la solucién considerando
un campo vectorial suave, sin embargo en aplicaciones a sistemas mecanicos es inevitable la
presencia de friccién y otros términos no suaves (en general) considerdndolos despreciables o
como perturbacién externa. Desafortunadamente ante actuadores con alto nivel de friccién se
producen tareas de pobre rendimiento. En resumen, en estos planteamientos, la solucién al
problema de control H, no garantiza estabilidad asintdtica para sistemas mecénicos afectados

por friccion.

La principal contribucién de este capitulo es formular el problema de control H, para

43



44

encontrar una ley de control que garantice estabilidad asintética para el sistema ante presencia
de friccién y que el tamano de la senal de error se mantenga uniformemente acotada ante

cualquier perturbacion externa admisible.

Para resolver este problema se sigue la linea de razonamiento propuesta por Orlov et
al. (1999) para sistemas no lineales variantes en tiempo y se involucran las herramientas de
analisis no suave proporcionadas por Clarke (1993). Se considera de manera particular la
presencia de términos continuos no diferenciables concavos (e.g. —|z|), motivado por el hecho

de que modelos dindamicos de friccién presentan esta propiedad.

IV.2 Formulacién del problema

En anteriores formulaciones Hyo para sistemas no lineales variantes en el tiempo se considera
que existe una funcién f(x,t) diferenciable (i.e. C' o suave), sin embargo, se asume ahora
que f(x,t) contiene tambien términos continuos no diferenciables (no suaves) en el estado y
concavos. Para facilitar el subsecuente andlisis se considera que f(z,t) = fi(z,t) + fa(z, t),

donde fi(x,t)y fa(z,t) contiene a los términos suaves y no suaves respectivamente.

Considérese un sistema no lineal no auténomo de la forma:

i(t) = fi(z(t),t) + fa(x(1), 1) + g1(2(t), )w(t) + g2 (z(t), u(t)
2(t) = hi(x(t),t) +ki2(z(t), t)u(?)

y(t) = ha(x(t),t) + ko (2(2), H)w(t) (59)

donde x € IR” es el vector de estados, t € IR es el tiempo, u € IR™ es la entrada de control,
w € R es la sefial de disturbio, z € IR es la salida desconocida a ser controlada, y € IRP es
la tinica informacién disponible para retroalimentacion en el sistema. Para el sistema (59) se

deben satisfacer las siguientes suposiciones:

Al) Las funciones fl (JJ,t), f2($7t)7 91(377 t): 92(.%‘,t), hl(xa t)? h2<$, t)? k12($7 t): k21<.1‘, t) son
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continuas a tramos en ¢ para toda x y localmente Lipzchitz en x para casi toda t¢.
A2) f1(0,t) =0, f2(0,¢t) =0, h1(0,t) =0, y ha(0,t) = 0 para casi toda t.

A3)

h{(ﬂ?, t)k12(£€, t) = 07 k1T2(x7t)k12(m7t> =1

ko (z,t) gt (x,t) =0, koy(x,t)kL, (2,t) = I.

La consideraciéon Al) garantiza que el sistema dindmico sea bien definido, mientras sean
aplicadas entradas externas, asi como aceptar términos no suaves. A2) asegura que el origen
sea un punto de equilibrio para el sistema dindmico no controlado (u = 0) y no perturbado

(w = 0); finalmente A3) simplica el desarrollo del problema de control Heo.

Un controlador dindmico:

u = K(t),
£ = n&y) (60)

donde K(£,t) € C, n(&,y) € CY y con estado interno & € IR® se dice que es un controlador
admisible en forma global (local) si el sistema de lazo cerrado (59), (60) es asintéticamente

(uniformemente) estable en forma global (local) siempre y cuando w = 0.

Dado un ntmero real v > 0, se dice que el sistema (59), (60) tiene una ganancia Lo menor
que v si la respuesta z, resultante de w para cualquier estado inicial x(tg) = 0, &(to) = 0,

satisface:

l ()2 dt <42 / )| dt (61)

0 to
para toda t1 > tg y para toda funcién continua a tramos w(t).

El problema de control Hs no suave es encontrar un controlador admisible en forma
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global (60) tal que la ganancia L2 del sistema de lazo cerrado (59), (60) sea menor que 7. Un
controlador admisible en forma local (60) se dice que es una solucién local del problema de
control Hy si existe una frontera en U alrededor del punto de equilibrio tal que la desigualdad
(61) se satisface para todo t; > t; y para toda funcién continua a tramos w(t) para la cual
la trayectoria del estado del sistema en lazo cerrado que inicia en (x(to), £(to)) = (0,0) se

mantenga en U para todo t € [to, t1].

IV.3 Solucién global en espacio de estado

De las hipétesis dadas a continuacion se parte para encontrar la solucién global del controlador

Hoo.

H1) Existe una funcién positiva definida F(x) y una funcién suave, acotada, positiva definida

V(x,t), tal que la desigualdad de Hamilton-Jacobi-Issacs

ov IV
o + %[fl(a:, )+ folz,t)] + Yol (@, t)aq (x,t) — o (2, t)as(2,t)
+ 1 (x, )iz, t) + F(x) <0 (62)
se cumpla para casi toda t € IR con
oV
al(xat) = ﬁg{(‘r7 )(%)Tv (63)
1 ov
s, t) = 508 @) (ST (64)

H2) Existe una funcién continua a tramos G(t), y una funcién positiva semidefinida Q(z,¢),
sujeto a que Q(0,t) sea positiva definida; y una funcién suave, acotada, positiva semi-

definida W (x, £, t) sujeta a que W(0,&,t) sea acotada y positiva definida, tal que la



desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs

O (B B ) [0 0) +HE @, €, el €. 1)

+92 9" (2, £, ) p(x, €, 1) + Q(x,€) <0

se cumpla para todo t € IR con

&) = (1" ()"
fel = fl (Z‘,t) + fQ(IE, t) +gl(x7 t)al(xv t) + 92(x7t>a2(§7 t)
fc? = fl(gvt) + f2(€7 t) + 91 (5) t)()q(f,t) —}-gg(f,t)()@(&,t) +

G(t)(ha(z, 1) — ha(&:t))

he(x,&,t) = ag(§, t) — aa(x,t)

gl(CE, t)
G(t)ka (x,1)

ge(:r,t) =

47

(65)

(67)

(69)

Bajo las hipétesis H1) y H2), la solucién al problema de control H, se establece en el teorema

V.1,

Teorema IV.1 Suponer que las hipdtesis H1) y H2) se satisfacen. Entonces la retroali-
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mentacion de la salida

é = fl(fvt) + f2(€7t) + gl(gat)al(fvt) + 92(€7t)a2 (5) t) + G(t) [y(t) - hg(é,t)],

u= (& t) (70)

estabiliza en forma asintdtica y global el sistema sin perturbaciones (59) y hace que la ganancia

Lo del sistema de lazo cerrado sea menor que .

IV.4 Soluciéon local en espacio de estados

En la presente seccién se dard solucién al problema de control He, en forma local. En este

analisis se asume de manera adicional lo siguiente:

A4) Para cualquier ¢ € IR, las funciones fi(x,t), g1(x,t), go(x,t), hi(z,t), ho(x,t), kia(x, t),
k21 (z,t) son al menos dos veces diferenciables en x alrededor del origen x = 0 mientras
que sus derivadas de primer y segundo orden son continuas a tramos y uniformente

acotadas en t para toda z en alguna frontera alrededor el origen x = 0.

A5) El vector ¢ = 0 es el supergradiente proximo de los componentes fo;(z,t),i = 1,...,n de

las funciones fo(z,t) en z = 0.

Se puntualiza que un vector ((Z,t) € IR™ es el supergradiente préximo de una funcién escalar

f(x,t) en (&,t) € R™, si existe alguna o(&,t) > 0 tal que

fla,t) < f(2,6) + 1@ 0@ - 2) +o(2,t)|z — 2 (71)

para toda = en alguna frontera U(z, t) alrededor de Z. El supergradiente préximo ((z,t) se

dice que es uniforme en tiempo si la desigualdad (71) se satisface para cualquier o(&) > 0
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y toda z en cualquier frontera invariante en el tiempo U(%,t) de 2. El conjunto oF f(x,t)

del supergradiente préximo de f en (Z, t) se conoce como el superdiferencial préximo de f en
(@,1).

Asi que los componentes fa;(z,t), i =1,...,n de la funcién fao(zx,t) es tal que
0 € 97 fo;(0,t) uni formemente en t € IR (72)

o de manera equivalente,

fai(,t) < ol2]? (73)

para cualquier o > 0, para casi todo ¢t € IR y todo x € U(0).

Las consideraciones A1)-A5) permiten linealizar la desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaac

para obtener una solucién local del problema de control Heo.

En el analisis local del problema de control H o se considera el sistema lineal de la forma:

T = A (t):r + B (t)w + Bg(t)u

z = Ci(t)z+ Di2(t)u

Yy = Cg(t):l:+ Dgl(t)w (74)
donde
_oh _ _
Al(t) - %(07 t)a Bl(t) =g (O7t)7 B2(t) - QQ(O,t),
Cl(t) = %(O, t), Cs (t) = %(O,t), Dio (t) = klz(o, t), Doy (t) = kzl((), t). (75)

Este problema es bien entendido si el sistema lineal (74) es estabilizable y detectable desde
u hasta . Bajo estas consideraciones, los siguientes condiciones son necesarias y suficientes

para que la solucién del problema exista (ver Ravi et al., 1991):
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C1) Existe una solucién simétrica, positiva semidefinida! acotada a la ecuacién

— P=P(t)Ai(t)+ AT)P@t) + CT(t)Cy(t) + P(t) [%BlBlT — By BY|(t) P(t)

(76)
tal que el sistema
&= [A1 — (B2 BY — 472B1 BY) P)(t)x(t) (77)
sea exponencialmente estable;
C2) Existe solucién simétrica, positiva semidefinida y acotada de la ecuacién
. 1
Z=At)Z(t)+ Z(t)AT(t) + By (t)BL (t) + Z(t) [FPBQBQT P—CICy)(t)Z(t)
(78)
tal que el sistema
i =[A— Z(CTCy —y2PByBY P)|(t)x(t) (79)

sea exponencialmente estable con A(t) = Ai(t) + #Bl(t)B{(t)P(t).

De acuerdo al lema real de acotamiento variante en el tiempo, definida més adelante, las
condiciones C1) y C2) aseguran que existe una constante positiva ¢ tal que la ecuacién de

Riccati perturbada del sistema

_B = PO A(E) + AT P(t) + CT(#)Cr () + Po(t) [71—2313{ _ By BI(0)Po(t) + I,
(80)

!Lamatriz P(t) dependiente del tiempo es positiva semidefinida si y sélo si 27 P(t)z > 0 para todo n-vector
y todo instante de tiempo ¢ mientras que P(t) es positiva definida si y sélo si 27 P(t)x > ma”z para toda
y t, y cualquier constante m > 0. P(t) es acotada si y sélo si |P(¢)|| < mo para toda t y cualquier constante
mo > 0.
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z:&@4@+4@£m+Bﬁwﬂwuum%a&%ﬁfc&mmam+d
(81)

tenga una unica solucién simétrica positiva definida y acotada (P.(t), Z:(t)) para cada € €
(0,e0) donde A.(t) = Al(t)—kv%Bl(t)B{(t)PE(t). La version de este lema para el caso periddico

se encuentra en Chung y Hauser (1997).

Lema IV.1 Asumiendo que las condiciones C1 y C2 se satisfacen entonces existe una £q > 0
tal que el sistema (80), (81) tiene una solucion unica simétrica positiva definida y acotada

(P:(t),Z:(t)) para cada e C (0, &p).

De esta forma las ecuaciones (80) y (81) permiten obtener la solucién local del problema de

control H,, no lineal para el sistema (59).

Teorema IV.2 Suponer que las condiciones C1) y C2) se satisfacen y sea (Pe(t), Ze(t)) una
solucion positiva definida de (80), (81) bajo cualquier € > 0. Entonces las hipdtesis H1) y

H2) se satisfacen en forma local alrededor del punto de equilibrio (x,&) = (0,0) con

V(z,t) =zt P(t)z, (82)
W6 t) =@ -T2 ()@ - &), (83)
Fa) =3 |1l (84)

G@t) = Z.()CT (1), (85)

Ql,€) = 57" min |12 (1)l — €] (86)
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y la salida de retroalimentacion

= hlED+LED+ [%91 (& 1)g1 (1) — g2(&, 1) g3 (&, 1) Po(t)E

+Ze(t)C5 ()]y(t) — ha(&, 1)) (87)

u=—g3 (&) P(1)§ (88)
es una solucion local al problema de control H .

Prueba. La prueba del teorema IV.2 se presenta en la subseccién IV.4.1.

Las condiciones C1) y (C2) aseguran la existencia de una solucién local del problema
de control Hs, no lineal y ademas estas condiciones no solo son suficientes sino necesarias
para que la solucién exista. Ademds existe una solucién local del problema de control Ho
no lineal y su aproximacion no lineal estabiliza en forma exponencial el sistema lineal no
perturbado (74). De la proposicién 6 en Van der Schaft (1992) se puede observar que las
anteriores consideraciones garantizan la solucién del problema de control Hy lineal para el
sistema linealizado (74) y considerando que (74) es estabilizable y detectable entonces (ver

Ravi, 1991) las condiciones C1) y C2) se satisfacen.

IV.4.1 Prueba del teorema IV.2

Primero, se demuestra que en una frontera alrededor del origen z = 0 y paracasitodo t € IR, la
funcién V (x,t) = a7 P.x, diferenciable, acotada y positiva definida por construccién, satisface

la desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs (62) sujeta a (84). Desarrollando
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ov

S h(at) =[P Ay+ AR + o) (50

o ) <ol o1
Pal@aen) = 5ol RBOBI0) P +or( el (92
~of (@ ale 1) = " PBy(0)BE () P +ou( o) (99
G, O, ) = 27T (OC1 )2+ ou( o) (54

donde ¢° = 20 supyep || P:()||, v en relacién a las condiciones de suavizamiento impuestas

2
en las funciones anteriores (A4), %Hjiﬁgu — 0 uniformente en ¢ cuando ||z||?> — 0. Entonces

debido a (80) se tiene que:

%_‘; + Z—Z[fl (,0) + fa(z, )] +%] (2, t)ou (@, 1)~

oép(x,t)ag (z,t) + hr{(:v,t)hl(a:, t) <

: 1
e {P. + P.A + AT P. + Pa[ﬁBle — BeBY|P. + CTCh}(t)a+

S
Pl + or([l2]*) < =€ ll2l|* + ol[l") < =5 [l (95)

para casi toda ¢t € IR y donde ||z|| es lo suficientemente pequena. Por lo tanto, la hipdtesis se

cumple en forma local con V(z,t) y F'(z) definida por (82) y (84).



Observar que por construccién la funcién

W(z,€,t) =v*(x - T Z7H(t)(x — €)

o4

es suave, acotada, positiva semidefinida, y tal que W (0, &, t) sea positiva definida. En una

frontera alrededor del origen (z,£) = (0,0) y para casi toda t € IR, W(x, &,t) satisface la

desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs (65) sujeta a (85) y (86). Desarrollando
ow -
vk Vo =T Z7 ) (x ¢

(oW W) fo(w,6,t) <V (w— {2 A + ATZ: -

205 Co}(t)(z — &) + oulfl —€]1%)
he (2, €, Ohe(w, &,t) = (x — )T [P-B2 By Pe)(t)(w — &) +or([lz — €°)

Vol (2,6,0)p(x,&,t) =7 (@ —O)T{Z'B1BT 77 +

G5 Co}(t)(x — &) + or(fl — €|
y tomando en consideracién la ecuacion

~Z7 = Z7 )AL + AT () Z7 () + [%PEBQBZT P — CF C](t) +

+ 2N OBLU)BT ()21 (1) +eZ2 (),

obtenida de (81), se tiene que

PV B )f(n,€.0) + L (6 e, €, 0)

(97)

(99)

(100)
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Vo7 (&, 0)¢(x, £, 1) <
Pl -2 + 214 + ATz
[%PEBngT P. — CT o)+
2 BiBYZ 1 (1)@ — €) + oul[le — €]1%) =
—ev’@ — 220 &) + arllz — €JP) <
57" min |22 (0)Plle - &P

para casi toda t € Ry ||z||, ||z — &|| son lo suficientemente pequenas. De esta manera, la
hipétesis H2) se cumple en forma local con W (z,€,t), G(t), y Q(x,§) definida por (83), (85),

y (86), respectivamente.

Finalmente, aplicando el teorema IV.1, se concluye que la salida retroalimentada (70) es
una solucién local del problema de control Hoo debido a que (82)-(86) toma la forma de (87),

(88).

IV.5 Resumen

En este capitulo se resuelve el problema de control Hy para sistemas continuos no diferen-
ciables variantes en el tiempo. Las aplicaciones al caso particular de mecanismos con friccién

se presenta en el préximo capitulo.

Para remarcar, en los controladores discontinuos desarrollados en el capitulo tres, re-
quieren del conocimiento explicito de la funcién de Lyapunov para garantizar estabilidad
para una planta nominal sujeta a perturbaciones y variaciones paramétricas. En el diseno del
controlador Heo la funcién de Lyapunov asumida (V (z,t) + W (x,&,t)) sirve tambien como
funcién de Lyapunov para el sistema de lazo cerrado para todas las perturbaciones admisi-

bles. En conclusién, la teorfa de Hamilton-Jacobi-Isaacs (o ecuaciones de Riccati para el caso
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lineal) permite el diseno controladores de manera directa que aseguren estabilidad del sistema

ante perturbaciones.

En este capitulo se utilizan como base la definiciéon de superdiferencia y supergradiente
tomadas de la teorfa no suave (Clarke et al., 1998). Ambos conceptos permiten analizar
una funcién en los limites del punto donde la derivada no tiene solucién y ademas estan
asociadas a funciones concavas. Entonces, con el uso del supergradiente se puede demostrar
que las desigualdades de Hamilton-Jacobi-Isaacs se satisfacen para sistemas continuos no

diferenciables.

A diferencia de otros procedimientos como Basar y Bernhard (1990), Isidori y Astolfi
(1992) y Van der Schaft (1992), la correspondiente expresién de Hamilton-Jacobi-Isaacs re-
quiere ser negativa definida en lugar de negativa semidefinida. Esta caracteristica permite
desarrollar un procedimiento de diseno Ho en la que no se necesita verificar las condiciones
de estabilizidad o detectabilidad en el sistema de control. Ademas el procedimiento de disetio
resulta ser un problema de dimensiones infinitas, dificultad que se puede evitar si se resuelve

el problema de manera local.

Si de aplicaciones se refiere, los modelos con friccion dindamica pertenecen a la clase sis-
temas en estudio (ver préximo capitulo). Por otro lado, se sabe que el modelo discontinuo
de friccién de Coulomb, que aunque no capturan totalmente otros fenémenos asociados a la
friccién (Stribeck, rigidez), es la representaciéon més simple de este fenémeno, sin embargo

estos no entran en el marco de anélisis realizado.



Capitulo V

Solucion al problema de control H o

para manipuladores con friccion

V.1 Introduccion

En el presente capitulo se extienden los resultados tedricos obtenidos en el capitulo cuatro
hacia la solucién del problema de seguimiento y de regulacion de sistemas mecanicos con
friccién. Se podra observar que las consideraciones tomadas en cuenta hacia la funcién no
suave fa(x,t) (continua no diferenciable, localmente Lipschitz, concava) estd dentro del marco
de anélisis realizado dentro del presente capitulo. Los teoremas IV.1 y IV.2 se pueden aplicar
a sistemas invariantes en el tiempo bajo la misma linea de razonamiento. Para el presente
analisis se utiliza el modelo de friccién de Dahl (Dahl 1976) aumentado con friccién viscosa.
El objetivo de control es asegurar estabilidad asintética ante la presencia de friccién. En este
procedimiento se toma en cuenta las discrepancias que puedan existir entre los parametros
del modelo de Dahl y viscosa y la friccién real. La solucién al problema de regulacién y
seguimiento se presentan en la secciéon V.2 y V.3 respectivamente, finalizando con un resumen

del capitulo en la seccién V.4.

o7
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V.2 Problema de seguimiento

V.2.1 Formulacién del problema

Como punto de partida, considérese el modelo matematico que describe la dindmica de un

robot manipulador:
M(q)q+ C(q,4)q+ G(q) + F(4) =7+ w, (101)

donde g € IR™ es la posicién articular, 7 € IR™ es la entrada de control, w; € IR™ representa
los disturbios externos, M(q), C(q, q), G(q) y F(q) son funciones matriciales de dimensiones
apropiadas. Desde el punto de vista fisico, g es el vector de coordenadas generalizadas, T es
el vector de pares aplicados, M(q) es la matriz de inercia, simétrica y positiva definida para
toda ¢ € IR", C(q, ¢)q es el vector de Coriolis y fuerzas centrifugas, G(q) es el vector de pares
gravitacionales, los componentes F;(¢;), i = 1,...,n de F(q) son las fuerzas de friccién que

actuan de manera independiente en cada articulacién.

Las funciones M(q), C(q,q4) y G(q) son continuamente diferenciables al menos dos veces,
mientras que las fuerzas de friccién se representan como una combinacién de la friccién viscosa

02:G; y la friccién de Dahl Fy;:
Fi=o09%Gi+ Fai, i=1,...,n (102)
donde Fy; es gobernada por el siguiente modelo dindmico (Dahl 1976):
Fui = o0ifi — Uoﬂ%l% + wo; (103)

donde og; > 0, g9; > 0y F; > 0 son los coeficientes rigidez, de friccion viscosa y el nivel de
friccién de Coulomb respectivamente, correspondiente a cada articulacién del manipulador y

wo; es la incertidumbre debido al error de modelado de friccidén. Las relaciones anteriores se



29

pueden reescribir de manera vectorial de la siguiente manera:

F =094+ Fag (104)

F, = ooq — Jodiag{\qi”Fgle + wy (105)

donde F' = col{F;}, Fy = col{Fui}, q = col{q} oo = diag{ooi}, o2 = diag{o2}, Fc =
diag{ Fc;}, we = col{wa;}, las notaciones diag y col son usadas para indicar una matriz

diagonal y un vector columna respectivamente.

Se asume que la trayectoria deseada qq(t) = col{qy;(t)} para el robot manipulador es al
menos dos veces diferenciable, y las funciones q4(t), ¢4(t) v ¢q estén acotadas de manera
uniforme en ¢. Entonces si no existe algun disturbio externo, la dindmica no lineal (101) se

puede compensar a través del par externo:
Ta = M(qa)ja +C(qd, Ga)da + G(qa) + Fu(da) (106)
donde F,(t) = col{ Fy;} es la fuerza de friccién nominal:
F, = 02Gq + Fra (107)
calculada a lo largo de la trayectoria deseada de acuerdo al modelo de friccién no perturbado:
Fog = 00dq — oodiag{|da |} F5 " Fra (108)
sujeto a la condicién inicial:

Fra(to) = 0 (109)



60

un wo

: ¥+ F

G + + o Td AT g

—— M(a) )" ROBOT —
+ + + +

' |

Clanid)|| Clad) || Fla) || Hoo -

4d Y
/

Figura 9: Diagrama a bloques del sistema de lazo cerrado.

a cualquier instante tp € IR (la ausencia de perturbaciones externas significa que q(to) =
qa(to), d(to) = qa(to), Fa(to) = 0, y w1 =wy = 0).

El objetivo de control es disenar un controlador de la forma (Asada y Slotine 1985):

T=T4tu (110)

tal que se cumplan las condiciones de estabilidad deseadas alrededor de g4(t), y que ademés
atenue de manera local cualquier efecto de las perturbaciones externas. De esta manera el
controlador disenado, que consiste de una etapa de compensacién de la trayectoria (110) y
una etapa de atenuacién al disturbio u(t), debe estabilizar al sistema en lazo cerrado alrededor

de la trayectoria deseada. Esta estructura se representa en el diagrama a bloques de la figura

9.

Para fines précticos, este trabajo se centra en el problema de control de seguimiento de

trayectorias bajo las siguientes condiciones:

I. La salida a ser controlada esta dada por:

z = p + u (111)



61

con una funcién de peso positiva p utilizada para mejorar el funcionamiento del sistema

de lazo cerrado, y

I1. Solo se dispone de las mediciones de posicién

y = q+w, (112)

corrompidas por un vector de error wy(t) € IR™.

El problema de control H,, para el seguimiento de trayectorias de robot manipuladores se
puede formular de la siguiente manera: Dado un sistema mecénico (101)-(112), una trayectoria
deseada a seguir, y un nimero real 7y > 0, se requiere encontrar un controlador dindmico (60)
con un estado interno £ € IR® tal que el sistema de lazo cerrado no perturbado sea estable
en forma asintética y exponencial alrededor de gq(t) y su ganancia L2 sea de manera local
menor que 7, es decir, (61) se debe satisfacer para todo ¢t > tg y para toda funcién continua
a pasos w(t) = ((wo(t), w1(t), wa(t))T, para la cual la trayectoria del sistema de lazo cerrado
iniciando desde el punto inicial (q(to), ¢(to), Fa(to),&(t0)) = (qa(to), da(to), 0,0) se mantenga

en una frontera de la trayectoria deseada q4(t) para toda ¢ € [to, t1].

De manera particular, si la trayectoria se especifica como un punto de equilibrio ¢z € R"

del sistema de lazo cerrado entonces el problema se convierte en un problema de regulacién

Mo

V.2.2 Sintesis H

Se analizara por separado el problema de control Hs, para el seguimiento de trayectorias

donde:

Ga,(t) # 0 para casi todo t, i =1,..n (113)
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y el problema de regulacién Hoo, donde

qa(t) = 0. (114)

Primero, se define el vector de error z = (21,22, x3)7 donde

v1(t) = aq(t) = q(t)
zo(t) = Ga(t) —4(1)

x3(t) = Fpq(t) — Fy(t).

x1 es la desviacién de la posicién articular con respecto a la trayectoria deseada qg(t); x2 es
la desviacién de la velocidad articular con respecto a Gq(t), y x3 es la desviacién de la friccién

de Dahl con respecto a las calculadas en (105), (108).

La representacién en espacio de estado del sistema en funcién del error es:

Tl = X3

to = Ga+M Y qa—21)[Clqa — 21,40 — 22)(da — x2) + G(qa — 71)
—M(qa)da — C(44,4a)a — G(ga) — o222 — T3 —u — Wy}

i3 = ooz — oodiag{|dai — w2l } Fi '3 + ooldiag{|dai — zail}

—diag{|dai|} F " Fra(t) — wo (115)

RS
] o] w

Yy = I+ wy (117)

Dado que para todo t, el lado derecho de las ecuaciones (115)-(117) sujetas a (113), es al

menos dos veces continuamente diferenciables en x alrededor del origen z = 0, entonces el
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problema de control H de seguimiento no es nada mas que el caso estudiado en el capitulo

IV para sistemas no suaves variantes en el tiempo (59) especificado de la siguiente manera:

T3
filz ) = | G+ M Y(qa— 21)[Cqq — 21, da — 2) (G2 — x2) + G(qa — 21)]
L oo — oodiag{|qe; — 2l } Fy s J
0

+ | M~ (g — 21)[-M(qq)da — C(qar 4a)da — G(qa) — 02w — 23]

oo [diag{|Gai — x2i]} — diag{|dai|}] o' Fra(t)

fo(z,t) = O03x1 (118)
0 0 0 0
a@) = |0 -MY@u—21) 0 |, 90@)=|-M"1gs—m)
0 0 -1 0
hi(x)=p 0 , ha(x) =21, kia(x) = (1) , kor(x)=[100]. (119)
1

Aplicando el teorema IV.2 al sistema (59), anteriormente especificado, se deriva una

solucién local para el problema de control Hy de seguimiento.

Teorema V.1 Considerar que las siguientes condiciones se satisfacen

1. (118) se cumple para la trayectoria deseada a seguir;

2. C1) y C2) se cumplen para las funciones matriciales A, Bi, Ba, C1, C2 gobernada por
(75), (118), (119)

y sea (P.(t), Z.(t)) la solucion positiva definida acotada correspondiente de (80), (81) y un
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valor € > 0. Entonces la salida de retroalimentacion:

E=fil6 D)+ f26,) + [%gl(f)gf(f) — 92(€)93 (O P(D)€ + Z=(t)CF (1) [y(t) — ha(€)]
(120)

u=—gy (§)P:(t)¢ (121)

suyjetas a (118), (119) son una solucion local al problema de sequimiento de posicion Heo para

el manipulador mecdnico con friccion (101)-(112).

Prueba. Las consideraciones Al)-A5) se pueden verificar facilmente para el sistema (59)
especificadas a través de (118), (119) sujeta a (113). El sistema (59) hasta ahora especificado,
representa la ecuacién del error (115)-(117) para el manipulador mecénico con friccién (101)-
(112) y con el fin de completar la prueba es necesario aplicar el teorema IV.2 a la ecuacién

del error (115)-(117). [

V.3 Problema de regulacién

V.3.1 Planteamiento del problema

Se asume que la trayectoria deseada qq(t) = col{qqi(t) } para el robot manipulador es constante
para todo t > 0. Entonces si no existe algun disturbio externo, la posicién deseada se puede

alcanzar aplicando el par externo:
e = G(qa) (122)

El objetivo de control es disenar un controlador de la forma (110) tal que cumpla con las

condiciones de estabilidad deseadas alrededor de ¢4(t) y que ademds atenue de manera local
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cualquier efecto de las perturbaciones externas. De esta manera el controlador disenado, que
consiste de una etapa de compensacién de la gravedad (122) y una etapa de atenuacién al
disturbio u(t), debe estabilizar al sistema en lazo cerrado alrededor de la posicién deseada.
Para fines précticos, este trabajo se centra en el problema de regulacién bajo las siguientes

condiciones:

I. La salida a ser controlada esta dada por

z = p + u (123)

con una funcién de peso positiva p utilizada mejorar el funcionamiento del sistema de

lazo cerrado, y

I1. Solo se dispone de las mediciones de la posicién

y = q+uwo, (124)

corrompidas por un vector de error wy(t) € IR™.

El problema de regulacién H,, de robot manipuladores se puede formular de la siguiente
manera: Dado un sistema mecédnico (101), (122)-(124), una posicién de referencia ¢z y un
nimero real v > 0, se requiere encontrar un controlador dindmico (60) con un estado interno
¢ € IR? tal que el sistema de lazo cerrado no perturbado sea estable en forma asintética y
exponencial alrededor de gz y su ganancia Lo sea de manera local menor que -y, es decir,
(61) se debe satisfacer para todo t; > t; y para toda funcién continua a tramos w(t) =
((wo(t), wr (t), wa(t))T, para la cual la trayectoria del sistema de lazo cerrado inicializada en
(q(to), 4(to), Fa(to),&(to)) = (qa(to),dd(to),0,0) se mantenga en una frontera alrededor de la

posicién deseada gq para toda t € [to, t1].
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De manera particular, donde la trayectoria se especifique como un punto de equilibrio
qd € IR"™ del sistema de lazo cerrado, el problema se convierte en un problema de regulacion

Heo.

V.3.2 Sintesis H

Es importante notar que la solucién local del problema de regulacién Hs no puede ser de-
ducida de manera sencilla como en el problema de control de seguimiento Ho, porque la
ecuacién de la dindmica del error contiene términos no suaves (fa(z,t) # 0). De hecho, susti-
tuyendo la velocidad nominal ¢4(t) = 0 y la friccién de Dahl F,q = 0, calculada de acuerdo a

(105) y (114) en (115) lleva a la siguiente ecuacién del error no auténoma:

T = x3
iy = —M Ygg— 21)[C(gq— 71, —22)22 + G(ga — 1) — G(qa)
—09r2 — T3 — U — wl]

T3 = o0gr2 — aodiag{|x2¢]}FC_1:1:3 — wo(t) (125)

con respecto a la posicién deseada g = qq, la velocidad nominal ¢ = 0, y la friccién nominal
F,q = 0. Dado que el lado derecho de (125) es no suave alrededor del origen x = 0 para

casi todo ¢ entonces la relacién (118) para el problema de regulacién se puede modificar como

sigue:
o
h@) = | =M™ (qa —21)[C(qa — x1, —22)x2 — G(qd — 71) + G(qa) + o222 + 73]
00T
i 0
falz) = 0 (126)
| —oodiag{|ax|}Fg as
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y debido a la desigualdad bien conocida
2alb < a? +b%, a,be R

la funcién fo(x,t) satisface (73) para o = 0.5maw;00; Fg; y todo (x,t) € R™. Entonces
invocando el teorema IV.2 se prueba que el sistema (59) especificado mediante la relacién

(119) y (126) se cumple para el problema de regulacién H,, y se resume en el teorema V.2.

Teorema V.2 Considerar que las condiciones C1) y C2) se satisfacen para las funciones
matriciales A, By, Ba, C1, Ca gobernada por (75), (119), (126), y sea (P:, Z¢) la correspon-
diente solucion positiva definida invariante en el tiempo de (80), (81) y cualquier ¢ > 0.

Entonces la salida de retroalimentacion:

E= 1O+ HO) + [7_1291@9{ (©) — 92O (©) Pt
+ 2.5 () ly(t) — ho(€)], (127)

u=—gs (§)P£ (128)

syjeta a (74), (126) es una solucion local del problema de requlacion Heo donde la posicion

de referencia del manipulador (101), (122)-(124) es gobernada por (114).

Prueba. Las consideraciones A1)-A5) se cumplen para el sistema en funcién del error (125),
el cual representa la ecuacién del manipulador (101), (122)-(124) en términos de la desviacién
del estado con respecto a la posicion deseada ¢g, la velocidad nominal ¢ = 0, y la friccién
nominal de Dahl F,4 = 0. La validez del teorema V.2 se concluye de manera directa aplicando
el teorema IV.2 al sistema auténomo (125). La solucién positiva definida invariante en el

tiempo de (80), (81) solo se deben tomar en cuenta para este caso auténomo. [ |
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V.4 Resumen

En este capitulo se resuelve el problema de control H,, para sistemas mecanicos con friccién
asumiendo que sélo se dispone de la informacién de la posicién. Para el analisis de regulacién
aparece un término no diferenciable en la funcién f(x) y es tratado de manera apropiada
usando la definicién de supergradiente y superdiferencial. Fn los proximos capitulos se apoyan

los resultados tedricos mediante simulaciones y experimentos en manipuladores mecanicos.



Capitulo VI

Estudio de simulacion

VI.1 Introduccién

En este capitulo se presentan los resultados numéricos para observar el comportamiento de los
controladores estudiados en los capitulos tres al cinco. El objetivo de este estudio se resume

en tres puntos:

1. Evaluar un controlador discontinuo en un actuador donde se asume la presencia de
friccién de Coulomb, Stribeck y “backlash”. Para este caso la evaluacién consiste en
comprobar la convergencia en tiempo finito hacia el equilibrio y las oscilaciones en alta

frecuencia en el par.

2. Estudiar el funcionamiento del controlador Heo para los casos de regulacién y seguimiento
de trayectoria en un robot manipulador ideal (sin perturbaciones) asumiendo que sélo

se dispone de informacién de la posicién articular.

3. Observar la respuesta del sistema bajo perturbacién permanente y variacién paramétrica.

69
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V1.2 Caso de estudio: controlador discontinuo

Las simulaciones numéricas del controlador conmutado se realizan en el paquete SIMNON.
Las especificaciones del servomotor se toman del prototipo construido por Cadiou y Sirdi

(1995). El objetivo de control es llevar la trayectoria hacia el equilibrio ¢z = 0, g = 0 desde

la posicién inicial ¢(0) = %, ¢(0) = 0. Con el fin de comparacién, se utiliza un controlador

discontinuo con retroalimentacién de posicién:

u= —Psen(q) (129)
con la amplitud de conmutacién:
6=10 (130)

y luego un controlador discontinuo con retroalimentacién de estados (23), bajo las siguientes

especificaciones:

B=10, v =0, u=20, v=40. (131)

La seleccién de estos pardmetros se calculan en base a (24) tomando como referencia los

pardmetros del sistema proporcionados por Cadiou y Sirdi (1995).

La ley de control (129) estabiliza en tiempo finito las trayectorias hacia el equilibrio, sin

embargo solo se garantiza rechazo al disturbio (22) si la cota superior es menor al nivel de

friccién de Coulomb F (Levant, 1993).

Con el propésito de incluir el efecto de Stribeck y “backlash” en el estudio numérico, los

disturbios externos se estructuran de la siguiente manera:

w(t) = Fi(t) + (Fs — Fo)e 94Olsgn(g(1)). (132)
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donde Fj esté asociado al fenémeno de “backlash” y se describe de acuerdo a Tao y Kokotovic

(1996) como:

[ k@0-4) s A0
Fi(t) = 0 s —jo < AG < jo (133)
L —K(A0+j9) st A0 <—j

donde jo > 0 es el término de la maxima magnitud de backlash, K > 0 es el coeficiente de
rigidez y AO = g — 6 es la desviacion de la posicién del motor de la posicién de la carga 6

gobernada por:

JO = —F,(t) — Fosgn(0) — o40. (134)

El segundo término de (132) corresponde al efecto de Stribeck, caracterizado por el modelo de
Tustin (Tustin 1947) con el nivel de friccién estética Fs > F¢, nivel de friccién de Coulomb

Fc >0y el parametro grafico £ > 0.

En las simulaciones numéricas, las ecuaciones de estado (19), (134) del motor y la carga,
se calcularon bajo las mismas condiciones iniciales q(0) = 0(0) = 7, ¢(0) = 0(0) =0, y los

parametros de friccién y “backlash” fueron seleccionados como:

02:67 FC:47 FS:57

€=0.1, K = 10000, jo = 0.0025. (135)

Los resultados de simulacién para el servomotor, aplicando el controlador conmutado con
retroalimentacién de posicién (129), (130) y el controlador con retroalimentacion de estados
(23), (131) se muestran en las Figuras 10 y 11 respectivamente. De estas figuras, se observa
un mejor funcionamiento (tiempo de convergencia) con el controlador de estados (Fig. 11).

Como se predigo en la teoria, ambos controladores llevan las trayectorias al equilibrio en un
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Figura 10: Simulacién de controlador discontinuo por retroalimentacién de posicién.

tiempo finito T a pesar de la presencia de “backlash” y el efecto de Stribeck. El tiempo de
establecimiento fue T = 4 segundos para el controlador con retroalimentacion de posicion y
T = 2.5 para el controlador con retroalimentacién de estado. La magnitud del par aplicado
del sistema con retroalimentacién de posicién es menor al par aplicado por el controlador
con retroalimentacién de estados. Para decrementar el tiempo de establecimiento 71" se debe
utilizar el controlador con retroalimentacién de estado (23) e incrementar sus ganancias. Esto,
sin embargo puede excitar dindmicas no modeladas de alta frecuencia del sistema limitando
el rendimiento del mecanismo. Las entradas de control u en las figuras 10 y 11 presentan
oscilaciones de alta frecuencia de amplitud § a partir del tiempo de establecimiento 1" debido

al termino discontinuo en las leyes de control (23) y (129) (Otlov et al., 2001).
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Figura 11: Simulacién de controlador discontinuo por retroalimentacion de estados.

V1.3 Control H, para robot manipulador de dos grados de

libertad

VI.3.1 Modelo utilizado para simulacion

Con el propésito de analizar el desempeno de los controladores, considérese los parametros del
robot manipulador de dos grados de libertad proporcionado por Berghuis y Nijmeijer (1993).
Asumir que este sistema contiene friccion caracterizado por el modelo dinamico de Dahl +
friccién viscosa (Berghuis, 1993). Las matrices y vectores que componen la ecuacién dindmica

del robot manipulador (101) son:

Mg 8.77+ 1.02cos(gz) 0.76 + 0.51 cos(gz)
q) = )
0.76 + 0.51 cos(g2) 0.62
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‘ —0.51sin(g2)g2  —0.51sin(g2)(d1 + ¢)
Clg,q) = :
0.51sin (g2) 41 0
74.48 sin (q1) + 6.174sin (g1 + ¢2)
G = :
6.174 sin (q1 + ¢2)

e A P
{0 1J {0 1.2J [0 1J

VI.3.2 Objetivo de control

Los objetivos de control se mencionan a continuacién:

e Regulacion - El vector de posiciones articulares deseadas son seleccionadas como:
g2 = [0.1,0.3)7 [rad]
con condiciones iniciales:
q(0) = [0,0]" [rad]

El punto final deseado ha sido preespecificado lo mas cercano al origen para asegurar
que la desviacién del estado inicial 2;(0) = gz — ¢i(0) = qg, ¢ = 1,2 esté dentro del
dominio de atracciéon del regulador Heo. La velocidad inicial ¢(0), la fuerza de friccion
de Dahl Fy(0), y el estado de compensacion £(0) fueron iguales a cero para todas las

simulaciones.

o Sequimiento - La trayectoria de referencia se especificé como:
qg(t) = pisin(wit), i =1,2.

Las propiedades dindmicas de esta trayectoria se preescribe como w; = wo = 1.8 para
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evolucionar razonablemente rapida a la trayectoria deseada ¢} = [u1, 2] con py = p2 =

p = /2 radianes e inicializada cerca del origen:

qai(0) = [0,0]T [rad], i=1,2.

Nétese que la desviacién del estado inicial 2;(0) = ga;(0) — ¢:(0) es independiente de ;.

VI1.3.3 Resultados de simulacién para regulacion

Las simulaciones numéricas fueron realizadas en MATLAB. Para cumplir con el objetivo de
control se utilizé el regulador Heo (118), (126)-(128) con el pardmetro p = 2. Por iteracién
binaria, se encontré que el valor éptimo de v* ~ 100. Sin embargo, en las simulaciones se
utilizé un valor de v = 350 para evitar tener un controlador de alta ganancia que pueden
aparecer para valores de 7y cercanos al 6ptimo, esto significa que para tener un controlador

de alta ganancia se debe reducir el valor de v hasta el minimo permitido (v*).

Perturbando el lado derecho de las ecuaciones de Riccati (76), (78) bajo v = 350 se obtiene
que para € = 1 la ecuacién de Riccati (80), (81) tiene solucién positiva definida invariante
en tiempo. Por el teorema V.2, estd solucién resulta en una ley de control (127)-(128) que

resuelve el problema de regulacion.

Se simularon dos casos para el problema de regulacion Heo, sin disturbios y con un dis-

turbio permanente w;;(t) = 0.1, i =1,2 j =0, 1,2 y variacién paramétrica:

9.77 +2.02cos(q2) 1.26 + 1.01 cos(q2)
MT(Q) = )
1.26 +1.01cos(g2) 1.12
‘ —2.02sin(q2)ge  —2.02sin(g2)(¢1 + ¢2)
Cr(g.q) = :
1.01sin(q2) ¢ 0
79.46 sin(q1) + 11.07sin(q1 + g2) -‘
GT (Q) = )
11.07 sin(q1 + o) J
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donde M,(q), Cr(q, ) y Gr(q) son la matriz de inercia, vector de Coriolis y fuerza de gravedad

de la planta respectivamente, cuando se considera una carga de 0.5 Kg (Berghuis, 1993).

Los resultados de las trayectorias se muestra en la Figura 12. En esta figura se observa que
el regulador estabiliza de forma asintética las trayectorias el sistema sin perturbacién alrede-
dor de la trayectoria deseada y atenua los disturbios externos asi como las incertidumbres

paramétricas.

Discrepancias en el modelo de friccion. Desde un punto de vista practico no podemos
pensar en un modelo de friccién consistente debido al desgaste de los materiales o por el uso
de lubricantes; o simplemente el modelo de friccion puede no corresponder al fenémeno de
friccién real. Considerando el segundo punto, asimase que la planta presenta un modelo de
friccién real de tipo LuGre:

dn

F=om+ 0'1%.

El modelo LuGre captura otras dindmicas que el modelo Dahl no abarca (Canudas-de-Wit et
al. 1995). og = diag{oy} es la rigidez, o1 = diag{oy; } es el coeficiente de amortiguamiento,

n = col{n;} es el porcentaje de deflexién de las cerdas gobernadas por:

dn; : | | -
G g AL 9
_(9i y2
00i9i(G) = Foi+ (Fsi — Fci)e G (136)

donde Fg; es el nivel de friccion de Coulomb, Fg; es el nivel de friccién de estatica maxima,
y vy es la velocidad de Stribeck en cada articulacién del manipulador. Los resultados se

muestran en la figura 13.

Elnivel de friccién estatica maxima, coeficiente de amortiguamiento y velocidad de Stribeck
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se seleccionaron como:

1.2 0 001 O
FS = 0‘1 _= 7’05 _= y
0 1.2 0 0.01

mientras que los coeficientes de friccién viscosa o2, rigidez og, y nivel de friccién de Coulomb

F¢ conservan el mismo valor.

Versién suave. Con motivos de comparacion se utiliza el controlador He, reportado por
Orlov et al. (1999) y Acho et al. (2001) sintetizado para manipuladores libres de friccién de
Coulomb sin embargo se considera sdlo la presencia de friccién viscosa. De aqui en adelante,
en este texto, se nombrara controlador Hy, suave. Para hacer una comparacién justa, se
sintoniza el valor de v = 350 tal que el nivel de energia de este controlador sea equivalente al
nivel de energia del controlador no suave. Se debe destacar que las simulaciones se realizan
para el sistema libre de perturbacién para asegurar que no existe alguna influencia de éste

sobre el sistema controlado. En las figuras 14 y 15 se observan los resultados obtenidos.

VI1.3.4 Resultados de simulacién para el caso de seguimiento

En la figura 16 se presentan los resultados de simulacién para el controlador de seguimiento
Hoo (118)-(121) donde la funcién de peso se seleccioné como p = 2. Dado que la trayecto-
ria deseada es suave y todas sus derivadas son uniformemente acotada en ¢, el teorema V.1
se aplica al problema de seguimiento Hs y el controlador (118)-(121) propiamente especi-
ficado resuelve este problema. Aplicando el procedimiento para la sintesis Hoo se encontrd
una v = 550 para un valor de ¢ = 1. Todas las simulaciones, realizadas para el regulador
H, fueron repetidas para el controlador H,, de seguimiento (ver figuras 17 a 19). Para el
caso comparativo , el valor de v se reduce a tal nivel que el error en estado estable sea lo
suficientemente pequeno (v = 150, € = 0.1). Obsérvese que la energia consumida es mayor

debido a la reduccién de «y (controlador de alta ganancia).
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V1.4 Comentarios

Las conclusiones obtenidas de las simulaciones numéricas se resumen a continuacion:

e FEstabilidad asintdtica del sistema mecdnico ante la presencia de friccion - Si se toma
como referencia las anteriores hipétesis sobre el sistema (i.e. suave) entonces el fenémeno
de friccion debe considerarse como una perturbacién. Para resolver este problema se
debe sintonizar el valor de 7y tal que el error en estado estable sea minimo (reducir 7),
esto es equivalente a tener un controlador de ganancia alta. En la formulacion que
se presenta en los capitulos cuatro y cinco al tomar en cuenta el fenémeno de friccion
como parte de la funcién no lineal, entonces los teoremas V.1 y V.2 aseguran estabilidad

asintética al menos que no exista una perturbacion.

e Fstabilidad ante la presencia de perturbaciones - Los valores resultantes de v > 1 quieren
decir que ante la presencia de alguna pertubacién admisible (en el par o en la senal de
medicién) se asegura que existird un error en estado estacionario (acotado). Para valores

0 < v < 1 entonces se asegura atenuacion al disturbio.

e Discrepancias en el modelo de friccion - Este punto se puede interpretar de distintas
maneras: a) los pardmetros del modelo de friccién cambian debido a distintas circunstan-
cias (desgaste, lubricantes, etc.) b) la friccién real de la planta puede no corresponder
al modelo utilizado en el diseno del controlador. El controlador H,, considera este tipo

de discrepancias en ws.



Capitulo VII

Estudio experimental

VII.1 Introduccion

En este capitulo se presentan resultados experimentales para un manipulador de tres gra-
dos de liberad. La motivacién de la implementacién de los controladores Hoo es ilustrar la
aplicabilidad de la metodologia expuesta en los capitulos cuatro y cinco asi como observar el
comportamiento de éstos ante perturbaciones no modeladas. El robot manipulador cuenta
con un sistema de transmisién por engranaje y cadenas (generadores de friccién) que lo hace
ideal para observar el comportamiento de estos controladores. Al igual que en las simulaciones
numéricas se realizan pruebas de regulacién y seguimiento de trayectorias. Antes de mostrar

los resultados se hace una descripcion del mecanismo a controlar.

VII.2 Descripcion del manipulador de tres grados de libertad

Descripcion de base experimental de control

El robot Pegasus, fabricado por amatrol, es un robot manipulador de tres grados de libertad

de articulaciones rotacionales con caracteristicas didacticas e industriales. Este robot tiene

85
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tres articulaciones rotacionales que forman el brazo, una que gira sobre el eje z (¢1) y dos més
que giran sobre el gje y (g2, ¢3). Para visualizar mejor la estructura se recomienda observar el
diagrama esquematico de la figura 20. Los juegos de engranaje que integran el sistema son la
principal fuente de friccién (ver fotografias de la figura 26). Para el diseno de control retroal-
imentado se puede disponer tinicamente de la informacién de posicién articular mediante los
encoders instalados en cada articulacion del mecanismo. La base experimental, construida
e instalada en CITEDI', estd integrada por cuatro subsistemas: a)El robot manipulador; b)
Manejadores para motor de corriente directa; c) Tarjeta de control y adquisicién de datos y

d)Una computadora personal con procesador Pentium III.

La tarjeta de control disenada en Servotogo Inc. es un sistema de bajo costo, de propdsito
general, con entradas y salidas para control de movimiento que puede manejar ocho servomo-
tores de manera simultanea a través del BUS-ISA de una computadora PC-compatible. Las
pares que integran la tarjeta de control son el canal de entradas (ocho canales para el encoder,
contadores de 24 bits, senales de entrada diferencial y tasa méxima de muestreo de 10 MHz);
canal de salida (ocho canales de salida analdgica de +10 volts, 13 bits de resolucién y un indi-
cador de bit de signo); 32 bits de entrada y salida digital. Algunas aplicaciones que se pueden
agregar a esta tarjeta es el control de maquinas y herramientas, control de movimiento, equipo
de prueba automadtica e instrumentacion médica. La ejecucién de instrucciones se realizan a

través de interrupciones.

Cada uno de los servomotores que integran el manipulador son de corriente directa de
iman permanente fabricados por Pittman, que presentan un intervalo de voltaje de operacién
de 30 volts, velocidades de alrededor de 40 rad/s y pares de 27 x 1073 N-m, pero debido a su
relacién de engranage (19.7:1 para 1 y q2; y 127.8:1 para ¢3) estos pueden alcanzar un par

de 1.24 N-m. Cada motor tiene integrado un encoder de 512 pulsos por revolucién.

Los manejadores adquiridos en Trust Automation Inc. modelo BTA-28V-6A, son servoam-

! Centro de Investigacién y Desarrollo de Tecnologia Digital.
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plificadores lineales que alcanzan una potencia maxima de 325 W., de bajo ruido, pueden ser
operados en modo de velocidad o par y aceptan una entrada de control de £10 volts, y que esta
en los limites de voltaje y corriente sumistrado por la tarjeta de control. Estos amplificadores
de potencia son capaces de enviar una senal control de cuatro cuadrantes para pequenos y
medianos motores. El circuito de salida es un puente H diferencial flotante. Con este arreglo
se puede disponer sélo de una fuente de alimentacién unipolar de baja impedancia para al-
imentar el amplificador. Algunas caracteristicas importantes son el sensado de corriente de
manera precisa, programacion en modo de voltaje o corriente y circuito de proteccion contra

corriente de carga inversa.

Modelo dinamico

Las ecuaciones dindmicas que modela el robot manipulador de la figura 20 se obtiene a través
de la ecuacién de Lagrange (11) y desarrolladas en el apéndice A, representado, entonces, de

la siguiente manera:

My 0O 0 G Ci1 Cr Ci3 Q 0 Fy T
0 My Mg G | T | Ca Cou Co |t G |T|FR|=|n
{ 0 My M33J[513J LC31 Cs UJ[Q‘;J LG?,J [F?,J LT?,J
NG ~ - ‘o, ‘~‘ ‘P
M(q) C(q.9) G(q) F(q) T
donde
Myi(q) = mlfcos®(q) + mally cos(ge) +lzcos(go +q3)]* + I,
Mxn(q) = mll% + mzl% + 2malil2cos(g3) + mzlg + I + I3,
Mos (q) = malilo COS((]3) + m2l22 + I3,

Ms3(q) = m2l%+_[3,



Cll(Qa Q)

012(Q7 q)
Cl3(q> q)

CZl(Qa q)

C22(q,4)
C23(q,9)
C31(¢,49)
Cs2(¢,4)
Ga(q)
Gs(q)

Fi(q)

—2maly cos(qz) [l sin(gz) + l2 sin(g2 + g3)] e

—2mala cos(qa + ¢3) [l sin(gz2) + l2 sin(qg2 + ¢3)]g2,
2m1lsin(gz) cos(g )1,

—2myla[ly cos(gz) sin(gz + q3) + 12 sin(g2 + g3) cos(gz + g3)] 0
ma 12 sin(ge) cos(qz)d1 — maly cos(q2)[l1 sin(q2) — l2sin(ge + g3)]d
+mala cos(g2 + ¢3)[—l1 sin(q2) + l2 sin(q2 + ¢3)]da,

—2mal1la sin(g3) g3,

—mal1l2 sin(g3)ds,

mala[l1 cos(q2) + l2 cos(qz2 + ¢3)] sin(q2 + ¢3)d1,

malil2sin(gs )dz,

malig cos(qz) + malig cos(q2) + malag cos(q2 + q3),

malag cos(qz + g3),

Fdi + O-Qiq.ia 1= ]-> 27

donde g es la constante de gravedad.

FEnlace 2

Figura 20: Manipulador de tres grados de libertad.
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Figura 21: Ruido en la medicién de entrada al servomotor.

Descripcion de las perturbaciones del sistema

En el sistema dindmico (59) que se debe considerar para el andlisis del problema Ho, existe
el vector de perturbaciones (w = [wg, w1, ws]). Con el propésito de no dejar ambiguo el
conocimiento de este vector se dedica esta subseccién a presentar de una manera general los

elementos que lo integran.

El vector de perturbacién wqg estd formada por todos aquellos disturbios externos que
afectan la medicién de posicion articular que se utiliza para retroalimentacion. El osciloscopio
digital de 1GHz muestra el comportamiento de la senal en la salida del amplificador (Figura
21) en un tiempo de muestreo de ts = 1 mS ante un par impulsivo. En el vector w; estdn
relacionados las perturbaciones hacia el par de entrada: corrientes parasitas, sobrecarga y
friccién.

El actuador del mecanismo no estd directamente acoplado a los enlaces, sino que existe
una serie de engranes entre el enlace y el actuador y a ellos se debe que el sistema mecanico
pueda presentar una serie de fuentes de perturbacién: friccién, backlash, zona muerta. Se
debe recordar que en esta la tesis se considera a la friccién como parte de la funcién f(zx) y los
demads fenémenos no lineales asociados al sistema de engranaje se considera como perturbacién
(w1). Por otro lado, el juego mecanico entre los engranes ( “backlash”) aparece de una manera

evidente en la articulacién q; y ¢o. El esquema de la figura 22 muestra el tren de engranaje
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Figura 22: Engranes como fuente principal de perturbacién en el sistema.

que componen cada articulacién. Existen diferentes aproximaciones en el modelado de este
fenémeno, como el modelo estético llamado de zona muerta (Tustin, 1947) 6 el modelo de
histéresis que Tao y Kokotovic (1995) presentan en su estudio y algunos otros que se resumen
en Nordin y Gutman (2002). Tomando como referencia la figura 22, si la conexién entre
los engranes fuese perfecta entonces se satisface la siguiente relacién entre las velocidades y

posiciones angulares:

md'(t) = roq(t) Vt>0, (137)

0 (t) = rog(t) Vt>0, (138)

donde r; con ¢ = 1,2 es el nimero de dientes de cada engrane. Aunque se puede considerar
que el contacto entre los dientes de los engranes internos del servomotor nunca se pierde
no se puede asumir lo mismo para el tren de engranes externos debido a lo evidente de su
presencia (referencia experimental). Si existe el juego mecdnico de £A con A > 0 entonces el
contacto entre los dientes se pierde en algin instante. De manera particular el contacto entre

los engranes se presenta si alguna de estas desigualdades se satisface:

roq(t) — M0 (t) — A

roq(t) —m @' (t) + A < 0. (140)

Y
S

(139)
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Con las desigualdades (139)-(140), entonces se puede definir el vector de perturbacién wy de
la siguiente manera:

roq(t) — 0 (t) — A, si (139) se satisface,

wi(t) ==

roq(t) — 6 (t) + A, si (140) se satisface.
Si A = 0, entonces w; = 0 debido a las relaciones (137)-(138). En la figura 23 se puede
observar las discrepancias en las mediciones de posicién para cada articulacién para el sistema
en lazo abierto debido a estas no linealidades, ademas en la figura 24 se muestra que existe

una regién de friccién estdtica maxima del 10% del par méximo.

(friccién + backlash+gravedad) —

— i

L L L L L
o E =) s 2o 25 20

Figura 23: Respuesta del sistema en lazo abierto ante entrada periddica.

zona estatica i zona de deslizamiento ]
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Figura 24: Respuesta del sistema ante entrada rampa.
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Figura 25: Grafica de velocidad vs. friccién de Coulomb + viscosa.

VII.3 Resultados experimentales
La implementacién del algoritmo de control Heo se puede resumir en los siguientes pasos:

e Encontrar una v > 0y un valor de € > 0 tal que exista una solucién a las ecuaciones

diferenciales de Riccati (80)-(81).
e Resolver las ecuaciones diferenciales Riccati en linea o fuera de linea (2n?) (e.g. Matlab).

e Resolver la ecuacién diferencial del observador (n).

El valor dentro del paréntesis es el niimero de ecuaciones diferenciales a resolver por la cantidad
de grados de libertad (n). El diagrama de la figura 28 muestra de manera generalizada la

secuencia de programacién del controlador Hece.

Para resolver las ecuaciones diferenciales en lenguaje C++ se utiliza el método de inte-

gracién Heun:

1 1
Yit1 = Yi + <§k1 + §k’2) h

donde k1 = f(zi,yi), k2 = f(xi+ h,yi + hk;) y h es el tamano del paso.
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Figura 26: Juego de engrane del manipulador.

VII.3.1 Regulaciéon

La serie de experimentos para el caso de regulacién se enlistan continuacion:

Experimento 1. El primer experimento en el manipulador de 3 g.d.l. tiene como tarea
moverse desde el origen ¢1(0) = ¢2(0) = ¢3(0) = 0 hasta la posicién de referencia
qd, = 30 grados; i = 1, 2,3 utilizando el modelo de Dahl (Dahl 1976) para representar
la friccién (Figura 29). Para el diseno del regulador se seleccioné v = 120 y € = 0.1.
El tiempo de convergencia a la posiciéon deseada es de 0.8 segs. para las dos primeras

articulaciones y 0.5 segs. para la tercera articulacion. El hecho de que no exista alguna
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Tabla 1: Pardmetros del manipulador.

descripcion notacion valor unidades
longitud eslabén 1 I 0.297 m
longitud eslaboén 2 lo 0.297 m
masa eslabén 1 my 0.60 Kg
masa eslabén 2 ma 0.68 Kg
Inercia 1 I 0.243 x107° | Kgm?
Inercia 2 I 0.068 x 103 Kg m?
Inercia 3 I3 0.015 x 1073 |  Kg m?
friccion de Coulomb 1 Fe, 2.10 Nm
friccién de Coulomb 2 o, 1.02 Nm
friccién de Coulomb 3 Fey 0.780 Nm
friccién viscosa 1 o2, 9.84 Nm- s/rad
friccion viscosa 2 092, 13.02 Nm- s/rad
friccién viscosa 3 09, 9.87 Nm - s/rad
rigidez 1 oo, 0.054 Nm
rigidez 2 00, 0.053 Nm
rigidez 3 00, 0.039 Nm
aceleracion de la gravedad g 9.8 m/seg?

perturbacién sobre el sistema se asegura estabilidad asintética.

Experimento 2. Se estudia el desempeno del regulador Heo, discriminando el efecto de las no
linealidades a bajas velocidades (friccién de Coulomb, rigidez, etc.), estoes, fa(x) = 03x1
(Figura 30). Nétese el error en estado estable de alrededor de 5 grados para las primeras
dos articulaciones y de 1 grado para la tercer articulaciéon. La presencia de juegos de
engranes para las articulaciones uno y dos explica la razén de que el error en estado

estacionario sea mayor que en la articulacién tres.

Experimento 3. Durante el viaje hacia la posicién deseada se agrega una carga equivalente
de 0.05 Kg. Obsérvese que el efecto sobre las posiciones articulares es casi nulo (Figura
31). Si se comparan los pares aplicados con los de la figura 29 se puede observar un

mayor consumo de energia.

Experimento 4. Con objeto de comparacion se considera la version lineal del regulador H oo
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P(0) Z(0
(0) (_), ts Ec. (76)——~Ec. (78)—~Ec. (87 74— g5 P§ [ motor
0 P Z 3 T
g( ) A
() encoder

Figura 28: Secuencia de programacion.
(figura 32) para los casos perturbado y no perturbado, esto es, citando el teorema V.2:

. 1
¢ = A1+[?BlBlT — ByBY|P.¢ + Z.CF () [y(t) — Co),

u = —BIPt

Obsérvese la sensibilidad ante perturbaciones.

Experimento 5. Los pardmetros néminales del modelo utilizado (Tabla 1) se alteran de
manera aleatoria. Noétese las variaciones en la posicién y en el par durante la etapa

transitoria (¢ € [0 1]segs.), mientras que el objetivo de control se cumple cuando t — oo,
(Figura 33).
VII.3.2 Seguimiento de trayectorias

Para el sistema en lazo cerrado el objetivo de control es satisfacer:

lim e(t) = 0.

t—o0

Los experimentos realizados se enumeran a continuacion:

Experimento 6. Se aplic una senal periédica 7 = 10sin(.27t) a cada articulacién del sis-
tema en lazo abierto con el proposito de observar la influencia de las no linealidades

durante la trayectoria de cada articulacién (Figura 34). Explicacién detallada acerca



97

del origen de estos efectos se explico anteriormente en este mismo capitulo.

Experimento 7. Para el diseno del controlador se selecciona una v = 50 y € = 1. Para

satisfacer el objetivo de control se especifica la siguiente trayectoria de referencia:

4, = o sin(wt)

donde w = .2m; oy = 10 grados; ay = a3 = 30 grados (Figura 35). Notese que las
condiciones iniciales se pueden especificar tan cerca como sea posible y es claro que
la trayectoria de cada articulacidn sigue la trayectoria de referencia mientras no exista

alguna perturbacion.

Experimento 8. Se repite el experimento 7 perturbando de manera independiente cada ar-
ticulacién. En las tres articulaciones se amortigua el efecto perturbador al liberar un
peso de 0.05 Kg. sobre la articulacion tres. Debido a un obstaculo puesto intencional-
mente durante el recorrido de la articulacién dos, el sistema de proteccion de la fuente de
esta articulacién interrumpe el paso de corriente sobre su servomotor en ¢ € [17,22] segs.
(existen fuentes independientes para cada articulaciéon). Obsérvese en 7 de la figura
36 un exceso en el par, sin embargo es importante resaltar que este par es el calculado,
existiendo en realidad una saturacion de £20Nm. Notese que el sistema en lazo cerrado
hace que la trayectoria se reestablezca. De manera similar se coloca el obstaculo para
la articulacion tres en t = 25 segs. notandose sélo una pequena discrepancia durante la

trayectoria, asi mismo se debe sehalar que no existe saturacién en el par |73| < 20 Nm.

Experimento 9. Con el fin de acelerar el proceso de estabilizacion hacia un punto de refe-
rencia deseado sin excitar dindmicas no modeladas, se construye un controlador de
seguimiento Hoo (126)-(128) donde la funcién de peso es p = 1.65 y la trayectoria

deseada se especificé como:

qa,(t) = wi(l—e™h), i=1,2,3.
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Las propiedades dindmicas de esta trayectoria se preescribe como w; = 0.75, 1 =1,2,3
para evolucionar hacia la trayectoria deseada ¢} = [u1, p2, 3] con p1 = po = ps = 7/2
(Figura 37). Notese que para el caso no perturbado se observa estabilidad asintética

mientras tanto para el caso perturbado existe un error en estado estable.
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Figura 29: Respuestas experimentales de regulador H.
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Figura 30: Respuestas experimentales de regulador Ho con fa(z) = 0.
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Figura 31: Resultados experimentales para el regulador Ho con carga de 0.05 Kg.
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Figura 32: Regulador Ho lineal: No perturbado (linea continua) y perturbado (linea pun-
teada).
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Figura 33: Resultados experimentales para regulador Hy, ante variacién paramétrica.
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Figura 37: Resultados experimentales para controlador Hoo con gz = 5(1 — e~ "): caso no

perturbado (linea continua) y perturbado (linea punteada).
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VII.4 Comentarios

Las observaciones del capitulo VI se aplican de la misma medida para este capitulo, pero

ademas:

e Cilculo de las ecuaciones de Riccati - Desde un sentido practico, la solucién de las
ecuaciones de Riccati puede ser un problema computacional: (2n + 1)n ecuaciones
diferenciales donde n es la dimensién del sistema. Sin embargo se puede observar que
las ecuaciones de Riccati y correspondiente ecuacién diferencial de Riccati no dependen

de la salida, entonces se pueden resolver fuera de linea.

e Perturbaciones - La motivacion por seleccionar el manipulador de tres grados de liber-
tad, es que presenta niveles notables de friccién debido a los engranes. Sin embargo,
debido a este tren de engranes se presentan otras no linealidades no suaves (evidentes
en la practica) como “backlash” y zona muerta (figura 32), que en teoria deben ser

absorvidas por el vector wy.

e (Cdlculo de ~y - En teoria el valor de v conviene que sea un valor positivo lo mas pequeno
posible para garantizar atenuacién a los disturbios. Aun la incgnita sigue siendo como
calcular el valor de v 6ptima (v*) desde un contexto metodolégico. Para la clase de
manipuladores mecanicos tratados en la presente tesis el valor de v debe ser mayor a
uno debido a que el producto matricial B;Bf = By,BI' y para satisfacer las ecuaciones

diferenciales de Riccati este producto debe ser tal que ’Y%Bl B < B,BY.
De los resultados experimentales se puede concluir lo siguiente:

e Estabilidad asintética siempre y cuando el sistema no sea perturbado (teoremas V.Iy

V.2 y figuras 29, 35y 37).

e En la formulacién que se presenta en los capitulos cuatro y cinco al tomar en cuenta

el fenémeno de fricciéon como parte de la funcién no lineal, entonces los teoremas IV.1
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y IV.2 aseguran estabilidad asintética siempre y cuando no exista una perturbacién

admisible.

e Existe una frontera alrededor del equilibrio donde las trayectorias permanecen si el

sistema es perturbado (clase de perturbaciones que pertenecen al espacio Ls).



Capitulo VIII

Conclusiones

En el presente trabajo de tesis se resuelve el problema de control Heo para sistemas continuos
no diferenciables. Mecanismos con friccién dindmica pertenecen a esta clase de sistemas. La
presencia de términos continuos no diferenciables en el lado derecho del sistema dindamico
aparentemente es una desventaja en las consideraciones hechas hasta ahora en la formulacién
del problema H, debido que se asume que la funciéon no lineal es suave. En el desarrollo
tedrico del capitulo cuatro y cinco se prueba que la funcién no lineal tambien puede ser
continua no diferenciable y bajo este marco asegurar estabilidad asintética ante presencia de
friccién.

En este estudio se utilizan algunas bases de teorfa no suave que incluye la superderivada
y supergradiente. Ambos conceptos permiten analizar una funcién en los limites del punto
donde la derivada no tiene solucion y ademas estan asociadas a funciones concavas. Entonces,
con el uso del supergradiente se puede demostrar que las desigualdades de Hamilton-Jacobi-

Isaacs se satisfacen para sistemas continuos no diferenciables.

En este trabajo se desarrollé un marco de trabajo practico para la sintesis de controladores
Hoo para sistemas no suaves variantes en el tiempo. Esta aproximacion extiende el andlisis

Lo de sistemas no lineales invariantes en el tiempo de una manera tal que se tomo en cuenta

110
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el problema de control de seguimiento para sistemas mecanicos con friccion.

A diferencia de otros procedimientos como Basar y Bernhard (1990), Isidori y Astolfi
(1992) y Van der Schaft (1992), la correspondiente expresiéon de Hamilton-Jacobi e Isaac
requiere ser negativa definida en lugar de negativa semidefinida. Esta caracteristica permite
desarrollar un procedimiento de diseno H., en la que no se necesita verificar las condiciones
de estabilizidad o detectabilidad en el sistema de control. Ademas el procedimiento de disefio
resulta ser un problema de dimensiones infinitas, dificultad que se puede evitar si se resuelve

el problema de manera local.

El procedimiento de disenio muestra resolver el problema de seguimiento y el problema
de regulacién de posicién para sistemas mecdnicos con friccién. La efectividad en los pro-
cedimientos de diseno se apoya mediante resultados experimentales realizados en un robot
manipulador de tres grados de libertad. El sistema de transmisién de potencia es a través
de engranes, y debido al contacto entre dientes es fuentes de friccién, por otro lado, sdélo se
dispone de la informacién de la posicién articular. Las conclusiones obtenidas de las simula-

ciones e implementaciones experimentales se resumen en los siguientes puntos:

e Fstabilidad asintdtica del sistema mecdnico ante la presencia de friccion - Si se toma
como referencia las anteriores hipétesis sobre el sistema (i.e. suave) entonces el fenémeno
de friccién debe considerarse como una perturbacién. Para resolver este problema se
debe sintonizar el valor de 7 tal que el error en estado estable sea minimo (reducir ),
esto es equivalente a tener un controlador de ganancia alta. En la formulacién que se
presenta en los capitulos cuatro y cinco al tomar en cuenta el fendmeno de friccién como
parte de la funcién no lineal, entonces los teoremas IV.1 y IV.2 aseguran estabilidad

asintética al menos que no exista una perturbacion.

o Fstabilidad ante la presencia de perturbaciones - Los valores resultantes de v > 1 quieren
decir que ante la presencia de alguna pertubacién admisible (w € L) se asegura que

existird un error en estado estacionario (acotado). Para valores 0 < v < 1 entonces se
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asegura atenuacion al disturbio.

e Discrepancias en el modelo de friccion - Este punto se puede interpretar de distintas
maneras: a) los pardmetros del modelo de friccién cambian con el tiempo (desgaste, lu-
bricantes, etc.) b) la friccién real de la planta puede no corresponder al modelo utilizado
en el diseno del controlador. El controlador H o, considera este tipo de discrepancias en

w3 .

Desde un sentido practico, la solucién de las ecuaciones de Riccati puede ser un problema
computacional: (2n + 1)n ecuaciones diferenciales donde n es la dimensién del sistema. Sin
embargo se puede observar que las ecuaciones de Riccati y correspondiente ecuacién diferencial

de Riccati no dependen de la salida, entonces se pueden resolver fuera de linea.

Los teoria y resultados obtenidos en esta tesis fueron sometidos y publicados en memorias
de congreso y revistas de arbitraje internacional. En (Orlov et al, 2001) y (Orlov et al., 2002)
se presentan resultados numéricos y experimentales para robots manipuladores utilizando
controladores discontinuos (capitulo III); en (Aguilar et al., 2002) se presenta la teoria de
control Hso manejada en los capitulos IV al VI y en (Aguilar y Orlov, 2002) se presentan
resultados experimentales. Aplicaciones en electronica de potencia se encuentran en Acho y

Aguilar (2002).

Problemas abiertos

La teoria que se maneja en la presente tesis no permite tratar con sistemas discontinuos.
El interés de esto es que el modelo discontinuo de friccion de Coulomb es la representacién
mas simple para caracterizar este fendmeno. Una linea de razonamiento a seguir es similar
a la que se presenta en el capitulo tres y en Orlov et al (2000, 2002). En estos trabajos
se propone una ley control discontinua sin embargo son métodos basados en funciones de

Lyapunov para la prueba de estabilidad. En el diseno del controlador Hs la funcién de
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Lyapunov asumida sirve tambien como funcién de Lyapunov para el sistema de lazo cerrado
para todas las perturbaciones admisibles, esto es, la teoria de Hamilton-Jacobi-Isaacs (o
ecuaciones de Riccati para el caso lineal) permite el disefio controladores de manera directa
que aseguren estabilidad del sistema ante perturbaciones sin necesidad de encontrar una

funcion de Lyapunov para tal efecto.

Motivado por la experiencia experimental, la presencia de no linealidades no suaves como
“backlash” y zona muerta se deben tratar de manera adecuada en el diseno del problema de
control Hs. Actualmente se encuentran disponibles distintos modelos para estas no lineali-

dades (e.g. Nordin y Gutman 2002).



Apéndice A

Calculo de la dinamica del robot de

3 g.d.L.

A.1 Calculo de la energia cinética

A.1.1 Eslabén uno

Las coordenadas del centro de masa del eslabén uno expresadas en el plano x, y, z son

r1 = lpcos(qr)cos(qe)
y1 = l1sin(q1)cos(q2)
21 = lysin(q2).

El vector de velocidad v del centro de masa de dicho eslabodn es en consecuencia

1 —l1cos(q1)sin(g2)g2 — L sin(q1) cos(q2)d1
vi=| g1 | = | —lisin(qi)sin(g2)g + 1 cos(qr) cos(g)d
# I cos(g2)g2
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La rapidez del cuadrado v{ v1 del centro de masa resulta ser
P+t g+ A 2 =1 cos™(@2)af + 1

Finalmente, la energia cinética correspondiente del eslabén uno se obtiene como

1 . 1 . 1. . 1.
Ky = 577115% cos?(q2)dt + §m1l%qg + 511(112 + 512%2

donde I es la inercia correspondiente a cada articulacion.

A.1.2 Eslabén dos

Las coordenadas del centro de masa del eslabén dos son

x2 = [hcos(gz) 4 l2 cos(q2 + g3)] cos(q1)
y2 = [l1cos(ga) + l2 cos(qe +q3)]sin(q1)

z9 = U1 Sin((p) + s sin(qz + QS)

El vector de velocidad vg = [i2 92 22]7 del centro de masa es

&2 = —lisin(qi)cos(q2)d1 — l1 cos(q1)sin(q2)ge — l2sin(qr) cos(qe + q3)d1

—ly cos(qy) sin(gz + q3) (2 + ds3)

Y2 = —lisin(q)sin(g2)g2 + l1 cos(q1) cos(ga)dr +I2cos(q1) cos(qz + g3)d1

—lg sin(q1) sin(qg2 + ¢3) (G2 + ¢3)

Zz = licos(q)gz + l2cos(q2 + ¢3) (G2 + ¢3)

La rapidez del cuadrado v1 vs del centro de masa es

115

(141)

vi vy = 1343 + 2112 cos(qs)da(de + d3) + B (g2 + d3)* + ¢3[l1 cos(q) + l2cos(qz + g3)]?
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Finalmente, la energia cinética correspondiente al eslabén dos se obtiene como

1 . . . 1 . .
Ko = maligs +mahlacos(qs)da(de + ds) + 5ol (d2+ ds)?

1 ) 1. .
+5madillcos(g2) + 2 cos(az + 3)* + S Ia(¢2 + ds)? (142)

A.2 Calculo de la energia potencial

La energfa potencial puede descomponerse como la suma de dos partes: U(q) = Ui(q)+Uz(q)
donde Ui(q) y Uz(q) son las energias potenciales asociadas a las masas my y mg respectiva-

mente. Se tiene entonces que

U (Q) = mylg Sin(Q2)

Ua(q) = maligsin(ge) +malagsin(gz + ¢3) (143)

A.3 Calculo del Lagrangiano

A partir de las ecuaciones (141)-(143) puede obtenerse el Lagrangiano

= Ki(q, 4) +Ka(q, ) — U (q) — Uz(q)

1 . 1 . 1 . 1 ) )
= §m1l% cos®(q)di + 5 3+ Emzl%qg + 57712122(612 + d3)*

1 ) .
+§m2 [11cos(q2) + Iz cos(qe + ¢3)]%d3 — maligsin(go)

. . 1. . 1. .
—mplygsin(ge) — malagsin(gs + q3) + §I1(ﬁ + 512(13

1. PO
+573(d2 + 3)* + malala cos(gs) (65 + d2ds)- (144)
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De esta tltima ecuacién pueden obtenerse las siguientes expresiones

o
Od1

d oL
dt | Oq1

o
oq
oL
Odo

afoc
dt 8@2

oL
O

oL
043

d 1oL
dt | Ogs

oL
Ogs

mal3 cos?(q2)é +mall1cos(gz) + Iz cos(q2 + q3)]%d1 + Iién

mal? cos?(q2)d1 + 2mal? sin(qz) cos(q2)dide + mal? cos®(q2)d

+2maly Iy cos(ge ) cos(qo 4 q3) 1 +mal3 cos? (g2 + ¢3)d1 —
2mal3 sin(g2) cos(q2)dide — 2malilacos(ge) sin(qe + q3)d1 (d2 + ds)
—2myly g sin(gz) cos(qa + ¢3) 4142 + L1G1 —

2mal3 sin(g2 + g3) cos(q2 + )41 (G2 + d3)

0

mal3dy + malidy 4 2malily cos(gs)da + malilycos(qs)ds +
mal3(d2 +d3) + (I2 + I3)d2 + I3ds

mll%(jg + mgl%(b — 2mglyl2sin(qs)gags + 2malyl2 cos(g3 )ga —
malils sin(gs) g3 + malila cos(gs)ds + mal3 (G + ds) +

(I2 + I3) o + I3dj3

—my l% sin(g2) cos(qg)q'f —mialigcos(q2) — maly g cos(q2)
+ma[li cos(gz) + I cos(qz + g3 )][~l1 sin(gz) — l2 sin(g2 + g3)]d7
—malag cos(q2 + g3)

malils cos(qs)de +mal3(de +ds) + Izde + I3

malily cos(q3)do — malile sin(gs)deds +mal3(do + d3) + I3ga +
I3q3
—malylysin(gs)da(de + 43) — malag cos(qa + g3)

—ma il cos(qz) + l2cos(gz + g3)][l2 sin(g2 + g3))].
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La ecuacion de Lagrange-Euler son expresadas, finalmente, de la siguiente manera:

71 = (mlcos?(q2) + In)dr + ma[l cos(gz) + Iz cos(gz + g3)|%d
—2ma|ly cos(g2) + l2 cos(g2 + g3)][l1sin(g2)g2 + l2 sin(ge + ¢3) (42 + ¢3)]¢1
+2m [ sin(ga) cos(q2) d1 Ga;

Ty = [m1l12 + mgl% + 2malyla cos(g3) + m2l§ + Iy + I3)Ga + [malilacos(gs)]ds
+[mal3 + Is)ds — 2malilasin(gs)gads + malf sin(gz) cos(g2)d3
—malyly sin(q3)¢3 +malig cos(q) + mali g cos(g2) + malag cos(g + q3)
+ma[l1cos(qz) + l2 cos(q2 + ¢3)][—l1sin(qe) + l2sin(q + Q3)](j12;

T3 = [malily cos(gz) +mal3 + L3]Gy + [mal5 + I3)Gs — malyly sin(qs)dads
+malal cos(q2) + lacos(ge + g3)]sin(qa 4 q3) ¢ + malag cos(qz + q3)

+malila sin(gz) g (G2 + ¢3).



Apéndice B

Conceptos basicos de estabilidad

B.1 Estabilidad en el sentido de Lyapunov

B.1.1 Estabilidad

El origen es un estado de equilibrio estable de la funcién & (t) = f(x(t),t) si existe una funcién
candidata de Lyapunov o una funcién localmente definida positiva V(z,t) con derivadas

parciales continuas con respecto a t y x, tal que su derivada temporal satisfaga

Vie,t) <0 Vt>0 VaeelR"

B.1.2 Estabilidad y acotamiento de las soluciones

El origen es un equilibrio estable y las soluciones x(t) son acotadas para toda condicién inicial
x(0) € IR"™, si existe una funcién candidata de Lyapunov y ademds decreciente de V' (z,1), tal

que su derivada con respecto al tiempo satisfaga

V(z,t) <0 vt >0 vz eR".
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B.1.3 Estabilidad asintética global

El origen es un estado de equilibrio global asintéticamente estable de (t) = f(z(t),t) si existe

una funcién candidata de Lyapunov V(z,t), tal que su derivada satisfaga

o V(x,t) =0, para todo t >0,

e V(x,t) <0, para todo t > 0, para todo x # 0 € IR".

B.1.4 Estabilidad exponencial global

El origen es un estado de equilibrio global exponencialmente estable de @(t) = f(x(¢),t) si
existe una funcién candidata de Lyapunov V(z,t), y existen constantes positivas aq, as y

tales que

o aiffz]]? <V(z,t) < agllzl]?

. V(m,t) < —B||z||? para todo t > 0 para todo x € IR".

B.2 Teorema de invarianza

Considérese el sistema auténomo & = f(x), f € C°, y V(x) una funcién escalar C'. Supéngase

que

1. Paraalgin [ >0, = {z € R" | V(z) < I} es acotada.

2. V(x) < 0 para todo z € €.

Sea R={x € |V =0}, y M C R el conjunto invariante mas grande contenido en R,
entonces

lim (%) |50)eq, € M.

t—o00
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Teorema B.1 (Vidyasagar 1978) Considere el sistema no lineal variante en el tiempo & =

f(z,t), y suponer que f(x,t) satisface
flz,t) = f(z,t +T), VrelR", Vt>0

para cualquier numero positivo T'. Bajo estas condiciones, los siguientes dos enunciados son

equivalentes

1. El punto de equilibrio xg = 0 del sistema & = f(x,t) es asintdticamente estable en

cualquier instante de tiempo tg > 0,

2. El punto de equilibrio xo = 0 del sistema & = f(x,t) es asintdticamente estable de

manera uniforme sobre el intervalo [0, co].

Lema B.1 (Khalil 1996) Sea ¢ : IR — IR una funcién uniformemente continua en el in-

tervalo [0, o). Suponer que el limy_.o fé o(t)dr existe y es finito, entonces:

¢(t) = 0 cuando t — oo.



Apéndice C

Prueba del lema 1V.1

Para comenzar, se introduce el siguiente resultado auxiliar que se utilizara para probar el

lema IV.1.
Lema C.1 Asumir que las siguientes condiciones se satisfacen:

1. una matriz de nxn dependiente del tiempo S(t) es continua a tramos, acotada, simétrica

y positiva definida;
2. una matriz n X n dependiente del tiempo A(t) es continua a tramos y acotada;

8. la correspondiente ecuacion diferencial
T = A(t)x (145)

es estable en forma asintdtica y uniforme.

Entonces la matriz

o(t) = / B (7, )S (1) A(r, 1),

t

especificada como la matriz anterior S(t) y la matriz de transicion ®a(t,t) de (145), es

acotada y positiva definida.
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El lema C.1 es una extension directa de la combinacién de los lemas 82 y 85 de Vidyasagar
(1978, p. 181) para el caso donde las funciones matriciales S(t) y A(t) son continuas a tramos
maéas que continuas. La linea del razonamiento para probar los lemas 82 y 85, se aplica de la

misma manera para la prueba del lema C.1 por lo tanto se omite.

Prueba del lema IV.1. Con el propédsito de probar que la ecuacién (80) tiene una tnica
solucién acotada positiva definida P.(t) para cada ¢ > 0 lo suficiente pequeno, considerérese

la siguiente ecuacién:
[(P.)+el=0 (146)

donde
[: P(t) =P +P(t)A1(t) + AT(t) P(t) + CT (£)C1(2)

+P(t)[7i2BlB1T — BBI|t)P(t), teR, (147)

que es un mapeo desde el espacio B de funciones matriciales diferenciables acotadas y simétricas
con derivadas acotadas al espacio B; de funciones matriciales acotadas y continuas. La

ecuacion (76) es equivalente a I'(P.—g) = 0.

Primero, se demuestra que el mapeo:

DUp: Q(t) — Q(t) + [Ax(t) + (7—1231]3? — B2 By )(t) P(t)]" Q)+

Q)AL (M) + <723le — B,BT) ()P (1)) (148)
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deI' a P.—g es invertible. En otras palabras, se demuestra que para cualquier S(¢) € By, la

ecuacion
DI'p(Q)+S=0 (149)

tiene una unica solucién Q(t) € B. De hecho, se puede comprobar que tal solucién esta dada

por:

Q.(t) = / T T (r,0)S(r) B (r, ) dr (150)

t

donde ®(7,t) es la matriz de transicién de (77), y de acuerdo a la condicién C1) se satisface

la desigualdad:
18, 6)] < pe 7 (151)

para toda 7 > t y cualquier valor positivo u y v. Por otra parte, puesto que la solucién

arbitraria de (149) admite la representacién siguiente:

Q(t) = 70, )Q(0)B(0, £) + A T (s, 1)S(r)B(r. 1), (152)

entonces la diferencia ®7(0,)[Q1(0) — Q2(0)]®(0,t) entre las dos soluciones acotadas Q1(t) y
Q2 (t) de (149) es acotada si y sélo si estas soluciones tienen las mismas condiciones iniciales.

De otro modo, existird un vector distinto de cero g € IR", satisfaciendo la desigualdad:
12(0,)q|| < K

para alguna constante K > 0, en virtud del cual (151) resulta en una declaracién falsa que
0 # llgll = [[®(£,0)2(0,t)q] < [[(Z,0)]| |20, t)gll < Kpe™ — 0 cuando ¢t — oo. Esta

contradiccién prueba la unicidad de la solucién acotada de (149). Debido al lema C.1, la
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solucién (150) es positiva definida siempre que S(¢) sea positiva definida. Por el teorema de
la funcién implicita (Khalil, 1996), se deduce que (146) tiene una solucién unica, acotada,

simétrica y positiva definida P:(t) para cada € > 0 suficientemente pequeno.

De manera similar, se puede mostrar que la ecuacién (81) tiene una tnica solucién acotada

positiva definida y simétrica Z(t) para cada € > 0 lo suficientemente pequeno.
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