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EFECTOS NO LINEALES SOBRE LAS PROPIEDADES DE
LOCALIZACION EN SISTEMAS DE BAJA DIMENSIONALIDAD

Resumen aprobado por:

Se realiz6 un estudio numeérico sobre las propiedades de localizacion de un sistema
unidimensional desordenado y no lineal descrito por una ecuacién de Schrédinger no
lineal estacionaria. El potencial aleatorio considerado consiste en una cadena de fun-
ciones § de Dirac, igualmente espaciadas, cada una de intensidad 3, + a|y(z)|? en
donde los valores f,, son tomados de una distribucién uniforme de ancho @, y « es
el pardmetro de no linealidad el cual puede ser positivo o negativo. Se estudié el
problema de transmisién electrénica asociado en el cual nos interesaba conocer el co-
eficiente de transmisién 7" como funcién del tamaiio L del sistema; especificamente, se
investigé el comportamiento estadistico de la variable A = —+log T por medio de la
representacion del mapeo de Poincaré de la ecuacién de Schrodinger. Se encontré que
la no linealidad conduce a una localizacién mas débil que la localizacion exponencial
caracteristica de un medio lineal desordenado. Se observé que el efecto de las no
linealidades presentes en el modelo es el de dar lugar a tres zonas de comportamiento
diferente para o < 0: 1) un régimen lineal para a o L suficientemente pequenos y
para el cual los estados decaen en forma exponencial con L; 2) un régimen de de-
caimiento polinomial T oc L= para valores intermedios de L y donde v(a) decrece
monodtonamente cuando a crece en valor absoluto; y 3) un régimen de localizacion
fuerte de la forma T o ™" para « o L grandes, para el que practicamente no hay
transmision. Las fronteras entre estas regiones dependen de la no linealidad «. Se
observa que la desviacion estandar o) de la variable A sufre una transicion drastica
del comportamiento oy o« L™1/2 propio del caso lineal, a uno del tipo oy oc L™ ()
aun para « pequenas. Para el caso a > 0 resulto imposible distinguir algin régimen
de localizacion. Estos resultados se comparan con otros existentes en la literatura,
obtenidos en base a otros modelos.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

Debido al desarrollo de técnicas avanzadas en la ciencia de materiales, tales como
el crecimiento epitaxial de peliculas delgadas, y de la tecnologia de fabricacién de dis-
positivos microscépicos a escala nanométrica (nanolitografia), existe un gran interés
en estudiar las propiedades de transmisién electrénica de las llamadas estructuras de
baja dimensionalidad, las cuales tienen la caracteristica de que la propagacion sucede
esencialmente en una sola direccién. En estas estructuras los efectos cuanticos de
la materia son cruciales para su funcionamiento (Capasso y Datta,1990) y ofrecen
nuevas imsibilidades para la microelectrénica. Estos sistemas son dispositivos grandes
a escala atomica, pero suficientemente pequefios como para que la funcion de onda
electrénica mantenga su coherencia a lo largo de la estructura entera (mesoscdpicos).
Muchas de las propiedades y fenémenos nuevos observados en ellos se deben a la pre-
sencia de desorden y de no linealidades existentes en el medio. En muchos sistemas
las interacciones existentes conducen a términos no lineales en las ecuaciones. Estos
pueden surgir por ejemplo al considerar interaccién electron—fonoén la cual conduce a
la formacién de polarones, o bien al tomar en cuenta la interaccién electrén—electron
o electron-hoyo que surge en varios modelos. La no linealidad provoca que se pierda
la relacién uno—uno entre las intensidades de entrada y de salida en un problema de
transmision electrénica, conduciendo asi al fendémeno de multiestabilidad. Por otra
parte, el desorden en sistemas electrénicos conduce a localizar los estados extendidos
provocando un decaimiento exponencial en el coeficiente de transmisién como funcion
del tamaiio del sistema. Este cambio en la naturaleza de los estados es la base de las

transiciones metal-aislante.
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En el presente trabajo se estudia la accion conjunta de desorden y no linealidad
sobre las propiedades de localizacién de un modelo unidimensional que consiste en
una cadena de potenciales § de Dirac igualmente espaciadas descrita por la ecuacién

de Schrodinger no lineal:

2 N
[ g Y (B +altp(@)")é(z — na)lp(z) = Ey(z), (1)

n=

donde a es la separacion entre potenciales y L = Na es la longitud del sistema.
Los valores 3, varian en forma aleatoria de acuerdo a una distribucién uniforme de
ancho @ y el pafémetro a # 0 para z en el intervalo (0,L). Asi, @ es una medida
del desorden en el sistema y o representa la no linealidad del medio. La funcién
¥(z) es la amplitud de onda electrénica que pasa a través de este sistema, y E es la
energia del electrén incidente en el medio. Se investiga numéricamente el coeficiente
de transmisién T' como funcién de L, por medio del método del mapeo de Poincaré
de la ecuacién (1).

Auﬁque existe una gran cantidad de trabajos tedricos y experimentales sobre el
fenémeno de localizacién de ondas y sobre los efectos de la no linealidad de un medio
en la propagacion de éstas, hay pocos estudios que tomen en cuenta tanto el desorden
como el cardcter no lineal de un sistema. Nuestro trabajo se sitiia en esta direccién
y tiene como antecedente solamente al estudio de Devillard y Souillard (1986). Estos
autores consideraron la ecuacién de Schrodinger con un término cibico de la forma
alp(z)|*h(x) y demostraron matematicamente que el coeficiente de transmisién no
puede tender a cero mas rapido que L~? para L — oo, y numéricamente que T o< L™}
para L o « grandes. En el presente trabajo tendremos oportunidad de comparar éstos
resultados con los nuestros.

Una parte importante en la realizacién de este trabajo fue la revisién de la bi-
bliografia acerca del tema. En el siguiente Capitulo se presentan algunos antecedentes
sobre desorden y no linealidad. La seccién II.1 contiene consideraciones generales so-
bre los sistemas desordenados, la conductividad eléctrica, el fenémeno de localizacién

de Anderson y no linealidad. En la seccién IL.2 se describe el trabajo de Andereck
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y Abrahams (1980), en el que se verifica numéricamente la localizacién en un medio
unidimensional predicha por Anderson (1958) y por Mott y Twose (1961). En la
seccion II.3 se resumen los trabajos de algunos autores en los cuales se estudia la
transmision a través de medios periédicos (i. e. sin desorden) no lineales descritos
por una ecuacién de Schrodinger con un término ctibico como el mencionado ante-
riormente. El Capitulo III presenta el problema de transmision asociado a la ecuacion
(1) y en el cual se toman en cuenta algunas consideraciones y resultados mencionados
en las secciones II.2 y I1.3. Se muestra también el método usado para calcular el co-
eficiente T' y se describe la forma de efectuar los célculos numéricos. En el Capitulo
IV estdn los resultados y en el V su discusién. El capitulo VI contiene las conclu-
siones. Se incluye también un Apéndice en el que se obtiene el mapeo de Poincaré

para la ecuacién (1).



CAPITULO II

- ANTECEDENTES

II.1 CONSIDERACIONES GENERALES
I1.1.1 Sistemas Desordenados

Una parte importante de la fisica del estado sélido es el estudio de los sélidos
cristalinos en los que existe un arreglo ordenado de atomos tal que si se conoce el
comportamiento de una celdilla unitaria es posible determinar el de todo el material.
Tomando en cuenta esta periodicidad, llamada simetria de traslacién, que indica la
estructura cristalina del sélido, y las interacciones entre los atomos, se ha podido
explicar muchas de las propiedades observadas de los cristales.

Un cristal real tiene imperfecciones que rompen la periodicidad de la estructura
debido a las condiciones del medio en que se forman. Se entiende por desorden el
conjunto de estos defectos que rompe la simetria traslacional. Asi, en el estudio
de un sistema desordenado sucede que ya no pueden usarse los métodos fisicos y
matemdaticos comunes en el estudio de cristales que estan basados en dicha periodi-
cidad. Sélo en algunos casos es posible estudiar las propiedades de estos materiales
apoyandose en los modelos del cristal ideal. Mientras en éstos se habla de orden a
largo alcance, en los materiales desordenados sélo se puede hablar en ocasiones de
orden a corto alcance. En una primera aproximacién, el desorden puede clasificarse
en dos grandes grupos: 1) desorden sustitucional, en donde es posible definir todavia

una red cristalina, pero no se sabe qué tipo de dtomo se encontrard en cada lugar;
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y 2) desorden topoldgico, que es el de los materiales amorfos, en donde no hay nada
parecido a una red cristalina.

El estudio de los sistemas desordenados puede ser dividido en tres areas: la
descripcion de las estructuras desordenadas, el estudio de los procesos de relajacion
asociados con tales estructuras y el tratamiento cuantico de sistemas electrénicos en
la presencia de desorden. Las investigaciones en esta ultima drea estan directamente
ligadas al problema general de propagacion de ondas en medios desordenados y han
permitido un mayor entendimiento de las propiedades de transporte electrénico tales

como la conductividad eléctrica.
II.1.2 Conductividad Eléctrica

Cualquier material puede ser caracterizado como un metal o un aislante de
acuerdo a lo siguiente: si al extrapolar a una temperatura absoluta igual a cero
(T = 0°K) la conductividad (¢) permanece finita, entonces es un metal, y si la
conductividad se anula, entonces es un aislante.

La conductividad a temperatura cero de un metal puede explicarse en términos
de la dispersion de los electrones de conduccion. Los electrones forman un mar de
Fermi de ondas planas moduladas por la periodicidad de la red cristalina (ondas de
Bloch). De acuerdo a la estadistica de Fermi-Dirac, sélo los que estan préximos a la
energia de Fermi, en un intervalo del orden de kgT, contribuiran a la conductividad
(kp es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta). A temperatura
ambiente estos electrones son dispersados por las vibraciones de la red (fonones), ésto
provoca que pierdan velocidad y dan lugar a una resistividad p(T') (= ﬁ) distinta
de cero (o disminuye). A bajas temperaturas, la interaccién electrén—electrén es
el mecanismo de dispersién dominante. Como hemos dicho, en el caso limite de
temperatura cero hay una resistividad residual (conductividad finita) po debida a la
dispersién de los electrones en la energia de Fermi por imperfecciones de la red tales

como impurezas y vacancias. Asi, la conductividad es convencionalmente descrita



por la ecuaciéon

o(T) = oo — AT™. (2)
La potencia n es 2 para dispersién electrén—electrén y es generalmente mayor (3 — 5)
si otro tipo de proceso, como la interaccién electréon—fonodn, es el que domina. Esta
descripcion se basa en el modelo del electron libre segun el cual los electrones de las
capas mas externas de los atomos que forman el cristal estan débilmente ligados, y
asi, bajo la accion de un campo eléctrico, pueden vagar mas o menos libremente, de
modo que, los estados con la energia de Fermi son descritos por funciones de onda de
una particula en un potencial externo. Para poder hablar de electrones individuales
(en un estado bien (leﬁllicio) es necesario ignorar la interacciéon de Coulomb entre
electrones. Esto no modifica sustancialmente el modelo: las excitaciones de baja
energia (cuasiparticulas) de un sistema de Fermi de electrones que interactian estan
en correspondencia uno—a—uno con aquéllas de un sistema donde no hay interaccion.

Las investigaciones tedricas de los tltimos aflos, junto con algunos experimentos
relacionados, han mostrado que casi toda la descripcion mencionada anteriormente
acerca de la conductividad de los metales es errénea en el limite de bajas temperaturas
(Al'tshuler y Aronov, 1985). La potencia n en la ecuacién (2) es 1 en lugar de 2
y el signo del coeficiente A es a menudo negativo de modo que la conductividad
puede aumentar al subir la temperatura. Para metales ordinarios estos efectos se
hacen observables inicamente a temperaturas extremadamente bajas; sin embargo,
conforme el desorden crece, estas consideraciones son las que dominan.

Estas investigaciones permiten un mejor entendimiento del proceso mediante el
cual un metal es transformado en un aislante al cambiar un parametro del mate-
rial tal como la concentracién de dopantes en un metal semiconductor (transicién
metal-aislante). Por ejemplo, si se agrega germanio (Ge) a una muestra de oro, la
resistividad residual py crece hasta que domina sobre la contribucién de la dispersién
por fonones atin a temperatura ambiente. Para tal material las correcciones men-
clonadas anteriormente, que son pequefias para metales ordinarios, se convierten en

el aspecto dominante de la resistividad p(T'). Cuando la concentracién de Ge alcanza
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un cierto valor (82%, la aleacién es GeyAuj—, con z = 0.82) la conductividad a
T = 0 desaparece. Para mayores concentraciones de Ge la resistividad se hace mayor
al bajar la temperatura y la aleacién se convierte en un aislante. Como la transicion
ocurre a T' = 0 en funcién de un parametro que describe la cantidad de desorden
(z en este caso) el problema reside en un conocimiento del estado base del sistema
electrénico desordenado.

Los recientes avances se han basado en una mejor comprension de dos aspectos
del problema: los efectos de la interaccion electrén—electréon y el fenémeno de la
localizacion de Anderson en un medio desordenado. Nos referiremos sobre todo, por

lo que aqui nos interesa, a este ltimo.
I1.1.3. Localizacién de Anderson

Considérese un modelo de electrones .que no interaccionan entre si dispersados
por un potencial aleatorio debido al desorden. ;Cual es la naturaleza de los eigenesta-
dos de una sola particula moviéndose en tal potencial aleatorio? Este es el problema
de la localizacién de Anderson.

La idea es introducir desorden en una red periédica y analizar la funcion de onda
electronica. Pensemos por simplicidad, en un potencial dispersor como el modelo de
Kronig-Penney. El desorden puede ser introducido ya sea cambiando arbitrariamente
la distancia entre los pozos de potencial y por tanto cambiando también el traslape
entre las funciones de onda, o bien, cambiando la profundidad de los pozos de acuerdo
a cierta distribucion. Este ultimo caso corresponde al modelo de Anderson: se tiene
un potencial aleatorio porque en cada punto en el espacio el potencial puede tomar
un rango de valores y sélo la probabilidad de los distintos valores es especificado.
Si el desorden es débil, la funcién de onda es extendida, esto es, es como una onda
plana excepto que, como la onda ha sufrido multiples dispersiones, su fase se hace
aleatoria en una escala de longitud definida como el camino libre medio (es decir, éste
se define como la distancia sobre la cual la fase de la funcién de onda se desvia de

aquella que corresponderia a una onda plana). Anderson (1958) sefialé que deberia




esperarse un cambio en la naturaleza de la funcién de onda conforme la distribucion
del potencial se hace mas grande (un mayor ancho de la distribucién corresponde
a un desorden mayor). En el limite de desorden muy grande la funcién de onda
esta localizada, esto es, la envolvente de la funcién de onda decae exponencialmente
desde un centro dispersor. Los estados cuyas amplitudes decaen en forma exponencial
desde un sitio son llamados estados localizados . La longitud de decaimiento es la
longitud de localizacién y puede llegar a ser mucho mayor que el camino libre medio.
Fisicamente se espera que un estado se vuelva localizado cuando el camino libre medio
se haga comparable con la longitud de onda.

La cuestion central en el problema de localizacién es: jcémo es que los estados
localizados evolucionan desde estados extendidos conforme el desorden aumenta?
La idea basica, intuitiva, es que cuando el potencial tiene una distribuciéon ancha,
existe una probabilidad significativa de que existan pozos de potencial profundos
en los cfuales pueda quedar atrapado un electrén; éstos son los estados localizados.
Cuando’la funcién de onda con la energia de Fermi se vuelve localizada , tenemos un
aislante. Si el desorden es gradualmente reducido, la longitud de localizacién aumenta
y eventualmente tendremos un estado extendido, entonces una transicion aislante—
metal ocurre. Poco después del trabajo de Anderson, Mott y Twose (1961) sugirieron
que en sistemas unidimensionales todos los estados estan localizados sin importar la
cantidad de desordén. Este resultado esta ahora bien establecido, probado en forma
rigurosa (Kimball, 1981) R. Landauer (1970) habia predicho que la resistencia crece
exponencialmente con el tamainio L del sistema . Este crecimiento esta relacionado
con el decaimiento exponencial del coeficiente de transmisién T (Anderson et. al.
1980; Andereck y Abrahams,1980; Sak y Kramer, 1981) que expresa al fenémeno de
localizacion:

T e~ L/¢ (3)

donde £ es un pardmetro independiente de L llamado longitud de localizacién . La
conexion entre resistencia (mds precisamente, entre la conductancia G) y el coefi-

clente de transmisién puede establecerse por medio de la teoria de respuesta lineal
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(férmula de Kubo ). Ya Landauer (1970) habia obtenido esta relacién de otra forma,
indicando con ello que la conduccién en sélidos podia ser pensada como un pro-
blema de dispersion y no solamente en términos de propiedades de eigenestados y su
respuesta a condiciones de frontera.

Entre las distintas teorias de localizacién, la llamada teoria de escalamiento ha
permitido un mayor entendimiento de muchos aspectos del problema. En ella se
utilizan ideas de escalamiento .anédlogas a las de la teoria de fendémenos criticos. En
una serie de trabajos (Abrahams et al., 1979; Anderson et al. ,1980) se formul6 una
teoria donde se demuestra que las propiedades de escalamiento de la conductancia
adimensional ¢ = G/(e?/h) (e es la carga del electrén y h la constante de Planck)
al variar las dimensiones del sistema (longitud, en un sistema unidimensional) son
las que determinan si los estados estan localizados o no. En particular, teniendo en
cuenta que la conductancia y el coeficiente de transmision estan relacionados por la
férmula de Landauer (¢ = T/1 — T'), resulta importante conocer expresiones como
la ecuacién (3) que indican la forma como depende la transmisién con el tamaitio del
sistema, ya que el coeficiente T puede ser obtenido con relativa facilidad en sistemas
unidimensionales desordenados (véase por ejemplo Andereck y Abrahams, 1980). La
teoria de escalamiento es dificil en sus detalles y no se estudia en esta tesis. Como
ya se menciono en la introduccién, en este trabajo se investiga la forma en que la
no linealidad de un medio desordenado puede afectar la localizacion exponencial
caracteristica del caso lineal. Esto puede constituir un primer paso hacia el estudio
de aquélla teoria y la forma como es afectada por la presencia de no linealidades.

B. Andereck y E. Abrahams (1980), enfatizando el cuidado estadistico que debe
tenerse al tratar con desorden, realizaron un estudio numérico en el que demuestran
que variables como T o G no son fisicamente significativas ya que sus distribuciones
divergen al aumentar la longitud L y las desviaciones siempre exceden al valor prome-
dio. En cambio, la cantidad estadistica apropiada es la magnitud A = —(1)logT,
como habifa sido sugerido por Anderson et al. (1980).

En la seccién I1.2 se muestra el problema de transmisién en un medio desorde-
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nado lineal, siguiendo el enfoque numérico realizado por Andereck y Abrahams, en
el que se muestra el decaimiento exponencial y el comportamiento estadistico de A.
Se presenta el trabajo de estos autores ya que para el problema que en esta tesis se

discute (véase capitulo III) se procede de manera analoga.
I.1.4. No Linealidad y Desorden

Hasta ahora sélo se ha comentado acerca del desorden y de su importancia
en el estudio de los sistemas electrénicos en los sélidos. Similarmente, existe otro
factor que surge en muchas disciplinas y cuya consideracion, inevitable muchas veces,
resulta primordial en el estudio de muchos sistemas fisicos: la no linealidad. Esta
representa una situacion muy cdmfm, ya el estudio del péndulo simple nos pone ante
un problema de caracter no lineal. Los llamados fenomenos no lineales involucran
aquellos conjuntos de variables tales que un cambio en una variable de “entrada” no
produce un cambio proporcional en el comportamiento de la variable de “salida”; en
otras péla,bras la razén “entrada/salida” (o “accién/reaccién”) no es constante.

En diversas circunstancias el desorden y no linealidad coexisten y sus efectos
separados pueden acoplarse o anularse mutuamente. Distinguir los efectos que surgen
debido al desorden de aquéllos que se deben a la no linealidad de los materiales resulta
ser muy importante en la interpretacién de experimentos. Las no linealidades pueden
surgir, por ejemplo, de acoplamientos entre electrones y fonones y pueden producir
estados electronicos localizados correspondientes a polarones.

Recientemente, diversos autores (Chen y Mills,1987; Hawrylak y Grabowsky,
1989) han analizado la propagacién de ondas a través de superredes hechas de mate-
riales no lineales, y ponen de manifiesto los efectos de la no linealidad y la periodi-
cidad espacial sobre la transmisién. En la seccién I1.3 se presentan algunos modelos
utilizados.

Por otra parte se sabe que, en ausencia de desorden, algunos sistemas no lineales
muestran excitaciones en forma de paquete de ondas localizados (solitones) que se

propagan sin cambio en su forma o velocidad. Kivshar et al. (1990) estudiaron la
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propaga.cic')u de un solitén a través de un medio desordenado unidimensional. Los
efectos conjuntos de no linealidad y desorden determinan las propiedades de loca-
lizacién del sistema: si la no linealidad es suficientemente fuerte no hay efectos de
localizacion y el paquete puede propagarse sin distorsién.

El problema de dispersién por un medio no lineal es a priori mucho mas dificil
que para un medio lineal: el principio de superposicién ya no es vélido, y todas
las técnicas usadas en problemas lineales parecen fallar completamente. Debido a
que la relacién entrada-salida ya no es uno—a—uno, es necesario precisar el problema
de transmision. Esto se comentard con mas detalle en la seccién II.3 en donde se
presenta el trabajo de Delyon et al. acerca de las caracteristicas de un problema de
transmisiéon no lineal.

Hemos mencionado que desorden en una cadena lineal generalmente origina un
decaimiento exponencial del coeficiente de transmisién T, es decir que, los estados
estan exponencialmente localizados. ;Cémo se modifica este comportamiento cuando
estd presente la no lillealidacl'?

Nuestro propdésito, en el presente trabajo, es investigar los efectos combinados
de desorden y no linealidad sobre las propiedades de localizacién en un sistema uni-

dimensional descrito por la ecuacién de Schrédinger (1).

II.2. CASO LINEAL DESORDENADO

El sistema unidimensional desordenado considerado por Anderson et al. (1980)
consiste de una serie de barreras de potencial de altura aleatoria igualmente espa-
cladas. Puede pensarse en forma equivalente que el sistema esta hecho de barreras
con coeficientes de transmision T y reflexion R aleatorios. Con ayuda de la relacién
entre la conductancia G y el coeficiente T' encontrada por Landauer en un modelo

2T

similar, G = - % (e es la carga del electrén y h la constante de Planck), estos autores

establecieron que el promedio de la resistencia tomado sobre un ensemble de sistemas
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desordenados da como resultado

1 2AL
g == -1,
G < €

donde \ es un parametro independiente de L. Por otra parte, al promediar G se en-
5 1 1 o srin . . .
contrd que < & ># Z5s, lo cual indica que la resistencia promedio y la conductancia
promedio no son cantidades fisicamente representativas del ensemble. Mediante ar-
gumentos de escalamiento determinaron una cantidad con las propiedades requeridas

en su teoria y ademas con sentido estadistico. Tal cantidad es:
1 1 1
A= =log(l+ =)= —-=1logT

donde g = G/ ("—:-) = T/R es la conductancia sin dimensiones. Argumentaron que la
distribucién de A obedece el teorema de limite central para L grande.

Andereck y Abraham (1980) realizaron un estudio numérico basado en estas
ideas, verificando que las cantidades tales como la resistencia o la conductancia, que
varian exponencialmente con L, tienen distribuciones divergentes al aumentar L, lo
que hace que pierdan sentido fisico. Comprobaron también la naturaleza gaussiana
de la distribucién de A, (véase la figura 3c).

El sistema considerado por estos autores fué el de una cadena de funciones ¢ de

Dirac, de intensidad 3 y separacién a, descrito por la ecuacién de Schrédinger

12 &

[_E(ir_"- o+ Z Bnb(z — na)|y(z) = Ey(z),

n=1

donde las 3, son tomadas de una distribucién uniforme de ancho @, de tal manera
que @ es el pardmetro de desorden, y donde E es la energia.

El coeficiente T fué calculado mediante el método de la matriz de transferencia
M. Sila funcién de onda incidente sobre la izquierda es ;(x) = Aexp(ikz) +
Bexp(—ikz) y la funcién de onda transmitida a la derecha es 1, = Cexp(ikz) +
D exp(—ikz), la matriz M (2 x 2) relaciona los coeficientes A, B, C'y D en la forma

Y = M(k, L)1;, de modo que el efecto del potencial queda descrito completamente
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por M. Esta matriz tiene un conjunto de propiedades generales para una amplia clase
de potenciales (los de tipo ¢ entre ellos), y es posible demostrar que el coeficiente de
transmisién puede obtenerse de ella por medio de la expresién T = 1/|M;;|?, donde
M1 es el primer elemento del primer renglén y de la primera columna de M (Erdds
y Herndon, 1982).

Especificamente se generd en una computadora un ensemble de cadenas con po-
tenciales aleatorios, con un desorden @ fijo, para diferentes valores de L. El nimero de
elementos en la coleccion fué el suficiente para obtener una estadistica confiable. T fué
calculado para cada cadena y se tomoé un promedio sobre el ensemble. Los promedios
de la resistencia y la conductancia no resultaron ttiles pues las desviaciones estandard
de sus distribuciones fueron siempre mayores que sus valores medios. Por otra parte,
A probé ser la cantidad estadisticamente aceptable, la desviacién estandard oy de
la distribucion de A fué consistentemente menor que el promedio < A >. Para en-
ergia E y desorden Q dados, < A > es independiente de L, indicando que no hay
dependéncia de L en el coeficiente de la exponencial que describe el comportamiento
del coeficiente de transmisién (ecuacién (3)). La desviacién oy o< L™/2 para L su-

ficientemente grande, como se espera de una distribucién gaussiana, (véase figura

3b).

II.3. CASO NO LINEAL SIN DESORDEN
I1.3.1. La Ecuacién de Schrodinger No Lineal

La seccién anterior se enfocaba sobre los efectos del desorden en un sistema
lineal unidimensional. Ahora se comentard sobre algunos aspectos generales de la
fransmision en sistemas periddicos (i.e. sin desorden) representados por la ecuacién
de Schrodinger con un término no lineal.

Ecuaciones como (1) con un término de la forma a|i(z)|? aparecen frecuente-

mente en muchos modelos teéricos (por ejemplo, Cohen et al.,1983; Abrikosov et
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al.,1989) de la fisica de materia condensada; se les denomina, genéricamente, como
ecuaciones de Schrodinger no lineal,si bien es cierto este nombre se reserva propia-
mente para la ecuacion

?:‘U.t + uzy + 2|uI2 =0

donde uz;, = 0*u/dz® y uy = Ou/dt la cual ha sido objeto de mucho estudio ya
que muestra solitones como soluciones (Hasegawa,1990). Por ejemplo, ya en el for-
malismo de Hartree, el potencial efectivo debido a un potencial de dos cuerpos de la
forma V(z —y) = adé(z —y) conduce a un término en la ecuacion de eigenvalores de la

mencionada forma «|¥(z)|?, (Calogero y Degasperis, 1975). Términos como éste sur-

2
gen también, por ejemplo, enel modelo del cristal molecular de Holstein (Turkevich
y Holstein, 1987) y en teorias adiabéticas que involucran interaccion electrén—fonon
de corto alcance en sistemas unidimensionales (Cohen et al,1983).

Chen y Mills (1987) analizaron tedricamente la propagacién de radiacion elec-
tromagnética a través de superredes, normal a las interfaces. Dado que la constante
(lieléctrica varia en forma escalonada al recorrerse la estructura, aparecen bandas
prohibidas, de manera similar a como ocurre en la teorfa de propagacion en estruc-
turas periddicas. Si una superred es iluminada con radiacién dentro de una banda
prohibida (brecha), la envolvente de la amplitud del campo decae exponencialmente
con la profundidad dentro de la estructura, y asi la transmitividad de ésta es expo-
nencialmente pequefia. Estos autores estudiaron la posibilidad de transmision de la
radiacién en la banda prohibida en una superred finita hecha de pares de capas en
cada celda unitaria; una tiene constante dieléctrica 550} independiente del campo, y
la otra g, = sgu}[l + «|E(2)|?], donde |E(z)| es la amplitud del campo en un punto
sobre el eje z normal a las interfaces. En las capas no lineales el campo eléctrico
obedece, precisamente, la ec. [(—f‘% +k2(1+alE(2)?))E = 0 con k2 = wel” /c?, cesla
velocidad de la luz y w la frecuencia de la onda electromagnética. En particular, un
término cuadritico como «|E|? mide el cambio fraccional en la constante dieléctrica

de la superred no lineal cuando el campo en ésta tiene una magnitud E, igual a

la del campo eléctrico incidente. Encontraron que cuando el sistema es iluminado
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con radiacién de frecuencia en una brecha, un incremento suficiente en la potencia
incidente a|Eg|? puede llevar el sistema de un estado con baja transmitividad a un
estado con transmitividad igual a 1. Este efecto se debe al cardcter no lineal del
problema.

Por otra parte, Hawrylak y Grabowsky (1989), analizaron un modelo de superred
parecido al de Chen y Mills; donde la ecuaciéon de onda estacionaria que describe la

propagacién de la radiacién es

¢’E ., 2 2 3 2 _ €0’
7 +FE = —ak’E|E| ;5(;’—?“1) K=

y enfatizaron la importancia de la periodicidad espacial y la no linealidad en la
produccién de biestabilidad éptica (Delyon et. al.,1986), la cual se definira mas
adelante.

Efectos novedosos debidos al comportamiento no lineal de superredes han sido
investiéados en diversos contextos, por ejemplo, en el estudio de magnones en fer-
romagnetos (Almeida y Mills,1987), y de solitones en conductores cuasiunidimensio-

nales (Benedek et al.,1983).
11.3.2. El Problema de Transmisién

En la situacion representada por la ecuacién (1) esta presente, ademas del des-
orden y la no linealidad (Q y «),una periodicidad espacial subyacente (por el término
6(z — n)). Ignoremos el desorden y estaremos ante la situacién descrita por varios
autores (por ejemplo, Hawrylak et al.,1989) acerca del importante papel que juega la
combinacién entre la no linealidad y dicha periodicidad en el problema de transmision
en un medio no lineal, sobre el cual comentaremos aqui algunas de sus caracteristicas
generales, lo cual serd importante para plantear el problema de transmisién asociado
a la mencionada ec. (1) en forma correcta.

Consideremos un medio 0 < z < L de longitud L en un régimen estacionario.

kx

Una onda plana ree*** incide sobre la izquierda (z < 0). Se producen entonces, una



16
onda transmitida te'** a la derecha (z > L) y una reflejada r1e™** (x < 0). Si el
medio es no lineal, la intensidad transmitida es una funcién no lineal de la intensidad
incidente, es decir, el coeficiente de transmisién [t|?> como funcién de |rg|? no es una
constante. Sucede entonces que para un valor dado de la intensidad incidente puede
haber varios de |rq| y de [t|; esto se conoce como biestabilidad.

Este comportamiento es descrito normalmente en términos de perturbaciones a la
teoria lineal (Winful et al.,1979). Delyon et al. (1986) describen un nuevo mecanismo
que conduce a comportamiento biestable. La razén de éste se debe a la presencia
de una modulacién periédica espacial en adicién a la no linealidad. Trabajando

en la aproximacion de amarre fuerte, consideraron la ec. de Schrédinger no lineal

estacionaria discreta:

_Tpn-i-l - 1bn—l + allb,,lzlp" = Ef,bu (4)‘1

donde n es entero, a > 0 cuando 0 <Sn<Lya=0paran<0Oyn>L;yel

problema de transmision:

V= 1'oeik" 4o ?']e_ik" L0 (5)

Yo =te n>1L

con E = =2 cos(k); aqui la modulacién periddica se debe a la discretizacion del medio.
La ec. (4) es una aproximacion para la amplitud de probabilidad de un electrén en
una red deformable (polardn).

Para un valor dado de k se puede resolver (5) paso por paso desde n = L hasta

n = 0 para una salida dada te’*®

y encontrar ro y 1. Sus resultados se condensan
en la figura 1. En la figura la se puede observar la manifestacién de la biestabilidad.
Notamos que para un valor dado de [¢|? hay uno y sélo un valor de |ry|2, la solucién al
problema (5) es tnica; mientras que para |ro|? fijo pueden corresponder varios valores
de la salida [t|* (multiestabilidad). Si ry resulta del mismo orden que t entonces

el punto (k,|t|?) sobre el diagrama de transmisién (figura 1b) se encuentra en una

regién de transmisién permitida (zona sombreada), es decir, la funcién de onda (con
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ntmero de onda k y energia transmitida |t|?) permanece acotada y contribuye a la
transmision; mientras que las zonas prohibidas (en blanco) corresponden a funciones
de onda divergentes que no contribuyen a la transmisién (de acuerdo a estos autores
ro diverge como e3L). Demuestran que la frontera que separa estas zonas tiene una
estructura fractal. Explican este diagrama observando que la ecuacién (4) implica
una relacién de recurrencia de la forma (¥,—1,%,) = F(¥n,%n+1) donde F' es un
mapeo no lineal. Analizando el sistema dindmico inducido por éste encuentran que
la zona sombreada (figura 1b) corresponde a érbitas acotadas de modo que rg oscila
al aumentar L y asi permanece del mismo orden que T, mientras que las zonas claras
corresponden a Orbitas cadticas y ro diverge en la forma mencionada. Las lineas
rectas de la figura la se ven horizontales debido, precisamente, a que ry diverge
rapidamente con L. Debe pues, tenerse cuidado pues no es lo mismo el problema con
entrada fija que con salida dada.

Se han citado aqui, brevemente, en este capitulo varios ejemplos para mostrar
a.lgxmo:;-moclelos concretos de sistemas descritos por una ecuacion de Schrodinger no
lineal y los efectos que la no linealidad puede causar sobre la propagacion a través
de tales sistemas.

En nuestro modelo problema (1) estdn implicados desorden y no linealidad con
una periodicidad espacial subyacente, de modo que podemos distinguir tres casos: 1)
a =0, @ # 0,que nos relaciona con el fenémeno de localizacién debido al desorden
en el sistema; 2) o # 0, Q@ = 0, situacién que, debido a la no linealidad, induce
multiestabilidad y por lo cual debe tomarse cuidado al definir el problema de trans-
mision; y 3) a # 0, @ # 0, en el que nos interesa saber el efecto combinado de estos
dos factores sobre las propiedades de localizacién, especificamente, verificar si T — 0
cuando L — oo y determinar la forma como tiende a cero en funcién de L.

En las seccidénes II1.2 y II1.3 se describen el método utilizado para investigar el

caso 3 y los calculos numéricos correspondientes.
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Figura 1. (a) Intensidad transmitida |t vs. intensidad incidente |ro|?* que ilustra

la multiestabilidad; (b) diagrama k vs.

t|> que muestra las regiones permitidas

(zonas sombreadas) y prohibidas (zonas claras) para la transmision de la ec. de

Schrodinger discreta (4) considerada por Delyon et al. (1986).
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CAPITULO III

CASO NO LINEAL DESORDENADO

II1.1. El Problema de Transmisién.

Este trabajo de tesis se refiere al estudio del transporte electrénico en un medio
no lineal y con desorden. El problema consiste en determinar el coeficiente de trans-
mision.T' como funcién de la longitud L de una cadena unidimensional con un po-
tencial aleatorio constituido por una serie de potenciales § igualmente espaciadas, de
acuerdo a la ecuacién de Schrodinger no lineal (1), que aqui repetimos por conve-
niencia:

2 N
[_;gn—.z + Z(ﬁn + alp(z)[*)é(z — na)]rp(-x) = Ey(z) (6)

n=0

donde tomamos la constante dereda =1 (L = N); el parzi.metro «, al que llamaremos
“la no linealidad” del sistema puede ser positivo o negativo para 0 < n < L y es
cero fuera de ese intervalo. El medio es desordenado ya que los valores f3, varian
aleatoriamente de acuerdo a una distribucién rectangular de ancho Q: P(f,) = 1/Q
si|Bn]l < Q/2 y P(Bn) = 0 para otros valores. Si Q crece, el rango de valores (cada
uno igualmente probable) que cada £, puede tomar es mayor, y asi la cadena es
més desordenada; por el contrario, al disminuir Q los distintos valores de |f3,| se
aproximan entre si y nos aproximamos al caso periddico; asi pues @ es el parametro

que mide la cantidad de desorden en el sistema.

Nuestro problema de transmisién asociado a la ecuacién (6) (véase figura 2) es
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el siguiente

() = roe *E=L) 4 p oik@-L) 2> L (7)

Y(z) = te™ "z <.

donde k = VE y E es la energia de la onda plana incidente. Las amplitudes r; y

t dependen de k y L; para energia E (o k) fija deseamos calcular el coeficiente de
2 i

transmision T = IJ‘%_’ La idea es fijar la energia F, el desorden @ y calcular T' como

funcion de L para distintos valores de «.
IT1.2. El Método del Mapeo de Poincaré.

Hasta aqui el enfoque de la transmisién es similar a aquel presentado por An-
dereck y Abrahams (1980), y aunque seguiremos trabajando en forma anéloga a ellos,
el método para calcular T' en funcién de L es diferente. Es dificil sacar ventaja del
método. de la matriz de transferencia ya que resulta muy complicada su aplicacion
dado el cardcter no lineal del problema. En su lugar, y con ello el estudio numérico
se simplifica, usamos la representacion del mapeo de Poincaré (Bellisard et al.,1982)
de la ecuacién (6). Esta consiste en una relacién de recurrencia entre las amplitudes
de la funcién de onda en diferentes sitios del sistema x =n,n =0,1,2,...N = L.

Entre los sitios ¢ =n y £ =n + 1 tenemos (véase fig. 2):
ha(z) = Ane™ + Be ™ n<z<n+1, (8)
y junto con las condiciones de frontera

61i_1:—%[1/;n(n +¢€)—tY,_1(n—¢€)]=0 (9)

B (1, (2 + €) = oy (1 = €)] = (B + altpubu(n);

es posible obtener la ecuacién buscada

senk

k

'lf),H.] = [?,COSk +

(ﬁn + Q'W’fllz)] 1/)7; = 1/)7:—1 3 (10)
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donde v, representa la amplitud en el sitio z = n. Por conveniencia, hacemos la
deduccién de esta ecuacion para nuestro problema (ecuacién (6)) en el Apéndice.
De acuerdo a como se senald en I1.3.2, para tener un problema univocamente
definido debemos fijar |¢|? y calcular la correspondiente entrada 7o (si es que existe,
pues podria diverger). Tomamos como condiciones iniciales 1 =t y ¥_; = te'*, y

se obtiene (ver Apéndice)

o 3;‘k('¢’L+1 = 3_‘k¢L+2)
To=¢ o2 — ] ’

y de aqui podemos escribir inmediatamente la expresion que se utiliza en los calculos

nuIMeéricos: _
Itlz rezak _ 1|2

T = . y
[Yr+1 — e~ kepp o2

(11)

La representacién (10) de la ecuacién (6) resulta 1itil numéricamente ya que permite
tratar con sistemas largos, la limitacién proviene sélo del tiempo invertido por la
cmnpui:aclora en el calculo.

Antes de continuar con la descripeién del procedimiento computacional debe-
mos llamar la atencion sobre el hecho de que realmente el factor de no linealidad
importante es el producto «|t|?: variar |t|?> dejando « fija es lo mismo que variar «
manteniendo |¢|? fijo. Aqui por simplicidad fijamos |t|> = 1, y se varfa el parametro
a.

En nuestro caso, a diferencia de lo sefialado en la seccién I1.3 acerca del trabajo
de Delyon et al., los cuales trabajaron en la aproximacién de amarre fuerte, es posible

analizar mas de una banda.
IT1.3. Calculos Numéricos.

De acuerdo a (11), con [t|* = 1, para obtener T debe calcularse primero las
amplitudes en los sitios = L+ 1y ¢z = L+ 2, %41 ¥y Pr+2 respectivamente.
Esto se logra con la relacién de recurrencia (10) a partir de las condiciones iniciales

senaladas g y 1.

BIBLIOTECA
CICESE
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Por lo sefialado en la seccion I1.2 referente al trabajo de Andereck y Abrahams
debe ponerse cuidado al tratar numéricamente con el desorden: al menos en el caso
lineal, la magnitud fisica significativa que prueba ser la correcta estadisticamente es
A= —% logT. Aqui se estudia ésta misma cantidad aleatoria a fin de observar el
efecto de la no linealidad sobre el desorden.

Para valores dados de la energia E, desorden @ y no linealidad «, se genera un
ensemble de sistemas de longitud L dada; la configuracién de potenciales en cada
cadena se obtiene con la ayuda de un generador de nimeros aleatorios, y para cada
una de ellas se calcula —log T'. Se toma el promedio sobre el ensemble y su desviacion
estandard o_jog 7. A continuacién se varia el valor de L, y se repite el procedimiento
tantas veces como tan largo sea el intervalo considerado de longitudes, obteniendo
asi, finalmente, un conjunto de puntos (L,< —logT >) para valores dados de F, a y
Q. Por tltimo, se repite todo el algoritmo para distintos valores de a.

Con estos datos calculados se construyen las figuras que se presentan en el
Capitulo IV. Hasta aqui inicamente se ha descrito la forma de hacer los célculos;
los niuneros precisos de los distintos parametros, del tamaino del ensemble, de inter-
valos de longitud y de los datos calculados se presentan y discuten en los siguientes

capitulos.
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Figura 2. (a) Transmisién no lineal definida por las ecuaciones (7); (b) en z = n,

Pn(z = nt) = Yu_1(z = n7); (¢) distribucién rectangular cuyo ancho Q mide el

grado de desorden en el sistema.
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CAPITULO IV

RESULTADOS

En todo el trabajo se considera E = 5 ¥y Q = V/12; estos valores se tomaron asi
para proposito de conlpafatl:,ién con resultados publicados (Soukoulis et al.,1983; Cota
et al., 1985). El nimero N de iniembros del ensemble sobre el cual se tomaron los
promedios fué siempre igual a 200. Mas adelante, se discutird acerca de este tamaifio
para el ensemble y sobre las incertidumbres asociadas a las distintas magnitudes
calculadas. .

Pri-meramente, para comprobar el algoritmo de cdlculo se considero el caso lineal
a = 0. En la figura 3a se observa la localizacién exponencial: el promedio de la
variable z = —logT varia linealmente con la longitud. La figura 3b muestra la
relacion entre la desviacion estandard o, de la variable z y la longitud L verificandose

~1/2_ En la figura 3¢ se observa que la variable z = z/ <

el comportamiento o, o L
z > sigue una distribuciéon gaussiana como corresponde a una variable que cumple
con el teorema del limite central. En el siguiente Capitulo se hara un comentario
mas detallado de estas figuras.

En la figura 4 se grafica < z > como funcién de L para distintos valores de
a < 0, en la cual se observa claramente la desviacién del comportamiento lineal, que
es el efecto de la no linealidad. La localizacién deja de ser exponencial dependiendo
de los valores de o y L. Posteriormente se consideraron valores més grandes de L
para observar la desviacién del régimen lineal. En la figura 5a se grafica < z > contra

log L también para distintos valores negativos de a. En esta figura se tomaron en

cuenta los valores de L y de « para los cuales no existen divergencias en la amplitud



de entrada 79, como ya se explicd en la seccién III.2 . Se observa que existe un
intervalo finito de longitudes (que depende de «) para las cuales z varia linealmente
con L, lo que corresponde a un decaimiento polinomial del coeficiente de transmision,
mas alld del cual las amplitudes calculadas divergen. En la figura 5b se ve que
conforme « crece (en valor absoluto) la pendiente (v) de la recta sobre los puntos de
la figura 5a dismuye. Las rectas fueron obtenidas por medio del método de minimos
cuadrados. Esto contrasta con el resultado reportado por Devillard y Souillard acerca
del comportamiento de ley de potencias T' < L™!, es decir, que v deberia ser igual a
1. La incertidumtbre en esta grafica se discutird mds adelante.

En la figura 6 se encuentra la relacién entre la desviacién estandard oy de la
variable A = —1log T (z = AL) con L, para distintos valores negativos de «. Se
observa la desviacién del comportamiento o< L™1/2 caracteristico del caso lineal, hacia
una dependencia mas general del tipo T o« L™%(®), Este cambio es pequefio para L
Yy @ pequeiias, pero ea drastico para L grandes atin con valores de a pequeinios. Esta
transicién se ilustra en la figura 7a en la que se observa el efecto de la no linealidad
sobre la distribucién de z. En la figura Th se muestra cémo los histogramas dejan de
ajustarse a una curva gaussiana, de acuerdo al criterio de la prueba de x?.

El caso a > 0 resulté ser dificil de analizar. Para valores pequefios de o y L
se identifica una zona de decaimiento exponencial, pero al crecer estos valores hay
un cambio abrupto y las magnitudes c:alculad(;is divergen siendo imposible analizar
el efecto de las no linealidades en algtin intervalo intermedio de longitudes antes de
que tales divergencias ocurran. En la figura 8 se grafica < log(—logT) > vs. L y se

i : ; ‘ L ”
hace evidente un comportamiento divergente del tipo e* de la amplitud de entrada.
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Figura 3. (a) Localizacién exponencial T oc e"*%| la pendiente de la recta es ~ .011

por lo tanto § = 39; (b) gréifica de log oy vs. log L, la pendiente de la recta es ~ 0.5

esto implica oy o< L71/2; (¢) distribucién de la variable z = —log T/ < —log T >

para N =200 y L = 2000 (véase Capitulo V).
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Las curvas punteadas indican la

distribucién gaussiana con la cual se realiza la prueba de x? (véase Capitulo V).
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CAPITULO V

DISCUSION

En este capitulo se comentan los resultados. Se empieza por verificar los resul-
tados ya conocidos en la,'lilteratura. acerca del caso lineal; a continuacion se extraen
conclusiones sobre localizacion de las gréaficas 4, 5, y 6 para o < 0, y luego se presenta
la situacién para « > 0. Se discuten las incertidumbres de las magnitudes calculadas
y sobre la estadistica de la variable z = —logT.

En las gréficas de la figura 3 se muestran los resultados para el caso lineal. Con
« = 0 en la ecuacién (10) y con ayuda de (11) se calculdé < z > como funcién
de L. En la figura 3c se presenta la distribuciéon de z, medida en unidades del
promedio (z = z/ < z >) para L = 4000; un ajuste por medio de una curva
gaussiana en la variable z (con < 2 >= 1y 0, = 0./ < z >) arroja una x? ~ 2.6
lo cual corresponde a una confiabilidad de 99% y por lo tanto se acepta la hipdtesis
de que la distribucion de z es normal. La pendiente de la recta de la figura 3b,
obtenida por minimos cuadrados, permite concluir que la desviacion estandar oy
de A = —% logT' se comporta como L™" con n =~ 0.5, como corresponderia a una
distribucién normal. Estas graficas verifican numéricamente, de acuerdo a Andereck
y Abrahams, la predicciéon tedrica acerca del comportamiento estadistico de A y la
localizacién exponencial.

Consideraremos primero el caso « < 0. En la figura 4 se observa que, por ejmplo
para « = —107° y L <400, < —logT > varia en forma lineal con la longitud, lo cual
corresponde a estados exponencialmente localizados, es decir que la no linealidad es

todavia pequeia para esas longitudes y la transmisién ocurre esencialmente dentro
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del régimen lineal. Para valores mas grandes de L la dependencia ya no es lineal y
se pasa a otro régimen de comportamiento. Al crecer |a| la region lineal ocurre para
valores mas pequenos de L, hasta que los efectos no lineales son los que dominan.
Los resultados principales de este trabajo se resumen en la figura 5a. Para
determinar el caracter de los estados cuando L toma valores mas grandes, se grafica
< —logT > contra log L. Notamos que si la longitud del sistema es pequena, las
curvas crecen en forma exponencial (régimen lineal) para los distintos valores no muy
grandes (en valor absoluto) de «, y empiezan a desviarse de este comportamiento al
aumentar L. Para cierto intervalo de valores de L, para cada «, es posible ajustar
una linea recta de pendiente y(a) sobre los puntos, es decir que para los valores
de « considerados < —logT > varfa linealmente con logL, lo cual corresponde
a un decaimiento polinomial T « L~7(®), Este comportamiento implica que los
estados estan ahora localizados en una forma mas débil. La pendiente v decrece
monoétonamente con a como se observa en la figura 5b. Devillard y Souillard (1986)
reportan una dependencia del tipo L™!, en nuestro caso se observa algo diferente
pues v depende de «, y sélo para valores grandes de ésta se recupera su resultado.
Si se consideran valores de L mayores que los considerados en la figura 5a, sucede
que en el ensemble sobre el cual se toman los promedios empiezan a aparecer cadenas
que contribuyen con valores muy grandes de —logT (i. e., valores muy pequeiios
de T o muy grandes de rg), lo cual indica que hemos llegado a una zona prohibida
para la transmision, es decir, nos encontramos en una zona clara del diagrama E vs.
a (o k vs. [t|* en la figura la), y por lo tanto los promedios ya no tienen ningin
sentido. Esta situacién ocurre para valores menores de L al aumentar «; de modo
que, eventualmente para o o L grandes pasamos a un régimen donde 7' se va a cero

’» . —_— L
tan rdpido como e™?

Para valores de « positivos la situacion es dificil de estudiar, pues resulta im-
posible identificar algun régimen de decaimiento para determinado intervalo de lon-
gitudes. Cuando L crece mds alld del régimen lineal y la no linealidad empieza a

dominar se observa un drastico cambio: los valores de —log T en todas las cadenas
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del ensemble resultan ser arbitrariamente grandes (por ejemplo ~ 10°%), es decir que
la magnitud 7y era divergente. Este caso de a > 0 fué el que inicialmente se estudio,
y se hicieron varios esfuerzos por estudiar este régimen trabajando con un programa
para manipular nimeros grandes junto con una aproximacion de la ecuaciéon (10)
hasta que se atendié a la explicacion dada por por diversos autores en términos de
estabilidad y orbitas cadticas: a > 0 corresponde a una situaciéon muy inestable
(cadtica) (Delyon et al., 1986; Wan y Soukoulis, 1989). La figura 8 muestra la forma
de esta divergencia; < log(—1logT) > varia en forma lineal con L; para L > 800 di-
gamos, la pendiente estimada de la recta es ~ log 3 lo cual corresponde a T' 103",
Este mismo tipo de decaimiento es el que se mencioné al final del parrafo anterior
cuando @ < 0 y 7y diverge; lo escribimos en esa forma de acuerdo a Delyon et al.
(1986).

Asi pues, encontramos que la nolinealidad da origen a tres zonas distintas de
comportamiento cualitativamente diferentes para el coeficiente de transmision: 1)
para « y L suficientemente pecllueﬁos la localizacion es exponencial, éste es el régimen
lineal; 2) para valores intermedios de L, la localizacién es del tipo de ley de potencias
T o< L™ y 3) para a 6 L grandes tenemos una localizacién que denominamos

L
fuerte T o e™3

Las fronteras que separan a estas tres regiones dependen de a.
Para nuestro sistema, la longitud de localizacién para el caso lineal, dada por la
relacién € ~ 96 E/Q? (Soukoulis et al., 1983), es igual a 40, de modo que el régimen
de decaimiento polinomial ocurre a partir de L ~ 10\. (La pendiente estimada para
la recta de la figura 3a implica una € ~ 39).

Un problema interesante que queda por estudiar es el efecto de estos resultados
sobre la teorfa de escalamiento de localizacién de estados electrdnicos, las cuales
pueden llegar a ser muy importantes desde el punto de vista fisico ya que estas
teorias estan directamente relacionadas con el fendmeno de transicién metal-aislante
¥ con experimentos sobre resistencia eléctrica en sistemas de baja dimensionalidad

(Giordano, 1979; Masden y Giordano, 1982). Este trabajo, como el de otros autores

(Andereck y Abrahams, 1980; Sak y Kramer, 1981), estudia, especificamente, en




forma numeérica, la transmision a través de un sistema desordenado pero en el que
ademas hay un término no lineal en la ecuacién de Schrodinger y constituye un primer
paso hacia el estudio de la teoria de localizacién.

Para cada valor promedio de 2z calculado se obtiene una desviacién estandard o
de la cantidad A = —1 log T'. La figura 6 muestra el comportamiento de o en funcién
de L: es andloga a la figura 3b. En el caso lineal a = 0 y para L suficientemente
grande, se obtiene el comportamiento esperado L~'/? de acuerdo con el teorema de
limite central como fue demostrado por Anderson et al. (1980); pero al aumentar ||
(« se hace mas negativa) o se desvia de éste comportamiento y se observa claramente
una transicién a una linea recta de pendiente ~ 0.8 de modo que o disminuye més
rapido con L que para el caso 'liueal; esta transicion es mas drastica para valores
mas grandes de L. Asi, el efecto de las no linealidades es dar lugar a un decaimiento
polinomial de T (la potencia depende de a) y a una desviacién estandard oy o< L™
(v ~ 0.8), para cierto intervalo de longitudes.

Para tener una estimacion de las incertidumbres que deben asociarse a los puntos
de las graficas 5y 6 se procedi6é de la siguiente manera: se generé una coleccion
de N sistemas (ecuacion (6), figura 2) de la misma longitud L para una « dada,
en la que cada uno de éstos presentaba una configuraciéon particular de potenciales
(las configuraciones en el ensemble se generaron a partir de una “semilla” en un
generador de numeros aleatorios). Se tomaron promedios sobre este ensemble para
obtener < z > y una desviacion o.. A continuacion, para la misma L, se genero otro
ensemble de igual nimero, N, de cadenas, pero donde ahora las configuraciones de
potenciales son distintas a las del primer ensemble (se cambié de semilla), resultando
valores calculados de < z > y de o, diferentes a los anteriores. Asi, se repitié
este procedimiento cierto nimero M de veces para obtener un promedio << z >>
¥y una desviacion o<.s de la variable < z >. Si se considera N mds grande, es
decir, si aumenta el tamafio del ensemble, resulta que el valor de este promedio,
esencialmente no cambia pero la desviacion si disminuye. Especificamente se tomé

N =200 y M = 10, para distintos valores de L y «, y se obtuvo un valor tipico
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de 0<:>/ << z >> entre el 3-4%. Si asignamos este error a los puntos en la
grafica de la figura 5a, las barras de error serian del tamano de los puntos mismos,
(se consideraron algunos casos, por ejemplo, para « = —2 y L = 1000, el cambio
fraccional en << z >> al pasar de N = 200 a N = 1000 es menor que 1%). Debe
decirse que se calcularon desviaciones o.,s solo para algunos valores de L (grandes
y pequenos) correspondientes a unos cuantos valores de « suficientemente grandes
como para estar dentro del régimen no lineal, y que siempre estuvieron dentro de los
valores arriba senalados.

Similarmente, por un procedimiento igual al anterior, se obtienen un promedio
< —log oy > y una desviacién O_log oy de la variable —log oy, donde A = __11_: log T,
que es la que aparece en la figura 6. En nuestro caso, para distintos valores de a y
L, resulta que el error 0_jog 0,/ < —logoy > es siempre menor del 1%; este seria
el error asignado a los puntos de la figura 6, (por ejemplo, al pasar de N = 200 a
N =1000 cuando « = =2 y L = 1000, el cambio fraccional en < o0_jog, > es menor
que 0.5%). |

Regresando a la figura 5a, en ella el ajuste de las rectas (por minimos cuadrados)
empieza en L > 600, para todos los valores de «, y para el cual se tomaron en cuenta
las desviaciones ..~ senaladas anteriormente. La figura 5b muestra la dependencia
del exponente 4 con el parametro . La incertidumbre estimada para las pendientes
resulta ser del tamano del simbolo utilizado en la gréifica en todos los casos. Debe
aclararse, sin embargo, que el resultado que se observa en la figura 5b depende del
intervalo de longitudes escogido; ciertamente, si el ajuste de las rectas empezara a
partir de L = 400 digamos,para algunos valores de «, la curva 4 vs. a no seria
exactamente la misma, pero lo que se observa es que v disminuye.

Las gréficas de la figura 7 ilustran el efecto de « sobre la distribucién de la varia-
ble z = —logT, en el caso de una L grande, L = 2000, (la forma de la distribucién
no cambiaria si en vez de z se considerara A, sélo se reescalaria el eje horizontal. En
la figura 7a se observa que conforme « crece la distribucién se hace mas estrecha

¥ se recorre hacia el origen, lo cual era de esperarse de acuerdo al comportamiento
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observado en las figuras 5 y 6, de las que se infiere que tanto < z > como o,
disminuyen al aumentar «. Los histogramas de la figura 7b muestran la distribucién
de la variable normalizada z = z/ < z >, de promedio 1 y desviacién o, =0,/ < z >.
Para o = 0 la distribucién se ajusta a una curva gaussiana (fig. 3c), pero para
valores de a # 0 esto deja de ser cierto; la prueba de x? permite concluir que
éstos histogramas no se ajustan a una distribucién normal. Las curvas punteadas
representan distribuciones gaussianas en la variable z, es decir que se obtienen a
partir de los datos calculados.

Si el desorden se aumenta observamos esencialmente el mismo tipo de compor-
tamiento del coeficiente de transmision, es decir que no depende de la distribucion
de potenciales, se debe esencialmente al tipo de término no lineal considerado en la
ecuacion de Schrodinger (6).

Devillard y Souillard (1986) analizaron la ecuacién

2 ;
~ S ol + V() = By,

donde V es un potencial tipo escalén. En cada intervalo (z,z + s), V sélo toma dos
valores Viin ¥ Vinaez; la longitud de cada escalén se escoge aleatoriamente, con peso
dado, del intervalo (0, 00). Demostraron mateméticamente un decaimiento polinomial
del coeficiente de transmisién: T no puede tender a cero méas rapido que L2 para
L — oo, y numéricamente, de hecho que T o L~! para L o no linealidad muy
grande. La demostracion matematica que dieron estos autores supone que tanto
como % son continuas en los bordes de cada escalén. En nuestro caso esta suposicion
no se cumple, ya que existe una discontinuidad en la primera derivada debido a los
potenciales § como puede observarse en la ecuacién (8). Tanto el potencial como las
condiciones de frontera de nuestro modelo (6) difieren del considerado por ellos. Esta
es la razon por la que nuestros resultados no coinciden con los suyos. Hasta donde
sabemos no existen mas trabajos al respecto.

La localizacién de ley de potencias y el comportamiento de la desviaciéon como

funcién de L también ha sido encontrada en el estudio de sistemas desordenados en
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presencia de un campo eléctrico F: T « L™*F) donde u(F) = 2EA/F y E es la
energia (Soukoulis et al.,1983). Flores et al. (1987) investigaron la forma precisa de
la distribucion estadistica del coeficiente de transmisién para este caso y encontraron
una férmula complicada, dificil de manipular, pero que reproduce los resultados. Esto
nos sugiere explorar la analogia entre el caso cuando hay no linealidades y el caso
cuando esta presente un campo F', en particular, en lo referente a la distribucion
estadistica de T dentro del régimen no lineal. Una diferencia importante es que en
el caso no lineal, el comportamiento polinomial observado se restringe a un intervalo

finito de valores de L.
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CAPITULO VI

- CONCLUSIONES

En este trabajo se estudiaron los efectos no lineales sobre las propiedades de
localizacién en un sistema unidimensional que consiste en una cadena de potenciales
0 igualmente espaciadas con intensidades distribuidas aleatoriamente. EI modelo

considerado se describe por la ecuacion de Schrodinger estacionaria con un potencial

N
V(z) = (Bu+ alp(z)])s(z —n).

n=>0

El sistema presenta desorden ya que los valores f3, varian aleatoriamente de
acuerdo a una distribucién rectangular y es no lineal debido al término cuadratico
alp(z)|?. Este tipo de no linealidad aparece en diversos modelos en fisica de materia
condensada y admite varias interpretaciones, como se menciono en la seccion I1.3.1.

Especificamente se investiga la forma en que el coeficiente de transmision T
depende de la longitud del sistema. Debido a la presencia del desorden, debe hacerse
un estudio estadistico. Esto se hace numéricamente discretizando el modelo mediante
el mapeo de Poincaré de la ecuacién de Schrodinger.

Se encontré que la no linealidad conduce a una localizacion mas débil que la lo-
calizacion exponencial caracteristica de un medio desordenado unidimensional. Ob-
servamos que el efecto de las no linealidades presentes en el modelo es el de dar lugar

a tres zonas de comportamiento ciferente para o < 0:

1) localizacién exponencial T o e™*L para a y L suficientemente pequefios;
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2) localizacién polinomial T oc L=Y(%) para valores intermedios de L; donde ()
decrece mondtonamente cuando « crece (en valor absoluto); este resultado
difiere del tnico publicado hasta ahora (Devillard y Souillard, 1986), el cual

establece que T' oc L™! para L o « grandes; y

3

. . _alL
3) localizacion fuerte T e para « o L grandes.

Las fronteras que separan a estas regiones dependen de a.

Al estudiar el comportamiento de la desviacién estandard o) de la variable
A = —1logT se observa que para |a| grande (e < —1) hay una transicién del
comportamiento o) o L._l-f 2 a uno del tipo oy « L% con v =~ 0.8 como limite.
Este cambio es dréstico para L grande atin con una « pequefia como —1071°.

Para & > 0 pasamos abruptamente al régimen donde la funciéon de onda diverge
y no hay transmision posible.

Algunas perspectivas a futuro serian por ejemplo, investigar con detalle la forma
funcional de y(«) y v(«), investigar la forma precisa de la distribucion de A cuando
la no linealidad es importante, explotando la analogia con el caso lineal con campo
eléctrico para el cual ya se conoce tal distribucién; ademads del desorden y no linealidad
se podria investigar la aplicacién de un campo eléetrico F', ya que se sabe que el efecto
de éste sobre una cadena lineal, es el de conducir a una localizacion del tipo de ley
de potencias T o L™*) | de modo que serfa posible analizar el balance entre este
comportamiento y el de tipo polinomial T o« L~ aqui observado. Finalmente,
seria importante analizar las implicaciones de estos efectos en las propiedades de
localizacion en 2 y 3 dimensiones a partir de los enfoques existentes en términos de

teoria de escalamiento.
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APENDICE
El Método del Mapeo de Poincaré de la ecuacién (6).

El objetivo en este apéndice es deducir la ecuacion (10) a partir de las condiciones
de frontera (9).
Sea y = ei¥, de modo que la solucién entre los sitios 2 = n y z = n+1 se escribe

co1mo

() =Apy* + By  ,n<z<n+1. (A1)

Se definen las cantidades

Y = limp,(n+e) =1

n - s n o n
h, = lin}) Pp—1(n —¢)
E—
y asi las condiciones de frontera (9) se reescriben como
Ya =vn
L _f 2
11)1-}; == "'/)n = ([jn + Q’l"'pnl )wn;

con ayuda de (Al) la discontinuidad en la derivada se puede escribir como
Tob:; = ik(An—lyn = Bn—ly_n) = (ﬁn T al't/)ul?)"'!)u- (AQ)

Considerando el sitio 2 = n—1, y usando las identidades 2cosk = y+y~! y 2isenk =

1

y—y~, escribimos

(2cosk)pn—1 = (y + ¥y~ )( A1y + Bucay™ ) (44)

1/):1—-] = ik(AH“lyn_l B Bu—ly_(n_l))= (A‘B)
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las cuales nos permiten obtener

-‘Aln-----lyﬂ + Bn—ly_“ = (2603;‘:)1/)11—1 I (A-ﬂ—lyn_:2 =+ Bn—ly_(n_z)) (AG)

2senk

T a1 = b (A7)

_(An—lyn_z + Bn—ly_(n_z)) = (

donde 1,, representa la a.1111§1itud en el sitio z = n. Combinando (A1), (A6) y (A7)

se encuentra, después de simpli.ﬁca.r y rearreglar FérnlinOS, que
Yusr = (cosk)pn + (), (48)
Por otra parte la expresion
—(2ksenk)hp,—1 = ik(A,,_lé;r" — Bu1y™®) — ik(Ap—1y™ "% — Bn_1y_("'_2))

y la ec. (A3) implican

by + (Zksenk)pnr — [iH(Ano1y™? = Buoy=D)| = (B + aleu/)ba.  (A49)
Similarmente, no es dificil ver que

(2(:031;)?/):1_] = 1,1): + [tk(Ap_1y™ ™% — Bu_ly"(""”],

y como, de acuerdo a (9) ¥ =1, — (Bu + a|thn|?)1hn, se encuentra que

P = (2058, g + [k(An1y" ™ = Bumay™ D) = (B + altpu*Yu.  (A10)
Si sumamos (A9) y (A10) se obtiene

-:/;:1 s (co.sk):/;;_, + (ksenk)hn—1 = (Bn + a|thn|*)thn; (A11)

al sustituir (A8) en (A1ll) se encuentra que

k kecosk k kcosk
(g ¥mtt = (= )n = (cosk)[(—=Jbn — (——=)¥u-1]

+(ksenk)n_1 = (Bu + a|thn|*)tha;




esta ecuaciéon se simplifica inmediatamente a la expresién

senk

'ﬁbn+1 =5 {2003}3 i T(ﬂn '+‘ al¢’n|2)]¢n “n ?bu—la

que es la ecuacién (10) buscada.

A partir de la ecuacién (7) podemos escribir
YL =roy” + 11y
Yoz =roy~? + r1y?,

si se resuelve este sistema para rp, encontraremos la ecuacién

Plisa— y_l’f!)L-m)
4]

To :y';( y2_1

a partir de la cual podemos escribir la ecuacién (11), T = [t|?/|ro|*.

Nétese que en el caso periédico, donde B, = By Vn, v lineal « = 0, se recupera
el modelo de Kronig-Penney.y si ponemos o« # 0 y #, = 0 la ecuacién (10) es
esencialmente de la misma forma que la ecuacién (4) estudiada por Delyon et al.

(1986).





