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Control Óptimo de una Pesquería Sujeta a un Régimen de Oscilaciones Inducidas por 
Colapsos y Recuperaciones de los Niveles de Biomasa: El caso de la Anchoveta 

Norteña (Engraulis mordax Girard) 

Resumen aprobado por: 

Dr. Héctor Echavarría Heras 
Director de Tesis 

Con el propósito de desarrollar metodologías que posibiliten la realización de 
estudios de optimalidad en sistemas de explotación de recursos pesqueros y la 
identificación y aplicación de modelos generalizados de producción en el diseño de 

estrategias de manejo óptimo de una pesquería, se aplicó la técnica matemática de Control 
Óptimo determinista a los datos de la pesquería de la anchoveta norteña (Engraulis 
mordax) de la costa oeste de Baja California, período 1972-1998, utilizando el modelo de 
producción de Gompertz-Fox para describir la variación de la biomasa del recurso en el 
tiempo. Se desarrollaron expresiones generalizadas del modelo de Gompertz-Fox al variar 
en el tiempo el factor de escala de la tasa de crecimiento natural de la población, r, .y la 
capacidad de carga del sistema, K; se identificaron los estimadores de los parámetros para 
cada una de las expresiones generalizadas abordadas, así como para el modelo con 
parámetros constantes. Las oscilaciones en la biomasa del recurso se modelaron mediante 

la representación de las funciones que determinan a r y a K como una serie de Fourier 
truncada. Una vez determinados los estimadores de los parámetros, se trabajó con el 

· problema de optimización consistente en maximizar los ingresos netos totales descontados,
derivados de la explotación del recurso, cuando se especifica como variable de control al
esfuerzo pesquero; se abordaron los casos autónomo y no- autónomo. La información sobre
capturas comerciales y esfuerzo pesquero ejercido se obtuvo del Centro Regional de
Investigaciones Pesqueras de Ensenada, Baja California y la información de tipo
económico, necesaria para efectuar el análisis bioeconómico, de diversas fuentes. Se
obtuvieron resultados satisfactorios en el ajuste de parámetros del modelo de Gompertz­
F ox de parámetros constantes y generalizaciones abordadas, con porcentajes de variabilidad
explicada por el modelo que van de un 75 a un 89.7 %, así como valores aceptables para los
errores estándar calculados para los estimadores de los parámetros, en cada caso. La
representación de los parámetros r y K en téminos de funciones periódicas generó valores
de r cercanos a cero para los años 1972, 1977, 1982, 1987, 1992 y 1997, en los que se han
presentado eventos El Niño; mientras que K osciló alternando los valores máximos y



mínimos para los años en que r es cercana a cero; se observaron grandes oscilaciones para 
la biomasa simulada, presentando mínimos en algunos años El Niño. La aplicación de la 
técnica de Control Óptimo condujo a la determinación de la senda óptima, nivel de biomasa 
óptimo, así como del esfuerzo óptimo; los cuales permitieron definir una estrategia de 
explotación óptima y la realización del estudio retrospectivo de la optimalidad del esfuerzo 
pesquero ejercido en la pesquería. Se desarrolló también una metodología para efectuar el 
análisis de viabilidad para la biomasa del recurso cuando se aplica un esfuerzo pesquero 
igual a su cota superior, Emax, y se especifica un umbral de colapso de un 1 O % del nivel 
asintótico para la biomasa. Los resultados muestran que la estrategia de explotación 
aplicada en la pesquería fue sub.;óptima, para los distintos casos analizados, dado que el 
esfuerzo pesquero aplicado no mantuvo el nivel de biomasa, calculada a partir de datos de 
captura por unidad de esfuerzo, sobre la senda óptima; en particular, cuando se usó el 
modelo de parámetros constantes, bajo el caso autónomo, se observó que al usar el precio 
de la anchoveta destinada al proceso de reducción se concluye que la pesca solo debió 
permitirse durante pocos años del horizonte temporal de funcionamiento de la pesquería. 
Para las generalizaciones del modelo en las que r es función del tiempo, se observó que el 
esfuerzo real aplicado en la pesquería excedió al esfuerzo óptimo para los años 1972, 1977, 
1982 y 1987, lo cual podría haber influido en la declinación en las capturas observada a 
partir de 1982; también se observa el gran efecto de los valores de r cercanos a cero sobre 
la biomasa óptima, predominando sobre el efecto de las variables económicas. Los valores 
calculados para el Emax presentaron valores mínimos, en años El Niño, cuando 'r varía en 
el tiempo; sin embargo se observa que la biomasa calculada bajo el Emax oscila pero nunca 
cae hasta el valor del umbral de colapso establecido, lo cual nos indica la pertinencia de la 
metodología desarrollada. Los resultados derivados de las generalizaciones del modelo de 
Gompertz-Fox permiten identificar la influencia de eventos El Niño sobre la pesquería de 
anchoveta, pero no es posible ignorar el efecto de la intensa explotación a la que estuvo 
sujeta la pesquería y la probable influencia sobre su colapso; la política óptima de manejo 
debiera primeramente permitir su reconstrucción y posteriormente aplicarse un manejo 
conservativo reduciendo el esfuerzo en condiciones ambientales adversas, a valores 
determinados por el nivel de esfuerzo óptimo, calculado con la técnica de Control Óptimo. 
La generalización del modelo de Gompertz-Fox, al hacer variar en el tiempo los parámetros 
r y K, permite modelar adecuadamente una pesquería sujeta a oscilaciones en el nivel de 
biomasa. 

Palabras clave: pesquería, anchoveta, Control Óptimo, Gompertz-Fox, modelo 
generalizado, El Niño. 



ABSTRACT of the Thesis of DORA JULIA BORBÓN GONZÁLEZ, presented as partial 
requirement to obtain the DOCTOR IN SCIENCES in MARINE ECOLOGY grade. 
Ensenada, Baja California, México, May 2002. 

Optimal Control of a fishery under an oscillating regime of collapses and recoveries 

of biomass levels: The northern anchovy (Engraulis mordax Girard) case 

The fundamental aim of this research is the development of theoretical tools that 
will facilitate optimality evaluations in systems of exploitation of fishing resources and the 
identification and application of generalized production models in the design of optimal 
management policies. The obtained results were applied to the analysis of capture by unit 
effort data associated with the northern anchovy (Engraulis mordax) fishery of the west 
coast of Baja California, period 1972-1998. Generalized expressions of the Gompertz-Fox 
model were developed varying r in time, the factor of scale of the rate of the population's 
natural growth and the carrying capacity of the system, K ; estimators of the parameters 
were identified for each one of the considered generalized expressions, as well as for the 
model with constant parameters. The oscillations in the biomass of the resource were 
modeled by means of the representation of r and K in terms of truncated Fourier series. 
Using these estimators and Optimal Control Theory Methods I addressed the problem of 
optimization dealing with the maximization of the net discounted revenues derived from the 
exploitation of the resource, when fishing effort is specified as a control variable; the 
autonomous and non-autonomous cases were approached. The information about 
commercial captures and applied fishing effort was obtained from the Centro Regional de 
Investigaciones Pesqueras de Ensenada, Baja California and the necessary economic 
information to carry on the bioeconomic analysis was obtained from several sources. 
Satisfactory results were obtained when fitting the Gompertz-Fox model with constant 
parameters and also for the considered generalizations, obtaining determination coefficients 
that go from a 75 to 89.7%, as well as acceptable values for the standard errors calculated 
for the estimators of the involved parameters. The representation of the parameters r and 
K in terms of periodic functions generated almost vanishing values for r for the years 
1972, 1977, 1982, 1987, 1992 and 1997, were El Niño events have ocurred; while K
oscillated alternating between maxima and minima values for the years where r was 
almost vanishing; big oscillations were also observed for the simulated biomass, presenting 
mínima in sorne years. The application of the technique of Optimal Control led to the 
determination of the optimal path, the level of optimal biomass, as well as the optimal 
effort; which allowed the definition of a strategy of optimal exploitation and the realization 
of a retrospective study for the optimality of the fishing effort applied to the fishery. Also, a 
methodology was developed to perform the viability analysis for the biomass of the 
re so urce when a fishing effort similar to a hypothetical upper bound, E max , for the fishing 
effort is applied and a threshold of collapse of 10% of the asymptotic biomass level is 
specified. The results show that the strategy of exploitation applied in the fishery was sub­
optimal, for the different cases analyzed, since the applied fishing effort did not maintain 
the level of predicted biomass over the optimal path; in particular, for the model with 
constant parameters, the results indicate that whenever the price of the anchovy for the 



reduction process is used, fishing should have been only allowed during few years of the 
time horizon of operation of the fishery. For those, generalizations of the model in which r

is a function of time, the reported effort applied in the fishery exceeded the predicted 
optima! effort leve! for the years 1972, 1977, 1982 and 1987; this could have in:fluenced the 
observed decline in captures observed which started from 1982; the great effect of the near 
zero values of r is also observed on the optima! biomass, prevailing on the effect of the 
economic variables. The values calculated for E max presented minimum values, in years 

El Niño, when r varies in time; the biomass calculated under the E max oscillates 

however, it never felt under the value of the established collapse threshold, indicating the 
relevance of the developed methodology. The results derived from the generalizations of 
the Gompertz-Fox model allow for the identification of the in:fluence of events El niño on 
the anchovy fishery, but it is not possible to ignore the effect due to the intense exploitation 
over the resource and its probable influence on the collapse; the optima! management 
policy should firstly allow for recovery and later on conservative management should be 
applied which must foresee a reduction of effort under adverse environmental conditions, to 
values determined by the leve! of optimality, calculated with the provided optimal control 
techniques. The generalization of the Gompertz-Fox model, varying in time the parameters 
r and K, appropriately models a fishery subject to oscillations in the leve! of biomass. The 
model with r and K varying at the same time is the one which provides the greatest 
information. It is possible to apply the formal tools developed here to the study of other 
fisheries. 

Key words: fishery, anchovy, Optimal Control, Gompertz-Fox, generalized model, El 

Niño 
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generalizado al considerar la variación en el tiempo de la capacidad de 
carga del sistema, K(t), expresada mediante la función K(t)= 

K*exp(s2*Cos(wt)), sus errores estándar y% de variabilidad explicada 
por el ajuste del modelo a los datos de la pesquería de la anchoveta 
norteña. 

V Estimadores de los parámetros del modelo de Gompertz-Fox 88 
tradicional ( ec. 45), sus errores estándar y % de variabilidad explicada 
por el ajuste del modelo a los datos de la pesquería de la anchoveta 
norteña. 
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CONTROL ÓPTIMO DE UNA PESQUERÍA SUJETA A UN RÉGIMEN DE 

OSCILACIONES INDUCIDAS POR COLAPSOS Y RECUPERACIONES DE LOS 

NIVELES DE BIOMASA: EL CASO DE LA ANCHOVETA NORTEÑA 

(Engraulis mordax Girard) 

l. INTRODUCCIÓN

El orden Clupeiformes, al cual pertenece la anchoveta norteña, incluye más de 400 

especies, de las cuales 20 proveen más de un tercio de la captura mundial de peces; son uno 

de los grupos de peces más explotados y sustentan las pesquerías masivas más importantes 

en el mundo (Enciclopaedia Britannica, 1998). Los pelágicos menores son grupos de peces 

marinos pertenecientes a este orden; de distribución cosmopolita y que forman grandes 

cardúmenes. 

En nuestro país, la pesquería de pelágicos menores ha constituido, por varios años, 

uno de los principales aportes a la captura total de productos marinos; la pesquería llega a 

aportar el 50% del volumen desembarcado en todo el país. Hasta un 87 % de la captura 

total anual de esta pesquería está conformada por siete especies, principalmente son la 

sardina monterrey, la sardina crinuda y la anchoveta. Las capturas de sardina, anchoveta y 

otras especies afines ocuparon el primer lugar de 1980 a 1995 (INP-SEMARNAP, 1999). 

Para 1987, de acuerdo a datos de la F AO, México ocupó el lugar 17 en las capturas 

mundiales, ocupando el sexto lugar entre las naciones productoras de camarón, sardina y 

anchoveta (SEPESCA, 1994), aunque en 1993 descendió al lugar 21. 

En términos de volumen, las pesquerías de sardina y anchoveta son las más 

importantes del país; su rentabilidad se basa más en los volúmenes de captura que en el 

precio de la producción. Su destino es el procesamiento de enlatado y de reducción en 
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harina de pescado; 85 % de la producción es utilizada como materia prima de alimento 

para animales (INP-SEMARNAP, 1999). 

Desde 1994 la F AO diagnosticó que muchas pesquerías han sido explotadas más 

allá de la capacidad del recurso; no se consideran sostenibles las cosechas actuales y se 

estima que casi el 70 % de los . recursos pesqueros están fuertemente o completamente 

explotados, sobreexplotados, agotados o en recuperación por agotamiento del recurso, por 

lo cual no podrían soportar ningún incremento en pesca. 

A pesar de lo anterior, la cosecha mundial de productos pesqueros ha crecido 

permanentemente para alcanzar la creciente demanda global de alimentos marinos. En 1995 

se cosecharon un estimado de 113 millones de toneladas métricas de productos pesqueros, 

para el cual China aportó la mayor parte de la cosecha, seguida de Perú, Chile, Japón, 

Estados Unidos, India y Rusia (Encarta, 2000). 

El análisis económico (FAO, 1994) muestra que a pesar de la disminución en la 

captura de los recursos pesqueros, el incentivo para pescar e incrementar el tamaño de la 

flota permanece; esto se debe al incremento en los precios, lo que mantiene y aún eleva el 

ingreso extraído por el tonelaje registrado en bruto; también se confirma que los ingresos 

presentes provenientes de las pesquerías, al nivel actual de captura, no puede cubrir los 

costos totales de pesca. Los expertos creen que el suministro de pescado en el mundo 

requerirá un mejor manejo de los recursos pesqueros, así como el incremento en la 

acuacultura. 

Para algunas pesquerías ha sido claro que la variación del nivel de explotación no es 

la única causa para explicar la variabilidad del stock (Soutar y Issacs, 1974; Lluch-Belda, 

1992). Es probable (Sharp y Csirke, 1983; Kawasaki et al., 1992) que ante cambios 
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climáticos relativamente pequeños resulten grandes cambios en la abundancia de algunas 

especies marinas. La experiencia con los stocks de los peces pelágicos menores es que a 

pesar de que sus pesquerías se han desarrollado en diferentes países y tiempos, y, por lo 

tanto, bajo diferentes enfoques de manejo, generalmente se ha observado un período de 

rápido crecimiento seguido de . un inesperado colapso que ha llevado a desastres 

económicos y sociales (Everett et al., 1996; Lluch-Cota et al., 1997). 

Una revisión de las estadísticas pesqueras de los peces pelágicos menores de los 

bordes orientales de los grandes giros oceánicos muestra una característica en común: gran 

variabilidad en sus capturas y, seguramente, en su abundancia, tanto anuales como entre 

décadas (Hemández-Vásquez, 1995; Lluch-Belda et al., 1986, 1989, 1992; Schwartzlose et 

al., 1999). Sin embargo, las variaciones en escalas de tiempo grandes pueden tener mayor 

impacto sobre las pesquerías regionales (Kawasaki, 1992). 

La variabilidad de estos recursos se ha manifestados en casi todas las escalas de 

tiempo (Lluch-Belda et al., 1989, 1992; Holmgren y Baumgartner, 1993; Holmgren, 1993; 

Spencer y Collie, 1997). De acuerdo a Lluch-Belda et al. (1989) las variaciones en la 

abundancia de la anchoveta en escalas de tiempo de unos cuantos años son definitivamente 

influenciadas por las fluctuaciones del medio ambiente, lo que ha dado origen al problema 

del régimen y esta variabilidad podría ser amplificada por la explotación de recurso. Se han 

observado regímenes de escala decadal de sardina Sardinops sagax y anchoveta Engraulis 

spp. en las productivas aguas costeras del Pacífico Noroeste, Noreste y Sureste y en el 

. Atlántico Sureste; en cada uno de estos sistemas los dos géneros fluctúan fuera de fase uno 

con el otro (Schwartzlose et al., 1999). 
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Diversos autores consideran como factor fundamental en las variaciones de las 

poblaciones pelágicas al reclutamiento, con la existencia de una sobrevivencia diferencial 

entre la etapa de huevo y la de larva atribuida a factores que tienen que ver principalmente 

con la alimentación (Hjort, 1914, 1926; Lasker, 1975, 1981; Lasker y Smith, 1977; Nelson 

et al., 1977). Los cambios en l.a abundancia se han atribuído, también, a mecanismos 

densodependientes durante las primeras fases de desarrollo (Ricker, 1954; Villanueva y 

Castro, 1976; Villamar et al. 1979; Hunter y Kimbrell, 1981; Santander et al., 1983; Butler, 

1987), a la predación (Baxter, 1967; Lillelund y Lasker, 1971; Hunter, 1976; Alvariño, 

1980; Anderson et al., 1980) y al efecto combinado de la gran variabilidad ambiental, su 

repercusión en el reclutamiento y la actividad pesquera (Murphy, 1977; Parrish y MacCall, 

1978; Radovich, 1982; Cota-Villavicencio, 1986). 

La ocurrencia de colapsos en pesquerías está bien documentada, principalmente en 

aquellas basadas en poblaciones de clupeidos como la sardina, el arenque o la anchoveta 

(Murphy, 1977), siendo quizá el ejemplo más citado el de la pesquería peruana de 

anchoveta que se colapsó a principios de 1973, dos años después de haber alcanzado 

niveles de produccíón que la ubicaron como la pesquería más grande del orbe con un 

volumen igual al 15% de la captura total de especies marinas en el mundo (Clark, 1977; 

Lluch-Belda et al., 1989, 1992). Otros ejemplos de colapsos catastróficos en pesquerías son 

los del arenque del mar de Norte ocurrido a mediados de 1970 (Clark, 1985), el de las 

pesquerías de sardina en Sudáfrica ocurrido también a mediados de 1970 (Butterworth 

1980; Lluch-Belda et al., 1989); la sardina del Pacífico que llegó a más de 500,000 

toneladas en la década de 1930 y se colapsó al inicio de la década de 1950 (Murphy, 1977). 

Las descargas de anchoveta norteña en la costa occidental de Baja California declinan 
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paulatinamente a partir de 1982, después de alcanzar un volumen de captura de más de 

250,000 toneladas, llegan a su mínimo en 1990 con la casi desaparición de esta especie en 

la captura de pelágicos menores (García-Franco et al., 1995). 

En general, se considera que los colapsos anteriores se ongmaron 

fundamentalmente por errores en. el plan de manejo inducidos por la incertidumbre en la 

evaluaciones del stock basadas en la captura por unidad de esfuerzo como indicador del 

tamaño de la biomasa poblacional. Sin embargo, no se puede excluir el posible efecto de 

factores ambientales, como cambios de temperatura, que pueden tener efectos devastadores 

en la abundancia de los clupeidos, especialmente si se presentan en periodos críticos del 

desarrollo (Brongersma-Sanders, 1957; Sissenwine et al., 1983). Algunos investigadores 

(Lluch-Belda et al., 1992) estiman que la aplicación de medidas administrativas pertinentes 

podrá ayudar a reducir tales fluctuaciones en escalas de tiempo intermedias, balanceándose 

la captura contra la productividad que presenta el stock. 

Cuando se pretende modelar un ecosistema, es natural construir los modelos con el 

fin de lograr metas económicas o de conservación de los recursos. Con el desarrollo del 

entendimiento ecológico en pesquerías surgió el concepto de unidades ecológicas o stocks, 

de las cuales se buscaba obtener la máxima producción sostenible; este concepto, basado en 

el supuesto de estado estable, ha sido usado por años en diversas. pesquerías como un 

objetivo de manejo (Royce, 1975). Este concepto ha sido criticado y calificado como 

seriamente engañoso al usarse como una guía en la política de manejo de una pesquería, al 

no considerar la utilización óptima de los recursos que ingresan a la pesquería, los cuales 

deberían estar reflejados en los costos en que se incurre (Crutchfield, 1975). De acuerdo a 

Hilbom y Walters (1992) la estimación del stock no es solo el hecho de hacer predicciones 
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estáticas de la producción sostenible en el equilibrio. La aplicación de la técnica 

matemática de Control Óptimo a los datos de una pesquería permite la estimación del stock 

a la vez que considera la explotación óptima de éste en el tiempo al incorporar aspectos 

bioeconómicos en la meta de optimización, esto es, la maximización de los ingresos netos 

descontados provenientes de la pesquería (Clark, 1990; Hannesson, 1993). 

Los fundamentos para estudiar problemas ecológicos de control óptimo descansan 

en Clark (1976) y en Clark et al. (1979), aunque van Dyne et al. (1970) fueron los primeros 

en presentar un resumen de las aplicaciones de teoría de control en la modelación ecológica 

(Seppelt, 1999). Cuando se maneja un solo ecosistema, el problema de control óptimo es 

determinar el conjunto de parámetros de control en el tiempo que controlarán la trayectoria 

del sistema para alcanzar las metas especificadas (Loehle, 2000). 

Los trabajos de investigación que consideran el problema de determinar la estrategia 

de manejo óptimo de una pesquería sujeta a fluctuaciones con riesgo de colapso son 

escasos; podríamos decir que se circunscriben a los producidos por F. Hanson y sus colegas 

(Hanson y Tuckwell, 1981; Ryan y Hanson, 1985, 1986; Hanson y Ryan, 1988). 

Los objetivos generales del presente trabajo son: 1) Desarrollar herramientas 

formales que posibiliten la realización de estudios de optimalidad en sistemas de 

explotación de recursos pesqueros, 2) Desarrollar metodologías para la identificación de 

modelos generalizados de producción y su uso en el diseño de estrategias de manejo óptimo 

de una pesquería sujeta a oscilaciones en la biomasa de la población. Los objetivos 

particulares son: a) Desarrollar expresiones generalizadas del modelo de producción de 

Gompertz-Fox al variar en el tiempo el factor de escala de la tasa de crecimiento natural de 

la población, r, y la capacidad de carga del sistema K; b) Identificar los parámetros de cada 
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una de estas expresiones generalizadas utilizando los datos provenientes de la pesquería de 

la anchoveta norteña Engraulis mordax de la costa occidental de Baja California, así como 

los del modelo de Gompertz-Fox de parámetros constantes; c) Aplicar la teoría de Control 

Óptimo, utilizando al esfuerzo pesquero como variable de control, para realizar el análisis 

bioeconómico retrospectivo de la pesquería cuando se establece como funcional a optimizar 

el flujo de ingresos netos descontados provenientes de la pesquería durante el período 

1972-1998. Las oscilaciones en la biomasa del recurso se modelan mediante la 

representación de las funciones que determinan a r y a K como una serie de Fourier 

truncada. Se incluye también un estudio de viabilidad de la biomasa del recurso cuando se 

especifica un umbral de colapso, calculado como un porcentaje de la capacidad de carga del 

sistema. 

Se espera que los resultados de esta tesis proporcionen metodologías matemáticas 

que posibiliten la realización de estudios de optimalidad en sistemas de explotación de 

recursos pesqueros y que la aplicación de las herramientas matématicas desarrolladas al 

análisis retrospectivo de la pesquería de la anchoveta norteña permita sugerir una posible 

explicación a las causas de su colapso. 

En el segundo capítulo de este trabajo se presenta una revisión acerca de la biología 

de la anchoveta norteña, se reseña, en forma breve, la historia de la pesquería en la costa 

oeste de Baja California y se presentan diversos aspectos ambientales que podrían tener 

influencia en las oscilaciones en la biomasa del recurso. En el tercer capítulo se describe y 

desarrolla el marco teórico conceptual en el que se basa el presente trabajo. En el cuarto 

capítulo se presentan las metodologías desarrolladas para obtener las ecuaciones de 

regresión que permiten la identificación de parámetros tanto en el modelo con parámetros 
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constantes como en las expresiones generalizadas abordadas. En el quinto capítulo se aplica 

la metodología desarrollada en el segundo capítulo sobre teoría de Control Óptimo al 

análisis bioeconómico de la pesquería para cada una de las distintas expresiones del 

modelo, estableciendo la estrategia de control óptimo de la pesquería y un procedimiento 

para el análisis de viabilidad de la biomasa del recurso al especificar un umbral de colapso. 

En el capítulo sexto se hace una discusión general de los resultados presentados en los 

capítulos cuarto y quinto y se presentan las conclusiones. Además, se incluyen dos Anexos. 



11. ASPECTOS BIOLÓGICOS, IDSTÓRICOS Y AMBIENTALES

11.1 GENERALIDADES 

9 

Los peces son vertebrados que viven en el agua y respiran por branquias, tienen 

columna vertebral de cartílago o de hueso y aletas. Como los anfibios y los reptiles, son 

principalmente vertebrados de sangre fría (la temperatura del cuerpo se ajusta pasivamente 

al agua que los rodea), por lo cual los calentamientos o enfriamientos rápidos pueden ser 

letales para algunos peces. Generalmente, dentro del intervalo de temperatura que puede ser 

tolerada por el pez, los procesos vitales son acelerados por las temperaturas tibias y 

desacelerados por las frías; la temperatura del agua puede ser una influencia importante en 

la migración y movimiento de los peces. Son los más numerosos de los vertebrados, con 

alrededor de 20,000 especies recientes, aunque se conjetura que el intervalo es tan alto 

como 40,000. (Lagler et al., 1977). 

Hay tres clases de peces: La clase Cephalaspidomorphi (Agnatha, peces sm 

mandíbula, como las lampreas) es la más primitiva, con 500 especies; la Chondrichthyes 

(peces cartilaginosos, como las quimeras, tiburones y rayas) con 600 especies y la 

Osteichthyes (peces óseos, como los coelacantos, peces con pulmones y todos los restantes, 

los cuales incluyen más del 90% de las especies de peces vivientes) es la clase más 

numerosa con cerca de 30,000 especies. Los peces óseos viven en agua dulce y salada, casi 

todos tienen escamas y aletas (Alexander et al., 1992) 

Los peces sin mandíbula aparecen en la era Paleozoica, período Ordovícico, hace 

unos 500 millones de años; las que no se han extinguido son las lampreas y los peces bruja. 

Los tiburones aparecieron hace más de 300 millones de años, las rayas se desarrollaron 

hace unos 200 millones de años (Alexander et al., op.cit.). Los teleósteos, o peces óseos 
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verdaderos, aparecen a fines del Jurásico y durante el Cretáceo, hace 190-130 millones de 

años (Encyclopaedia Britannica,1998). 

La clase Osteichthyes comprende a las subclases Dipnoi (peces con pulmones), la 

Crossopterygii (peces de aletas lobuladas) y a la subclase Actinopterygii, los peces de 

aletas radiales (Lagler et al., 1977). Dentro de la subclase Actinopterygii, el orden 

Clupeiformes incluye más de 400 especies, de las cuales 20 proveen más de un tercio de la 

captura mundial de peces y son, con mucho, uno de los grupos de peces más explotados. La 

mayoría de los clupeiformes son peces marinos, con menos de 30 centímetros de longitud, 

delgados, hidrodinámicos; la mayoría habita más o menos fuera de la costa en cardúmenes 

abundantes. Aunque usualmente son considerados pelágicos, en relación a su distribución y 

ciclo de vida son más cercanos a la fauna nerítica porque usualmente no se encuentran 

realmente en las partes de mar abierto del océano, sino que permanecen cercanos a la costa 

y en las bahías. (Encyclopaedia Britannica, 1998). 

El grupo de peces conocido como anchoveta, anchoas, bocón y otros más, se 

encuentran agrupados en el género Engraulis, que incluye las especies de peces que 

sustentan las pesquerías masivas consideradas entre las más importantes en el mundo; este 

grupo se distribuye latitudinalmente entre los 60
° 

Norte y los 43
° 

Sur, en el límite de las

corrientes de California, Perú, Canarias, Benguela y el Este de Australia. Estas áreas se 

caracterizan por presentar zonas de surgencia ricas en nutrientes, con alta productividad y 

altos volúmenes de zooplancton (García-Franco, 1988). 

De acuerdo a Reid (1967), el género Engraulis se encuentra en todas las corrientes 

de frontera Este ( corrientes de California, Perú, Canarias y Benguela y fuera de Australia 

occidental), así como en tres de las corrientes de frontera Oeste (Kuroshio, Este de 
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Australia y Brazil), en el mar de Japón, el área del Sur de Australia, alrededor de la parte 

Norte de Nueva Zelanda y en los mares Mediterráneo y Negro (Figura 1). El autor señala 

que la distribución de Engraulis está limitada por la temperatura, en un intervalo que va 

desde los 6 hasta los 22 o 23 ° C, pero que la temperatura sola no define el hábitat de este 

género, ni los valores de salinidad (que van desde océanicos hasta valores de estuarios); 

aunque algunas veces son encontrados huevos y larvas cientos de millas fuera de la costa, 

éstos definitivamente están ligados a una población costera. 

,ao· 150"' 

,0·1----+-------+-

15-25tC summer 
7-20'C winltr 

S <30-36.5%. 

r 1s-2e•c S/Jfflm11 
12-21•c winter 

S 35•36%. 

60•¡-�--+----+----+---'---+---�--+----+-------+-- ---+-----l----l--�60" 

1eo• 120' 90' 60" 30' 30' 'ªº'

Figura 1. Distribución mundial de Engraulis (tomado de Reid, 1967). 
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Dentro del género Engraulis siete especies marinas son las más importantes; las más 

productivas del género se encuentran justamente en cada una de estas áreas: Engraulis 

mordax en la Corriente de California, E. ringens en la Corriente del Perú, E. encrasicholus 

en la Corriente de las Canarias y E. capensis en la Corriente de Benguela. De las otras tres 

especies, solamente E. japonicus produce altos volúmenes de biomasa en la Corriente de 

Kuroshio; E. australis en los mares australianos sureños y E. anchoita en la Corriente del 

Brazil son relativamente poco productivas (Reid, op. cit.; F AO, 1985) 

La anchoveta E. mordax (Girard, 1857) que se captura en Baja California pertenece 

a la clase Osteichthyes, subclase Actinopterygii, orden Clupeiformes, suborden Clupeoidei 

( contiene tres familias; Clupeidae, Engraulidae y Chirocentridae ), familia Engraulidae 

(anchoítas, anchoas y anchovetas), género Engraulis (Lagler et al., 1977). 

De acuerdo a Hart (1973), el término Engraulis adoptado por Cuvier (1817) para el 

género proviene de la voz mediante la cual los griegos se referían a la anchoveta europea. 

El término específico mordax propuesto por Girard en 1856, proviene de la raíz latina que 

significa morder o mordiente, seguramente en su acepción "acre al gusto" por el alto 

contenido graso característico de la especie (González-Dávila, 1988). 

· La distribución de la anchoveta norteña es amplia y se encuentra desde las Islas

Queen Charlotte B.C. Canadá, hasta Cabo San Lucas, Baja California Sur (Miller y Lea, 

1972) (Figura 2). La distribución geográfica de E. mordax se extendió hasta el Golfo de 

California (Harnman y Cisneros, 1989) al identificarse a partir de 1985 la presencia de 

organismos adultos en las capturas y larvas de anchoveta en las muestras de ictioplancton 

(Green-Ruiz y Aguirre-Medina, 1989); aunque los trabajos paleoecológicos de Holmgren y 
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Baumgartner (1993) y Holmgren (1993) demostraron la presencia de anchoveta en el Golfo 

de California en los últimos 250 años. 

La especie es marina, pelágica, usualmente costera, encontrándose desde los 30 km 

de la costa hasta los 480 km y por debajo de la superficie hasta los 219 m; forma 

cardúmenes grandes y densos, se .alimenta de eufásidos, copépodos y larvas de decápodos, 

así como por filtración al azar y por un "mordizco" a la presa individual; alcanzando una 

talla hasta de 24.8 cm de longitud total (aproximadamente 20.5 de longitud estándar), 

usualmente alcanza de 12 a 14 cm de longitud estándar en 2 ó 3 años. (FAO, 1988). 

20° 

20• 40• 60º eo• 100• 120• 

Figura 2.- Distribución geográfica de la anchoveta norteña E. mordax. (tomado de 
FAO SPECIES CATALOGUE, Vol. 7, 1988) 

Tres distintas subpoblaciones o stocks de la anchoveta norteña se han diferenciado a 

lo largo de la costa oeste de Norteamérica (Vrooman et al., 1981). Los límites de estas 
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subpoblaciones no están claramente definidos y parecen variar estacionalmente. Se 

considera, por lo general, que el grupo sureño se distribuye de Cabo San Lucas, B.C. a las 

cercanías de Punta Blanca, B.C., México. La subpoblación central, que es la más abundante 

y que es común a México y los E.U., se localiza entre Punta Blanca, B.C., México y San 

Francisco, California, E.U. y finalmente la subpoblación norteña habita desde San 

Francisco, California hasta Canadá (Figura 3). Las anchovetas principalmente viven dentro 

de la parte superior de la capa de mezcla, ocurren en la capa superficial sobre la plataforma 

continental y sobre las regiones de agua profunda (Parrish et al., 1985). 

S•11 ,,.■citct 

:so•

Figura 3.- Distribución de las tres subpoblaciones de anchoveta norteña. (tomado de 
Vrooman et al., 1981) 



11.2 BIOLOGÍA DE LA ANCHOVETA NORTEÑA 

11.2.1 Ciclo de vida. Reproducción 

15 

La mayoría de los peces tienen un ciclo de reproducción anual y algunas especies 

desovan más de una vez en el año y más o menos continuamente (Lagler et al., 1977). 

El desove de la anchoveta norteña de la costa occidental de Baja California ocurre 

en todos los meses del año, pero es más intenso de enero a mayo; en otoño ocurre un 

desove masivo de menor intensidad (Hernández-Vázquez, 1995; Vidal-Talamantes, 1989; 

Cotero-Altamirano, 1984). La reproducción se lleva a cabo en toda el área de distribución 

del recurso, aunque se ha reportado que el stock central desova en el Sur de California entre 

Punta Concepción (34.5° N) y Punta Baja (30° N) (Fieldler et al., 1986). 

Las hembras de anchoveta desarrollan en sus ovarios grupos de huevos, sucesiva y 

asincrónicamente, que son puestos durante una temporada de desove con duración de dos a 

tres meses, a intervalos de 7 a 1 O días y llegan a sumar hasta 20 ovoposiciones por año 

(Hunter y Leong, 1981 ). La fecundidad de las hembras (la fecundidad es un término general 

usado para describir el número de huevos producidos, Lagler et al., 1977), así como otros 

parámetros poblacionales varía de un año a otro; además, por ser un desovante 

heterocrónico (múltiple o parcial), no es posible determinar directamente la fecundidad 

anual; ello es solamente posible en desovantes totales o isocrónicos, ya que en este caso 

todos los huevecillos puestos durante una temporada se desarrollan sincrónicamente y la 

puesta tiene lugar en un período de tiempo relativamente corto (Rolden y Raitt, 1974). Por 

. lo tanto, en el caso de la anchoveta debe estimarse la fecundidad instantánea o por puesta, 

lo cual se logra muestreando ovarios de hembras maduras prontas a desovar, estimando el 
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número de oocitos hidratados correspondientes al último estadio de la ovogénesis mediante 

técnicas histológicas específicas (Hunter et al., 1985; Tapia y Cotero, 1988). 

La frecuencia del desove debe calcularse estimando el número de folículos 

postovulatorios correspondientes a cierto número de horas después de haberse efectuado la 

puesta (Hunter y Macewicz, 1980). Para la anchoveta del stoc.k central, el peso y la 

incidencia del desove están altamente correlacionados; lo cual indica que las hembras más 

grandes desovan con mayor frecuencia o que las hembras pequeñas tienen una estación de 

desove más corta (Picquelle y Hewitt, 1984). Parrish et al. (1986) encuentran que las 

hembras de mayor edad tenían un número de desoves mayor que las hembras más jóvenes; 

indican que la fecundidad anual en el stock central de la anchoveta norteña es fuertemente 

dependiente de la edad, dado que una hembra produce 2,803, 6,550, 11,434, y 13,861 

huevos/ g de peso corporal por estación de desove en su primera, segunda, tercera y cuarta 

estación de desove, respectivamente. Sugieren que la reducción en la edad causada por una 

fuerte explotación reducirá grandemente la fecundidad promedio por unidad de biomasa y 

también resultará una reducción en la extensión de la estación de desove. 

La temperatura no parece ser un factor dominante en la determinación de los hábitos 

reproductivos para anchoveta de la subpoblación central (Parrish et al., 1983; Cotero­

Altamirano, 1984); sin embargo, Cotero-Altamirano (1984) aprecia una correspondencia 

entre el ciclo reproductivo y la temperatura: Las etapas reproductivas y de liberación de 

gametos están relacionadas con temperaturas entre 16 y 18 ºe, mientras que las etapas 

gametogénica y de crecimiento de los gametos se relacionan con temperaturas mayores de 

18 ºc. Sobre la anchoveta E. mordax del Golfo de California, Cotero-Altamirano (2000) 

concluye que el efecto de la temperatura en la reproducción es evidente, ya que la 
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anchoveta del Golfo de California tiene su primera madurez en longitudes más pequeñas 

(106 mm las hembras y 104 mm los machos) que la de California y la de la costa occidental 

de Baja California, en ésta se ha observado que el 50% de las hembras maduran a los 111 

mm de longitud y los machos a los 98 mm. 

11.2.2 El desove y desarrollo larval 

Los peces marinos pelágicos formadores de cardúmenes como las anchovetas 

poseen generalmente altas fecundidades; liberados al océano los huevos y posteriormente 

las larvas, están a expensas de factores que modelan su sobrevivencia, además no todos los 

huevos son viables, debido a condiciones intrínsecas de la especie (Hunter, 1972, 1981 ). 

Los huevos están bien equipados con vitelo, del cual el embrión puede alimentarse durante 

la incubación, y, para algunas especies, por un período considerable después del desove; se 

desarrollan sin depender de la madre, sólo del agua y minerales (Ommanney, 1970). 

Los huevos de anchoveta son transparentes, ovalados, de cerca de 1.34 mm de 

longitud y de 0.66 mm de ancho y son neutralmente flotantes (Lagler et al., 1977). Las 

larvas eclosionan en 89.8 horas (3-4 días) a 13 °c y en 59.8 horas (2 1/2 días) a 16 °c; al 

eclosionar promedian 2.86 mm de longitud estándar y pesan 0.0246 mg en peso seco del 

cual 53% es vitelo (Hunter, 1976). 

Después de la eclosión, las larvas de anchoveta son casi transparentes, no teniendo 

ru ojos ni mandíbula funcional, pero los órganos olfatorios y de la línea lateral están 

desarrollados (Hunter, 197 6). En las larvas tempranas, el saco vitelino dificulta el 

desplazamiento; las mandíbulas y el tracto digestivo comienzan a funcionar hasta un poco 

antes de que se complete la reabsorción del vitelo; una vez reabsorbido el vitelo, los ojos y 

el sistema digestivo ya son funcionales (Hunter, 1972, 1981 ). 
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Durante los primeros 2 dias de vida larval, las larvas con saco vitelino ( edad de 0-1 

dia) son inactivas y pasan el 90 % del tiempo flotando en el agua, sin movimiento, con la 

cabeza dirigida hacia abajo, aunque una vez por minuto ejecutan un arranque de intenso 

nadado contínuo que dura 1 o 2 segundos, la larva no tiene filamentos de agallas 

funcionales en esta etapa por lo que el movimiento podría servir para incrementar el 

transporte de gases a través del integumento (Hunter,1972). 

Cuando el vitelo ha sido absorbido completamente ( edad de 4 dias ), la mandíbula, el 

tracto digestivo y los ojos ya son funcionales y las larvas empiezan a alimentarse. La 

aparición del comportamiento de alimentación coincide con la aparición de un nuevo patrón 

de nado (nado intermitente), el cual será el modo dominante de locomoción el resto de la 

existencia larval, asociado con la búsqueda de alimento (Hunter, 1972). El nado 

intermitente ("batir y deslizarse") también es el modo eficiente de locomoción para el pez 

adulto (Weiss, 1980). 

A los 20 dias de edad (10 mm de longitud) la vejiga natatoria se infla por primera 

vez en la superficie del agua y la larva inicia las migraciones nocturnas a la superficie 

(Hunter y Sanchez, 1976). Entre los 12-15 mm, el número de bastones se incrementa, 

mejorando la visión periférica; el músculo rojo se profundiza desde una capa superficial 

hasta 2 o 3 capas de profundidad; la larva pasa de ser respirador cutáneo a respirar por 

branquias (O'Connell, 1981 ). Cuando la larva alcanza los 15 mm (31 dias de edad), entra en 

un régimen en el cual es independiente de los efectos viscosos (Weihs, 1980). 

La metamorfosis de Engraulis ocurre después de 50-60 dias, cuando la larva tiene 

una longitud total de 40 mm aproximadamente (Hunter, 1972). Muy pocos individuos 

alcanzan la madurez sexual cuando cumplen su primer año de vida, alcanzando tallas de 90 



19 

a 100 mm (longitud patrón o estándar); al cumplir su segundo o tercer año de vida y 

alcanzar tallas de alrededor de 130 mm, solamente el 50% han madurado y es a partir de su 

cuarto año (cuando superan los 140 o 150 mm de longitud) que el 100% están 

sexualmente maduros (Clark y Phillips, 1952; Mallicoate y Parrish, 1981). 

11.2.3 El inicio del cardumen 

Todas las actividades en la vida de la anchoveta norteña ( excepto para la etapa 

larval) tales como alimentación, evasión de depredadores, migración y reproducción, se 

conducen dentro de cardúmenes. Las larvas muestran signos de orientación paralela (uno de 

los índices usados para medir la formación de cardúmenes) cuando alcanzan entre 11 y 12 

mm ( aproximadamente 25 días de edad), el comportamiento queda claramente establecido 

al tiempo en que las larvas alcanzaron una longitud de 13 a 15 mm (Hunter y Coyne, 1982). 

11.2.4 Depredación 

Las principales causas de mortalidad larval son la inanición y la depredación 

(Hunter, 1976). En las primeras etapas de desarrollo los peces sufren más grandes 

mortalidades que las etapas posteriores debido a las limitaciones en el suministro 

alimenticio, a la depredación y a una mayor sensitividad a los cambios en las propiedades 

físicas y químicas del medio ambiente(Lagler et al., 1977). 

Entre los depredadores de la anchoveta se encuentran muy diversas especies de 

peces, Quetognatos, Sifonóforos, Condróforos, Medusas y Ctenóforos, crustáceos, 

moluscos, mamíferos marinos y aves, entre éstas el pelícano café (Baxter, 1967; Lillelund y 

Lasker, 1971; Alvariño, 1980; Anderson et al., 1980). Se ha reportado canibalismo de las 

anchovetas adultas sobre sus propios huevos y larvas (Hunter y Kimbrell, 1981; MacCall, 

1990), el cual puede ascender a aproximadamente un 28 % de la tasa de mortalidad total de 
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los huevos. La anchoveta adulta constituye casi el 13% de la dieta para el jurel Serio/a 

dorsalis (Craig, 1960), el bonito Sarda chiliensis a tal punto se alimenta de anchoveta que 

las variaciones de su biomasa poblacional se encuentran íntimamente ligadas a las 

abundancias de E. mordax (Baxter, 1967); una situación similar ocurre para la macarela del 

Pacífico Scomberjaponicus (Method, 1986). 

11.2.5 Alimentación 

La mayoría de los peces marinos utilizan la vista como sistema de percepción y 

localización del alimento (Hunter, 1981 ); por lo cual, en general, la alimentación se realiza 

en los períodos de iluminación (Duka, 1969; Arthur, 1976). El tipo de alimento determina 

el crecimiento y la supervivencia de las larvas de peces (Lasker, 1975). 

El inicio de la alimentación exógena sucede entre el cuarto y sexto día de edad; las 

partículas u organismos de los que se alimentan no pueden ser menores de 50 micras, para 

que puedan verlos, ni mayores de 90 micras, para que puedan ingerirlos (Lasker et al., 

1970; Hunter y Coyne, 1982). En condiciones de alta densidad de alimento la larva se 

alimenta todo el día; después de la absorción del saco vitelino la larva requiere hasta 3 7 

veces la densidad · de alimento de una larva de mayor edad; por lo que es justamente 

después de la absorción del vitelo cuando las larvas son más vulnerables a la muerte por 

inanición que en cualquier otro tiempo durante la etapa larval (Hunter, 1972). 

Las anchovetas son omnívoras, alimentándose principalmente de zooplancton, 

especialmente copépodos y eufásidos y, en mucha menor extensión, de fitoplancton; los 

copépodos son el grupo zooplanctónico generalmente utilizado a lo largo de su desarrollo 

larval (Arthur, 1976; Hunter, 1981). Las larvas se alimentan de dinoflagelados sin armadura 

como Gymnodinium splendens, además de pequeños crustáceos como Artemia salina, 
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eufásidos, isópodos, anfípodos, veligers de diversos moluscos, copépodos, así como de 

huevos y larvas diversos (Lasker et al., 1970; Hunter, 1976; Hunter y Coyne, 1982). Los 

juveniles de anchoveta se alimentan principalmente por filtración, ocasionalmente de peces 

pequeños y presentan incluso cierto canibalismo; al igual que las larvas se alimentan 

principalmente durante el día (Hunter, 1976). 

El tamaño de las partículas de alimento ingeridas por las larvas de peces constituyen 

un factor crítico al inicio de su alimentación, el mínimo utilizado como fuente de alimento 

se encuentra alrededor de las 45 micras de diámetro (Lasker, 1975; Scura y Jerde, 1977; 

Hunter, 1981). La única restricción del tamaño máximo de presa que puede ser consumida 

aparentemente está dada por el tamaño de la boca (Hunter, 1976) Más de un 70 % del 

alimento encontrado en el contenido estomacal de E. mordax se encuentra entre 60-80 

micras de diámetro (Lasker, 1975). 

La concentración mínima de alimento requerida por las larvas de peces para 

sobrevivir es controversial (Rodríguez, 1983 ). El éxito al inicio de la primera alimentación 

depende en gran parte de una densidad de alimento lo suficientemente elevada para 

compensar la baja. eficiencia de captura de las larvas; mientras más elevada es 1a 

concentración de alimento más frecuentes son los intentos de alimentación de las larvas y, 

por lo tanto, mayor el éxito en la captura de alimento (Hunter, 1972; Lasker, 1975), pero la 

densidad de alimento requerida por las larvas de peces disminuye con la edad (Hunter, 

1972; Lasker, 1975). 

La importancia de parches de microplancton es considerada como central en la 

ecología alimenticia de estadíos larvales de peces marinos; las concentraciones de alimento 

en estos parches es de uno a tres órdenes de magnitud por arriba de las densidades 
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promedio encontradas en el océano (Hunter, 1972; Lasker, 1975). Sin embargo, varias 

especies de larvas de peces pueden obtener suficiente alimento sin necesidad de utilizar 

parches de microplancton (Houde, 1978). 

11.3 ESTIMACIONES DE ABUNDANCIA Y BIOMASA 

En el estudio de las pesquerías, la estimación de la abundancia de un stock es 

importante como un medio para estimar otros parámetros poblacionales, tales como 

supervivencia y producción; en algunos casos se requieren estimados de abundancia 

absoluta, en otros es suficiente el obtener estimados de abundancia relativa; el índice más 

comúnmente usado de abundancia relativa en estudios pesqueros es la captura por unidad 

de esfuerzo (CPUE), el supuesto básico es que los cambios en éste reflejan en forma precisa 

los cambios en la abundancia de peces en el stock (Quinn y Deriso, 1999; King, 1995; 

Hilbom y Walters, 1992). 

Entre los procedimentos usados para estimar abundancia absoluta se tiene a las 

cuentas parciales, procedimiento que estima la abundancia absoluta mediante el conteo de 

pequeñas partes ( o unidades de muestreo) de la población; una variante de este 

procedimiento es el :método del "área de barrido", aplicable para la pesca con red barredera; 

otros procedimientos para estimar el tamaño del stock son el llamado método de Petersen 

(experimento de marcado-recaptura), el método de agotamiento del stock en el cual se 

supone que la CPUE es proporcional al tamaño del stock y se busca reducir drásticamente 

este índice en un corto tiempo durante el cual se ignoran el reclutamiento, la migración y la 

mortalidad natural (King, 1995; Hilborn y Walters, 1992). Las técnicas acústicas que 

involucran el uso de ecosondas o sonares para estimar las dimensiones y densidades de los 
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stocks de peces, las ecoseñales se integran para obtener un estimado de la biomasa total de 

los peces (King op. cit.). 

Los métodos de producción de huevos y los censos larvales se usan también para 

estimar la biomasa del stock. La biomasa de anchoveta ha sido estimada principalmente por 

el método de los censos larvales (Smith, 1972; Stauffer y Parker, 1980; Stauffer y 

Picquelle, 1981; Cotero-Altamirano, 2000), el cual supone una constante de 

proporcionalidad entre la abundancia larval y la abundancia de la biomasa desovante y por 

el método de la producción de huevos (Parker, 1980; Stauffer y Picquelle, 1981; Picquelle 

y Hewitt, 1983), el cual mide e incorpora variabilidad en el parámetro de proporcionalidad 

entre las abundancias de huevos y biomasa desovante. 

El método de la producción diaria de huevos (MPDH) define la biomasa desovante 

como el cociente de la producción diaria de huevos en el mar y la fecundidad diaria de la 

población (Parker, 1980). Es indispensable evaluar los parámetros de los adultos (peso de 

las hembras, fecundidad, fracción de hembras desovantes) siempre que se quiera evaluar el 

tamaño de la población, ya que éstos varían año con año y producen un gran efecto en este 

método (Cotero-Altamirano, 2000). 

El método de censo larval define la biomasa desovante proporcional al promedio 

trimestral del stock de larvas presente, resumido sobre los cuatro trimestres del año, y 

supone un producto reproductivo trimestral (por tonelada de desovantes) constante, así 

como una supervivencia constante de los juveniles (Smith, 1972). 

Las abundancias de los huevos y larvas de anchoveta E. mordax han sido 

monitoreadas sistemáticamente desde 1951 por el programa CalCOFI. La abundancia total 

de larvas ha variado unas 30 veces desde que empezaron las observaciones hasta inicios de 
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los años ochenta; estos cambios han estado acompañados por grandes cambios en su

distribución geográfica, así como por cambios en la densidad comúnmente ocupada en las 

localidades (MacCall, 1990). Un índice estimado por Lo (1985) de la producción diaria de 

huevos de anchoveta varió 1000 veces en el mismo período. 

11.4 LA PESQUERÍA DE ANCHOVETA NORTEÑA 

11.4.1 La captura y su destino 

Desde principios del siglo XX, la anchoveta norteña ha sido objeto de pesca en la 

costa occidental de Norteamérica; las estadísticas de captura del estado de California, E.U., 

reportan desembarcos desde 1916 (Baxter, 1967; Jacobson et al., 1995). Hasta la década de 

los años sesenta, la principal utilidad que se le daba a este recurso era como camada para la 

pesca deportiva (Pedrín-Osuna et al., 1993 ; Jacobson op. cit.). 

En nuestro país, la pesquería de anchoveta inicia a partir de 1962. Sin embargo, en 

el período 1962-1972, existe una gran deficiencia en la captación de la información 

apropiada, por lo que existe una incertidumbre del uso económico que se le dió al recurso 

en ese período. De 1973 a 1977 se registra un período de crecimiento intensivo de la 

pesquería; las capturas se incrementan notablemente, dedicándose en más de un 90% a 

reducción, con cantidades insignificantes destinadas a consumo humano. Es en el puerto de 

Ensenada, Baja California, en donde se industrializa la mayor parte de la producción y en 

donde se desembarcan del 99.7% al 100% de las capturas nacionales (Secretaría de Pesca, 

1987). 

De acuerdo a Flores (1970), la utilización de la anchoveta en la elaboración de 

harina de pescado se inició en Ensenada en 1964, ante la escasez de la sardina (Sardinops 

sagax caeruleus). La expansión de la pesquería mexicana de anchoveta se inicia luego del 
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desplome que sufre la peruana a inicios de los años setenta, la que satisfacía la mayor parte 

de la demanda mundial de harina de pescado (Pedrín-Osuna et al., 1993). 

Aunque las estadísticas de Pesca reportan datos de capturas desde 1965 (Fomento 

Pesquero) es a partir de 1974 cuando se intensifica su explotación y el gobierno mexicano 

inicia un programa de estímulo para la explotación de esta especie. Desde este año y hasta 

1979, la pesquería presenta un crecimiento sostenido con un promedio anual de captura de 

86,029 ton. (Depto. de Pesca, 1979; Pedrín-Osuna et al., 1993). 

Según los registros de la Secretaría de Pesca, las capturas anuales de anchoveta en 

Baja California aumentaron considerablemente desde 1976, hasta que en 1981 se obtuvo 

una captura máxima de 366,969 toneladas métricas ( en peso vivo), correspondiendo a 

aproximadamente un 30% de la captura total para el litoral del Pacífico Centro-Oriental 

mexicano (Vázquez-Córdova y Siri-Chiesa, 1989); para ese año se registraron 258,745 

toneladas en peso desembarcado (García-Franco et al. 1995). A partir de 1981, la pesquería 

de anchoveta se practica únicamente en nuestro país y se inicia la declinación de ésta, 

enfrentando en los últimos años una situación de baja disponibilidad del recurso (Pedrín­

Osuna et al., 1993; García-Franco et al., 2000). 

· Durante la década de los ochentas el promedio anual osciló alrededor de las 100,000

toneladas, para desplomarse las capturas menores de 5000 ton en los noventas. (García­

Franco et al., 2000). Es en el año de 1990 cuando las capturas caen a su nivel más bajo, con 

tan solo 99 toneladas, presentando una leve recuperación en el año de 1995 (17,772 ton.), 

para volver a caer al año siguiente (García-Franco et al., 1998). En la Figura 4 se muestran 

las zonas de pesca de anchoveta en la costa occidental de Baja California, tomada de 

García-Franco et al. (1995). 
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Figura 4.- Zonas de captura de anchoveta en la costa occidental de Baja California. 
(tomado de García-Franco et al., 1995) 

11.4.2 Composición.de las capturas 

Los estudios de la composición por edades del período de 1974 a 1981, reflejan que 

la población se componía de hasta 5 clases de edad siendo los grupos de 1 y 2 años los más 

importantes; a partir de 1982 y hasta 1988 se observa una contracción en el número de 

clases de edad, siendo el grupo de 1 año el más dominante; después de 1989 predomina el 

grupo de O años de edad (Pedrín Osuna et al., 1993) 

La composición por tallas de las capturas de anchoveta en la costa occidental de 

Baja California para 15 temporadas de pesca (1975- 1988) mostró una tendencia general 
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muy clara al señalar que la pesquería dependía cada vez más del éxito del reclutamiento 

García-Franco et al. (1989). La captura se sustentó cada vez más en individuos juveniles 

con proporciones mayores al 40% para los últimos años, antes de que la pesquería de 

anchoveta cayera en forma dramática en el año de 1990, representando solo un 0.2% de la 

captura de pelágicos menores para ese año (García-Franco et al., 1991). 

11.4.3 Regulación de la pesquería 

A mediados del año de 1987 se reunen los actores involucrados en la pesquería de 

anchoveta de la costa occidental de Baja California: los productores (sección Sardino­

Anchovetera de la Cámara Nacional de la Industria Pesquera) y los administradores 

públicos e investigadores de la Secretaría de Pesca y del Instituto Nacional de la Pesca, con 

el fin de elaborar lineamientos generales para definir criterios de regulación de la pesquería. 

Lo anterior conduce al establecimiento de normas regulatorias, las cuales se expresan en el 

"Acuerdo que regula la explotación de la anchoveta (Engraulis mordax mordax) en aguas 

del Océano Pacífico"; éste apareció en el Diario Oficial de la Federación del 23 de 

septiembre de 1987 y, fundamentalmente, establece una Talla Mínima de Captura de 100 

milímetros de longitud patrón, una Temporada de Pesca (SEPESCA y SEDUE la 

precisaron para el período comprendido del 1 de abril al 31 de noviembre) y 

Dimensionamiento de la Flota considerando como máximo el promedio ( 4, 554 toneladas 

de capacidad de acarreo) de las dimensiones ejercidas en las temporadas 1985, 1986 y 1987 

(González-Dávila, 1988). 
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II.4.4 Estudios previos

En el año de 1973 se inicia, en Baja California, un programa multidisciplinario para 

el estudio de la población de anchoveta; éste, evolucionó de manera paralela al desarrollo 

de la pesquería (Villamar et al., 1979). A partir de éste, la estrategia de explotación de la 

pesquería descansó fundamentalmente en modelos de tipo logístico utilizando el criterio de 

máxima producción sostenible MSY (Radovich y MacCall, 1979; Villamar et al., 1979; 

Escudero, 1984; González-Dávila, 1988 y García-Franco et al., 1991), 

También se han hecho otros estudios con modelos de series de tiempo de tipo Box­

Jenkins (Escudero op. cit., Dommowitz, 1982; Lelevier y Peña, 1983). Echavarría et al.

(1996) presenta un análisis retrospectivo de la pesquería basándose en el esquema teórico 

discutido en Reed y Echavarría (1992). 

11.5 FACTORES AMBIENTALES 

Los stocks de peces han aparecido y desaparecido en el pasado y los pescadores le 

han dado crédito o han culpado al estado del tiempo (Cushing, 1982). 

Las fluctuaciones observadas en los stocks de peces pelágicos menores de regiones 

ampliamente separadas, que ocurren casi simultáneamente, apoyan la hipótesis de que éstas 

son algunas veces influenciadas por el clima que opera a escala global; los cambios en la 

circulación a escala de los giros parecen ser los principales factores en el clima decadal 

(Schwartzlose et al.,1999). 

11.5.1 El estado del tiempo y el clima 

El estado del tiempo es el estado de la atmósfera en un lugar particular durante un 

corto período de tiempo. Este involucra fenómenos atmosféricos tales como temperatura, 

humedad, precipitación, presión del aire, viento y cubrimiento por nubes (Enciclopaedia 
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Britannica, 1998). La idea de clima se ha ampliado en los años recientes; para los 

especialistas, éste implica un ensamble que trasciende la simple noción de estado del 

tiempo promedio; el clima es ahora percibido como parte de un sistema mayor que incluye 

no únicamente a la atmósfera, sino también la hidrósfera, la litósfera, la biósfera y factores 

extraterrestres como el sol (Enciclopaedia Britannica, 1998). 

11.5.2.- Efecto de la variabilidad ambiental sobre los océanos y las pesquería 

El estado del tiempo, a través de sus efectos en el océano, afecta el comportamiento 

de los peces, su agregación, dispersión y migración vertical y horizontal. Los efectos más 

pronunciados sobre los océanos son aquellos causados por vientos y por corrientes 

( componente del viento); también, el calentamiento y enfriamiento de la capa superficial de 

los océanos, así como el intercambio de calor y humedad entre el mar y el aire son 

influenciados por los vientos. La luz, la cual es dependiente del cubrimiento de nubes, entre 

otros factores, puede también afectar la distribución de los peces con la profundidad, 

especialmente a especies que efectúan migraciones verticales diurnas (Laevastu, 1993). 

En los años recientes se han estudiado las fluctuaciones en la producción de algunos 

stocks de peces asociadas con las tendencias climáticas en el Pacífico Norte (Beamish et 

al.,1999; Beamish et al., 1997; Clark et al., 1999; Hare y Francis, 1995; Hare et al., 1999). 

Estudios en la dinámica del plancton (Brodeur y Ware, 1992; Roemmich y McGowan, 

1995) han proveído evidencia para la fuerte liga entre los cambios climáticos de escala 

decadal y la producción de las poblaciones de peces en los grandes ecosistemas oceánicos 

del Pacífico NE. Las fluctuaciones en la abundancia del salmón del Pacífico han mostrado 

corresponder a cambios en la abundancia del macrozooplancton (Brodeur y W are, 1992; 
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Sugimoto y Tadokoro, 1997) que pueden estar ligados a cambios físicos en el océano 

(Lagerloef, 1995). 

Las correlaciones de las estimaciones de abundancia del reclutamiento con las 

variables ambientales oceánicas y sus anomalías han sido frecuentemente usadas por 

investigadores interesados en los efectos de los cambios climáticos sobre los stocks de 

peces, pero estas correlaciones dependen mucho de la estimación de la tasa de mortalidad 

natural (M) usada en el análisis de poblaciones virtuales y la estimación de M es casi 

siempre incierta (Lapo in te y Peterman, 1991). 

Las capturas y otros índices de abundancia, en escalas de tiempo de 30-100 años, 

proveen de un eslabón entre los estudios de reclutamiento de corto plazo y los estudios de 

largo plazo de depósito de escarnas; los datos de escala temporal de décadas han sido más 

útiles en documentar los cambios en la productividad decadales (Spencer y Collie, 1997). 

11.5.3 Variaciones en el zooplancton 

Las relaciones entre el clima oceánico costero y los peces son complejas y 

frecuentemente no-lineales (Cury and Roy, 1989; Mann, 1993); lo cual se debe a que la 

principal conexión que media entre ellos, las presas planctónicas, son influidas por un 

arreglo de procesos oceanográficos y medioambientales que operan en numerosas escalas 

temporales. La biología del plancton y su producción son grandemente afectados por 

procesos y cambios en las capas superficiales causados por el estado del tiempo, los cuales 

a su vez podrían afectar los stocks de peces ocasionando variación en las capturas 

(Laevastu, 1993). 
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Se ha encontrado variabilidad interanual y de largo plazo en la producción del 

plancton costero (Robinson, 1994), e identificado patrones que en primera instancia están 

determinados por la dinámica en el inicio e intensidad de la surgencia costera. La 

producción de zooplancton, en un período de semanas, puede ser positivamente promovida 

por las surgencias dado que el crecimiento del fitoplancton está ligado a los ingresos a la 

capa superficial del océano de nitratos subsuperficiales (Legendre, 1990). Las 

características de la surgencia costera en el Pacífico Noreste, a su vez, son forzadas a 

cambiar y están acopladas a condiciones atmosféricas de gran escala, particularmente a los 

sistemas de baja presión de las Aleutianas y alta presión del Pacífico (Bakun, 1990). 

En el dominio de la surgencia costera del Pacífico NE, que se extiende desde fas 

costas de la isla de Vancouver hasta las costas de Baja California (Francis et al., 1998), la 

biomasa del macrozooplancton ha decrecido hasta en un 70 % entre el inicio de los años 

1950s y el inicio de los años 1990s (Roemmich y McGowan, 1995). Wickett (1967) 

encontró que una de las principales causas de la variación de zooplancton, después de la 

bifurcación de la Corriente Subártica en las Corrientes de California y de Alaska, es el 

cambio en la proporción del agua superficial manejada por los vientos que es barrida hacia 

el Sur, escapando de la circulación subártica. La implicación es que los nutrientes y el 

zooplancton son llevados en las aguas superficiales y que los vientos superficiales, los 

cuales favorecen un alto "escape" de las aguas subárticas a la Corriente de California, 

incrementarán la producción de zooplancton en esa región y la decrementarán en la región 

de la corriente de Alaska. 
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II.5.4 Posible relación entre la variabilidad del zooplancton y pelágicos menores

Los dos mecanismos que pueden sustentar grandes cambios en la abundancia de las 

poblaciones de sardina y anchoveta, sobre largos períodos, son el alimento y la temperatura 

(Schwaertzlose, et al., 1999). De acuerdo a Van der Lingen (1994, 1998), aunque la sardina 

utiliza fitoplancton en una mayor extensión que la anchoveta, ambas especies son 

principalmente carnívoras. Sin embargo, son relativamente distintas con respecto a su 

utilización del zooplancton; la sardina obtiene la mayor parte de su ingesta dietética de 

zooplancton pequeño que es capturado por filtroalimentación (Van der Lingen 1994, 1995), 

mientras que la anchoveta obtiene la mayor parte de su alimento de zooplancton grande 

capturado por alimentación particulada (James, 1987). Estos resultados son consistentes en 

indicar que la sardina se alimenta de organismos más pequeños y está más cercana a la base 

de la cadena alimenticia que la anchoveta (Konchina, 1991 ). Por lo tanto, cualquier cambio 

en la estructura de talla del zooplancton puede iniciar un cambio de régimen (Schwartzlose 

et al., 1999). 

11.5.5 El concepto de régimen y los cambios de régimen 

Las tendencias persistentes ( comportamiento característico) en la dinámica de las 

poblaciones de peces o en las condiciones océano-clima se han llamado "régimen" (Namias 

1953; Lluch-Belda et al., 1989; Graham, 1994; Steele, 1996). Beamish et al. (1999) definen 

este concepto como un período de patrones ligados de reclutamiento en las poblaciones de 

peces o como promedios estables en las series de datos físicos y un cambio de régimen es 

un cambio sincronizado en estas variables. Un régimen dura una década o más, mientras 

que el cambio de régimen ocurre más o menos en un año (Hare y Mantua, In Press). 
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Las variaciones poblacionales recientes de gran amplitud de escala interdecadal en 

algunos de los stocks pesqueros más grandes del mundo han exhibido un grado notable de 

sincronía global, la cual ha sido difícil de atribuir a la pesca o a otras intervenciones 

humanas directas (Lluch-Cota et al., 1997). Se ha propuesto que las capturas de los stocks 

de sardina y anchoveta alrededor del mundo exhiben cambios de régimen de gran amplitud, 

aunque los mecanismos que gobiernan tales cambios no se han elucidado (Lluch-Belda et

al., 1989). 

La investigación climatológica reciente ha proporcionado una probable explicación 

de los cambios en los ecosistemas del Pacífico Norte, como un resultado directo o indirecto 

de los cambios abruptos en el clima atmósfera-océano (Clark et al., 1999; Francis et al., 

1998). Durante el siglo XX parece que han ocurrido cuatro cambios de régimen 

interdecadales en el sistema acoplado océano-atmósfera del Pacífico Norte: 1900-1924, 

1925-1946, 1947-1976, 1977-al presente (Francis, et al., 1998). Se acepta que el evento 

más reciente ocurrió en el invierno de 1976-1977 (Clark et al., 1999; Beamish, et al., 1999; 

Sugimoto y Tadokoro, 1998; Francis y Hare, 1994; Miller et al., 1994). Sin embargo, Hare 

y Mantua (In Press) reproducen los hechos previamente documentados del cambio de 

régimen de 1977 e identifican un cambio en 1989 en algunos componentes del ecosistema 

del Pacífico Norte; aclaran que los cambios en 1989 no son tan penetrantes como los 

cambios de 1977, ni son un simple retomo a las condiciones previas de 1977 y que es un 

hecho notable la relativa claridad que se encuentra en los registros biológicos en el cambio 

de régimen de 1989, lo cual contrasta con la falta relativa de cambios claros en los índices 

climáticos para el Pacífico. 
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El Niño-Oscilación del Sur 
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Durante la década de 1920 G.T. Walker identificó lo que llamó la Oscilación del 

Sur, asociada con una condición en la cual el sistema de alta presión en el Pacífico Sureste 

ocurre en conjunción con el sistema de baja presión sobre la región Indo-Australiana; esta 

diferencia de presión disminuye cuando los vientos Alisios disminuyen ocasionando un 

incremento en la temperatura de las aguas superficiales del Pacífico del Este, así como el 

flujo de la Contracorriente Ecuatorial; el período promedio de esta oscilación es de tres 

años, pero va de 2 a 1 O años (Thurman, 1997). Por otra parte, los pescadores de las costas 

de Perú conocían que un influjo de agua caliente, que llegaba cada pocos años, podría 

resultar en una reducida población de anchoveta; este fenómeno usualmente ocurría 

alrededor de navidad por lo que le dieron el nombre de El Niño (Thurman, 1997). 

Actualmente, El Niño y la Oscilación del Sur forman el complejo fenómeno global ENSO 

(por sus siglas en inglés); el Niño es la componente oceánica mientras que la Oscilación del 

Sur es la parte atmosférica en el sistema acoplado océano-atmósfera (Schwartzlose et al., 

1999). 

· La fuente primaria de variabilidad interanual es El Niño; la variabilidad ENSO es

probablemente el mecanismo mejor conocido de variabilidad climática global (Chavez et 

al., 1999; Schwartzlose et al., 1999) con grandes efectos sobre los ecosistemas marinos; 

observándose una elevación de la temperatura superficial y del nivel del mar, 

profundización de la capa de mezcla y hundimiento de la termoclina/nutriclina por más de 

50 m., grandes caídas en la productividad primaria y de la producción en todos los niveles 
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tróficos (Barber y Chavez, 1983; Fiedler et al., 1984, 1986; Cucalon y Mariduena, 1989; 

Lluch-Cota et al., 1997; Chavez et al., 1999; McPhaden, 1999). 

El Índice de la Oscilación del Sur sugiere que han ocurrido eventos ENSO 

importantes en los períodos 1911-1912, 1918-1919, 1925-1926, 1940-1941, 1957-1958, 

1972-1973, 1982"1983, 1992-1993 y 1997-1998 (Schwartzlose et al., 1999). 

Un gran decremento en la biomasa del macrozooplancton ha acompañado los 

eventos ENSO (Chelton et al., 1982, Roesler y Chelton 1987; Lynn et al., 1998); la 

respuesta de las especies particulares a El Niño depende de las afinidades con las masas de 

agua, con especies usualmente distribuidas en latitudes bajas reemplazando a algunas 

especies endémicas (Lavaniegos et al., In Press). 

El evento ENSO 1982-1983 fue muy intenso, fue anómalo ya que inicialmente 

estaba confinado al Pacífico tropical central y del Oeste y más tarde se extendió hacia el 

Este (Thurman, 1997). El evento ENSO de 1992-1993 produjo modificaciones en el estado 

del tiempo similares al evento de 1982-1983 (Thurman, 1997; Kerr, 1998; McPhaden, 

1999); fue fuerte pero corto. Durante El Niño 1997-98 sin embargo los valores de los 

volúmenes desplazados de zooplancton para la región de Baja California estuvieron 

cercanos a la media histórica (Lavaniegos et al., 1998); la biomasa del fitoplancton para la 

región del Sur de California fue típica de la serie de tiempo de 1984'.'"1997, sugiriendo poco 

efecto (Lavaniegos et al., In Press). Algunos autores consideran al Niño de 1982-83 como 

el más fuerte que se ha registrado (Wang y Weisberg, 2000). 

Variabilidad ambiental de mediano y largo plazo 

Los cambios climáticos decadales pueden ser explicados mayormente por 

variaciones en la circulación a escala de los giros (Simpson, 1992; Ware, 1995; Francis et
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al., 1998; Schwartzlose et al., 1999; Linsley et al., 2000). Mantua et al. (1997) acuñó el 

término "Pacific Decadal Oscillation" (PDO) para describir la variabilidad climática 

interdecadal como un fenómeno ENSO de larga duración. Linsley et al. (2000) describen el 

PDO como un patrón recurrente de variabilidad océano-atmósfera en el cual el giro central 

se enfría al mismo tiempo que el margen Este, en latitudes medias, se calienta o viceversa. 

Algunos trabajos (Venrick et al., 1987; Roemmich y McGowan, 1995; Francis et al., 1994, 

1998) sugieren que la respuesta marina ecológica a los cambios ambientales relacionados al 

PDO inician en la base de la cadena alimenticia, con el fitoplancton y el zooplancton y 

ascienden hacia los niveles superiores, hasta los depredadores tope como el salmón. 

Algunos estudios sugieren que esta variabilidad decadal puede originarse en los 

subtrópicos del Pacífico Norte a través de interacciones inestables océano-atmósfera (Latif 

y Barnett, 1994; Graham, 1994), mientras que otros estudios sugieren que el forzamiento 

tropical ENSO juega un rol clave (Miller et al., 1994; Wooster y Hollowed, 1995; Zhang et 

al., 1997). 

11.5.7 Posibles causas de la variabilidad en el sistema océano-atmósfera 

Los cambios en la constante solar han sido por lo menos un contribuyente 

significativo en la elevación de la temperatura global desde fines del siglo XVII y 

posiblemente en las variaciones climáticas en escala de centurias (Baliunas y Jastow, 1993; 

Reid, 1995), aunque su contribución al cambio climático más reciente permanece 

especulativo y controversia! hasta la actualidad (Landscheidt, 1999); la situación 

. permanece indecisa respecto a efectos de más corto tiempo, desde el ciclo solar magnético 

de 11 años hasta escalas de estado del tiempo (Reid, 1995). Las diferencias entre 

subsecuentes eventos El Niño han tendido a ocurrir entre épocas de alta y baja actividad 
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solar; cuando la constante solar es alta, parece que los eventos fuertes vuelven a repetirse en

intervalos de 12-13 años, mientras que probablemente dominan intervalos de 8-9 años

durante periodos de baja actividad solar (Schwartzlose et al., 1999). 



111. MARCO TEÓRICO CONCEPTUAL

111.1. MODELOS EN PESQUERÍAS 
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Un modelo puede definirse como una descripción consistente que enfatiza ciertos 

aspectos del sistema investigado, aquellos requeridos para entender su funcionamiento. 

Puede consistir de un texto o de una gráfica que muestre las interrelaciones de los distintos 

componentes del sistema, o de ecuaciones cuyos parámetros describan los estados y las 

razones de cambio de los elementos del modelo (Christensen y Pauly, 1993). 

Los modelos matemáticos pueden clasificarse por su caracter predictivo: pueden ser 

determinísticos cuando permiten conocer sin ambigüedad el valor que a un tiempo 

determinado tomarán las funciones que los definen o estocásticos cuando sólo es posible 

conocer la probabilidad asociada al evento que dichos valores presenten. Pueden 

clasificarse también como modelos de simulación, los cuales son modelos dinámicos que 

constituyen una representación del sistema, en la cual se sigue a través del tiempo el 

comportamiento interactivo de los principales componentes del sistema en cuestión y los 

modelos de "estado estable", en los cuales no aparece la variable tiempo. Estos últimos 

describen los estados y razones promedio dentro de un cierto período de tiempo en el que 

se supone que son válidos los valores considerados de los componentes del sistema. Los 

modelos pueden ser contínuos o discretos; contínuos cuando permiten conocer las 

predicciones respectivas a cualquier tiempo y discretos cuando sólo es posible conocer sus 

predicciones sobre una sucesión particular de valores temporales. 

De acuerdo a Xiao (2000), los modelos para estimar un stock pesquero son de 

cuatro tipos: modelos sencillos de producción, modelos tipo Deriso, modelos de 

agotamiento y modelos dependientes de la edad (incluyendo los procedimientos de 
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estimación dependientes de la edad, tal como Análisis de Población Virtual). Los modelos 

sencillos de producción y los de agotamiento son derivados de supuestos directos acerca de 

la dinámica de la biomasa total ( o número total) de una población de peces y relacionan 

esta biomasa total o número total actual a sus valores previos; estos modelos son 

conceptualmente simples (aunque no necesariamente �imples biológica o 

matemáticamente), generalmente no pueden capturar ciertas características dependientes de 

la edad de una población de peces. Los modelos de producción dependientes de la edad 

parecen ser representaciones más generales de la dinámica de una población, pero 

usualmente tienen muchos parámetros para ser estimados o especificados. 

111.1.1 Los modelos de producción 

El enfoque de "producción excedente" típicamente se centra sobre una sola variable, 

la biomasa del stock. Los modelos con una sola variable son, algunas veces, llamados 

modelos de variables agrupadas; estos modelos también sea han denominado "modelos de 

la dinámica de la biomasa" ya que consideran únicamente a la biomasa como un indicador 

del tamaño de la población, ignorando la estructura de edades y no considerando 

explícitamente el crecimiento, el reclutamiento o la vulnerabilidad diferencial al equipo de 

pesca; generalmente son variaciones del modelo logístico tradicional y son usados 

ampliamente en el manejo de pesquerías (Hilbom y Walters, 1992). 

Los modelos de producción fueron introducidos por M.B. Schaefer en 1954 

(Schaefer, 1954). Muchos biólogos pesqueros consideran que son débiles sustitutos de los 

métodos de análisis que incluyen estructuración por edades. Prefieren utilizar metodologías 

como el análisis de la captura por grupos de edad o bien el llamado análisis de poblaciones 

virtuales. El escepticismo asociado con el uso de los modelos de producción se explica, en 
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gran medida, porque en ocasiones uno de sus principales derivados ( el concepto de máximo

rendimiento sostenible) ha dado resultados incongruentes al estimar el esfuerzo que 

teóricamente proporcionará el máximo rendimiento asociado a la explotación, considerando 

la conservación intergeneracional del recurso (Hilborn y Walters, 1992). De acuerdo a 

Hilborn (1979), las fallas predictivas en un modelo de producción no se derivan de la 

ausencia de estructuración por edades o de retrasos en la variable temporal, más bien se 

deben a la pésima calidad de los datos que en muchas ocasiones no reflejan claramente la 

influencia del esfuerzo pesquero sobre el nivel de biomasa. 

La mejor defensa de los modelos de producción corresponde a su uso sostenido 

como un elemento de análisis complementario, cuando se tiene la posibilidad de establecer 

estudios más complejos. Esto se refleja en los estudios realizados por organismos como la 

Convención Internacional para la Conservación de los Atunes del Atlántico (ICCAT) y la 

Comisión Internacional de Atún Tropical (IA TTC), que fundamentan a nivel empírico la 

permanencia de los modelos de producción. A un nivel teórico, Ludwig y Walters (1985) 

han señalado que los modelos de producción han demostrando grandes ventajas, debido a 

que en un gran número de situaciones proporcionan mejores estimaciones de los 

parámetros inherentes al manejo de una pesquería, que aquellos que se obtienen mediante el 

uso de modelos con estructuración por edades. 

Los modelos de producción permitieron el surgimiento de la bioeconomía 

matemática introducida por Clark (1976), la cual generaliza el concepto de máximo 

rendimiento sustentable en términos del efecto intergeneracional atribuible a la tasa de 

descuento (Clark, 1976, 1990). 
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III.1.2 El concepto de producción excedente

Gran parte de la dinámica de una población de peces se centra en la cosecha. Dada 

la productividad latente de una población, definida como la tasa instantánea de producción 

de biomasa en ausencia de pesca (Quinn y Deriso, 1999), es de interés determinar cuál es la 

producción excedente disponible para la cosecha, después del reaprovisionamiento de la 

población a través del reclutamiento, del crecimiento de los peces y de la disminución de 

ésta a través de la mortalidad natural. 

dB 
En presencia de pesca, la tasa instantánea de cambio de la biomasa (también

dt 

llamada productividad neta) es igual a la productividad latente dP ( definida como la tasa
dt 

instantánea de producción de biomasa en ausencia de pesca) menos la tasa de acumulación 

de la producción 
dY , entendiéndose esta última como el peso total de los peces
dt 

cosechados; lo anterior puede ser descrito mediante la ecuación 

dB dP dY 
=---

dt dt dt 

Esta relación fundamental fue derivada por Fletcher (1978); la ecuación establece 

que la biomasa se incrementa cuando la productividad latente excede la tasa de producción 

(cosecha) y viceversa. 

El primer ejemplo de productividad latente ( el modelo Graham-Shaefer) se derivó 

de la ley logística de crecimiento y ha sido explorado por Graham (1935), Shaefer (1954), 

Ricker (1975), Fletcher (1978) y Gulland (1983). Una generalización de este modelo fue 

desarrollada por Pella y Tomlinson (1969). Fletcher (1978) efectuó una reparametrización 
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de este modelo generalizado, expresando dos de los tres parámetros del modelo en forma 

idéntica a aquellos del modelo de Graham-Shaefer. 

III.1.3 El modelo de Gompertz-Fox

El modelo de Gompertz-Fox es un caso especial del modelo de Pella-Tomlinson, y 

se obtiene como una forma límite de la ecuación 

dP = rm(!!_J-rm(!!_J
n 

, 
dt Boo Boo 

cuando n ➔ l (Quinn y Deriso, 1999). 

donde dP es la productividad latente de la población y Bes la biomasa del stock; n es un
dt 

dP 
parámetro que controla la forma de la relación entre y B (cuando n=2 se tiene el 

dt 

ni 
nl(n-1) 

modelo de Shaefer); y=--, (y es positiva cuando n >1 y negativa cuando O< n <1); m
(n -1) 

es la máxima productividad y B00 
es el valor asintótico para la biomasa, equivalente a la 

capacidad de carga del sistema. Por lo que la ecuación diferencial resultante para la 

productividad latente, cuando n ➔ 1, es (Quinn y Deriso, 1999), 

dP = -em !!_ ln(!!_J .
dt Boo Boo 

En presencia de pesca, la ecuación diferencial para la biomasa es 

dB B (BJ 
-=-em-ln - -f(t)B,
dt Boo Boo 

donde e es la base de los logaritmos naturales y f(t) es la mortalidad por pesca. 
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La designación "Gompertz" se refiere al modelo general de crecimiento desarrollado 

por Gompertz, el cual es una curva de crecimiento sigmoidal del peso Y en función de la 

edad t, alternativa a la relación que se establece entre la ecuación alométrica peso-longitud 

y la ecuación de van Bertalanffy ( que expresa el decrecimiento de la tasa de cambio de la 

longitud con la edad), descrita por la ecuación diferencial 

dY 
- = le-Kt y 
dt 

' 
A,> O, K > o, 

con condiciones iniciales Y(O) = Yo ; donde Yo es el peso inicial del pez, dY 
es la razón de

dt 

cambio del peso respecto al tiempo, K es un parámetro de crecimiento (similar al de la 

ecuación de von Bertalanffy), 1 es un parámetro usado a manera de constante de 

proporcionalidad. De la anterior ecuación diferencial se desprende que la tasa de cambio 

por unidad de peso 
dY 

declina exponencialmente como una función de la edad. 
Y dt 

La solución de esta ecuación (Quinn y Deriso, 1999) es 

A medida que t ➔ oo, Y(t) se aproxima a la asíntota 

donde Y"' es el valor que tenderá a tomar el Y a un tiempo ( edad) muy grande; por lo que la 

solución puede escribirse en términos de la asíntota Y ro como 
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Una formulación alternativa para la ecuación diferencial que describe la curva de 

crecimiento de Gompertz, frecuentemente presentada, es la siguiente 

en la que 

dY Y 
-+KYln-=0 
dt Y

00 ' 

Y(t) A -KI ln--=--e 
J:, K ' 

la cual es una ecuación diferencial de primer orden no-lineal; por lo tanto la curva de 

crecimiento de Gomperz para individuos es idéntica al modelo de Gomperz-Fox para 

biomasa (Quinn y Deriso, 1999). 

111.1.4 El concepto de máximo rendimiento sostenible 

El manejo de los_ recursos renovables ha estado basado, generalmente, en el 

concepto de máximo rendimiento sostenible (comunmente abreviado MSY, por sus siglas 

en inglés). Este concepto está basado en un modelo de crecimiento biológico, el modelo 

logístico, que supone que a un nivel de población menor que un cierto nivel K existe una 

producción excedente que puede ser cosechada a perpetuidad sin alterar el nivel del stock 

(Schaefer, 1954; Clark, 1976; Quinn y Deriso, 1999). Si la producción excedente no es 

cosechada, esto causa un incremento correspondiente en el nivel del stock, el cual 

finalmente se aproxima al valor asintótico K o capacidad de carga del medioambiente, en 

este punto la producción excedente es reducida a cero. 

Puesto que la producción excedente es igual a la producción sostenible a cada nivel 

de la población, se sigue que MSY es alcanzado en el nivel de la población donde la 

producción excedente es la más grande (en el nivel donde se maximiza la tasa de 

crecimiento de la población). Para la mayoría de las poblaciones para las cuales este 
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modelo se ha aplicado, se ha encontrado que el MSY yace entre el 40 y el 60% de la 

capacidad de carga (Clark, 1976). 

En los años recientes ha sido aparente que el concepto MSY es en muchos aspectos 

demasiado simplista para servir como un objetivo operacional válido en el manejo de los 

stocks de los recursos vivientes. (Anderson, 1975; Royce, 1975; Harville, 1975). Se han 

elevado objeciones, tanto sobre bases biológicas como socioeconómicas (Cruchfield, 1975; 

Radovich, 1975). 

Clark (1976) establece que los defectos económicos del concepto MSY son aún más 

importantes que las objecciones de índole biológico. El concepto está claramente aplicado 

sólo a los beneficios de la explotación del recurso e ignora completamente el aspecto de 

costo de las consideraciones costo-beneficio (Crutchfield, 1975). Este defecto fundamental 

significa que el concepto MSY es virtualmente inútil para describir teorías de la 

explotación de recursos renovables (Clark, 1976), por lo que es extremadamente 

improbable que en cualquier caso particular una política de cosecha MSY resulte ser 

óptima en un sentido económico (Radovich, 1975). El concepto MSY se ha usado por años 

como criterio o guía del manejo de pesquerías; tal es el caso de la pesquería de la anchoveta 

norteña (García-Franco et al. 1989). 

A diferencia del concepto de máxima producción sostenible, el concepto de manejo 

óptimo de recursos de Clark (1976, 1990) está basado en un criterio estándar costo­

beneficio de maximizar el valor presente de los ingresos económicos netos derivados de la 

pesquería 
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111.2.1 Antecedentes 
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La teoría de Control Óptimo ha sido reconocida como una herramienta importante 

para la solución de problemas que ocurren en forma natural en diversos campos tales como 

medicina, dinámica, ecología, economía, producción de energía eléctrica y otros (Hocking, 

1991). 

Las técnicas de teoría de Control Óptimo, en particular el principio del máximo de 

Pontryagyn (1962), son un resultado y una extensión de las técnicas clásicas variacionales 

de Euler, Lagrange, Legendre, Weierstrass, Hamilton y Jacobi (Craggs, 1975; Clark, 1990; 

Fleming y Rishel, 1975). Las condiciones necesarias para optimalidad para un problema de 

control fueron derivadas por Pontryagin, Boltyanskii y Gamkrelidze; éstas son conocidas 

comunmente como "Principio de Pontryagin" (Fleming y Rishel, 1975). 

La utilidad de las técnicas variacionales ha sido demostrada en el establecimiento 

del principio de Hamilton, la teoría de la relatividad general de Einstein y la ecuación de 

onda de Schroedinger (Simmons, 1972). La mayoría de los resultados relacionados con el 

establecimiento de condiciones suficientes para la optimalidad en un problema de control a 

tiempo continuo fueron establecidos antes de 1940 (Bliss, 1946). 

Al inicio de la década de los cincuenta se formuló el principio de optimalidad. Su 

comunicación formal apareció en el tratado de Bellman sobre programación dinámica 

(Bellman, 1957). Aplicaciones al tratamiento de problemas de control automático 

motivaron el establecimiento en 1953 del principio del máximo por Pontryagin 

(Pontryagin, et al., 1962). Puede afirmarse, sin lugar a duda, que en dicha década se 

desarrollaron los resultados fundamentales de la teoría del control óptimo. Se considera que 
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ésta aparece ya claramente delineada en los trabajos de D. Bushaw (1958), quien conjeturó 

el principio del control alternante (Bang-Bang) para problemas lineales. La conjetura de 

Bushaw fue demostrada poco después por J. P. La Salle en su ensayo sobre control óptimo 

a tiempo continuo (La Salle, 1960). La teoría del control óptimo es de la mayor utilidad 

para resolver los problemas deterministas en tiempo continuo. 

Los problemas de control óptimo en ecología surgen en los casos donde las 

condiciones son complejas, situaciones tales como: restricciones sobre las variables de 

estado, de entrada y de control; sistemas estocásticos con parámetros que potencialmente 

varían con el tiempo, sistemas de gran escala con retardos en el tiempo, sistemas de 

múltiples entradas y salidas y sistemas de parámetros distribuidos (Cohen, 1987). 

En pesquerías (Clark, 1990; Cohen, 1987) el problema del control óptimo a tiempo 

continuo se define especificando inicialmente un sistema dinámico que expresa la tasa de 

cambio de la biomasa explotada,x(t) , mediante el balance de los factores que determinan 

su crecimiento natural y el efecto asociado a los procesos de extracción; se supone que la 

explotación se lleva a cabo en un intervalo de tiempo, horizonte temporal, pudiendo ser éste 

finito o infinito. Se incluyen, generalmente, una condición inicial, x( O) = x
0

, y una final, 

x( T) = x r, sobre el nivel de biomasa, x(t), en los extremos del intervalo de explotación, 

respectivamente. El sistema dinámico incluye una función de control, u(t) , perteneciente a 

un conjunto de admisibilidad, U, con una restricción sobre la variación de la función de 

control, u( u(t ), t) = O; se puede incluir una restricción sobre variación de estado, 

B( x(t ), t) = O . Finalmente, se desea resolver el problema de obtener el máximo ( o mínimo) 
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valor posible de una funcional definida en términos de la función de control, u(t) , la 

respuesta x(t) y la condición terminal para la biomasa del recurso (Clark, 1989, 1990). 

El concepto económico común para reflejar el valor del tiempo es el llamado 

descuento (Beer, 1981). Según la teoría económica, el propietario de un stock de un 

determinado recurso debería estar motivado para seleccionar una estrategia de producción 

(tasa de captura) que maximizara su valor presente; es decir, la maximización del valor del 

stock descontado (Clark, 1989; Hannesson, 1993). De acuerdo a lo anterior, la funcional 

objetivo en el problema de control equivale al valor presente de los ingresos netos 

descontados derivados de la explotación del recurso (Clark, 1989; McKelvey, 1989). 

La funcional objetivo puede expresarse en la forma 

J{u}= J: g[x(t),t,u(t)]dt ,

donde g(x, t, u) es una función dada continuamente diferenciable y x(t) denota la respuesta 

al control u(t). El problema fundamental en teoría de Control Óptimo es determinar un 

control factible, u(t), que maximize la funcional objetivo, J{u}, sujeta al sistema dinámico 

especificado y a la restricción para la variable de control. Tal control, si existe, es llamado 

un control óptimo (Craggs, 1975). 

La solución al problema de control se encuentra mediante la aplicación del 

"principio del máximo" (Pontryagin et al., 1962). La función de control óptimo que 

maximiza la funcional objetivo se denota mediante u• (t); cuando ésta se utiliza en el 

sistema dinámico, la correspondiente función de biomasa se denota mediante x • (t) y se 

conoce como respuesta óptima (Craggs, 1975). 
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Si en un problema de control se restringen los valores máximo y mínimo que puede 

tomar u(t) , esto es, si los controles están limitados, existe un subconjunto importante de

U en el cual los controles varían tomando únicamente sus valores extremos; cualquier 

cambio en el valor del control es necesariamente repentino cuando éste cambia de un valor 

extremo al otro, tales controles se dice que son bang-bang (Craggs, 1975; Hocking, 1991). 

Un caso importante dentro de la teoría del control óptimo es el denominado control 

singular; éste surge cuando la variable de control aparece linealmente tanto en la funcional 

objetivo como en el sistema dinámico (Hocking, 1991). En muchas situaciones de manejo 

de ecosistemas, específicamente en pesquerías, el problema de control singular se hace 

presente pues la variable de control aparece linealmente (Clark, 1990). 

111.2.2 Planteamiento general del problema de control unidimensional a tiempo 

continuo 

El caso general del problema de control óptimo unidimensional a tiempo continuo, 

se define especificando un sistema dinámico que expresa la derivada con respecto al tiempo 

de una variable de interés, x(t), en función de cantidades pertinentes. Se supone que la 

acción de control se lleva a cabo sobre un intervalo, [t0,T], con t0::::: O, conociendo a T 

como extremo final del horizonte temporal de explotación, pudiendo éste ser finito o 

infinito. Sobre la variable x(t) se incluyen, generalmente, una condición inicial y una final 

en los extremos del intervalo [t O, T] , respectivamente. Suele considerarse, además, algún

tipo de restricción sobre la variación de x(t). Este tipo de restricciones se conocen como 

restricciones de variación de estado. 
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El sistema dinámico incluye una función de control, u(t), que pertenece a una colección

particular, U, conocida como conjunto de admisibilidad. Cada caracterización de 

u(t) determina las propiedades de la solución x(t). En este sentido, x(t) se denomina

respuesta a una acción de control u(t). Usualmente el conjunto de funciones U es definido

por propiedades de continuidad y diferenciabilidad en conjunción con alguna restricción 

sobre la variación de la función de control. Por lo general, las restricciones sobre la 

variación de x(t) y u(t) se expresan implícitamente. 

El problema de control puede incluir un término definido en función del valor, 

x(T) , de la respuesta en el extremo final del horizonte temporal de explotación, que se 

conoce como valor de liquidación. Se expresa, generalmente, en términos de una función 

implícita de T y x(T). El sistema dinámico en conjunción con las condiciones temporales 

define un problema con condiciones de frontera. En el caso más general, las restricciones 

pueden incluir desigualdades. Finalmente, se desea resolver el problema de obtener el 

máximo ( o mínimo) valor posible de una funcional definida en términos de la función de 

control, u(t), la respuesta x(t) y la condición terminal. Usualmente, dicha funcional 

representa alguna cantidad de interés que se obtiene de la variación de la respuesta sobre el 

intervalo de control. En resumen, el problema de control unidimensional a tiempo continuo 

que se aborda se expresa en forma general mediante las siguientes ecuaciones: 

dx 
Sistema dinámico - = J(x,t,u) (1) 

dt 

Condición inicial x(to) = xo (2) 

Condición terminal x(T) = xr (3)



Restricción de admisibilidad U(u(t),t) =O, o bien u(t) E U 

Restricción de variación de estado B (x(t), t) = O 

Valor de liquidación '!f(T, x(T)) 

Funcional objetivo J(x,u,T,x(T))= '!f(T,x(T))+ f,
T 

l(x,t ,u)dt 
to 

Problema de optimización max{J(x, u, T, x(T) )} 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
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El problema de optimización (8) puede ser también definido como la obtención del 

mínimo de la funcional objetivo. Sin pérdida de generalidad, en lo que resta del presente 

trabajo, supondremos que x(t) y u(t) son funciones reales de variable real. La extensión de 

los resultados aquí mencionados a dimensiones mayores es inmediata (véase Fleming y 

Rishel, 1975). 

La maximización de la funcional (7) sujeta a la restricción dinámica (1) admite 

diversas formas. Estas se determinan en función de las hipótesis establecidas sobre el 

dominio de controles admisibles U, las propiedades del estado x(t), principalmente su 

variación, del grado de suavidad de las funciones f y l, o bien que T sea finito o infinito. 

La función de control óptimo que maximiza la funcional objetivo (7) se denota mediante 

u* (t). Cuando se utiliza en el sistema dinámico (1 ), la correspondiente función de respuesta 

se denota mediante x * (t) y se denomina respuesta óptima o senda óptima. 

En el contexto del problema de control ( ecs. 1 - 8) se conocen dos procedimientos 

para la obtención de la función de control óptimo. El primero se basa en el uso del principio 

de optimalidad de Bellman y se conoce como aproximación de circuito cerrado (Casti, 
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1989). El segundo de ellos, conocido como aproximación de circuito abierto, utiliza el 

principio del máximo de Pontryagin (Pontryagin et al., 1962). En este trabajo, la

caracterización de la estrategia de control que permite obtener el mayor beneficio social 

derivado de la explotación de un recurso pesquero se obtendrá mediante la aplicación del 

principio del máximo de Pontryagin. 

111.3. EL PROBLEMA DE CONTROL PARA UNA PESQUERÍA UNIESPECÍFICA 

111.3.1 El esfuerzo pesquero como variable de control 

En el contexto de un sistema de explotación pesquera, x(t) será la biomasa del 

recurso explotado y el sistema dinámico representará su tasa de cambio temporal expresada 

mediante el balance de los factores que determinan su crecimiento natural y el efecto 

asociado con los procesos de extracción. Se considerará que la biomasa en ausencia de 

explotación satisface la ecuación diferencial 

dx 
- = x(t)g(x(t)) 
dt 

(9) 

con la condición inicial x(O) = x
0 

y una final x(T) = xr, donde g(x(t)) es una función 

decreciente conocida como tasa de crecimiento per cápita, con g(K) = O para cierta 

constante positiva K denominada capacidad de carga. Adicionalmente, supondremos que 

g' (K) toma un valor negativo. Bajo las consideraciones anteriores, la biomasa poblacional 

modelada mediante la ecuación (9), aumenta o disminuye a partir de x0 tendiendo hacia el

equilibrio estable x(t) = K. Si el recurso se encuentra sujeto a explotación, el modelo a 

considerar es 
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dx 
- = x(t)g(x(t))- h(t) 
dt 

(10) 

donde la función de producción, h(t), representa la tasa de captura del recurso al tiempo t.

Clark (1990) propone la ecuación 

h(t) = Q:x(t))E(t), (11) 

siendo Q(x(t)) creciente en x(t) y E(t) la tasa de esfuerzo pesquero, la cual al tiempo t

determina la intensidad de la explotación. Dicho autor argumenta que esta definición 

proporciona ventajas desde el punto de vista matemático, pues considera una dependencia 

lineal de la función de producción respecto al esfuerzo. Mas aún, el carácter creciente de 

Q(x(t)) modela adecuadamente el hecho de que la tasa de captura asociada con un nivel de 

esfuerzo E(t) no puede decrecer cuando el nivel de biomasa aumenta. 

A diferencia de otros autores que consideran como variable de control la tasa de 

captura h(t) (véase Clark, 1990), en este trabajo consideraremos como función de control 

al esfuerzo pesquero E(t). Esto tiene la ventaja de designar como variable de control una 

cantidad que puede ser medida directamente, eliminando dependencias de ésta con los 

valores de la respuesta x(t), que son más difíciles estimarse directamente. El 

correspondiente conjunto de admisibilidad, E , se definirá mediante la desigualdad 

(12)
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siendo E
max 

(t) la función que caracteriza el mayor esfuerzo pesquero que es posible

aplicar considerando que la flota que realiza la explotación posee dimensiones acotadas. 

La caracterización de la funcional objetivo (7) y el problema de optimización (8) 

utiliza la noción de beneficio social derivado de la explotación. El enfoque bioeconómico 

(Clark, 1990) define el mayor beneficio social asociado con la actividad pesquera como la 

maximización del valor presente del flujo de ganancias sobre un horizonte de explotación 

[to,T]. 

111.3.2 El concepto de valor presente y la funcional objetivo 

Cuando una cantidad de dinero, S0, se deposita inicialmente en una inversión a 

interés compuesto luego de n años, su valor se incrementa exponencialmente de acuerdo 

con la fórmula 

(13) 

donde i representa la tasa de interés anual (Beer, 1981 ). El parámetro c5 = ln(l + i) se 

conoce como tasa instantánea de descuento (Clark, 1990), o bien como tasa neta de interés 

anual pagado continuamente. Considerando, en primera instancia, que dicha tasa es 

invariable a tiempo continuo, el resultado de la ecuación (13) se generaliza fácilmente y se 

expresa como 

(14) 

Interpretándose, S(t) como el valor acumulado por la inversión desde el momento 

del depósito (t = O) hasta un tiempo arbitrario t. La función S(t) se identifica con el valor 

que a un futuro t se acumulará en la inversión (VF). A la cantidad S0 depositada 
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inicialmente se le llama valor presente (VP) y tiene una interpretación opuesta a la de S(t), 

(Beer, 1981). Así, el valor presente VJ>i de una cantidad S(t) que debe amortizarse en t 

años a partir de la fecha se obtiene de la ecuación (14) expresándose como 

(15) 

Consideremos el caso en el cual en el intervalo [t O, T] se tiene un flujo continuo de pagos

S(t) con vencimiento al tiempo t y supongamos, adicionalmente, que la tasa de descuento 

es una función5(t) continua y positivamente definida sobre el dominio anterior. En virtud 

de que al tiempo t el capital crece a una tasa proporcional al monto de la inversión S(t), 

siendo el factor de proporcionalidad la tasa de descuento 5(t), debemos tener la ecuación 

dS 
dt = o(t)S(t). (16) 

Resolviendo la ecuación diferencial anterior, considerando la condición inicial 

S(O) = VP1 tendremos que el valor presente de un pago S(t) que vencerá en un tiempo 

futuro t vendrá dado por 

V� = S(t)e 
- f� o (s)ds'

(17) 

y el valor presente VPy de un flujo de pagos o ingresos S(t) colectados continuamente 

sobre un intervalo de tiempo O � t � T deberá ser 

( 
- J' o (s)ds 

VP r = Jo S ( t) e º dt . (18)

Denotemos mediante P(t) el precio en el mercado a un tiempo t de una unidad de 

biomasa capturada y mediante C(x(t)) el costo de captura de la misma suponiéndose 
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C(x(t)) decreciente en x(t). De acuerdo con la ecuación (11), la ganancia neta instantánea 

asociada con una tasa de captura h(t) resulta ser 

R(x,E(t)) = (P(t)-C(x(t)))Q(x(t))E(t). (19) 

Clark (1990) argumenta que la dependencia de la ganancia tanto en el nivel de 

biomasa como en el tiempo se justifica en virtud de que los costos de captura aumentan 

cuando la población es menos abundante, tomando en cuenta que el valor de mercado del 

producto varía con el tiempo de acuerdo con las leyes de la oferta y la demanda. 

Con el propósito de obtener la condición de maximización del beneficio social 

asociado con una pesquería, consideraremos la funcional objetivo (Clark, 1990) 

_ í T - t c5 ( u )du
J ( x, E, T) - Jo 

e R ( x, E) dt, 

donde R(x,E) se define mediante la ecuación (19). 

(20) 

La ecuación (18) permite interpretar a la funcional (20) como el valor 

presente del flujo de ingresos de la pesquería sobre el horizonte temporal [to ,T]. El 

máximo beneficio social asociado con la explotación puede considerarse equivalente a la 

maximización de la funcional (20) sobre el espacio de variación de la función de control 

E(t). 

111.4 EL PRINCIPIO DEL MÁXIMO DE PONTRYAGIN 

Un procedimiento alternativo para obtener la solución al problema de control utiliza 

el llamado principio del máximo de Pontryagin. En el caso continuo, se demanda la 

solución de una ecuación diferencial ordinaria y la maximización de una funcional auxiliar 

definida en términos de la función de control. 
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El principio del máximo da ciertas condiciones necesarias que deben ser satisfechas 

por un control óptimo. El principio del máximo implica la ecuación estándar de Euler, así 

como ciertos otros resultados provenientes del cálculo de variaciones clásico (Dreyfus, 

1965). El principio del máximo es más convenientemente formulado en términos de la 

siguiente expresión llamada el Hamiltoniano (Clark, 1990), 

H[x(t), t, u(t); A (t)] = g[x(t), t, u(t)] + A (t) J[x(t), t, u(t)]. (21) 

Aquí Á(t) es una función adicional desconocida llamada la variable adjunta. Si u(t) es un 

control óptimo y x(t) es la correspondiente respuesta, el principio del máximo afirma la 

existencia de la variable adjunta Á(t} tal que se satisfacen las siguientes ecuaciones, para 

todo t, 0:'.5: t :'.5: T: 

d}., = _
aH = _

ag 
_ ;., 

(t) a¡ 
' 

dt 8x ax ax 

H[x(t), t, u(t); A (t)] = max H[x(t), t, u; ,1, (t)]. 
ueU, 

(22) 

(23) 

Estas son condiciones necesarias que deben ser satisfechas por un control óptimo u(t) y su 

respuesta x(t). La ecuación diferencial (22) es llamada la ecuación adjunta y la ecuación 

(23) es referida ella misma como el principio del máximo (Clark, 1990); ésta afirma que

para cada tiempo dado t, el valor u(t) del control óptimo debe maximizar el valor de la 

expresión hamiltoniana sobre todos los valores u(t) admisibles, satisfaciendo las 

restricciones de control (ecs. 4 y 12). Es útil observar que si el control óptimo u(t) yace en 

el interior del intervalo de control Ut, entonces la ecuación (23) implica que 



8H =O.
8u 

JU.4.1 Condiciones de transversalidad 
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(24) 

En ciertos problemas no se especifica un valor terminal x(T) para la variable de 

estado. En tales problemas referidos como problemas de valor terminal libre, el principio 

del máximo se extiende añadiendo la condición de transversalidad 

A(T) =O. (25) 

Observamos adicionalmente que tenemos tres funciones por determinar. La función 

de control óptimo u* (t), la respuesta x * (t), y la variable adjunta l(t). Para esto tenemos 

tres ecuaciones. La ecuación de estado (1 ), la ecuación adjunta (22) y el principio del 

máximo explicitado por la ecuación (23). La ecuación adjunta y la de estado son ecuaciones 

diferenciales ordinarias. Su solución requiere condiciones iniciales o terminales o ambas. 

Dos condiciones de ese tipo se incluyen en el problema de control, i.e., las ecuaciones (2) y 

(3). Se reúnen, en principio, el número apropiado de condiciones para determinar x * (t), 

u* (t) y l(t), resolviendo en el caso más general un problema de contorno bi-puntual. 

111.5 APLICACIÓN DE TEORÍA DE CONTROL ÓPTIMO A UNA PESQUERÍA 

111.5.1 Determinación de la estrategia 

En esta sección se aborda el problema de encontrar la estrategia de control óptimo 

para el manejo de una pesquería basada en una única población. Se caracteriza, mediante el 

uso del principio del máximo, la función de control óptimo E* (t) y la trayectoria óptima 

x * (t) que se derivan del problema de control correspondiente. Sin pérdida de generalidad,
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se supone que en la función (11), Q(x(t)), se expresa como una proporción de la biomasa. 

De este modo el modelo (1) para la dinámica poblacional será 

dx 
- = F(x(t)) - qE(t)x(t) 
dt 

(26) 

(27) 

Obsérvese que en referencia a la ecuación (9) debemos tener F(x(t)) = x(t)g(x(t)), siendo 

q una constante positiva que se conoce como coeficiente de capturabilidad (Clark, 1990; 

Quinn y Deriso, 1999). Con el fin de facilitar la presentación se considera que el conjunto 

de admisibilidad E para la función de control toma la forma descrita por la ecuación (12), 

es decir, tomaremos EmaxU) como una constante Emax· Sin embargo, estableceremos la 

condición adicional 

(28) 

esto es, supondremos que la mayor tasa de esfuerzo pesquero que se puede aplicar induce 

un valor negativo para la tasa de crecimiento per cápita de la población. Tomaremos como 

funcional objetivo el valor presente del flujo de ganancias netas sobre t0 :-s; t :-s; T, (cf. ec. 

20). Específicamente, 

donde 

J( x,E,t) = f: a(t)[P(t)- C(x(t))]q x(t)E(t)dt, (29)

a ( t) = e - Ji 
J ( z ) dz ,

P(t) es el precio en el mercado al tiempo t de una unidad de biomasa capturada 

(30)



como, 
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C(x) es el costo de captura de la misma y siguiendo a Clark (1990), si éste se define 

C(x(t)) = µ (x(t))
,

qx(t) 
(31) 

por lo cual la funcional objetivo se expresa 

donde 

J(x,E,t) = f; a(t)[qP(t)x(t)-µ(x(t))]E(t)dt, (32) 

µ(x(t)) representa el costo de cada unidad de esfuerzo pesquero cuando el nivel de 

biomasa es x(t). 

Supondremos también que todas las funciones involucradas en (29) son 

continuamente diferenciables en el intervalo (t0 ,T). Es oportuno indicar que nos interesa 

obtener el máximo valor posible de la funcional (32) al variar E(t) sobre el conjunto de 

admisibilidad (12). En este contexto, el Hamiltoniano (ec. 21) estará dado como 

H[x(t),E(t)), (t)] = [a(t)[qP(t)x(t)- µ(x(t))]- qÁ(t)x(t)]E(t) + Á(t)F(x(t)). (33) 

Definiendo para O ::; t ::; T la función, a- ( t ), llamada la función de conmutación 

(Clark, 1990), mediante 

a-(t) = a(t)(qP(t)x(t)- µ(x(t)))-ql(t)x(t}, (34) 

podemos observar que H[x(t), E(t); ,1, (t)] varía linealmente en E(t), por lo tanto la 

condición 

H (x * (t)E* (t);A(t)) = max{H (x(t), E(t);A(t))} 
E(t) 

' (35)



se cumplirá haciendo 

si o-(t) > O

si o-(t) < O
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(36) 

Cuando E(t) pertenece al interior de E se cumple la condición de maximización 

óH =Ü 
oE 

(37) 

Esto corresponde al llamado caso de control singular. Debido a la condición (37), 

o-(t) deberá anularse sobre algún intervalo de tiempo de longitud positiva. Denotemos 

mediante x s (t) la respuesta asociada a esta condición; así de la ecuación (34) cuando 

o-(t) se hace cero, se obtiene 

(38) 

Según el principio del máximo, la función ,1,(t) satisface la ecuación adjunta (22). 

Por lo que, de acuerdo a la expresión para el hamiltoniano (ec. 33), para la senda singular 

x
5
(t) se cumplirá

dl 
dt = -a(t)(qP(t)- µ'(xs (t)))E(t) + l(t)qE(t) + l(t)F'(xs (t)). (39) 

d,1, 
Por otra parte, de las ecuaciones (30) y (38) se obtiene la expresión para dt 

siguiente 

(40)



Igualando las ecuaciones (39) y (40), después de simplificar, tenemos 

dP 
F(xs (t))C'(x

s 
(t))- -

F'(x (t)) - 8(t) + dt s - (P(t)-C(xs(t))) 
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(41) 

En el caso autónomo, cuando P(t) y c5(t) permanecen constantes, la ecuación (41) 

genera la ecuación de la regla aurea de Clark (Clark, 1990). 

(42) 

Para cada tiempo t la ecuación ( 41) define implícitamente la senda singular x s (t). 

Si denotamos mediante Es (t) la correspondiente función de control óptimo, según la 

ecuación (26) será 

(43) 

111.5.2 La trayectoria de control óptimo 

En resumen, la trayectoria de control óptimo x * (t) se determina mediante el uso de 

la función cr(t). Los intervalos en los cuales cr(t) mantiene su signo nos permiten escoger 

* ' 

la ley de control óptimo E (t). Esta tomará, según corresponda, los valores extremos del 

conjunto de admisibilidad (ec. 36). Si cr(t) se anula en un intervalo, entonces la ley de 

control óptimo será E
s
(t) y vendrá dada por la ecuación (43). En virtud de lo anterior, a 

cr(t) se le conoce como función de conmutación. El intervalo donde cr(t) se anula, se 

conoce como intervalo de control singular. La respuesta, en ese caso, será la senda singular 



63 

xs(t) y estará dada implícitamente por la ecuación (41). 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x0 < K y que para un tiempo r > t0

se tiene x*(r) > xs(r). Cualquier subintervalo de Uo ,T] en el cual la función de 

conmutación CJ"(t) se anule, necesariamente excluye a r. Más aún, CJ"(r) debe ser positiva. 

Si CJ"(r) fuera negativa, necesariamente E* (r) se anularía. En este caso, en virtud de las 

hipótesis que se establecieron para la ecuación (26), cualquier trayectoria que inicia arriba 

de la trayectoria singular permanece siempre arriba de ésta. Por lo tanto, al mantener la 

condición E(t) = O impediríamos que la condición terminal xr (t) fuera realizable. 

Similarmente, tomando en cuenta la vigencia de la ecuación (28), veremos que s1 

x*(r) < x ;-(r), entonces, CJ"(r) debe ser negativa. Concluimos, entonces, que 

necesariamente en términos del estado del sistema x(t) la ley de control óptimo E* (t) 

debe escogerse como 

E*(t) = O 
si x(t) > Xs (t) {Emax 

Es {t) si 

si x(t) < x s (t) 

x(t) = Xs (t) 

(44) 

Dependiendo de la forma particular que sobre cada subconjunto de [t0, T] tome la 

ley de control E*(t), la respuesta x * (t) cambiará de forma. Resulta claro que ninguna de 

las formas parciales de x * (t) generadas según la ecuación ( 44) puede mantenerse a lo largo 

del intervalo [t0 ,T]. Por ejemplo, supongamos que x:in (t) es la respuesta asociada con 

E* (t) = O. Mantener x:in (t) en todo el intervalo de control hará que el beneficio social de 
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la explotación sea equivalente al valor de liquidación del recurso. Similarmente, si x ;ax (t)

se asocia con E*(t) = Emax el pretender sostener la igualdad x* (t) = Xmax Ct) sobre [to ,T] 

nos llevaría a considerar un punto ta con t
0 

< tª < T, en el cual Xs (t) coincide con 

X
max

(t) (Figura 5). La función de conmutación a(t) se anularía en dicho punto y, por 

ende, tanto la función de control E max como su respuesta deben cambiar para dar paso al 

modo de control singular. Por último, la senda singular x s (t) solo fortuitamente podría 

satisfacer simultáneamente las condiciones inicial y terminal del problema. Esto nos lleva a 

pensar que se requiere combinar adecuadamente las tres formas parciales de la respuesta 

( ec. 44) con el fin de obtener la trayectoria óptima sobre [t O, T]. 

Resumiendo la argumentación anterior tenemos que la senda óptima x * (t) , la cual 

se muestra en la Figura 5, se construye entonces del modo siguiente: si x0 < Xs (t0), 

suspendemos la explotación, i.e., hacemos E(t) = O hasta que x * (t) intercepte a x s (t) en 

el tiempo ta . Pescamos a continuación con tasa Es (t) ( ec. 43) hasta un tiempo tb , a partir 

del cual suspendemos la explotación con el fin de permitir que x*(t) satisfaga la condición 

final (3). Si x
0 

> x;(t
0

), entonces explotamos a modo de lograr la mayor tasa descendente 

para la biomasa, es decir, hacemos E(t) = Emax . Mantenemos, a continuación, este ritmo 

de explotación hasta alcanzar la trayectoria singular x s (t), suspendiendo la explotación a 

partir del tiempo tb con el fin de permitir que la condición final xr se satisfaga. La 
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estrategia completa de control óptimo en el intervalo [t0, T] se ilustra en la Figura 5 para el

X (t) 

x*(T} 

o 

x*(t) = x,(t) 

control 1in¡ular 

x*(T} 

T t 

Figura 5. Estrategia de control óptimo para el caso x
0 

< x
s 
(O). Cuando el valor 

inicial x
0 

de la respuesta es menor que x
s
(O) suspendemos la explotación para 

permitir que la biomasa se incremente hasta alcanzar en un tiempo t ª la senda 

óptima xJt). A partir de tª la explotación continuará en el modo de control 

singular hasta un tiempo t b , a partir del cual suspendemos nuevamente la 

explotación para permitir que la condición final x r se satisfaga a un tiempo T . 

111.6 PARÁMETROS QUE CAMBIAN CON EL TIEMPO 

Se han desarrollado varias extensiones al modelo logístico básico (Levins, 1969). 

Dos casos importantes son cuando la tasa intrínseca de crecimiento r es una función del 

tiempo, esto es r(t) y cuando la capacidad de carga K es una función del tiempo, esto es 

K(t). Estos casos proveen realismo biológico para poblaciones con variaciones estacionales 

o tendencias en el tiempo en factores tales como el suministro de alimento o habitat (Quinn

y Deriso, 1999). Levins derivó las soluciones cuando únicamente uno de los parámetros 
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variaba con el tiempo. En el presente trabajo, en el Capítulo IV, se realiza la generalización 

del modelo de Gompertz-Fox mediante la variación en el tiempo de los parámetros r y K, se 

derivan las soluciones y se desanolla la metodología para la identificación de parámetros 

de cada una de las variantes del modelo generalizado. Se considera un factor periódico de 

perturbación en la tasa de crecimiento natural. En el Capítulo V se construye la estrategia 

de Control Óptimo del sistema de explotación. 

111.7 ANÁLISIS DE VIABILIDAD DEL RECURSO 

Para realizar el análisis de la optimalidad del régimen de explotación de un recurso 

pesquero bajo condiciones de viabilidad para la biomasa se debe considerar la restricción 

de variación de estado ( ec. 5). Esto también puede lograrse escogiendo adecuadamente el 

valor de la cota superior del conjunto de admisibilidad, Emax. En el presente trabajo se lleva 

a cabo el análisis de optimalidad retrospectivo del régimen de explotación de la anchoveta 

norteña bajo condiciones de viabilidad para la biomasa siguiendo este criterio. Los 

procedimientos desanollados para las distintas variantes del modelo de Gompertz-Fox 

generalizado se describen en el Capítulo V. 



IV. EL MODELO DE GOMPERTZ-FOX Y SU GENERALIZACIÓN

IV.l EL MODELO TRADICIONAL
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El modelo de Gompertz-Fox (Fox, 1970; Quinn y Deriso, 1999) en su forma 

tradicional, con parámetros constantes r y K, viene dado por la ecuación ( 45). Se eligió 

este modelo para ajustarlo a los. datos de la pesquería de la anQhoveta norteña por las 

bondades matemáticas que presenta para la estimación del nivel de viabilidad de la biomasa 

del recurso. 

dx (x(t))dt = rx(t) In 
K 

- qE(t)x(t). (45) 

De la ecuación (45) definimos la tasa de crecimiento natural, F(x(t)), (Fox, 1970; 

Quinn y Deriso, 1999) como 

(46) 

donde r < O, K > O y q > O son constantes, dx/dt es la razón de cambio de la biomasa 

respecto al tiempo, E(t) la tasa de esfuerzo pesquero, r es la tasa de crecimiento específica 

de la población ( o factor de escala de la tasa de crecimiento natural de la población), K es 

la capacidad de carga del sistema y q es el coeficiente de capturabilidad. Más adelante se 

describe el procedimiento desarrollado para la identificación de parámetros. 

IV.2 GENERALIZACIÓN DEL MODELO

En el presente capítulo se generaliza el modelo de Gomperz-Fox haciendo variar en 

el tiempo dos de los parámetros que lo definen: r, el factor de escala de la tasa de 

crecimiento natural de la población y K, la capacidad de carga del sistema. Se supone que 
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tanto r como K son funciones del tiempo; a partir de este supuesto, se desarrolla la 

metodología para obtener la ecuación de regresión que permita estimar los parámetros del 

modelo generalizado. A partir de la forma diferencial de este modelo generalizado es 

posible obtener los siguientes casos particulares: el caso más sencillo en el cual r y K se 

consideran constantes; el caso en el cual K se mantiene constante y r se considera una 

función del tiempo, r(t); el caso en el cual r se mantiene constante y se considera a K una 

función del tiempo, K(t). 

Algunas expresiones generalizadas son más sencillas que otras para fines del 

desarrollo matemático que nos lleva a la ecuación de regresión que finalmente se usa para 

identificar los parámetros del modelo generalizado. Se obtienen distintas formas para la 

ecuación de regresión en cada caso. 

La forma más generalizada del modelo de Gompertz-Fox, cuando tanto r como K

varían en el tiempo, viene dada por la ecuación 

dx ( x(t)) 
- = r(t)x(t)In - -qE(t)x(t).dt K(t) (47) 

El factor r(t) puede considerarse como una perturbación sobre la tasa de

crecimiento natural atribuible al medio ambiente, que puede expresarse como una función 

periódica del tiempo. 

Un caso particular de esta generalización es cuando se hace variar r en el tiempo y 

se mantiene K constante. Esta forma generalizada viene dada por la siguiente ecuación 

! = r(t }x(t )In( xi) )-qE(t }x(t) (48)
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Otro caso particular de la ecuación ( 4 7) es cuando se hace variar K en el tiempo y se

mantiene constante r. Esta forma generalizada viene dada por la siguiente ecuación

dx = r In( x(t) Jx(t) - qE(t)x(t)
. 

dt K(t) 
(49)

El caso particular más sencillo de la ecuación ( 4 7), cuando tanto r como K son

constantes, viene dado por la ecuación ( 45).

IV.3 ECUACIONES DE REGRESIÓN

IV.3.1 Modelo generalizado, con r(t) y K(t)

Se desarrolló el siguiente procedimiento para obtener la ecuación de regresión usada

posteriormente para identificar los estimadores de los parámetros de la ecuación (47):

Tenemos que (47) puede expresarse de igual forma como

Si

entonces tenemos que

dx 
dt 

= r(t)x(t)[ lnx(t) - lnK(t) ]-qE(t)x(t).

lnK(t) = lnK + g(t) ,

: = r(t)x(t)[lnx(t)-(lnK + g(t))]-qE(t)x(t),

rearreglando la ecuación anterior

Haciendo

dx (x(t)) 
dt 

= r(t)x(t) In K -qE(t)x(t) -r(t)x(t)g(t) .

W(t) = r(t)g(t),

dx (x(t)) 
dt 

= r(t)x(t) ln K -qE(t)x(t)-W(t)x(t).

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)



70 

Para los propósitos del ajuste de parámetros, se definió la tasa de captura por unidad 

de esfuerzo (o CPUE), que aquí se denotó como U(t), mediante la ecuación (Schnute,

1977) 

U(t) = qx(t),

dU dx 
por lo que - = q -d , así tenemos que 

dt t

l dU (U(t)) --
d 

= r(t)ln - - qE(t)-W(t).
U t qK 

Introduciendo la función r/J(I) - � �;;>), 

drp l dU
tenemos que -dt - -- yU dt 

drp 
- = r(t)rp(t)-qE(t)- W(t).dt 

Se observa que (58) es una ecuación diferencial lineal en rp

- f r(s)ds

El factor integrante para esta ecuación es e 'k , por lo que 

[ - J,' r(s)ds
] 

-f,' r(s)ds - J,' r(s)ds
d </Je 'k = -qe 'k E(t)dt - W(t)e 'k dt 

Integrando de tka tk+I y despejando rp(tk+1)

J
l
k

+I 

J
I r(s)ds fk+I - r(s)ds

e ,k W(t)e ,k dt 
tk 

(55) 

(56) 

(57) 

(58) 

(59) 

(60)



Sustituyendo rp 

ln(U(tk+l )J-1 (
U(tk)

] 
r:+1r(s)ds r+'r(s)ds

f
k+I -ír(s)ds 

- n � - e -qe 'k e 'k E(t)dt-
qK qK lk 

Exponenciando, 

f,
1k+I f' r(s)ds ftk+I -

J, r(s)ds
e th 

Ji
k 

W(t)e 'k dt. 

[ f,
1k+I 

] exp r( s )ds 'k+I 'k+I , 
U(fk+l)_(U(tk)J

'k -qexp[J, r(s}ds]J, E(t)exp[-J,r(s)ds]dt- ----=- e lk lk 'k 

� � 

[ J,1k+I 
] rk+I 

[ 
it 

] 
e

-exp 'k 
r(s)ds Jk W(t)exp - 'k 

r(s)ds dt

despejando U(tk+J) 

71 

(61) 

(62) 

[ f,
1k+I 

] [ 
fk I ] [ f,'k+I

] f,'k+I [ J' ] 
U(tk+l) = (qKy-exp lk

r(s)ds (u(t
k))exp t + r(s)ds e-qexp 'k 

r(s) 
'k 

E(t)exp - / (s)ds dt

Si hacemos 

y 

[ f,1k+l ] J,'
k

+
I 

[ f,

t 

] -exp r(s)ds W(t)exp - r(s)ds dt * e
1k lk tk 

( ) fk+I _1 -a tk ,lk+I · 
W(t)a (tk ,t)dt 

e 

'k 

(63) 

(64) 

(65) 

(66)
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Usando la regla del trapecio para aproximar las integrales 

(67) 

(68) 

donde R(tk) representa el error de aproximación. 

De acuerdo con la ecuación ( 64) tenemos que a( t k, t k) = 1 , por lo tanto las 

ecuaciones (67) y (68) se simplifican quedando como 

Sustituyendo el resultado de las ecuaciones (69) y (70) en la ecuación (66) tenemos 

donde R(tk) es un término de error de aproximación. 

Si consideramos que E(t) y W(t) permanecen constantes en el intervalo (tk ,tk+I ) y si 

definimos E(t) = 1;+ 1 
y W(t) = W k+1 

(69) 

(70) 

(71) 

donde Ek+I y W k+I son los valores promedio de E(t) y W(t) en el intervalo para 

t E [tk ,tk+ 1) respectivamente; entonces la ecuación (71), simplificada, nos queda
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* 

( W(t,+1) + W(t, )a(t,, t,+i) }1 
exp - -- ------�� +R(tk)

2 
(72) 

Aproximando a(t1c, fk+J) por (1 +/J(tk, fk+1)), mediante la expansión en serie de potencias de 

a(t1c, tk+J), tenemos que la ecuación (72) expresada en forma logarítmica queda 

(73) 

donde U"= qK (74) 

Rearreglando la ecuación (73) y considerando que Lit =1 

(75) 

Utilizando ahora la aproximación para u( t
k
) en términos de la media geométrica de 

los promedios de U( t) en intervalos de tiempo sucesivos (Schnute, 1977), es decir, 

suponiendo las aproximaciones 
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(76) 

(77) 

Como �t = (tk+1-tk) =1, tenemos que tk+1= 1 + tk; simplificamos la ecuación (75) y 

obtenemos la ecuación de regresión 

(78) 

Por conveniencia, dado que consideraremos influencias ambientales, supondremos 

que las funciones que entran en el modelo, r(t) y W(t) pueden ser expresadas mediante una 

serie de Fourier truncada. Supondremos que cualquier función de interés para nuestro 

análisis de las variaciones de la biomasa del recurso asociada con la variabilidad ambiental 

puede ser representada mediante un polinomio trigonométrico ZN(t), de modo tal que para 

cada E tendremos un valor de N lo suficientemente grande como para que la desigualdad 

se cumpla, siendo 

Zn (t) = ¿(ak (Z)Sen(kOJ(Z)) + bk (Z)Cos(kOJ(Z)) . 
k=O 

(79) 

donde ªk (Z) , bk (Z) y OJ(Z) son parámetros asociados con la variable particular que 

estemos considerando expresada a través de la función Z. En la práctica, el número de 
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términos de la función ZN(t) está limitada por la cantidad de datos con que se cuente, ya que 

al aumentar el número de parámetros a estimar en la ecuación de regresión se reduce el 

número de grados de libertad. 

En la especificación de las funciones descritas por las ecuaciones (64) y (65) se 

expresó el factor de escala r(t) de. la tasa de crecimiento natural en .la forma de la ecuación 

(79). Se hizo la expansión de la función r(t) para n= 1. En el Apéndice A se desarrolla la 

expresión para /J(tk, tk+ 1). Se estimaron los parámetros de la ecuación ( 4 7) mediante el 

ajuste de la ecuación (78) a los datos de la pesquería. Se desarrolló una variante de esta 

última ecuación resolviendo (52) sin introducir la función W(t), esto es, sin asociar 

directamente las funciones r(t) y g(t) ; por lo cual es necesario especificar, en este caso, la 

forma de la función g(t). En la sección de Discusión de Resultados se discutirá la ventaja 

que presenta esta variante. En los dos procedimientos desarrollados para obtener la 

ecuación de regresión que nos permite la identificación de parámetros de la ecuación ( 4 7) 

se probaron variantes de la ecuación (79) tanto para la función W(t) como para g(t), 

buscando obtener el mayor porcentaje de variabilidad explicada por la ecuación de 

regresión respectiva. 

IV.3.2 Modelo generalizado cuando r es función del tiempo y K se mantiene constante

Es posible obtener la ecuación (48) a partir de la ecuación (54) al cancelar en ésta el 

último término, el cual representa la contribución al modelo debida a la variabilidad de K, 

en el caso más general, en el que tanto r como K varían en el tiempo. Por lo que, para la 

presente generalización del modelo, se sigue la metodología desarrollada en el caso más 
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general para resolver ( 48) y se obtiene la siguiente ecuación de regresión,

(80)

la cual es una forma simplificada de la ecuación (78), obtenida al cancelar los términos con

los que contribuye la función W(t); esta función expresa la variabilidad de K en el caso

general. Se ajustó la ecuación (80) a los datos de la pesquería; se probaron dos desarrollos

para la expansión de la función r(t), cuando n= l y n=2, buscando obtener el mayor

coeficiente de determinación en las regresiones. Los resultados de los ajustes se muestran

en la Tabla III y en las Figuras 10 y 11, en la sección IV.4.2 en la que se presentan los

resultados de la identificación de parámetros del modelo.

IV.3.3 Modelo generalizado cuando K es función del tiempo y r se mantiene constante

La generalización del modelo de Gompertz-Fox dada por la ecuación (49) es

equivalente a

(K(t))
donde g(t) = ln 

K 

dx (x(t)) 
dt 

= r In 
K 

x(t) - qE(t)x(t)- rg(t)x(t),

(véase ecuación 50)

Haciendo en este caso W(t) = rg(t), tenemos

dx (x(t)) 
dt 

= rx(t) ln 
K 

- qE(t)x(t) - W(t)x(t) . (81)
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Se observa que es posible obtener la ecuación (81 ) a partir de la ecuación (54) al 

mantener r constante. Siguiendo un desarrollo similar al del modelo más generalizado ( ecs. 

55 a 59), pero con la simplificación de que res constante, se obtiene el factor integrante e-ri,

lo cual a su vez simplifica en cierta forma e introduce algunas variantes al procedimiento, 

desarrollado anteriormente, al obtener la ecuación de regresión para este caso. La ecuación 

(59) se simplifica a la forma

Integrando de to a tk: 

rp(t
k

) e-rl, = efJ(t
o ) e-rtº -q r e-rl E(t)dt - r e-rlW(t)dt,

() o 

despejando rp(t¡J tenemos 

(82) 

Para resolver la primera integral en (83), se hizo una partición del intervalo de 

explotación [to, T] en subintervalos de la forma [tk, tk+I) para k = O, 1, 2 ... N, con norma L'.\t = 

( tk+I - tk ) =1, por lo cual (83) se expresó en forma equivalente 

k-1 

rjJ(t
k ) = efJ(t

o
)e r(t ,-lo) - e,.1• ¿ q t· e-rt E(t)dt - e rt , r e-rlW(t)dt. (84) 

i=O 
0 

Se supone que en el intervalo [tk, tk+I) E(t) permanece constante e igual a su promedio en 

ese intervalo, por lo que llegamos a 

k-1 

rp(t
k ) = efJ(t

o )e r( t ,-to) + _q_ (1 - e r!il) ¿E\
+1 e r(t.-t;+,) - e rt, r e-rlW(t)dt.

r � 
º 

(85) 

Para resolver la segunda integral en (83) se supuso una expresión, simplificada, de 

la ecuación (79) para la función W(t) y posteriormente se resolvió analíticamente esta 
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integral con el método por partes (Swokowski, 1989). Sustituyendo la expresión para la 

función <jJ ( ec. 57) en la forma integrada de (85) y efectuando algunas simplificaciones se 

llega a 

(86) 

Suponiendo la aproximación para la media geométrica de U(t¡J (ec. 76) se obtiene la 

ecuación de regresión para este caso. 

IV.3.4 Modelo tradicional, r y K se mantienen constantes

El procedimiento para obtener la ecuación de regresión para el modelo de 

Gompertz-F ox cuando tanto r como K se consideran constantes fue similar al desarrollado 

en el caso anterior; excepto porque no se tiene la contribución de la función W(t), por lo 

cual se obtiene una expresión más sencilla dada por la siguiente ecuación, 

(87) 

De nuevo, utilizando (76) se obtiene la ecuación de regresión para este caso. 

IV.4 IDENTIFICACIÓN DE PARÁMETROS

Se ajustó el modelo de Gompertz-Fox (Fox, 1970; Quinn y Deriso, 1999) y las 

generalizaciones desarrolladas de este modelo, a los datos de captura por unidad de 

esfuerzo correspondientes a la pesquería mexicana de la anchoveta norteña Engraulis 

mordax, para el período 1972-1998. La información sobre capturas comerciales y esfuerzo 

pesquero ejercido se obtuvo del Centro Regional de Investigaciones Pesqueras de 
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Ensenada, Baja California (Borbón-González y Cota-Villavicencio, 1999). En el Apéndice 

B se presentan las gráficas de captura y esfuerzo ejercido en la pesquería. 

JV.4.1 Modelo generalizado, con r(t) y K(t) 

En la Tabla I se presentan los estimadores de los parámetros de la ecuación (47) 

obtenidos al ajustar la ecuación (78) a los datos de la pesquería, considerando las 

expresiones para las funciones r(t) y W(t) que produjeron el mayor porcentaje de 

variabilidad explicada por la ecuación de regresión, las cuales son, 

r(t)=a
1
Sen(cot)+a

2
Cos(cot) y W(t)=s

1
Cos(wt) 

Se muestran también los errores estándar calculados para los estimadores mediante la 

técnica de remuestreo Jackknife (Shao y Tu, 1995). 

Tabla I Estimadores de los parámetros del modelo de Gompertz-Fox generalizado al 
considerar la variación en el tiempo de la tasa intrínseca de crecimiento, r(t), y de la 
capacidad de carga del sistema, K(t), sus errores estándar y 81.7 % de variabilidad 
explicada por el ajuste del modelo a los datos de la pesquería de la anchoveta norteña . 

Parámetro Estimador Error estándar Variabilidad explicada 

a¡ -0.358 0.016 81.7% 

b1 0.104 0.036 

w 0.639 0.005 

q 25 x10·
6

5.9 X 10"
6

K 3,024,850 16,100 

S¡ 0.1257 0.0087 
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En la Tabla II se muestran los estimadores de los parámetros y sus errores estándar, 

cuando se introduce la función g(t) en el modelo generalizado con r(t ) y K(t) para

representar la variación en el tiempo de K(t) (ec. 50), al prescindir de la ecuación (53), por

lo cual se usa (52) para obtener la ecuación de regresión. La expresión para g(t) que 

produjo el mayor porcentaje de variabilidad explicada por el modelo fue g(t) = m1 Cos (wt). 

Tabla II Estimadores de los parámetros del modelo de Gompertz-Fox generalizado al 
considerar la variación en el tiempo de la tasa intrínseca de crecimiento, r(t), y de la 
capacidad de carga del sistema, K(t), sus errores estándar y 76.4 % de variabilidad 
explicada por el ajuste del modelo a los datos de la pesquería de la anchoveta norteña . 

Parámetro Estimador Error estándar Variabilidad explicada 

a1 -0.3240 0.020 76.4% 

b1 0.206 0.029 

w 0.625 0.004 

q 23 x10·6 6.4 X 10-6

K 4,000,000 1,500,000 

m1 0.168 0.051 

Las Figuras 6 y 7 muestran los valores observados contra los valores estimados 

generado en los dos distintos ajustes hechos del modelo más generalizado a los datos de 

captura por unidad de esfuerzo de la pesquería. Las Figuras 8 y 9 muestran la variación en 

el tiempo de r(t) y de K(t), respectivamente, para el ajuste del modelo en el que se logra un 

76.4 % de variabilidad explicada por éste. 
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Figura 6. Valores observados contra valores estimados por la regresión de la ecuación (78) 
para el modelo generalizado con r(t) y K(t) cuando se introduce la función W(t). Se obtuvo 
un 81. 7 % de variabilidad explicada por la regresión. 
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Figura 7. Valores observados contra valores estimados por la variante de la ecuación (78), 
cuando se prescinde de (53), y se define g(t) = m1 Cos (wt). Se obtuvo un 76.4% de 
variabilidad explicada por la regresión. 
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Figura 8. Variación del factor de escala de la tasa de crecimiento natural de la población, 
r(t), en el tiempo. Generalización del modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K(t); 76.4 % de 

variabilidad explicada por el modelo. 
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Figura 9. Variación de la capacidad de carga, K(t), en el tiempo. Generalización del modelo 
de Gompertz-Fox con r(t) y K(t); 76.4 % de variabilidad explicada por el modelo. 
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JV.4.2 Modelo generalizado cuando r es función del tiempo y K se mantiene constante 

En la Tabla III se presentan los estimadores de los parámetros de la ecuación ( 48) 

obtenidos al ajustar la ecuación (80) a los datos de la pesquería de la anchoveta norteña, 

para n=l en la expansión de la función r(t) (Apéndice A), por lo que r(t)= a1 Sen (wt)+b1 

Cos (wt), la cual produjo el mayor porcentaje de variabilidad explicada por la ecuación de 

regresión. Se muestran también los errores estándar de los estimadores obtenidos mediante 

remuestreo J ackknife. 

Tabla III Estimadores de los parámetros del modelo de Gompertz-Fox generalizado al 
considerar ar una función del tiempo, r(t)= a1 Sen (wt)+b1 Cos (wt) , sus errores estándar y 
% de variabilidad explicada por el ajuste del modelo a los datos de la pesquería de la 
anchoveta norteña. 

Parámetro Estimador Error estándar Variabilidad explicada 

-0.302 0.028 75% 

0.111 0.025 

w 0.621 0.005 

K 4,030,000 1,000,000 

q 24 X 10-
6 6 X 10-6
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En la Figura 1 O se muestran los valores observados contra los valores estimados 

mediante el ajuste de la ecuación (80) a los datos de captura por unidad de esfuerzo de la 

pesquería. La Figura 11 muestra la evolución en el tiempo del factor de escala de la tasa de 

crecimiento natural de la población para la presente generalización del modelo. 
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Figura 1 O. Valores observados contra valores estimados por la regresión de la ecuación 
(80), modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K constante, para una expansión n=l para r(t). Se 
obtuvo un 75 % de variabilidad explicada por la regresión. 
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Figura 11. Variación en el tiempo de r(t) = -0.302 Sin(0.62It) + 0.171 Cos(0.621 t) para la 

generalización del modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K constante. 

IV.4.3 Modelo generalizado cuando K es función del tiempo y r se mantiene constante

En la Tabla IV se presentan los estimadores de los parámetros de la ecuación ( 49) 

obtenidos al ajustar la ecuación (86) a los datos de la pesquería de la anchoveta norteña, 

para la expresión W(t) = s2 Cos (wt) la cual produjo el mayor porcentaje de variabilidad 

explicada por la ecuación de regresión. Se muestran, también, los errores estándar de los 

estimadores obtenidos mediante remuestreo Jackknife. En la Figura 12 se muestran los 

valores observados contra los valores estimados por la regresión y en la Figura 13 se 

muestra la variación en el tiempo de la capacidad de carga del sistema K(t). 
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Tabla IV Estimadores de los parámetros del modelo de Gompertz-Fox generalizado al 
considerar la variación en el tiempo de la capacidad de carga del sistema, K(t), expresada 

mediante la función K(t) = K*exp(s2*Cos(wt)), sus errores estándar y % de variabilidad 
explicada por el ajuste del modelo a los datos de la pesquería de la anchoveta norteña . 

Parámetro Estimador Error estándar Variabilidad explicada 

r -0.3187 0.0071 89.7% 

K 4,513,700 59,200 

q 23.9 X 10"6 4.4 X 10·7

w 0.645 0.002 

0.1438 0.0052 
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Figura 12. Valores Observados contra valores estimados por la regresión de la ecuación 
(86), modelo de Gompertz-Fox con K(t) y r constante. Se obtuvo un 89.7 % de variabilidad 
explicada por la regresión. 
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Figura 13. Variación de la capacidad de carga, K(t), en el tiempo. Generalización del 
modelo de Gompertz-Fox con K(t) y r constante. Variabilidad explicada por el modelo de 
89.7%. 
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JV.4.4 Modelo tradicional, r y K se mantienen constantes 

En la Tabla V se presentan los estimadores de los parámetros de la ecuación ( 45) 

obtenidos al ajustar la ecuación (87) a los datos de la pesquería de la anchoveta norteña. Se 

muestran también los errores estándar de los estimadores obtenidos mediante remuestreo 

Jackknife. 

Tabla V.- Estimadores de los parámetros del modelo de Gompertz-Fox tradicional (ec. 45), 
sus errores estándar y% de variabilidad explicada por el ajuste del modelo a los datos de la 
pesquería de la anchoveta norteña. 

Parámetro 

r 

K 

q 

Estimador 

-0.339

4,352,177 

27.1 X 10-6

Error Estándar 

0.014 

184,460 

1.7 x 10-6

Variabilidad explicada 

77% 

En la Figura 14 se muestran los valores observados contra los valores estimados por 

la regresión. 
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Figura 14. Valores observados contra valores estimados por la ecuación (87 ), modelo de 
Gompertz- Fox con r y K constantes. Se obtuvo un 77 % de variabilidad explicada por la 
regresión. 

IV.5 ECUACIONES PARA LA BIOMASA DEL RECURSO

En esta sección se presentan las formas integradas obtenidas para las ecuaciones 

diferenciales (45), (47), (48) y (49) que describen el cambio de la biomasa del recurso 
. ./ 

respecto al tiempo, bajo el modelo de Gompetz-Fox de parámetros constantes y

generalizaciones de éste desarrolladas en el presente trabajo. Así también se presentan las 

gráficas respectivas cuando se considera la pesca y cuando se omite ésta en el modelo, esto 

último con el propósito de visualizar el efecto de la pesca sobre la biomasa remanente del 

recurso. 
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JV.5.1 Modelo tradicional, con r y K constantes 

De la ecuación diferencial ( 45), considerando solo la tasa de crecimiento natural, 0

sea sin considerar la tasa de captura, se obtuvo la siguiente expresión para la biomasa del 

recurso . ( X Jexp(rt) 
x(t) = K -

0 

K 
(88) 

donde x0 se puede estimar utilizando el valor calculado para el coeficiente de capturabilidad 

q y el dato de captura por unid�d de esfuerzo al inicio del horizonte temporal considerado 

para el estudio de la pesquería, en este trabajo corresponde al año de 1972. 

Al considerar también la tasa de captura al resolver ( 45), se obtuvo la expresión para 

la biomasa del recurso con pesca 

e rt q -e °"-
( (¡ r) J k-1 

X 
- -- L,;Ei+I 

x(t)=K(;J e ' ,� (89) 

En la Figura 15 se muestra la variación de la biomasa del recurso en el tiempo, sin y 

con el efecto de la pesca. 
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Figura 15. Variación de la biomasa de anchoveta norteña en el tiempo, calculada bajo el 
modelo de Gompertz-Fox de parámetros r y K constantes, considerando y sin considerar la 
pesca del recurso. 

IV.5.2 Modelo generalizado, con r(t) y K constante

De la ecuación diferencial ( 48), considerando solo la tasa de crecimiento natural, o 

sea sin considerar la tasa ,de captura, se obtuvo la siguiente expresión para la biomasa del 

recurso 

(90) 

Al considerar la pesca se obtuvo la siguiente ecuación, 



e 

Ii·(s)ds -I: (s)ds 

-qe 1 E(t)e O dt 

92 

(91) 

La Figura 16 muestra la variación en el tiempo de la biomasa del recurso dada por las 

ecuaciones (90) y (91 ), respectivamente. 
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Figura 16. Variación en el tiempo de la biomasa de anchoveta norteña calculada bajo la 
generalización del modelo de Gompertz-Fox, con r(t) y K constante, considerando y sin 
considerar la pesca del recurso. 

IV.5.3 Modelo generalizado, con K(t) y r constante

De la ecuación diferencial ( 49), considerando solo la tasa de crecimiento natural, sin 

la captura, se obtuvo la siguiente expresión para la biomasa del recurso 



rl I 

( 
X 

J
e -e rr f, W(t)e-r1 dt 

x(t) = K ---º-- e 
K 

donde W(t) = s2Cos(wt), por lo que (92) queda, 

( 
J

e" sz( rCos(wt)-
2
wSi

:(wt)-re r1 ) 

x(t) = K Xo e (r +w )

K 

Al considerar la pesca se obtuvo la siguiente ecuación, 

( 
J
e,., ( rCos(wt)-wSin(wt)-re ,.1 J q ,. �-

X Sz 2 2 -(1-e ) L,E1+1 

x(t) = K � e 
(r +w ) 

e
r 

i=O 

K 
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(92) 

(93) 

La Figura 17 muestra la variación en el tiempo de la biomasa del recurso dada por 

las ecuaciones (92) y (93). 
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Figura 17. Variación en el tiempo de la biomasa de anchoveta norteña calculada bajo la 
generalización del modelo de Gompertz-Fox, con K(t) y r constante, considerando y sin 
considerar la pesca del recurso. 

IV.5.4 Modelo generalizado, con r(t) y K(t)

De la ecuación diferencial ( 4 7), considerando solo la tasa de crecimiento natural, sin 

la captura, se obtuvo la siguiente expresión para la biomasa del recurso, cuando se 

introduce la función g(t) = m1Cos (wt) 

e 

f (s)ds ff (s)ds 

-e O !r(t)g(t)e O dt

Cuando se considera la pesca la ecuación para la biomasa es 

(94)



i

l 

r(s)ds I I I I 

O fr(s)ds fr(s)ds fr(s)ds - f,<s)d., 

(
X 

J
e -e O fr(t)g(t)e O dt -e O fqE(t)e 0 

x(t) = K -0 e º e º 

K 
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(95) 

La Figura 18 muestra la variación en el tiempo de la biomasa del recurso dada por 

las ecuaciones (94) y (95). 
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Figura 18. Variación en el tiempo de la biomasa de anchoveta norteña calculada bajo la 
generalización del modelo de Gompertz-Fox, con r(t) y K(t), considerando y sin considerar 
la pesca del recurso. Ajuste del modelo con 76.4 % de variancia explicada. 
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V. TEORÍA DE CONTROL ÓPTIMO Y ANÁLISIS DE VIABILIDAD

En este capítulo se· aplica la teoría presentada y metodología desarrollada en el 

tercer capítulo, sobre Control Óptimo, a la pesquería mexicana de anchoveta norteña, con el 

propósito de analizar la optimalidad de la estrategia de explotación del recurso cuando la 

variable de control es el esfuerzo pesquero. La variación de la biomasa del recurso en el 

tiempo es modelada por el modelo de Gompertz-Fox de parámetros constantes y por las 

generalizaciones de éste desarrolladas en el presente trabajo. Se desarrolla además la 

metodología para efectuar el análisis de viabilidad de la biomasa del recurso cuando se 

supone un nivel de colapso para la biomasa. 

V.1 APLICACIÓN DE CONTROL ÓPTIMO A LA PESQUERÍA DE ANCHOVETA

El problema de control óptimo se definió especificando un sistema dinámico ( ec. 

26) que expresa la tasa de cambio de la biomasa explotada x(t); se especificó como función

de control al esfuerzo pesquero E(t) y se establecieron restricciones sobre éste ( ecs. 27 y 

28) y sobre x(t), tal como se describe en la sección III.5. Se consideró como funcional

objetivo a J(x(t), E(t), x(I')), definida en términos de la función de control, la respuesta x(t) 

y la condición terminal para la biomasa del recurso x(I'). La funcional viene dada por la 

expresión para los ingresos netos totales descontados derivados de la explotación del 

recurso ( ec. 29). Se determinó como objetivo la maximización del v�lor presente del flujo 

de ingresos netos futuros obtenidos de la pesquería, esto es, la maximización de J (ver ec. 

8). 

Se efectuó la maximización de dicha funcional sobre el espacio de variación de la 

variable de control, aplicando las condiciones de optimalidad expresadas en el "principio 

del máximo de Pontryagin" (ecs. 22 y 23), se obtuvo la expresión implícita para la variable 
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respuesta que define la senda óptima Xs, o senda singular; para el caso general (no­

autónomo) dada por la ecuación ( 41 ). En el caso autónomo, cuando además de mantener 

µ(x(t)) = e, p(t) y 8(t) permanecen constantes, la expresión implícita para la variable 

respuesta que define la senda óptima Xs, o senda singular, viene dada por la llamada 

ecuación de la regla aurea de Clark ( ec. 42). Para cada tiempo t las ecuaciones ( 41) y ( 42) 

definen implícitamente la senda singular xs(t), la biomasa óptima al tiempo t, para los casos 

no-autónomo y autónomo, respectivamente. 

Cabe aclarar que en este trabajo usaremos los términos autónomo y no-autónomo 

para expresar si los conceptos económicos utilizados (precio, costo, tasa de descuento) 

varían o no en el tiempo, puesto que además de utilizar el modelo de Gompert-Fox de 

parámetros constantes, se trabajó también con la generalizaciones del modelo donde r o K o 

ambos varían en el tiempo. A continuación, se describe las consideraciones que se tomaron 

. al trabajar con las distintas variantes del modelo; se presentan las ecuaciones para la 

biomasa óptima y esfuerzo óptimo y las gráficas para la senda óptima, respectivamente. 

V.1.1 Modelo de Gompertz-Fox con parámetros constantes

Para el caso autónomo, cuando p(t)= p, 8(t)= 8y µ(x(t)) = e, se obtuvo la función 

para el nivel de biomasa óptima (xs) a partir de la regla aurea de Clark ( ec. 42) al sustituir 

en ésta la expresión para la tasa de crecimiento natural F(x(t)) dada por la ecuación ( 46) y 

la expresión para el costo por unidad de biomasa ( ec. 31 ). Este nivel se define 

implícitamente mediante la ecuación 

(96)



98 

De este modo, fijos precio y costo por unidad de esfuerzo, la trayectoria singular 

x (t) es constante para cada valor fijo de la tasa de descuento 5. 
s 

Para el caso autónomo se consideraron constantes el precio por unidad de biomasa, 

la tasa de descuento y el costo por unidad de esfuerzo (p(t)=p, 5(t)=5y u(x)= e). Se fijó el 

costo de cada unidad de esfuerzo µ(x(t)) = e = 3,000 dólares/viaje, de acuerdo a la 

información proporcionada por pesqueras locales; se usó también un valor de e = 2,000 

dólares/viaje con el fin de analizar como variaba el nivel de biomasa óptima al disminuir el 

costo. El precio p de cada tonelada métrica se fijó en tres distintos valores con el propósito 

de analizar la variación en el nivel de biomasa óptima al variar el precio: se estimó un valor 

de 50 dólares/tonelada para la anchoveta destinada al proceso de reducción (producción de 

harina de pescado) y para la harina de pescado se fijaron valores entre 300 y 700 

dólares/tonelada, de acuerdo a la variación del precio de este producto en los últimos años. 

En los mercados financieros internacionales, una cota superior representativa para la 

variación de la tasa de descuento es de 5 = 0.1 O, por lo cual se usó este valor; además, se 

calculó el nivel de biomasa óptima para 5 = 0.05 por ser éste aproximadamente el valor 

promedio de la tasa de descuento para el período de tiempo considerado. Los valores de 

biomasa óptima para todos los cálculos del caso autónomo se generaron a partir de la 

ecuación (96), utilizando MAPLE V. En las Figuras· 19, 20 y 21 se muestran los resultados 

obtenidos para las distintas variantes calculadas para el caso autónomo; en éstas se muestra, 

además, la biomasa estimada a partir de los datos de captura por unidad de esfuerzo 

· (CPUE) de la pesquería.
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Resultados 

En el caso autónomo del análisis bioecónomico, efectuado bajo el modelo de 

Gompertz-Fox de parámetros constantes, se observó que al elevar la tasa de descuento, fijos 

el precio y el costo por unidad de esfuerzo, descendió el nivel de biomasa óptima. Lo 

anterior se muestra en la Figura 1.9, cuando se fija el precio de la harina de pescado en 300 

dólares por tonelada y el costo por unidad de esfuerzo en 3,000 dólares por viaje y 5 se 

eleva de 0.05 a 0.1 O; se muestra, también, la biomasa estimada a partir de datos de captura 

por unidad de esfuerzo. 
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Figura 19. Biomasa estimada por CPUE y nivel de biomasa óptima para dos valores de la 

tasa de descuento, 5. Modelo de Gompertz-Fox de parámetros constantes. 
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Al variar el precio, manteniendo constante el costo por unidad de esfuerzo y la tasa 

de descuento, se observó que al aumentar el precio disminuía el nivel de biomasa óptima y

viceversa; en la Figura 20 se observa este efecto, cuando la tasa de descuento se fija en 0.05 

y el costo por unidad de esfuerzo en 3,000 dólares/viaje. El nivel de biomasa óptima se 

elevó al aumentar el costo por unidad de esfuerzo y viceversa; en la Figura 21 se muestra 

esta variación, fijos precio y la tasa de descuento en 50 dólares por tonelada y 0.05, 

respectivamente. En ambas figuras se muestra también la biomasa estimada a partir de los 

datos de captura por unidad de esfuerzo. 
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Figura 20. Biomasa estimada por CPUE y biomasa óptima, calculada para tres distintos 
precios, fijos el costo por unidad de esfuerzo y la tasa de descuento. Modelo de Gompertz­
Fox de parámetros constantes. 
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Figura 21. Biomasa estimada por CPUE y biomasa óptima, calculada para dos distintos 
costos por unidad de esfuerzo, fijos precio y tasa de descuento. Modelo de Gompertz-Fox 
de parámetros constantes. 

Para el caso general, no-autónomo, se consideraron variables precio y tasa de 

descuento (p(t) y <5(t)) y el costo por unidad de esfuerzo µ(x)=c. La función para el nivel de

biomasa óptima en el caso general se obtuvo al sustituir la expresión para la tasa de 

crecimiento natural F(x(t)) dada por la ecuación ( 46) y la expresión para el costo por unidad 

de biomasa ( ec. 31) en la ecuación ( 41 ); ésta viene dada en forma implícita por la siguiente 

expresión 

cln(xs) dp 

ln(xs) +
K 

+ q xs dt
- c5(t) + l = O . (97) 

K q X8p(t)- e r(q xsp(t)- e) r 
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Se trabajaron dos variantes para el caso no-autónomo; en la primera, el precio se 

consideró variable, p(t) y se tomaron como constantes la tasa de descuento, 8(t) = 8 y el 

costo por unidad de esfuerzo µ(x)=c. Esta situación corresponde al caso no-autónomo ya 

que el precio depende del tiempo, por lo tanto se usó la ecuación (97) para obtener la 

expresión de la biomasa óptima, con 8(t) = 5. 

Se calcularon los valores de biomasa óptima a partir de (97), usando MAPLE V; 

para ello, se usaron los valores de precio y derivada de la función precio que se describen 

en el Apéndice B. La biomasa óptima calculada al considerar el precio variable y fijos el 

costo por unidad de esfuerzo y tasa de descuento (c = 3,000 dólares/viaje y 8 = 0.05) se 

graficó contra la biomasa estimada a partir de los datos de captura por unidad de esfuerzo 

(CPUE) de la pesquería; lo anterior se muestra en la Figura 22. 

En la segunda variante del caso no-autónomo se consideraron variables tanto el 

precio como la tasa de descuento, esto es p(t) y 8(t) y se mantuvo constante el costo por 

unidad de esfuerzo µ(x)= e = 3,000 dólares/viaje. Es conveniente hacer notar que aunque el 

costo por unidad de esfuerzo se mantenga constante, el costo por unidad de biomasa, C(x), 

no es constante (ver ec. 31). En este caso se aplicó también la ecuación (97) para calcular la 

biomasa óptima; la Figura 23 muestra la variación de la biomasa óptima respecto al tiempo 

para la situación económica anteriormente descrita, también se muestra la biomasa 

estimada por CPUE. 
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Figura 22. Biomasa estimada por CPUE y óptima, calculada cuando el precio se considera 
una función del tiempo y se mantienen constantes el costo por unidad de esfuerzo y la tasa 
de descuento. Modelo de Gompertz-Fox de parámetros constantes. 



4500000 

4000000 

3500000 

3000000 

E 
2500000 

<( 

<( 2000000 

1500000 

1000000 

500000 

1970 1974 1978 1982 1986 

AÑO 

1990 

biom. estimada 

por CPUE 

• -r,.- biom. óptima

1994 1998 

104 

2002 

Figura 23. Biomasa estimada por CPUE y biomasa óptima, calculada cuando precio y tasa 
de descuento se consideran funciones del tiempo y se mantiene constante el costo por 
unidad de esfuerzo. Modelo de Gompertz-Fox de parámetros constantes. 

Esfuerzo óptimo 

A partir de la ecuación (1) se obtiene el nivel de esfuerzo E
s 

(véase la ecuación 43) 

que mantiene la respuesta x(t) sobre la senda singular x s (t) . Este nivel de esfuerzo óptimo 

tiene la forma, 

(98)
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Para el caso autónomo (cuando p = 300, e= 3,000 y o = 0.05) se obtuvo Es
= 11,346 

viajes/año. Para el caso no-autónomo (cuando c =3,000,p(t) y o (t)), los valores calculados 

de Es oscilan entre 8,049 y 13,900 viajes/año. 

V.1.2 Generalización del modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K constante

Al sustituir la expresión. para la tasa de crecimiento natural F(x(t)) dada por la 

ecuación (46), adaptada con r(t), y la expresión para el costo por unidad de biomasa (ec. 

31) en ( 42), la ecuación de la regla aurea de Clark ( caso autónomo) para esta generalización

del modelo nos queda 

r(t) e ln(
xJf)

) 
r(t)[l + ln(

xs(t)
)]-o + K = O .

K (pqx5
(t)-c) 

(99) 

Para el caso no-autónomo general, en el cual varían en el tiempo el precio y la tasa 

de descuento, la función para el nivel de biomasa óptima (xs) se obtuvo al sustituir en la 

ecuación ( 41) las ecuaciones (31) y ( 46), con r(t). En este caso la biomasa óptima está dada 

en forma implícita por la siguiente expresión 

( )  1 (
xs

(t)
) 

dp 

r(t) 1 + ln xs ( ) -o(t) + + d t = O 
[ 

· t 
] 

rt en 
K qxs

(t)-

· 
( 

K
) 

(qxs
(t)p(t)-c) (qx.Jt)p(t)-c) 

Resultados 

(100) 

La biomasa óptima calculada con la ecuación (99), para el caso autónomo ( cuando 

se fija el costo por unidad de esfuerzo e en 3,000 dólares/viaje, el precio p en 300 

dólares/tonelada y la tasa de descuento o en 0.05), varía debido al efecto de la variación de 

r en el tiempo, ya que las variables económicas permanecen constantes. Presenta valores 

mínimos en los años 1977, 1982, 1987, 1992 y 1997 (Figura 24). La biomasa óptima 
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calculada usando la ecuación (100), (caso no-autónomo, cuando e = 3,000 dólares/viaje y el 

precio y la tasa de descuento varían en el tiempo), presenta un comportamiento similar al 

del caso autónomo; lo anterior se muestra en la Figura 25, se muestra también el nivel de 

biomasa cuando r y K son constantes. 
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Figura 24. Biomasa estimada por CPUE y biomasa óptima, para caso autónomo, cuando 
se usa el modelo de Gompertz-Fox generalizado con r(t) y K constante. Para propósito 
de comparación se muestra el nivel de biomasa cuando r y K son constantes. 
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Figura 25. Biomasa estimada por CPUE y biomasa óptima, para caso no-autónomo, 
cuando se usa el modelo de Gompertz-Fox generalizado con r(t) y K constante. 

Esfuerzo óptimo 

De la ecuación ( 48) tenemos que el nivel de esfuerzo Es que mantiene la respuesta 

x(t) sobre la senda singular x s (t) para la generalización del modelo de Gompertz-Fox con 

r(t) y K constante tiene la forma, 

(101) 
si r>O 
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El esfuerzo óptimo calculado con la ecuación (101), utilizando la biomasa óptima 

calculada para el caso no-autónomo, varía en el tiempo presentando fuertes oscilaciones (va 

desde valores de poco más de 12,000 hasta menos de 2,000 viajes/año). Presenta mínimos 

para los años 1972, 1977, 1982, 1987, 1992 y 1997 (Figura 26). En la gráfica se muestra 

también el esfuerzo pesquero real.ejercido en la pesquería. 
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Figura 26. Esfuerzo óptimo y esfuerzo real ejercido en la pesquería de anchoveta. 
Generalización del modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K constante. 

V.1.3 Generalización del modelo de Gompertz-Fox con K(t) y r constante

La ecuación que determina la biomasa óptima Xs, en el caso autónomo, para esta 

generalización del modelo, se obtuvo al sustituir la función de crecimiento ( ec.46), en la 

cual se cambia K por K(t) y la expresión para el costo por unidad de biomasa ( ec. 31) en la 
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ecuación de la regla aurea de Clark ( 42). La biomasa óptima viene dada en forma implícita 

por la siguiente expresión, 

l (
xs(t)

)
r l+ln(xs(t))+ en 

K 

K (pqxs(t)-c) 
(102) 

Para el caso no-autónomo más general, en el cual varían en el tiempo el precio y la 

tasa de descuento, la función para el nivel de biomasa óptima (xs) se obtuvo al sustituir las 

ecuaciones (31) y (46), con K igual a K(t), en la ecuación (41). En este caso, la biomasa 

óptima está dada en forma implícita por la siguiente expresión 

cln(xJf)) q x (t) dp 
r l+ln(xs(t))+ K -W(t)[

p(t)qx
s
(t) ]+ s dt -b'(t) = 0 .

K (p(t) q xs(t)- e) p(t) q x
s
(t)-e (p(t) q x

s
(t)- e) 

(103) 

Resultados 

La biomasa óptima, calculada en el caso autónomo, cuando se fija el precio en 300 

dólares/t.m., el costo en 3000 dólares/viaje y la tasa de descuento b' = 0.05, oscila 

aproximadamente entre 1,400,00 y 2,700,000 t.m. y presenta valores mínimos para 1981-

82, 1991-92 (Figura 27); la biomasa óptima calculada para el caso no-autónomo, cuando el 

precio y la tasa de descuento varían en el tiempo y se ftja el costo en 3,000 dólares/viaje, 

oscila en forma similar, pero con mayor amplitud, entre aproximadamente 1,000,000 y 

3,000,000 de toneladas métricas (Figura 28). 
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Figura 27. Biomasa estimada por CPUE y óptima, caso autónomo, para la generalización 
del modelo de Gompertz-Fox con K(t) y r constante. 
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Figura 28. Biomasa estimada por CPUE y biomasa óptima, caso no-autónomo (e =3000, 

5(t) y p(t) ). Generalización del modelo de Gompertz-Fox con K(t) y r constante. 
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Esfuerzo óptimo 

De la ecuación (49) tenemos que el nivel de esfuerzo Es mantiene la respuesta x(t) 

sobre la senda singular xs (t). Para la generalización del modelo de Gompertz-Fox 

analizado tiene la forma, 

(104) 

El esfuerzo óptimo se calculó considerando el caso no-autónomo (c = 3,000 

dólares/viaje, p(t) y ó{t)). Se eleva desde aproximadamente 6,800 a 12,000 viajes/año de 

1972 a 1974 y posteriormente fluctúa entre aproximadamente 11,000 y 13,500 viajes/año 

(Figura 29). 
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Figura 29. Variación del esfuerzo óptimo, caso no-autónomo, para generalización del 
modelo de Gompertz-Fox con K(t) y r constante. 
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V.1.4 Generalización del modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K(t)

Se calculó la biomasa óptima para el caso más general, no-autónomo, al sustituir la 

función de crecimiento modificada con r=r(t) y K = K(t), y la ecuación (31) en la ecuación 

(41). La ecuación (105) define implícitamente dicha biomasa. 

cln(xs(t)) () dp

( ) 
K t q xs t 

r(t) 1 + ln xs - g(t) + � -- -� - e g( ) + dt - 5 (t) =O.
K {p(t)qx_,(t)-c) (p(t)qx., (t)-c) (p(t)qx5 (t)-c) 

Resultados 

La variación de la biomasa óptima en el tiempo se muestra en la Figura 30. 
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Figura 30. Biomasa estimada por CPUE y óptima para caso no-autónomo (c = 3,000 
dólares/viaje, p(t) y 5(t)), cuando se usa el modelo de Gompertz-Fox generalizado con r(t) y 
K(t), 76.4 % de variancia explicada. 



Esfuerzo óptimo 

Se obtuvo la siguiente expresión para el esfuerzo óptimo, 

E
s
(t)= 

r(t) In( x,(I) )- r(t) g(t)
q K q 

r(t) 1n( _ _  K) + 
r(t) g(t)

q x
s
(t) q 

si r<O

si r>O

113 

(106) 

El esfuerzo óptimo, Es(t), se calculó considerando el ajuste del modelo con 76.4 % 

de variancia explicada por la regresión, caso no-autónomo (e = 3000 dólares/viaje, p(t) y 

5(t)), cuando g(t)= m1Cos(wt). Fluctúa ampliamente entre aproximadamente 300 y 14,000 

viajes/año y presenta valores mínimos para los años 1972, 1977, 1982, 1987, 1992 y 1997; 

es menor que el esfuerzo real ejercido en la pesquería en los años 1972, 1977, 1982 y 1987 

(Figura 31). 
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Figura 31. Esfuerzo óptimo Es y esfuerzo real ejercido en la pesquería. Modelo de 
Gompertz-Fox generalizado con r(t) y K(t). 
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V.2 ANÁLISIS DE VIABILIDAD DEL RECURSO

En esta sección se desarrolla la metodología para especificar un nivel de viabilidad, 

o umbral de colapso, para la biomasa del recurso. Primeramente, se desarrolla dicha

metodología cuando la variación de la biomasa en el tiempo se describe por el modelo de 

Gompertz-Fox de parámetros co.nstantes y, posteriormente, se presentan los desarrollos 

hechos cuando tal variación se modela con las generalizaciones hechas al modelo de 

Gompertz-Fox al variar en el tiempo los parámetros r y K.

La importancia de este procedimiento reside en que hace posible especificar un 

nivel mínimo, arriba del cual se debería manejar la biomasa para evitar el colapso de la 

pesquería. 

Condición de viabilidad 

Se realizó el análisis de la optimalidad del régimen de explotación del recurso 

pesquero, bajo condiciones de viabilidad para la biomasa, especificando un nivel mínimo a

de viabilidad para la biomasa del recurso, por lo que se estableció la condición x(t) 2. a.

Esta expresión equivale a la restricción de variación de estado ( ec. 5) 

B(x(t),t) = x(t)- a 2. O

siendo a un nivel crítico de permanencia de la población. Esta restricción se expresó en 

términos de la cota superior del esfuerzo, Emax• Para ello se introdujo el siguiente criterio: 

V.2.1 Modelo de Gompertz-Fox con parámetros constantes

La respuesta asociada con el problema de control ( ecs. 1-8) viene dada por la 

solución de la ecuación diferencial ( 45); al integrar esta ecuación se obtuvo la solución 

(107)



Partiendo de la desigualdad de admisibilidad (12) 

y considerando que q es positivo, tendremos que 

It E( ) -rsd > q E { -rt 1)- q s e s 
-

- max \e -

. . o r 

Puesto que K y x0 son no-negativos, x(t) satisface la desigualdad 

q rtE ( -rt 1)
( ) 

l-e
rt rt -e max e -

xt ?:.K xg er 
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Por lo tanto, una condición suficiente para que la restricción de viabilidad, x(t) ?:. a,

se cumpla resulta ser 

o de forma equivalente

q rtE ( 
-rt 1)l rt rt -e max e -

K -e xg e r ?:. a , 

donde a es el umbral de colapso especificado y 

Definiendo ahora, la función rp(t) mediante 

veremos que 

(108) 

(109) 

(110)



d</J = r<fJ(t )ln(R )ert
dt 
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Si r es negativa y <p(t) positiva, <jJ(t) será creciente si R < I y decreciente si R > I. 

En el caso que <p(t) es creciente vemos que a partir del valor </J(O) = R, dicha función 

tenderá monótonamente a uno cuando t tiende a infinito. Como deseamos mantener la 

población x(t) sobre el umbral de colapso a necesariamente se requiere que x0 sea mayor 

que a. Consecuentemente (al x0 )R < R < I y la desigualdad (108) tendrá vigencia para 

todo t (Figura 32). 

Si mantenemos r negativa, cuando R > I, <p(t) decrecerá a partir de R tendiendo a 

uno cuando t tiende a infinito. En el caso en el que el producto (a/ x0 )R toma un valor 

superior al límite asintótico de <p(t), existirá un valor te a partir del cual la desigualdad 

(108) dejará de cumplirse. Esta situación se ilustra en la Figura 33, utilizando la línea

punteada para representar el valor de (a/ x0 )R. Sin embargo, si escogemos R de modo tal

que el producto (a/ x0 )R permanezca por abajo del límite asintótico de <p(t), tendremos

que la desigualdad (108) se cumplirá para todo valor de t. Esta situación se ilustra en la

Figura 33, mediante la línea continua para el valor (a/ x0 )R.



$(t) 

rt 

Re para r < O y R < l 

o Tiempo t 

Figura 32. Cuando R < 1 rp(t) es creciente la desigualdad (109) se mantiene para todo 

valor de t. 

$(t) 

$(0) = R 

Tiempo t 

Figura 33. Cuando R > 1 rp(t) decrece asintóticamente a partir de R. La condición 

(a/ x0)R < 1 garantiza la vigencia de la desigualdad (109) para todo valor de t. 
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Como resultado del análisis anterior podemos establecer que siempre que x0 toma 

un valor mayor que a, la condición 

(a!x0 )R<l (111) 

garantiza la vigencia de la desigualdad (108) para todo valor del tiempo. Utilizando la 

ecuación (109) vemos que esta condición se puede expresar equivalentemente en términos 

de la cota superior del esfuerzo E max si hacemos 

(112) 

Supongamos que E max toma un valor constante igual al de su cota superior, dada 

por la desigualdad (12) y que E(t) toma el valor constante 

(113) 

Entonces, la respuesta asociada con la ley de control E(t) expresada mediante el valor de la 

cota superior para el conjunto de admisibilidad satisface la siguiente ecuación diferencial 

(para t > O) , que se obtiene al sustituir (113) en (45), 

considerando que r < O, tenemos que la ecuación ( 45) toma la forma 

(114) 

Esto significa que cuando mantenemos el esfuerzo E(t) en el nivel constante dado 

por la cota superior Emax
, la biomasa poblacional x(t) tiende asintóticamente al umbral de 
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colapso a. Si x0 es mayor que a, la población se mantiene fuera de la región de extinción.

Si x0 es menor que a, la población permanece todo el tiempo bajo el umbral de extinción. 

Esto equivale a decir que, en el contexto de la ecuación ( 45), el valor constante para E(t) 

dado por la ecuación (113) genera la solución de equilibrio estable x(t) = a. 

De la ecuación ( 45) resulta claro que el nivel de esfuerzo E
s 

que mantiene la 

respuesta x(t) sobre la senda singular x
s
(t), en el caso autónomo analizado, tiene la forma 

dada por la ecuación (98). Adicionalmente, si se cumple la desigualdad a � x s y si 

consideramos que la función logaritmo natural es monótona, las ecuaciones (98) y (113) 

implican la vigencia de la desigualdad E
s 

� E max. En este caso, se cumplirá la condición 

de viabilidad que hemos invocado. La observación anterior nos permite conectar la 

solución al problema de control con los resultados de la presente sección. 

Se utilizaron los estimadores de los parámetros de la ecuación de Gompertz-Fox (ec. 

45), obtenidos al ajustar esta ecuación a los datos de la pesquería, para calcular el valor de 

Emax a partir de la ecuación (113); se obtuvo Emax = 28,882 viajes. 

Se obtuvo la expresión para la biomasa predicha por el modelo de Gompertz-Fox 

cuando se aplica un esfuerzo pesquero igual a Emax, durante todo el horizonte temporal 

considerado, al integrar la ecuación (114). La expresión para la biomasa estimada bajo estas 

condiciones es 

(115)
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De acuerdo con Getz y Haight (1989), una población se ha colapsado si su biomasa 

desciende a niveles inferiores al diez por ciento de su capacidad de carga K . De acuerdo a 

lo anterior, se consideró adecuado fijar un umbral de colapso a = 0.lK; para K= 4,352, 180 

t.m., se fijó a = 435,218. Se estimó xo a partir del dato de captura por unidad de esfuerzo

(CPUE) para el año de 1972 , se obtuvo un valor de x0 = 680,184.5 t.m. Utilizando estos 

valores para xo y a se calculó la biomasa x(t) a partir de la ecuación (115). La gráfica de la 

biomasa estimada contra el tiempo, cuando E(t) = Emax, se muestra en la Figura 34. En la 

figura, se observa que la biomasa desciende al nivel de colapso a en aproximadamente 12 

años a partir de 1972. 

� 

580000 

540000 

500000 

460000 

420000�---�-------�-�-� 

1� 1� 1� 1� 1� 1� 1� 1� � 

AÑO 

Umbral de colapso 
(a=0.1K) 

Figura 34. Variación en el tiempo de la biomasa del recurso cuando se considera que se 
aplica un esfuerzo pesquero máximo (Emax) durante todo el horizonte temporal del 
funcionamiento de la pesquería. Modelo de Gompertz-Fox de parámetros constantes. 
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V.2.2 Generalización del modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K constante

Para esta variante de la generalización del modelo de Gompertz-Fox, la respuesta 

x(t) asociada con el problema de control ( ecs. 1-8) viene dada por la solución de la ecuación 

(48), esto es, por la ecuación (91). A partir de esta última ecuación, considerando la 

desigualdad (12) y puesto que K y x0 son no-negativos, se satisface la desigualdad

r(s)ds 1 1 I
I 

O f,(s)ds - f,(s)ds ( 
J

e Jo f1 Jo
X -qe J, Emax e dt 

x(t) > K -0 e º 

K (116) 

Por lo tanto, se establece la siguiente condición suficiente para que la restricción de 

viabilidad para la biomasa del recurso x(t) � a se cumpla 

(117) 

De (117) se obtiene la expresión para el Emax., la cual está dada por la ecuación 

(118) .. La Figura 35 muestra la variación en el tiempo del Emax•

r
�) In(;) si r<O

Emax 
=

(118) 

r
�) In(!) si r>O
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Figura 35. Variación en el tiempo del Emax• Modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K 
constante. Se muestran también el esfuerzo óptimo y el ejercido en la pesquería. 

La biomasa bajo el Emax, para esta generalización del modelo, se obtiene al sustituir 

(118) en ( 48), viene dada por la ecuación (119) y se muestra en la Figura 36.

f(,)d, 

a(�f si r<O

x(t) =
(119) 

-f(.1)d1 
Sl r>O

a(�r
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Figura 36. Variación de la biomasa de anchoveta norteña cuando se aplica un esfuerzo 
pesquero igual al Emax durante el horizonte temporal del funcionamiento de la pesquería; 
con un umbral de colapso de 10 % de K. Modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K constante. 

V.2.3 Generalización del modelo de Gompertz-Fox con K(t) y r constante

Para esta variante de la generalización del modelo de Gompertz-Fox, la respuesta 

x(t) asociada con el problema de control ( ecs. 1-8) viene dada por la solución de la ecuación 

(49): 

rt 
I I 

( 
X 

)

e 
-e' 1 i W(t)e-'1 dt -e"1 i qE(t)e-' 1 dt

x(t) = K ; e º e º . . (120) 

A partir de (120), considerando la desigualdad (12) y, puesto que K y xo son no-negativos, 

se satisface la desigualdad 

erl , 1 , 1 -

( 
X 

) 
-e' 1 Í W(t)e-''dt -e' 1 Í qE(t)e ' 1dt

K __Q_ e º e º >a
K 

(121)
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Por lo que, la condición suficiente para que la restricción de viabilidad para la biomasa del 

recurso x(t) 2:: a se cumpla es, 

(122) 

De (122) se obtiene la expresión para el Emax., la cual viene dada por la ecuación 

(123). La biomasa del recurso, cuando se aplica un esfuerzo pesquero igual al Emax, durante 

todo el horizonte temporal considerado para la pesquería, se obtiene al sustituir (123) en 

(49) y está dada por la ecuación (124), cuando se hace W(t) = r g(t), (ver sección IV.3.3).

(123) 

x(t) =a(; r (124) 

En la Figura 37 se observan las oscilaciones del Emax, entre 25,000 y 36,000 viajes 

por año, muy por arriba del esfuerzo real ejercido en la pesquería. La biomasa simulada del 

recurso, cuando se aplica un esfuerzo pesquero igual el Emax, desciende al nivel de colapso 

en aproximadamente 20 años (Figura 38). 
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Figura 37. Variación en el tiempo del Emax, para la generalización del modelo de Gompertz­
Fox con K(t) y r constante. 
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Figura 38. Variación de la biomasa de anchoveta norteña cuando se aplica un esfuerzo 

pesquero igual al Emax durante todo el horizonte temporal del funcionamiento de la 
pesquería. Modelo de Gompertz-Fox con K(t) y r constante. 
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V.2.4 Generalización del modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K(t)

Para esta generalización del modelo de Gompertz-Fox, la respuesta x(t) asociada 

con el problema de control (ecs. 1-8) viene dada por la solución de la ecuación (47), 

II 

r(s)ds t t t 1 e O f�(s)dst 
1 

- f:(s)dst f:·(s)dst _ f:(s)dst 

( 
X 

) 
-e l r(t)g(t)e o dt -e o r qE(t)e o dt

x(t) = K _Q_ e º e .b 

K 

(125) 

A partir de (125), considerando la desigualdad (12) y, puesto que K y x0 son no-negativos, 

se satisface la desigualdad, 

II 

r(s)ds t t t t 
O f:(s)dst - f:(s)ds t f:(s)dst - f:(s)dst 

( 
X 

)

e 
-e O f r(t)g(t)e O dt -e O f qE(t)e O dt

K-0 e º e º 

(126) 

En este caso la condición suficiente para que la restricción de viabilidad para la biomasa del 

recurso x(t) � a se cumpla es, 

r;(s)ds 
f1 f1 f1 f1 Jo J:(s)d;t 

1 
- J:(s)ds t J:(s)d,t 

1 
- J:(,)dst 

( 
X 

)

e 
-e O l r(t)g(t)e O dt -e O f qEmax e O dt 

K _Q_ e º e º >a
K 

(127) 

De (127) se obtiene la expresión para el Emax., la cual viene dada por la ecuación 

- (128). La expresión para la biomasa del recurso cuando se aplica un esfuerzo pesquero igual
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al Emax, durante todo el horizonte temporal considerado para la pesquería, se obtuvo este 

caso al sustituir (128) en (52). La ecuación para esta biomasa está dada por (129), 

Emax =

x(t) =

r(I) 1n(-".. )- r(t) g(t)
q K q 

si 

r(t) 1n( K)- r(t) g(t)
q a q 

si 

Jf<,)d.1 

a(;f Sl r<O 

- f(s)ds 

a(;)'
º Sl r>O

r<O 

(128) 
r>O

(129) 

La cota superior del esfuerzo, Emax, fluctúa ampliamente entre poco menos de 500 y 

36,000 viajes/año, aproximadamente; presenta valores mínimos en los años 1977, 1982, 

1987, 1992 y 1997, descendiendo a valores cercanos al esfuerzo óptimo calculado para 

estos años (Figura 39). La biomasa simulada, cuando se aplica un esfuerzo pesquero igual 

el Emax durante todo el periodo de funcionamiento de la pesquería, se calculó considerando 

x0 = 801,435 t.m. (valor calculado, a su vez, en base a la CPUE de 1972 y el valor del 

coeficiente de capturabilidad q estimado en el ajuste del modelo generalizado, con 76.4 % 

de variabilidad explicada); oscila entre poco más de 500,000 y 850,000 t.m. (Figura 40). 
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Figura 39. Variación en el tiempo del Emax, para la generalización del modelo de Gompertz­
Fox con r(t) y K(t), cuando In K(t)= lnK +g(t) y g(t) = ml Cos(wt). 
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Figura 40. Variación de la biomasa de anchoveta norteña cuando se aplica un esfuerzo 
pesquero igual al Emax• Modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K(t);para In K(t)= lnK + g(t) 

y g(t) = ml Cos(wt). Ajuste con 76.4 % de variabilidad explicada por el modelo. 
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Los stocks de invertebrados y peces marinos explotados fluctúan en un gran número 

de factores complejos, exhibiendo variabilidad en escalas de tiempo interanual, decadal y 

mayores. Estos patrones son consistentes con las características de la historia de vida; 

stocks con alta variabilidad son, generalmente, especies pelágicas pequeñas, mientras que 

stocks de baja variabilidad son, generalmente, peces demersales de lento crecimiento 

(Spencer y Collie, 1997). 

La aplicación de modelos poblacionales con parámetros que varían en el tiempo 

proporciona un realismo biológico adicional cuando estos modelos se aplican a poblaciones 

con variaciones estacionales o tendencias en el tiempo en factores tales como el suministro 

de alimento o hábitat (Quinn y Deriso 1999). En la literatura científica sobre modelos de 

producción en pesquerías son escasos los trabajos en los que se aborda la variación de los 

parámetros del modelo en el tiempo (Levins, 1969; Fletcher, 1978; Rotenberg, 1987; Quinn 

y Deriso, 1999), en ellos se asume la función logística como la función de crecimiento de la 

población. 

En la Tabla I, pág. 79, se presentan los estimadores de los parámetros para el 

modelo generalizado de Gompertz-Fox cuando varían en el tiempo tanto el factor de escala 

de la tasa de crecimiento natural de la población, r, como la capacidad de carga del sistema, 

K, cuando se define la función W(t)= r(t) g(t) (ecuación 53), donde g(t) = lnK(t)-lnK 

( ecuación 50). Los resultados del ajuste de este modelo a los datos de la pesquería se 

consideran muy satisfactorios dados los valores aceptables para los errores estándar 
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calculados para los estimadores de los parámetros así como por la alta variabilidad (81. 7%) 

explicada por este modelo; la bondad del ajuste se constata al observar la gráfica de valores 

observados y estimados por la regresión (Figura 6) . Sin embargo, a pesar del buen ajuste 

logrado, éste presenta un inconveniente: debido a la relación existente entre K(t) y r(t), 

expresada a través de las ecuaciones (50) y (53) se tiene que para valores de r(t) cercanos a 

cero los valores correspondientes de K(t) se disparan, lo cual se considera meramente un 

artificio provocado por la relación establecida entre los parámetros r(t) y K(t) en el 

procedimiento desarrollado (sección IV.3.1) para obtener la ecuación de regresión. Lo 

anterior puede evitarse si se hace una simplificación a este procedimiento, la cual consiste 

en cancelar la introducción de la función W(t) y trabajar directamente con la ecuación (52), 

especificando la ecuación para g(t) de acuerdo a (79), para obtener una ecuación de 

regresión análoga a (78). La ventaja que presenta esta variante es que no se establece 

necesariamente una relación directa entre r(t) y K(t) y se evita el artificio de cálculo 

indeseable; la ligera desventaja es que baja el porcentaje de variabilidad explicada por la 

regresión a 76.4 % (Tabla II, pág. 80), sin embargo el comportamiento de los valores 

observados respecto a los estimados por el modelo coinciden aceptablemente (Figura 7). Es 

interesante señalar que Levins derivó las soluciones para cuando solamente uno de los 

parámetros, ro K, de la función logística variaba en el tiempo (Quinn y Deriso, 1999). 

De acuerdo a los valores reportados en la Tabla II, se obtuvieron las ecuaciones para 

r y K; por lo que r(t) = -0.324 Sin(0.625 t) + 0.206 Cos(0.625 t) cuya gráfica se muestra en 

la Figura 8; en ésta se observa que los valores de r cercanos a cero ocurren en los años 

1972, 1977, 1982, 1987, 1992 y 1997, coincidiendo aproximadamente con años en los que 
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se han reportados eventos climáticos de importancia para el Pacífico Este, tales como 

eventos El Niño, moderados o fuertes, (Barber y Chavez, 1983; Rasmusson y Wallace, 

1983; Kerr, 1998; Gu y Philander, 1997; Thurman, 1997; McPhaden, 1999; Wang y 

Weisberg, 2000). El supuesto anterior se basa en que la fuente primaria de variabilidad 

interanual es El Niño (Ware, 1995; Brassington, 1997; Zhang et al .. 1997; Zhang y Levitus, 

1997; Chavez et al. 1999; Trenberth y Caron, 2000). La variabilidad ENSO es, 

probablemente, el mecanismo mejor conocido de variabilidad climática global, con grandes 

efectos sobre los ecosistemas marinos y, particularmente, para el ecosistema pelágico 

(Chelton et al. 1982, Roesler y Chelton 1987; Fielder et al. 1986; Lluch-Cota et al. 1997; 

Lynn et al. 1998). 

En la Figura 9 se muestra la gráfica de K(t), cuya ecuación es 

K(t) = 4,000,000 exp(0.168 Cos(0.625 t)); en ésta se, observa que la capacidad de carga del 

sistema oscila entre 3,400,000 y 4,800,000 t.m. aproximadamente, alternando los valores 

máximos y mínimos para los años en que r(t) es cercana a cero. 

Los resultados obtenidos al ajustar a los datos de la pesquería la generalización del 

modelo cuando r varía en el tiempo y K se mantiene constante (Tabla III, pág. 83, Figuras 

1 O y 11) nos indican que la bondad del ajuste es similar a la que se logra cuando se ajusta el 

modelo con r y K variando simultáneamente en el tiempo, ya que la diferencia entre la 

variabilidad · explicada por estas generalizaciones es pequeña (75 % y 76,4 % 

respectivamente), además de que las gráficas respectivas de valores observados y estimados 

por el modelo son similares (Figuras 7 y 1 O). Lo mismo sucede al comparar las gráficas 

para r(t) (Figuras 8 y 11) lo cual nos permite inferir que, para el modelo más general a 
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pesar de también variar K en el tiempo no aumenta en gran cantidad la variabilidad 

explicada, respecto al modelo en el que solo varía r. Es importante observar que si se 

comparan los resultados de ambos modelos generalizados con los obtenidos al ajustar el 

modelo de Gompertz-Fox de parámetros constantes (Tabla V, pág. 88), se tiene que, 

aunque el porcentaje de variabilidad explicada por este modelo es similar (77 %), éste es 

más pobre porque no nos aporta mayor información que la de los valores estimados para los 

parámetros, los cuales podrían ser considerados como valores promedio de éstos durante el 

horizonte temporal en el que se estudia la pesquería, con el supuesto subyacente de que las 

condiciones ambientales permanecieron estables durante este periodo, obviamente ésto es 

difícilmente sostenible, implicando que la población no tuvo variaciones en el factor de 

escala de la tasa de crecimiento natural de la población ni se vio alterada la capacidad de 

carga del sistema. Actualmente se reconoce que ocurren variaciones sobre un rango de 

escalas de tiempo (interanual, decadal y centenial) en los stocks de invertebrados y peces 

marinos explotados dando una creciente atención a los patrones de cambio de mediano y 

largo plazo (Kawasaki, 1992; Simpson, 1992; Laevastu, 1993; Lagerloef, 1995; Spencer y 

Collie, 1997; Schwartzlose et al., 1999; McFarlane et al. 2000) y que el evento climático El 

Niño puede afectar los parámetros reproductivos de la anchoveta, como la fecundidad 

(Cotero-Altamirano, 2000) 

Es necesario señalar que al aumentar el número de parámetros a estimar para un 

determinado modelo, generalmente, aumenta la complejidad de éste, disminuyendo el 

número de grados de libertad para efectuar el ajuste del modelo, además de las 

aproximaciones que es necesario hacer para obtener la ecuación de regresión a usar, lo cual 

en ocasiones repercute en el coeficiente de determinación obtenido. 



133 

En la Tabla IV, pág. 86, se muestran los resultados obtenidos al ajustar a los datos 

de la pesquería la generalización del modelo cuando varía la capacidad de carga en el 

tiempo y se mantiene r constante. Se observa que con este ajuste se logran resultados muy 

buenos dado la alta variabilidad explicada por el modelo (89.7 %) y los muy aceptables 

valores calculados para los error�s estándar de los estimadores de. los parámetros. Esto se 

confirma al observar en la Figura 12 los valores observados y los valores predichos por el 

modelo. Para el modelo de Gompertz-Fox esta generalización es más sencilla desde el 

punto de vista de la metodología matemática desarrollada para obtener la ecuación de 

regresión, puesto que al mantenerse r constante fue posible resolver analíticamente algunas 

integrales sin necesidad de recurrir a métodos de aproximación, lo que obviamente 

contribuye a lograr un alto coeficiente de determinación en la regresión. En la Figura 13 se 

muestra la variación de K en el tiempo, oscilando más ampliamente que para la 

generalización del modelo con r(t) y K(t), entre aproximadamente 2,800,000 y 7,000,000 de 

toneladas métricas. 

VI.2 BIOMASA CON Y SIN PESCA

En la Figura 15 se muestra la variación de la biomasa de anchoveta en el tiempo, 

calculada utilizando el modelo de Gompertz-Fox de parámetros constantes. Se observa que 

cuando se omite la captura en el modelo la biomasa crece, desde un valor xo= 680,185 

estimado a partir del dato de CPUE para 1972 y del valor estimado para q, tendiendo a 

alcanzar la capacidad de carga del sistema en poco más de diez años. Al incluir la captura 

en el modelo se observa, a los pocos años, un amortiguamiento en el crecimiento y una 

disminución a partir del año de 1977, tendiendo posteriormente a una aparente 
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estabilización en aproximadamente la mitad del valor estimado para K. Es interesante hacer 

notar que el esfuerzo pesquero ejercido crece a partir de 1973, de poco más de 800 viajes 

por año a aproximadamente 2,100 en los años 1977-78, incrementándose sostenidamente 

hasta más de 3,300 viajes para el año de 1981, cuando se alcanza la mayor captura, para 

posteriormente declinar paulatinamente a la par que las capturas, hasta la caida de la 

pesquería en 1990 (Figuras 41 y 42, Anexo B) 

En la Figura 16 se muestra la variación de la biomasa de anchoveta cuando se 

calcula con la generalización del modelo al considerar a r una función del tiempo y a K 

constante. Se observan grandes oscilaciones para la biomasa del recurso, con valores 

mínimos para los años 1972, 1982 y 1992. Al considerar el término para la pesca en el 

modelo se pronuncia el descenso de la biomasa en los años 1982 y 1992, con una aparente 

tendencia a la baja en el último mínimo; además, se observa una disminución en la altura de 

los máximos y una aparente disminución en la amplitud de las oscilaciones a partir del 

segundo ciclo, que inicia en 1982. El valor x0
= 768,042, de nuevo, se calculó a partir de la 

CPUE de 1972 y el valor estimado para el coeficiente de capturabilidad para esta 

generalización. Quinn y Deriso (1999) reportan que para la generalización de la función de 

crecimiento logística, al considerar la variación de r en el tiempo, se observan grandes 

efectos en la abundancia (oscilaciones) cuando ésta es pequeña; en el modelo no incluyen la 

pesca. 

Para la generalización del modelo con K(t) y r constante, la biomasa, sin considerar 

la pesca, presenta una tendencia a aumentar la amplitud de las oscilaciones con el tiempo al 

estar cercana al valor de K � 4,500,000 ( calculado a partir de In K (t) = In K + g(t) ); 
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mientras que al considerar la pesca disminuye la amplitud de las oscilaciones 
'

especialmente a partir del mínimo de 1982, con una aparente disminución del valor 

alrededor del cual ocurren las oscilaciones (Figura 17), además que al parecer decrece 

ligeramente el valor del mínimo que se presenta en el año de 1992 respecto al mínimo de 

1982. En forma análoga, Quinn y Deriso (1999) encuentran que cuando K varía en el 

tiempo se inducen grandes oscilaciones en la abundancia ( o biomasa) cuando los valores de 

biomasa están cercanos a la capacidad de carga del sistema. 

Para el modelo de Gompertz-Fox en el que varía en el tiempo tanto r como K se 

observan un comportamiento muy similar y valores cercanos para la biomasa del recurso, 

considerando y sin considerar la pesca, hasta aproximadamente 1996 (Figura 18); de nuevo 

los valores mínimos ocurren en los años 1972, 1982 (el más bajo valor) y 1992. Este 

comportamiento sugiere que, excepto por los valores de biomasa para los últimos dos años, 

la biomasa del recurso no sufre grandes cambios por el efecto de la pesca, lo cual nos 

indicaría que las grandes variaciones que se observan en lapsos de tiempo de 

aproximadamente cinco años (periodo del ciclo de aproximadamente diez años) parecen ser 

un efecto de la variabilidad ambiental, la cual logra reflejar el modelo cuando se hacen 

variar en el tiempo tanto r como K. Lo anterior nos evidencia otra ventaja del modelo de 

Gompertz-Fox con parámetros que varían en el tiempo sobre el· modelo de parámetros 

constantes, pese a que en las regresiones se obtengan aproximadamente el mismo 

porcentaje de variabilidad explicada por el modelo. 
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VI.3 ANÁLISIS BIOECONÓMICO

Los resultados obtenidos cuando se aplica la Teoría de Control Óptimo a los datos 

de la pesquería (se especifica como variable de control al esfuerzo pesquero y como 

objetivo el maximizar los ingresos netos descontados provenientes de la pesquería), para el 

caso autónomo, bajo el modelo de Gompertz-Fox de parámetros constantes, se muestran en 

las Figuras 19, 20 y 21. Se observa que al aumentar la tasa de descuento 8 de 0.05 a 0.1, la 

biomasa óptima disminuye ligeramente. De acuerdo a C. Clark (1990), el problema de 

determinar la cosecha óptima contiene dos casos límite: a) la política de manejo más 

conservadora (cuyo objetivo es la maximización de la renta económica sostenible), que 

equivale a no descontar los ingresos netos futuros en relación a los ingresos netos actuales 

(lo que implica adoptar una tasa de descuento 8 = O), por lo cual los ingresos futuros serán 

tan valiosos como los actuales propiciando la conservación del recurso y b) la política de 

manejo menos conservadora cuando se asume una tasa de descuento infinita, cuyo efecto es 

fijar en cero el valor de los ingresos futuros, esto equivale a la disipación de la renta 

económica, lo cual sucede en una pesquería de acceso abierto (McKelvey, R., 1989); por lo 

que la solución óptima yace entre estos dos extremos. En este trabajo se consideró un 

criterio más conservador, usar el valor de 0.05 para la tasa de descuento en el caso 

autónomo. Al analizar la Figura 20 se observa que, en general, al estar fijos el costo por 

viaje y la tasa de descuento, al elevar el precio baja la biomasa óptima y viceversa; en 

particular, cuando se usa el precio de 300 dólares por tonelada (valor promedio para la 

harina de pescado entre 1972-1998) la senda óptima está más elevada, aunque no difiere 

mucho, que la obtenida cuando se usa un valor más reciente para el precio (700 dólares por 
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tonelada); en ambos casos la explotación puede considerarse subóptima puesto que el 

esfuerzo pesquero ejercido no logra bajar la biomasa hasta el nivel de la senda óptima ( de 

acuerdo a la estrategia descrita en la Figura 5) y que no debió haberse pescado entre los 

años 1972-1976 y entre 1990-1995 ya que la biomasa del recurso, calculada a partir de los 

datos de CPUE, se encontraba por debajo de la senda óptima. Al usar el precio de 50 

dólares por tonelada (precio de la anchoveta que ingresa al proceso de reducción) se tiene el 

nivel más elevado para la senda óptima y se observa que la pesca solo debió permitirse 

durante pocos años: 1979 a 1981, 1985, 1987, 1989 y de 1995 en adelante. En la Figura 21 

se observa que, estando fijos el precio y la tasa de descuento, la biomasa óptima se eleva al 

aumentar el costo por unidad de esfuerzo. 

Al usar el modelo de parámetros constantes, pero en el caso no-autónomo, se 

observa en las Figura 22 y 23 que la variación de la tasa de descuento en el tiempo no tiene 

un efecto muy pronunciado sobre el nivel de la biomasa óptima; sin embargo al comparar 

estas trayectorias para la biomasa óptima con la senda óptima calculada para el caso 

autónomo (Figuras 19 y 20) se observa que la variación del precio y la tasa de descuento en 

el tiempo le da un mayor realismo al análisis bioeconómico; se considera que también la 

explotación fue subóptima para el caso no-autónomo ya que, aparentemente, la explotación 

del recurso no fue suficiente para bajar la biomasa del recurso hasta el nivel de la senda 

óptima entre los años 1976-1982, 1985-1989 y de 1995 en adelante y que no debió pescarse 

el resto de los años. 

Las Figuras 24 y 25 muestran las trayectorias para la biomasa óptima calculadas 

cuando se usa la generalización del modelo de Gompertz-Fox con r(t) y K constante para 

los casos autónomo y no-autónomo, respectivamente. En ambas figuras se observan fuertes 
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disminuciones en los años 1977, 1982, 1987, 1992 y 1997 (años El Niño), por lo que, al 

parecer, predomina fuertemente sobre la biomasa óptima el efecto de los bajos valores 

(cercanos a cero) de r(t), correspondientes a esos años, más que el efecto de las variables 

económicas (ver ecuaciones 99 y 100). Existen algunas indicaciones de que la fecundidad, 

relacionada con el parámetro r, puede ser cercana a cero durante c.ondiciones ambientales 

extremas (Csirke, 1980; Ware y Tsukayama, 1981). En la Figura 24 se muestra, además, el 

nivel calculado para la biomasa óptima bajo el modelo de parámetros constantes (para los 

mismos valores de precio, tasa de descuento y costo) con el fin de mostrar que, excepto por 

los mínimos anteriormente señalados, la trayectoria óptima para el modelo generalizado es 

. más elevada, lo cual restringiría un poco más los años en que hubiera sido permisible 

pescar que la trayectoria óptima generada para el modelo de parámetros constantes, de 

acuerdo a la estrategia de explotación descrita en la Figura 5. 

El análisis bioeconómico, cuando se usa la generalización del modelo con K(t) y r 

constante, para el caso autónomo, genera amplias oscilaciones en la biomasa óptima 

(Figura 27); si comparamos esta trayectoria con la obtenida para el modelo de parámetros 

constantes (Figura 19), observamos que en el primer caso se restringiría un poco más los 

años en que hubiera sido permisible pescar, respecto a lo observado cuando se usa el 

modelo de parámetros constantes; esto se acentúa más para el caso no-autónomo de la 

generalización mencionada (Figura 28). El comportamiento de la biomasa óptima calculada 

bajo el modelo generalizado con r(t) y K(t), para el caso no-autónomo (Figura 30) es muy 

similar a la mostrada en la Figura 25, excepto porque el fuerte efecto de r(t) sobre la 

biomasa óptima para los años 1977, 1982, 1987, 1992 y 1997 pareciera estar suavizado, sin 

embargo sigue predominando sobre el efecto de las variables económicas; por lo que la 
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estrategia de explotación óptima para esta generalización del modelo es similar a la descrita 

para cuando solo varía r(t) y K es constante. 

El cálculo del esfuerzo óptimo ( el que mantendría a la biomasa del recurso sobre la 

senda óptima) para el modelo de parámetros constantes y para las generalizaciones de éste 

abordadas en este trabajo resulta ser un buen criterio para analizar y reconocer las 

. bondades, primeramente, del caso no-autónomo sobre el autónomo; esto es, las ventajas 

que se obtienen al variar en el tiempo tanto precio como tasa de descuento y en segunda 

instancia, pero de mayor importancia, el análisis retrospectivo más rico de la pesquería que 

se logra al variar en el tiempo r y K. Lo anterior es claro al observar que para el modelo de 

parámetros constantes, para el caso autónomo, el esfuerzo óptimo calculado fue de 11,346 

viajes/año, mientras que para el caso no-autónomo los valores varían entre 8,049 y 13,900 

viajes/año. Para la generalización del modelo cuando varía r y K se mantiene constante, la 

variación del esfuerzo óptimo (Figura 26) oscila entre menos de 2,000 viajes/año (para los 

años 1972, 1982 y 1987) hasta poco más de 12,000 viajes/año; es importante señalar que el 

esfuerzo ejercido en la pesquería alcanzó valores mayores a 2,000 viajes/año en el periodo 

de 1977 a 1982 (Figura 42, Anexo B), es notorio que el esfuerzo ejercido fue mayor que el 

óptimo para 1972, 1982 y 1987, por lo que de acuerdo a la estrategia de explotación óptima 

(Figura 42, Anexo B), esto último podría haber influido en el declinamiento de las capturas 

(por la posible disminución en la biomasa) a partir de 1982 (Figura 41, Anexo B). Para la 

generalización con K(t) y r constante, el esfuerzo óptimo calculado estuvo entre poco más 

. de los 6,500 y 13,500 viajes/año (Figura 29). Para el modelo generalizado con r(t) y K(t), la 

variación del esfuerzo óptimo se muestra en la Figura (31 ), al compararlo con el esfuerzo 

ejercido en la pesquería (Figura 42, Anexo B) se observa que éste excedió al esfuerzo 
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óptimo en los años 1972, 1977, 1982 y 1987, con las mismas implicaciones que las 

descritas para el modelo con r(t) y K constante. De este análisis se puede concluir que el 

hacer variar en el tiempo tanto los factores económicos como los parámetros del modelo r y 

K, se genera mayor información sobre que tan excesivo pudo ser el esfuerzo pesquero 

ejercido cuando el criterio aplicado es maximizar el flujo de ingresos netos descontados 

provenientes de la pesquería y que es el modelo con r y K variando el que aporta mayor 

información. 

VI.4 ANÁLISIS DE VIABILIDAD

La aplicación de las metodologías desarrolladas en este trabajo para especificar un 

nivel de viabilidad, en función de la cota superior (Emax) del esfuerzo pesquero, para las 

distintas expresiones del modelo de Gompertz-Fox generó los siguientes resultados: 

Para el modelo de parámetros constantes se obtuvo el valor Emax=28,882 viajes por 

año, un valor muy por encima del esfuerzo mayor que se ejerció en la pesquería (3,364 

viajes/año, en 1981 ). En teoría, su aplicación durante todo el horizonte temporal de 

funcionamiento de la pesquería haría descender la biomasa del recurso al nivel de colapso a 

(fijado como un 10 % de K) en aproximadamente 12 años a partir de 1972 (Figura 34). En 

el caso de la generalización con r(t) y K constante, la evolución del Emax en el tiempo se 

muestra en la Figura 35, se observa que los valores mínimos (todos menores a 4,000 viajes 

por año) ocurren en los años 1972, 1977, 1982, 1987, 1992 y 1997; en la Figura 36 se 

muestra la simulación de la biomasa del recurso si se aplicara el Emax durante todo el tiempo 

de funcionamiento de la pesquería, se observa que esta biomasa oscila pero nunca 

desciende hasta el valor del umbral de colapso fijado, por lo que podemos concluir que la 

aplicación del criterio de viabilidad desarrollado en este trabajo nos permite mantener a la 
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población fuera de la región de extinción. Un comportamiento similar se observa (Figuras 

39 y 40) en los resultados obtenidos bajo la generalización con r(t) y K(t), excepto porque 

los valores mínimos calculados para el Emax son más pequeños. Los resultados obtenidos 

bajo la generalización con K(t) y r constante (Figuras 37 y 38) nos muestran que los valores 

del Emax oscilan an1pliamente entre 24,000 y 37,000 viajes/año (valores muy alejados de los 

del esfuerzo ejercido en la pesquería) y que la biomasa bajo este esfuerzo máximo 

descendería hasta el umbral de colapso especificado en aproximadamente 12 años; los 

resultados de la simulación del comportamiento de la biomasa de anchoveta, bajo esta 

generalización, son semejantes a los obtenidos con el modelo de parámetros constantes. De 

los resultados anteriores podemos concluir que las generalizaciones del modelo que 

incluyen la variación en el tiempo del factor de escala de la tasa de crecimiento natural de 

la población aportan información más efectiva en relación al análisis del esfuerzo ejercido 

en la pesquería y su posible influencia en el declinamiento en las capturas de anchoveta, 

además los niveles del Emax calculados bajo estas generalizaciones serían un criterio más 

conservador a seguir al tomar la decisión sobre el nivel de esfuerzo a aplicar en la pesquería 

bajo condiciones de estrés ambiental severo. 

VI.5 POSIBLES CAUSAS DEL COLAPSO DE LA PESQUERÍA

Aunque la presión intensa de pesca permanece como la razón principal de que 

muchas pesquerías se conviertan en improductivas e incosteables, la pesca no es ni la única 

ni necesariamente la fuerza primaria detrás de esas grandes fluctuaciones pelágicas de las 

. regiones de surgencia de las corrientes de frontera Este (Sharp y McLain, 1993), aunque los 

aparentemente inevitables colapsos poblacionales se aceleran por explotación intensa 

(Southward et al. 1988, en Sharp y McLain, 1993). 
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El declinamiento en la biomasa del zooplancton en la Corriente de California en las 

últimas dos décadas del siglo veinte (Roemmich y McGowan, 1995; Smith, 1995; 

Lavaniegos et al., 1998), coincide con un incremento en la temperatura superficial del mar. 

Sin embargo, aunque se indican diferencias decadales en la biomasa del zooplancton en la 

región de Baja California la conexión con el clima no es clara (Lavaniegos et al. 1998). 

Pese a no encontrar una significativa correlación entre las anomalías en el 

crecimiento de la población de anchoveta y las anomalías de temperatura superficial del 

mar, Fiedler (1984) reporta que había grandes anomalías negativas en el crecimiento de la 

población asociadas con los eventos El Niño 1957-59, 1966-68 y 1976-78. 

Por otra parte, los estudios de abundancia de huevos y larvas para la población del 

anchoveta del stock central señalan la presencia de varias clases anuales posteriores a 1978 

con un bajo reclutamiento, por lo que no se podría considerar a la explotación como efecto 

dominante (Fiedler et al. 1986); aunque no es del todo posible descartar su efecto como un 

factor que podría ocasionar la baja en los niveles de abundancia, sobre todo en el período 

de explotación que se inicia a partir del año de 1982, en el cual se observa el mantenimiento 

del esfuerzo pesquero con altas tasas de explotación de la pesquería (Lluch-Belda et al., 

1992; García-Franco et al. 1995). A partir de 1982 y hasta 1988 se observa una contracción 

en el número de clases de edad, siendo el grupo de 1 año el más dominante. Después de 

1989 predomina el grupo de O años de edad; esto nos sugiere un incremento gradual en la 

tasa de explotación en todos los grupos de edad hasta ocasionar que la pesquería se 

sostuviera en un grupo de edad muy joven, ocasionando también una reducción en la talla 

de primera madurez (García-Franco et al., 1991; Pedrín-Osuna et al., 1993). Lo anterior 

pudiera haber ocasionado una disminución en los parámetros reproductivos, como 
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fecundidad, al disminuir la edad y la talla de las hembras reproductoras, lo que aunado al 

fuerte estrés ambiental ocasionado por un evento climático como El Niño provocaría una 

caída a valores muy pequeños en la tasa intrínseca de crecimiento de la población y en el 

éxito del reclutamiento, precisamente en aquellos años en los que coinciden los factores 

adversos al crecimiento de la pob_lación. Lo anterior explicaría la evolución de las capturas 

de anchoveta frente a las costas de Baja California para el período en que se estudia la 

pesquería; lo cual a su vez parece reflejarse en los resultados obtenidos en el presente 

estudio para el comportamiento del parámetro r, cuando varía en el tiempo, al tomar valores 

cercanos a cero precisamente en los años recientes en que se han registrado eventos El Niño 

(Climate Prediction Center, 1999) y en las oscilaciones de K generadas mediante la 

generalización del modelo de Gompertz-Fox. 

Los resultados obtenidos parecen concordar con el contexto sugerido por estudios 

recientes que señalan que los cambios climáticos pueden estar asociados con fluctuaciones 

en la abundancia de los peces tanto en escala regional como en gran escala (Beamish y 

Boullion, 1993; Polovina, 1996; Mantua et al., 1997; Clark et al., 1999; McFarlane, 2000), 

ya que fue el declinamiento en la productividad de los ecosistemas lo que primero alertó de 

un evento climático, por lo que en muchas instancias los organismos biológicos son 

integradores de las variables ambientales y pueden ser más sensitivos a los eventos 

climáticos que las series de tiempo físicas (Polovina et al., 1994) sugiriendo que un método 

para medir el cambio climático es observar la dinámica de las especies que podrían ser 

afectadas (McFarlane et al., 2000). 

Spencer (1997) sugiere que para stocks con variación autocorrelacionada y que 

alternan entre estados de abundancia altos y bajos, la política óptima de cosecha potencial 
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emanada de la aplicación de la programación dinámica al modelo poblacional utilizado 

requiere de un comportamiento conservativo ( explotativo) durante las condiciones 

ambientales malas (buenas) con stocks altos y reconstrucción de stocks bajos. 

CONCLUSIONES 

► La aplicación de la técnica matemática de Control Óptimo a una pesquería, cuando

se especifica como variable de control al esfuerzo pesquero, constituye una

metodología valiosa para determinar el nivel de esfuerzo óptimo en el tiempo.

► La inclusión necesaria de variables económicas en la aplicación de Control Óptimo

a la pesquería de la anchoveta norteña, con el objetivo de maximizar el flujo de

ingresos netos descontados provenientes de la pesquería, permitió un análisis real de

la influencia de estas variables sobre un nivel óptimo del stock.

► La técnica permite definir una estrategia óptima de explotación del recurso.

► El caso no-autónomo, al variar precio y tasa de descuento en el tiempo, aporta

mayor información en el análisis retrospectivo de la optimalidad del esfuerzo

aplicado en la pesquería.

► La generalización de un modelo de producción como el de Gompertz-Fox, al hacer

variar en el tiempo los parámetros r y K, permite modelar adecuadamente una

pesquería como la de la anchoveta norteña sujeta a oscilaciones en el nivel del

stock.

► La variación en el tiempo de los parámetros r y K es un procedimiento que permite

que los datos de la pesquería reflejen a través del modelo generalizado la

variabilidad ambiental que los ha influido.
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► Las generalizaciones del modelo de Gompertz-Fox que consideran la variación de r

en el tiempo proporcionan información más relevante acerca de qué tan adecuado

fue el esfuerzo pesquero aplicado en la pesquería de anchoveta norteña sobre la

generalización que considera la variación de K en el tiempo y sobre la información

que arroja el modelo de parámetros constantes.

► Es el modelo generalizado con r y K variando al mismo tiempo el que aporta mayor

información.

► Las metodologías desarrolladas para el estudio de viabilidad para la biomasa del

recurso, cuando se especifica un umbral de colapso, complementan y enriquecen el

análisis de la optimalidad del régimen de explotación aplicado en la pesquería.

► Los resultados derivados de las generalizaciones abordadas del modelo de

Gompertz-Fox permiten identificar la influencia de eventos El Niño sobre la

pesquería de anchoveta norteña.

► No se puede ignorar el efecto de la intensa explotación a la que estuvo sujeta la

pesquería de la anchoveta norteña y la gran influencia sobre su colapso.

► Fue posiblemente el efecto combinado de explotación intensa y estrés ambiental lo

· que ocasionó el colapso.

► La política óptima de maneJo del stock debiera, primeramente, permitir su

reconstrucción y, posteriormente, aplicarse un comportamiento conservativo,

reduciendo el esfuerzo pesquero en condiciones ambientales adversas ( años en que

se presente eventos El Niño) a valores determinados por el nivel estimado de

esfuerzo óptimo y máximo.
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► Es posible aplicar las herramientas formales desarrolladas al estudio de otras

pesquerías.

► La aplicación tanto de la teoría de Control Óptimo como de las generalizaciones

desarrolladas del modelo de Gompertz-Fox y de las metodologías para el análisis de

viabilidad a otras pesquerfas necesariamente requeriría contar con un buen registro

de datos de captura y esfuerzo pesquero así como de información económica

confiable.
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ANEXO A 

Representación de las funciones a(tk > t) y /J(tk> t) en términos de funciones periódicas. 

Obtendremos una representación de las funciones auxiliares a( t k > t) y /J( t k, t) 

definidas por las ecuaciones (64) y (65) respectivamente. Para este fin haremos la

suposición de que el factor de escala r( t) de la tasa de crecimiento natural viene dado por

un polinomio trigonométrico generalizado (Batschelet, 1978) es decir,

r(t)=a
0 
+ ¿(an sen(nwt)+ bncos(nwt)) (Al) 

n=I 

donde N, ªn , bn y w son constantes. Bajo estas suposiciones partiendo de la ecuación 

(65) tendremos,

N 

/J(tk ,tk+¡) = f ¿(ansin(nws )+ bn cos(nws ))ds + a
0
(t-tk ) (A.2) 

k n=I 

N N 

= ¿ f ansin(nws)ds + ¿bn f cos(nws)ds + a
0
(t-tk ) 

n=I 1
k n=I k 

'°' (-1) 11 '°' bn 11 ( )= L.Jªn --cosnws 1. + L.J-sinnws 1. +a
0 

t-tk nw ' nw ' 

= I(
-an (cos(nwt)-cos(nwtk )))+ I(�(sin(nwt)-sin(nwtk ))) +a

0
(t-tk ) · nw nw 

En virtud de que tenemos las identidades 

(A.4) 
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sin(nwt )- sin(nwt
k
) = 2co{ 

n; (t
k 

+ t )}in( 
n; (t-t

k 
)) (A.5) 

por lo tanto usando estos resultados tendremos de la ecuación (A.3) 

y factorizando tenemos 

por lo tanto se cumplirá que 
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ANEXOB 

Tanto la información recopilada sobre la pesquería de anchoveta norteña, en la costa 

occidental de Baja California, como la información de tipo económico necesaria para 

efectuar el análisis bioeconómico de la pesquería se reportó en un Informe Técnico al 

CICESE (Borbón-González y Cota Villavicencio, 1999). En este Anexo se presenta la 

información más relevante, así como algunos cálculos que fue necesario hacer previo al 

análisis bioeconómico de la pesquería. 

INFORMACIÓN DE LA PESQUERÍA DE ANCHOVETA 

En la Figura 41 se muestra la variación histórica de las capturas de anchoveta 

norteña en la costa occidental de Baja California. Se observa la abrupta caída de la 

pesquería en el año de 1990 y el estancamiento de ésta en los años subsiguientes. 
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Figura 41. Variación histórica de las capturas de anchoveta norteña E. mordax en la costa 
occidental de Baja California. 
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La Figura 42 muestra el esfuerzo pesquero ejercido en la pesquería de la anchoveta norteña 

durante el período 1972-1998, 
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Figura 42. Evolución del esfuerzo pesquero ejercido en la pesquería de anchoveta norteña 
en la costa occidental de Baja California durante el período 1972-1998. 

INFORMACIÓN ECONÓMICA 

Se ajustaron los datos históricos recolectados de precios de la harina de pescado a la 

siguiente función, 

p(t) = 169.76exp(0.03964t) (B.l) 

con el fin de obtener la expresión para la derivada de precio respecto a tiempo y generar los 

distintos valores para la derivada de precio, dpldt, lográndose un 80 % de variabilidad 

explicada por la ecuación. Se usó la ecuación (B .1) y su derivada en el análisis 
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bioeconómico del la pesqu�ría, caso no-autónomo, para las distintas generalizaciones del 

modelo de Gompertz-Fox hechas en este trabajo. En la Figura 43 se muestra la variación 

histórica de los precios de harina de pescado. 

En la Figura 44 se muestra la evolución en el tiempo del costo por viaje, los datos 

de costo por viaje se estimaron en base a la información proporcionada por pesqueras 

locales y a la variación histórica de los precios del diesel. En base a lo anterior se estimó un 

costo por unidad de esfuerzo promedio de 3000 dólares por viaje, para el período de estudio 

considerado en este trabajo, el cual se considera una estimación muy conservadora de este 

costo. 
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Figura 43. Evolución del precio de la harina de pescado en el tiempo, en dólares por 
tonelada. 
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Figura 44. Variación del costo por unidad de esfuerzo respecto al tiempo. 


