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RESUMEN de la tesis que presenta Martin Gerardo Marmolejo Varela, como
requisito parcial para obtener el grado de MAESTRO EN CIENCIAS en CIENCIAS DE
LA COMPUTACION. Ensenada, B. C. Julio del 2012.

COMPARACION DE METODOS KERNEL APLICADOS A LA
CLASIFICACION DE OBJETOS REPRESENTADOS COMO
GRAFOS

Resumen aprobado por:

Dr. Hugo Homero Hidalgo Silva

Director de Tesis

El reconocimiento de patrones tiene como objetivo el descubrimiento automatico de
regularidades en datos y mediante el uso de estas regularidades tomar acciones como la
clasificacién de dichos datos en diferentes categorias. Tiene muchas aplicaciones entre las
que se encuentran la mineria de datos, deteccién de fraudes bancarios, reconocimiento de
objetos en imagenes, bio-informatica, entre otras. Dentro del reconocimiento de patrones,
existen métodos llamados kernels que se aplican, entre otras cosas, a la clasificacion de
objetos. Los métodos kernel habian sido aplicados casi exclusivamente en datos con valores
reales y pocos tipos de datos especiales, como cadenas o grafos.

Cada vez es mas comun tener datos no estructurados que necesitan ser representados
mediante objetos abstractos como lo son los grafos. Debido a esto, se han propuesto varios
métodos kernel para lidiar con el problema de clasificaciéon de grafos para distintos fines,
sin embargo, todavia es dificil elegir el método mas adecuado para una situacién especifica.

En este trabajo se estudian y evaliian principalmente dos clases de métodos kernel para
grafos del estado del arte conocidos como kernel de caminos mas cortos y kernel rapido de
subarboles, asi como una serie de variantes propuestas. Esto con la finalidad de realizar
una comparacion entre ellos y determinar el desempeno relativo de los mismos, tanto en
porcentaje de clasificacién como en tiempo de ejecucion.

Se realizaron experimentos con dos tipos de conjuntos de datos: conjuntos de datos
reales que incluyen Mutag, PTC' y Pseudocentros y conjuntos de datos sintéticos. Resulta-
dos experimentales muestran que las variantes que obtuvieron mejores resultados (algunas
variantes del kernel de conteo de caminos mas cortos y del kernel rapido de sub-arboles
sobre grafos de caminos més cortos), a pesar de sus diferencias técnicas, son competitivas
entre si ya que ninguna sobresale como la mejor en tiempo de ejecucion ni en precision
de clasificacion sobre todos los casos de prueba. Ademas, se puede notar la importancia y
utilidad del proceso de conversién, de los grafos originales a grafos de caminos més cortos,
ya que este es utilizado por la mayoria de estas variantes.

Palabras clave: Métodos kernel para grafos, aprendizaje de méaquina, clasificacién.



ABSTRACT of the thesis presented by Martin Gerardo Marmolejo Varela, as a
partial requirement to obtain the MASTER OF SCIENCE degree in COMPUTER SCI-
ENCES. Ensenada, B. C. July 2012.

COMPARISON OF KERNEL METHODS APPLIED TO THE
CLASSIFICATION OF OBJECTS REPRESENTED AS
GRAPHS

Abstract approved by:

Dr. Hugo Homero Hidalgo Silva

Thesis Director

The objective of pattern recognition is to automatically discover regularities in data
and by using these regularities perform tasks such as the classification of data in different
categories. It has many applications in diverse areas such as data mining, fraud detection,
object recognition in images, and bio-informatics, to name a few. In pattern recognition,
there are approaches known as kernel methods that are applied, among other things, to the
classification of objects. Kernel methods were initially applied almost exclusively to real
valued data and to few special types of data, such as strings or graphs.

It is increasingly common to have unstructured data which need to be represented by
abstract objects such as graphs. Because of this, many kernel methods have been proposed
to deal with the problem of classification of graphs for different purposes. However, it is
still difficult to choose the most appropriate method for a specific situation.

A study and evaluation of state-of-the-art graph kernel methods (shortest path kernel
and fast subtree kernel) as well as a series of proposed variations is presented in order
to make a comparison between them and determine their relative performance, in both
classification rate and computation time.

A series of experiments were performed with two types of datasets: real datasets that
include Mutag, PTC and Pseudocenters, and a group of synthetic datasets. Experimen-
tal results show that the variants that perform better (some variants of the shortest path
count kernel and the fast subtree kernel over shortest path graphs), despite their technical
differences, are competitive with each other as none stand out as the best in classification
rate or computation time, over all test cases. Furthermore, one can see the importance and
usefulness of the conversion process, from the original graphs to shortest path graphs, since
it is used by most variants that showed better results.

Keywords: Graph kernel methods, machine learning, classification.
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Capitulo I

Introduccion

I.1 Antecedentes

El aprendizaje de maquina es una disciplina cientifica que desarrolla algoritmos o programas
para optimizar algtn criterio de desempeno usando datos de ejemplo o experiencias pasadas
(Alpaydin, 2010). Esto se hace con el entendimiento de que existe algin proceso que explica
los datos observados de tal manera que, aunque no sea posible identificar este proceso en
su totalidad, se puede construir una buena aproximacion o modelo.

Una vez obtenida esta aproximacion o modelo, posiblemente explicando solo una parte
de lo observado, se puede utilizar para un mejor entendimiento del propio fenémeno (mod-
elos descriptivos) o se pueden usar esos patrones para hacer predicciones (modelos predic-
tivos), suponiendo que el comportamiento no cambia demasiado (Alpaydin, 2010).

El aprendizaje de maquina tiene muchas aplicaciones en la actualidad debido, en gran
parte, a nuestra habilidad de procesar y recopilar cada vez mas informacién. Las aplica-
ciones van desde la bio-informatica (Sharan y Ideker, 2006), el descubrimiento de medica-
mentos (Kubinyi, 2003), mineria de datos de la red (Washio y Motoda, 2003) y hasta en
redes sociales (Kumar et al., 2006).

La mineria de datos es la aplicaciéon de métodos de aprendizaje de maquina a grandes
bases de datos en donde se procesa un gran volumen de informacién para construir modelos
simples para su uso en tareas como la prediccién (Alpaydin, 2010). Algunos ejemplos de
areas de aplicacion son: deteccién de fraudes bancarios, la bolsa de valores, diagnéstico
médico, optimizacion de recursos en telecomunicaciones, entre muchos otros.

Otra de las aplicaciones del aprendizaje de maquina es en la inteligencia artificial, en



donde se tiene algin sistema en un ambiente cambiante que la obliga a aprender para
adaptarse a las nuevas condiciones. Si el sistema es capaz de afrontar alguna situacién y
adaptarse, el disenador del sistema no tiene que preveer y programar soluciones para todas
las situaciones posibles.

Una area del aprendizaje de maquina llamada reconocimiento de patrones es cuando un
sistema debe reconocer el rostro de alguna persona en especifico. En este caso, un programa
de aprendizaje captura el patrén especifico a esta persona y la identifica por medio de este
mismo patrén en una imagen dada.

Todos estos datos tienen distintos formatos para su almacenamiento, busqueda e inter-
pretacion. Por ejemplo, en el caso de la prediccion de enfermedades, la informacion puede
estar almacenada como una serie de variables binarias representando la existencia o no de
sintomas. En este caso, este conjunto de n sintomas se puede representar como un vector
de n dimensiones el cual puede ser procesado por los distintos algoritmos de aprendizaje.

Dentro del aprendizaje de méquina, especificamente en el reconocimiento de patrones,
existen métodos llamados métodos kernel —siendo las mdquinas de vectores soporte (Cris-
tianini y Shawe-Taylor, 2000) las més populares— que se aplican a la clasificacién de objetos
entre otras cosas. Estos métodos manipulan los datos, que estéan representados generalmente
como vectores para poder realizar su funcién.

Sin embargo, cada vez es mas comun tener datos que son representados como estructuras
mas flexibles. Un ejemplo de estas estructuras son los grafos, que son estructuras de datos
que permiten representar un conjunto de entidades llamadas vértices y las relaciones entre
ellos por medio de conexiones llamadas aristas.

Borgwardt (2007) considera a los grafos como estructuras de datos universales ya que,
se puede considerar a cualquier tipo de datos como una instancia de un grafo. Por ejemplo,
un escalar puede ser considerado como un grafo con un solo vértice, un vector puede ser
considerado como un grafo con un vértice por elemento y una arista entre cada par de

elementos consecutivos, etc.



Con esto en mente, Borgwardt (2007), plantea la siguiente pregunta: “;Por qué los
grafos no han sido las estructuras de datos mas comunes en las ciencias computacionales
por décadas?” La respuesta es que la comparacion de grafos es computacionalmente muy
costosa.

Mientras que para la comparacion entre vectores se tiene como medida de distancia
estandar las métricas euclidianas, para los grafos, por ser estructuras mas complejas, regu-
larmente de distintos tamanos, no es posible tener una métrica tan simple. Por este motivo,
existen muchas formas de intentar desarrollar una funcién de similitud.

La prueba de isomorfismo (descrita en el Capitulo III) ofrece una funcién de similitud
binaria ya que arroja como respuesta si son o no iguales dos grafos con respecto a las
adyacencias de sus vértices. El problema es que la prueba de isomorfismo es demasiado
costosa. Ademas, la prueba de isomorfismo de subgrafos, que pudiera brindar una medida
de similitud mds robusta, es NP-dificil (Gértner et al., 2003).

La aplicacion de los métodos kernel habia sido mayormente utilizada casi exclusivamente
en datos con valores reales y pocos tipos de datos especiales, como cadenas. Kondor y
Lafferty (2002) propusieron un método de construccién de familias naturales de kernels en
estructuras discretas basado en la idea de la exponenciacién de una matriz.

Este trabajo fue uno de los primeros en introducir los kernels en grafos para los que
se propuso una clase especial de kernel exponencial llamado kernel de difusién, que esta
basado en la ecuaciéon de calor.

Desde entonces, se han propuesto muchos métodos kernel para lidiar con el problema
de clasificacién de grafos. Algunos otros fueron los propuestos por Gértner et al. (2003)
y posteriormente por Borgwardt et al. (2005). Los llamados kernels marginales de Tsuda
et al. (2002) fue extendido a grafos por Kashima et al. (2003) y posteriormente fue refinado
por Mahé et al. (2004).

Recientemente, Kondor y Borgwardt (2008), Vishwanathan et al. (2010) y Shervashidze

et al. (2011), por nombrar algunos, ofrecen sus propuestas de kernels para grafos también.



1.2 Definiciéon del problema

Como se ha mencionado, existe un buen nimero de métodos kernel para grafos en la
literatura aplicados para distintos fines. Sin embargo, es dificil saber cudl o cudles de los
métodos son mejores y en qué situaciones especificas. Esto debido principalmente al hecho
de que para cada uno de estos métodos, regularmente se utilizan pocos conjuntos de datos
en comun lo que dificulta la comparacién entre ellos.

En este trabajo se pretende evaluar un nimero de métodos kernels para grafos para asi

entender el desempeno de los mismos sobrecasos de prueba especificos.

I.3 Objetivo de la investigacién

I.3.1 Objetivo general

El objetivo general es determinar el desempeno relativo de un conjunto de métodos kernel
aplicados a la clasificacién de grafos. El andlisis se realizard sobre conjuntos de casos de

prueba sintéticos y provenientes de problemas reales.

I.3.2 Objetivos Especificos

1. Definir criterios de desempeno de los métodos kernel para grafos.
2. Seleccionar casos de prueba para la aplicacién del experimento.

3. Disenar un clasificador para la aplicacién de métodos kernel para grafos utilizando

los casos de prueba seleccionados.

4. Comparar el desempeno de los distintos métodos aplicados en la clasificacion de los

casos de prueba seleccionados.



1.4

Contribucién al conocimiento

En la actualidad, existen trabajos ofreciendo distintas familias de kernels para grafos. La

contribucion de este trabajo es el hacer un estudio y compilacién de las distintas famil-

ias de kernels para grafos que existen en la actualidad y reportar un comparativo de sus

desempenos tanto en tiempo de ejecucion como en la exactitud de la clasificacion.

1.5

Metodologia

La realizacion de esta tesis involucro cinco fases, las cuales se describen a continuacion:

Fase

Fase

Fase

Fase

1: Entendimiento inicial. Esta fase consiste en el estudio de la literatura sobre los
métodos kernel en general y especificamente los métodos kernels para grafos. También
involucra el andlisis y estudio de los métodos kernel para grafos més utilizados en la

literatura para su posible comparacién.

2: Seleccion de casos de prueba, métodos kernel y criterios de comparacion.
Esta fase consiste en seleccionar los casos de prueba, determinar que métodos ker-
nel para grafos son los mas apropiados para la aplicacion a estos casos de prueba y

establecer los criterios de comparacion entre los métodos kernel seleccionados.

3: Implementacién de kernels para grafos y diseno de un clasificador. Con-
siste en implementar los métodos kernel para grafos seleccionados en la Fase 2 asi
como disenar el clasificador que se utilizara en los experimentos para poder realizar

la comparacién entre los métodos kernel en cuestion.

4: Experimentos y analisis de resultados. Esta fase consiste en realizar los
experimentos con los casos de prueba seleccionados en la Fase 2 con cada uno de
los métodos kernel implementados. Posteriormente se analizan los resultados de cada

uno de estos métodos para su comparacion.



Fase 5: Redaccién de la tesis. Se concluye la investigacion mediante la redaccién de la
tesis, de acuerdo a las actividades que se realizaron en las etapas anteriores, ademas
de incluir las conclusiones, aportaciones y trabajo futuro que se deriva de este trabajo

de investigacion.

I.6 Organizacion de la tesis

Este trabajo consta de seis capitulos los cuales estan organizados de la siguiente manera:

El Capitulo IT “Kernels” introduce el problema de representacién de datos con estruc-
turas complejas y explica el concepto de kernel aplicado a cualquier tipo de objeto. Ademas
aborda el tema de construccién de métodos kernel validos y por ultimo se habla de uno
de los métodos kernel mas populares en la actualidad, las SVM’s o mdquinas de vectores
soporte.

En el Capitulo IIT “Kernels para grafos” se trata de cémo se pueden aplicar los métodos
kernel cuando los objetos a clasificar son grafos. Para esto primero se introducen conceptos
basicos de la teoria de grafos y posteriormente se introducen tres de los métodos mas
utilizados: caminatas aleatorias, caminos mas cortos y subdrboles. Por iltimo se introducen
una serie de variaciones a estos métodos buscando mejorar el desempeno ya sea en tiempo
de ejecucion o en exactitud de clasificacion.

En el Capitulo IV “Experimentos y resultados” se describen brevemente los detalles
de los experimentos realizados en este trabajo asi como los conjuntos de datos que fueron
utilizados para conducirlos. Ademads, se exponen los resultados de los experimentos con
conjuntos de datos reales (Mutag, PTC y Pseudocentros) y se muestra una parte de los
resultados de los experimentos con datos sintéticos.

En el Capitulo V “Mejores resultados”, se realiza un andlisis separado por tipo de
conjunto de datos utilizados y se seleccionan los métodos con mejor desempenio por cada

una de las dos familias en cada experimento y se comparan de forma mas general. Ademas,



se incluyen algunos de los mejores resultados reportados en la literatura en la clasificacion
de datos reales para evaluar el desempeno relativo con respecto a estos.

En el Capitulo VI “Conclusiones y trabajo futuro” se discuten los resultados obtenidos
y se comentan lo retos y oportunidades que se presentan como trabajo futuro.

En el Apéndice A se muestran los resultados del resto de los experimentos realizados
con datos sintéticos descritos en el Capitulo IV.

Por 1ltimo, en el Apéndice B se describen a detalle todos los conjuntos de datos utiliza-
dos en el trabajo. Esto incluye los conjuntos de datos reales (Mutag, PTC y Pseudocentros)

asi como los conjuntos de datos sintéticos.



Capitulo 1I

Kernels

II.1 El problema de la representacién de datos

Primeramente se define a un conjunto de n objetos a analizar como S = z1, %o, ..., Tp.
Suponemos que cada objeto x; es un elemento del conjunto de todos los objetos a analizar X
(imagenes, moléculas, grafos, etc). Para poder diseniar métodos que analicen estos objetos,
primeramente se debe de poder representar el conjunto S para un procesamiento posterior,
la pregunta es cémo hacerlo.

Normalmente, los métodos no basados en kernels primero definen una representacion
para cada objeto y después representan al conjunto de objetos como el conjunto de rep-
resentaciones. Formalmente, esto significa que una representacion ¢(z) € F' es definida
para cada objeto z € X', en donde cada representacion puede ser un vector de valores reales
(F = RP), una cadena de longitud finita (F serd entonces el conjunto de todas las cadenas de
longitud finita), o alguna otra representaciéon més compleja. El conjunto S es representado
como el conjunto de representaciones de objetos individuales ¢(S) = (¢(x1), ¢(z2), ..., d(24,))
(Vert et al., 2004).

Por otro lado, los métodos kernels no representan a los objetos individualmente sino a
través de un conjunto de comparaciones por pares (ver Figura 1). En otras palabras, en
vez de usar un mapeo ® : X — F para representar cada objeto x € X por ¢(x) € F, se
usa una comparacion de valores reales k : X x X — R y el conjunto S es representado por
la matriz de n x n de comparaciones por pares k; ; = k(x;, ;) (Vert et al., 2004).

Se pueden hacer tres observaciones importantes acerca de las propiedades de los kernels:

1. La representacion en forma de matriz de n X n es independiente de la naturaleza



@ (S )=(aatcgagtcac, atggacgtct , tgcactact )

Figura 1. Representacién de datos habitual vs kernels.

del objeto a ser analizado. De tal manera que pueden ser imagenes, moléculas o

secuencias y la representacion siempre sera una matriz cuadrada con valores reales.

2. La matriz usada para representar los n objetos siempre serd de tamano n X n sin

importar la naturaleza o complejidad de dichos objetos.

3. Existen muchos casos en los que la comparacion de objetos es mucho mas sencilla que
encontrar una representacion explicita para cada uno de los objetos que un algoritmo

dado puede procesar (Vert et al., 2004).

Dentro de los beneficios méas importantes de estos puntos tenemos que, mientras se haya
definido una funcién k valida, un mismo algoritmo para procesar una matriz con dichas
caracteristicas puede utilizarse para analizar distintos tipos de objetos. Ademas, permite
una modularidad entre el diseno de un algoritmo para representar los objetos y un algoritmo

para procesar los datos representados.

I1.2 Definicion general

La funcién de comparacion k es un componente critico de cualquier método kernel ya que

define cémo el algoritmo “ve” los datos. Muchos de los métodos kernel pueden procesar
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solo matrices cuadradas, simétricas y definidas positivas. Esto significa que si k& es una
matriz de n X n comparaciones por pares, deberfa de satisfacer k; ; = k;; para cualquier
1<i,5<n,ycke> 0 para cualquier ¢ € R.

Esto motiva la siguiente definicion (Vert et al., 2004):

Definicién 1. Una funcion k£ : X x X — R es llamada kernel definido positivo si y solo

si es:
1. simétrica, esto es, si k(z,x’') = k(2/, z) para cualquier par de objetos x y 2’ € X,

2. definida positiva, esto es,

n n

Z Z CiCj/{(.ﬁEi, l’j) Z 0,

i=1 j=1
para cualquier n > 0, cualquer selecciéon de n objetos x1, 2o, -+ ,x, € X y cualquier

seleccién de numeros reales ¢, co, -+ , ¢, € R™.

Debido a que en este trabajo solo se manejan kernels definidos positivos, por simplicidad,
de este punto en adelante se les hara referencia solo como kernels.

Imponer la condicién de que la funcién de comparacion sea un kernel viene con un costo,
ya que restringe la clase de funciones que se pueden utilizar. Sin embargo, permite el uso

de los métodos kernel lo que compensa el costo de dicha limitante.

II.3 Kernels como producto interno

Para lograr un mejor entendimiento del concepto es necesario establecer un ejemplo sencillo
el cual lleve a una propiedad fundamental de los kernels. Suponemos que los datos a analizar
son vectores reales, esto es, ¥ = RP y cualquier objeto es escrito como z = (@1, g, -+ ,x,)7T.
Si comparamos tales vectores usando el producto interno, para cada z, 2’ € RP, tenemos:

p
Ktinear(v,7') = a'a’ = 3 @iz, (1)

i=1
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Esta funcién es un kernel ya que es simétrico (z72’ = 2’Tx), y es definido positivo como

resultado de este calculo, valido para cualquier n > 0, xy,--- ,2, € Ry ¢, ,¢, € R:

ZchcjkL T, T;) ZZCZCJ.Z' z; = || chazz 1> >0

=1 j=1 =1 j5=1

Este kernel es llamado kernel lineal y es simplemente el producto interno entro dos
vectores. La limitante obvia de este kernel es el hecho de que es necesario tener los datos en
forma de vectores. Para objetos mas generales y € ) con ) un conjunto de objetos dado,
se puede adaptar una manera sistematica de definir kernels, esto es, primero representando
a cada objeto en cuestién y € ) como un vector ¢(y) € RP, y después definiendo un kernel

para cualquier y,y’ € ) de esta manera:

k(y,y') = o(y) oY) (2)
Cualquier mapeo ¢ :— RP para algin p > 0 resulta en un kernel valido a través de (1).

Teorema 1. Para cualquier kernel k en un espacio X, existe un espacio de Hilbert F y un

mapeo ® : X — F tal que
k(xz,2') = (¢(x),0(z")), para cualquier x,x’ € X (3)

en donde (u,v) representa el producto interno en el espacio de Hilbert entre dos puntos

u,v e F.

Esto nos muestra que los kernels pueden ser pensados como productos internos en algiin
espacio F, llamado espacio de caracteristicas (Figura 2). Es por esto que el uso de los
kernels se reduce a representar cada objeto x € X como un vector ¢(x) € F, y calcular
productos punto.

En este caso, a diferencia de la representacion explicita de los objetos como vectores,
no es necesario calcular cada uno de los puntos en el conjunto de datos S ya que solo son

necesarios los productos punto por pares. De hecho, hay muchos casos en los que el espacio
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\

Figura 2. Cualquier kernel en un espacio X puede ser representado como un producto interno
después del mapeo del espacio X al espacio de Hilbert F llamado espacio de caracteristicas.

de caracteristicas asociado con un kernel simple es de dimensiones infinitas y por ende la
imagen ¢(x) de un punto x es complicado de representar aunque el kernel sea simple de
calcular (Vert et al., 2004).

Con esta idea de los kernels como producto punto se les puede dar una interpretacion
geométrica a los puntos ¢(z) € F siendo la representacion de los puntos z € X en el espacio
de caracteristicas. Se le puede dar un sentido de medida de similitud a los kernels, de tal
manera que un valor grande de k(z, x’) quiera decir que los puntos z y ' € X son parecidos

entre si y vice versa.

11.3.1 El truco del kernel

El truco del kernel es un principio general y simple basado en la propiedad de los kernels
de que pueden ser pensados como productos internos. Es expresado por Vert et al. (2004)

de la siguiente manera:

“Cuaquier algoritmo para datos vectoriales que puede ser expresado solamente
en términos de productos punto entre vectores puede ser implicitamente real-

izado en el espacio de caracteristicas asociado con cualquier kernel, al reemplazar
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cada producto punto por una evaluacién del kernel.”

El truco del kernel puede parecer sencillo pero tiene muchas consecuencias précticas.
Primeramente es una manera muy conveniente de transformar métodos lineales, como el
analisis lineal discriminante (Hastie et al., 2001) o el andlisis de componentes principales
(Jolliffe, 1986), a métodos no lineales simplemente reemplazando el producto punto clésico
por un kernel. De esta manera, se consigue la no linealidad sin ningtin costo adicional, ya
que el algoritmo se mantiene igual. La operacion que transforma un algoritmo lineal a un
método kernel mas general es conocida como kernelizacion.

Segundo, la combinacion del truco del kernel con kernels definidos sobre datos no vecto-
riales (documentos, grafos, etc) permite la aplicaciéon de muchos algoritmos clésicos (sobre

vectores) a virtualmente cualquier tipo de dato, siempre y cuando se pueda definir un kernel.

\

Figura 3. Dado un espacio X dotado con un kernel, se puede definir una distancia entre dos
puntos en X mapeados a un espacio de caracteristicas F asociado con dicho kernel. Esta distancia
puede ser calculada sin saber explicitamente el mapeo ¢ gracias al truco del kernel.

I1.3.2 Construccion de Kernels

Para poder aprovechar el truco del kernel es necesario poder construir funciones kernel

validas. Una de las formas de hacerlo es seleccionando el mapeo al espacio de caracteristicas
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¢(z) para encontrar el kernel correspondiente.

Otra alternativa es construir la funcién kernel directamente. En este caso, se debe
asegurar que la funcion que se escoja sea un kernel valido, es decir, que corresponda a un
producto escalar en algin espacio de caracteristicas.

Es por esto que se necesita una manera de probar si una funcién kernel es vélida o no sin
necesidad de construir la funciéon explicitamente. De acuerdo a Shawe-Taylor y Cristianini
(2004), una condicién necesaria y suficiente para que una funcién k(x,z’) sea un kernel
vélido es que la matriz de cuyos elementos son dados por k(x,,z,,) (matriz de Gram K),
deben ser positivos definidos para cualquier conjunto de elecciones del conjunto {z,}.

Una técnica muy poderosa de construir kernels nuevos es diseniar el kernel como una
combinacion de otros kernels. Es decir, disenar un kernel mas complejo mediante el uso de
kernels que por si solos sean mas simples. Todo depende de qué es lo que se desea y las
caracteristicas del problema a resolver.

Existen muchos tipos de kernels basicos que se utilizan para este tipo de propositos.
Algunos de los més populares se muestran a continuacién. Para un los objetos = y 2, que
en este caso son vectores:

1 six=2a,

/
kDirac(xa €T ) =
0 otro caso,

Nz — 2 2
b (o) = exp (L2, 5)
o

kBrowm'ano(xa l’/) = maX(Oa ¢ — |ZL’ - :L‘/Da (6>
Kpoi(z, ") = (zTx + 1) (7)

El kernel Dirac o delta (4) es una funcién binaria la cual evalua una sola condicién (en

este caso es la igualdad de sus pardmetros) y regresa como resultado 1 en caso de cumplirse
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y 0 en caso contrario. Por otro lado, el kernel Gaussiano RBF' (5), al igual que el anterior,
regresa un 1 en caso de que los pardametros sean iguales, pero en caso de no ser asi regresa
un valor menor a 1 pero distinto de 0 en donde ¢ es un parametro que controla la resolucion
de este rango. El kernel de Puente Browniano (6), regresa como resultado el maximo valor
cuando los dos parametros son iguales y 0 a aquellos valores que sobrepasan una diferencia
mayor que una constante c.

Estos cuatro kernels validos son ampliamente utilizados individualmene o como parte

de kernels mas complejos.

11.3.2.1 Técnicas para la construccion de kernels

Construir kernels usando otros kernels mas simples como bloques de contruccién es una
técnica poderosa y flexible. Para este propdsito, se pueden usar una serie de propiedades
contenidas en la Tabla I.

Tabla I. Técnicas para la construccion de kernels.

Dados los kernels validos kq(z, ") y kao(x, 2’), los siguientes kernels también son validos:

~

x, = cki(x,2’)

F @)k, 2) £ (o)
Q(kl (I’, *1',))

exp(ka(z, 2'))
ki(x,2") + ko(z, 2")
ki(x, 2" )ky(x, o)
ka(p(x), o(2'))

' Az’

ko(2a, xl) + ko (zp, 77
= ka('Tm x;>kb(xb7 Ig)

donde ¢ > 0 es una constante, f(-) es cualquier funcién, g(-) es un polinomio con coeficientes
no negativos, ¢(z) es una funcién que va de z a R™ ks(-, ) es un kernel valido en R™. Una
matriz simétrica positiva semidefinida A, x, y } son variables (no necesariamente distintas)
con x = (x4,2), v ka y kp son funciones de kernel validas en sus espacios respectivos (Tabla
extraida de Bishop (2006), 296).
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I1.4 Meétodos Kernel

Se puede definir a un método kernel como aquel en el cual los datos a analizar solo entran
al algoritmo a través de la funcién kernel. En otras palabras, los métodos kernels son
algoritmos que toman como entrada la matriz de similitud definida por un kernel.

Histéricamente, el primer método kernel reconocido como tal lo conforman las Mdquina
de vectores soporte (Boser et al., 1992) o SVM (Support Vector Machines, en inglés).

En esta seccion se describird este método pues es una parte importante de este trabajo
al utilizarlo para la clasificacién en los experimentos realizados. Sin embargo, no se cubrird
exhaustivamente el tema ya que existen muchos recursos disponibles para su estudio como

lo son (Noble, 2006) y (Cristianini y Shawe-Taylor, 2000).

I1.5 Maquinas de vectores soporte

Las maquinas de vectores soporte constituyen un método de aprendizaje supervisado!, en
el contexto del reconocimiento de patrones y el aprendizaje automético (Lewis et al., 2006).

El concepto del kernel fue introducido al campo del reconocimiento de patrones por
Aizerman et al. (1964) en el contexto del método de funciones de potencia, llamado asi
debido a una analogia con la electrostatica.

Después de muchos anos fue reintroducido al aprendizaje de maquina por Boser et al.
(1992) en el contexto de los clasificadores de margenes maximos dando auge a la técnica de
mdquinas de vectores soporte.

Una propiedad importante de las maquinas de vectores soporte es que la determinacion
de los parametros modelo corresponde a un problema de optimizaciéon convexa, y por lo

tanto cualquier solucién local es también un éptimo global (Bishop, 2006).

laprendizaje supervisado: algoritmo en donde se busca aprender un mapa de una entrada a una
salida en donde los valores correctos son proporcionados por un supervisor (Alpaydin, 2010).
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11.5.0.2 Hiperplano 6ptimo de decision

Las maquinas de vectores soporte fueron ideadas en un principio para la resolucién de
clasificacién binaria con clases linealmente separables. También se les conocia como “hiper-
plano éptimo de decision” debido a que la solucién es aquella que clasifica correctamente
las muestras colocando un hiperplano de separacion lo més lejos posible de todas ellas. A
las muestras més cercanas al hiperplano éptimo se les conoce como vectores soporte (ver

Figura 4).

________ Vectores
A~ T ] soporte

Figura 4. Hiperplano éptimo y vectores soporte. Entrenar una méquina de vectores soporte
consiste en encontrar el hiperplano dptimo, es decir, el que maximice la distancia entre los patrones
m&s ceranos.

El hiperplano 6ptimo de decisién es buscado en el espacio de decisién (espacio de carac-
teristicas) al que fueron transformados previamente los datos (ver Figura 5). Para realizar

esta transformaciéon sélo es necesario conocer el kernel, con lo que simplifica la obtencion

de funciones de decision no lineales.
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Figura 5. Separacién en el campo de caracteristicas.

11.5.0.3 Funcionamiento de las maquinas de vectores soporte

El funcionamiento de las SVM, a grandes razgos, consiste en la transicién del problema orig-
inal a un espacio de mayor dimensionalidad mediante funciones kernel, para tener mayores
probabilidades de que las clases sean linealmente separables en el espacio de caracteristicas.

Mucho del poder de estas maquinas viene de su criterio para seleccionar el plano de
separacién cuando hay varios planos candidatos: la maquina de vectores soporte elegira
el plano que mantenga un margen méaximo entre los puntos de entrenamiento (Zaki et al.,
2009). El problema de dicha eleccién puede ser formulada y resuelta mediante programacion
cuadratica (Scholkopf y Smola, 2002).

Un beneficio importante de las maquinas de vectores soporte sobre otros métodos es
la complejidad del clasificador, obtenido mediante este enfoque, la cual se caracteriza por
un numero de vectores soporte independientemente de la dimensionalidad del espacio de
tranformacion (Duda et al., 2001).

La aplicacién de las maquinas de vectores soporte a un problema de clasificacion consta
de dos fases: entrenamiento y prediccién (o prueba). En el entrenamiento, el conjunto de
datos de entrada debe tener asociada una etiqueta binaria, normalmente +1 para la clase

positiva y -1 para la clase negativa. El algoritmo de entrenamiento buscara un hiperplano
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que separe los ejemplos positivos de los negativos.

En la etapa de prediccion, la maquina de vectores soporte tratara de establecer cuales
etiquetas corresponden a los datos del nuevo conjunto de entrada, es decir, determinar en
qué lado del hiperplano de separacién caen los datos (Lewis et al., 2006).

Supongase que el conjunto de datos S consiste de una serie de objetos xq, 22, -+ ,z, €
X, junto con una serie de etiquetas yi,y2,- - ,yn € YV, donde y; € {+1,—1} (en este

caso), asociadas con los objetos. Las SVMs son métodos kernel para aprender una funcién
f X = Y deS, que puede ser utilizada para predecir la etiqueta de cualquier objeto
nuevo x € X por f(x) (Vert et al., 2004).

Primeramente se considera cuando los objetos que recibe el algoritmo son vectores,
X C RP. En este caso, la SVM trata de separar las dos clases de puntos usando una

funcién lineal de la forma
f(z) = signo((w, ) +b), (8)

conw € RP y beR (Vert et al., 2004).

Dicha funcién asigna una etiqueta de +1 a los puntos z € X' con f(x) > 0y la etiqueta
de -1 a los puntos x € X con f(x) < 0. El hiperplano de separacién estd dado por (Leslie
et al., 2002):

{r e R": (w,x) + b =0}, 9)

donde w es un vector normal al hiperplano y b es el pardmetro de desplazamiento.

Para una funcién candidata f(z) = (w, x)-+b uno puede verificar si para cada observacién
(xi,v:), [ la clasificé correctamente, es decir, si y; f(z;) > 0 o no (Vert et al., 2004).

Un punto clave de las maquinas de vectores soporte es que la optimizacién se simplifica
resolviendo el problema dual de optimizacién minimizando ||w||?/2, sujeto a y(w?z+b) > 1,
la solucién a (9) se encuentra resolviendo este problema.

Para el caso linealmente separable, el clasificador de margen méximo es encontrado

mediante la solucién de los pesos éptimos oy, i@ = 1,--- ,m en el problema dual (Leslie
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Figura 6. Separacién de clases. Se puede observar la separacién de clases mediante el hiperplano
oOptimo, procurando maximizar la distancia entre los vectores soporte.

et al., 2002):

. 1
Maximizar {Z oy — 5 Z Z QGOGYY 5 <33i, 9@)} ) (10)

i
sujeta a a; > 0, Y .oy = 0V i.

Entonces los parametros (w, b) del clasificador son determinados por los «; éptimos, los
datos de entrenamiento y la funcién resuelta f(x) =Y, a; (4, x) +b.

De (9) podemos ver que el aprender un clasificador lineal y predecir la clase de un nuevo
punto solo involucra los puntos del conjunto de entrenamiento a través de sus productos
punto. Es por esto que se puede aplicar el truco del kernel para realizar el algoritmo de
SVM en un espacio de caracteristicas asociado con un kernel general. El algoritmo se puede

declarar de la siguiente manera (Vert et al., 2004):

Encontrar o = (a, - -+ , ;) que maximiza
1
W(a) = Zai —3 Z Zyiyjaiajk(xmxj)a (11)
i i

sujeta a o; > 0, > oy, =0V 4
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Segun Noble (2006), la esencia de las méquinas de vectores soporte puede ser entendida
sin el uso de férmulas, para lo cual propone el conocimiento de cuatro conceptos basicos:
el hiperplano de separacion, el hiperplano optimo, el margen suave y la funcion kernel.

El término general para referirse a una linea en un espacio de alta dimensionalidad es
el hiperplano y el hiperplano de separacion es aquel que permite la division de las clases de
datos. Ahora bien, el hiperplano dptimo es el que maximiza la distancia entre los datos de
clases diferentes.

En ocasiones, los datos no pueden ser separados con una simple linea recta, por lo
que el algoritmo de la maquina de vectores soporte debe ser modificado para permitir el
manejo de mdrgenes suaves, es decir, tolerar que algunos puntos de datos se localicen en el
lado erréneo del hiperplano. La funcion kernel proyecta los datos a un espacio de mayor
dimensionalidad, conocido como espacio de caracteristicas, en busqueda del hiperplano

optimo suponiendo que en este espacio, los datos son linealmente separables.



Capitulo III

Kernels para grafos

La necesidad por tener datos altamente estructurados surge por la facilidad que permiten a
la hora de ser clasificados por algoritmos empleados en el aprendizaje de maquina. Cuando
esto sucede, las funciones de comparacién son relativamente sencillas y es por eso que es
facil distinguir las diferencias entre los datos de entrada para ser clasificados.

Sin duda, esta situacién es la méas deseada cuando se piensa en implementar algin al-
goritmo de este tipo, sin embargo en ocasiones, la naturaleza de los objetos es irregular
y obliga a la implementacion de algoritmos de extracciéon de caracteristicas o de repre-
sentacion, ademds del que se encarga de la propia clasificacion.

Mientras que existen datos que pueden ser representados como cadenas, vectores o
inclusive nimeros reales, existen otros objetos que, dado su complejidad, la mejor manera de
representarlos es en forma de grafos para poder expresar la relacién entre sus componentes.

Para estos casos, los métodos kernels que trabajan con datos en forma de vectores
no son compatibles directamente. Es por esto que surge la necesidad de los kernels para
grafos que extraigan, en la medida de lo posible, toda la informacion expresada en el grafo
representando el objeto a analizar.

Existen distintos acercamientos en la literatura ofreciendo una solucién a este problema.
En este trabajo nos enfocaremos en cinco distintos ya que son los que se consideran mas
relevantes en la literatura actualmente.

Para esto, primero es necesario establecer las bases tedricas necesarias para su com-
prension. A continuacién se presenta un conjunto de definiciones dentro del campo de la
teoria de grafos asi como algunas convenciones que seran usadas con frecuencia en el resto

del trabajo. En su mayoria, las definiciones son extraidas de (Vishwanathan et al., 2010).
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III.1 Teoria de grafos

Un grafo G = (V, E) consiste en un conjunto de n vértices V- = {vy, va, -+ ,v,} y m aristas
E={ej,e9,- - ey} CV x V. Se dice que un vértice v; es vecino de otro v; si los conecta
una arista, esto es, si (v;,v;) € E (también se puede denotar como v; ~ v;). Se dice que un
grafo es no dirigido si (v;,v;) € E <= (v;,v;) € E.

Un grafo con pesos es aquel que para cada arista (v;,v;) € E existe un peso asociado
w;; > 0. Siwv; y v; no estan conectados, entonces w;; = 0y en un grafo no dirigido w;; = wj;.

Una caminata de tamano k£ en G es una secuencia de indices ig,41, -« ,ix tal que
(vi,_,,v;,) € E, para todo 1 < r < k.

Un camino de tamano k en G, al igual que una caminata, es un conjunto de indices
i, 11, -+ , 1 tal que (v, _,,v;) € E para todo 1 < r < k pero ademds v; # v; para todo
v;,v; € V. Un camino de aristas es un camino el cual puede tener vértices repetidos pero
no contiene aristas repetidas, esto es, e; # e; para todo e;,e; € E. En este trabajo se
referird a los caminos de aristas solo como caminos por ser los que se requieren a lo largo
del mismo.

Un grafo conectado es aquel que para cualquier par de vértices v; y v; existe un camino
entre ellos. Se dice que un grafo es fuértemente conectado si para cualquier par de vértices
v; ¥ v; existe una arista (v;,v;) € E.

Un drbol (Figura 7 a) es un grafo conectado, aciclico y no dirigido. Un drbol enraizado
cuenta con un vértice especial llamado raiz. Considerando un camino desde la raiz v, hasta
un vértice v;, si tenemos una arista (v,;_1,v;) en dicho camino, entonces v;_; es el padre de
v; y v; es el hijo de v;_;. La raiz v, es el tnico vértice del arbol sin padre (Cormen et al.,
2001).

Se le llama hoja al vértice v; cuando éste no tiene hijos. La altura h de un arbol es el
la longitud en ntimero aristas que se deben de recorrer entre la raiz y su hoja mas lejana.

Los arboles pueden ser clasificados por el nimero maximo de hijos que cada vértice puede
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tener, por ejemplo, un drbol binario es aquel que solo admite tener a los méas 2 hijos en
cada vértice.

Un subdrbol es aquel arbol T” en el que sus vértices y aristas forman un subconjunto de
los vértices y aristas de un arbol 7" dado (Weisstein, 2011b).

Un drbol de esparcimiento de un grafo es un subconjunto de n — 1 aristas que forman un
arbol. Cuando ademas, para un grafo con pesos en sus aristas, éstas tienen un peso total
minimo, entonces se le llama drbol de esparcimiento minimo.

Una de las caracteristicas mas importantes en el uso de los arboles binarios para su
aplicacion en problemas como la biusqueda de informacién es la manera sistematica de
recorrerlos de tal manera que se visite cada vértice solo una vez para propositos de lectura
o actualizacién. Los 3 recorridos mas populares son los recorridos pre-orden, post-orden e
inorden.

El recorrido pre-orden es aquel en el que en el que primeramente se visita la raiz y
posteriormente se recorre de la misma manera el subarbol izquierdo seguido por el derecho.
Por otro lado, el recorrido post-orden es aquel en el que se recorre primeramente el subarbol
izquierdo, seguido del subéarbol derecho y por ultimo se visita la raiz. Finalmente, en el
recorrido inorden se recorre el subarbol izquierdo, después se visita la raiz y por tltimo se
recorre el subarbol derecho.

Una estrella (Figura 7 b) S,, es un arbol de n vértices en el cual uno de los vértices esta
conectado a todos los deméas. Se puede ver a una estrella como un arbol de altura h = 1
con n — 1 hojas.

Un anillo (Figura 7 ¢) es un grafo que forma un camino el cual empieza y termina en el
mismo vértice. Esto es, un anillo G de tamano n es un conjunto de vértices v;,, vi,, -+ , v;

n

tal que (v;, ,,v;.) € E, para todo 1 <r <k y ademds v;, = v;,,.
El didmetro de un grafo es el mas largo de los caminos mas cortos entre cualquier par
de vértices v; y v; de un grafo. Esto es maz; jd(i, j) entre cualquier par de vértices i y j del

grafo en donde d(i, j) es la distancia més corta entre el vértice i y el vértice j (Weisstein,
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Figura 7. Ejemplos de distintas topologias de grafos. a) Anillo tamano n = 4. b) Estrella tamafio
n = 6 ¢) arbol binario de altura h = 3.
2011a).

Si se toma un grafo conectado con un didmetro grande y se le agregan un numero
relativamente chico de aristas de manera aleatoria, el diametro de dicho grafo disminuira
drésticamente. A esto se le conoce como el fendmeno de la red de mundo pequeno (Pegg,
2011)(ver Figura 8). Este fenémeno se da en muchos escenarios y quiza el mas popular es
el ejemplo de las redes sociales en el mundo en donde se dice que cualquier par de personas

estan relacionadas entre si a través de aproximadamente 6 personas.

@)

Figura 8. Ejemplo de una red de mundo pequeno. a) Anillo tamano n = 14 el diametro es D = 7.
b) Al agregar 3 aristas de manera aleatoria al mismo grafo, el didmetro se redujo a D =5

Para grafos con pesos se define su matriz de adyacencia como la matriz A de n x n con

Aij = 1si v; ~vj y 0 delo contrario. Para grafos con pesos, A;; = w;;. Para grafos no
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dirigidos, la matriz de adyacencias A es simétrica. Los valores de la diagonal de A siempre
son ceros (si no hay autociclos).

La matriz de adyacencias normalizada A = ED_I, tiene la propiedad de que cada una
de sus filas suma 1, es por esto que puede servir como una matriz de transicion de procesos
estocasticos. En este caso D es una matriz diagonal de los grados de los vértices, esto es,

Una caminata aleatoria en G es un proceso que genera secuencias de vértices v;,, v, « - -

de acuerdo a P(igiqliy, - i) = A esto es, la probabilidad de pasar a v;,,, estando

it 1ik
en v;, es proporcional al peso de la arista (v;,,v;,,,). La t-ésima potencia de A describe
caminatas de longitud ¢, esto es, (A");; es la probabilidad de una transicién del vértice v;
al vértice v; a través de una caminata aleatoria de longitud ¢. Si py es la distribucién de
probabilidad inicial sobre vértices, entonces la distribucion de probabilidad p; describiendo
la ubicacién de la caminata en el tiempo t es p; = A'py. El j-ésimo componente de p;
denota la probabilidad de terminar una caminata de longitud ¢ en el vértice v;.

No es necesario que la caminata aleatoria continue indefinidamente, para evitar esto, se
asocia a cada vértice v;, en el grafo una probabilidad de paro g;,. El kernel de caminatas
aleatorias para grafos generalizado usa la probabilidad de detenerse después de t pasos, dado
por ¢'p,. Como py, el vector g de probabilidades de paro es en donde se puede integrar
algiin conocimiento previo en el diseno del kernel. Ya que la suma de la distribucién de
probabilidad p; es 1, un vector uniforme ¢ resultaria en la misma probabilidad de paro
para todo p;, resultando en un kernel que es invariante con respecto a la estructura que fue
disenado a medir.

Sea £ un conjunto de etiquetas que incluye la etiqueta especial (. Cada grafo G con
aristas etiquetadas estd asociado a una matriz de etiquetas X € L£™*" en la cual Xj; es la
etiqueta de la arista (v;,v;) y X;; = ¢ si (v;,v;) ¢ E. Sea H el RKHS inducido por un
kernel positivo semi-definido x : £ x L — R, y sea ¢ : L — H el mapa de caracteristicas

correspondiente, que se supone mapea ( al elemento zero en H. Se usa ®(X) para denotar
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el mapa de caracteristicas de G.

Dos grafos G = (V, E) y G' = (V', E’) son Isomorfos (denotado por G = G’) si existe
un mapeo biyectivo g : V' — V' (llamado funcién de isomorfismo) tal que (v;,v;) € E siy
solo si (g(v;), g(v;)) € E'.

Dado dos grafos G(V, E) y G'(V', E’), su producto directo G, es un grafo con un conjunto
de vértices

Ve ={(v,v)) :v; € Vvl e V'}

y el conjunto de aristas

By = {((vn,0) (v, )) : (vivy) € B A (vf,0)) € EY.

Vs

La Figura 9 ilustra el producto directo entre grafos. El grafo G, es un grafo sobre
pares de vértices de G y G’ y dos vértices en GG, son vecinos si y solo si los dos vértices
correspondientes en G y G’ son ambos vecinos. Si A y A’ son las matrices de adyacencias de
G y G' respectivamente, entonces la matriz de adyacencia de G, es A, =AxA. También,

para las matrices de adyacencias normalizadas, A, = A ® A’.

Definicién 2. Dadas dos matrices reales A € R™*™ y B € RP*4, el producto de Kronecker
A® B € R"*™1 y el operador de apilamiento de columnas vec(A) € R™™ estan dados
por
AuB ApB - ApB Aa
A9B=| b vee(A) =
AnB ApB -+ A,.B A

donde A,; se refiere a la columna j — ésima de A.

El producto de Kronecker y el operador wvec se relacionan por la siguiente propiedad

(Bernstein (2005), Proposicién 7.1.9):

vec(ABC) = (CT @ A)vec(B). (12)
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Figura 9. Dos grafos (arriba) y su grafo de producto directo (abajo).

Estos conceptos pueden ser extendidos al espacio de Hilbert H correspondiete a los
kernels continuos, simétricos y positivos definidos. Este espacio es llamado espacio de
Hilbert de reproduccién del kernel (RKHS por sus siglas en inglés).

La siguiente es una extension de (12) al RKHS presentada en Vishwanathan et al. (2010)
(Lema 12):

Si Ae x™™m BeR™Py(C e AP entonces

vec(®(A)BP(C)) = (®(C)" @ ®(A))vec(B) € R"*L, (13)

II1.2 Kernel basado en caminatas aleatorias

Los kernels para grafos basados en caminatas aleatorias se basan en una idea simple: dado
un par de grafos, realizar una caminata aleatoria en ambos y contar el nimero de caminatas

iguales. Vishwanathan et al. (2010) hacen una evaluacién de los distintos acercamientos a
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los kernels para grafos basados en caminatas aleatorias y muestran que este es un concepto
subyacente tanto en los kernels para grafos basados en caminatas aleatorias como en los
kernels marginales.

Realizar una caminata aleatoria en un grafo del producto directo es equivalente a realizar
una caminata aleatoria en G’y G’ simultaneamente (Imrich y Klavzar, 2000). Sipy p’ es la
distribucién de probabilidad de inicio sobre los vértices de G y G’, entonces la distribucién
de probabilidad inicial en el grafo de producto directo es p, = p®p’. De la misma manera,
si ¢y ¢ es la distribucién de probabilidad de paro sobre los vértices de G 'y G, entonces la
distribucién de probabilidad de paro en el grafo de producto directo es ¢, = ¢ ® ¢'.

Sean n y n’ el numero de vértices de G y G’ respectivamente. Si los grafos G y G’ son
de aristas etiquetadas, se puede asociar una matriz de peso W, € R™>""" con @, usando

la extensién del producto de Kronecker (Definicién 2) al RKHS:
W, =o(X)® o(X'). (14)

Como consecuencia de la definicién de ®(X) y ®(X’), los valores de W, son distintos a
cero solo si existe la arista correspondiente en el grafo de producto directo. Si hacemos que
(H)=R,®(X)=A, y ®(X’') = A, entonces (14) se reduce a A,, la matriz de adyacencias
del grafo de producto directo. Se puede incorporar la normalizacién haciendo ®(X;;) = 1/d;
si (v;,v;) € E, y cero de lo contrario. De esta manera, ®(X) = Ay ®(X’') = A’, y como
consecuencia W, = A, (Vishwanathan et al., 2010).

Si las etiquetas de las aristas forman un conjunto finito, sin pérdida de generalidad
{1,2,---,d}, podemos hacer H un R? dotado con el producto interno habitual. Sea e; un
vector con todos sus elementos igual a 0 y solo el i-ésimo igual a 1 y 0 un vector con todos
sus elementos iguales a 0, para cada arista (v;,v;) € E asignamos a ¢(X;;) = e;/d; si la
arista (v;, v;) tiene la etiqueta [; el resto de los valores de ®(X') son 0. Por lo tanto la matriz
de pesos (14) tiene un elemento distinto a cero si y solo si existe una arista en el grafo de

producto directo y sus aristas correspondientes en Gy G’ tienen la misma etiqueta. Sea ‘A
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la matriz de adyacencias normalizada del grafo filtrado por la etiqueta [, esto es lAij =1,
y cero de lo contrario. La matriz de pesos del grafo de producto directo puede ser escrito

CO1mo

d
w,=) 'Ae'A (15)

=1
I11.2.1 Definicién del kernel

Realizar una caminata aleatoria sobre el grafo GG, es equivalente a realizar una caminata
aleatoria simultanea en los grafos G y G’ segin Imrich y Klavzar (2000). Por lo tanto,
el (1 —1)n' +r,(j—1)n' + s)-ésimo elemento de A representa la probabilidad de dos
caminatas aleatorias simultaneas, una desde v; hastsa v; y la otra desde v/ hasta v, en
G y @', respectivamente. Los valores de W, (14) representan la similitud entre aristas,
de tal forma que el elemento ((i — 1)n' + r,(j — 1)n’ + s) de WP representa la similitud
entre caminatas simultaneas de longitud k£ en G y G’ medida por la funcién de kernel k.

Dadas las distribuciones de probabilidad de inicio y paro p, y q. respectivamente, se puede

T

TWkp, que es la similitud esperada entre dos caminatas aleatorias de longitud &

calcular ¢
en G y G’ (Vishwanathan et al., 2010).

Con todo esto, la idea mas natural para definir el kernel que calcula la similitud entre
dos grafos Gy G serfa sumar ¢ W¥p, para todo k. No obstante, existe el riesgo de que la
suma no converja, lo que dejaria sin definir al valor del kernel. Para solventar el problema,
se introduce un coeficiente no negativo (k) escogido apropiadamente y se define el kernel
entre G y G’ como

oo
GG =Y n(k)a; Wyps. (16)

Esta estructura ofrece mucha ﬂexibilidalzizz los disenadores de kernels para su aplicacién
a distintos problemas ya que se tienen tres parametros a su disposicion: por un lado,
w(k) se puede modificar para asi asignarle una importancia a la longitud de la caminata

pues, como se menciond, es un factor de “degradacion” para evitar que las caminatas se

extiendan indefinidamente; por otro lado, si se conocen las probabilidades de inicio y paro



31

en una aplicaciéon en particular, se puede incorporar este conocimiento en el kernel; por
ultimo, se puede incorporar medidas de similitud apropiadas entre aristas a través de la
matriz de pesos W,.. A pesar de dicha flexibilidad, Vishwanathan et al. (2010), haciendo uso
de (12), muestran que este kernel es positivo definido y -como se mostrard més adelante-

que se puede calcular eficientemente aprovechando la estructura de W,.

I11.2.2 Casos especiales

Vishwanathan et al. (2010) adaptan su kernel para grafos basado en caminatas aleatorias
generalizado a dos kernels para grafos resultantes de otros dos trabajos. Por un lado, el
trabajo de Kashima et al. (2003) llamado kernel marginal y por otro lado, otro enfoque

basado en caminatas aleatorias hecho por Gértner et al. (2003).

111.2.2.1 Kernel Marginal

Kashima et al. (2003) definen un kernel para grafos etiquetados utilizando las secuencias de
etiquetas producidas por caminatas aleatorias de tal manera que una caminata de longitud
t en un grafo G es una secuencia de indices i1, 4a, - - - , 741 de tal manera que (v;,,v;,,,) € E
para todo 1 < k < t. En este caso, la secuencia de etiquetas h = hq, ho, --- , by asociada
a una caminata es la secuencia de etiquetas de las aristas que se recorren en la propia
caminata. Sea P la matriz de probabilidad, en donde F;; denota la probabilidad de la
transiciéon de un vértice v; al vértice v; de tal manera que P pudiera ser la matriz de
adyacencias normalizada de G. Ademas, sean p y ¢ las probabilidades de inicio y paro
respectivamente. Entonces se puede calcular la probabilidad de la caminata i1,49,- -+ ;4411
y por lo tanto la secuencia de etiquetas h asociada a esta caminata de la siguiente manera:
¢
p(hG) = Gy, [ [ Poyiyiapin- (17)
j=1

Sea ¢ un mapa de caracteristicas de las etiquetas en aristas, se define un kernel entre



32

las secuencias de etiquetas de tamano ¢

w(h ) = [T wthe. ) =TT (O(0). o(h0)) (18)

si las secuencias h y b’ tienen la misma longitud y cero en caso contrario. Usando (17) y

(18) se puede definir un kernel entre grafos mediante la marginalizacion:

KG.G') =D Y k(b H)p(h|G)p(h|G). (19)
h R

Kashima et al. (2004) (Ecuacién 1.19) muestran que este kernel (19) puede ser escrito
de la siguiente manera:

KG,G) = q, (1= T0) "ps, (20)

en donde T, = [vec(P)vec(P)"] ® [®(X) ® ®(X')]. X y X’ son las matrices de G y G,
respectivamente y d las matrices de caracteristicas correspondientes.

Este kernel se puede obtener como un caso especial del marco de trabajo propuesto por
Vishwanathan et al. (2010), para esto, se hace u(k) = A¥ para algtin A > 0. Entonces se

puede escribir:

K(G,G) = Mg Whp, = qf (T = AW,) ' p,. (21)
k=0
Para recuperar el kernel para grafo marginal se hace A = 1 y se define ®(X;;) =

P;®(X;;) de tal manera que W, = T}, y asi obteniendo (20).

I11.2.2.2 Kernel de Gartner

Gértner et al. (2003) también realizan caminatas aleatorias en un par de grafos dados

pero en este caso cuentan el nimero de caminatas coincidentes. Su kernel se define como

(Gértner et al., 2003) (Def. 6):

MG ) =333 LA, (22

Este kernel se puede obtener en el marco de trabajo utilizado por Vishwanathan et al.

(2010) asignando p(k) = Ay y suponiendo distribuciones uniformes de inicio y paro sobre
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los vértices de Gy 7, estoes, p; = = 1/nyp,=q¢. = 1/n' ysea ®(X) = Ay ®(X) = A.
Por consiguiente, p, = ¢, = e/(nn’), y W, = A, (la matriz de adyacencias no normalizada
de la matriz de producto). Esto permite reescribir (16) para obtener:

n

R(G, ) = Zu W = 2 3OS AL, (23)

i=1 j=1 k=0

que recupera (23) dentro de un factor constante. Este kernel también puede ser extendido a
grafos con un conjunto finito de etiquetas reemplazando Avx en (23) con una sumatoria Wx
de matrices de adyacencias no normalizadas filtradas por etiquetas, andloga a (15). Gértner
et al. (2003) discuten dos casos de interés: primero, su kernel geométrico emplea un factor
de descomposicion A fijo para reducir la contribucién de caminatas largas al kernel haciendo
At = AF como en (21). La seleccién de ) es critica ya que debe ser lo suficientemente chica
para que la sumatoria en (22) converja. Segundo, el kernel exponencial se define como:

n

k(G,G') = ZZ Ml = T Meg, (24)

i=1 j=1
usando la exponenciacion de matrices, en donde e denota un vector formado solo de unos.
Esto se obtiene en el marco de trabajo de Vishwanathan et al. (2010) haciendo Ay = \¥/k!,
de tal modo que la sumatoria de la derecha en (23) se convierte en la expansion de series
e+ En este caso, el kernel de Gértner et al. (2003) difiere de la definicién de Vishwanathan
et al. (2010) (16) en que no se modelan las probabilidades de inicio y de paro y ademés
utiliza la matriz de adyacencias no normalizada en vez de una matriz de pesos mas general

(14) que permite la normalizacién y kernels en aristas arbitrarios.

I11.2.3 Coémputo eficiente

El problema de este kernel es que el tiempo requerido de computar es de O(n®) ya que es
equivalente a invertir una matriz de tamano n x n dados dos grafos G y G’ con n vértices

cada uno.
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Vishwanathan et al. (2010) desarrollaron métodos que se basan en la ecuacién de
Sylvester, gradiente conjugado, iteracién de punto fijo, descomposicién espectral y una
aproximaciéon al producto de Kronecker que aceleran en gran medida el computo de estos
kernels.

La aplicabilidad y complejidad en tiempo de un método dependerd si el grafo es etique-
tado posiblemente con pesos en las aristas (W, = A,), tiene etiquetas de un conjunto finito
(15) o, un conjunto infinito de etiquetas (14).

A continuacién se describen brevemente cada uno de los métodos utilizados:

Tabla II. Complejidad en los peores casos (Notacién en O(-)) de los métodos para una matriz de
m x m del kernel para grafo de caminatas aleatorias.

Densidad de grafo Denso Disperso
etiq. en aristas sin/escalar | conj. finito | dim. finita ‘ dim. oo laui
Método W, = AR A (15) kernel (14) cuaidter

Ecuacién de Sylvestre m?n? desconocido - -
Gradiente conjugado m2rn? m2rdn? m?rn* | m?rn?
Iteracién de punto fijo m2kn? m2kdn? m?kn* | m2kn?
Descomposicién espectral | (m + n)mn? m?n® -
Product/o de Kronecker 1 2K dn? 2k 2k
mAas cercano

donde m = numero de grafos, n = nimero de vértices, d = tamano del conjunto de etiquetas o
la dimensionalidad del mapa de caracteristicas en donde corresponda, r = rango efectivo de W,
k = nimero de iteraciones de punto fijo (36) y &’ = nidmero de iteraciones de potencia (40) (Tabla
extraida de Vishwanathan et al. (2010), 1210).

111.2.3.1 Ecuacién de Sylvester

La siguiente ecuacién es comunmente llamada ecuacién de Sylvester o de Lyapunov:
M = SMT + M. (25)

Donde S,T, My € R™™ son dados y se necesita resolver M € R"*". Estas ecuaciones
pueden ser resueltas en O(n?) (Gardiner et al., 1992) con c6digo disponible como lo es el

método dlyap de Matlab. Resolver la ecuacion de Sylvester generalizada

d
M =" S;MT; + M, (26)

=1
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requiere computar factorizaciones de Schur generalizadas de d matrices simétricas simul-
taneamente que, aunque mas costoso, puede ser resuelto eficientemente. La complejidad
computacional de esta factorizacién generalizada es desconocida en la actualidad (Vish-
wanathan et al., 2010).

Vishwanathan et al. (2010) mostraron que para grafos con etiquetas discretas en las
aristas, para la cual su matriz de pesos W, puede ser escrita como (14), el problema de
computar el kernel para grafos (21) puede ser reducido a resolver la siguiente ecuacion de
Sylvestre generalizada:

d
M=) NAM AT + M, (27)
=1

en donde vec(My) = p,. Se empieza a “aplanar” la ecuacién (27)
d
vec(Mp) = A Z vec("A'M'AT) + p,. (28)
i=1
Usando (13), que es una extension de (12) a un RKHS, se puede reescribir (28) como
d
(I-AD "A® A)vee(M) = p,, (29)
i=1

usando (15), y despejando vec(M) en (29):
vec(M) = (I — A\W,) 'p,. (30)
Después, multiplicando ambos lados de (30) por ¢! tenemos:
qFvec(M) = g5 (I — AWV,) ' p,. (31)

La parte derecha de (31) es el kernel para grafos (21). Dada la solucién M de la ecuacién
de Sylvestre (27), el kernel para grafos puede ser obtenido como ¢’ vec(M) en O(n?). De
la misma manera, para grafo grafos no etiquetados simplemente se hace d = 1 para poder
aplicar el mismo argumento y con esto convertir a (27) en una ecuacién de Sylvestre simple.
Esto supone una mejora considerable al método directo para computar el kernel para grafos

basado en caminatas aleatorias (O(n®)) ya que tiene un tiempo de ejecuciéon de O(n?).
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La sofisticacion de los métodos disponibles para resolver la ecuacion de Sylvester limitan
su aplicabilidad; ademés de que regularmente se encuentran solo como rutinas de librerias
sin dar a conocer el codigo. No obstante, se puede utilizar un método para resolver la
ecuacién de Sylvester simple (25) para computar kernels entre grafos etiquetados (en aris-
tas) eficientemente empleando la aproximacion del producto de Kronecker més cercano

(I11.2.3.5).

111.2.3.2 Gradiente conjugado

Dada una matriz M y un vector b, el método del gradiente conjugado (GC) resuelve la
ecuacion Mz = b eficientemente (Nocedal y Wright, 1999). Estos métodos estdn disenados
para su uso con matrices simétricas y positivas semi-definidas pero también pueden ser uti-
lizadas para resolver otros sistemas lineales eficientemente. Son particularmente eficientes
si la matriz es deficiente en su rango o tiene un rango efectivo pequeno, esto es, el niimero
de eigen valores distintos. Ademads, si el calculo de productos matriz-vector es computa-
cionalmente barato, el tiempo para resolver el GC puede ser mejorado considerablemente
(por ejemplo cuando la matriz M es dispersa). Suponiendo que computar Mv para un
vector v arbitrario requiere un tiempo de O(m) y el rango efectivo de M es r, entonces el
método GC toma O(r) iteraciones y por lo tanto requiere O(mr) para resolver Mz = b.
El kernel para grafos (21) puede ser computado por un procedimiento de dos pasos:

Primero se resuelve el sistema lineal
(I—AW,)z =p", (32)

para x, despues se computa ¢.z. Ahora el enfoque es el resolver eficientemente (32) usando
el método de GC. Recordemos que si G y G’ contienen n vértices, entonces W, es una
matriz de n? x n?2. Dentro del algoritmo de GC, multiplicar W por un vector y requiere
O(n*) operaciones, pero existe una forma de usar la extensién de (12) a un RKHS (ecuacién

13) para mejorar el tiempo de ejecucién. Se introduce la matriz Y € R™*" con y = vec(Y'),
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y recordando que W, = ®(X) @ &(X’), por (13) se puede escribir
Wy = (P(X) @ ®(X"))vec(Y) = vec(®(X' )Y ®(X)T). (33)

Si ¢(-) € R? entonces este producto matriz-vector puede ser computado en un tiempo de
O(dn?). Si ®(X) y ®(X') son dispersas, entonces ®(X")Y ®(X)? puede ser computado en
aun menor tiempo, esto es, si hay O(n) elementos distintos a £ en ®(X) y ®(X’), calcular

(33) toma un tiempo de O(n?).

I11.2.3.3 Iteracién de punto fijo

Otro de los métodos con los cuales Vishwanathan et al. (2010) calculan el kernel de cami-
natas aleatorias es el de iteracion de punto fijo.

El método de iteracién de punto fijo comienza reescribiendo (32) como
T =p, + \W,x. (34)

Resolver x es equivalente a encontrar un punto fijo de (34) tomado como una iteracién.

Ahora, si se toma a x; como el valor de x en la iteracion ¢, se asigna xg = p, y se computa
g = Pz + AWy, (35)

repetidamente hasta ||z;11 — 2¢|| < ¢, en donde || - || denota la norma Euclidiana y ¢
una tolerancia predefinida. Esto esta garatizado a converger siempre y cuando si todos
los eigenvalores de AW, se encuentran dentro del disco unitario, lo que se puede asegurar
asignando A < |&;]7!, en donde & es el eigenvalor de W, de mayor magnitud. Asumiendo
que cada iteracion de (35) contrae x al punto fijo dentro de un factor de A&, se converge

hasta estar a un factor € de del punto fijo en k iteraciones, en donde

Ine

Ya que cada iteracién de (35) involucra calcular del producto matriz-vector W, x;, todas las

mejoras al tiempo de calculo de productos matriz-vector vistos en la seccién (111.2.3.2) son
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aplicables en este caso también. El hecho que W, es una suma de productos de Kronecker
es particularmente importante ya que se explota para reducir la complejidad en tiempo
del peor caso a O(dn?®) por iteracién en experimentos realizados por Vishwanathan et al.
(2010) a comparacion de los resultados obtenidos por Kashima et al. (2004) que calcularon

los productos matriz-vector explicitamente.

111.2.3.4 Descomposicién espectral

En las secciones (I11.2.3.2) y (111.2.3.3), Vishwanathan et al. (2010) introdujeron métodos
que son eficientes para grafos etiquetados y no etiquetados especificamente calculando el
kernel geométrico (21) asumiendo que u(k) = A*. En esta seccién se trata un método
basado en la descomposicién espectral que permite computar el kernel basado en caminatas
aleatorias general (16) para cualquier seleccion de p(k) siempre y cuando converja, pero
que solo es eficiente para grafos no etiquetados.

Sea W, = P,D, P, ! donde las columnas de P, son los eigenvectores y D, es una matriz
diagonal de los eigenvalores correspondientes de W, respectivamente, a esto se le denomina
la descomposicion espectral de W,.. El kernel de caminata aleatoria (16) puede ser escrito

COo1mo

Zu ) (PeDo Py ) 'pe = q; P (Zu Dk>P Pr- (37)

=0 k=0

Esto simplifica las cosas ya que (38) solo toma potencias ponderadas de una matriz diagonal,
lo que se desompone en potencias escalares de sus elementos. Para obtener un kernel para
grafos implementable, basta con emplear una serie de potencias la cual se sepa que converja
a una funcién no linear dada. Por ejemplo, el kernel geométrico (21) usa el hecho de que

> peo ™ = 7= y haciendo p(k) = A* en (37) se obtiene
k(G,G) = ¢ P.(1-A\D,) 'P, 'p,. (38)

La diferencia mas importante con (21) es que la inversién en (38) es sobre una matriz

diagonal, lo que es trivial de computar. Si se hace p(k) = 47 en (37) da como resultado el
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kernel exponencial (24) por medio de la descomposicién espectral:
k(G, G = ¢ PP P p,, (39)

ya que e” = > 7 wk_;: De nuevo, la exponenciacién de la matriz es trivial de calcular (ya
que AD, es diagonal) elevando cada uno de sus elementos, a diferencia de (24).

De esta manera, diagonalizando lo no lineal central a un kernel de caminata aleatoria,
la descomposicion espectral puede apresurar en gran medida su cémputo. El problema es
que es computacionalmente indeseable ya que calcular la descomposicion espectral de una
matriz densa lleva un tiempo cibico con respecto a su tamano (Golub y Van Loan, 1996)
y debido a que W, es una matriz de n? x n? esto resultaria en una complejidad de tiempo
de O(n®) por cémputo de kernel.

Vishwanathan et al. (2010) muestran (Teorema 4) que se pueden obtener mucho mejor
resultados -para grafos no etiquetados (aunque posiblemente con pesos en aristas)- haciendo
uso de las propiedades del producto de Kronecker.

También se menciona que en la practica, siempre se seleccionan series de potencias con
limites conocidos que son triviales de evaluar (como p = 1), como se ejemplifica en el kernel
geométrico (38) y en el kernel exponencial (39). Y es asi como, a través del Teorema 4 de
Vishwanathan et al. (2010), se muestra un método muy eficiente de computar matrices de

kernels completas, aunque solo entre grafos no etiquetados.

I11.2.3.5 Aproximacion del producto de Kronecker mas cercano

Los métodos rapidos para computar los kernels basados en caminatas aleatorias tratados
por Vishwanathan et al. (2010) son computacionalmente muy costosos (en caso de ser
aplicables) para grafos no etiquetados, especialmente si el nimero de etiquetas distintas d
es grande o si se emplea un kernel de etiquetas general. Para estos casos, se puede encontrar
el producto de Kronecker mds cercano a W, esto es, computar las matrices S y T tal que

W, =~ S®T,y después usar cualquiera de estos métodos sobre S ® T" como si se tratara
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de la matriz de adyacencias del producto directo de grafos no etiquetas.

Existen algunos métodos para encontrar un producto de Kronecker que aproxime una
matriz como W, y que ademads sean eficientes al explotar la dispersion de W,. Estos
métodos minimizan la norma de Frobenius ||W, — S®T||r al calcular el valor singular méas
grande de Wx, que es una version permutada de W,. En este caso, el método utilizado por
Vishwanathan et al. (2010) calcula, en cada iteracién, el producto matriz-vector Wgcvec(T’ )
donde 77 € R™*" es la aproximacion actual de T. Después, el resultado de ese producto
matriz-vector, se reforma en una matriz de n x n que es la 7" de la siguiente iteracién.
Calcular W,vec(T") requiere O(n?).

Si W, puede ser escrito como una suma de d productos de Kronecker (15) entonces
también aplica para W, (Van Loan, 2000) y su costo por iteracién se reduce a O(dn?).
Ademds, si dos grafos, con O(n) aristas cada uno, son dispersos, W, tendra O(n?) elementos
distintos a cero y cada iteracién solo toma O(n?). El ntimero de iteraciones k' requeridas

es

;L Inn
' _O<ln|§1|—1n|£zr>’ 0)

donde &; y & es el eigenvalor de W, de mayor magnitud y el segundo de mayor magnitud
respectivamente.

El hecho de que la aproximacion al producto de Kronecker més cercano se calcule por
separado para cada uno de los elementos de la matriz del kernel de m x m causa que el
método de la descomposicién espectral tome O(m?n?) ya que no es posible precomputar el
espectro de los m grafos. Ademas, la matriz del kernel resultante puede tener eigenvalores

negativos lo que hace que el kernel deje de ser positivo semi-definido.

I11.2.3.6 Deficiencias

Los kernels para grafos basados en caminatas aleatorias sufren de dos deficiencias que
pueden afectar su desempeno asi como su expresividad.

Primeramente, el fenémeno denominado tottering se refiere a cuando se presenta una
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contribucion desproporcionada al valor del kernel proveniente de caminatas cortas repetidas.
Es decir, si consideramos el par de vértices adyacentes v y v’, debido a este fenémeno las
contribuciones al valor del kernel muchas veces se ven dominadas por caminatas de la forma
v—oU S v

Una solucion a este problema seria disenar algoritmos que evadan las caminatas aleato-
rias de este tipo. Desafortunadamente, un kernel de caminatas aleatorias auto-evasivas (del
tipo que evita pasar por la misma arista dos veces) no puede ser computado en tiempo
polinomial.

El segundo problema que tienen los kernels basados en caminatas aleatorias, denominado
halting, esta relacionado con el factor de descomposiciéon u(k) disenado para evitar que la
caminata aleatoria se extienda infinitamente. En la practica, este factor siempre toma
valores muy pequenos lo que tiene como consecuencia que los elementos correspondientes a

caminatas largas sean despreciables.

II1.3 Kernel basado en caminos mas cortos

Como se vio anteriormente, el kernel de caminatas aleatorias sufre del problema de halting
y tottering. Estos problemas son inherentes a este kernel debido a la naturaleza de las
caminatas, es decir, al hecho de que las caminatas permiten ciclos y ademas se pueden
extender indefinidamente y es debido a esto que se implementan medidas para lidiar con el
problema pero sacrificando en expresividad y tiempo de computo.

Los caminos por otro lado, no admiten ser formadas por aristas repetidas y por consigu-
iente no es posible formar ciclos eliminando asi el problema de tottering. Ademés, por la
misma razén, no es posible tener un camino infinito, lo que ocasionaria halting, por lo cual

no es necesario tener un factor de “descomposicion” para controlar la logitud del camino.
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I11.3.1 Kernel de todos los caminos

La idea de usar caminos en vez de caminatas para evitar estos dos problemas es tratada por
Borgwardt y Kriegel (2005) y Vishwanathan et al. (2010) en donde primeramente definen
un kernel para grafos que utiliza el conjunto de todos los caminos que existen entre cada

par de vértices de los grafos a tratar llamado kernel de todos los caminos.

Definicién 3. Kernel de todos los caminos. Dados dos grafos G; y G5. Sea P(G;)
el conjunto de todos los caminos en el grafo G; donde i € {1,2}. Sea kcuminos un kernel
positivo definido sobre dos caminos, se define como el producto de los kernels sobre aristas

y vértices a lo largo del camino. Se define entonces el kioqos caminos COMO

ktodos caminos G17 GQ Z Z kcamznos pl ) p2)

P1 GP(G1) pQEP(Gz)
que es la suma de todos los kernels de pares de caminos de G y Gs.
Ademaés de esta definicién, Borgwardt y Kriegel (2005) demuestran que el kernel de

todos los caminos es positivo definido a través del siguiente Lemma:

Lemma 1. El kernel de todos los caminos es positivo definido.

Demostracién: Se define una relacion R(p, G {p},G), donde G {p} y G son grafos y
p es un camino. R(p, G {p},G) = 1siy solo si G {p} es un grafo que se cre6 al remover de
G todas las aristas y vértices en p.

R7Y(@) es entonces un conjunto de todas las descomposiciones del grafo G via Ra py
G {p}. R es finito, ya que existe un nimero finito de caminos en un grafo debido a que su
longitud maxima esté acotada por el nimero de aristas.

Se define el kernel sobre caminos k.qmino como el producto de kernels en vértices y aristas
de estos caminos, lo que es un kernel de producto tensor positivo definido (Scholkopf y
Smola, 2002). También se define un kernel trivial k,,, = 1 para todo par de grafos.

Se define entonces un kernel de todos los caminos como un kernel de convolucion-R
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positivo definido (Haussler, 1999) :

ktodos caminos(Gh GQ) = Z kcaminos (p17p2> * kuno<G {P}1 ) G {p}2>
R-1(G1) R~1(G2)

— Z kcamino(plv pQ)

p1E€(G1) p2€(G2)

con P(G;) como el conjunto de todos los caminos en G, @ € {1,2}.

Sin embargo, el calculo de este kernel es NP-dificil como se demuestra en el siguiente

lemma:

Lemma 2. Calcular el kernel de todos los caminos es NP-dificil.

Demostracién: Se muestra este resultado demostrando que encontrar todos los caminos
de un grafo es NP-dificil. Si no fuera NP-dificil determinar el conjunto de todos los caminos
en un grafo, uno pudiera determinar si es que dicho grafo tiene un camino hamiltoniano! o
no al revisar si es que existe un camino de longitud n-1.

Sin embargo, es conocido que este tltimo problema es NP-completo (Jungnickel, 2008).
Consecuentemente, determinar el conjunto de todos los caminos es NP-dificil y por lo tanto
el calculo del kernel de todos los caminos es NP-dificil.

Gértner et al. (2003) muestran que los kernels basados en subgrafos es NP-dificil. En

este caso se restringen a caminos, que son un subconjunto de estos subgrafos y sin embargo,

su célculo sigue siendo NP-dificil.

I11.3.2 Kernel de caminos mas cortos

Al no poder utilizar el kernel de todos los caminos debido a la complejidad en su célculo,
se puede considerar reducir el tamano del conjunto de caminos al utilizar un subconjunto

de todos ellos.

!Camino hamiltoniano: sucesién de aristas adyacentes que visita todos los vértices de un grafo solo
una vez.
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Se podria considerar el subconjunto que contiene los caminos mas largos de un grafo
pero, al igual que el kernel de todos los caminos, calcular los caminos mds largos de un
grafo es NP-dificil ya que permitirfa decidir si existe o no un camino hamiltoniano en dicho
grafo.

Por otro lado, calcular los caminos mds cortos es un problema que se puede resolver
en tiempo polinomial. Para esto. existen varios algoritmos ampliamente conocidos como
Digkstra (Dijkstra, 1959) que calcula los caminos més cortos desde un solo vértice y Floyd-
Warshall (Floyd, 1962) para calcular todos los caminos mds cortos en un grafo los cuales
y permiten determinar las distancias méas cortas en O(m + n * logn) (Fredman y Tarjan,
1987) y O(n®) (Cormen et al., 2001) respectivamente en donde m es el niimero de aristas y
n es el namero de vértices.

Una vez que se decidié utilizar los caminos mas cortos en la aplicacion de un kernel para
grafos, surge un problema: ;Cémo se pueden utilizar los caminos mas cortos como medida
de similitud entra grafos si los caminos mas cortos entre dos vértices no son tnicos? Es
decir, puede existir mas de un camino mas corto entro un par de vértices de un grafo como

se muestra en la Figura 10.

a)

d(a,b) =5 d(a,e,b)=3 d(a,d,c,b)=3

Figura 10. Tres caminos distintos del vértice a al vértice b. Los caminos en b) y ¢) son caminos
més cortos. a) La arista (a, b) con un costo de 5. b) Camino de a a b pasando por e con un
costo total de 3. ¢) Camino de a a b pasando por d y ¢ con un costo total también de 3.

Borgwardt y Kriegel (2005) proponen utilizar la medida de distancia de estos caminos

ya que, mientras es cierto que puede existir mas de un camino mas corto entre un par de
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vértices, la distancia minima es la misma lo que se demuestra al plantear que, en el caso de
que uno de estos caminos fuera méas corto, el otro no pudiera ser considerado como camino
mas corto.

En este caso, se emplean 3 caracteristicas tinicas de los caminos mas cortos para calcular
el kernel: el vértice inicial, el vértice final y la distancia entre ambos.

La matriz que contiene las distancias de los caminos mas cortos entre cada par de
vértices de un grafo es comunmente llamada matriz de distancias de caminos mds cortos

SP y se define como

Sp. d(vi,v;) siv; yv; estdn conectados,
Y/

o0 otro caso

en donde d(v;, v;) es la distancia del camino mas corto entre v; y v;.

Ya que para la definicion del kernel para grafos basado en caminos mas cortos es nece-
saria la comparacién por pares de cada uno de los elementos finitos de SP, que son las
distancias mas cortas entre cada par de vértices de (G, se puede crear un grafo que contenga
solo esa informacion, es decir, que tenga el mismo conjunto de vértices que el grafo original
pero que exista una arista entre todos los vértices que estén conectados a través de un
camino. Este grafo S puede ser descrito por su matriz de adyacencias que se formaria de

la siguiente manera:
1 si SP(v;,v5) < o0,

0 otro caso

A(S)i; =

en donde SP(v;,v;) es la etiqueta de la arista (v;,v;) € E del grafo de caminos mas cortos

S.

111.3.2.1 Transformacion Floyd

El primer paso para obtener el kernel de caminos mds cortos es transformar el grafo original
en un grafo de caminos mdas cortos. Un grafo de caminos mas cortos S contiene los mismos

vértices que el grafo original GG pero, a diferencia del grafo de entrada, existe una arista
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entre cada par de vértices conectados por una caminata en G. Cada arista en S entre los
vértices v; y v; estd etiquetada con la distancia mds corta entre estos dos vértices.
Existen varios algoritmos que se pueden aplicar para resolver el problema de los caminos
mas cortos entre todos los pares y asi determinar las aristas de distancias més cortas en S.
Borgwardt y Kriegel (2005) proponen utilizar el algoritmo de Floyd-Warshall (Algoritmo
1). Este algoritmo tiene una tiempo de ejecucién de O(n?) (Cormen et al., 2001) y ademés
es facil de implementar. Su aplicacién no se restringe a grafos con aristas negativas siempre
y cuando no contengan ciclos negativos. Al proceso de transformacién de un grafo G a uno

S por medio del algoritmo Floyd se le denomina transformacion Floyd.

Algoritmo 1 Pseudocédigo del algoritmo Floyd-Warshall para encontrar la matriz de
caminos mds cortos entre todos los pares (extraido de Borgwardt (2007), 59).

Entrada: Matriz de adyacencias A de grafo G de n vértices y los pesos de aristas w.
Salida: Matriz de distancias de caminos més cortos SP.

1 fori=1tondo

2 for j =1ton do

3 if Afi,j] ==1and i # j then

4 SPli, j] = wli, j]

5 else

6 if i == j then

7 SPli,j] =0

8 else

9 SPli,j] = o0

10 end if

11 end if

12 end for

13 end for

14 for k=1 ton do

15 for i =1ton do

16 for j =1tondo

17 if SP[i, k] + SP[k,j| < SPJi, j] then
18 SPli,j| = SP[i, k] + SP|k, ]
19 end if

20 end for

21 end for

22 end for
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I11.3.3 Definiciéon del kernel

Después de la transformacion Floyd de los grafos de entrada, se puede definir el kernel de

caminos mds cortos:

Definicion 4. Kernel de caminos mas cortos

Sea S y S’ dos grafos de caminos mas cortos. Se define el kernel de caminos més cortos
sobre S = (V,E)y " = (V',E’) como
kcamznos mas CO""tOS S S/ Z Z kcamznata ) (41>

ecE e'eR’

en donde k!

caminata €S UL kernel de caminatas aleatorias de longitud 1.

El kernel de caminos mas cortos requiere de la transformacion de Floyd que puede ser
calculada en 0(n?) cuando se utiliza el algoritmo de Floyd-Warshal. Si el grafo original
es conectado, el nimero de aristas del grafo transformado es n?. Ya que es necesario la
comparacion por pares de todas las aristas de ambos grafos transformados para obtener el
valor del kernel, se deben de considerar n? * n? pares de aristas lo que resulta en un tiempo
de ejecucion total de O(n?).

Borgwardt et al. (2005) demuestran la validez del kernel de caminos mds cortos con el

siguiente lemma:

Lemma 3. El kernel de caminos mds cortos es positivo definido

Demostracion: El kernel de caminos mas cortos es positivo definido

Borgwardt et al. (2005) modifican el kernel de caminatas aleatorias y definen un kernel
que llaman simplemente “Kernel de caminatas aleatorias modificado”. Este kernel se puede
definir de la siguiente manera:

Sean G = (V,E) y G' = (V', E’) dos grafos. Considere dos caminatas, caminata; =
(v1,v9,++ ,Un_1,Vp) en G y caminatay = (v, vy, -+ v, _;,v.) en G' donde v € V, v/ € V'

para i € {1,--- ,n}y (v, vip1) € E, (vj,vj,,) € E' parai € {1,---,n —1}. El kernel de
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caminatas se define como:

n—1

caminata(caminatay, caminatay) = H Epaso((Vi, vit1), (U5, Vi 1)) (42)
i=1

Este kernel se basa en 3 caracteristicas principales en la caminata: el vértice de origen, el
vértice destino y la arista entre ellos. kp,s, se define de la siguiente manera:

Parai e {1,--- ,n— 1},

Kpaso((Vi, Vig1), (V5 Vig1)) = Kuértice(Vis VF) * Kuértice (Vig1, Vig1) * Kapista (03, Vig1), (Vi vi4y))-
(43)
La definicién de las partes de kpaso (Kvertice ¥ Karista) depende de varios factores a tomar
en cuenta. Estos factores pueden ser el hecho de usar o no etiquetas en vértices y/o aristas,
si se busca tener una funcién binaria de similitud o se desea algin factor que represente
que tanto se "parecen” las caminatas, etc.
Dadas las definiciones 41 y 42 y debido a que el kernel de caminos mas cortos es un

kernel de caminatas aleatorias de longitud 1, tenemos que:

kcaminos mds CO’/‘tOS(Sa Sl) - Z Z kpaso<€7 6/>7 (44)

ecFE e'ckE’

donde S y S" dos grafos de caminos més cortos, S = (V, E) y S’ = (V', E') como en 41.

Construcciéon del kernel de caminos mas cortos

Cémo se describe en el capitulo II, es posible crear kernels a partir de otros mas simples.
Borgwardt et al. (2005) utilizan los kernels Dirac, RBF' y Puente Browniano (4, 5y 6) en su
implementacion de los kernels aplicados en la prediccion de funciones de proteinas mientras
que Kashima et al. (2003) solo mencionan el kernel RBF' y Dirac (5y 4) y proponen el uso

de uno solo de acuerdo a las necesidades tanto para la comparacion de aristas y de vértices.
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II1.3.4 Enriquecimiento de etiquetas

Un problema que existe con el calculo del kernel basado en caminos mas cortos es el hecho de
que, a través de la transformacion de Floyd que sufren, los grafos de entrada se conviertan en
grafos densos, aunque inicialmente sean dispersos (considerando que sean grafos conectados,
el grafo de salida serfa un grafo completamente conectado). Debido a esto, el proceso de
comparacion por pares de las aristas se vuelve muy costoso.

Ademas de esto, se puede considerar que el valor de uno de los caminos mas cortos entre
vértices es poca informacién para poder establecer una medida de similitud entre grafos ya
que, como se muestra en la figura 10, aunque la longitud del camino mas corto es unica,
puede existir més de una forma de llegar de un vértice al otro con el costo minimo.

Mahé et al. (2004) propusieron una técnica llamada enriquecimiento de etiquetas pen-
sando en solucionar estos problemas. Esta técnica consiste en obtener mas informacion de
un proceso para asi contribuir a la distincion de estos objetos con maés facilidad, en este
caso, en el proceso de la transformacién de Floyd (algoritmo 2).

La técnica de enriquecimiento de etiquetas, ademds sirve para mejorar el tiempo de
procesamiento ya que, basado en la informacion extra obtenida tanto de vértices como de
aristas, se puede evitar realizar ciertos procesos lo cual resulta en un ahorro en tiempo.

Con esto en mente, Borgwardt y Kriegel (2005) propusieron el uso del enriguecimiento
de etiquetas en su kernel de caminos mas cortos de longitudes tguales el cual toma en cuenta
el nimero de pasos recorridos de i a j y de i a j' y solo en el caso de que sean iguales
regresa un 1, es decir, solo en caso de que los caminos tengan el mismo ntimero de pasos se
calcula el valor del kernel tomando en cuenta la distancia total.

De esta manera, el kernel de caminos mas cortos de longitudes iguales al que simple-
mente se le llamara kernel de caminos mds cortos (ksp) se construye de la siguiente manera:

ksp(S.9) =D Kiong(e, € )hpasole €), (45)
ecE e¢/'€F’

donde S y S son dos grafos de caminos més cortos, S = (V, E)y S" = (V' E').
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Algoritmo 2 Pseudocédigo del algoritmo Floyd-Warshall para encontrar la matriz de
caminos mas cortos entre todos los pares modificado para extraer més informacién.

Entrada: Matriz de adyacencias A de grafo G de n vértices y los pesos de aristas w.
Salida: Matriz de distancias de caminos mas cortas S P, matriz de nimero de pasos St y
matriz de caminos mas cortos P.

1 fori=1tondo

2 for j =1tondo

3 if Ali,j]==1and i # j then

4 SPli, j] = wli, j]

5 else

6 if © == j then

7 SPli,j]=0

8 else

9 SP[i,j] =

10 end if

11 end if

12 end for

13 end for

14 for k=1 to n do

15 fori=1tondo

16 for ) =1tondo

17 if SP[i, k| + SP[k,j] < SPJi,j| then
18 SPi,j| = SP[i, k] + SP|k, ]
19 St[i, j] = Stli,j] + 1

20 Pl[i,j] = CONCATENAR(PJi, j], w(i, 7])
21 end if

22 end for

23 end for

24 end for
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De las partes que componen a kgp, Kjong se definen de la siguiente manera:
klong(ea el) = kDiracaongitUd(e)a longitUd(el)))7 (46>

en donde longitud(e) es la longitud (en nimero de pasos) entre los dos extremos de la arista
e. Esta informacién se extrae con el proceso de enriquecimiento de etiquetas y a nivel codigo
en su implementacion, funciona como un criterio de descarte en caso de no tener longitudes
iguales. Es decir, en caso de que las dos longitudes de e y €’ no sean iguales, se considera
ese elemento como un 0 y se procede al siguiente elemento.

Por tltimo, de acuerdo a 43, kp.s, estd compuesto por kyertice(V, V") v Karista(€, €') los

cuales se definen de la siguiente manera:
kvértice (U7 U/> = kDirac(U> U/)' (47>

En la seccion I11.5 se pronen 3 definiciones distintas de k4,51, como variantes del kernel

de caminos mds cortos.

IIT1.4 Kernel basado en subarboles de Ramon-Gartner

Definicién 5. El kernel de sub-arboles original fue definido por Ramon y Gértner (2003).
Compara todos los pares de nodos de los grafos G = (V, E, L) y G' = (V' E', L") compara-

ndo iterativamente sus vecindarios:

Fon (GG =7 k(v,0), (48)

veV v’ eV’

donde

I(L(v), L (v)), sih=1
kp(v,0") = o), £ ) (49)

ArAs ZREM(v,v’) H(w,w’)eR kh_l(w, w’), sth>1
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M(v,v") ={R CN(v) x N(")|(V(u,u),(w,0') € R:u=w & u =u) (50)
AV (u,u') € R: L(u) = L(u))}.

Es decir, kgamon compara iterativamente todos las coincidencias M (v, v’) entre vecin-

darios de dos vértices v y v' de G y G’ respectivamente.

Shervashidze et al. (2011) demuestran el vinculo del kernel de sub-arboles de Ramon-
Gartner (48) con el kernel de sub-arboles de Weisfeiler-Lehman (52) definiendo el segundo

de manera recursiva para demostrar su equivalencia.

I11.4.1 La prueba de isomorfismo de Weisfeiler-Lehman

El algoritmo de Shervashidze et al. (2011) para calcular el kernel de sub-drboles rapido
hace uso de la prueba de isomorfismo de Weisfeiler-Lehman (Weisfeiler y Lehman, 1968),
especificamente su variante de una dimensién, conocida como “refinamiento ingenuo de
vértices”.

Suponiendo que se tienen dos grafos Gy G’ y se quiere saber si son isomoérficos o no, la
prueba de Weisfeiler-Lehman comprende de iterar los pasos del algoritmo 3 un nimero A
de veces.

La idea principal del algoritmo es aumentar las etiquetas de los vértices con el conjunto
ordenado de etiquetas de los vértices vecinos y comprimir esta etiqueta nueva “aumentada”
en forma de nuevas etiquetas mas cortas. Estos pasos se repiten hasta que los conjuntos de
etiquetas de vértices de G y G’ difieran o hasta que el niimero de iteraciones llegue a n. La
figura 11 muestra una ilustraciéon de los pasos de una iteracion del algoritmo.

El paso 3 del algoritmo facilita la definicion e implementacion de la funcion f para la
compresion de etiquetas en el paso 4: se define una variable contador para f que lleva la
cuenta de cuantas cadenas distintas ha comprimido la funcién f hasta el momento. f asigna

el nimero actual del contador a una cadena si una cadena idéntica ha sido comprimida
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Algoritmo 3 Una iteracion de la prueba de isomorfismo de grafos Weisfeiler-Lehman de
una dimension (extraido de Shervashidze y Borgwardt (2009), 3)

1: Determinacion de etiqueta-multiconjunto

e Para h = 1, hacer M,(v) := lp(v) = L(v) para grafos etiquetados, y M(v) :=
lo(v) = [N (v)| para grafos no etiquetados.

e Para h > 1, asignar una etiqueta-multiconjunto My (v) a cada vértice v en G y G’
que consiste del multiconjunto {l_;(u)lu € N'(v)}.

2: Ordenamiento de cada multiconjunto

e Ordenar los elementos de M}, (v) en orden ascendente y concatenarlos a una cadena
sp(v).

e Sumar [;,_1(v) como prefijo a sp(v).
3: Ordenamiento del conjunto de multiconjuntos

e Ordenar todas las cadenas s;,(v) para todo v de G y G’ en orden ascendente.
4: Compresién de etiquetas

e Mapear cada cadena s,(v) a una etiqueta comprimida nueva, usando una funcién

f:37" = > tal que f(sp(v)) = f(sp(w)) siy solo si s(v) = sp(w).
5: Re-etiquetado

e Hacer I,(v) := f(sp(v)) para todos los vértices en G y G'.




o4

(a) Grafos de entrada G y G’.

CED NNy @39 523

@3 ® @2 @
CIDRE 2 G

(b) Resultado de los pasos 1 y 2: determinacién de etiquetas multiconjunto y

ordenamiento.
13 —» 6 325 —» 11
1,34 —» 7 413 —» 12
234 —» 8 422 —» 13
24 — 9 53 — 14
10

311 —»

(c) Resultado del paso 3: compresién de etiquetas.

(d) Resultado del paso 4: re-etiquetado.

Figura 11. Iustracién del cdlculo del kernel de sub-arboles WL con h = 1 (primera iteracién)
para dos grafos.
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(1) _
q)suba'rbolevm ( G) - ( 29 19 19 190 ] 1) 1 709 19 1903 1 7090>
(1) _
q)subdrbolesWL (G ,)_( 992919191 ’ goa 1 919091909 lg )
Conteo de etiquetas Conteo de etiquetas
de vértices originales de vértices comprimidas

k E‘LLa’rbolesWL (G’ G ,) — <q)£29drbolesWL (G> ’ q)gzdrbolesWL ( G ’>> - 5

Figura 12. Representaciéon de los vectores de caracteristicas de G y G’ y célculo del producto
interno del ejemplo de la Figura 11.

anteriormente, en caso de no ser asi, se incrimenta el contador en 1 y asigna el nuevo valor
a la etiqueta nueva. El hecho de que estén ordenadas las etiquetas multiconjunto (paso 3)
garantiza que todas las cadenas idénticas son mapeadas al mismo ntimero ya que ocurren
en bloques consecutivos.

El algoritmo Weisfeiler-Lehman termina después del paso 5 de la iteracién h si {l,(v)|v €
VY # {ln(v')|v" € V'}, esto es, si los conjuntos de etiquetas recién creadas no son idénticas
en Gy G'. En ese caso, los grafos no son isomdrficos.

Por otro lado, si los conjuntos siguen siendo idénticos después de la iteracion n, existen
dos posibilidades: los grafos G y G’ son isomérficos o el algoritmo no pudo determinar si
lo son en el nimero de iteraciones.

Shervashidze et al. (2011) demuestran como, a través del uso de los algoritmos “Count-
ing sort” y “Radix sort” (Cormen et al., 2001) para el ordenamiento de cada multiconjunto
(dado el rango limitado de elementos del multiconjunto) y las cadenas multiconjunto re-
spectivamente, el tiempo de ejecuciéon del algoritmo Weisfeiler-Lehman de una dimension
para h iteraciones es O(hm).

Cabe destacar que la relacién entre la prueba Wezusfeiler-Lehman con los patrones de sub-
arboles se puede ver en la figura 13 en donde las etiquetas comprimidas [;(v) corresponden

a patrones de sub-arboles de altura h enraizado en v.
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s SN

S
s’// ﬂ/ L
OE

/
/ \ /

06b 6bb

Figura 13. Un patrén de sub-arboles de altura 2 enraizado en el vértice a (lo(v) = a en este
caso). Note como se repiten los vértices al “desdoblarse” el patrén de sub-drboles.

I11.4.2 El kernel Weisfeiler-Lehman general
II1.4.2.1 EIl marco de trabajo del kernel Weisfeiler-Lehman

En cada iteracion h del algoritmo de Weisfeiler-Lehman (algoritmo 3), obtenemos un nuevo
etiquetado [;(v) para todos los vértices v. Recordando que si los vértices en G y G’ tienen
etiquetas multiconjunto idénticas, solo en ese caso, tendran nuevas etiquetas idénticas. Por
lo tanto, se puede ver a una iteracion del reetiquetado Weisfeiler-Lehman como una funcion

w((V, E,l;)) = (V, E,l;+1) que transforma todos los grafos de la misma manera.

Definicién 6. Se define al kernel para grafos Weisfeiler-Lehman a una altura ¢ del grafo
G = (V,E, ) =(V,E,ly) como el grafo G; = (V,W,[;). Se le llama a la secuencia de grafos
de Weiusfeiler-Lehman

{G07G17”' JGh} - {(V7E)l0)7(V7E7ll>)"' 7(‘/7 E7lh)}7

donde Gy = G y ly = ¢, la secuencia Weisfeiler-Lehman hasta una altura h de G.
G es el grafo original G; = w(G)) es el grafo resultante del primer re-etiquetado y asf

sucesivamente.

Definicién 7. Sea k cualquier kernel para grafos, que se le llamara kernel base. Entonces

el kernel Weisfeiler-Lehman con h iteraciones con el kernel base se define como

K (G, G = K(Go, Gh) + k(Gr, GY) + -+ + k(G Gy, (51)
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donde h es el nimero de iteraciones de Weisfeiler-Lehman y {Gy,--- ,Gr} v {Gy, -+, G},}

son las secuencias de Weisfeiler-Lehman de G y G’ respectivamente.

Lemma 4. Sea el kernel base k cualquier kernel para grafos positivo semidefinido. En-
tonces, el kernel Weisfeiler-Lehman kg})L correspondiente es positivo semidefinido.

Demostracion Sea ¢ el mapa de caracteristicas correspondiente al kernel k:

k(GhG;) = <¢(Gi>’¢(G;)>'

Tenemos
k(Gi, GY) = k(w'(G),w'(G")) = (o(w'(G)), p(w'(G"))).

Se define el mapa de caracteristicas ¢(G) como ¢(w'(G)). Entonces tenemos

k(Gi, G)) = (U(G), (G),

por lo tanto k es un kernel sobre G y G’ y k‘(,}[})L es positivo semidefinido como la suma de

kernels positivos semidefinidos.

I11.4.3 El kernel de sub-arboles de Weisfeiler-Lehman

Basandose en el algoritmo 3 de Weisfeiler-Lehman, Shervashidze y Borgwardt (2009) de-

finen la siguiente funcién kernel que es una instancia natural de (51).

Definicién 8. Sea GG y G’ dos grafos. Se define ) . C > como un conjunto de letras que
ocurren como etiquetas de los vértices al menos una vez en G o G’ al final de la iteracién
nimero h del algoritmo Weisfeiler-Lehman. Sea ), el conjunto de etiquetas originales
de vértices de Gy G’. Asumiendo todos los pares de ) . son disjuntos. Sin pérdida de
generalidad, se asume que cada ), = {01, -+ , 045, |} estd ordenada.

Se define el mapa ¢; : {G,G'} x >, — N tal que ¢;(G, 0;;) es el nimero de ocurrencias
de la letra o;; en el grafo G.

Se define al kernel de sub-arboles Weisfeiler-Lehman sobre dos grafos G y G’ con h

iteraciones como:
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h h h
kéu?)drbolesWL (G7 Gl) = <¢£u3)d7‘bolesWL (G) ) (bgu;)drbolesWL (G/) > ) (52>

donde

3 irotesw(G) = (co(Go01), -+, co(Gy o5, )+ v en(Gyom), - en(G o, )

(bgg)drbolesWL(G/) = (CO(G/7 001)7 e 7CO(G/7 00|ZO |)7 Tt ,Ch(G/, Uhl)? T 7ch(G/7 O-h|zh |))

Esto es, el kernel de sub-arboles de Weisfeiler-Lehman cuenta etiquetas originales y
comprimidas comunes en dos grafos (como se ilustra en las Figuras 11 y 12).
Este algoritmo, como lo demuestran Shervashidze et al. (2011), puede ser calculado en

O(hm).

Shervashidze et al. (2011) demuestran con el siguiente lemma que el kernel es positivo
definido al demostrar que el kernel de sub-arboles de Weisfeiler-Lehman (52) es de hecho

un caso especial del kernel general Weisfeiler-Lehman (51).

Lemma 5. Sea el kernel base k£ una funciéon que cuenta pares de etiquetas de vértices

iguales en dos grafos:

k(G, G,) = Z Z 5(6(1})76(”,))7

veV v ev’

en donde § es el kernel Dirac (4), esto es, es 1 cuando sus argumentos son iguales y 0 en
caso contrario.

Entonces k‘(,,;)L(G, G') = kiZ%drbolesWL(G, G') para todos G, G'.

Demostracién Se puede notar que para cada i € {0,1,--- ,h} tenemos

1221

DY 0liw), 6() = > ailG i) o).

veV v’ eV’ j=1

Sumando estas sumatorias para todo i € {0,1,--- , h} resulta que

kl(/lf/b')L<G’ G/) = kEZI)JdTbOZESWL(G7 G,)
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I11.4.4 Kernel de sub-arboles Weisfeiler-Lehman sobre N grafos

Como calcular el kernel de sub-drboles Weisfeiler-Lehman (ecuacién 52) sobre un par de
grafos G y G’ toma un tiempo de O(hm), para un conjunto de N grafos, la matriz kernel
de N x N elementos se calcula en O(N?hm).

En vez del calculo “ingenuo” del kernel, es decir, ejecutar el kernel de sub-arboles
Weisfeiler-Lehman para cada uno de los N? pares del conjunto de datos de N elementos,
Shervashidze et al. (2011) proponen procesar los N grafos simultaneamente y aplicar los

pasos dados en el algoritmo 4 para cada grafo G en cada iteracion h.

Algoritmo 4 Una iteracién del kernel Weisfeiler-Lehman para N grafos (extraido de Sher-
vashidze y Borgwardt (2009),5)

1: Determinaciéon de la etiqueta multiconjunto

e Asignar una etiqueta-multiconjunto M (v) a cada vértice v en G y G’ que consiste
del multiconjunto {I,_;(u)|u € N'(v)}.

2: Ordenamiento de cada multiconjunto

e Ordenar los elementos de M, (v) en orden ascendente y concatenarlos a una cadena

sp(v).
e Sumar [;_1(v) como prefijo a s5(v).
3: Compresion de etiquetas

e Mapear cada cadena s;,(v) a una etiqueta comprimida nueva, usando una funcién

f:3" = > tal que f(sp(v)) = f(sp(w)) siy solo si sp(v) = sp(w).
4: Re-etiquetado

e Hacer I,(v) := f(sp(v)) para todos los vértices en G y G'.

En este caso, se asume que Y es lo suficientemente grande para permitir que f sea
inyectiva. Para el caso de N grafos y h iteraciones, con un »_ de tamano Nn(h + 1) es
suficiente.

Una forma de implementar f es ordenar todas las cadenas del vecindario usando “Radix

sort”, como se hace en el paso 5 del algoritmo 3.
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Como alternativa a la implementacion de f puede ser mediente el uso de una funcién
hash perfecta® como lo sugieren Shervashidze y Borgwardt (2009). Esta funcién hash f
puede ser implementada eficientemente: guarda una variable contador z que cuenta el
nimero de cadenas distintas que f ha mapeado a una etiqueta comprimida hasta ese punto.
Si se aplica f a una cadena distinta a todas las anteriores, entonces se incrementa x en uno

y se mapea dicha cadena a x.

Lemma 6. Para N grafos, el kernel de sub-arboles Weisfeiler-Lehman con h iteraciones
sobre todos los pares de estos grafos puede ser calculado en O(Nhm + N2hn).

Demostracion La aplicacion “ingenua” del kernel de sub-arboles Weisfeiler-Lehman
(52) para calcular la matriz de kernel de N x N requeriria un tiempo de ejecucién de
O(N?hm). Esto se puede mejorar calculando ¢§’;§,M0168W ;. explicitamente para cada grafo
y solo entonces calcular el producto interno (como se muestra en la figura 12).

Paso 1, la determinacién de las etiquetas multiconjunto siguen tomando O(Nm). Paso
2, el ordenamiento de los elementos de cada multiconjunto puede ser realizado mediante
counting sort de todas las cadenas, requiere un tiempo de O(Nn + Nm).

El esfuerzo de calcular Cbgﬁg)arbozesWL sobre todos los N grafos en h iteraciones es en-
tonces O(Nhm), asumiendo que m > n. Para obtener todos los valores por pares del
kernel, se deben de multiplicar todos los vectores de caracteristicas, lo que requiere de un
tiempo de O(N%hn) ya que cada grafo G tiene méximo hn elementos distintos a cero en

gzﬁizg)drbolesw ;(G) (Shervashidze y Borgwardt, 2009).

III.5 Variantes propuestas

En el desarrollo y estudio de los kernels para grafos basados en caminos mds cortos y sub-

arboles para su comparacién, se pudo indentificar una serie de areas en las que se pueden

2funcién hash perfecta: funcién hash que mapea un conjunto de elementos a enteros sin provocar
colisiones
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implementar variaciones para buscar un mejor desempenio ya sea en tiempo de célculo y/o
en el porcentaje de clasificacion.
Estas variaciones se dividen en dos grupos: las variaciones propuestas al kernel de

caminos mas cortos y las variaciones propuestas al kernel de sub-drboles.

I11.5.1 Variantes del kernel de caminos mas cortos

El proceso de transformar un grafo a uno de caminos mas cortos, resulta efectivo pues el
grafo resultante ofrece mas caracteristicas de las que tiene el grafo original, lo que regular-
mente se traduce a una mejor clasificaciéon.

Sin embargo, esta transformacion trae desventajas en el tiempo de ejecucion por la
naturaleza de los grafos de salida pues son grafos densos.

Por este motivo, se idean varias modificaciones o variantes de kernels que aprovechan
los beneficios que trae la transformacién de Floyd-Warshall y en algunos casos tratan de

reducir el tiempo de ejecucion.

II1.5.1.1 Caminos mas cortos de pasos iguales (iSP)

Ademas del kernel de caminos mds cortos (ksp) y siguiendo con la idea de ahorrar opera-
ciones ademas de enriquecer el calculo del kernel usando mas informacién, se propone el uso
del kernel de caminos mds cortos de distancias iguales al que llamaremos kernel de caminos
mas cortos invertido (k;sp) ya que, de cierta manera se invierten los criterios formacién del
kernel.

Como se indica en 45, kgp se compone de dos kernels, kjong ¥ Fpaso- En este caso, kjong fue
implementado como resultado del enriquecimiento de etiquetas pues utiliza como criterio
la longitud (en nimero de pasos) de la arista en cada uno de los pasos para el célculo del
kernel kpqs. Es decir, si los nimeros de pasos son distintos, el valor de ki, es igual a 0y
con eso cancela el valor de kpqso-

En caso de ser iguales, se procede a calcular kpqs,5, que a su vez estd formado por
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distintos kernels bdsicos (43). Este kernel procesa la informacion del paso de un vértice a
otro, es decir, los vértices de inicio y fin, y las etiquetas de las aristas que los conectan.
El kernel que procesa los vértices tanto de inicio y fin (kyersice) se definié en la seccion 111.3
en (47) y la definicién de (kqristq) se hace més adelante al introducir 3 distintas opciones.
En este caso, para el kernel k;sp, se utiliza la distancia del camino mads corto obtenida
del algoritmo de Floyd- Warshall, como criterio para considerar el cdlculo de kpgso,q,- Solo

en caso de que el valor de ambas distancias sean iguales, se procede a calcular el kernel

kpaSOiSP'
A continuacion se definen estos kernels:
Sean S = (V,E) y S" = (V', E') dos grafos de caminos més cortos y e = (v;,v;41) ¥
e = (v,vj,,) parai € {1,--- ,n— 1} dos aristas donde e € E, ¢’ € E' yv e V, v € V',
kiSP(S7 S,) - Z Z kdist(€7 6/>kpasoisp (67 6/), (53>
ecE e'cFE’
en donde
kaist(e,€") = kpirac(distancia(e), distancia(e')) (54)
y

Epaso,op(€5€") = kpertice(Vi, V)) * kyertice (Vig1, Vi) * Karista(longitud(e), longitud(e’ 55
4 iSP ) 1+1

donde distancia(e) y longitud(e) son la distancia y longitud (en nimero de pasos) de la
arista e respectivamente, obtenidas con el algoritmo de Floyd- Warshall utilizando enriquec-

imiento de aristas (Algoritmo 2).

I11.5.1.2 Conteo de caminos mas cortos

La implementacion del kernel de conteo de caminos més cortos (SPC') sigue la idea de
Kramer y Readt (2001) con su kernel de “Descubrimiento de patrones” (Pattern discovery)
o el propio kernel de sub-drboles Weisfeiler-Lehman de Shervashidze y Borgwardt (2009)
en donde construye vectores de caracteristicas contando cierto patron o cadena en los grafos

a clasificar.
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En este caso, es el proceso de enriquecimiento de etiquetas usado en la aplicacién del
kernel de caminos mds cortos, en donde se obtiene mas informacién del grafo al momento de
aplicar la transformacion de Floyd-Warshall. En este proceso, ademas de sacar solamente
la distancia del camino mds corto entre cada par de vértices en un grafo (como se hace
normalmente), se obtiene una cadena que contiene la etiqueta de cada vértice por el que se
pasa en dicho camino més corto entre cada par de vértice (matriz P que obtiene de salida
el algoritmo 2).

Con esta informacién, se construye los vectores de caracteristicas contando las apari-
ciones de cada una de estas cadenas en los grafos de entrada, de ahi el nombre de conteo

de caminos mds cortos (SPC por sus siglas en inglés).

IT1.5.2 Variantes del kernel de sub-arboles

Sin duda, el método kernel de sub-drboles propuesto por Shervashidze et al. (2011) es muy
rapido a comparacion de otros métodos existentes. Esto se debe a la forma en la cual
construye los vectores de caracteristicas de cada uno de los grafos, a través del algoritmo
4, para posteriormente realizar el cdlculo (como se ilustra en la Figura 12).

En esta secciéon se proponen una serie de variaciones a este kernel tratando de con-
servar esa velocidad y principalmente buscando mejorar el desempeno en porcentaje de
clasificacién. Esto se hace combinando distintos kernels més bésicos, modificando el pro-
pio algoritmo de Weisfeiler-Lehman para tomar en cuenta las aristas o transformando los
grafos de entrada antes de ser procesados.

A continuacién se describen estas variaciones con mds detalle:

I11.5.2.1 Sub-arboles considerando aristas ( WLE)

Como podemos ver en la Figura (11), el kernel de sub-arboles Weisfeiler-Lehman (kw )
(algoritmo 4) genera las etiquetas multiconjunto de cada uno de los vértices a partir de las

etiquetas de los vértices en su vecindario N (v), es decir, los vértices que estédn conectados
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a el.

Shervashidze y Borgwardt (2009) mencionan que es posible incluir las etiquetas de las
aristas en la creacion de las etiquetas multiconjunto sin embargo, no muestran como hacerlo.

Para implementar el kernel de sub-arboles considerando aristas (WLE), se modificé el
paso 1 del algoritmo 4 para formar la etiqueta de un vértice v, con las etiquetas de los
vértices de su vecindario N (v) ademéds de las etiquetas de las aristas que lo conectan con
estos vértices.

La Figura 14 ilustra una iteracién del algoritmo 4 modificado para tomar en cuenta
aristas. En este caso, se utilizaron los mismos grafos de entrada que en la Figura 11
agregandole 4 tipos de aristas distintos (a, b, ¢ y d).

En esta Figura se puede ver cémo cambian las etiquetas multiconjunto para cada vértice,
ademas, por incluir més informacién, estas etiquetas se vuelven mas especificas y con esto,
se repiten menos (lo que se puede ver al comparar las Figuras 11(c) y 14(c)).

En la Figura 15 se puede ver como se construyen los vectores de caracteristicas del
ejemplo de la Figura 14 con el kernel de sub-arboles considerando aristas (WLE). Como se
puede ver en la Figura 12, a diferencia de la versién normal (WL), el tamano de los vectores
es mayor, por el hecho de que se repiten menos las etiquetas.

Como consecuencia de esto, aunque mas grandes, los propios vectores son mas dispersos,
es decir, tienen més ceros que los de su contraparte WL lo que pudiera mejorar el tiempo

de célculo del propio kernel WLE.

111.5.2.2 Sub-arboles sobre grafos de caminos mas cortos

Como se ha mencionado, el proceso de aplicar la transformacion de Floyd- Warshall a un
grafo puede beneficiar al proceso de clasificacion ya que se construye un grafo con mas
aristas a partir de las aristas que tiene.

Con esto en mente, se decidié aplicar esta transformacion a los grafos antes de ser

procesados por los kernels de sub-arboles. A estos kernels para propdsitos de referencia se
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(a) Grafos de entrada G y G’

(a3 G QAo
Gab1d &) 6D
& D g

(b) Resultado de los pasos 1 y 2: determinacién de etiquetas multiconjunto y

ordenamiento.

1,ab34 —» 6 3,ac25
1,3 —» 7 3,bc11
2a4 —» 8 4.ab13
2b4 —» 9 4,ad22
2,cd34 —» 10 5,a3

—_—
—

—
—
—

11
12
13
14
15

(c) Resultado del paso 3: compresién de etiquetas.

(d) Resultado del paso 4: re-etiquetado.

Figura 14. Tlustracién del célculo del kernel de sub-arboles considerando aristas WLE con h = 1

(primera iteracién) para dos grafos.
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Conteo de etiquetas Conteo de etiquetas
de vértices originales de vértices comprimidas
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Figura 15. Representaciéon de los vectores de caracteristicas de G y G’ y célculo del producto
interno del ejemplo de la Figura 14.

les llama WL-FW y WLE-FW a los kernels de sub-arboles después de haber aplicado la
transformacion de Floyd-Warshall en su version normal y la que toma en cuenta aristas

respectivamente.

I11.5.3 Aplicacion de kernels sobre grafos podados

Es claro el impacto que tiene la densidad de los grafos de entrada en el tiempo de eje-
cucién de los kernels. Este problema surge especialmente cuando se trabaja con grafos que
resultan de la transformacion de Floyd-Warshall ya que son, a exepcién de los autociclos,
completamente conectados y por lo tanto grafos densos.

La soluciéon méas simple a este problema es quitar o podar aristas de tal manera que se
convierta en un grafo disperso y con esto reduzca el impacto de la densidad en el tiempo
de ejecucion.

La manera de podar estos grafos no es en forma aleatoria, en este caso se opté por
extraer el arbol de esparcimiento minimo (MST, por sus siglas en inglés) del grafo a tratar

de tal manera que el nimero de aristas del propio grafo se reduce hasta n — 1.

I111.5.3.1 Variaciones lineal, poli y rbf

Como se especificé en la ecuacion 45, los kernels de caminos mds cortos (SP e iSP) estan

formados por dos kernels mas sencillos: Kjong y Kpaso Para SP ¥ kaist ¥ Kpaso,sp Para SP.
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A su vez, kpaso Y Kpaso;sp SO0 formados por 3 kernels simples: Kyeice Para los vértices de
origen y destino y kurista, cOmo se puede ver en las ecuaciones 43 y 55.
Recordando, la ecuacién 44 describe el kernel de caminos mdas cortos en un sentido

general:

ksp(S,9) =D ) Kiong(e, € )hpaso(e, €),

ecE e'eFE’

de esta ecuacion, kp,s, se descompone a su vez en Kyertice Y Karista, COMO se puede ver en la
ecuaciéon 43.

Haciendo uso de las técnicas de construccion de kernels vélidos, se pueden utilizar
distintos kernels para la definicién de estos componentes (kurista ¥ kvértice), S€ pueden crear
variaciones de estos kernels de caminos mds cortos para evaluar sus resultados.

A continuacion se presentan 3 definiciones de k4,51, que se proponen como variaciones

de los kernels de caminos mas cortos.

karistal (67 el) = klineal(ea el)a (56>
karistaz (6, 6/) - poli(ea 6,)7 (57)
karistag (67 6/) = kRBF(ev 6/)' (58>

La razon por la cual, estos distintos kernels se aplican solo a kg.;stq €8 que, por lo regular
el nimero de etiquetas para los vértices es mucho menor que el de las etiquetas de aristas.
Es por esto que para ky¢qice S0lo se propone una sola definicién (47).

De esta manera, tenemos 3 variaciones por cada una de las versiones del kernel de
caminos mdas cortos (SP e iSP). Esto es, SP-lineal, SP-poli y SP-rbf para el primero e
1SP-lineal, 1SP-poli e iSP-rbf para el segundo.

Para los kernels que funcionan construyendo vectores de caracteristicas contando ciertas
secuencias dentro de los grafos como el kernel de sub-arboles Weisfeiler-Lehman y varia-
ciones y el kernel SPC, el uso de los kernels lineal, polinomial y RBF se realiza de distinta

manera.
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Como se muestra en la Figura 52 (en el caso del kernel de sub-drboles Weisfeiler-
Lehman), después de haber construido el vector de caracteristicas que representa a cada
uno de los grafos, se procede a calcular su producto interno (que es kjneqr). De esta manera,
las otras dos variantes se implementan simplemente sustituyendo el kernel kj,eq; por los
kernels polinomial y RBF.

A continuacién se muestran las 3 variantes del kernel de sub-arboles como ejemplo de

la aplicacién de los 3 kernels:
h h h
kl(/V)L—lineal(G’ Gl) - kli’ﬂeal(qb(sugaérbolesWL(G)’ gbiu%)drbolesWL(G,))?

h h h

kl(/V)L—poli(G7 G/) = prli((bgu;JdrbolesWL(G)? (biu%uiv"boleSWL(G/>>7
h h h

kl(/V)L—rbf<G7 G/) = kRBF(¢£u%7drbolesWL(G)7 ¢iu)bdrboleSWL<G/))7

con esto se observa la aplicacion de distintos kernels sobre los vectores de caracteristicas de

Gy



Capitulo IV

Experimentos y resultados

Una vez que se implementaron los métodos kernel (ver Tabla III), se procede a evaluar

el desempeno de estos algoritmos tanto en tiempo de cémputo como en porcentaje de

exactitud de clasificacién.

Tabla III. Métodos kernel para grafos implementados.

Tipos de kernels basicos
Kernel Lineal Polinomial RBF
Caminos mas cortos SP-lineal SP-poli SP-rbf
Caminos mds cortos SP-T-lineal SP-T-poli SP-T-rbf
podado
Caminos més cortos iSP-lineal iSP-poli iSP-rbf
invertido
Caminos més cortos iSP-T-lineal iSP-T-poli iSP-T-rbf
invertido podado
Conteo de caminos SPC-lineal SPC-poli SPC-rbf
mas cortos
Conteo de caminos SPC-T-lineal SPC-T-poli SPC-T-rbf
mas cortos podado
Sub-arboles WL-lineal WL-poli WL-rbf
Sub-édrboles considerando aristas WLE-lineal WLE-poli WLE-rbf
Sub-drboles sobre WL-FW-lineal WL-FW-poli WL-FW-rbf
caminos mas cortos
Sub-rboles sobre caminos WL-FW-T-lincal | WL-FW-T-poli | WL-FW-T-rbf
mas cortos podado
Sub-drboles considerando aristas | yy b pw eal | WLE-FW-poli | WLE-FW-rbf
sobre grafos de caminos més cortos
Sub-arboles considerando aristas
sobre grafos de caminos WLE-FW-T-lineal | WLE-FW-T-poli | WLE-FW-T-rbf
mas cortos podado

Por la forma en la que funciona cada método, su desempeno se ve afectado por tres
factores: la densidad de los grafos, el numero de grafos en el conjunto de datos a clasificar
y el tamano de los grafos de entrada (nimero de vértices). Es por esto que se disenaron

experimentos especificos para aislar el comportamiento de estos kernels con respecto a estas
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tres variables.

Ademas de esto, se disenaron experimentos con tres conjuntos de datos reales: Mu-
tag (Debnath et al., 1991), que es un conjunto de nitrocompuestos aromdticos y het-
eroaromaticos, PTC (Helma et al., 2001), que es un conjunto de compuestos quimicos
suministrados a cuatro tipos de animales de prueba y Pseudocentros (Gramada y PE,
2006), que es un conjunto de 40 proteinas de las familias de las quinasas, transferasas y
liasas carbon-carbon. En este caso el enfoque de los experimentos es en el porcentaje de
exactitud de clasificacion obtenido por los métodos kernel implementados.

Por 1ltimo, se probaron los métodos kernel implementados sobre grafos etiquetados por
medio de dos esquemas diferentes.

En el Apéndice B se describe a detalle la generacion de los conjuntos de datos sintéticos
asi como los conjuntos de datos reales que fueron utilizados para los experimentos en este

trabajo.

IV.1 Estructura de resultados

Este capitulo se divide en tres secciones principales: Datos Reales, Datos Artificiales y
Esquemas de etiquetado.

En estas tres secciones, se prueban las variantes propuestas que utilizan el algoritmo
de caminos mas cortos, seguido de los algoritmos que emplean variaciones del kernel de

sub-drboles en cada uno de los conjuntos de datos con los que se cuenta.

IV.2 Datos reales

En esta seccion se muestran los resultados de los experimentos realizados con los conjuntos
de datos Mutag, los cuatro grupos del conjunto de datos PT'C' (PTC-MM, PTC-FM, PTC-
MR y PTC-FR) y Pseudocentros.

El enfoque de estos experimentos es evaluar el desempeno en porcentaje de clasificacion

de los métodos kernel implementados.
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IV.2.1 Variantes del kernel de caminos mas cortos (SP)

IV.2.1.1 SP-lineal, SP-poli, SP-rbf

En la Figura 16 se muestran los resultados de clasificacién del kernel de caminos més cortos
utilizando los kernels lineal, polinomial y rbf (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf, respectivamente)

en donde podemos ver que el desempeno de las tres variantes es similar.

Datos reales

Mutag PTC-MM PTC-FM PTC-MR PTC-FR Pseudo C.

90
80
7
6
5
4
3
2
1

Clasificacion (%)
o O O O O O o

o

B SP-lineal ® SP-poli W SP-rbf

Figura 16. Porcentaje de clasificacion en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de caminos més
cortos y sus variantes (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf).

En este caso, la diferencia maxima entre los porcentajes de clasificacion de los tres
métodos es en el caso del conjunto de datos Mutag en donde se obtuvo un porcentaje de
clasificaciéon de 76.60% y 81.92% para SP-lineal y SP-rbf, respectivamente (diferencia de
5.32%).

Para el resto de los conjuntos de datos, los porcentajes de clasificacién no estuvieron
a mas de 4% entre cualquiera de las tres variantes. Ademds, en dos ocasiones se tuvieron
resultados cercanos (diferencia de 0.29%).

Estos resultados nos muestran que, para los datos reales, cualquier variante del kernel

SP es igual de bueno.
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IV.2.1.2 Kernel de caminos mds cortos invertido (iSP)

Al probar el desempenio del kernel de caminos mds cortos invertido y sus variantes (iSP-
lineal, iSP-poli e iSP-rbf) con los conjuntos de datos reales en comparacién con el original
(en sus tres variantes) y analizar los resultados (Figura 17) podemos ver que en lo que

se refiere a porcentaje de clasificacion, ninguno de los dos superé al otro de una manera

definitiva.
Datos reales
90
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Figura 17. Porcentaje de clasificacion en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de caminos més
cortos y sus variantes (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf) y kernel de caminos més cortos invertido y
sus variantes (iSP-lineal, iSP-poli e iSP-rbf).

En los conjuntos de datos Mutag y PTC-FR, el kernel de caminos mds cortos invertido
supera al kernel de caminos mds cortos original (en sus tres variantes), siendo en Mutag en
el cual se tiene una mayor diferencia (4.7% para su versién lineal).

Por otro lado, para otros casos resulta tener una diferencia de hasta 5% de clasificacién
favorable al kernel de caminos mds cortos original (para el conjunto de datos de pseudo-
centros) en su version lineal y rbf.

En el resto de los datos se tienen resultados mixtos lo cual no permite determinar como
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“mejor” a ninguno sobre el otro en términos de porcentaje de clasificacién en conjuntos de

datos reales con los que se cuenta.
IV.2.1.3 Kernel de caminos mas cortos podado (SP-T)

Debido a que el kernel de caminos mds cortos “podados® reduce el nimero de aristas en
los grafos a clasificar, se espera que el desempeno en porcentaje de clasificacién disminuya
a cambio de un mejor tiempo de célculo.

Como se puede ver en la Figura 18, es claro el efecto negativo que tuvo en la clasificacion
pues en casi todos los casos el porcentaje de clasificacion disminuyo, en el peor de los casos
hasta en un 12.5% (en el conjunto de datos de pseudocentros) y en el mejor de los casos

arrojé el mismo porcentaje de clasificacion.

Datos reales
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Figura 18. Porcentaje de clasificaciéon en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de caminos més

cortos y sus variantes (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf) y kernel de caminos més cortos podado y sus
variantes (SP-T-lineal, SP-T-poli y SP-T-rbf).

Con estos resutados se confirma el impacto negativo en porcentaje de clasificacién del
proceso de podado de los grafos de entrada, sin embargo, como se ve en los experimentos

con datos sintéticos, este proceso trae consigo un mejor desempeno en tiempo de ejecucion
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a comparacion de su version sin podar.
IV.2.1.4 Kernel de caminos mas cortos invertido podado (iSP-T)

De la misma manera que con el kernel de caminos mas cortos podado, el kernel de caminos
mas cortos invertido podado (iSP-T') resulta ser inferior (Figura 19) , en porcentaje de
clasificacién en los conjuntos de datos con los que se cuenta, a su contraparte sin podar
(iSP).

En el peor de los casos, esta variacién obtiene un 10% menos en la clasificacién (para el
conjunto de datos Mutag) y en el mejor de los casos supera en menos de 1% a su contraparte

(para el conjunto PTC-FM en las tres variantes del kernel).

Datos reales
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Figura 19. Porcentaje de clasificaciéon en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de caminos més
cortos invertido y sus variantes (iSP-lineal, iSP-poli e iSP-rbf) y kernel de caminos més cortos
invertido podado y sus variantes(iSP-T-lineal, iSP-T-poli e iSP-T-rbf).

No obstante, en promedio ésta variaciéon (:SP-T') tiene un impacto negativo menor al
que sufre el kernel de caminos mds cortos podado (SP-T'), especialmente en el conjunto de
datos de pseudocentros en donde en algunos casos no sufre impacto alguno, mientras que

en la version SP-T disminuye en un 12% el porcentaje de clasificacién con respecto a sus
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contrapartes sin podar respectivas.

Esta observacién es importante ya que, aunque ambas variantes podadas (SP-T e iSP-
T') sufren una disminucién en el porcentaje de clasificacién con respecto a sus contrapartes,
la segunda lo hace en menor proporcién lo que podria ser un factor determinante a su favor

en clertos casos.
IV.2.1.5 Kernel de conteo de caminos mas cortos (SPC)

Los resultados de los experimentos (Figura 20) con los conjuntos de datos reales del kernel
de conteo de caminos mds cortos (SPC') en comparacién del kernel de caminos mds cortos

original (SP) no muestran diferencias apreciables en la mayoria de los casos.
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Figura 20. Porcentaje de clasificaciéon en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de caminos més
cortos y sus variantes (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf) y kernel de conteo de caminos més cortos y
sus variantes(SPC-lineal, SPC-poli e SPC-rbf).

Para las variantes original y la que utiliza el kernel polinomial se puede observar que para
algunos conjuntos de datos, como PTC-MM y PTC-FM, el kernel original (SP) obtiene
mejores resultados que el kernel de conteo de caminos mas cortos (SPC') mientras que para

otros (Mutag y PTC-FR), se invierten los resultados, siendo SPC' el que iguala o supera
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los resultados de SP.

Por otro lado, para la variacion que utiliza el kernel RBF, el kernel de conteo de caminos
mas cortos (SPC-rbf) resulta tener mejores resultados que el kernel de caminos mds cortos
(SP-rbf) en todos los conjuntos de datos. Incluso, en 4 de los 6 conjuntos de datos (Mutag,
PTC-FM, PTC-MR y PTC-FR), resulta tener los mejores resultados para cualquiera de

las 6 variantes en esta comparacion.
IV.2.1.6 Kernel de conteo de caminos més cortos podado (SPC-T)

En la Figura 21 se muestran los resultados de la comparacion entre el kernel de conteo de
caminos mas cortos y su version podada. Como se esperaba, el porcentaje de clasificacion se
ve afectado por el hecho de que los grafos de entrada tienen muy pocas aristas con respecto

a los grafos originales.

Datos reales
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Figura 21. Porcentaje de clasificaciéon en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de conteo de
caminos mds cortos y sus variantes (SPC-lineal, SPC-poli y SPC-rbf) y kernel de conteo de
caminos mds cortos podado y sus variantes (SPC-T-lineal, SPC-T-poli y SPC-T-rbf).

Sin embargo, con excepcién a los resultados obtenidos para el conjunto de datos Mutag

que son muy inferiores en dos de los tres casos, el resto de los resultados son comparables y
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en algunos casos iguales o poco mejores que la version con grafos completos como entradas
(SPC).

Esto es de gran importancia ya que se puede dar el caso, bajo ciertas circunstancias,
en el que sea mas conveniente optar por este tipo de método en vez de su contraparte que

tiene grafos densos o no podados como entrada inclusive a expensas de un porcentaje de

clasificacién menor.

IV.2.2 Variantes del kernel de subarboles (WL)
I1V.2.2.1 WL-lineal, WL-poli, WL-rbf

Como se puede apreciar en la Figura 22, las dos variantes empleando los kernels polinomial
y RBF (WL-poli y WL-rbf) mejoran el desempeno en porcentaje de clasificacién sobre los

resultados del kernel de subdrboles original ( WL-lineal).

Datos reales

100
90
80
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3
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Mutag PTC-MM PTC-FM PTC-MR PTC-FR Pseudo C.

Clasificacion (%)
o O O O o

o
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B WL-lineal ™ WL-rbf B WL-poli

Figura 22. Porcentaje de clasificacién en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de sub-drboles y
sus variantes (WL-lineal, WL-poli y WL-rbf).

Para ambos casos, los porcentajes fueron superiores para todos los conjuntos de datos.
En el caso de WL-poli, el promedio de clasificacién fue 3.34% mayor al original siendo el

resultado del conjunto de datos Mutag el que tuvo una diferencia mds grande con 8.51%.
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La variante que utiliza el kernel RBF (WL-rbf) tuvo el mejor desemperio con respecto
a WL-lineal teniendo, en promedio, un porcentaje de clasificacién superior en 5.2%.

IV.2.2.2 Kernel de subarboles considerando aristas (WLE)

Para la version del kernel de subdrboles que toma en cuenta las aristas (WLE), el resultado
de la comparacién de porcentajes de clasificacién con su contraparte original (WL) no

mostré diferencias.

Datos reales
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Figura 23. Porcentaje de clasificacién en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de sub-arboles
y sus variantes ( WL-lineal, WL-poli y WL-rbf) y el kernel de sub-arboles considerando aristas y
sus variantes (WLE-lineal, WLE-poli y WLE-rbf).

Por un lado, la variante sobre el original (WLE-lineal) obtiene virtualmente los mismos
resultados que su contraparte (WL) ya que solo para Mutag obtiene un porcentaje menor
que él por un poco méas de 3%.

Para las otras dos variantes (WLE-poli y WLE-rbf) los resultados son atin menos dis-
tantes entre si. WL superd por 1.28% y 0.17% como promedio sobre todos los conjuntos de

datos a WLE en las versiones que utilizan los kernels polinomial y RBF, respectivamente.
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IV.2.2.3 Kernel de subdrboles sobre el grafo de caminos mas cortos (WL-FW)

El kernel de subdrboles sobre el grafo de caminos mas cortos se implemento pensando en
las caracteristicas extras que ofrece el grafo de caminos més cortos al ser un grafo denso,
sin embargo, de acuerdo con la Figura 24 se puede observar que estas caracteristicas no

afectaron el desempeno de clasificacién del original de manera alguna.

Datos reales
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PTC-MR -
PTCFR [—
Pseudo C -
Mutag [ESEG——
PTCFR [—
Pseudo C. _
PTC-MM [—
PTCFM [—
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PTC-FR [—
Pseudo C. _

lineal poli rb
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Figura 24. Porcentaje de clasificacion en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de sub-drboles
y sus variantes (WL-lineal, WL-poli y WL-rbf) y el kernel de sub-drboles sobre grafo de caminos
mas cortos y sus variantes ( WL-FW-lineal, WL-FW-poli y WL-FW-rbf).

En este caso, todos los resultados con excepcion de dos son iguales. Solamente para la
variacion que emplea el kernel polinomial, el kernel de subdrboles sobre el grafo de caminos
mas cortos (WL) tuvo resultados negativos con respecto a su contraparte (WL-FW), siendo

en el conjunto de datos Mutag en donde tuvo la diferencia maxima con 2.7% menos.

IV.2.2.4 Kernel de subarboles considerando aristas sobre el grafo de caminos
mas cortos (WLE-FW)

Los resultados de la comparacion entre el kernel de subdrboles sobre el grafo de caminos mas

cortos considerando aristas y su contraparte sobre los grafos iguales (Figura 25) muestran
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que ambos métodos (WLE y WLE-FW') son comparables.

Datos reales

Clasificacion (%)
BHBRIHNBRE
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Figura 25. Porcentaje de clasificacion en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de sub-drboles
considerando aristas y sus variantes ( WLE-lineal, WLE-poli y WLE-rbf) y el kernel de sub-drboles
sobre grafo de caminos més cortos considerando aristas y sus variantes (WLE-FW-lineal, WLE-
FW-poli y WLE-FW-rbf).

Las diferencias mas grandes se dieron para el conjunto de datos de Mutag en donde
WLE-lineal tuvo un porcentaje de clasificacién mayor que su contraparte WLE-FW-lineal
por 3.7%. Por otro lado, para el mismo conjunto, las variantes sobre grafos de caminos
mas cortos WLE-FW-poli y WLE-FW-rbf tuvieron mejores resultados con 1.06% y 2.12%
mayores que sus contrapartes WLFE-poli y WLE-rbf, respectivamente.

Para el resto de los conjuntos de datos, las diferencias de los resultados entre las variantes
sobre grafos de caminos mas cortos y su contraparte no son lo suficientemente grandes para
poder determinar un claro “ganador”, sin embargo, podemos observar que la mayoria de los
resultados son menores, aunque no por mucho, que las versiénes aplicadas sobre los grafos

originales.
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IV.2.2.5 Kernel de subarboles sobre el grafo de caminos mas cortos podado
(WL-FW-T)

Al igual que la comparacion de la Figura 24, todos los resultados de la comparacién entre

el kernel de subdrboles sobre caminos mas cortos (WL-FW) y su contraparte aplicado sobre

grafos de caminos mas cortos podado (WL-FW-T) resultaron iguales en todos los conjuntos

de datos y para las tres variantes de kernels (lineal, polinomial y RBF').

Datos reales
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Figura 26. Porcentaje de clasificacion en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de sub-drboles
sobre grafo de caminos mas cortos y sus variantes (WL-FW-lineal, WL-FW-poli y WL-FW-rbf)
y el kernel de sub-drboles sobre grafo de caminos més cortos podado y sus variantes ( WL-FW-T-
lineal, WL-FW-T-poli y WL-FW-T-rbf).

En la Figura 26, se pueden ver como los resultados son idénticos para todas las com-
paraciones. Esto resulta valioso ya que, si existe alguna mejora en cualquiera de estas dos
variantes del original (WL), los resultados de clasificacién no se veran perjudicados en gran
manera e incluso serdn mejorados en algunos casos (sobre todo para los que utilizan el

kernel RBF').
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1V.2.2.6 Kernel de subarboles tomando en cuenta las aristas sobre el grafo de
caminos mas cortos podado (WLE-FW-T)

En este caso, al igual que la comparacion entre WLE y WLE-FW, la mayoria de los resul-

tados son muy parecidos con excepcion de cinco que estdn por arriba del 2% de diferencia

entre si.
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Figura 27. Porcentaje de clasificacién en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernel de sub-drboles
sobre grafo de caminos més cortos considerando aristas y sus variantes ( WLE-FW-lineal, WLE-
FW-poli y WLE-FW-rbf) y el kernel de sub-drboles sobre grafo de caminos méas cortos podado
considerando aristas y sus variantes ( WLE-FW-T-lineal, WLE-FW-T-poli y WLE-FW-T-rbf).

La Figura 27 muestra resultados favorables para la variaciéon podada (WLE-FW-T)
solo para la versién que utiliza el kernel lineal (WLE-FW-T-lineal) ya que en cinco de
los seis conjuntos de datos obtuvo un mejor porcentaje de clasificacion y en el que no, es
béasicamente igual a su contraparte (WLE-FW-lineal) pues se ve superado por 0.28%.

Para las otras dos variantes (polinomial y RBF'), los resultados no son suficientes para
considerar a una mejor que la otra. Esto debido a que en ambas variantes los resultados
son favorables para una, en cierto conjunto de datos pero desfavorable en otros, sin tener

un numero mayoritario como en el caso de la variacion que utiliza el kernel lineal.
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Tabla IV. Resultados de clasificacién (%) de la totalidad de los métodos kernel evaluados para
los conjuntos de datos reales: Mutag, PTC-MM, PTC-FM, PTC-MR, PTC-FR y Pseudocentros.

Kernel Mutag | PTC-MM | PTC-FM | PTC-MR | PTC-FR | Pseudo C.
iSP-lineal 81.383 65.179 62.464 63.372 68.091 80
iSP-poli 81.383 65.774 62.464 63.663 68.376 80
iSP-rbf 82.447 64.881 62.464 63.081 68.376 85
iSP-T-lineal 72.34 65.179 63.037 59.302 66.952 80
iSP-T-poli 72.34 65.179 63.037 59.302 66.952 80
iSP-T-rbf 72.34 65.179 63.037 59.302 66.952 80
SP-lineal 76.596 66.964 62.178 59.884 67.236 85
SP-poli 78.191 66.964 62.464 63.953 67.236 85
SP-rbf 81.915 64.881 62.464 62.5 67.521 82.5
SP-T-lineal 67.021 65.179 61.891 58.14 67.236 72.5
SP-T-poli 69.681 65.179 62.464 59.012 67.236 72.5
SP-T-rbf 69.149 64.881 62.751 57.849 67.236 77.5
SPC-lineal 81.915 63.988 61.605 61.047 67.521 75
SPC-poli 82.447 63.988 62.178 62.5 67.521 77.5
SPC-rbf 85.106 66.071 63.324 64.244 68.661 82.5
SPC-T-lineal 67.021 64.881 62.464 59.012 66.952 75
SPC-T-poli 76.064 64.881 62.464 57.849 67.236 75
SPC-T-rbf 84.043 65.774 60.745 63.372 67.521 82.5
WL-FW-lineal 77.128 66.369 63.61 60.174 68.376 67.5
WL-FW-poli 82.979 69.345 64.47 63.663 69.801 70
WL-FW-rbf 88.298 66.667 65.33 65.698 68.376 80
WL-FW-T-lineal 77.128 66.369 63.61 60.174 68.376 67.5
WL-FW-T-poli 82.979 69.345 64.47 63.663 69.801 70
WL-FW-T-rbf 88.298 66.667 65.33 65.698 68.376 80
WL-lineal 77.128 66.369 63.61 60.174 68.376 67.5
WL-poli 85.638 69.345 64.47 63.663 70.085 70
WL-rbf 88.298 66.667 65.33 65.698 68.376 80
WLE-FW-lineal 76.596 65.476 62.751 59.012 68.376 67.5
WLE-FW-poli 85.106 65.774 63.897 59.884 68.376 70
WLE-FW-rbf 89.362 66.964 63.897 64.244 70.085 77.5
WLE-FW-T-lineal | 79.787 65.774 63.324 59.884 68.091 70
WLE-FW-T-poli 83.511 67.857 63.324 63.081 68.091 70
WLE-FW-T-rbf 86.702 67.857 65.043 63.372 69.231 80
WLE-lineal 80.319 66.071 63.897 60.465 68.091 67.5
WLE-poli 84.043 66.964 63.897 62.5 68.091 70
WLE-rbf 87.234 68.155 65.33 63.372 69.231 80
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IV.3 Datos sintéticos

En esta seccién se presentan los resultados de los experimentos realizados con datos sintéticos
disenados y generados con el propédsito de evaluar el comportamiento en tiempo de ejecucion
de los métodos kernels con respecto a tres variables principales de los datos a tratar: la
densidad de los grafos, el numero de grafos y el tamano de los mismos. Estos tres conjuntos

de datos se describen con més detalle en la seccién B.4.

IV.3.1 Variantes del kernel de caminos mas cortos (SP)

IV.3.1.1 SP-lineal, SP-poli, SP-rbf

En la comparacion de las variantes del kernel de caminos mds cortos que utilizan los kernels
lineal, polinomial y RBF (Figura 28) podemos ver, de acuerdo a la Figura 28(a), que la
tendencia de crecimiento con respecto a la densidad de los grafos es basicamente la misma
para los tres (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf). No obstante, es obvio ver la diferencia en
tiempo de ejecucion entre el kernel SP-lineal y los otros dos, en donde el primero promedia
un tiempo de 22.91 segundos mientras que SP-poli y SP-rbf promedian 70.18 y 69.49
segundos, respectivamente.

Cuando lo que varia es el nimero de grafos en el conjunto (Figura 28(b)), los tres kernels
tuvieron un crecimiento exponencial aunque para su version lineal, la razén de cambio fue
mucho menor que la de las variantes que utilizan el kernel polinomial y rbf.

Por tltimo, en la Figura 28(c) se muestra el comportamiento del tiempo de célculo de
los kernels con respecto al cambio de tamano de los grafos en el conjunto de datos a tratar
en donde se puede ver que este factor afecta mucho més que los otros dos. En este caso,
ni siquiera se pudieron terminar las pruebas pues duraron mas de dos dias ejecutandose.
Sin embargo, de igual manera que las otras dos pruebas (densidad y nimero de grafos), el
kernel que menos efecto tuvo es la variacion que utiliza el kernel SP-lineal ya que teniendo

una razén de cambio mucho menor a las otras dos (SP-poli y SP-rbf).
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Figura 28. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel de
caminos méas cortos y sus variantes (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf).
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IV.3.2 Variantes del kernel de subarboles (WL)
1V.3.2.1 WL-lineal, WL-poli, WL-rbf

Al probar las variantes de kernels lineal, poli y rbf con el kernel de subdrboles (WL) se
puede observar (Figura 29) que el comportamiento del tiempo de célculo con respecto a los
tres parametros: densidad, niumero y tamano de los grafos (Figuras 29(a), 29(b) y 29(c),
respectivamente) es similar en los tres casos.

Esto resulta una ventaja ya que, en caso de ofrecer mejorias en porcentaje de clasifi-
cacion, se puede implementar cualquiera de las tres variantes sin penalizacién en tiempo de

calculo.

IV.4 Esquemas de etiquetado

En esta seccién se presentan parte de los resultados de los experimentos realizados con
conjuntos de datos que contienen grafos generados y etiquetados de acuerdo a uno de dos
esquemas de acuerdo al recorrido de los drboles de esparcimiento minimo de cada uno de
los grafos.

En la seccién B.4.4 describe con mas detalle el proceso de etiquetado de los grafos en

dichos conjuntos.

IV.4.1 Variantes del kernel de caminos mas cortos (SP)

IV.4.1.1 Kernel de caminos mas cortos variantes SP-lineal, SP-poli y SP-rbf

La Figura 30 muestra el desempeno de clasificacion de grafos de acuerdo a esquemas de
clasificacién para el kernel de caminos mds cortos en sus tres variantes (SP-lineal, SP-poli
y SP-rbf).

Se puede observar como para el primer grupo (N grande), la variante SP-rbf supera en
los cinco tipos de grafos procesados en donde las topologias de drbol y estrella tienen los
mejores resultados con 96.17% y 90.67%, respectivamente.

Como en la mayoria de los casos, el segundo grupo es el que sufrié un descenso general
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Figura 29. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel de
sub-arboles y sus variantes ( WL-lineal, WL-poli y WL-rbf).
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Esquemas de etiquetado
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Figura 30. Desempeno de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
caminos mas cortos y sus variantes (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf). Conjuntos: N grande (N = 600
y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).

del porcentaje de clasificacion con respecto a los otros dos grupos con porcentajes promedio
de 49%, 44% y 41% para los kernels SP-lineal, SP-poli y SP-rbf, respectivamente.

Por tltimo, en el caso del tercer grupo, se puede ver como el kernel SP-poli tiene
resultados muy similares al original (SP-lineal), mientras que la variante SP-rbf es inferior
a ambos en la mayoria de los casos con excepcion de cuando se manejan grafos con topologia

estrella, en donde con 79.17% es superior a los otros dos en casi 10%.

IV.4.2 Variantes del kernel de subarboles (WL)
IV.4.2.1 Kernel de subarboles variantes WL-lineal, WL-poli y WL-rbf

La Figura 31 muestra el desempeno de clasificacién de grafos por esquemas de clasificacion

para el kernel de subdrboles en sus tres variantes ( WL-lineal, WL-poli y WL-rbf).
Primeramente, se puede observar que en la mayoria de los casos, las tres variantes

tuvieron resultados similares. Ademas, se puede observar como solo en dos ocasiones el

kernel original WL-lineal fue superado en porcentaje de clasificacién considerablemente
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Figura 31. Desempeno de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
sub-arboles y sus variantes ( WL-lineal, WL-poli y WL-rbf). Conjuntos: N grande (N = 600 y n
= 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).

por alguno de las dos variantes adicionales (por WL-rbf en todos los casos).

El kernel WL-rbf tuvo resultados comparables o poco mejores que los otros dos ( WL-
lineal y WL-poli) en 10 de los 15 casos. Sin embargo, en el resto se vi6 inferior a estos
kernels por un rango considerable.

Por otro lado, WL-poli se mantuvo muy cerca de los resultados de WL-lineal aunque

en ninguno de los casos lo superd por un margen significativo.
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Capitulo V

Mejores resultados

Ya que para cada uno de los experimentos realizados, existen distintos métodos kernel con
mejor desempeno y debido a que en el trabajo se comparan los métodos kernel de caminos
mas cortos v de subdrboles con sus respectivas variantes, se comparan los dos kernels con
mejor desempenio (uno de cada familia) en cada experimento.

La Tabla V muestra los métodos kernel de las dos familias que obtuvieron mejores
resultados en cada uno de los experimentos realizados. Estos kernels fueron seleccionados
segun el experimento y en base a ciertos criterios que se explicaran a lo largo de esta seccion.

Ademas de mostrar la comparacién de los métodos kernel con mejor desempeno de cada
uno de los experimentos, se muestra la comparacion de dichos kernels con respecto al resto
de los experimentos para asi tener una mejor idea de las fortalezas y debilidades de cada
uno de ellos. De esta manera, se puede saber qué es lo que se sacrifica cuando se selecciona
alguno a la hora de tomar en cuenta el desempeno del método en un experimento especifico.

En las figuras correspondientes a los experimentos con datos reales (Mutag, PTC y
Pseudocentros), también se incluyen los porcentajes de clasificacion de los kernels que han
tenido mejores resultados en la literatura.

Para el conjunto de datos Mutag, se muestra el resultado obtenido con el kernel de
descubrimiento de patrones de Kramer y Readt (2001) y para los resultados del conjunto de
datos PTC, se muestran los porcentajes de clasificacién obtenidos por los kernels Tanimoto
(para PTC-MM, PTC-MR y PTC-FR) y MinMaz (para PTC-FM ), ambos de Swamidass
et al. (2005).
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Tabla V. Resumen de métodos kernel con mejores resultados por tipo de experimento para cada
tipo principal: Caminos mas cortos y Sub-arboles.

Experimento Caminos mds cortos | Sub-drboles
Datos reales SPC-rbf WL-FW-rbf
Densidad SPC-T-poli WL-FW-rbf
Numero de grafos SPC-T-poli WLE-FW-rbf
Tamano de grafos SPC-T-poli WLE-rbf
Esquemas de etiquetado | SPC-poli WLE-FW-T-lineal

V.1 Conjunto de datos reales

En el experimento en el que se evalua el desempenio de clasificacion sobre los conjuntos reales
con los que se cuenta (Mutag, PTC'y Pseudocentros), los métodos kernel que resultaron con
mejor desempernio son: el kernel de conteo de caminos més cortos variante RBF (SPC-rbf)
y el kernel de subarboles sobre grafo de caminos mds cortos variante RBF ( WL-FW-rbf).

Ya que no existe ningun kernel que sea el que tiene los mejores porcentajes de clasifi-
caciéon para todos los conjuntos de datos, para seleccionar los mejores kernels de caminos
mas cortos 'y subdrboles, se promediaron sus respectivos porcentajes de clasificacion de los
cinco conjuntos de datos y posteriormente se seleccioné el de mejor porcentaje promedio

de los dos tipos principales.
V.1.0.2 Kernel de caminos mas cortos SP vs kernel de subarboles WL

Como se puede ver en la Figura 32, el kernel basado en subdrboles WL-FW-rbf resulto tener
mejor desempeno de clasificacion en la cuatro de los seis conjuntos de datos, sin embargo,
la diferencia entre ambos no es suficiente como para declararlo mejor que SPC-rbf. En
promedio WL-FW-rbf supera al kernel SPC-rbf solo por 0.74% y la diferencia méxima a
su favor es de 3.1% (Mutag). Por otro lado, la diferencia méaxima a favor de SPC-rbf es de
2.5% en el conjunto Pseudocentros.

En el caso de los experimentos con los conjuntos de datos sintéticos (Figura 33), es

decir, con respecto a la densidad, numero y tamano, el kernel WL-FW-rbf resulta tener un
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Datos reales

95
90

85

80

75

70

6 ]
. Il wi RN

Mutag PTC-MM PTC-FM PTC-MR PTC-FR Pseudo C.

Clasificacion (%)

a

B SPC-rbf m WL-FW-rbf B Mejores de la literatura

Figura 32. Porcentaje de clasificacion para Mutag, PTC y Pseudocentros de kernels con
mejor desempeno con datos reales. Kernels implementados: conteo de caminos més cortos
variante RBF (SPC-rbf) y subéarboles sobre grafos de caminos mds cortos variante RBF
(WL-FW-rbf). Mejores kernels en la literatura: kernel de descubrimiento de patrones de
Kramer y Readt (2001) para Mutag y los kernels Tanimoto y MinMax de Swamidass et al.
(2005) para PTC.

desempeno similar o superior a su contraparte SPC-rbf.

Solo en el caso del experimento en el cual se varia el nimero de grafos (Figura 33(b)) de
entrada el kernel de la familia de caminos mds cortos resulta comparable ya que se comporta
de la misma manera que WL-FW-rbf. Para los otros dos casos, el kernel WL-FW-rbf resulta
ser superior, especialmente en el caso de la Figura 33(c) en donde la diferencia es tan grande
que el kernel SPC-rbf fue incapaz de terminar en menos de 48 horas en los ultimos tres
tamanos (256, 512 y 1024 grafos) casos mientras que WL-FW-rbf fall6 en el ltimo.

Para el experimento en el que se clasifican esquemas de etiquetado, el kernel basado
en caminos mds cortos tiene un mejor desempeno en todos los casos con excepciéon de dos
en donde es superado en no més de 4% (esto se puede ver en la Figura 34). En general,
SPC-rbf es superior que su contraparte WL-FW-rbf ya que en algunos casos la diferencia

es de mas de 15%. Las diferencias de porcentajes de clasificacion maximas de éste kernel

es de 29.1% y 31.8%.
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Figura 33. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (c = 50%). Kernels
con mejor desempenio para datos reales: conteo de caminos mas cortos variante RBF (SPC-rbf)
y subérboles sobre grafo de caminos maés cortos variante RBF ( WL-FW-rbf ).
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Figura 34. Desempeno de clasificaciéon (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernels con
mejor desempeno para datos reales: conteo de caminos méas cortos variante RBF (SPC-rbf) y
subdrboles sobre grafo de caminos més cortos variante RBF ( WL-FW-rbf). Conjuntos: N grande
(N =600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).

V.2 Conjunto de datos sintéticos

Para seleccionar los mejores kernels en cada uno de los experimentos con datos sintéticos,
se procedié a evaluar dos aspectos: la tendencia de crecimiento con respecto al parametro a
evaluar (densidad, nimero y tamano) y el tiempo de ejecucién. De esta manera, primera-
mente se calculo la razén de cambio del tiempo de ejecucion con respecto a dicho parametro
de cada uno de los kernels y se ordendé de manera ascendente.

Se seleccioné el de menor pendiente o razon de cambio de cada uno de los dos tipos prin-
cipales (caminos mds cortos y subdrboles) y solo se tomé en cuenta el tiempo de ejecucion
como criterio de desempate en caso de que se tuvieran varios con la misma pendiente.

Se le da prioridad a la razon de cambio pues se considera que la estabilidad en tiempo
de ejecucion con respecto a la densidad de los grafos, el numero de grafos y el tamano de
los mismos es mas importante por el hecho de que es mas comun trabajar con conjuntos

de datos heterogéneos en estos aspectos.
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A continuaciéon se describen los resultados para los tres experimentos realizados con

conjuntos de datos sintéticos.

V.2.1 Mejores resultados con respecto a la densidad de los grafos

Para el experimento en el cual la densidad de los grafos de entrada es la variable principal,
los métodos kernel que obtuvieron mejores resultados son: el kernel de conteo de caminos
mas cortos podado en su variante polinomial (SPC-T-poli) y el kernel de subdrboles sobre

grafos de caminos mds cortos en su variante RBE (WL-FW-rbf).

Datos reales
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Figura 35. Porcentaje de clasificacién en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernels con mejor
desempeno con respecto a la densidad: conteo de caminos més cortos podado variante polinomial
(SPC-T-poli), subarboles sobre grafos de caminos més cortos variante RBF ( WL-FW-rbf), kernel
de descubrimiento de patrones de Kramer y Readt (2001) para Mutag y los kernels Tanimoto y
MinMax de Swamidass et al. (2005) para PTC.

V.2.1.1 Kernel de caminos mas cortos SP vs kernel de subarboles WL

En la Figura 35 se puede ver como el kernel WL-FW-rbf superé en todos los casos al kernel
SPC-T-poli y en 3 de los 5 casos por mas de 5%. La diferencia méxima entre los porcentajes

de clasificacién de ambos es de 12.2%.
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Figura 36. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos
N, para un ndimero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c)
tamano de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%).
Kernels con mejor desempeno con respecto a la densidad: conteo de caminos més cortos podado
variante polinomial (SPC-T-poli) y subédrboles sobre grafos de caminos mas cortos variante RBF

(WL-FW-rbf).
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Los resultados de los experimentos con conjuntos de datos sintéticos son favorables
a SPC-T-poli ya que en todos los casos (Figura 36), ademds de tener un menor tiempo
de ejecucion, la tendencia de crecimiento con respecto a las distintas variables es menos
pronunciada que en el caso de WL-FW-rbf. Esto es: 0 vs 0.2, 0.03 vs 38.77 y 20.84 vs 45.88
para las pendientes promedio de SPC-T-poli y WL-FW-rbf en las Figuras 36(a), 36(b) y
36(c), respectivamente.

Por tltimo, en el caso del experimento de clasificacién por esquemas de etiquetado
(Figura 37), el kernel SPC-T-poli resulta superior ya que obtiene porcentajes de clasificacién
mayores que los de WL-FW-rbf en todos los casos con excepcion de dos (de los cuales solo
uno por una diferencia importante). Incluso en algunos casos, la diferencia a favor del

kernel SPC-T-poli es superior a los 20 puntos porcentuales llegando en su punto maximo a

°
O

=
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38% a favor, lo que lo hace superior a WL-FW-rbf.

Esquemas de etiquetado

Clasificacion (%)
WA OO N O 5\
[eoNolololoNoNoNe]
|
Arbol

Arbol

20

10

0
2 L o 2 L o 2 L o
S ° T S o T S R
E uuj < g u‘ﬁ < cig @ <
< < <

N grande n grande Ny n moderado

B SPC-T-poli ® WL-FW-rbf

Figura 37. Desempeno de clasificaciéon (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernels con
mejor desempenio con respecto a la densidad: conteo de caminos mas cortos podado variante
polinomial (SPC-T-poli) y subdrboles sobre grafos de caminos mds cortos variante RBF ( WL-
FW-rbf). Conjuntos: N grande (N = 600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n
moderado (N = 120 y n = 25-60).
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V.2.2 Mejores resultados con respecto a la niumero de grafos

Para el experimento en el cual el nimero de grafos de entrada (N) es la variable principal,
los métodos kernel que obtuvieron mejores resultados son: el kernel de conteo de caminos
més cortos podado variante polinomial (SPC-T-poli) y el kernel de subarboles sobre grafos

de caminos més cortos considerando aristas, variante RBF (WLE-FW-rbf).
V.2.2.1 Kernel de caminos mas cortos SP vs kernel de subarboles WL

Al comparar los kernels de los dos tipos principales (caminos mds cortos y subdrboles) nos
podemos dar cuenta que sucede casi lo mismo que con los kernels con mejor desempeno con
respecto a la densidad.

Por un lado, para el experimento de los conjuntos de datos reales (Figura 38) el kernel
de subarboles WLE-FW-rbf supera al kernel de caminos mds cortos SPC-T-poli en todos

los conjuntos de la misma manera que en la Figura 35.

Datos reales
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Figura 38. Porcentaje de clasificacion en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernels con mejor
desempeiio con respecto al numero de grafos: conteo de caminos mas cortos podado variante
polinomial (SPC-T-poli), subédrboles sobre grafos de caminos més cortos considerando aristas
variante RBF ( WLE-FW-rbf), kernel de descubrimiento de patrones de Kramer y Readt (2001)
para Mutag y los kernels Tanimoto y MinMax de Swamidass et al. (2005) para PTC.
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Para los experimentos con conjuntos de datos sintéticos (Figura 39), el resultado es el
mismo. El kernel de caminos mds cortos SPC-T-poli supera al kernel WLE-FW-rbf tanto
en tiempo de ejecucion como en la tendencia de cambio con respecto a las distintas variables
(densidad, nimero y tamano) pues crece de manera menos pronunciada. Esto es: 0 vs 0.33,
0.03 vs 11.69 y 20.84 vs 37.69 para las pendientes promedio de SPC-T-poli y WLE-FW-rbf
en las Figuras 39(a), 39(b) y 39(c), respectivamente.

Por 1ltimo, para el experimento en el que se clasifica por esquemas de etiquetado (Figura
40), se tiene un comportamiento similar, en el que el kernel de caminos mds cortos SPC-
T-poli obtiene mejores resultados que el kernel de subdrboles WL-FW-rbf. Sin embargo, la
superioridad del kernel de caminos mds cortos no es tan evidente como en la Figura 37 pues
el niimero de casos en los cuales se tiene una diferencia importante es menor y ademés, en

promedio esta diferencia también es menor.

V.2.3 Mejores resultados con respecto al tamano de los grafos

Para el experimento en el cual se tomd6 como variable el tamano de los grafos de entrada,
los kernels con mejor desempeno son: el kernel de conteo de caminos mas cortos podado
variante polinomial (SPC-T-poli) y el kernel de subarboles considerando aristas, variante

RBF (WLE-rbf).
V.2.3.1 Kernel de caminos mas cortos SP vs kernel de subarboles WL

En la Figura 41 se muestra la comparacion entre los kernels SPC-T-poli y WLE-rbf apli-
cados a la clasificacién de los conjuntos reales. Se puede ver cémo el segundo supera en
todos los casos al primero. En promedio, la diferencia entre los porcentajes de clasificacion
de ambos es de 5% mientras que la diferencia méxima es de 11.1%.

Para los resultados de los experimentos con conjuntos de datos sintéticos (Figura 42),
se tiene el mismo comportamiento que los observados en los experimentos de los otros dos
pardmetros (densidad y niimero) excepto con el experimento en donde se varia el tamano de

los grafos (Figura 42(c)) ya que, aunque los valores de la mayoria de los casos son menores
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Figura 39. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el numero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un ndmero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernels
con mejor desempeno con respecto al ntimero de grafos: conteo de caminos més cortos podado
variante polinomial (SPC-T-poli) y subédrboles sobre grafos de caminos mas cortos considerando
aristas variante RBF (WLE-FW-rbf).
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Figura 40. Desempeno de clasificaciéon (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernels con
mejor desempeno con respecto al nimero de grafos: conteo de caminos mas cortos podado variante
polinomial (SPC-T-poli) y subarboles sobre grafos de caminos més cortos considerando aristas
variante RBF (WLE-FW-rbf). Conjuntos: N grande (N = 600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y
n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).
para SPC-T-poli, la tendencia indica que WLE-rbf resulta mejor para mas grafos ya que
su razén de cambio es menor (pendientes promedio de 20.84 para SPC-T-poli vs 17.16
para WLE-rbf). De hecho, no fue posible calcular el caso con 1024 grafos para el kernel
SPC-T-poli mientras que si fue posible con WLE-rbf.

Para el experimento en el que se clasifique por esquemas de etiquetado (Figura 43), el
kernel SPC-poli tiene un desempeno igual o mejor que WLE-rbf en todos los casos menos

en el caso en el que la topologia de los grafos es tipo anillo en donde este es superado. En

ese caso, el kernel WLE-rbf llega a ser hasta 43% superior que SPC-T-poli.

V.3 Esquemas de etiquetado

En el caso del experimento en el cual se evalia el desempeno de clasificacion por esquemas
de etiquetado, los kernels que tuvieron un mejor desempenio son: el kernel de conteo de

caminos mas cortos variante polinomial (SPC-poli) y el kernel subérboles sobre grafos de
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Figura 41. Porcentaje de clasificacion en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernels con mejor
desempeiio con respecto al tamano de grafos: conteo de caminos mas cortos podado variante
polinomial (SPC-T-poli), subarboles considerando aristas variante RBF (WLE-rbf), kernel de
descubrimiento de patrones de Kramer y Readt (2001) para Mutag y los kernels Tanimoto y
MinMax de Swamidass et al. (2005) para PTC.

caminos mas cortos podados tomando en cuenta aristas, en su variante lineal (WLE-FW-
T-lineal).

Estos kernels se seleccionaron siguiendo el mismo criterio que para el experimento que se
realiz6 con los conjuntos de datos reales, es decir, se promedi6 la totalidad de los porcentajes
de clasificacién para cada método kernel y se tomo el de mayor promedio para cada uno de

los dos tipos principales (caminos mds cortos y subdrboles).
V.3.0.2 Kernel de caminos mas cortos SP vs kernel de subarboles WL

En la Figura 44 se puede observar como en este caso no resulta facil determinar a un kernel
como mejor entre SPC-poli y WLE-FW-T-lineal. Por un lado, en promedio SPC-poli es
mejor que WLE-FW-T-lineal ademés de ser superior por un valor maximo de 7.5% en una
de las instancias del experimento. Sin embargo, en otros casos, el segundo es superior a

SPC-poli aunque por un méaximo de 1.7%.
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Figura 42. Tiempo de cédlculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el numero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernels
con mejor desempeno con respecto al tamano de grafos: conteo de caminos més cortos podado
variante polinomial (SPC-T-poli) y subérboles considerando aristas variante RBF (WLE-rbf).
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Figura 43. Desempeno de clasificaciéon (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernels con
mejor desempeiio con respecto al tamano de grafos: conteo de caminos mas cortos podado variante
polinomial (SPC-T-poli) y subérboles considerando aristas variante RBF (WLE-rbf). Conjuntos:
N grande (N = 600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y
n = 25-60).
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Figura 44. Porcentaje de clasificacion en Mutag, PTC y Pseudocentros. Kernels con mejor
desempeno para esquemas de etiquetado: conteo de caminos més cortos variante polinomial (SPC-
poli), subarboles sobre grafos de caminos més cortos podados tomando en cuenta aristas variante
lineal (WLE-FW-T-lineal), kernel de descubrimiento de patrones de Kramer y Readt (2001) para
Mutag y los kernels Tanimoto y MinMax de Swamidass et al. (2005) para PTC.).
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Para el experimento en el que se clasifica por esquemas de etiquetado (Figura 45), se
puede ver que en todos los casos a excepcién de cuando la topologia de los grafos es tipo
anillo, el kernel SPC-poli tuvo mejores resultados con diferencias tan grandes como 41%.

En el tnico caso en el que WLE-FW-T-lineal es superior, la mayor diferencia es de 5.8%.
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Figura 45. Desempeno de clasificacion (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernels con
mejor desempeiio para esquemas de etiquetado: conteo de caminos mas cortos variante polinomial
(SPC-poli) y subarboles sobre grafos de caminos mds cortos podados tomando en cuenta aristas
variante lineal (WLE-FW-T-lineal). Conjuntos: N grande (N = 600 y n = 20-30); n grande (N =
60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).

En la Figura 46 se muestra el mismo comportamiento que el de la Figura 33 en donde se
comparan los mejores kernels en la clasificacién de datos reales. Tanto para los experimentos
de la Figura 45 como los de la Figura 46(c), el kernel WLE-FW-T-lineal es superior a SPC-
poli tanto en tiempo de ejecucién como en la propia tendencia de crecimiento de estos
tiempos con respecto a sus respectivas variables.

Solamente en el caso de la Figura 46(b), en donde se evalia el tiempo de ejecucion con

respecto al nimero de grafos es en donde los resultados son basicamente iguales.
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Figura 46. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
c, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el numero de grafos N,
para un nimero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (c = 50%) y (c) tamaifio de
grafos n, para un numero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernels con
mejor desempeno para esquemas de etiquetado: conteo de caminos més cortos variante polinomial
(SPC-poli), subarboles sobre grafos de caminos més cortos podados tomando en cuenta aristas
variante lineal (WLE-FW-T-lineal), kernel de descubrimiento de patrones de Kramer y Readt
(2001) para Mutag y los kernels Tanimoto y MinMax de Swamidass et al. (2005) para PTC.



Capitulo VI

Conclusiones

VI.1 Resumen

En este trabajo se estudiaron y evaluaron distintos tipos de métodos kernel para grafos con
la finalidad de realizar una comparacién entre ellos y determinar cuales son los que tienen
un mejor desempeno tanto en porcentaje de clasificacién como en tiempo de ejecucion.

Se hizo una revisién bibliografica de los métodos kernels en la literatura y se profundizé
en tres: caminatas aleatorias de Vishwanathan et al. (2010), caminos mds cortos de Borg-
wardt y Kriegel (2005) y sub-drboles de Weisfeiler-Lehman de Shervashidze et al. (2011).

Se implementaron los tres tipos de kernels pero debido a sus caracteristicas ademas
de las limitaciones implicitas de la implementacion del kernel de caminatas aleatorias, se
terminé por seleccionar los kernels de caminos mas cortos y sub-drboles para su evaluacion
experimental. Ademads, se implementaron una serie de variantes a estos kernels para buscar
mejorar ya sea el tiempo de ejecucién o el porcentaje de clasificacién de dichos kernels.

Se realizaron experimentos con dos grupos de datos distintos: datos reales y datos
sintéticos. El primer grupo se compone de tres conjuntos de datos reales que se utilizan
en la literatura comunmente, estos son: Mutag (Debnath et al., 1991), PTC (Helma et al.,
2001) y Pseudocentros (Gramada y PE, 2006). Con estos conjuntos se evalué el desempeno
en porcentaje de clasificacion de los métodos kernels implementados.

Con el primer conjunto del grupo de datos sintéticos se evalué de manera empirica el
impacto que tienen tres variables en el tiempo de ejecucion de los kernels: la densidad de
los grafos de entrada, la cantidad de grafos en el conjunto de datos a clasificar y el tamano
de estos grafos medido en nimero de vértices.

El segundo conjunto del grupo de datos sintéticos estda compuesto de grafos que fueron
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etiquetados de acuerdo a dos esquemas distintos de recorridos de arboles y estan hechos con
el propdsito de evaluar la capacidad de los kernels de clasificarlos en funciéon a la manera
en que fueron etiquetados.

Por ultimo se hizo un anélisis de los kernels de caminos mds cortos y sub-drboles con

mejores resultados en los distintos experimentos.

V1.2 Conclusiones

El efecto del kernel de caminos mds cortos invertido (iSP) en la implementacién no trae
consigo ningun beneficio notable, pero tampoco trae un impacto negativo considerable.

El kernel de sub-drboles de Weisfeiler-Lehman considerando aristas (WLE) y el kernel
de sub-arboles de Weisfeiler-Lehman normal (WL) tienen aproximadamente el mismo com-
portamiento, dicho de otra manera, considerar aristas no impacta de manera significativa
en el tiempo de ejecucién ni clasificacion en los primeros dos experimentos. Solo en la
clasificacién por esquemas de etiquetado, especificamente cuando la topologia de los grafos
de entrada es anillo, el kernel WLE mejora la clasificacion, para el resto se mantiene igual.

Para la familia de kernels que utilizan los caminos mds cortos, el kernel de conteo de
caminos mdas cortos (SPC') es el que obtuvo mejores resultados. Aunque no existe un solo
kernel que resulté con los mejores resultados para todos los experimentos, el kernel SPC,
en sus variantes rbf, poli y podado (variante poli) obtuvieron mejores resultados para los
datos reales, esquemas de etiquetado y datos sintéticos, respectivamente.

Para la familia de variantes al kernel de sub-drboles, se obtuvieron resultados mas vari-
ados que en el caso del kernel de caminos mds cortos. En este caso, no existe un solo
kernel que se vea superior a los demdas. Sin embargo, algo que tienen en comun todos los
métodos que obtuvieron mejores resultados en sus respectivos experimentos es el hecho de
que siempre fue aplicando antes la transformacién de Floyd a sus grafos de entrada.

Para el kernel de sub-drboles sobre grafos de caminos més cortos (WL-FW), el proceso

de podar los grafos después de la tranformacién de Floyd (WL-FW-T') probé ser innecesario
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ya que no ofrece ventajas sobre los grafos sin podar, ain cuando sean grafos densos.

Con estos resultados, nos podemos dar cuenta de la importancia de la transformacion
de Floyd sobre los grafos a ser procesados por un método kernel. La desventaja de esto es
que la tranformacion en si es costosa aunque mejora el porcentaje de clasificacion.

Como se puede ver en la seccion de resultados, cuando se clasifica por esquemas de
etiquetado, la topologia de los grafos de entrada que mas favorece en el porcentaje de
clasificacion es drbol o estrella (que es un tipo particular de arbol). Esto quizé debido a la
forma en la que se implementd el etiquetado de los grafos, esto es, basado en recorridos de
arboles (preorden y postorden).

Aunque se mencione de dénde provienen los conjuntos de datos reales, es dificil encontrar
documentaciéon en donde se explique a detalle de dénde se obtuvo y cémo se manejaron los
datos para poder ser procesados por los métodos kernel. Debido a esto, no es posible hacer
una comparacion directa con los resultados reportados en la literatura.

Debido a limitantes en tamano y nimero de variaciones que se implementaron, no fue
posible hacer un estudio més a fondo y que esté respaldado estadisticamente (con més de
una corrida por experimento). Ademads de esto, por la misma razén no es posible hacer una
buisqueda més exaustiva de los parametros que mejor desempeno tienen.

Debido a las caracteristicas de los algoritmos implementados no es posible clasificar
conjuntos de datos con grafos de tamafnio considerablemente grande (miles de nodos) ya

que su tiempo de ejecucién asciende rapidamente con respecto a este parametro.

V1.3 Trabajo futuro

A partir del trabajo realizado en el presente trabajo, se presentan algunas ideas como
propuestas para trabajo futuro:

Implementar optimizaciones mas primitivas como la multiplicacion eficiente de vectores
dispersos e incluir el conteo de los caminos iniciales durante la transformacién de Floyd.

Idear esquemas mas complejos y que no dependan de recorridos de arboles. Que sean



110

menos dependientes de la topologia y con reglas més elaboradas.

Idear esquemas de podado més eficientes, que no se basen en recorridos y que sean unicos
(por el hecho de que pueden existir varios MSTs para un mismo grafo). El podado actual
reduce el nimero de aristas a n — 1 (por ser un arbol).

Aprovechar la rapidez de algunos de los métodos kernel probados (ain cuando no son los
mejores en clasificacion) para utilizarlos de forma conjunta para la clasificacion, en cierta
forma un encadenamiento. Ya que varios de los kernels implementados hacen uso de la
transformacion de Floyd y la informacién extra obtenida en ese proceso, se puede aprovechar
para correr varios métodos que utilicen esa misma informacién de manera conjunta.

Investigar acerca del uso de estructuras mas complejas (como los caminos mds cortos)

para la construccion de métodos kernels para grafos.

V1.4 Producto de investigacion

Se desarroll6 un marco de trabajo para probar distintos métodos kernel y recopilar su

informacion. Esta herramienta facilita el proceso de experimentacién ya que permite:

1. La calendarizacion de los experimentos a realizar por medio de archivos de texto
en donde se puede definir para cada uno, el kernel a utilizar, el conjunto de datos a

clasificar, asi como varios pardmetros especificos a los kernels y al tipo de experimento.

2. Recoleccion y formato de los resultado de los experimentos realizados en archivos de

valores separados por comas (.csv).

3. Recuperacion de fallos en el suministro de energia sin perder informacion ya que

guarda el estado de los experimentos asi como las matrices de kernels ya calculadas.

4. Calendarizacién de experimentos y recoleccién de los resultados de manera remota

empleando servicios de almacenamiento y sincronizacién de archivos por internet.
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Apéndice A

Resultados complementarios

En esta secciéon se presentan los resultados de los experimentos realizados con las variantes
de los kernels de caminos més cortos y subarboles que no se presentan en la seccién (IV).

Estos resultados corresponden los experimentos realizados con los datos sintéticos var-
iando la densidad de los grafos, el numero de grafos y el tamano de grafos independiente-

mente asi como los realizados con grafos etiquetados de acuerdo a esquemas.

A.1 Resultados de experimentos con datos sintéticos

En esta seccion se presenta el resto de los resultados de los experimentos con datos sintéticos
mostrados en el capitulo IV.

Primero se muestran lo resultados obtenidos con las variantes del kernel de caminos
mas cortos y después los resultados correspondientes a los experimentos realizados con las

variantes del kernel de subarboles.

A.1.1 Variantes del kernel de caminos mas cortos (SP)

A.1.1.1 Kernel de caminos mas cortos invertido (iSP)

Al comparar el desempenio de tiempo de calculo de los kernels de caminos mds cortos (SP)
y de caminos mds cortos invertido (Figura 47) se puede observar la gran similitud que
existe entre ambos.

Tanto para el nimero de grafos (Figura 47(b)) como para el tamano de los grafos en el
conjunto de datos a clasificar (Figura 47(c)), el comportamiento del tiempo de célculo en
ambos kernels (SP e iSP) en sus tres variantes (lineal, poli y rbf) es basicamente el mismo.

Cuando la densidad es lo que varia (Figura 47(a)), ambos kernels son practicamente
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Figura 47. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel de
caminos méas cortos y sus variantes (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf) y kernel de caminos més cortos
invertido y sus variantes (iSP-lineal, iSP-poli e iSP-rbf).
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insensibles al cambio. El kernel ¢SP en sus versiones polinomial y rbf muestran un menor
tiempo de ejecucion que SP cuando los grafos son menos densos y aumenta conforme au-
menta la densidad, sin embargo, la diferencia en tiempos es pequena y disminuye conforme

la densidad aumenta hasta llegar al punto en el que se igualan.
A.1.1.2 Kernel de caminos mas cortos podado (SP-T)

Al probar el efecto de podar los grafos antes de aplicar el kernel de caminos mds cortos
(SP-T) en contra del comportamiento del kernel de caminos mds cortos normal (SP), se
puede ver que si impacta considerablemente en los tiempos de célculo con respecto a los
tres parametros a variar (densidad, nimero y tamano).

Primeramente, en la Figura 48(a) se puede ver cémo ademads de ser insesible al cambio
de densidad como el original, el tiempo de ejecuciéon es mucho menor que su contraparte sin
podar. Esta diferencia se hace mas evidente en las variantes poli y rbf en donde su costo
de aplicacion es mucho menor sobre el del kernel lineal a diferencia de su contraparte SP.

El comportamiento de ambos kernels para el caso en el que se varia el nimero de grafos
en el conjunto de datos es basicamente el mismo al comenzar pero se despega rédpidamente.
En la Figura 48(b) se puede ver cémo la version podada del kernel de caminos mds cortos
(SP-T) crece a un paso mucho menor que su contraparte sin podar (SP) en cualquiera de
sus variantes.

Para el caso en el que se varia el tamano (Figura 48(c)) el aumento del tiempo de
calculo con respecto a ese parametro es mucho mas pronunciado que para el caso del
nimero de grafos, tanto asi que no fue posible realizar la totalidad del experimento ya que
varias instancias tardaron mas del limite impuesto de 48hrs. Con respecto a la diferencia
en crecimiento del tiempo de calculo entre ambos kernel y sus variantes, tenemos que
también crece con mas rapidez, a tal grado que fue posible procesar una instancia més del
experimento (512 nodos) para el kernel SP-T-lineal y dos instancias mas (256 y 512 nodos)

para SP-T-poli y SP-T-rbf a comparacién de SP-lineal, SP-poli y SP-rbf, respectivamente.
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Figura 48. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel de
caminos méas cortos y sus variantes (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf) y kernel de caminos més cortos
podado y sus variantes (SP-T-lineal, SP-T-poli y SP-T-rbf).
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A.1.1.3 Kernel de caminos més cortos invertido podado (iSP-T)

Los resultados de la comparacién entre el kernel de caminos mds cortos invertido (iSP)
y su versién podada (iSP-T) resultaron ser muy parecidos a los de la versién normal del
kernel de caminos mds cortos, (SP y SP-T).

Debido a que el desempeno en tiempo de calculo de los kernels de caminos mds cortos y
de caminos mds cortos invertido (SP y iSP respectivamente) son similares (ver Figura 47),
es esperado que el desempeno de sus variantes podadas (SP-T y iSP-T) tenga el mismo

comportamiento (ver Figuras 48 y 49).
A.1.1.4 Kernel de conteo de caminos mas cortos (SPC)

A diferencia de las variantes anteriores al kernel de caminos mds cortos original (SP), el
kernel de conteo de caminos mds cortos (SPC) no ofrece mejoras sobre los tiempos de
ejecucién en ninguna de las pruebas (Figura 50).

El kernel SPC, ademéds de tener un tiempo de cédlculo mayor al de SP (en cualquiera
de sus variantes), este varia conforme aumenta la densidad de los grafos (Figura 50(a)),
mientras que el original se mantiene constante.

La diferencia entre los tiempos de calculo con respecto al nimero de grafos a procesar
(Figura 50(b)) sigue con el mismo patrén, a lo largo de todas las instancias el tiempo para
el kernel original (SP) en sus tres variantes es menor y su distancia empieza a crecer a
partir del cuarto punto hasta terminar separados por un orden de magnitud en su instancia
final.

Por tltimo, para la comparacién de tiempo de calculo con respecto al tamano de los
grafos entre los dos kernels SP y SPC (Figura 50(c)), se reduce la diferencia a comparacion
del experimento de la Figura 50(b). Se puede ver cémo los resultados guardan una distancia,
siempre a favor del kernel SP y conforme aumenta el tamano de los grafos aumenta el tiempo

de calculo con la misma proporcion.



120

80

~ 70 Foem Bl B o B R ]
% I"I""” I--."——.“
8 &0 L L=
S 50
g
3 40
ROR
o 30
(0] N T RN N
o 20 n--8--8----R -
<
(V]
E o
203040 50 60 70/80/90/ 2030 40 50 60 70 80 90 20 30 40 50 60 70/80 90
lineal poli rbf
------- B iSP —¥— (SPT
(a) Densidad de grafos c.

1000 n »
— L] ’ 2
&
g 100 P
= p
he]
S 10
[&]
Kol
)
i 1
o
£
o 01
= °le\8|3|88F 0283883 °e® 388Nl

lineal poli rbf
------- B iSP —¥—— iSP-T
(b) Numero de grafos N.

100000 .
S 10000
[0
»
= 1000
he]
S 100
[&]
Q0
) 10
(0]
©
o 1
£
& o1
'_

lineal
....... m- iSP —¥—SP-T

(¢) Tamano de grafos n.

Figura 49. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel de
caminos més cortos invertido y sus variantes (iSP-lineal, iSP-poli e iSP-rbf) y kernel de caminos
mas cortos invertido podado y sus variantes(iSP-T-lineal, iSP-T-poli e iSP-T-rbf).
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Figura 50. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel de
caminos mas cortos y sus variantes (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf) y kernel de conteo de caminos
mas cortos y sus variantes(SPC-lineal, SPC-poli ¢ SPC-rbf).
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A.1.1.5 Kernel de conteo de caminos mas cortos podado (SPC-T)

El efecto negativo en el desempeno de tiempo de cédlculo del kernel de conteo de caminos
mdas cortos (SPC') sobre el original (SP) se neutraliza al podar los grafos de entrada.

Se puede observar en la Figura 51(a) que el tiempo de célculo del kernel SPC-T con
respecto a la densidad de los grafos de entrada disminuye tanto en el tiempo de ejecucion
como en la tasa de cambio haciéndola insensible al cambio al igual que el kernel original
SP.

El tiempo de céalculo de los kernels con respecto al niumero de grafos también mejord
al podar los grafos de entrada. En la Figura 51(b) se puede ver como el tiempo de célculo
aumenta con una tasa de cambio constante para el kernel SPC-T mientras que para el
kernel SPC sufre un aumento significativo después de la instancia en la que se procesan 32
grafos.

Para la Figura 51(c) se tiene la misma situacién en donde el tiempo de ejecucién del
kernel SPC-T es menor a lo largo de todas las instancias ademéas de que crece a un paso
mucho menos pronunciado que su contraparte sin podar (SPC').

Con esto en mente, la version podada del kernel de conteo de caminos mdas cortos ofrece

una mejora en lo que respecta a tiempo de calculo.

A.1.2 Variantes del kernel de subarboles (WL)
A.1.2.1 Kernel de subarboles considerando aristas (WLE)

Al igual que el experimento anterior, las diferencias de tiempo de calculo entre el kernel de
subdrboles (WL) y su version que toma en cuenta aristas (WLE) son despreciables.

Para los experimentos de densidad, nimero y tamano de grafos (Figuras 52(a), 52(b)
y 52(c), respectivamente) el comportamiento del tiempo de calculo es casi idéntico. Esto
indica que el hecho de tomar en cuenta las aristas en el kernel no impacta en tiempos
de ninguna manera, lo que significa que, en caso de que esta variacién ofrezca mejores

resultados de clasificacién que su contraparte WL, se puede usar sin ningtin efecto negativo
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Figura 51. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un ndmero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un ndimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel
de conteo de caminos mds cortos y sus variantes (SPC-lineal, SPC-poli y SPC-rbf) y kernel de
conteo de caminos mds cortos podado y sus variantes(SPC-T-lineal, SPC-T-poli y SPC-T-rbf).
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Figura 52. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel de
sub-arboles y sus variantes ( WL-lineal, WL-poli y WL-rbf) y el kernel de sub-arboles considerando
aristas y sus variantes ( WLE-lineal, WLE-poli y WLE-rbf).
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en el tiempo de ejecucion.
A.1.2.2 Kernel de subdarboles sobre grafos de caminos mas cortos (WL-FW)

Cuando se aplica la transformacion de Floyd-Warshall a los grafos a clasificar antes de
aplicar el kernel de subdrboles (WL-FW) se espera perder un poco en tiempo de ejecucién
buscando obtener mejor desempeno de clasificacion.

En la Figura 53(a) se muestra cémo efectivamente el tiempo de célculo del kernel original
(WL) es menor que la versién en la que se aplica la transformacién a los grafos antes de
ser procesados (WL-FW) y ademds tiene el mismo comportamiento, es decir, siempre
mantiene, aproximadamente la misma distancia conforme cambia la densidad de los grafos.

Para la Figura 53(b), en donde se varia el nimero de los grafos de entrada, se puede
ver que la distancia es mucho menor entre los dos kernels y que siguen un mismo patron,
siendo la version original ( WL) un poco més répida que su variacién ( WL-FW) al principio
y aproximandose en las tltimas casos.

El tunico caso del experimento en el que si se ve un efecto negativo importante es
cuando se varia el tamano de los grafos de entrada (Figura 53(c)). En este caso, aunque
los dos mantienen un mismo patrén de crecimiento, la diferencia fue suficiente para no
poder calcular el dltimo caso del experimento (con grafos de 1024 nodos de tamano) pues
superaba el limite de 48hrs mientras que si fue posible para la versién original.

En general, la penalizacién que sufre el tiempo de célculo del kernel después de aplicar
la transformacion de Floyd- Warshall no es lo suficientemente grande como para descartar
la utilizacién de este kernel (WL-FW) en vez del original (WL), en dado caso que tuviera
mejores resultados a menos que se tenga una variacion importante en el tamano de los

grafos a tratar.
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Figura 53. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel de
sub-arboles y sus variantes ( WL-lineal, WL-poli y WL-rbf) y el kernel de sub-drboles sobre grafo
de caminos mas cortos y sus variantes ( WL-F'W-lineal, WL-FW-poli y WL-FW-rbf).
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A.1.2.3 Kernel de subarboles considerando aristas sobre grafos de caminos
mas cortos (WLE-FW)

Al comparar los kernels WLE y WLE-FW (Figura 54) se puede ver distintos compor-
tamientos para los tres experimentos.

Primeramente, el kernel WLFE resulta ser superior cuando la densidad es variable y solo
en el primer caso (20% de densidad) se ve superado por su contraparte WLE-FW (ver
Figura 54(a)).

En la Figura 54(b) se aprecia que los dos métodos kernel tienen aproximadamente la
misma tendencia de crecimiento, sin embargo, en un principio, el kernel WLE-FW tiene
mejores resultados que se ven igualados y posteriormente superados lentamente por su
contraparte WLE a partir del cuarto o quinto caso del experimento (64 o 128 grafos de
entrada).

Cuando la variable es el tamano de los grafos (Figura 54(c)), se tiene una tendencia a
favor del kernel WLE ya que, aunque los resultados son muy similares entre si, se despegan
lentamente a tal grado que el tltimo caso (1024 nodos de tamano) del experimento no fue
completado por el kernel WLE-FW por exceder las 48hrs. mientras que WLE si fue capaz
de terminar.

Aunque es posible distinguir qué métodos kernel son mejores para los distintos experi-
mentos, es dificil determinar a alguno de ellos como mejor sobre el otro ya que muestran la
misma tendencia de crecimiento o una que favorece a alguno de ellos en los ultimos casos
de dichos experimentos. Solo en caso de que se manejaran conjuntos con parametros muy
grandes (ya sea de tamano o del nimero de grafos) se puede recomendar a uno sobre el

otro, en caso contrario, su desempeno resulta ser el mismo.

A.1.2.4 Kernel de subarboles sobre grafos de caminos mas cortos podados
(WL-FW-T)

Al aplicar el proceso de podado a los grafos de entrada del kernel WL-FW (formando el

kernel WL-FW-T'), se tiene que el impacto es nulo para todos los experimentos.
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Figura 54. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos
N, para un ndimero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c)
tamano de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%).
Kernel de sub-drboles considerando aristas y sus variantes ( WLE-lineal, WLE-poli y WLE-rbf) y
el kernel de sub-drboles sobre grafo de caminos mas cortos considerando aristas y sus variantes
(WLE-FW-lineal, WLE-FW-poli y WLE-FW-rbf).
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Figura 55. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el numero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un ndimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (¢ = 50%). Kernel
de sub-drboles sobre grafo de caminos més cortos y sus variantes ( WL-FW-lineal, WL-FW-poli y
WL-FW-rbf) y el kernel de sub-drboles sobre grafo de caminos més cortos podados y sus variantes
(WL-FW-T-lineal, WL-FW-T-poli y WL-FW-T-rbf).
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Como podemos ver en la Figura 55 todos los valores en los tres experimentos: densidad,
nimero y tamano (Figuras 55(a), 55(b) y 55(c), respectivamente) de los métodos kernel

WL-FW y WL-FW-T son parecidos entre si.

A.1.2.5 Kernel de subarboles considerando aristas sobre grafos de caminos
mas cortos podados (WLE-FW-T)

De la misma manera, la aplicacion del podado de los grafos de entrada del kernel WLE-FW
(lamado WLE-FW-T) tiene casi el mismo efecto nulo en comparacién de su versién sin
podar.

Para el caso en que la variable es la densidad (Figura 56(a)) los valores son en su mayoria
igual de cercanos entre si que los obtenidos en el experimento de la Figura 55(a), donde
la tnica diferencia es que en el primer caso (con una densidad de 20%) el kernel sin podar
WLE-FW es més eficiente que su contraparte WLE-FW-T.

Cuando se toma el nimero de grafos de entrada como variable (Figura 56(b)) tenemos
que ambos métodos kernel tienen resultados comparables y con la misma tendencia. Solo
en los ultimos dos valores es cuando se empiezan a “despegar” a favor del kernel WLE-FW
indicando que probablemente para un nimero mayor de grafos sea mejor evitar el paso de
podarlos.

Por tltimo, cuando lo que cambia es el tamano de los grafos de entrada, se puede ver que
en este caso (Figura 56(c)) es dificil distinguir cual de los dos obtiene un mejor resultado

debido a la similitud de sus resultados.
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Figura 56. Tiempo de célculo (seg.) del método kernel con respecto a: (a) la densidad de grafos
¢, para un numero fijo de grafos (N = 64) y nodos por grafo (n = 32), (b) el nimero de grafos N,
para un numero de nodos por grafo fijo (n = 16) y densidad de aristas (¢ = 50%) y (c) tamano
de grafos n, para un nimero fijo de grafos (N = 64) y densidad de aristas (c = 50%). Kernel
de sub-drboles sobre grafo de caminos mds cortos considerando aristas y sus variantes (WLE-
FW-lineal, WLE-FW-poli y WLE-FW-rbf) y el kernel de sub-drboles sobre grafo de caminos
mas cortos podados considerando aristas y sus variantes ( WLE-FW-T-lineal, WLE-FW-T-poli y
WLE-FW-T-rbf).
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Tabla VI. Tiempo de célculo de la totalidad de los métodos kernel evaluados con respecto a la
densidad de los grafos de entrada (c): 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 %.

Kernel \ Densidad 20 30 40 50 60 70 80 90

iSP-lineal 21.2 21.9 224 2275 | 2276 | 23.01 | 22.82 | 22.07
iSP-poli 60.4 62.52 | 6291 | 64.55 | 67.22 | 68.76 | 69.65 | 69.41
iSP-rbf 60.56 | 62.66 | 63.07 66.1 67.43 | 68.93 | 69.91 | 69.57
iSP-T-lineal 8.42 8.87 8.69 8.79 8.59 8.41 8.23 7.75
iSP-T-poli 11.04 | 11.37 | 11.26 | 11.46 | 11.21 | 11.03 | 10.83 10.4

iSP-T-rbf 10.95 | 11.36 | 11.24 | 11.37 | 11.18 | 11.02 | 10.82 | 10.39
SP-lineal 23.31 | 23.39 | 2347 | 22.61 | 23.25 | 22.34 | 22.92 22

SP-poli 70.96 | 69.92 | 69.47 69.4 69.39 | 69.51 | 68.45 | 68.79
SP-rbf 72 71 70.55 | 68.99 | 69.07 | 70.44 | 69.53 | 69.83
SP-T-lineal 8.43 8.91 8.83 8.9 8.61 8.42 8.23 7.76

SP-T-poli 11.21 | 11.63 | 11.59 | 11.55 | 11.36 | 11.18 | 11.07 | 10.52
SP-T-rbf 11.31 | 11.71 | 11.61 11.7 11.47 | 11.27 | 11.15 | 10.63
SPC-lineal 248.26 | 243.93 | 247.67 | 244.1 | 229.42 | 226.14 | 281.62 | 308.67
SPC-poli 241.01 | 248.03 | 248.03 | 238.06 | 228.85 | 225.48 | 281.36 | 304.5
SPC-rbf 245.63 | 246.57 | 249.66 | 238.93 | 232.64 | 222.72 | 283.18 | 310.96
SPC-T-lineal 8.96 9.82 10.02 9.45 9.85 9.66 8.67 8.39

SPC-T-poli 8.9 9.83 10.03 9.41 9.25 9.66 9.29 8.41

SPC-T-rbf 8.93 9.83 10.03 9.42 9.87 9.57 9.23 8.41

WL-FW-lineal 39.12 | 40.84 | 43.73 | 44.98 | 47.28 | 50.01 | 50.98 | 52.78
WL-FW-poli 38.84 | 40.85 | 43.73 | 45.28 | 47.28 | 50.59 | 50.97 | 52.74
WL-FW-rbf 40.14 | 40.96 | 43.36 | 45.29 | 47.54 | 50.94 | 51.16 | 52.86
WL-FW-T-lineal 39.91 | 40.85 | 43.53 | 45.14 | 47.18 | 50.57 o1 02.72
WL-FW-T-poli 39.45 | 40.92 | 43.47 | 45.21 | 47.19 | 50.32 | 51.07 | 52.69
WL-FW-T-rbf 39.29 | 40.93 | 43.44 | 45.22 | 47.27 | 49.98 | 51.17 | 52.69
WL-lineal 30.83 | 32.87 | 34.95 | 37.25 | 39.18 | 41.37 | 44.11 | 45.51
WL-poli 30.84 | 32.87 | 34.85 | 37.46 | 40.23 | 41.36 | 43.88 | 45.51
WL-rbf 31.03 | 3296 | 35.14 | 37.35 | 40.65 | 41.39 | 43.72 | 45.68
WLE-FW-lineal 2542 | 38.07 | 43.12 | 44.96 | 48.03 | 48.91 | 50.83 | 53.99
WLE-FW-poli 25.61 38 44.04 | 44.93 | 47.83 | 48.89 50.8 53.69
WLE-FW-rbf 25.69 | 3792 | 44.18 | 45.01 | 47.71 | 49.06 | 50.88 53.6

WLE-FW-T-lineal | 38.6 41.15 44.6 45.14 | 47.64 | 49.09 51.1 53.45
WLE-FW-T-poli 38.6 41.02 | 44.46 | 45.13 | 47.51 | 49.18 | 51.18 | 53.24
WLE-FW-T-rbf 39.12 41.1 44.15 | 45.24 47.6 49.31 51.2 03.26
WLE-lineal 30.99 | 32.95 34.9 37.2 40.3 41.13 | 43.36 46.2

WLE-poli 31.13 | 3291 34.9 37.03 40.3 41.21 | 43.44 | 46.84
WLE-rbf 31 33.19 | 35.12 | 37.14 | 40.42 | 41.25 | 43.56 | 46.93
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Tabla VII. Tiempo de cdlculo de la totalidad de los métodos kernel evaluados con respecto al
numero de grafos de entrada (n): 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 y 1024 grafos.

Kernel \ Ntimero 8 16 32 64 128 256 512 1024

iSP-lineal 0.17 | 0.37 | 0.85 | 2.16 6.23 19.95 | 70.45 | 261.51
iSP-poli 0.22 | 0.55 | 1.53 | 483 | 16.76 | 61.68 | 232.28 | 886.59
iSP-rbf 0.23 | 0.56 | 1.63 | 4.84 | 16.79 | 61.43 | 233.86 | 903.44
iSP-T-lineal 0.16 | 0.32 | 0.65 | 1.39 | 3.05 7.45 20.05 | 60.41
iSP-T-poli 0.16 | 0.33 | 0.76 | 1.78 4.56 13.02 | 42.21 | 148.58
iSP-T-rbf 0.16 | 0.33 | 0.75 | 1.76 4.53 12.91 | 41.53 | 146.08
SP-lineal 0.18 | 0.38 | 0.88 | 2.3 6.77 22.06 | 78.71 | 301.1
SP-poli 0.24 | 0.58 | 1.7 | 5.47 | 19.26 | 71.58 | 275.94 | 1116.5
SP-rbf 023 | 0.6 | 1.81 | 5.56 | 19.64 | 73.17 | 280.71 | 1073.7
SP-T-lineal 0.15 | 0.32 | 0.67 | 1.44 3.2 7.64 20.63 62.7

SP-T-poli 0.17 | 0.34 | 0.Y7 | 1.83 4.78 13.94 | 45.78 | 162.6
SP-T-rbf 0.16 | 0.34 | 0.77 | 1.83 4.76 13.81 | 45.36 | 161.48
SPC-lineal 0.95 | 1.65 | 3.72 | 15.2 | 121.95 | 859.27 | 3015 | 29748
SPC-poli 0.84 | 1.65 | 3.73 | 15.64 | 122.56 | 690.61 | 4743.3 | 27813
SPC-rbf 0.91 | 1.65 | 3.74 | 15.32 | 126.02 | 771.32 | 4257.3 | 31157
SPC-T-lineal 0.27 | 046 | 0.92 | 1.91 3.67 7.31 | 15.17 | 35.86
SPC-T-poli 0.23 | 047 | 0.9 1.83 3.67 7.33 15.22 | 32.32
SPC-T-rbf 024 | 046 | 092 | 1.84 3.69 7.45 15.62 | 38.56
WL-FW-lineal 0.93 | 1.86 | 4.7 | 23.75 | 165.3 | 1187.1 | 7657.3 | 42514
WL-FW-poli 0.93 | 1.85 | 4.72 | 23.76 | 161.27 | 1188.3 | 6647.9 | 40276
WL-FW-rbf 0.93 | 1.86 | 4.74 | 23.92 | 171.66 | 1240.6 | 5693.3 | 42396

WL-FW-T-lineal 0.93 | 1.87 | 4.74 | 23.66 | 165.34 | 1179.8 | 5958.3 | 29198
WL-FW-T-poli 0.95 | 1.85 | 4.75 | 24.03 | 168.33 | 1239.3 | 5817.6 | 48486

WL-FW-T-rbf 0.68 | 1.39 | 2.96 | 15.41 | 116.31 | 725.9 | 5410.5 | 41862
WL-lineal 0.66 | 1.33 | 2.96 | 12.39 | 116.81 | 775.5 | 5499 | 39579
WL-poli 0.65 | 1.33 | 2.98 | 12.35 | 120.33 | 760.68 | 5756 | 27274
WL-rbf 0.81 | 1.73 | 3.55 | 11.97 | 69.42 | 385.79 | 2954.1 | 13624
WLE-FW-lineal 0.82 | 1.63 | 3.55 | 12.04 | 105.94 | 385.1 | 2979.7 | 11153
WLE-FW-poli 0.81 | 1.62 | 3.56 | 12.11 | 111.85 | 402.88 | 3132.1 | 12316
WLE-FW-rbf 0.82 | 1.64 | 3.61 | 13.58 | 138.15 | 510.61 | 5583.5 | 34042

WLE-FW-T-lineal | 0.94 | 1.87 | 4.79 | 23.24 | 165.19 | 1186.5 | 6003 | 40229
WLE-FW-T-poli 0.82 | 1.65 | 3.62 | 13.46 | 138.43 | 513.01 | 5486.2 | 26178
WLE-FW-T-rbf 0.82 | 1.65 | 3.67 | 13.57 | 143.1 | 528.97 | 5745.9 | 32702
WLE-lineal 0.65 | 1.32 | 2.96 | 12.76 | 116.78 | 676.05 | 5428.2 | 25353
WLE-poli 0.65 | 1.33 | 2.95 | 12.34 | 116.79 | 659.73 | 5432.2 | 25316
WLE-rbf 0.67 | 1.33 | 296 | 12.3 | 120.59 | 514.82 | 5679.1 | 33414
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Tabla VIII. Tiempo de cdlculo (segundos) de la totalidad de los métodos kernel evaluados con
respecto al tamano de los grafos de entrada (N): 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 y 1024 nodos.

Kernel \ Tamano 8 16 32 64 128 256 512 1024
iSP-lineal 0.29 | 2.19 | 21.85 | 278.03 | 4390.7 | 72883 n/a n/a
iSP-poli 0.45 | 4.69 | 65.02 | 1059 | 18573 | n/a | n/a | n/a
iSP-rbf 046 | 4.71 | 64.95 | 1055 | 19028 | n/a | n/a | n/a
iSP-T-lineal 0.26 | 1.4 8.98 54.59 | 329.75 | 2071.3 | 13980 n/a
iSP-T-poli 0.31 | 1.76 | 11.41 73.1 475.49 | 3195.7 n/a n/a
iSP-T-rbf 0.3 1.73 11.4 73.27 | 478.33 | 32074 n/a n/a
SP-lineal 0.31 | 235 | 22.61 | 267.58 | 3614.2 | 55265 n/a n/a
SP-poli 0.54 | 5.43 | 67.94 | 970.19 | 14981 | n/a | n/a | n/a
SP-rbf 0.52 | 539 | 682 |985.39 | 15316 | 229590 | n/a n/a
SP-T-lineal 0.27 | 1.42 8.62 | 52.91 | 323.68 | 2030 13721 n/a
SP-T-poli 0.33 | 1.81 11.6 73.73 | 476.14 | 3202.4 | 22810 n/a
SP-T-rbf 0.32 | 1.82 | 11.75 | 73.77 | 478.08 | 3202.2 | 22889 n/a
SPC-lineal 1.67 | 12.31 | 192.7 | 2521.5 | 69042 n/a n/a n/a
SPC-poli 174 | 14.88 | 253.24 | 4096.4 | 64927 | n/a | n/a | n/a
SPC-rbf 1.68 | 11.47 | 263.27 | 2577.2 | 69397 n/a n/a n/a
SPC-T-lineal 0.5 1.86 9.28 50.97 | 294.55 | 1818 | 11641 n/a
SPC-T-poli 0.49 | 1.81 9.3 51.03 | 294.85 | 1841.6 | 10950 n/a
SPC-T-rbf 0.49 | 1.94 9.3 50.93 | 294.63 | 1877.2 | 10975 | n/a
WL-FW-lineal 5.44 | 23.37 | 96.8 | 443.51 | 1856.8 | 7168.2 | 22716 n/a
WL-FW-poli 0.43 | 22.69 | 97.37 | 444.25 | 1869.7 | 7620.2 | 22500 n/a
WL-FW-rbf 5.44 | 23.48 | 99.36 | 446.69 | 1871.1 | 5376.8 | 23870 n/a

WL-FW-T-lineal 5.4 | 23.61 | 98.86 | 445.27 | 1821.9 | 5376.5 | 24598 n/a
WL-FW-T-poli 5.47 | 23.47 | 99.01 | 430.34 | 1461.8 | 5380.7 | 23019 n/a

WL-FW-T-rbf 5.47 | 23.44 | 99.39 | 398.11 | 1876.4 | 5382.6 | 22876 n/a
WL-lineal 3.5 | 12.85 | 42.67 | 220.03 | 824.7 | 3080.6 | 8723.1 | 35408
WL-poli 2.82 | 134 42.7 | 213.43 | 824.87 | 3353.6 | 8747.5 | 34727
WL-rbf 3.32 | 8.61 | 43.61 | 205.32 | 829.56 | 3381.2 | 8731.5 | 34784
WLE-FW-lineal 2.4 | 1271 | 51.79 | 263.08 | 1109.9 | 4898.2 | 19459 n/a
WLE-FW-poli 2.65 | 11.06 | 51.72 | 258.76 | 1108.8 | 4893.1 | 19442 n/a
WLE-FW-rbf 3.09 | 12.79 | 51.82 | 311.67 | 1112.9 | 4910.3 | 19416 n/a

WLE-FW-T-lineal | 3.35 | 13.4 | 51.96 | 310.26 | 1107 4836.9 | 19569 n/a
WLE-FW-T-poli 4.11 | 13.37 | 51.99 | 300.32 | 1155.4 | 4801.4 | 19703 n/a
WLE-FW-T-rbf 2.64 | 13.23 | 52.12 | 314.16 | 1162.9 | 5034.9 | 19665 n/a
WLE-lineal 2.68 | 8.61 42.9 | 218.01 | 824.77 | 3113.2 | 8624.2 | 34100
WLE-poli 2.36 | 853 | 4297 | 205.69 | 822.67 | 3078.7 | 8563.3 | 34043
WLE-rbf 247 | 9.67 | 43.02 | 209.61 | 825.09 | 3093.7 | 8620.5 | 34038
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A.2 Resultados de experimentos con esquemas de eti-
quetado

En esta seccion se presenta el resto de los resultados de los experimentos con grafos etique-
tados de acuerdo a esquemas mostrados en el capitulo IV.

Primero se muestran lo resultados obtenidos con las variantes del kernel de caminos
mas cortos y después los resultados correspondientes a los experimentos realizados con las

variantes del kernel de subarboles.

A.2.1 Variantes de kernel de caminos maés cortos (SP)

Kernel de caminos mas cortos invertido (iSP)

Para la comparacién entre las tres variantes del kernel de caminos mas cortos (SP-lineal,
SP-poli y SP-rbf) y el kernel de caminos mds cortos invertido y sus tres variaciones (iSP-
lineal, 1SP-poli y iSP-rbf) tenemos la Figura 57.

Para las variantes que utilizan el kernel lineal, (Figura 57(a)) tenemos que la mayoria
de los resultados favorecen al kernel SP-lineal pero solo para el grupo “N grande”, con
topologia estrella, se tiene un resultado superior al 80%, el resto es inferior o cercano al
70%. El otro resultado superior al 80% es del mismo grupo pero resultante del kernel iSP
(su unico valor relevante).

En el segundo caso (kernel polinomial) se puede apreciar (Figura 57(a)) que la mayor
parte de los valores son similares a los de la Figura 57(a) y que los valores mas significativos
pertenecen al kernel iSP-poli que se aplica sobre grafos con topologia de drbol y estrella
en el primer grupo del experimento (“N grande”) ya que obtuvieron un porcentaje de
clasificacién de 82.5% y 77.67% respectivamente.

Por tltimo, el kernel SP-rbf fue el que tuvo resultados mas relevantes en el primer grupo
(“N grande”) sobre grafos con topologia de drbol y estrella (96.17% resp. 90.67%) y en
el tercer grupo ( “N y n moderado”) sobre grafos con topologia de estrella con 79.17% de

clasificaciéon. Para el segundo grupo ( “n grande”) se tuvieron resultados menores o muy
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Figura 57. Desempeno de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
caminos mas cortos y sus variaciones (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf) y kernel de caminos més
cortos invertido y sus variaciones (iSP-lineal, iSP-poli e iSP-rbf). Conjuntos: N grande (N = 600
y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).
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cercanos al 50%.
Kernel de caminos mas cortos podados (SP-T)

En el experimento realizado para evaluar el impacto del proceso de podado sobre los grafos
de entrada del kernel de caminos mds cortos (SP-T), se pudo constatar que la variacién ya
mencionada resulta en una ventaja sobre su contraparte original del método kernel (SP).

En la Figura 58(a) se puede ver como el kernel SP-T es el que obtuvo mejores resultados
(mayores de 70%) y para el resto se tuvo resultados muy pobres, menores o muy cerca del
60% en el mejor de los casos.

Para la Figura 58(b) se repite el mismo comportamiento, siendo SP-T el que mejores
resultados obtuvo. Ademas de esto, podemos ver como todos los resultados por lo general
son similares excepto los resultados del grupo “n grande” en donde disminuyé notablemente
el promedio del kernel SP.

Los resultados de las variantes que utilizan el kernel RBF (Figura 58(c)) vieron una
mejora general para el kernel SP en los grupos 1 y 3 mientras que el grupo 2 mantuvo el
mismo promedio pobre que se obtuvo con las variantes que utlizan el kernel polinomial. A
pesar de esto, el kernel SP-T sigue teniendo mejores resultados sobre todo en el grupo 1

en donde se obtuvo el arriba de 90% para la topologia drbol con ambos métodos kernel.
Kernel de caminos mas cortos invertido podado (iSP-T)

Cuando evaluamos el comportamiento del kernel podado iSP-T a comparacion de su con-
traparte iSP, (Figura 59) nos podemos dar cuenta que el proceso de podar resulta exitoso
para obtener un mejor porcentaje de clasificacién de grafos etiquetados por los esquemas
implementados con respecto a la versiéon normal del kernel de caminos mds cortos invertido.

Estos resultados coinciden con el comportamiento del experimento de la Figura 58 en
donde también resulté en una mejora pero esta vez sobre el kernel de caminos mas cortos

normal.
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Figura 58. Desempenio de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
caminos mas cortos y sus variaciones (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf) y kernel de caminos més
cortos podado y sus variaciones (SP-T-lineal, SP-T-poli y SP-T-rbf). Conjuntos: N grande (N =
600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).
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Figura 59. Desempeno de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
caminos més cortos invertido y sus variaciones (iSP-lineal, iSP-poli e iSP-rbf) y kernel de caminos
mas cortos invertido podado y sus variaciones(iSP-T-lineal, iSP-T-poli e iSP-T-rbf). Conjuntos:
N grande (N = 600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y
n = 25-60).
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Si bien, el proceso de podado no representa un aumento demasiado substancial, si au-
menta el porcentaje de clasificacién correcta en la mayoria de las instancias probadas por
un promedio de alrededor de 10% y en casos extremos por mds de 40% sobre su contraparte.

En las Figuras 59(a), 59(b) y 59(c) podemos ver como iSP-T sobresale con respecto a
1SP en casi todos los casos.

Un detalle importante es el hecho de que por lo general los resultados son bajos con
excepcion de los correspondientes a los grafos con topologia drbol y estrella sobre todo en

el grupo 1 de las tres variantes (lineal, polinomial y rbf).
Kernel de conteo de caminos maés cortos (SPC)

Quiza la mejora mas significativa en todos los casos fue la que presenté el kernel de conteo
de caminos mds cortos (SPC') sobre el kernel de caminos mds cortos original (SP).

En la Figura 60 nos podemos dar cuenta de manera inmediata como SPC mejora vir-
tualmente todos los resultados obtenidos por SP. Incluso se puede ver como para el grupo
2, que en casi todos los experimentos es el de peor desempenio, la mayoria de los resultados
son mayores a 80% (excepto para SPC-rbf en 60(c)).

Cabe destacar que el kernel SPC mejora tanto el desempeno del kernel SP que su
variante que utiliza el kernel polinomial (SPC-poli) obtiene 4 de los 5 resultados méximos
para cualquier kernel cuando el nimero de grafos es el que se aumenta considerablemente:
Aleatorio: 87%, Arbol: 100%, Estrella: 100%, Anillo: 97.67% y Red de mundo pequerio:
91.33%. Solo el resultado de la topologia anillo no es el méximo porcentaje (el maximo es

99.83%), sin embargo se encuentra muy cerca.
Kernel de conteo de caminos mas cortos podado (SPC-T)

Una vez visto el buen desempeno obtenido por SPC' en comparacion a SP para la clasifi-
cacion de grafos por esquemas de etiquetado, se evalia el desempenio de su versién podada
SPC-T esperando tener resultados similares pues es una version pensada en tener mejor

desempeno en tiempo de calculo que su contraparte.
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Figura 60. Desempeiio de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
caminos mas cortos y sus variaciones (SP-lineal, SP-poli y SP-rbf) y kernel de conteo de caminos
més cortos y sus variaciones(SPC-lineal, SPC-poli y SPC-rbf). Conjuntos: N grande (N = 600 y
n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).



142

Después de analizar los resultados (Figura 61), se puede concluir que, aunque los resul-
tados son competitivos, no resultan ser superiores al kernel SPC.

Ademas de esto, existen casos en los que la distancia entre los resultados de los métodos
kernel SPC y SPC-T favorecen por méas de 20% al primero especialmente cuando se trata
con grafos con topologia tipo anillo. Sin embargo, aunque su comportamiento es desfavor-
able con respecto a su contraparte, todavia resulta una mejora sobre los resultados arrojados

por el kernel original SP para la clasificacién por esquemas de etiquetado.

A.2.2 Variantes de kernel de subarboles (WL)

Kernel de subarboles tomando en cuenta aristas (WLE)

En la Figura 62 se muestra la comparacién de resultados de clasificacién entre el kernel
de subdrboles y su versién que toma en cuenta aristas WLE. Al analizar los resultados,
tenemos que la variacion en la que se toma en cuenta las aristas del kernel de subdrboles
(WLFE) resulta una mejora sobre el kernel original ya que mejora visiblemente el desempeno
sobre grafos con topologia tipo anillo y ademaés obtiene resultados similares en el resto.
La tnica instancia en la que WL resulta mejor que WLE es en el caso de que se estén
clasificando grafos con topologia tipo red de mundo pequerio (RMP) ya que obtuvo mejores
resultados en dos de los tres grupos en cada una de las variantes del kernel ( WL-lineal, WL-

poli y WL-rbf).
Kernel de caminos mas cortos sobre grafo de caminos més cortos (WL-FW)

La Figura 63 muestra el impacto que tiene el proceso de transformar los grafos de entrada
en grafos de caminos mds cortos antes de procesarlos con el kernel de subdrboles, este kernel
es conocido como WL-FW.

En la Figura podemos ver como los resultados arrojados por los kernels WL y WL-FW
son muy similares entre si, es decir, que la transformacion aporta poco para mejorar el
porcentaje de clasificacién, al contrario de lo que se pensaba.

El kernel WL-FW obtuvo pocos resultados mayores que su equivalente con el kernel
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Figura 61. Desempeno de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
conteo de caminos mds cortos y sus variaciones (SPC-lineal, SPC-poli y SPC-rbf) y kernel de
conteo de caminos mas cortos podado y sus variaciones(SPC-T-lineal, SPC-T-poli y SPC-T-rbf).
Conjuntos: N grande (N = 600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado
(N =120 y n = 25-60).
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Figura 62. Desempenio de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
sub-arboles y sus variaciones ( WL-lineal, WL-poli y WL-rbf) y el kernel de sub-arboles tomando
en cuenta aristas y sus variaciones ( WLE-lineal, WLE-poli y WLE-rbf). Conjuntos: N grande (N
= 600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).
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Figura 63. Desempeno de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de sub-
drboles y sus variaciones ( WL-lineal, WL-poli y WL-rbf) y el kernel de sub-drboles sobre grafo de
caminos mas cortos y sus variaciones ( WL-FW-lineal, WL-FW-poli y WL-FW-rbf). Conjuntos:
N grande (N = 600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y
n = 25-60).
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WL pero la diferencia no es lo suficientemente grande para considerarlos un punto a su

favor para ser elegido sobre su contraparte.

Kernel de subarboles tomando en cuenta aristas sobre grafo de caminos mas
cortos (WLE-FW)

Cuando se evalta el impacto de la transformacion Floyd- Warshall sobre los grafos antes de
aplicar el kernel de subdrboles tomando en cuenta aristas ( WLE-FW') nos podemos percatar
que sucede virtualmente lo mismo que sucede con WLy WL-FW con la excepcion de .

Como se puede ver en la Figura 64, los valores arrojados por los kernels WLE y WLE-
FW obtuvieron casi el mismo resultado para la mayoria de los conjuntos de datos, en los
tres grupos y con las tres variaciones de kernels (lineal, poli y rbf).

Al igual que para su contraparte WL, el proceso de aplicar la transformacién de Floyd-
Warshall aporta muy poco para la mejora en resultados de clasificacién lo que lo hace dificil

de escoger sobre el original a menos de que tenga mejor desempeno en tiempo de ejecucion.
Kernel de subarboles sobre grafo de caminos mas cortos podado (WL-FW-T)

El propésito de podar los grafos antes de aplicar el kernel WL-FW es reducir, en la medida
de los posible, el tiempo de calculo del kernel esperando no sacrificar mucho en porcentaje
de clasificacion.

En la Figura 65 se puede ver inmediatemente como el proceso de podar no tuvo ningin
efecto (positivo o negativo) en la clasificacién ya que los resultados son exactamente los
mismos en para todos conjuntos de datos, los tres grupos y con las tres variantes de kernel

(WL-FW-T-lineal, WL-FW-T-poli y WL-FW-T-rbf).

Kernel de subarboles tomando en cuenta aristas sobre grafo de caminos mas
cortos podado (WLE-FW-T)

Para la evaluacion del impacto de podar el kernel WLE-FW se puede observar que tampoco

ofrece mucho cambio con respecto al original WL-FW.
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Figura 64. Desempeno de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
sub-drboles tomando en cuenta aristas y sus variaciones (WLE-lineal, WLE-poli y WLE-rbf)
y el kernel de sub-drboles sobre grafo de caminos més cortos tomando en cuenta aristas y sus
variaciones ( WLE-FW-lineal, WLE-FW-poli y WLE-FW-rbf). Conjuntos: N grande (N = 600 y
n = 20-30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).
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Figura 65. Desempeno de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
sub-drboles sobre grafo de caminos més cortos y sus variaciones ( WL-FW-lineal, WL-FW-poli y
WL-FW-rbf) y el kernel de sub-drboles sobre grafo de caminos més cortos podados y sus variaciones
(WL-FW-T-lineal, WL-FW-T-poli y WL-FW-T-rbf). Conjuntos: N grande (N = 600 y n = 20-
30); n grande (N = 60 y n = 60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).



149

100
9
E\i 80
c 70
© 60
§ 50
= 40
» 30
(—“)’ 20
10
0
E B 8|22 |E|8|s|=|2 |E|B s|=|¢
§ < £ < s < £ < 5 < £ <
K} w o w 2 w
< < <
N grande n grande Ny n moderado

lineal
B WLE-FW = WLE-FW-T

(a) Esquemas de etiquetado variacién lineal

[}
e
=
<<

Clasificacion (%)
WHUODN®O 6\
[seoleolojololeNe)

]
Arbol

o
=
o

20

10

0
k) S o o ko) S o o ko) s o
s T E 2 s T T2 s Tz
© 7 < © Z < © 7 <
Ko} w o w 2 i
< < <

N grande n grande Ny n moderado

B WLE-FW & WLE-FW-T

(b) Esquemas de etiquetado variacién polinomial

° K]
ke 2

= =
< <

o
=
o

Clasificacion (%)
WH DN ®O 6\
[seoleolojololeNe)
]
Arbol

20

10

0
kel S oo il S o o iel 8o
s T E 2 s T T2 s Tz
© 7 < © z < © 7 <
Ko} w o w 2 i
< < <

N grande n grande Ny n moderado

rbf
B WLE-FW = WLE-FW-T

(¢) Esquemas de etiquetado variacién rbf

Figura 66. Desempeno de clasificacién (%) de grafos por esquemas de etiquetado. Kernel de
sub-drboles sobre grafo de caminos mas cortos tomando en cuenta aristas y sus variaciones ( WLE-
FW-lineal, WLE-FW-poli y WLE-FW-rbf) y el kernel de sub-drboles sobre grafo de caminos més
cortos podados tomando en cuenta aristas y sus variaciones ( WLE-FW-T-lineal, WLE-FW-T-poli
y WLE-FW-T-rbf). Conjuntos: N grande (N = 600 y n = 20-30); n grande (N = 60 y n =
60-200); N y n moderado (N = 120 y n = 25-60).
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En la Figura 66 se puede observar como se tienen resultados muy parecidos a los
obtenidos en la comparacion de la Figura 65 aunque no exactamente iguales como en ese
caso.

Aunque, en la gran mayoria de los resultados los valores son iguales, la variacién podada
(WLE-FW-T) es superior en los valores con diferencias significativas lo que la hace una

mejor opcion sobre WLE-FW.



Apéndice B

Conjuntos de datos para experimentos

B.1 Generacion de datos

B.1.1 Paquete igraph

Para la generacién de los grafos prueba, se seleccioné el paquete igraph (Csardi y Tamas
Nepusz, 2006) el cual estd disponible en una variedad de lenguajes de programacién. En
este trabajo se utiliza el paquete que estd incluido en el lenguaje de programacion R.

El paquete igraph permite generar, manipular y visualizar grafos de distintos tipos y
tamanos asi como asignar atributos como pesos y colores tanto a los vértices como a las
aristas de dichos grafos. Estas caracteristicas permiten generar una gran variedad de grafos

que permitan modelar problemas del mundo real.
B.1.1.1 Almacenamiento de informacion

Debido a que los grafos se generan con el paquete igraph para el lenguaje R y los métodos
kernels asi como los métodos para la clasificacion fueron implementados para Matlab, una
de las caracteristicas principales que se busca en el proceso de generacién de grafos es la
capacidad de guardar la informaciéon de una manera sencilla y compacta pero que retenga
todas las caracteristicas propias de dicho grafo de tal manera que esta informacién sea
transportable y almacenable para su uso posterior.

Para esto, se creé una estructura de datos la cual contiene, de una manera estandar,
toda la informacién con respecto a los vértices y aristas asi como sus respectivas etiquetas.
Se opté por usar un archivo csv! para cada uno de los objetos por su facilidad de lectura

por varios programas para procesarlos y manipularlos. Esta estructura consta de 3 partes

Lesv: archivo de texto de valores separados por comas
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Figura 67. Estructura de datos utilizada para almacenar los grafos. (a) Matriz de adyacencias.
(b) Vector de etiquetas de los vértices. (¢) Matriz de etiquetas en las aristas.

(ver Figura 67): la matriz de adyacencias (a), el vector con las etiquetas de cada uno de
los vértices (b) y la matriz de adyacencias con las etiquetas correspondientes a cada una

de las aristas (c).

B.1.2 Topologias

Existen distintas topologias de grafos que se pueden generar con el paquete igraph. En este

trabajo consideramos las siguientes:

Arbol Requiere tres pardmetros: el niimero de vértices, el nimero de hijos por vértice y
el modo, que puede ser “out”, “in” o “undirected” en donde los dos primeros indican
la direccién en la que apuntan las aristas en caso de ser un arbol dirigido y el ultimo

indica que se desea crear un grafo no dirigido.

Estrella Requiere tres pardmetros: el nimero de vértices, el modo que indica la direccién
de las aristas en caso de ser un grafo dirigido y el indice del vértice que serd el centro

de la estrella a crear.

Anillo Requiere cuatro pardmetros: el nimero de vértices, “dirigido” (falso o verdadero),
« ) . . . . , . ,

mutuo” (falso o verdadero) que indica si las conecciones entre vértices seran mutuas

en caso de ser un grafo no dirigido y “circular” (falso o verdadero) que indica si el

grafo sera circular o no.
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Red de mundo pequeno Requiere cuatro pardmetros: dimension del enrejado? inicial,
el tamano del enrejado en cada una de las dimensiones, el vecindario dentro del cual
los vértices del enrejado seran conectados y la probabilidad de re asignacién de aristas.

El ntimero de vértices en total es igual a n = tamano®mension,

Aleatorio Se genera por medio del juego Erdos Renyi y requiere cinco parametros: el
numero de vértices, p o m que indica la probabilidad p de que exista una arista entre
un par de vértices o el nimero total m de aristas a crear, “tipo” (“gnp” en caso
de haber proporcionado la probabilidad o “gnm” en caso de haber proporsionado el
nimero exacto de aristas que se quieren), “dirigido” (falso o verdadero) que indica el
modo del grafo y “autociclos” (falso o verdadero) que determina si se permiten aristas

al mismo vértice.

B.1.3 Grafos compuestos

Como parte de los casos de pruebas sintéticos se generaron grafos con topologias no con-
vencionales de una manera controlada para asi disenar experimentos mas completos y con
esto probar mas a fondo el desempeno de cada uno de los kernels para grafos.

Con esto en mente, se introducen los grafos compuestos que consisten en un conjunto de
grafos de topologias conocidas conectados entre si de tal manera que forman una topologia
“externa”. Se pueden ver a los grafos compuestos como grafos normales en donde cada uno

de sus vértices en realidad es un grafo con topologia propia.

B.2 Descripciéon de métodos para generar grafos

Ya que el paquete igraph nos da mucha flexibilidad y variedad en los tipos de grafos que se
pueden crear, es necesario implementar programas que permitan generar grafos de manera

controlada.

2¢] algoritmo utilizado para generar la red de mundo pequerio lo hace a partir de un grafo en forma de
enrejado o reticula.
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a) b)

Figura 68. Ejemplos de grafos compuestos. a) Una estrella “externa” compuesta de anillos
“Internos”. b) Un anillo “externo” compuesto de estrellas “internas”.

Es por esto que se implementaron dos algoritmos para manejar la generacién de los
casos de prueba. Un algoritmo genera cualquiera de las cinco topologias descritas y el otro

genera los grafos compuestos.

B.2.1 Parametros de métodos para generar grafos

Por la naturaleza distinta de ambos tipos de grafos, es necesario manejar dos algoritmos
con parametros distintos, aunque hay algunos que se repiten para ambos. A continuacion
se describen los parametros comunes utilizados por ambos algoritmos asi como los que son

propios de cada uno:
B.2.1.1 Parametros comunes

N Es el numero de grafos que se quieren generar por cada uno de los tipos en el caso de

que sean grafos sencillos o de las formas en caso de ser grafos compuestos.

Etiquetas de vértices Puede ser dado en forma de un conjunto de etiquetas. Se asigna

aleatoriamente una etiqueta dentro de éste a cada uno de los vértices.

Etiquetas de aristas De igual manera que las etiquetas de los vértices, estas pueden venir

de un conjunto. También se asigna aleatoriamente una etiqueta del conjunto por cada
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arista o se le asigna la misma a todas en caso de existir solo una.

Propédsito Para la clasificacion es necesario generar un conjunto de grafos para el entre-
namiento y otro conjunto para la prueba del algoritmo para determinar la exactitud
en la clasificacién. Esta opcién permite seleccionar si los grafos seran con el propdsito

de entrenamiento, para pruebas o para ambos.

Este parametro recibe una lista en la cual pueden estar “entrenamiento” y “prueba”
o ambos. En caso de que estén ambos, el algoritmo genera dos conjuntos de pruebas

distintos pero generados con las mismas propiedades, uno para cada propdsito.

Folder Es el nombre de la carpeta en la que se quiere almacenar toda la informacién. Por

lo regular, se le asignan nimeros para facilitar su manejo.
B.2.1.2 Grafos sencillos

El algoritmo generador de grafos sencillos es capaz de generar cualquiera de las cinco
topogias descritas. Debido a la naturaleza de estas cinco topologias distintas, es necesario
establecer los parametros que sean suficientes para generar cualquiera de ellas.

Estos son los pardametros particulares del generador de grafos sencillos:

tipos Es el tipo de grafo que se quiere generar. Puede ser uno solo o también puede
contener una lista de tipos de grafos. En el caso de ser una lista, el método generara
N grafos por cada elemento de esta lista. Los tipos permitidos son: arbol, estrella,

anillo, red de mundo pequeno y aleatorio.

n es el nimero de vértices de cada grafo. Este pardmetro proviene de un conjunto de
valores de entre los cuales se selecciona uno aleatoriamente cada vez que se genera
uno, de tal manera que se puede tener un conjunto de grafos de tamanos distintos o

un conjunto de grafos del mismo tamano.
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p Como parte de los parametros necesarios para generar un grafo aleatorio, es necesario
incluir la probabilidad de que exista una arista entre cada par de vértices del grafo.

En caso de que éste sea 0, se asignara una probabilidad aleatoria.

Al igual que el método para generar grafos aleatorios, también se requiere una prob-
abilidad p en el caso de la generacion de grafos tipo red de mundo pequeno, que es la

probabilidad de “re-alambrado”.

En el caso de este pardametro comun, se recibe un arreglo de dos valores en donde
el primero es la probabilidad para generar grafos aleatorios y el segundo es para los

grafos de tipo red de mundo pequeno.
B.2.1.3 Grafos Compuestos

El algoritmo generador de grafos compuestos es capaz de generar un conjunto de grafos que
seran conectados de tal manera que se forme una topologia entre ellos. Estas topologias
pueden ser: estrella, anillo y arbol.

Para la facilidad de explicaciéon y manejo, se le llama ”forma* a la topologia en la cual
seran conectados el conjunto de grafos a los cuales se les llama ” grafos internos“.

Los siguientes son los parametros particulares del generador de grafos compuestos:

forma es la topologia en la que se quiere conectar el conjunto de grafos internos que van
a formar cada grafo compuesto creado. Esta topologia o forma puede ser: anillo,

estrella o arbol.

numero de grafos internos es el niimero de grafos internos que se quieren conectar para
formar una topologia. Se puede ver como el nimero de “vértices” que tendra el “grafo

externo” o forma.

numero de vértices en grafos internos es el nimero de vértices que tendra cada grafo
interno. Este pardmetro puede un solo niimero o un conjunto de valores de los cuales

se asigna aleatoriamente uno para cada grafo.
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tipos de grafos internos con este parametro podemos elegir qué topologias tendra cada
uno de los grafos. Este parametro debe de ser una lista con los tipos deseados o un
solo elemento describiendo la topologia que se quiere para todos los grafos internos

del grafo compuesto.

En el caso de que el nimero de elementos de dicha lista sea mas de 1 pero menos
que el nimero total de grafos internos, se recorren uno por uno los elementos de la
lista de manera circular. Es decir, cuando llega al tltimo elemento, el siguiente sera

el primero de nueva cuenta.

B.2.2 Tipos de clases

Dentro del proceso de generacién y lectura de los grafos para la realizacién de los experi-
mentos, dependiendo del tipo de grafo a generar, se puede seleccionar el tipo de “etiqueta”
que se le dara a cada objeto por el cual se va a clasificar. Estas etiquetas pueden ser asig-
nadas en el momento en el cual se genera el objeto o méas adelante, durante el proceso de
lectura del mismo para ser procesado. Todo depende del tipo de experimento que se quiera
realizar.

Aparte de la clasificacién de enzimas con el conjunto de datos reales con el que se cuenta,
existen dos tipos distintos de clases que se pueden aplicar ya sea a grafos sencillos como a

grafos compuestos:

Manual Este tipo de etiquetado se asigna en el momento mismo en el que se genera el
grafo con el paqueta igraph. En este caso, usualmente se quiere clasificar entre dos

tipos de grafos, siendo la clasificacién por topologia lo mas sencillo.

Se le asigna un nimero distinto a cada una de las clases de acuerdo al tipo de grafo
y se agrega este nimero al final del nombre del archivo que contiene la informacién
de cada uno de los grafo generados. De este modo, al momento de ser capturados los
archivos correspondientes a cada uno de los grafos, se le asigna una etiqueta a cada

uno de ellos dependiendo del digito que se grab6 en su nombre.
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Recorridos Este tipo de etiqueteado se realiza por lo regular a un conjunto de grafos del
mismo tipo ya que, lo que determinara la clase a la que cada uno de estos grafos
pertenecera es el tipo de recorrido que se les haga. Este proceso es independiente
al generado inicial de los grafos, es decir, primero se generan los grafos del mismo
tipo y después, como parte del proceso de lectura de los archivos, se realiza el nuevo

etiquetado.

Primeramente se obtiene un arbol de esparcimiento minimo (Cormen et al., 2001) a
cada uno de los grafos. Depués, a cada uno de estos arboles de esparcimiento minimo
se les realiza un recorrido, pre-orden (Cairo, 2002) a la mitad y post-orden (Cairo,
2002) a la otra mitad. De acuerdo al recorrido, se etiqueta cada uno de los vértices
de manera ascendente. Las etiquetas en este caso pertenecen a un conjunto el cual
se puede variar. Por lo regular este conjunto va del 1 al 5 pero puede ser variado

facilmente.

B.2.3 Variacién en el nimero de etiquetas

Ademas de los experimentos ya citados, también se puede variar el nimero de etiquetas
distintas tanto en vértices como en aristas para evaluar el impacto que tiene en la exactitud
de la clasificacién.

Esta capacidad fue utilizada méas que nada en la etapa de experimentacion ya que se

decidié utilizar un nimero de etiquetas fijo, tanto para aristas como para vértices.

B.3 Conjuntos de Datos reales

En esta seccion se describen los conjuntos de datos reales que se usaran para la comparacion
de los métodos kernel tratados en este trabajo. Estos conjuntos de datos son compuestos
quimicos que pueden ser representados como grafos.

En el caso de los conjuntos Mutag (Debnath et al., 1991) y PTC (Helma et al., 2001)

las etiquetas de los vértices representan los nombres de los atomos y las etiquetas de las
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aristas representan el tipo de enlace.
En el caso del conjunto de Pseudocentros (Gramada y PE, 2006), los vértices representan
pseudocentros asociados a enlaces quimicos y las etiquetas de las aristas representan la

distancia en armstrongs entre cada pseudocentro.

B.3.1 Mutag

Contiene 230 compuestos quimicos (nitrocompuestos aromaticos y heteroarométicos) en
donde el propésito es predecir mutagenicidad en un subconjunto de 188 compuestos con-
siderados apropiados para la clasificacién por Debnath et al. (1991).

Los 188 compuestos son divididos en 2 grupos: 125 muestras contienen niveles positivos

de mutagenicidad y 63 contienen niveles negativos.

B.3.2 PTC

El conjunto de datos PTC (Helma et al., 2001) se obtuvo al suministrar 417 compuestos
quimicos a cuatro tipos de animales de prueba: ratén macho, ratéon hembra, rata macho y
rata hembra. Estos animales se identifican de acuerdo a sus nombres en inglés como: MM
(male mouse), FM (female mouse), MR (male rat) y FR (female rat), respectivamente.

De acuerdo a su carcinogenicidad, se le asigna una de las siguientes etiquetas a cada
compuesto: {EE,IS,E,CE,SE, P, NE, N} en donde CE, SE y P indican “relativamente
activo”, NE y N indican “relativamente inactivo” y EE, IS y E indican “no puede determi-
narse”.

Para simplificar el problema, se les etiqueta como “positivo” a CE, SE y P y como
“negativo” a NE, N. El propdsito es predecir si cada compuesto es es positivo o negativo

para cada tipo de animal de prueba.

B.3.3 Pseudocentros

El conjunto de datos Pseudocentros (Gramada y PE, 2006) contiene 40 enzimas en las

cuales los amonoacidos son sustituidos por cinco tipos de pseudocentros asociados a enlaces
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quimicos: Donador, Aceptor, Donador-Aceptor, Alifdtico y Aromético (correspondiente a
las etiquetas DO, AC, DA, AL y PI respectivamente). La posicién de estos estd dada
como el centro geométrico de los atomos responsables de la propiedad que representan
(Shulman-Peleg et al., 2004).

Las 40 enzimas son divididas en 2 grupos: 20 proteinas de la familia de las quinasas
(EC 2.7.1.-) utilizados por Gramada y PE (2006) y 20 proteinas de las cuales 9 pertenecen
al grupo de las tranferasas (EC 2.5.1.-) y 11 al grupo de las “liasas carbén-carbén” (EC
4.1.-.-).

En la Tabla IX se muestra un resumen de algunos estadisticas asociadas a cada uno de

los 3 conjuntos de datos utilizados.

Tabla IX. Varios estadisticos de los conjuntos de datos reales.

MM FM MR FM Mutag pseudocentros

# Ejemplares 336 349 344 351 188 40
# Positivos 129 143 152 121 125 20
# Negativos 207 206 192 230 63 20
n Max 109 109 109 109 40 92
n Promedio 25.0 25.2 256 26.1 314 49.5
|V | 21 19 19 20 8 5

| E | 4 4 4 4 4 10

donde # Positivos: ejemplos positivos, # Negativos: ejemplos negativos, n Max: tamano
méximo de los grafos, n Promedio: tamano promedio de los grafos, | V' |: nimero de etiquetas
de vértices, | E | : nimero de etiquetas de aristas.

B.4 Conjuntos de datos sintéticos

Ademas de los conjuntos de datos reales, se crearon varios conjuntos de datos sintéticos
disenados para analizar el desempeno de cada uno de los métodos kernel tratados con
respecto a cierto pardmetro especifico.

Esto se realizo fijando los parametros a utilizar y modificando tinicamente el parametro
del cual se quiere determinar su efecto en el desempeno. Con esto se crearon tres grupos

de grafos para ser utilizados en distintas pruebas con los métodos kernel implementados y
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sus variaciones.

El propésito de estos 3 grupos de grafos es evaluar el impacto de sus respectivos
parametros en el tiempo de calculo de los kernels. Es por esto que en este caso todos
los grafos son aleatorios, es decir, no existe ningin tipo de agrupamiento o distincién por
clases en estos conjuntos de datos.

A continuacion se describen los distintos grupos de datos sintéticos que se crearon:

B.4.1 Densidad (c)

Se crearon 8 conjuntos de grafos separados de acuerdo a su densidad (¢), es decir, la cantidad
de aristas. El grupo de datos consta de 8 conjuntos de 64 grafos de 32 vértices cada uno.
Cada conjunto varfa su densidad que va desde 20% hasta 90%.

Debido a los requerimientos de los métodos kernel y, en algunos de los casos, el tamano
de los grafos a trabajar, no se incluyeron conjuntos de datos de 10% ni 100% de densidad
ya que, para el primero, se generarian grafos no conectados y en el segundo caso, los grafos
incluirian autociclos lo cual no es permitido.

En la Tabla X se muestran los parametros con los que se generaron los 8 grupos de

grafos de acuerdo a su densidad.

Tabla X. Pardametros de grafos del grupo de datos Densidad.

Numero de grafos por grupo 64
Numero de vértices por grafo 32
Densidad 20% - 90%*
Etiquetas en vértices {1 - 20}
Etiquetas en aristas {1 - 20}

*La densidad de los grafos varfa de 20% hasta 90% en incrementos de 10%.

B.4.2 Numero de grafos (V)

Se crearon 8 conjuntos de grafos separados de acuerdo a una progresion exponencial del

nimero de grafos en el conjuntos.
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El ntimero grafos de cada uno de los conjuntos va desde 8 duplicando su tamafio en
cada conjunto hasta llegar a 1024 grafos en el ltimo. El resto de los pametros (densidad,
tamano, etc) se mantienen fijos. Estos pardmetros se muestran en la Tabla XI.

Tabla XI. Pardmetros de grafos del grupo de datos Nimero.

Numero de grafos por grupo | 8 - 1024*
Numero de vértices por grafo 16
Densidad 50%
Etiquetas en vértices {1 - 20}
Etiquetas en aristas {1—-20}

*El ntimero de grafos en cada conjunto varia de 8 hasta 1024 duplicando su valor entre cada
conjunto distinto.

B.4.3 Tamano de grafos (n)

Se crearon 8 conjuntos de grafos separados de acuerdo a una progresion exponencial del
tamano, en numero de vértices, de cada uno de sus grafos.

El tamano de cada uno de los grafos va desde 8 vértices duplicando su tamano en cada
conjunto hasta 1024 vértices en el ultimo grupo manteniendo en cada uno de los grupos el

resto de sus parametros fijos. Estos pardmetros se muestran el la Tabla XII.

Tabla XII. Pardmetros de grafos del grupo de datos Tamarno.

Numero de grafos por grupo 64
Numero de vértices por grafo | 8 - 1024*
Densidad 50%
Etiquetas en vértices {1 — 20}
Etiquetas en aristas {1 —20}

* El tamafio de los grafos (nimero de vértices) varfa de 8 hasta 1024 duplicando su valor entre
cada conjunto distinto.

B.4.4 Esquemas de etiquetado

Por lo general, se clasifican objetos que obedecen a cierto patrén en su topologia. En este

caso, se cred un conjunto de datos el cual consiste en el mismo tipo de grafos separados



163

unicamente por las etiquetas de los vértices las cuales fueron determinadas de acuerdo a
dos esquemas de etiquetado.

Estos dos esquemas consisten en obtener un arbol de esparcimiento minimo (MST) y
después recorrer dicho arbol de una de dos maneras: preorden y postorden, y etiquetar los
vértices conforme se vayan pasando por cada uno.

Para esto, se crearon tres grupos en los cuales solo se modifica el nimero de grafos (N)
y el tamano de cada uno (n) para asi determinar, el impacto que tienen estos parametros

sobre la clasificacion.

Esquemas #1: N grande y n moderado. La idea es tener el mayor nimero de grafos
posible pero considerando no excederse en el tamano de cada uno de ellos ya que
su analisis resultaria muy costoso. Con esto se intenta evaluar el impacto que tiene
el nimero de grafos a procesar en el tiempo de procesamiento y exactitud en la

clasificacién.

Esquemas #2: n grande y N moderado. En este caso se generan grafos lo més grande
posible sin descuidar el tamano y buscando un equilibrio entre el mayor tamano y un
nimero manejable de grafos generados, es decir, el nimero y tamano de grafos . De

esta manera se busca evaluar el impacto que tiene el tamano de dichos grafos.

Esquemas #3: N y n moderados. Para propdsitos de comparacion, se genera un
nimero moderado de grafos de tamano moderado. En este conjunto de experimentos
se espera tener un nimero N menor de grafos que en el Experimento 2 pero mayor
que en el Experimento 3 y por otro lado grafos més grandes a los del Experimento 2
pero mas pequenos que los del Experimento 3. Esto nos dard puntos de comparacion
y nos permitird ver el impacto que tiene el aumentar el tamano de los grafos por un

lado y el niimero de estos por el otro.
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Tabla XIII. Pardmetros de grafos de los tres grupos de datos creados para clasificar por esquemas.

Densidad
Etiquetas en vértices
Etiquetas en aristas

{1-5}
{1-5}

{1-5}
{1-5}

Grupo: #1 # 2 # 3
Numero de grafos por grupo 600 60 120
Numero de vértices por grafo | 20-30 | 60-200 | 25-60

{15}
{1 -5}

B.5 Detalles de experimentos

Los experimentos fueron realizados en una médquina con procesador Intel Core 2 Quad
Q9650 a 3.00GHz y 10GB de memoria RAM con sistema operativo Ubuntu Linux 10.10
de 64bits. Los casos de prueba se generaron con el paquete igraph para R, los kernels para
grafos asi como los algoritmos de prueba y recoleccion de datos se programaron en Matlab
R2009a.

Para la clasificacién se utilizé el paquete libSVM (Chang y Lin, 2011) que es amplia-
mente utilizado en la comunidad cientifica por su calidad y la disponibilidad de cédigo en
una variedad de lenguajes de programacién (en este caso se utilizé la versién para Matlab).

La validacion cruzada se emplea sobre todo cuando no es posible tener o generar ele-
mentos ilimitados para su clasificaciéon. En este caso se selecciona un ntmero k£ que es el
nimero de grupos que se forman con los objetos a clasificar disponibles y posteriormente
se entrena con k — 1 objetos y se prueba con el restante. Esto se repite con cada uno de los
grupos, es decir, k veces.

Para los conjuntos de datos reales, se utiliza k = n a lo que se le llama validacién
cruzada LOO (Leav One Out por sus siglas en inglés), esto es, se entrena con todos menos
1 elemento de los disponibles y se verifica con dicho elemento. Puesto que este procesos se
repite k veces, solo es posible realizar experimentos utilizando LOO con conjuntos de datos
relativamente pequenos. En nuestro caso, si fue posible realizar todos los experimentos

con datos reales utilizando esta técnica ya que el conjunto de datos con mas elementos es
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PTC-FM con 351.

Ya que el desempeno de los dos kernels comparados en este trabajo son dependientes
tanto de su implementacion como de la interpretaciéon y manejo de los datos de entrada, es
injusto comparar los resultados obtenidos en este trabajo con los obtenidos en sus respec-
tivos documentos.

Por tal motivo, se comparan los resultados obtenidos con nuestra implementacion y
forma de tratar los conjuntos de datos de los kernels principales, es decir, el kernel de
caminos mds cortos y el kernel de sub-drboles y se evalia el impacto de las variaciones con
respecto a su desempeno.

Para propdsitos de visualisacién y mejor manejo del tamano de los nombres, le llamare-
mos al kernel de caminos mds cortos SP (por sus siglas en inglés “Shortest Path”) y al
kernel de subdarboles Weisfeler-Lehman WL y se le agregard su versién correspondiente al
kernel basico utilizado. Por ejemplo, al kernel de caminos mds cortos que emplea el kernel

lineal (ecuacién 1) se le llamara SP-lineal.



