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Resumen de la tesis de Ramoén Carrillo Bastos, presentada como requisito parcial para la

obtenciéon del grado de Doctor en Ciencias en Fisica de Materiales.

Transporte electronico dentro y fuera de equilibrio en nanocintas de grafeno

Resumen aprobado por:

Dr. Francisco Mireles Higuera Dra. Nancy Sandler

Codirector de Tesis Codirector de Tesis

Estudiamos el transporte electronico a través de nanocintas de grafeno armchair y zigzag
conectadas a reservorios. Nos enfocamos en dos situaciones fisicas, ambas realizables experi-
mentalmente. La primera, el transporte en equilibrio, en particular los efectos de una defor-
macién gaussiana centrosimétrica en la conductancia y la densidad de estados (DOS) con y sin
campo magnético. La segunda, el transporte fuera de equilibrio, especificamente la corriente
que se genera entre los contactos cuando se disponen, en las dos zonas de conexién, campos
eléctricos dependientes del tiempo armoénicamente y con una fase relativa, produciendo la
llamada corriente de bombeo. En ambos casos los electrones en las nanocintas se describen
en la aproximacion de amarre fuerte.

Para el transporte en equilibrio, independiente del tiempo, utilizamos el método de la
funciéon de Green recursiva. Las deformaciones se introducen como cambios locales en la
energia de tuneleo (pseudo-campo magnético) y en la energia de sitio (potencial de defor-
macién). Los resultados muestran que la deformacién disminuye la conductancia, excepto
para el rango de energia asociado con el escalén cero (cintas metélicas). Se presentan ademés
caidas en la conductancia que generan minimos locales. Clasificamos estos minimos en dos
categorias, aquellos que se asocian a la presencia de estados confinados, pues se acompanan
con la formacion de picos en la DOS, y aquellos que se asocian a la mezcla de modos, pues se
presentan antes del surgimiento de un escalén en la conductancia. La deformacién hace que
la DOS local se distribuya en el espacio formando estructuras con una incipiente simetria de
60°, formando seis sectores. Cada uno de estos sectores presenta una asimetria de subred
que se alterna entre sectores contiguos.

La corriente de bombeo se analiza con el formalismo de Keldysh. Usando la periodicidad
en el tiempo del potencial, se desacoplan las ecuaciones fijando una frecuencia de corte y
utilizando un método de renormalizacién. Se presenta el desarrollo de un procedimiento
recursivo para la evaluacién de las expresiones resultantes y el cdlculo de la corriente de
bombeo. Con el método presentado se reproducen resultados publicados en la literatura y
se exponen resultados preliminares. A frecuencias bajas, la corriente de bombeo muestra el
comportamiento lineal con la frecuencia asociado al régimen adiabético. Al aumentar el valor
de la frecuencia la corriente oscila cambiando de signo.

Palabras Clave: Transporte electrénico, nanocintas de grafeno, deformaciones,
bombeo cuantico
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Abstract of the thesis presented by Ramén Carrillo Bastos, in partial fulfillment of the
requirements of the degree of Ph.D. in Materials Physics.

Equilibrium and non-equilibrium electronic transport in graphene nanoribbons

Abstract approved by:

Dr. Francisco Mireles Higuera Dra. Nancy Sandler

Codirector de Tesis Codirector de Tesis

We study the electronic transport in armchair and zigzag graphene nanoribbons when
connected to reservoirs. We focus on two physical situations, both experimentally realizable.
The first, considers the effects of a center -symmetrical Gaussian deformation on the equilib-
rium conductance and density of states of nanoribbons. These studies are extended to include
the presence of an external magnetic field. The second situation involves out-of-equilibrium
transport. In this case the current (pump current) is generated between equilibrium reservoirs
when two time dependent electric fields with a relative phase are applied at the contacts. In
both cases the tight-binding approximation is used.

To study the time independent equilibrium transport, we use the recursive Green function
method. The lattice deformation is introduced as a local change in the hopping paramter
(pseudo-magnetic field) and the on-site energies (deformation potential). Results show that
the presence of the deformation decreases the conductance in all energy ranges except the
one associated with the zeroth-plateau. In addition,the conductance exhibits local minima.
We classify these minima in two categories: those associated with the presence of confined
states, accompanied by peaks in the density of states, and those associated with mode mixing.
The deformation distorts the local density of states forming structures with incipient 60°
symmetry, creating 6 sectors. Fach one of these sectors presents an alternating sublattice
occupancy, emphasizing the emergence of sublattice symmetry breaking.

The pump current is analyzed with the Keldysh formalism. Since the potential is pe-
riodic in time, we decouple the equations for the Green functions by introducing a cut-off
frequency and using a renormalization scheme. We present a recursive procedure to evalu-
ate the resulting expressions. With this method we reproduce published results and present
preliminary ones for the systems of interest. At low frequencies, the pump current shows the
linear behavior with the frequency associated with adiabatic regime. At greater frequencies
the current oscillates changing sign.

Keywords: Electronic transport, graphene nanoribbons, deformations, quantum
pumping
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Capitulo 1

Introducciéon

Actualmente la tecnologia del procesamiento de informacion estd basada en dispositivos
electréonicos. En estos se manipula la informacion a través de diferencias de potencial, tra-
duciendo la presencia o ausencia de corriente de carga resultante en “ceros” y “unos” légicos.
La mayoria de estos sistemas fisicos son dispositivos de estado sélido, entre los cuales desta-
can los transistores. Con los transistores se construyen los procesadores, que son los circuitos
electronicos que realizan las operaciones en las computadoras modernas. Cuanto mayor
nimero de transistores hay en un procesador, mayor sera su capacidad de procesar infor-
macion. Asi mismo se determina la velocidad de procesamiento. La estrategia tecnolégica ha
sido incrementar la densidad de transistores en los procesadores, esfuerzo que se conoce como
miniaturizaciéon. Ademés de las complicaciones tecnolégicas y de ingenieria que implica con-
struir dispositivos de menor tamano y mayor niimero de transistores, existen limites de otra
indole. Por ejemplo, existen limitaciones impuestas por la mecanica cuantica, tales como el
principio de incertidumbre de Heisenberg, o las limitaciones impuestas por el material, como
la disipacién de calor o las fluctuaciones de dopantes en los transistores. A pesar que puede
que se continiie la miniaturizacién con la electréonica convencional, esto sélo puede durar
una década mas (Meindl et al., 2001). Mientras tanto, continua la busqueda de paradigmas

alternativos para la electrénica del futuro.

Una propuesta ha sido cambiar el enfoque actual y utilizar el grado de libertad de espin
del electron. Este campo se conoce como espintronica y abarca una gran variedad de temas
(Zutié et al., 2004). Entre los éxitos de este campo, estdn la magneto-resistencia gigante y
el asociado tuneleo de magneto-resistencia gigante que ya se han utilizado con éxito en el
almacenamiento de informacion. Otras propuestas han sido utilizar otros materiales para

fabricar los dispositivos. Entre los candidatos prometedores esta el grafeno.

La fisica del grafeno es otro campo que ha ganado un enorme interés tecnolégico desde
su descubrimiento por Novoselov et al. (2004). El grafeno es un material excepcional: es
una red bidimensional hexagonal de atomos de carbono, cuya existencia se dudaba debido a
la inestabilidad termodindmica que presentan los cristales bidimensionales. Su existencia se

explica a través de estabilizacion via substrato o corrugaciones (Castro Neto et al., 2009). La



Fisica de bajas energias en los electrones de grafeno esta gobernada por la ecuaciéon de Dirac,
y por tanto presenta propiedades electrénicas tnicas, tales como el el efecto Hall cuantico
anémalo —observable incluso a temperatura ambiente— y el tuneleo Klein (Castro Neto et al.,
2009). Maés atn, el grafeno presenta movilidad electrénica excepcionalmente alta que se
mantiene incluso a temperatura ambiente. Asi, con el grafeno puede que sea posible con-
struir transistores balisticos de efecto de campo a temperatura ambiente (existen algunos
prototipos, por ejemplo Schwierz (2010)), permitiendo la operacién a més altas frecuencias

que los transistores convencionales (Wimmer, 2005).

Ya que el grafeno tiene solo un atomo de grosor, es propenso a deformaciones mecénicas.
Dichas deformaciones afectan la dindamica de los electrones en grafeno. En particular las
deformaciones elasticas se puede describir, en la aproximacion de Dirac, como un pseudo
campo vectorial con efecto similares a los de un campo magnético real. Se le conoce como
pseudo campo magnético y puede dar lugar a niveles de Landau (Mucha-Kruczynski y Fal'ko,

2012) y efectos de interferencia como el Aharanov-Bohm (Vozmediano et al., 2010).

En el presente trabajo de tesis doctoral estamos interesados en estudiar el transporte
electrénico en nanocintas de grafeno en presencia de deformaciones. En particular deforma-
ciones perpendiculares al plano y centro-simétricas. Este tipo de deformaciones pueden ser
causadas con la punta de un microcépio de tuneleo (STM, por sus siglas en Inglés) o por
la topografia del substrato. Presentamos resultados para el transporte electronico balistico
a través de nanocintas de grafeno en presencia de deformaciones gaussianas. El formalismo
utilizado fue el de la funcién de Green recursiva en equilibrio. Asi mismo con el objetivo
de estudiar a futuro la influencia una deformacion gaussiana con amplitud dependiente del
tiempo, estudiamos el bombeo cuantico en nanocintas de grafeno, obteniendo resultados
preliminares. Para obtener resultado numéricos se utilizé el formalismo de las funciones
de Green, especificamente el formalismo de Keldysh para hamiltonianos de pendientes del

tiempo.

El presente trabajo de tesis esta organizado como sigue. En el capitulo 2 describimos el
formalismo utilizado para los calculos numéricos: el formalismo de la funcién de Green dentro
y fuera (Keldysh) de equilibrio, el método de la funcién de Green recursiva y el formalismo
de Buttiker-Landauer. En el capitulo 3 se discute detalladamente el procedimiento de renor-
malizacién asi como el método de evaluacion desarrollado en este trabajo. En el capitulo 4
se revisan las propiedades electrénicas basicas, como la estructura de bandas, del grafeno.
En el capitulo 5 presentamos y discutimos los resultados para el transporte en equilibrio a

través de una nanocinta de grafeno con una deformaciéon gaussiana fuera del plano en su



centro. En el capitulo 6 presentamos los resultados preliminares para el transporte asistido
por potenciales dependientes del tiempo, bombeo cuantico, a través de una nanocinta de
grafeno. Finalmente, en el capitulo 7 presentamos las conclusiones del trabajo de tesis asi

como algunas propuesta de trabajo a futuro.



Capitulo 2

Funciones de Green para el transporte electrénico

Se puede decir, que la ciencia de la materia condensada precede a la ciencia que describe
sus constituyentes atéomicos. Sin embargo, no fue hasta el siglo pasado que se desarrolld
una formulaciéon matemética del problema de muchos cuerpos (con grados de libertad del
orden de 10?*) para describir una muestra mascroscépica en términos de las propiedades
de sus constituyentes (y las interacciones entre ellas). Existen dos clases fundamentales de
propiedades que posee la materia condensada que se manifiestan debido al caracter colectivo:
la primera es la existencia de propagacion, la segunda son las transiciones de fase por las cuales
la materia cambia sus simetria fundamentales. Ambas involucran fenémenos de largo alcance,
con distancias relevantes mucho mayores que el asociado al tamano de sus constituyentes

elementales.

En este trabajo estamos interesados en un fenémeno que se clasifica en la primera cat-
egoria, especificamente en la teoria de propagacién o de transporte. En general, el calculo
de las propiedades de transporte de un sistema es un problema complejo, para el cual en-
contrar resultados exactos es practicamente imposible (Rammer y Smith, 1986). Por tanto,
en los calculos de estas propiedades es necesario involucrar aproximaciones basadas en ar-
gumentos fisicos. En nuestro caso, consideramos sistemas con alta densidad de electrones,
en este limite el sistema puede modelarse en términos de particulas sin interacciones en un
potencial efectivo —resultados de potenciales externos y de campo medio (Fetter y Walecka,
2003). La deduccion de tales hamiltonianos escapa del alcance del presente trabajo, aqui nos

limitaremos a utilizar modelos bien establecidos para estudiar nueva fenomenologia.

Un formalismo natural para describir el transporte es el de las funciones de Green. Dentro
de este, el transporte se describe a través de funciones de correlacién (Doniach y Sondheimer,
1974), que son cantidades que describen la respuesta del sistema al anadir y luego retirar una
particula (o mas). En particular, la formulacién de la funcién de Green fuera de equilibrio
(NEGEF por sus siglas en inglés), desarrollada por Kadanoff y Baym (1962) y Keldysh (1965) y
que permite considerar voltajes finitos e interacciones, se ha convertido en el método conven-
cional. Los resultados centrales del formalismo de la NEGF pueden resumirse en unas cuantas

ecuaciones, que se pueden implementar de manera conveniente en cédigos computacionales,



por lo que ha sido ampliamente utilizada.

En este capitulo se describe el formalismo de la NEGF en equilibrio aplicado al transporte.
La exposicién se limita a presentar los resultados centrales y bosquejar la obtencién de los
mismos. En la seccion 2.1 establecemos la notacién y los conceptos basicos. En la seccién 2.2
introducimos la teoria de las funciones de Green en equilibrio y en la seccion 2.3 la funcion
de Green fuera de equilibrio, también llamado formalismo de Keldysh. El formalismo de
Landauer y su relacion con las funciones de Green se describen en la seccion 2.4. Finalmente,
en la seccion 2.5 presentamos el método utilizados para el calculo de la funcion de Green en

equilibrio.

2.1 Conceptos preliminares

Considere la ecuacién de Schrodinger que describe la dindamica de una particula de masa m;,

0
—ih W) = Hi|) (1)

2
donde H; = 2pi

1
estado asociado a la particula. Se puede demostrar que las soluciones estacionarias son las

+ V.1 es el hamiltoniano, V,,; es el potencial (externo) y |¥) es el vector de

eigenfunciones del operador hamiltoniano, dadas por,

Hilip,) = Enliy,) (2)

Los vectores [1)) forman una base completa para el espacio de Hilbert (#;), tal que cualquier

estado posible para la particula se puede escribir como una combinacién lineal de ellos,
W) =) Cul,) (3)

En general, para los grados de libertad espaciales, es posible encontrar un subconjunto h de
funciones en la base de posicién, {|z)}, o de momentos {|k)} que representa el espacio de
Hilbert.

Considere un conjunto numerable de particulas idénticas, que de manera individual (y en
ausencia de las otras), puedan describirse por la Ec. 1 —donde el grado de libertad de espin
se toma implicito. En Mecanica Cuantica para describir tal sistema, se utiliza el espacio de
Fock, F. El espacio de Fock es el espacio generado por el producto de infinitos espacios de

Hilbert (el espacio para describir individualmente una particula),

H xH: ... H' x...—> F. (4)



Los elementos de este espacio son conjuntos ordenados de kets que describen cada una de las
particulas,
ja) € F = la) = (|¢1), [¢53),...) (5)
Para simplificar la notacion y utilizando el hecho de que las particulas son idénticas, cambi-
amos de representacion. Describimos el estado del sistema especificando solo el niimero de
particulas por estado en el espacio de Hilbert, utilizando cualesquiera base conveniente. Asi
si se usa la eigenbase |1,) para describir el espacio de Hilbert, un estado del espacio de Fock
seria,
|1, ng, .oy oo ), (6)

donde la notacién significa que hay n; particulas en el eigenestado v);, ny particulas en el
eigenestado 1,, etc. Al ser el espacio de Fock un espacio producto, hereda las propiedades del

espacio de Hilbert (incluyendo las operaciones), de esta manera se cumple la ortogonalidad,

<n1/, n2/7 s 7noo/|n1> nag, ... >nOO> = 5n1/,n1a 6712/,712 s 5”00/777/00 (7)

(donde 6, ; es la delta de Kronecker que es 1 sii=jy 0sii# j)y la completez,

Z |1, M2, .oy o) (Nl Mol oL ool = 1. (8)

ni,n2,...

En realidad, no todos lo estados del espacio de Fock son fiscamente aceptables. Criterios
de simetria ante la operacién de intercambio, donde dos particulas cambian de orden en la
descripcion, junto con la condicion de particulas idénticas, generan una clasificacion de las
particulas, en fermiones y bosones, que se manifiesta en presencia de otras iguales (impares e
impares ante la operacién de intercambio). En el caso particular de fermiones, esta simetria
previene que dos particulas se encuentren en el mismo estado, reduciendo significativamente
el nimero de estados en el espacio de Fock que son fiscamente aceptables. Una manera
practica de incluir las restricciones de simetria de intercambio en los estados, que ademas
simplifica la notacion, es introducir nuevos operadores que actuan directamente en el espacio
de Fock cambiando el niimero de particulas en un estado. Ya que estos operadores cambian

el numero de particulas reciben el nombre de operadores de creacion y aniquilacion.

Considere una base para los espacios de Hilbert individuales {|k)}. Sea |nx) un estado
con ny, particulas en el estado |k) —en esta notacién los estados no ocupados se obvian y no se
escriben explicitamente los ceros. Definimos el operador de aniquilacion, ¢, y su conjugado,

1 dor d ion, cf 1
el operador de creacion, ¢;, que cumplen
(- Ty
[Ck, cp | = Ok, {ck, e} = O,

(9)

[Ck7ck’] = CL,CL,] = 07 {Ckack’} = {CLCIJE;’} = Oa



(izquierda para bosones y derecha para fermiones) y operan de la siguiente manera,

cfcrlne) = nelny),
cklng) = (nk)l/Q Iny, — 1), (10)
cklnk) = (ne + 1) I + 1),

sobre la eigenbase, tal que un estado se escribe,

N1, ng, .. Neo) = (c{)m (c%)m . (clo)nm 0). (11)

Utilizando combinaciones lineales de estos operadores, definimos los operadores de campo,
; 2t
D) =St e 0 = S ul x) el 12
k k

donde los coeficientes 1, en la combinacién lineal son las funciones de onda que resuelven
el hamiltoniano de particula simple en la representacion considerada. En este ejemplo, los
operadores de campo describen el niimero de particulas en una posicién x y los coeficientes
Y, son las funciones de onda en el espacio real. Los operadores de la Ec. 12 nos permiten
utilizar esta notaciéon para describir el estado de un sistema de manera abstracta. A través
de ellos podemos escribir las funciones de correlacién conocidas como funciones de Green,

que discutiremos en detalle mas adelante.

2.2 Teoria de la funcion de Green en equilibrio

Definimos la funcién de de Green en equilibrio ordenada en el tiempo que describe a un
sistema de muchas particulas a temperatura cero, como sigue,

i (Wo| Tl g, )0l (27, )] Wo)

o ) =
G(x’ 7‘/1; Y ) h <w0|qjo> )

(13)

donde, z y 2’ representan dos conjuntos con todas las coordenadas de las particulas, ¥ es la
funcién de onda del estado base, es decir H|Wo) = Eo|¥q). T es el operador de ordenamiento
en el tiempo, que posiciona los operadores que aplican a tiempos posteriores a la izquierda
de la siguiente manera: T{A(t)B(t)} = 0(t — " )A(t)B(') F 0(t' — t)B(t')A(t). Aplicando el
signo superior (—) para fermiones y el inferior (4) para bosones, proveniente del intercambio
entre operadores y 0(t) es la funcién escalén. ¢y (z,t) es el operador de campo —definido
anteriormente— en la representacién de Heisenberg y cumple 121(1', t) = e map(x)e”

Nos interesa reescribir la expresién para la funcién de Green de Ec.13 en la representacién

de interaccion. Las diferentes representaciones, para la evaluacion en el tiempo, surgen en



Mecéanica Cuantica debido a que la conexion entre las cantidades fisicas medibles y la teoria

se realiza a través de los valores esperados. Estos tienen la siguiente estructura,

(A1) = WIUT(OAU )W), (14)

posibilitando asociar la evolucion temporal a los kets, a los operadores o ambos. La primera
opcién es conocida como la representacion de Schrodinger, la segunda la de Heisenberg y
la tercera es la representacion de interaccién. En la representacién de Shrodinger, la
dependencia temporal se asigna a las funciones de onda (kets) a través de la ecuacién de
Shrédinger zhahlfs(t)) = H,|V), mientras los operadores se mantienen constantes. En la
representacion de Heisenberg las funciones de onda permanecen constantes en el tiempo,
mientras los operadores evolucionan en el tiempo de acuerdo a la ecuacién de Heisenberg,
O(t) = e™"O(0)e """, Finalmente en la representacién de interaccién tanto la funcién
de onda como los operadores evolucionan en el tiempo, como sigue: considere que el hamil-
toniano total del sistema se puede escribir como la suma de dos operadores, H = Hy + V,
donde Hj son los términos que no involucran interacciones entre particulas y V' las términos

de interacciones; entonces las funciones de onda evolucionan de acuerdo a
Wy (£)) = exp (#Hof/n) exp (Z1H1/n) [ W(0)), (15)
y los operadores cumplen,
O1(t) = exp (/)0 exp (~ifoifn) (16)
Para escribir la funciéon de Green usando la representacién de interaccion, definimos el
operador unitario de evolucién temporal, U, dado por,
U(t) = exp (#Ho!/n) exp (iH1/n), (17)

que opera sobre los kets de estado haciéndoles evolucionar en el tiempo, |¥) = U(t)|¥(0)).
Introducimos la transformacién unitaria S(t,t") = U(¢)U(t'), usualmente denominada matriz

S, que transforma un estado a un tiempo t’ al tiempo ¢,
[W(t)) = S(t,t)W()). (18)

La matriz S cumple la propiedad de grupo S(t,t") = S(¢,¢")S(¢",¢'). Podemos expresar la

transformacién S como un producto ordenado (Fetter y Walecka, 2003),

S(t,¢) = T exp (-% /t/t dt1V(t1)). (19)



La definicion de la funcién de Green en Eq.13 involucra el estado base en presencia de
interacciones, |¥), —mismo que no conocemos—. Este tltimo se puede escribir en términos

del estado base del sistema sin interacciones |®g), definido por,
Ho|®o) = Eo|Po). (20)

La conexion entre |®g) y [¥g) estd dada por el teorema de Gell-Mann y Low (Fetter y Walecka,
2003):
[Wo) = S(0, —00)|®o). (21)

La validez del teorema del Gell-Mann y Low se basa en la equivalencia entre la funcién
de onda de un sistema con hamiltoniano H, a un tiempo ¢ = 0, con otro con Hamiltoniano
H' = Hy + Vexp [—¢lt|], siempre que [t| < /e (Fetter y Walecka, 2003). Para proceder con
la escritura de la funcién de Green en la representacién de interaccion, es necesario expresar

los operadores de campo en esta representacién,¥; = exp (iHot/n)W¥(0) exp (—iHot/p), entonces,

Sustituyendo la expresién en Eq.22 y utilizando la propiedad de grupo en S, esto es S(00, —00)

S(00,t)S(t,t)S(t', —o00) , la funcién de Green puede escribirse como:

Bo| T[S (00, —00)i(a, £)i (2, )] |By)
(@] S (00, —0) o)

Gz, t; 2 1) = —i< (23)

Para llevar a cabo calculos con la Eq.23, se realiza un desarrollo perturbativo en V de la

matrix S (tanto en el numerador como en el denominador):

Sl VI
S(00,—00) = > 2 / dty .. At TV (1) ... V(t)]. (24)

n:
n=0 o0

Dado que cada V' puede contener mas de dos operadores de campo, es necesario un método

para calcular valores esperados de la forma,

(@o| T[T (#)0 (1) (1) (£)]] Do), (25)

asi como términos similares de orden superior. Este tipo de expresiones se pueden evaluar
utilizando el teorema de Wick (Fetter y Walecka, 2003), que establece una manera préctica
para aplicar el operador de ordenamiento en el tiempo en este caso y asi obtener valores
esperados de pares de operadores. Estos términos pueden ser facilmente expresados con

diagramas de Feynman (Mattuck, 1992). Se puede probar que los diagramas disconexos
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son cancelados por el denominador, y después de hacer un anédlisis combinatorio (Fetter y
Walecka, 2003) se llega a que,

Gz, t;a! ) = =i Y (=1)" /OO dtydty . .. dt, (Uo|T [&(x,t)&ﬁ(x',t')
n=0 o0

X V(tl)v(tQ) cee V(tn)‘q)0>conec:| 3 (26)

donde el subindice (conec) denota que la suma se realiza solo sobre los diagramas topolégicamente
diferentes y conexos. Debido a que en este caso el hamiltoniano no depende explicitamente
del tiempo, existe invariancia ante traslaciones en el tiempo, la funciones de Green sdélo de-
penden de la diferencia entre tiempos: G = (z,2';t —t') y podemos transformar en Fourier

en la variable tiempo para obtener,

G(x,x/;E):/ dtexp(@

—00

VG (z, 25t —t). (27)

La expresion de la ec. 26 y su version dependiente de la energia de la ec. 27 son el
desarrollo perturbativo deseado, y es el punto de partida de la mayoria de los calculos que

usan el formalismo de la funciéon de Green en equilibrio.

2.3 Formalismo de Keldysh: funcion de Green fuera de equilibrio

A continuacién, después de haber revisado la teria de la funciéon de Green en equilibrio, discu-
tiremos el formalismo de Keldysh (1965). Este formalismo es una extensién de la teorfa de las
funciones de Green (o de correlacién) a problemas dependientes del tiempo. Este formalismo
es general y puede aplicarse a un gran nimero de problemas fisicos (Fetter y Walecka, 2003),

en particular a la descripcion del transporte electrénico en sistemas bidimensionales.

El formalismo para describir sistemas en equilibrio estd basado en la equivalencia (a
un tiempo t' y establecida por el teorema de Gell-Mann y Low) entre las correlaciones del
estado base de un sistema en equilibrio con interaccién entre particulas y las del estado
base de un sistema auxiliar dependiente del tiempo en el que las interacciones han sido
introducidas adibaticamente desde t — —oo (para después ser removidas de igual manera).
La igualdad -hasta una fase- entre los estados base del sistema auxiliar a tiempos t — —o0
y t — +oo, permite calcular (perturbativamente) los valores esperados a partir del estado
base sin interacciones. En el caso en el que hamiltoniano depende en el tiempo per se, esta
equivalencia no se cumple. Por estd razon es necesario desarrollar un formalismo mas general

que permita tratar hamiltonianos dependientes del tiempo. Dicho formalismo se conoce como
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formalismo de Keldysh. La idea fundamental del formalismo de Keldysh es definir un sistema
auxiliar en el que las correlaciones no se calculan desde ¢t — —oo hasta t — +o00, pasando
por t = t'; sino que se hace desde t — —oo hasta t = t' y de regreso a t — —o00. Los detalles
de esta teoria y las herramientas necesarias para implementarlas al transporte se describen

a continuacion.

Considere un sistema fisico cuyo hamiltoniano es independiente del tiempo y puede es-
cribirse de la siguiente manera,
H = H, + H, (28)

donde Hj es el hamiltoniano sin interacciones, o de particula libre, y H; son los términos de in-
teraccion, como la interacion electréon-electrén o electron-fonén. En equilibrio termodinamico,
el estado del sistema puede describirse a través del operador estadistico matriz de densidad
p, dado por,

exp (—H)

)= Tefesp (-] (29

donde B o< T7!, la constante de Boltzman y la velocidad de la luz se toman h = kg=c=1

y hemos considerado el ensemble estadistico gran candnico. A continuacién describimos
el procedimiento usual para obtener un estado fuera de equilibrio a partir del estado en
equilibrio. A tiempo tg, el sistema se desconecta del reservorio que lo mantenia a temperatura
fija y sufre una perturbacién dependiente del tiempo, representada en el hamiltoniano por
H'(t), tal que:

H(t) = H + H'(t), (30)

con H'(t) =0V t < tg. El término que saca de equilibrio al sistema, H', puede ser un campo
eléctrico, una excitaciéon de luz pulsada o el acoplamiento con contactos a diferente poten-
cial quimico. La mecanica estadistica fuera de equilibrio se centra en calcular correlaciones
(funciones de Green) y valores promedios (O(t)) de observables fisicas O, para tiempos
t > to,

(On(t)) = Tr[p(H)Ox(t)], (31)
donde el subindice denota que el operador estd descrito en la representacién de Heisenberg.
Enfatizamos que en Ec. 31 se usa la matriz de densidad en equilibrio, p(H), y no alguna p de-
pendiente del tiempo. Fisicamente, esto significa que los grados de libertad termodinamicos
contenidos en p(H) no siguen instantdneamente las rdpidos variaciones de H'(t). Algunas
otras propuestas tedricas, en el llamado régimen transiente, son hoy en dia objeto de inves-

tigacién y estén fuera de los objetivos del presente trabajo (Jauho et al., 1994).

Como se discutié anteriormente, en situacién de equilibrio la cantidad central es la matriz

S(—00,+00). Fuera de equilibrio no existe garantia de que el sistema regresara al estado
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de equilibrio después de aplicar y retirar la pertubacién. De esta manera construimos un
formalismo mas general, calculamos correlaciones en un sistema donde se toma el estado
inicial en ¢t = ¢y, se le aplican las interacciones dependientes del tiempo y se estudia su

evolucién a t > ty. Posteriormente, el sistema se regresa en el tiempo hasta llegar a t = 1.

Definimos,
Hiy(t) = exp [iH (t — to)|H'(t) exp [—iH (t —to)], (32)

que es el operador H'(t) en la representacién de interacciéon. De manera correspondiente, el

operador

m@msmmw/wﬂﬁm, (33)

to

con T el operador de ordenamiento temporal, que mueve a la izquierda los operadores a tiem-
pos posteriores. El operador V transforma un operador en la representaciéon de interaccion

y lo lleva a la representacion de Heisenberg, explicitamente,

Oy (t) = Vi (t, 1) O Vi (t, to). (34)

t, /\t
w =

Figura 1. Contorno C;.

La expresion en Ec. 34 puede ser reescrita definiendo un contorno complejo de integracion
en el tiempo. La figura 1 muestra de manera esquematica el contorno que parte desde tg
y regresa a tg, pasando por t. Agregamos a la variable ¢ un infinitesimal imaginario +in
que indica, segun el signo, si se esta realizando la integral en el tiempo de ida o de regreso
(+ para ida y — de regreso). Ello nos lleva a trabajar con la variable de tiempo complejo
T =t +1in. Ademas, definimos al operador de ordenamiento en el tiempo sobre el contorno

Cy, como T¢,. Finalmente, podemos reescribir Ec. 34 como sigue,
Ou(t) = Terlesp =i | drHy (nIOn(®). )
Cy

Usaremos la convencién de utilizar letras griegas para denotar tiempos en el contorno com-
plejo, mientras para tiempos en el eje real se denotaran con letras romanas. El operador de

ordenamiento en el tiempo sobre un contorno complejo es una herramienta formal que nos
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permite desarrollar la teoria de las funciones de Green fuera de equilibrio en una manera

paralela al formalismo en equilibrio.

Definimos ahora la funcién de Green ordenada sobre el contorno C', como sigue,

4
_Q) -
to tsl
Figura 2. Contorno C.
' - ol
G(xy, tiy 2, ty) = —%<¢0|7—C[¢H($1,t1)¢y(3ﬁ',t1/)]\‘1)0>, (36)

donde el contorno C' inicia y termina en ¢, (eventualmente haremos tender ¢, — —o0),
pasando una sola vez por t; y t] (como se indica en Fig.2). Para hacer mds clara la notacién

obviaremos el estado @ y las variables espaciales, asi x1,t; — t; y xy,t; — t}, para quedar,

Glt1, 1) = 3 (Te, [ ()P (1) (37)

La funcién de Green ordenada en contorno, al igual que la funcién casual, satisface la ecuacion
de Dyson:
G tl, Go tl, /d [EQ/ dTQGo(tl,tg)U(tQ)G<t2,t )

(38)
/dg.ilfg/d .2?3/ dTg/ dTgGQ tl,tg) (tg,tg)G(tg,t)

donde U es la parte fuera de equilibrio que no involucra interacciones entre particulas (poten-
cial externo de particula simple) y ¥ es el término de autoenergia, debido a las interacciones
entre particulas o interacciones entre distintos tipos de particulas (tipo electrén-fonén por
ejemplo). Asi mismo, esta funcién de Green tiene un rol en la teoria fuera de equilibrio similar
al de la funcién de Green causal en la teoria en equilibrio; puede desarrollarse perturbativa-
mente utilizando un teorema de Wick. Sin embargo, ya que el contorno temporal posee dos
ramas, es importante denotar en cual de las dos se encuentra el tiempo en cuestion. Eso se
hace con el signo de la parte imaginaria de la variable 7. Sin embargo, la representacion en
contorno temporal es impractica para realizar calculos. Por esta razon, se requiere escribir
las funciones de Green en términos de variables de tiempo real, guardando el orden de con-
torno. Este procedimiento se conoce como continuacién analitica (Kadanoff y Baym, 1962) y
consiste en definir nuevas funciones de Green, definidas sobre tiempos reales, que cubren los
diferentes casos que se pueden dar: los dos tiempos en la rama superior, uno en la superior

y otro en la inferior, etc.
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Para simplificar, fijamos t; — —oo. Si las interacciones se acoplan adiabaticamente, las
contribuciones del dominio [ty, %y — i3] se anulan. Asi el contorno consiste en dos partes
[—00, o0] y [+00, —o0] (véase Fig.2.3), que llamaremos Cy y Cy, respectivamente. Cualquier
tiempo residiendo en la primera parte (C7) acontece antes en el contorno que cualquier tiempo
en el segundo contorno (Cs). Asi, la funcién de Green ordenada en contorno contiene cuatro

diferentes funciones definidas sobre tiempos reales, explictamente,

~.

(Gultr, ) =~ (TWw ()] siti, 1 €y
G>t,t’:—i t it € Cy Nt € O,

Gltnt) = (t1,11) ?W)H( 1)%1( 1) ST 1€ Ca Nty e Ch (39)
G<(t1,t/) h<w%< l)wH(tl» S1 tl € Cl A tll S CQ,

(Geltr1h) = =5 (Tbu(t)P(E))) sity, t € C

donde G, es la funcién casual o ordenada en el tiempo, G~ es la funcién mayor, G< es

tO tl Cl

to-iP

Figura 3. Contornos para C; y Cy

la menor y G: es la funcién anti-ordenada en el tiempo. Los operadores 7 y T son los
operadores de ordenamiento y anti-ordenamiento en el tiempo, respectivamente, y actiian de
la siguiente manera,

~

Tw(t)op(8)) = 0 = )0 )r()) = 008, = 1) G() (0
Tlw(t) by t)] = 0085 — 1) (1) 03 (11)) — 612 — ) (D141,

Ya que, G, + G: = G~ + G=, podemos definir otro par de funciones de Green ttiles para la

(40)

conexion con experimentos,

G (ty, 1)) = 0ty — 1) [G= (01, 1)) — G~ (1, 1)),

(41)
G"(t1, 1) = 0(t) — t)[G7 (t1, 1)) — G=(t1, 1})],

llamadas funciones de Green retardada y avanzada, respectivamente. Ademads se cumple,
G" — G* = G~ — G=. Al trabajar con la férmula de Dyson de Ec. 38, es necesario realizar

continuacién analitica de multiplicaciones de operadores de la forma C' = AB, y/o de orden
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superior. El teorema de Langreth provee las reglas necesarias para desarrollar dichos términos
(Haug y Jauho, 2007). A continuacién ejemplificamos su uso y mostramos sus principales

resultados.

Considere la funcién C' con la siguiente estructura,
Clt,th) = [ dral, B 1), (12)

donde la integracion es sobre el contorno complejo, C. Nos interesa escribir el desarrollo de
la convolucién C' en términos de las cantidades A y B en variables de tiempo real. Para
poner un ejemplo concreto, considere que t; estd en la primera parte del contorno C, es decir
pertenece a Cy y que t] pertenece a la segunda parte (inferior) de C' (C}). Entonces como t;
siempre ocurre primero que t;, en términos de variables reales, la convolucién es menor (<).

Primero dividimos la integral por contornos, explicitamente

C=(ty,t)) = / drA(ty, 7)B=(7,1}) +/ drA<(t1,7)B(T,t}). (43)
C c

Considere la primera integral. En esta integral, sobre el contorno C', se le ha puesto el
superindice menor, <, a B para indicar que 7 siempre ocurre antes que t; —pues t] estd en
el segundo contorno. A la cantidad A no se le asigna aun ninguna etiqueta pues el orden
dependera de los valore especificos de ¢t y 7. Luego sumamos y restamos convenientemente la
integral, desde t; a —oo, sobre el mismo término AB<. Lo anterior es equivalente a deformar
el contorno C' como se muestra en la Fig. 2.3. Entonces, utilizando la definicién de la funcién

retardada, se obtiene convenientemente,

= ) x }t}

=

Figura 4. Deformacién del contorno ¢
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t1 —00
/ dTA(tl,T)B<(T,t’1)—/ th>(t1,t)B<(t,t’1)+/ dA<(ty,t)B<(t,t))
1

—00 11

— / T AT (B L]). (44)

[e.9]

Un anélisis similar se puede realizar con la segunda integral asociada con el contorno ¢y, para
finalmente obtener,

C=(ty,t) = /Oo dt[A"(t1,t)B=(t, 1)) + AS(t1,t)B(t, t7)]. (45)

o0
Este resultado aplica también para la funcién "mayor” (>), si se intercambian los < por >.
El desarrollo en la Ec. 45 puede generalizarse a productos de tres: Si D = ABC estd definido

sobre el contorno complejo, en el eje real resultard en,
D<= A"B"C< + A"B<C* + A<B*C"“. (46)

Donde otra vez el resultado puede utilizarse para funciones mayores (>), con las apropiadas
modificaciones. El teorema de Langreth incluye otros desarrollos que se pueden obtener
realizando la continuacién analitica de manera similar (Jauho et al., 1994). En particular
nos interesa aplicar la continuacién analitica a la ecuacion recursiva de Dyson, Ec.38, y
obtenemos,

G= =G5 + GpX'GS + GpX=G* + GFX°Ge. (47)
Note que en esta ecuacién se tiene G< en ambos lados. Se puede sustituir la ecuacién en

si misma para obtener un desarrollo que se puede escribir de manera compacta como sigue
(Jauho et al., 1994),

G- =(14GY)Gs(1+ G2+ GEG". (48)
Este procedimiento se puede aplicar en la funcion de Green retardada, resultando en,
G" =Gy +GYGY. (49)

Las ecuaciones 48 y 49 se conocen como ecuaciones de Keldysh y son el punto de partida de

la mayorfa de célculos con funciones de Green (Jauho et al., 1994).

2.4 Formalismo de Landauer y la relaciéon con la funcion de Green

Un parametro importante para tomar en cuenta en el disenio de dispositivos es la conductan-
cia: ella caracteriza la conduccion eléctrica a través del conductor. En esta seccion revisare-

mos de manera general un método para obtener la conductancia en sistemas mesoscopicos —lo
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que se conoce como transporte coherente o balistico. En particular estudiaremos el enfoque
de Landauer en donde la corriente que fluye en un conductor es proporcional a la probabili-
dad de que un electron se transmita a través de él. Ademads, revisaremos la conexién de este

formalismo con la matriz de dispersion y la funciéon de Green del sistema.

2.4.1 La conductancia

Macroscépicamente, en un conductor es posible relacionar la corriente eléctrica I con la

diferencia de potencial V' que la genera, a través de la famosa ley de Ohm,
I1=— (50)

en donde la resistencia R varia de un conductor a otro, y caracteriza la geometria del con-
ductor, asi como al material del que esta hecho. Usualmente se reescribe la ley de Ohm en

términos de la conductancia G (del vocablo gate en inglés),
I =GV, (51)

donde G = % De nuevo, la conductancia caracteriza la geometria y el material del con-
ductor. Por ejemplo, se puede demostrar que para una placa rectangular bidimensional, la
conductancia es proporcional a su anchura W, e inversamente proporcional a su longitud L,
esto es,

w

G:Uf, (52)

donde el factor de proporcionalidad ¢ es la conductividad. Ella es una propiedad intrinseca
del material e independiente de las dimensiones del conductor. Uno se puede preguntar si la
relacion para la conductancia se cumple independientemente de las dimensiones de la placa,
o dicho de otro modo, cual es el rango de validez de la relacién en Ec. (52). La respuesta a
esta pregunta involucra conocer el origen de la conductividad, ;qué es lo que hace que varie
de un material a otro?, asi como entender los fenémenos de la conduccién, la interaccion de

los electrones con el material, etc.

A partir de la década de los anos 80’s, se hizo posible la fabricacion de pequenos disposi-
tivos conductores, y con ello el estudio experimental del significado de la resistencia a nivel
microscopico. Lo que emergié en este proceso es el marco tedrico conceptual para describir
el flujo de corriente a escalas de longitud menores que el camino promedio, lo que se conoce
como transporte en sistemas mesoscopicos. Se les denomina mesoscépicos a los sistemas cuyas
dimensiones estan entre las macroscopicas y las microscopicas: son mucho maés grandes que

los objetos microscopicos como los atomos, pero no lo suficientemente grandes para mostrar
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un comportamiento 6hmico (de acuerdo con la ecuacién (50) ). Un conductor usualmente
muestra un comportamiento éhmico si sus dimensiones son mucho mayores que cada una de

las tres longitudes caracteristicas:

1. La longitud de onda de De Broglie Ag , que esta relacionada con la energia cinética de

los electrones.

2. El camino libre promedio, [, que es la distancia que un electrén recorre antes de cambiar

su momento inicial debido a colisiones.

3. La longitud de relajacién de fase, l4 que es la distancia que un electrén viaja antes de

que su fase inicial sea destruida.

Estas escalas de longitud varian de un material a otro y son fuertemente influenciadas
por la temperatura, el campo magnético, etc. Debido a esta variabilidad, los fenémenos
mesoscopicos han sido observados en conductores que van desde pocos nanémetros a miles
de micrémetros, y que pueden estar fabricados de diversos materiales: por ejemplo, pueden
consistir en un conductor plano al que se le hace un patrén de litografia, en un gas bidi-
mensional de electrones formado en una heteroestructura de GaAs-AlGaAs, o incluso en

estructuras de carbono como el grafeno o los nanotubos.

Entre las caracteristicas mas importantes de los conductores mesoscopicos estan, por
supuesto, aquellas relacionadas con la respuesta a campos eléctricos, y ellas son, ademas de
las longitudes caracteristicas, i) la movilidad p, que esté definida en el modelo de Drude como
la razon entre la velocidad vy a la que se mueven los electrones en presencia de un campo
eléctrico constante y la magnitud de este campo; ii) la masa efectiva m®", ella resume el
efecto de la red periddica atémica que forma al conductor y varia de un material a otro; iii)

la densidad de portadores ng, que en el caso de semiconductores es crucial para el transporte
2
(vym)

y se puede relacionar con la velocidad de Fermi, ny = oy
7r

, v con la longitud de onda

2T . L,
Ar = 1/ —. No obstante, la mejor caracterizacién de la respuesta de un conductor a campos
N

electromagnéticos es a través de la conductancia G, definida en la ecuacién (51) —o alguna
similar. Una discusién méas profunda en el significado de la conductancia puede encontrarse
en libro de Datta (1995).
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2.4.2 El formalismo de Landauer

En la subseccién anterior, senalamos la relevancia de la conductancia en la caracterizacion
de los conductores y hemos definido las longitudes caracteristicas con las cuales se han de
comparar las dimensiones de los conductores para determinar si son mesoscopicos. En esta
subseccién presentaremos la deduccién de expresiones para la conductancia en conductores
mesoscopicos rectangulares con multiples terminales (conexiones), utilizando el enfoque de

Landauer y siguiendo el desarrollo de Datta (1995)

Supongamos un conductor rectangular con anchura W y longitud L. Se sabe que si estas
dimensiones son grandes en comparaciéon con las longitudes caracteristicas, la conductancia
estard dada por la ecuacién (52). Si esta relacion éhmica se mantuviera aun para dimensiones
pequenas, la conductancia creceria indefinidamente mientras se reduce la longitud de la placa.
Sin embargo, mediciones experimentales muestran que la conductancia tiende a un valor
constante, digamos G., cuando la longitud del conductor se vuelve menor que el camino libre
promedio. La desviacién del comportamiento con respecto al predicho en la ecuacién (52)
es de esperarse: esta relacién se obtiene al considerar las colisiones de los electrones —con
atomos de impurezas o defectos en el orden cristalino— como el origen de la resistencia; sin
embargo, cuando las longitudes del conductor son menores que el camino libre promedio
(W,L < ly), las colisiones ya no son relevantes en la conduccion, por lo que la relacion (52)

no debe mantenerse.

El que la conductancia tienda a un valor finito, implica que la resistencia es diferente de
cero, aun para longitudes menores que el camino libre promedio. El origen de esta resistencia
estd ligado al procedimiento de medicién: para realizarla se disponen dos contactos (1 y
2) a diferentes energias potenciales (u; y py) en los extemos del conductor (vedse figura
(5a)); ya que estos contactos estan hechos de un material diferente al del conductor, se forma
una interfaz entre los materiales. La presencia de esta interfaz genera la resistencia —.
Usualmente se le refiere a esta resistencia como resistencia de contacto. Asi que, aunqlfe
podria suponerse que un conductor con estas caracteristicas la resistencia es cero porque no
hay dispersién en el interior del mismo, la forma en que se realiza la medicién origina la
introduccién de una resistencia de contacto. Cuando un conductor puede describirse a través
de las consideraciones anteriores, i.e. tiene dimensiones comparables con sus longitudes

caracteristicas, y ademds no presenta dispersién ineldstica (con pérdida de energia), se dice

que este conductor es balistico (Datta, 1995).
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Figura 5. a) Conductor en medio de dos contactos a diferentes potenciales, los contactos se
asumen no reflejantes. b) Relaciones de dispersién para los modos dentro del conductor. (basada
en la figura original de Datta (1995))

Calculo de la resistencia de contacto

Es posible calcular la resistencia de contacto G ' si se considera un conductor balistico y
se calcula la corriente a través de él mientras se dispone una diferencia de energia potencial
entre los contactos p; — py. El cédlculo se vuelve particularmente sencillo si se consideran
contactos no reflejantes, es decir, contactos en los que un electréon proveniente del conductor
entrard en ellos sin reflexion alguna. El considerar contactos no reflejantes es equivalente a
decir que son mucho mas anchos que el conductor y que la energia de los electrones incidentes
no esta proxima al nivel mas bajo de la banda en la que se mueven. Dicho de otro modo, los
contactos tienen tantos estados ocupados que aunque tienen nimeros cuanticos distintos de
los correspondientes en el sistema central, siempre es posible armar una combinacién lineal

en el contacto que representa un autoestado del sistema central y por tanto no reflejan.

Si los contactos son no reflejantes, los estados en el conductor con momento positivo +hk
estaran ocupados por electrones provenientes del contacto de la izquierda, mientras que los
estados con momento negativo —hk estaran ocupados por electrones provenientes del contacto
de la derecha. Ello porque todos los electrones que llegan a un contacto son absorbidos por él,
es decir no son reflejados hacia dentro del conductor de nuevo. De esta manera, los estados

+k en el conductor estdan poblados hasta la energia de Fermi F'™, que es igual al potencial en
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el contacto de la izquierda F'™ = p, ; y de la misma manera la energfa de Fermi F'~ para los

estados —k en el conductor es igual a p, —el potencial de la derecha— (Vedse la figura (5b)).

Ya que existe un confinamiento en la direccién y, para una k (en la direccién x) dada,
existen diferentes valores de la energia total, E, asociados a los diferentes eigenestados causa-
dos por el confinamiento en y. A estos eigenestados se les conoce como modos transversales
o subbandas. La presencia de modos genera multiples relaciones de dipersién como las de
la figura (5b), en donde la separacién entre ellas esta dada por el espectro energético de los

eigenestados en la direccion y.

Cada modo tiene una relacién de dispersién tipo particula libre (véase la figura 5a) y una

energia de corte,

n=E(Nk=0), (53)

debajo de la cual no puede propagar. El nimero de modos transversales que contribuyen a

la conduccion, a una energia F dada, se obtiene contando el nimero de modos cuya energia

Z 0(F —cy) (54)

Podemos evaluar la corriente transportada por cada modo transversal y sumarla sobre todos

de corte €, es menor que E:

los modos.

Consideremos un unico modo transversal, en él los estados con momento positivo+k estan
ocupados de acuerdo a alguna funcién f* (E). Se sabe que un gas de electrones uniforme con
n electrones por unidad de longitud moviéndose con una velocidad v, transporta una corriente
igual a enwv, y la densidad electronica asociada con un sélo estado k& en un conductor de
longitud L es %. Por lo tanto, podemos escribir la corriente I transportada por los estados

+k como,
B N 10F (k)
= p e W) = T3 (B ). (5)

Asumiendo condiciones de frontera periddicas, considerando la degenaracion del espin y con-

virtiendo la suma sobre k en integral, se obtiene,

e / " () dE, (56)

donde ¢ es la energia de corte del modo. Se puede extender este resultado para multi-modos

y escribir la corriente, I, transportada por los estados k™ en un conductor como,

_2e [
I _E/Oof (E) M (E)dF, (57)
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donde M (E) (definida en la ecuacién 54) nos dice el niimero de modos con energia de corte
menor a la energia E. Este resultado general es independiente de la relacion de dispersion

E (k) del sistema: la corriente transportada por cada modo por unidad de energia es igual a
2|e]

h (que es aproximadamente 80 14/mev).

Si se supone que el nimero de modos M es constante sobre el rango de energias p; >

E > p,, podemos escribir
I+t — 2¢? (1 — po)

Sy V/ Nt S A o8
i), (58)
y entonces
2 2
G, =M, (59)
h
tal que la resistencia de contacto esta dada por,
h 12.9k(2
-t ~ ) (60)

c T 9e2M T M

La expresién anterior muestra que la resistencia es inversamente proporcional al niimero
de modos. En el caso de conductores con anchuras macroscépicas, el nimero de modos es

muy grande y la resistencia de contacto muy pequena, por lo que ésta se vuelve indetectable.

Para calcular el nimero de modos M (E) es necesario conocer las energias de corte para
los diferentes modos ¢,; ello implica resolver la ecuacién de Schrodinger para la coordenada
y, considerando el potencial de confinamiento U (y) y un posible campo magnético. No
obstante, en el caso de ausencia de campo magnético, la naturaleza precisa del potencial de
confinamiento no es tan relevante, sélo nos interesa el niimero de modos. Se puede estimar el
nimero de modos considerando fronteras periddicas. En este caso los valores permitidos de

P . ™ .
k, estan espaciados por W con cada cada valor de k, correspondiente a un modo transversal

hk2
diferente y W el ancho del conductor. A energia Er | = 2—F , un modo puede propagar
m

solo si —k; < ky, < ky. Entonces el nimero de modos propagantes puede escribirse como,

M = Int {kFW} — Int {K} : (61)

T AF /2

donde Int (z) representa el entero inmediato inferior a x. Por ejemplo si se asume la longitud
de onda de Fermi de 30 nm, el nimero de modos en un dispositivo de 15 pum es aproxi-

madamente 1000, tal que la resistencia de contacto es alrededor de 12.5 Q (véase ecuacién

60).

La ecuacion 59 para la conductancia en funcién del nimero de modos puede ser gener-

alizada al caso en el que el conductor presenta un coeficiente de transmisién diferente de 1,
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Figura 6. a) Conductor conectado a dos grandes contactos a través de dos cables. b) Distribucién
de energia de los electrones incidentes en ambos cables a temperatura cero. c) Distribuciones de
energia para temperatura diferente de cero.

i.e. cuando los electrones tienen una probabilidad diferente de cero de ser reflejados den-
tro del conductor. Para realizar esta generalizacion consideramos un conductor conectado
a dos grandes contactos por dos cables como se muestra en la figura 6 a). Estos cables se
asumen como conductores balisticos, cada uno con M modos transversales. El electréon tiene
una probabilidad promedio 7" de transmitirse del cable 1 al cable 2. Se asumen contactos
no reflejantes, tal que los estados +k, en el cable 1 estan ocupados sélo por electrones del
contacto de la izquierda y por tanto tienen una energia igual a p,, que es la energia de este
contacto. Lo mismo para los estados —k, en el cable 2 —que vienen del contacto de la derecha

con energia fi,.

Considerando temperatura cero, el flujo de corriente es sélo entre el rango de energia que
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va desde p; a py. De esta manera, el flujo entrante de electrones del cable 1 estd dado por

(véase ecuacién 58),
I = (2¢/h) M [py — o], (62)

el flujo saliente del cable 2 es simplemente el flujo entrante en el cable 1 veces la probabilidad
de transmisién 7"

Iy = (2¢/h) MT [py — po] (63)

el resto del flujo es reflejado de regreso al contacto 1:
I7 = (2¢/h) M (1 =T) [y — po] (64)
y el flujo neto de corriente I en cualquier punto del dispositivo esta dado por:
[=1f — Iy =1, = (2¢/h) MT [y — py). (65)

Por lo tanto la conductancia es igual a

I 2¢?
G=——=—MT. 66
(:U’l - M2) h ( )

€]
La ecuacién (66) se conoce como férmula de Landauer, y es la generalizacion para la férmula

de la conductancia al caso de conductores con coeficiente de transmisién 7.

Los resultados plasmados en las ecuaciones 65 y 66 han sido corroborados experimental-
mente. Se han realizado experimentos en metales desde finales de los anos 60’s —los primeros
fueron realizados por los investigadores Yu. V. Sharvin y N. I. Bogatina (1969) — general-

mente utilizando contactos puntuales para crear una constriccion.

En el caso de metales, la longitud de onda de Fermi es del orden de la distancia entre
atomos, por lo que el nimero de modos en estas constricciones es muy grande, lo que resulta en
resistencias relativamente pequenas; sin embargo, en semiconductores la longitud de onda de
Fermi es tipicamente del orden de 30 nm; tal que el factor krWW puede hacerse muy pequeno.
Ademas, existen sistemas fisicos en los que se pueden construir contactos con la longitud
de onda de Fermi asociada comparable con la abertura del contacto, es decir con el tamano
de la contriccion o ancho del conductor. Por ejemplo, en el gas de electrones bidimensional
(2DEG) que se forma en la interfaz de GaAs-AlGaAs, la longitud de onda de Fermi de
los electrones es cientos de veces ma-yor que la de los electrones en un metal. Esto hace
posible estudiar constricciones con aberturas comparables con su longitud de onda asociada

(mucho més pequena que el camino libre promedio para dispersién por impurezas). Tales
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constricciones se conocen como contactos cuanticos puntuales. (Van Houten y Beenakker
1996).

Un contacto cudntico puntual (QPC, por sus siglas en inglés) se puede construir de la
modificacién del gas bidimensional de electrones que se forma en la interfaz de GaAs-AlGaAs.
Para ello se colocan contactos sobre la interfaz para generar un potencial —voltaje de com-
puerta— en el 2DEG. La figura 7 muestra el esquema de un punto cuantico puntual formado

con este tipo confinamiento.

AlGaAs

GaAs \ *

Gas 2D de
electrones

Figura 7. Esquema de un contacto cudntico puntual. En sombra se muestra la regién del gas
bidimensional de electrones, sobre de él los dos contactos que generan el voltaje de compuerta.
(Extraido de Van Houten y Beenakker, 1996).

Los primeros experimentos en semiconductores fueron reportados en 1988 por dos grupos
diferentes de investigadores (Van Wees et al (1988); Wharam et al (1988) ), quienes pub-
licaron el descubrimiento de una secuencia de escalones en la grafica de la conductancia de
un QPC —formado en un 2DEG- como funcién del voltaje de compuerta (Gate Voltage ), es
decir del tamano del QPC (véase figura 8 ). Este fenémeno se conoce como cuantizacién de
la conductancia. Representa un soporte experimental firme para la férmula de Landauer, que
relaciona la conductancia con la amplitud de transmisién (véase ecuacién (66)) y se puede
explicar de manera elemental considerando que, al variar el tamano del QPC, aumenta el
nimero de estados accesibles para los electrones dentro del mismo, y por tanto, el nimero

de canales de transmisién, modificando asi la conductancia. Cada vez que un nuevo estado
2

e

ible, 1 ductancia d Ito de 2— ~ ——

es accesible, la conductancia da un salto de 2— Br
mencionada anteriormente (Van Houten y Beenakker 1996).

formando la serie de escalones
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Figura 8. Conductancia de un contacto cudntico puntual como funcién del voltaje de com-

puerta. La conductancia presenta escalones asociados a los estados transversales en el dispositivo.
(tomada de van Wees et al. (1988))

Efectos de temperatura finita

La derivacién anterior de la formula de Landauer se simplificd porque se asumi6 temperatura
cero, tal que el transporte ocurria sélo del contacto 1 al 2 y no del 2 al 1 (véase figura 6b);
ademas se supuso que la corriente era transportada por un solo canal de energia cercano a la

energia de Fermi. Estas consideraciones permitieron escribir la corriente como,

2e -

I = ET [y — o], (67)

donde T denota el producto del nimero de modos M por la probabilidad de transmisién T

a la energia de Fermi (que se asume constante en el rango de energia p; > E > ).

En general el transporte se lleva acabo a través de multiples canales de energia en el
rango,

py + (akpT) > E > py — (akpT), (68)

donde « es un pardametro del orden de 1 y cada canal puede tener una transmisién 7 diferente.

La figura 6 c) muestra un esquema de la situacion. Considerando de esta manera el efecto

de la temperatura, la corriente puede ser deducida con un método similar al de la seccion

anterior

Sea f; la funcién de distribucién de Fermi en el cable i-ésimo. El flujo entrante de
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electrones por unidad de energia provenientes del cable 1 esta dado por:
o 2e
it (B)= (7 ) M (B), (69)
mientras que el flujo entrante del cable 2 estd dado por (M’ es el nimero de modos en el
cable 2),
_ 2e
Analogamente, el flujo saliente del cable 1 es
iy (B) = (1 =T)if (E)+T"; (E), (71)
mientras el flujo saliente del cable 2 esta dado por,
iy (B) =T (B)+ (1 -T)i; (E). (72)

Por tanto la corriente neta i (E) a través del dispositivo es:

2e
" h
definiendo T (E) = M (E)T (E) y asumiendo que T (E) = T’ (E) —pues consideramos la

probabilidad de transmision igual del contacto 1 al contacto 2, que al revés—, podemos ree-

i (E) [M(E)T (E) f1 (E) = M"(E)T" (E) f2 (E)], (73)

scribir la expresiéon anterior y encontrar la corriente total,

[ = /@'(E) dE, (74)
donde

i(B) = 2T (B) [y (B) ~ o ()] (75)

2.4.3 Aproximacién de respuesta lineal

De las ecuaciones anteriores vemos que cuando los contactos estéan al mismo potencial (p; = pu5)
la corriente en el dispositivo se anula. Para pequenas desviaciones del estado de equilibrio
(contactos equipotenciales), la corriente es proporcional al voltaje aplicado. De la ecuacién
(75) podemos escribir,

%

- ([T (B)],, 0 fi = fo) + [y = foly F(E)}) dE. (76)

Es evidente que el segundo término dentro del paréntesis se anula, pues las funciones de

Wy

distribucién en equilibrio son iguales. El primer término se puede simplificar utilizando un

desarrollo en serie de Taylor a primer érden

st~ ) (51) = (=5 ) bl @
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Figura 9. Diagrama de un conductor con geometria Hall con mdiltiples contactos.

donde fy (E) es la funcién de equilibrio de Fermi

1
fo(B) = . (78)
e (S) +1]

Sustituyendo estos resultados en la ecuacion 75 podemos obtener una expresién para la
conductancia en respuesta lineal a temperatura diferente de cero:

. ol . 262 - 8f0

En el limite de baja temperatura la derivada de la funcién de Fermi puede aproximarse como
proporcional a la funcién delta de Dirac, pues la funcién de distribucién de Fermi tiende a la

funcién escalén, tal que se recupera la ecuacion 66, pero para multiples modos:

G= 2762T (Ey). (80)

Debido a la utilizacion de la aproximacion en serie de Taylor mostrada en la ecuacién 77,

se puede inferir que la validez de las férmulas anteriores (7. €. la respuesta lineal) estd limitada
a diferencias de potenciales entre los contactos mucho menores que la energia térmica, es decir
(g — py) < kpT'. Sin embargo, se puede demostrar que la condicién anterior es suficiente
mas no necesaria para tener respuesta lineal. De hecho, la respuesta permanecera lineal si
la funcién de transmisién T (E) es aproximadamente constante —sobre el rango de energfa

donde ocurre el transporte — e independiente de la diferencia de energias entre los contactos.

2.4.4 Biittiker-Landauer: miiltiples contactos

Hasta el momento hemos considerado conductores conectados sdlo a dos terminales —o con-

tactos—, sin embargo, muchos de los experimentos y los dispositivos de interés constan de
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conductores con multiples terminales, por ejemplo los puentes Hall (véase figura 9). Biittiker
noto que en el caso de dispositivos con terminales multiples se puede utilizar la superposicion

de corriente, y asi escribir la corriente en cada terminal como

I - / i, () dE, (81)

donde
i () = 237 [Ty (B) £, (B) — Ty (B) 1, (B)] (52)

q
con Tp, (E) la transmisién total de la terminal ¢ a la terminal p, a energia E; f,(E) es la
funcion de Fermi para la terminal p. En el caso de equilibrio, las funciones deben de satisfacer

la regla de la suma,
Z qu (E) = Zqu (E), (83)
q P

pues la corriente debe anularse. Para energias cercanas al equilibrio podemos escribir la

corriente para cada terminal en la forma

i () = 2 S Ty (B) [y (B) — £, ()] (34)

Esta expresion puede linealizarse de la misma manera en que se hizo para la corriente en

un conductor con dos terminales y se obtiene,

I, = Z Gpq [V;) - Vq] ) (85)
q
donde 002 of
e _
Gra = 2 / Ty (E) (_8_E) aE, (86)
6 en el limite de bajas temperaturas,
2e? _
Gpg = Tqu (Ef) . (87)

Los resultados anteriores se conocen como el formalismo de Biittiker-Landuer. Este provee
un marco riguroso para la descripcion del transporte mesoscépico, siempre que el transporte
sea coherente. Para transporte no coherente, el formalismo como tal sigue siendo valido,
excepto si el transporte involucra un flujo vertical de electrones de una energia a otra, ya
que el principio de exclusion se hace relevante y hay que meterlo en la descripciéon. Existen
formulaciones que ampliian este resultado en este y otros casos mas generales (véase por

ejemplo Haug y Jauho (2007)).
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2.4.5 Funcién de Transmisién y Matriz S

En la seccion anterior hemos establecido que existe una cantidad llamada funcion de trans-
misién, en términos de la cual obtenemos el flujo de corriente a través de un conductor. En
esta seccion estudiaremos cémo calcular la funcién de transmision cuando las dimensiones del
conductor son mucho menores que la longitud de relajacion de fase, es decir para transporte
en el régimen coherente. En este régimen, podemos relacionar la funcién de transmisiéon con
la matriz de dispersién S, y asi calcular la funciéon de transmision a partir de la ecuacion de

Schrodinger.

Un conductor coherente puede caracterizarse por una matriz S —funcién de la energia—.
La matriz S relaciona las amplitudes de las ondas entrantes en cada cable del sistema con las
de las ondas salientes. Cada modo puede transmitir una onda entrante y una saliente, de tal
forma que si Mr es el numero total de modos en el sistema, la matriz de dispersién tendra
dimensiones de My x Myp. Sea M, (E) el nimero de modos propagantes en el cable p-ésimo
a una energia FE dada. Entonces el nimero total de modos se puede obtener sumando los

modos de cada cable,
Mr (B) = " My (B). (58)
p

En principio podemos calcular la matriz S partiendo de la ecuacién de Schrodinger en

aproximacién de masa efectiva,

(ihV + eA)?

E,
+ 2m

+U(z,y)| V(z,y) = EV(z,y), (89)

si conocemos el potencial vectorial A y la energia potencial U (z,y) dentro del conductor con
E, la energia de la banda asociada con la coordenada z. Existen diferentes métodos para

hacerlo, algunos aproximados, pero por el momento vamos a suponerla conocida.

La probabilidad de transmisién 7,,, se obtiene tomando la magnitud cuadrada del corre-

spondiente elemento de la matriz S:
2
Ton = |Smnl|” - (90)

En general nos interesa encontrar la funcién de transmisién entre modos T, (E). Para
obtenerla hay que sumar la probabilidad de transmision 7,,, sobre todos los m modos en el

g-ésimo cable y todo los n modos en el p-ésimo cable:

Tog =YY Tum: (91)

meq nep
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donde la direccién de propagacion va del segundo subindice al primero. La ecuaciones ante-

riores nos dan la relacion entre la matriz de dispersion y la funcién de transmision.

2.4.6 Combinacion de matrices S

En general, para encontrar la matriz de dispersion es necesario invertir una matriz de My X
M, con Myt el nimero de modos totales. En la practica para calcular la matriz de dispersion
del sistema usualmente se divide el sistema en regiones, digamos 1 y 2 (o més), se calcula la
matriz de dispersion individual s y S(2), y se les combina para obtener la matriz total del
sistema,

S=sW® s®. (92)

La combinacién anterior se puede realizar de manera coherente o incoherente, lo que reper-

cutird en la expresion para la transmision total del sistema.

2.4.7 Relaciéon con las funciones de Green

La matriz S resume la respuesta en un cable dada la excitacién en otro. La funcion de Green es
mas general: relaciona la respuesta en cualquier punto (dentro y fuera del conductor) debido
a una perturbacién en otro punto. Para transporte sin interaccion, las tinicas excitaciones que
son consideradas en el calculo son las ondas incidentes de los cables. Para tales excitaciones,
las funciones de Green, introducidas en las secciones 2.2 y 2.3, y la matriz S son conceptos
relacionados, y la eleccién de una u otra es cuestiéon de gusto. El poder real de la funciones
de Green es evidente cuando se incluyen efectos de interaccion (electrén-electrén o electron-
fonén), pues estas interacciones dan origen a excitaciones dentro del conductor y no pueden

ser descritas en términos de simples matrices S.

Siempre que la respuesta R esté relacionada a una excitacién S, a través de un operador
diferencial D, tal que,
DR =25, (93)

podemos definir una funcién de Green y expresar la respuesta en la forma siguiente,
R=D"'S =G5, (94)

con G=D'.

En el caso de la ecuacién de Schrodinger,

[E—-H]¥ =5, (95)
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donde ¥ es la funcion de onda, y S un término de excitaciéon —equivalente a una onda incidente

en uno de los cables, la funciéon de Green correspondiente es,
G=[E-H]", (96)

donde H es el hamiltoniano con la energia de sub-banda FE, asociada a la coordenada z

incluida como parte del potencial, explicitamente:

(ihV + eA)?
2m

H= + U (r). (97)

El operador diferencial inverso no esta especificado univocamente hasta que se especifican
las condiciones de frontera. Las dos diferentes posibilidades dan origen a dos funciones de
Green diferentes: la funcion de Green avanzada y la retardada. Sin embargo, sélo esta tltima
cumple con la condicién de causalidad, por lo que es la que en general se utiliza. La eleccion
se puede hacer explicita adicionando un término infinitesimal complejo i al hamiltoniano.

Haciendo lo anterior, la funciéon de Green retardada es,

G'=[E—-H+in ', (98)
y su complejo conjugado,

G'=[E-H-—in ", (99)
es la funcién de Green avanzada. Ambas son soluciones de una ecuacién diferencial de la
forma,

h 02

(E — U+ D + in) G (z,2") =6 (z,2"). (100)

Usualmente se denota como funcién de Green a la retardada, obviando la eleccion de la

condicién de frontera.

El calculo de la funcién de Green en sistemas altamente simétricos es relativamente sen-
cillo. Un ejemplo de esto es el cable infinito con multimodos, en donde para obtener la
funcién de Green del sistema sélo hay que escribirla como combinacién lineal de funciones
de particula libre multiplicadas por las funciones de los modos transversales, y aplicar condi-
ciones de continuidad para calcular los coeficientes de la combinacién lineal. Ello nos lleva a

obtener, después de varios pasos intermedios,
—1

G (2,452 5') = D 7 Xn (1) Xon (4) D [ikim |2 — '] (101)

2m (E — 5m0)

donde se ha definido &, =

eigenfunciones y las eigenenergias de los modos transversales (Datta, 1995).

, U = —= y las x,, () ¥ &mo representan las
m
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Si las eigenfunciones y las eigenenergias del hamiltoniano se conocen,

Hy,, (r) = eat, (r), (102)

es posible expresar la funcion de Green como una combinacién lineal de eigenfunciones del

hamiltoniano, y calcular coeficientes tales que se satisfaga la ecuacion de Green 100. Siguiendo

este procedimiento se obtiene el desarrollo usual de la funciéon de Green como producto de
las eigenfunciones:

Y, (r) 9y (1)

G (r,r) = = Qs 103

) =B (103)

Para realizar calculos de transporte utilizando la funciéon de Green —en el enfoque de

Landauer— es necesario conectarla con la funcién de transmisién. Esto se logra a través de la

relacion de Fisher-Lee (Lee y Fisher, 1981), que conduce a una ecuacién entre los elementos

de la matriz de dispersiéon S con la funcién de Green retardada G" del sistema:

Snm = Onm + 1ha/VnVm / /Xn (q) [GZp (Y3 Yp)] Xom () dyqdy,, (104)

donde Yy, es el n-ésimo modo transversal, v, la velocidad asociada a este modo y y, es
la coordenada asociada al p-ésimo cable. Con la matriz de dispersién se puede calcular la

conductancia a través de la férmula de Landauer (véase ecuaciones 79 y 80).

2.5 Determinacion de la funcion de Green

2.5.1 Aproximacién de amarre fuerte

Cuando el conductor tiene una forma arbitraria, encontrar la funcién de Green significa

resolver la ecuacién diferencial

[E—H (r) +in] G (r,x') =0 (r,1'), (105)
H(r,r') = W LU, (106)

para A (r) y U (r) arbitrarios.

Un procedimiento comun para la solucién de la ecuacion diferencial (105) es discretizar
la coordenada espacial. Esto permite transformar la funcién de Green en una matriz (Ferry
et al., 2009),

G" (r,r') = G" (i,7), (107)
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donde los indices 7, j denotan los puntos en red discreta espacial. Estos puntos en la red
discreta bien pueden significar puntos de una discretizacién artificial, lo que se conoce como
método de diferencias finitas, o dtomos reales de un material (Davies, 1998). En este ultimo
caso la aproximacion de amarre fuerte puede hacerse méas detallada, incluir las diferentes ban-
das, términos de interaccién espin-éribta (Mireles y Kirczenow, 2002), etc. En esta seccién
realizaremos la derivaciéon como si se tratase de diferencias finitas, sin embargo en la lit-
eratura hay diversos ejemplos donde la aproximacién de amarre fuerte se utiliza para rep-
resentar atomos reales. Un ejemplo en particular y de interés para el presente trabajo, es
el grafeno (véase por ejemplo Castro Neto et al. (2009)) que discutiremos en el siguiente
capitulo. Ademsds, en este analisis nos restringiremos al caso de conductores bidimension-
ales; sin embargo, la generalizacién a tres dimensiones es directa. Con la discretizacion, la
ecuacion diferencial se convierte en una ecuacion matricial, por lo que encontrar la funcion

de Green se traduce en la inversiéon de una matriz, explicitamente:
(E+4+i)I—-HG =1L (108)

En esta ecuacién, I es la matriz identidad y H el hamiltoniano en la base discreta cuyos

elementos estan dado por:

U(ry) +2t, sii=j;
Hi; = —fij, si ¢, J son primeros vecinos ; (109)

0, otro caso,

donde z es el numero de primeros vecinos, r; es el vector posicion en la red de sitios, t es el
2

pardmetro de tuneleo (¢ = ) y el pardmetro,

2ma?
- 1eA - (r; —r;
tij = texp [M] : (110)
h
se conoce como acoplamiento entre primeros vecinos y contiene al potencial vectorial A
, e (ri +1;)
evaluado en el punto medio entre los sitios 7 y j, esto es, en —

Resolviendo la ecuacién (108) se llega a que la funcién de Green es la matriz dada por
G =[(E+imI-H". (111)

En sistemas abiertos el espacio a discretizar es infinito, entonces la matriz hamiltoniana tiene
un numero infinito de elementos, y por tanto es imposible invertir el término [(E + in) I — H]
para encontrar la funciéon de Green. Si por otro lado —para hacer soluble la inversién— se

trunca la matriz, se estara resolviendo un sistema cerrado con fronteras reflejantes —y no un
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sistema abierto. Para utilizar la discretizacion y solucionar este problema, el procedimiento
usual es dividir el sistema en regiones. Ya que usualmente sélo se requieren los elementos
de la funcién de Green que describen la region central. Separamos el sistema fisico en tres

regiones: contacto izquierdo, region central y contacto derecho, como se muestra en la Fig.

 VE ] o

Figura 10. Divisidn del sistema fisico en regiones.

Sea € = E + in, entonces podemos reescribir la ecuacién 111 de la siguiente manera,

-1

Gr G Grep (e — Hyp) hrc 0
Ger Ge Gep | = h}c (e—He) hep (112)
GIDC GDC GD O hTCD (E—HD)

donde la matriz (¢ — H¢) representa un conductor finito aislado, mientras (e — Hyy, D}) repre-
senta los contactos infinitos y hyc y hep son las matrices de acoplamiento que seran diferente
de cero solo entre puntos adyacentes (aproximacién de amarre fuerte) en el conductor y los

contactos izquierdo y derecho, respectivamente. De esta ecuacién se obtiene de manera in-

mediata,
GC: (E—Hc—ZI—ED)_l, (113)
donde hemos definido,
E[ = h}cg[hjc, (114)
y
Yp = hDCgDhE)cw (115)

como las auto-energias debido a los contactos semi-infinitos y g¢7,py = (e — Hyg, D})_l son las
funciones de Green de los contactos. Las matrices X tienen el mismo rango que la matriz
H¢. Esta funcién de Green, G¢, representa la propagacion de los electrones entre dos puntos
dentro del conductor tomando en cuenta el efecto de los cables a través de los términos de
autoenergd >»’s. Con esta divisén, para la obtencion de la funcion de Green es necesaria la

determinacion de las autoenergias asociadas a los contactos.
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Obtencién de las autonergias

Para encontrar la funcién de Green dentro del conductor incluyendo los contactos es necesario
encontrar su autoenergfa asociada, (X,) —~donde p refiere al contacto, I o D. Existen diferentes
métodos para encontrar ésta autoenergia, ellos dependen de la naturaleza de los contactos.
Usualmente esto se hace considerandolos como regiones rectangulares semi-infinitas, en cuyo

caso su funcién de Green se puede calcular analiticamente y expresar en la forma cerrada:
r 1 .
Gy (0i:03) = =7 D Xon (p1) €D [ikima] X (1) (116)

donde la funcién real y,, (y,) describe el perfil transversal del modo m en el cable p con
momento asociado k,,, cumpliendo las condiciones de contorno que definen el sistema semi-

infinito. Sustituyendo la ecuacién anterior en Ec. 114 o 115 para la autonergia debido a los

cables y considerando h;c = hep = —t, obtenemos:
S0 (i,5) = —t > Xon (p1) €xp [+ikma] X, (1) - (117)
mep

Es posible estudiar el efecto de la autoenergia de los cables en los eigenestados. La
expresion (113) para la funcién de Green dentro del conductor puede verse como la funcién

de Green de un sistema con operador diferencial Ho + X" y ecuacién asociada,
[He — XY, = athq- (118)

La diferencia de esta ecuacion con una ecuacion estacionaria de Schrodinger es que el operador

diferencial no es hermitiano y por tanto tiene un espectro de energia complejo:
Ea = €a0 — Aa — Z"Yoz/Q, (119)

donde ¢, es el eigenvalor de la ecuacion de Schrodinger del sistema sin contantos Hot),, =
Ea0W 0> Ao €s el cambio en la energia —la parte real- debido a los contactos y % es la parte

imaginaria del eigenvalor. La dependencia temporal asociada a cada estado tendra la forma

exp {ﬂ} s exp {_i (fa0 — Aa) t] exp [lﬂ : (120)

h h h

donde la parte imaginaria de la energia, v, refleja la imposibilidad de imponer estado esta-
cionario, o dicho de otro modo, el hecho de que cualquier electrén inyectado en el conductor
eventualmente desaparecera a través de alguno de los contactos. Tomando el médulo al
cuadrado de la funcién de onda se obtiene la probabilidad:

—27,t
h b

[a]” exp { (121)
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que decae exponencialmente en el tiempo (no es estado estacionario) con un tiempo de
h
vida medio dado por —. De esta manera, al abrir el sistema (conectarle los cables) los

[e%
eiegnestados del conductor se vuelven evanescentes en el tiempo.

Debido a que la obtencion de las autoenergias no siempre puede realizarse de manera
analitica, existen métodos computacionales para obtenerlas. A continuacién describimos el
método de decimacion, un algoritmo muy eficiente para la obtencién de las autoenergias y
que ha sido probado ampliamente en el contexto del transporte en sistemas bidimensionales
(Lewenkopf y Mucciolo, 2013).

2.5.2 Método de decimacién

El método de decimacién se basa en la teorfa de la matrix de transferencia (Nardelli, 1999).
Se elige este método porque permitira implementar sistemas con contactos mas generales
como aquellos basados en grafeno o nanotubos de carbén. A continuacién describimos este

procedimiento.

Considere un sistema bidimensional compuesto solo por dos contactos, como se muestra

en figura 11 proyectamos la ecuacién 113 entre columnas y obtenemos

I D

..2-101 2 ..

Figura 11. Diagrama para la obtencién de las autoenergias.

(€ — Hoo) Goo = I + Hop1Gho,
€ — Hoo) G1o = Hl,Goo + Ho,
( 00) G1o | 01Goo 01 (122)

(e = Hopp) Gno = H31Gn710 + Hy1Grt10,

donde H,,, v G, son los elementos matriciales del hamiltoniano y la funcién de Green entre
columnas, asumimos periodicidad tal que Hyoy = Hy; = ... y Hypy = His = ... Siguiendo a
Sancho et al. (1984), podemos reescribir estas ecuaciones de tal forma que la funcién de Green
de una columna se escriba en término de la funcién de Green de la siguiente (o anterior). Esto
se hace a través de las matrices de transferencia T'y T, definidas de tal forma que Gy = TGy

y Goo = TGq9. La matriz de transferencia puede calcularse facilmente de las ecuaciones 122
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a través de un proceso iterativo, descrito por Sancho et al. (1984). En particular uno puede

escribir T"y T' como sigue,

T =ty + toty + tot1ts + .. dotats - - - 1,

L - ~ . (123)
T = tg + toty + totits + ... tot1ts - - - Ly,
donde t; v t; estan definidas por las férmulas de recursion,
~ ~ _l 2
ti= (I —tiqtiy —Gqtiog) 2,
( i = ticy 1)1?1 (124)
ti= (I —tioaliy — icatia) 4,
y
to = (e — Hoo) ' H,
0= ( 00) 01 (125)

fo = (6 - Hoo)_1 Ho;.

El proceso se repite hasta que t,, t,, < d con § arbitrariamente pequefio (Sancho et al., 1984).

Usando este resultado podemos escribir la funcién de Green en la columna 0 de la siguiente
forma,

GO (w) = (e — Hyo— Hy T — H;flT) - (126)

Si comparamos esta expresion con la ecuacion 113 identificamos que en este caso Hyg = He,

Hoy = hep y HY, = h}c. En particular,

Y, =H\T,

(127)
Sp = HoT.

Estas expresiones nos permiten encontrar las autoenergias en un sistema con contactos sem-

infinitos de estructura cristalina, no necesariamente de red cuadrada, por ejemplo el grafeno.

El término ¥ puede verse como el hamiltoniano efectivo que surge de la interaccion del
conductor con los cables. Un término similar aparece en la funcién de Green debido a in-
teracciones de electrones con fonones y con otros electrones (que por el momento estamos
despreciando) y se le conoce como autoenergia. Por analogia, al término ¥ se le llama au-
toenergia debido a los cables. Sin embargo, existen una diferencia fundamental: mientras
las autoenergias debido a las interacciones electrén-electrén y electrén-fonén son una de-
scripcién aproximada del fendmeno, el término de autoenergia debido a los cables (3) toma
en cuenta de manera exacta los efectos de los cables, pues en este desarrollo no se han hecho

aproximaciones.

2.5.3 Calculo de la funcién de Green en equilibrio: Método recursivo

El métod de la funcién de Green recursiva (MFGR) fue propuesto originalmente por Thouless
y Kirkpatrick (1981) y por Lee y Fisher (1981). Algunos anos después, MacKinnon (1985)
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presenté una formulacién del método que es ampliamente utilizada hoy en dia, y que es muy
similar a la que se presenta en esta secciéon. Desde entonces, el MFGR ha sido ampliado
y aplicado a varios sistemas. En particular se ha utilizado para el calculo de la funcién de

Green fuera de equilibrio incluyendo interacciones (Lake et al., 1997; Lassl et al., 2007).

Una vez conocidas las autoenergias, se puede encontrar la funcion de Green en equilibrio
sustituyendo en la ecuacién 113. Sin embargo, usualmente solo interesan algunos elementos
de la funcion de Green, por ejemplo, para calcular la conductancia solo se necesitan aquellos
elementos de la funcién de Green que relacionan la primer columna de la region central
n =1 con la ultima n = L, es decir G1;. El MFGR construye la funcién de Green agregando
funciones de Green de secciones individuales de manera iterativa. Con este propdsito, se

divide el sistema en columnas. A continuacién describimos esta técnica con mas detalle.

Para hacer mas facil la exposicion, ejemplificaremos con un sistema particular. Con-
sidere la estructura T presentada en Fig.12, una regién central (més ancha) conectada a
contactos. Cémo se describe en la seccion anterior, se divide el sistema en tres secciones.
Las regiones angostas son los contactos y se consideran a través de términos de autoenergias
(véase seccion anterior). La regién ancha central la dividimos en columnas (como la mostrada
en un rectangulo azul en 12), mismas que etiquetamos —de izquierda a derecha— como 1, 2,
o k=1k k+1, ..., L.

1 k-1k k+1 L
Figura 12. Esquema del dispositivo, una estructura T con una regién central mas ancha que los
contactos.

En términos matematicos, el MFGR se basa en que el hamiltoniano en aproximacién
de amarre fuerte de la regién central puede descomponerse en una forma tridiagonal por
bloques. Asi, siguiendo un procedimiento como el descrito en la seccién anterior se puede

llegar a ecuaciones matriciales solubles. De manera alternativa, pero totalmente equivalente,
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haremos una derivacion basada en la ecuacién de Dyson 49, que podemos escribir como,
G=G"+GV@ (128)

donde G° es la funcién de Green del operador hamiltoniano sin perturbacién Hy, V es la
perturbacion, y G es la funciéon de Green asociada al operador hamiltoniano perturbado
H = Hy+ V. Se sabe que cuando la perturbacién es solo la conexién entre regiones (sitios),

la solucién de la Ec.128 se puede realizar sin hacer aproximaciones (Datta, 1995).

La Fig. 13 muestra de manera esquematica los pasos del MFGR, que detallamos a con-

tinuacion:

(a) Primero se toma el hamiltoniano que describe la primera columna y se le agrega la
conexion con el contacto izquierdo via términos de autoenergia. La funcién de Green

asociada a esta primera columna, GY |, se calcula via inversién de matriz, de acuerdo a
la Ec. 111.

(b) Se calcula la funcién de Green asociada a la siguiente columna (desconectada del resto),
ng. En este paso, G?jl y GS,Q forman parte de la funcién de Green antes de la pertur-
bacién, G°. La perturbacién son los términos de tuneleo que conectan estas dos regiones,
Via vy Vai. Los elementos de la funcién de Green que son necesarios para, por ejemplo
el calculo de la conductancia, son: Gy, Gi2, G21 y Ga2. Proyectando la ecuacién de

Dyson se obtiene,

Gy = G%l + G?JVmGzl,

Gia=GY VoG,

Goy = Gg,QV2,1G1,1,

Gho = G%g + G&QVZ,IGIQ- (129)

Este es un sistema soluble de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas. Después de resolver
para las componentes de la funcién de Green, podemos repetir el proceso con la tercera
columna, luego con la cuarta y asi sucesivamente. En el k-ésimo paso la solucién de las

ecuaciones dan como resultado,

kek—1,k—1 ~0

Gk,k = Sk,k sz,kza (130)
0 k,k—1,k—1 ~0

Grr = G 1 V165 % Gk
0 ke ki—1,k—1 0

Grr = Glp_1Vi-1,651% G (131)

_ ak—1,kk ~0
Gl,l*Sz,k—1 Gl,l'
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; DA _ 0 0 ~1
con 1 < <k y donde se ha definido el propagador S, = [1 — G, ,V,.,G, Vou] . Las
primeras dos Fc. 130 se usan si solo se esta interesado en calcular la conductancia, las
otras dos Ec. 131 son también necesarias cuando se requieren los elementos diagonales

de la funcién de Green, como para el calculo de la densidad de estados.

Cuando se llega a la unién de la tdltima columna, se debe considerar que esta columna
estd unida con los contactos y por tanto se le agregan los términos de autoenergia al
hamiltoniano antes de la inversién. Luego se usa por tltima vez las ecuaciones recursivas

130 y 131, para agregar los efectos de esta ultima columna.

Al final de este procedimiento se obtienen los elementos de la funcién de Green que rela-
cionan los sitios de la primera columna con la ultima, G 1, los cuales son necesarios para
el calculo de la transmision o conductancia. Asi mismo, se pueden obtener los términos
diagonales (G;; de la funcién de Green, necesarios para la obtencién de la densidad de

estados.

d

Figura 13. Esquema del método de la funcién de Green recursiva descrito en el texto. En el
primer paso (a), se agregan los términos de autoenergia, después se conectan las otras columnas

(b),

hasta llegar a la dltima (c) y obtener la funcién de Green de todo el sistema (d).
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2.5.4 Observables fisicas en términos de la funcién de Green en equilibrio

Una vez que se tiene la funcién de Green dentro del conductor G", ésta se puede relacionar
con la funcién de transmisién a través de la relacion matricial de Fisher-Lee (Lee y Fisher,
1981) ,

Tpe = Tr [[,G'T,G"], (132)

donde Tr es la traza y los elemento de la matriz I', estdn dados por,
.. hl/m . t
Ty (1) = 3 o (1) 22X () = 1[5, — 5] (133)

Esta relacion se obtiene de manera directa a partir de la expresion 104 para los elementos de

matriz y se introduce en las expresiones 90 y 91.

La funcién de Green también se puede relacionar con la densidad de estados N (E) y con
la densidad local de estados p (r, E):

N (E) = %Tr [A(B), (134)
p(r,E) = %A (r,1; E) = —%Im & (r,v: E)]. (135)

De esta manera, la funcién de Green permite calcular a partir de un modelo tedrico
magnitudes medibles experimentalmente tales como: la densidad de estados, la densidad

local de estados y por supuesto la conductancia.

El formalismo descrito en este capitulo se ha utilizado ampliamente y con mucho éxito por
diversos autores, en una gran variedad de geometrias y estructuras tales como: puntos, anillos
y alambres cuanticos, barras Hall, entre otros. Utilizando esta descripcion se pueden estudiar
fenémenos cuanticos de gran importancia, como lo son la cuantizacion de la conductancia -que
se discutio en este texto- y el efecto Hall cuantico, ademas de efectos de interferencia como
el Aharanov-Bohm (Villarreal et al., 2011) y el Aharonov-Casher (Diago-Cisneros y Mireles,
2013). Una de las limitantes de este formalismo es que no incluye efectos de interaccién de
muchos cuerpos, sin embargo como mencionamos antes, ellos pueden incluirse de manera
perturbativa (Haug y Jauho, 2007), que por ejemplo, puede servir para estudiar sistemas con

correlaciones electrénicas tipo Hubbard (interaccion electrén-electrén de corto alcance).
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Capitulo 3

Método de renormalizacion para el transporte dependiente del
tiempo

En este capitulo aplicaremos el formalismo de Keldysh (véase seccién 2.3) para estudiar el
transporte fuera de equilibrio de un sistema sujeto a potenciales dependientes del tiempo.
Concretamente, estamos interesados en el calculo de la corriente a través de un sistema
cuantico como el de la figura 14: una regién central conectada a dos contactos semi-infinitos.
En las regiones de contacto se aplican potenciales cosenoidales de frecuencia ) y fase relativa
0. El método se puede utilizar en cualquier potencial periddico, sin embargo las expresiones
se simplifican cuanto menos componentes tenga el potencial al desarrollarse en Fourier. Los
potenciales se consideran aplicados solo en una columna de sitios, esto se puede generalizar

a mas columnas de manera directa, siempre y cuando el potencial sea localizado.

 Vicos (Qf + ) Vcos (Q

i

1 [

|

l!

Figura 14. Esquema del dispositivo bidimensional. La region central estd conectada a dos reser-
vorios. En la regién de contactos, se disponen potenciales cosenoidales en el tiempo aplicados
que generan el bombeo de carga de un contacto a otro.

3.0.5 Detalles del modelo

Consideramos un sistema de muchos fermiones no interactuantes que se mueven en una regién
finita de NV sitios dispuestos en una red cuadrda. El hamiltoniano en apréximacion de amarre

que describe la dinamica de este sistema es de la forma,

H (¢ Z <Hf}’,‘9 (t) cic) +H.c.), (136)

LI'=1
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con elementos matriciales que contienen términos estacionarios y términos periddicos en el
tiempo,
SYS 0
Hl,%!’ =Hpy+Vip(t), (137)

siendo V() = Z exp (—ikQot) Vi (k). Consideramos ademads, que tal sistema esta conec-

k#0
tado a M reservorios de electrones ( en nuestro caso particular M = 2) a través de términos

de contacto de la forma,

M
H" == "w, (cf ¢, + He), (138)
w=1

donde v, es el pardmetro de tuneleo entre los reservorios y el sistema central y 7, y j, son

coordenadas del sistema central y del reservorio, respectivamente (Arrachea, 2007).

Un formalismo adecuado para estudiar el transporte en un sistema como éste, es el de
la funcién de Green fuera de equilibrio de Keldysh (Haug y Jauho, 2007). Dentro de este

formalismo, se define la funcién de Green retardada entre los sitios (I, m), dada por,

GRL () =—i0(t—t) {a(t),d, (t")}). (139)

Esta dltima se puede relacionar con la corriente que pasa a través del sistema central (Haug
y Jauho, 2007), cantidad en la que estamos interesados para estudio del bombeo cuéntico.
De hecho, las componentes de Fourier de la funcién de Green retardada son las que se pueden

relacionar con la corriente de bombeo. Mas adelante se presenta ésta relacién.

La evolucién de la funcién de Green retardada (G) estd gobernada por la ecuacién de

Dyson, misma que en su representacién integral toma la forma,

M
Gl (t,t)= Gl t—t)+ Z/dtldtzGﬁja (t, 1) 5j, (t1,t2) Gy (b2 — 1)
a=1
(140)

M
+Z/dthﬁh (t,11) Vings (1) GO (1 — 1),
11l

donde G° es la funcién de Green en equilibrio, asociada al hamiltoniano del sistema sin los
términos con dependencia temporal; y ¥ es la autoenergia asociada a los términos dependi-
entes del tiempo en el hamiltoniano que describe a los contactos (en nuestro caso particular
¥ = 0). Nétese que la funcién de green para problemas dependientes del tiempo no tiene
invariancia de traslacién temporal. Como consecuencia depende de dos variables independi-
entes, t y t', las cuales pueden transformase Fourier separadamente. Una de las transformadas

de Fourier introduce la energia w como variable conjugada de una de las variable temporales
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(t) y la otra introduce la variable k como variable conjugada de la otra variable temporal ¢'.
El significado de k es que determine los armonicos de la frecuencia de bombeo 2y que afectan

la energia de los modos propagantes.

Definimos la siguiente transformada de Fourier,

GE, (1) = / ;l_w exp (—iw [t — ']) GF) (t,w) (141)
, o ,
t
Gl (t,w) :/ dt'exp (—i [w+i0T] [t — ¢']) GfY (¢, ). (142)

Aplicamos ésta transformacion a la ecuacion 140 y obtenemos,

GR(t,w) = G°(w)+ Y [exp (—ikQot) G (t,w + ko) Vi G° ()

k>1

(143)
+ exp (ikQot) G" (t,w + kQ) Vi G (w)]

donde G (t,w) [G° (w)] denota una matrix de N x N con elementos G (t,w) [G}, (w)].
Andlogamente, V5 (w) = V (Fk) +  (Fk,w), donde V (k) y ¥ (k,w) son matrices con ele-
mentos Vi (k) y 61,00 j.Zj. (k,w); 3, (k,w) es la k-ésima (k # 0) componente de Fourier de
la autoenergia asociada a los contactos (en nuestro caso particular son cero, pues suponemos
contactos en equilibrio). La funcién de Green en equilibrio G° (w) es la solucién a la siguiente

ecuaciéon de Dyson,
G (w) [wl — H* = X% (w)] =1, (144)

donde las matrices £° y H® tienen elementos 30 (w) = 6;5,0r 5, 5;. (0,w) y H}y respectiva-

mente.

La ecuacién 143 es la relacion central para el procedimiento de renormalizacién. Esta
relacion acopla la funcién de Green retardada, a una frecuencia (o energia) w dada, con la
misma funcién de Green retarda a frecuencias w-+ k€. La relacién 143 representa un ntimero

infinito de ecuaciones acopladas.

Debido a la estructura periddica del conjunto de ecuaciones 143, la funcién de Green retar-
dada en el tiempo es también una funcién periodica en ¢, de esta manera puede desarrollarse

como una serie Fourier

G (t,w) = i G (k,w)exp (—ikQt) , (145)

k=—o00

G(kw)=— /0 Yt exp (ikQot) GF (t,w) . (146)

To
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Es posible aplicar la descomposiciéon en Fourier a la funcién de Green retardada 145 para
escribir las observables de interés en el sistema, por ejemplo, la corriente que pasa a través

del dispositivo.

3.0.6 Procedimiento de renormalizacion para un armonico

El caso de un solo armonico corresponde a Vki (w) = 0,V kE > 2. Un ejemplo de esta
situacion es un potencial cosenoidal en el tiempo. El objetivo es encontrar las componentes
de Fourier G (k,w) de la funcién de Green retardada a una w dada. El procedimiento a seguir
fue desarrollado por Arrachea (2007) y se basa en definir un valor de corte ke = K, que
determina el nimero de frecuencias de acoplamiento o bien, el valor del maximo arménico
que puede afectar el transporte (la maxima diferencia de energia entre las subbandas), w —
KQo, ..., w, ...w+ K vy, entonces, el nimero total de ecuaciones acopladas en el conjunto 143.
La razon fisica de proponer una frecuencia de corte es que la potencia que puede desarrollar la
fuente del campo oscilante real es finita. El conjunto finito de ecuaciones resultante se puede

desacoplar con un procedimiento de renormalizacion Arrachea (2007) y obtener el siguiente

resultado:
K
Z G (k,w)exp (—ikQt) , (147)
k=K
siendo
-1
O>W = { - 1+9+1 (W + QO) Vii=Viga (w - QO) V1+} )
Gg(n,w) =g (w+nQO)V G(n—1w) n>0, (148)
G (n,w) = g (w+ 1) V"G (n + 1,w) n <0,
con

_ -1
G (w0 £ mQp) = { (GO (w2 mQ)] ™ = Vi s ) (w £ (m+ 1) Q) Vﬁ} ,(149)

donde
gix (W + KQo) = G (w £ KQyp) . (150)

Los conjuntos de ecuaciones 148, 149 y 150 permiten calcular la funcién de Green retardada

para cualquier w:

1. Dado un w se obtiene gix (w+ K€p) a través de la ecuacién 150 solucionando una

ecuacion de la forma 144;
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2. después por recursion, se obtienen todas la g4,,’s con —K < m < K sustituyendo en la

ecuacion 149;

3. por ultimo, las componentes de Fourier G (k,w) se obtienen del conjunto de ecuaciones
148.

3.0.7 Corriente de bombeo

Una vez conocidas las componentes de Fourier de la funcién de Green retardada se obtiene

la corriente inducida en funcién de ellas, la cual se puede escribir (Arrachea, 2004),

e = % Z Z /OO dwTr {Ty (w + 1) G (n,w) T (w) G (n,w) }

p=1,Ln=—0c0 ¥ — (151>

X [f3 (hw) = fo (hw + nh8)] ,

donde 1 y L son las etiquetas para los sitios de contacto, a representa el contacto donde se
mide la corriente, la matriz de hibridizacion I' estda dada por I' = —2ImX y f es la funcion

de distribucién Fermi-Dirac.

Las implementaciones que se han realizado de este método de renormalizacion para el
calculo de corriente, por ejemplo Arrachea (2007), implican la inversién de matrices de N? x
N2, donde N es el nimero total de sitios de la regién central. Por ésta razén los tiempos
de computo son muy elevados y los sistemas tratables con esta implementacién (tal como
estd) son de tamano reducido. El desarrollo de un procedimiento de optimizacién similar al
método recursivo de la funcién Green, comun para sistemas en equilibrio y donde se calculan
solo los elementos de la funcion de Green necesarios, es de interés en este caso fuera de
equilibrio. Hasta el momento no se ha reportado en la literatura una implementacién con

estas caracteristicas.

3.0.8 Método de evaluacion

El método descrito a continuacién es una manera de implementar el formalismo recursivo al
calculo de la funcién de Green fuera de equilibrio en presencia de perturbaciones dependientes
del tiempo. Este método es uno de los resultados importantes de mi trabajo de tesis, por

esta razon lo describimos en detalle.
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Figura 15. Esquema para la representacién de sitios por coordenadas

Cambio de notacién

Cambiamos la notacién en la base de sitio
1) = [l) @ [ly) = |ll,) (152)

donde |[,) es un elemento de la base de Wannier para el grado de libertad longitudinal y |l,,)
es un elemento de la base de Wannier para el grado de libertad transversal: De ésta manera,
el indice [, corre desde 1 hasta L, donde 1 representa la posicién de la primera columna de
sitios, es decir, la que esta conectada con el reservorio de la izquierda y L representa la tltima
columna de sitios —conectada con el reservorio de la derecha. Sea NN, el nimero de elementos
en la columna [, entonces la etiqueta [, corre de 1 a IV;,, es decir depende del nimero de

sitios por columna.

Considere un operador A en esta base de sitio, los elementos de matriz de este operador
los denotamos de la siguiente manera,

(Ll |AJLL) = ALl (153)

!
Iyl

. . /
donde [, denota la etiqueta para una columna, al igual que [,. Podemos agrupar los elementos
. . ’ . /
de matriz que relacionan la columna I, con la columna [, en una matriz A% con elementos

dados por,

{art) = (LilAlL). (154)

)
donde el rango de esta matriz es igual al niimero de sitios en la més extensa de las columnas

{leéNl;}.

Desarrollo para la formula para la corriente

Se sabe que la matriz de hibridizacion I', = —2Im>,,, por lo tanto

<zzzy IT,| z;z;> = 5y, a0y I (155)

lpa by Ly,
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Utilizando este hecho y la expresién para el operador identidad I = Z 1729y ) (Jus Jyl, desar-
Jz:Jy
rollamos la traza en la ecuacién 151 como sigue,

Tr {ToGl3G"} = Tr {T, (w + 1) G (n,w) Tg (w) G (n,w)}
=D by | T (@ +n90) D lady ) (G Gyl G (n,0)

lz,ly JasJy

x>y I (w) >

Jus Gy ) {Gus dy

jzvjy Ja 7]y

Gt (n,w) |lzly) .

Gusdy ) Gasdy

Asi,

Tr {FagrﬁgT} = Z 01,0050 Z“jy (w + n8) gj
lo...

N
wle (

v (nw)

'”,lz
X 5];756]//z7ﬁr/8/ .11 (CL)) gT]I (n7 W)

Jysdy Jy oly
= ZFO‘ (w+n) G, (n,w) TP, (w) Gt (n,w)
l ly-y 0/ gy N g gy dy by N
o en forma matricial,
Tr {T,GTsG'} = Tr {ra (w + 1) G*F (n,w) % (w) g™ (n,w)} , (156)

donde, por ejemplo, G*” (n,w) es la matriz con elementos g;:’ﬁ; (n,w) que relaciona la
columna « con la columna (; y los indices «, 5 = {1, L}, denotan los contactos. De esta
manera, los elementos de la funcién de Green necesarios para calcular la corriente de bombeo
son aquellos que relacionan lo sitios en las columnas 1 y L, es decir las matrices G, G,
GH y GE. Para obtener estas matrices es necesario evaluar las expresiones en las ecuaciones
148, 149, 150. Como hemos dicho, evaluarlas numéricamente —tal como estdan— implicaria
invertir matrices de N? x N?. Requerfmos escribir estas ecuaciones de tal forma que solo
calculemos los elementos de las G’s que nos interesan, es decir aquellos elementos que forman
las matrices G'1, G*, G y GLE. El primer paso para reescribir estas ecuaciones es escribir

encontrar una expresién para el potencial V' (¢) en nuestra representacién de sitio.

Desarrollo del potencial

Teniamos que V() = Z exp (—ikQot) Vip (k). Con ¢ la fase relativa entre los potenciales
k40
en los reservorios. En nuestro caso hay dos potenciales peridédicos con desfasamiento relativo,
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localizados en la columna 1 y la columna L. En nuestra representacion,

N1
111,) V cos (Qot + ) (11 |+Z|Ll V cos (Qt) (Li,|

ly

11,V (exp (iQ0t + 1) + exp (—iQt — 25)) (1@\}

2

I
@NMZ S

+

|
{I L)V (exp (1Q0t) +26Xp( ngt)) ( Lly@

by

ER

{exp iQot) = |1l ) Veexp (i0) (1l,| + |Li,) V (LL,|]

~

. 1 .
- exp (=i00) 5 114V exp (<i0) (1] + 1LV (L1}
= exp (—inQot) V (n), (157)
n#0
con V una constante y N el mayor entre { Ny, N1}, por lo tanto

N
V(+1) = = [|1,) Vexp (—=id) (11| + [LL,) V (L1, |]

% (158)
= = [[1,) Vexp (i) (11| + |LL,) V (LL,[] .
ly

O | = N"’—‘

siguiendo la notacién de Arrachea (2007), hacemos V1 = V(¥F1), en general VE(w) =

V (Fk). Definimos los operadores (o matrices), V' = Z 110,) V (1L, y VIE = Z |Ll,) V (L],

que son diagonales en [, y entonces,
Vit =< [V exp (i6) + V],

Vim == [VMexp (—id) + V] . (159)

er—lwln—

Evaluacién de las componentes de Fourier de la funcién de Green

Tomamos la primera ecuacién del conjunto 148 y la reescribimos como sigue

1

Gy (w)]‘l Vg (w+ Q) Vi = Vg1 (w—Q) Vf’ (160)

G(0,w) =

sabemos que
[Go (w)] ™ = 1w — Hy — %, (161)
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donde X tiene informacion de la conexion con los contactos. Hacemos,
% (w, Q) = Vit g1 (w+ Qo) Vi + Vig (w — Q) Vi) (162)
entonces

1
[Go (@)™ = 2 (w, Q)

G(0,w) = (163)

por lo tanto (utilizando Dyson),
g(oaw) = Go (w) + Go (W)E(LU,Q(D 7g(07w) : (164)

De esta ltima relacién podemos obtener las componentes de Fourier deseadas, a saber G'*,

G .GH Gt Primero desarrollamos la expresién para ¥,
1
Y == [VMexp (+i6) + V] g41 (w + QO) = [V exp (—i0) + V]

= [VMexp (=i0) + V] g1 (w — Qo) = [V exp (+i6) + V]

»—tl\D ’—‘[\DIH

1
2
Y= 1 [V exp (+i6) g}} (w + Qo) V' exp (—id) + V' exp (+i6) g} (w + Qo) VEF
+ VI gE (w4 Q) VM exp (—id) + VEFghl (w + Qo) VIF

+ VHexp (—id) g*} (w — Qo) VM exp (+i0) + V' exp (—id) g5 (w — Q) VEE

+ VLLgﬂ (w— Q) VM exp (+id) + VLLgff (w— ) VLL} ,

para facilitar la notacién, escribimos g1 (w + Qo) = gt} v g5 (w — Qo) = g*1, asi, y defini-

mos las componentes de la autoenergia, como sigue,

1
w2y (gill + 9111) Vi

4
1 . '
D1 = VI (g1 exp (+0) + g exp (<)) VI,
1 - ~
R = VI (gh exp (—i6) + g2y exp (+i0)) V1,
1
SLL _ ZVLL ( ghb 4 gt 1) VIL (165)

Posteriormente, sustituimos esta ecuacion en la relacion -tipo Dyson- de la ecuacion 164 y

obtenemos
gll — G(l)l + G(l)lzllgll 4 G(l)lzngLl 4 GéLEngll T GéLELLng,
Gl — G0L1 i GSIZH(]H i GélzngLl i GéLEngH i GéLELLgm’
factorizamos y obtenemos,

[1 _ G(l]lzll _ G(I)LELI} gll — G(l]l + [G(I)IEIL + G(l)LELL] ng,
[1 o Gé/lzlL o Gé/LELL] ng — G(Ifl + [Gglzll + GgLELl] gll'
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Definimos las siguientes expresiones,
A=1-Gy's! - GyreH!

B = GélzlL + G(I)LELL
C=1-— Gé&zlL . GéLELL

D = [GF'EM + GEFeH] (166)
entonces
G" = [A—BC'D] ' [G)' + BCTGEY, (167)
y
G =C'GE + C7'DGM. (168)

De esta manera podemos obtener G'' y G¥'. Con un procedimiento similar, a partir de

la ecuacién 164 podemos encontrar el otro par de ecuaciones,

gLL — GéL + GOLlEllglL + GOLIEILQLL + GéLEnglL + G(I]JLELLQLL

glL — G(I)L 4 GélzllglL + G(l)lzngLL + G[l)LEnglL + G(I)LELLQLL (169)
y solucionarlo para encontrar

g' = [A— BCT'D] " [G}F + BOT'GH] (170)

G, =C G+ Cc'DG'". (171)

Con los resultados de las ecuaciones 167, 168, 170 y 171, facilmente podemos encontrar
expresiones para las componentes de Fourier de orden superior de la funcién de Green que
relacionan los sitios en los extremos de la region central del dispositivo. Para continuar,
partimos de la segunda ecuacién del conjunto 148 y con un procedimiento similar obtenemos,

G (n,w) = !

5 [0 VI Galyexp (i0) + " VG

1
G (n,w) = 5 [g" VGl exp (—id) + g, VG ]

2
n > 0. (172)
1
G (n,w) = 5 [gEVIGIE, exp (—i0) + gt VELGEY ]
1
G"" (n,w) = 5 [gr'V!Gn — Lexp (—id) + g " VG ]

2
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y de la tercera obtenemos,

1
G (n,) = 3 [g4VIGAL, exp (8) + g, VIHGEL

1 .
ng (n,w) = 5 |:g£|1n|vngflLl—1 €Xp (MS) + g In| VLLg }

. n < 0. (173)
glL (n7 W) 2 [ |V1191L1 exp (15) + g_ \n|VLLg }

1

G (n,w) = 5 [g5n V1 Gn — Lexp (i0) + g2 VIG5

De esta manera, con las ecuaciones 167, 168, 170, 171, 172 y 173, podemos calcular todas
las componentes de Fourier. Sin embargo, estds dependen de los términos g'', it gkt v gt

con —k < n < k. Para obtener las ¢’s reescribimos la ecuacion 149 como sigue,

1
Gem (W E ML) = — (174)
[Go (w £ m)] ™" = Vi gaimy) (W + (m+1) Q) VT

con m > 0, denotamos g4, (w + m€) como gin, v Go (w £ mfy) como Gf'. Ademds defini-

mos,
i = Vi gaimen) (wE (m+1) Q) ViT. (175)

posteriormente, tomamos este término de autoenergia Y y lo descomponemos de la siguiente

manera,
Y= i [V exp (i6) + V] gaimyn) [V exp (Fid) + VE
— i (VgL VI VG e (4i6) VEE
+ VLLgi 1) VEiE 4 VLLgi ts1) XD (id) V“} ’
asi
11 Lo 11
Yy = ZV I ims1)V
EiﬁL - %Vllgg(mﬂ) exp (£id) 17422
Eil _ leVLLgi(erl) exp (¥i5) v
ZiL _ leVLLgi . VL (176)

(177)



o4

Usando Dyson podemos reescribir la ecuacion 174 como sigue
g4+m = G?n + G%Zigim. (178)

Esta ecuacion tiene la misma estructura que la ecuacién 164 y por tanto una solucién similar,

solo es necesario reemplazar,

g (07 w) — G+m;
G (w) = G2,
RS (179)

y entonces la nueva definicién de las matrices A, B, C, D sera,

A=1-Gyiel - Gttt

B = Gy'slt + Gt et

C=1-Gyhsi —Gpttslr,

D = [GpHsl + G ttelt, (180)

y las soluciones,

g =[A-BCc'D]7 [GiY 4+ BCT Gyt (181)
gl = CT'Gp ittt + ¢ Dglt (182)
gt = [A—BC D] [Gp 4+ BCTIG (183)
g = CIGytt + G Dyl (184)

Para implementar este método se requiere primero encontrar las g4,,’s para una energia
dada, a través de las ecuaciones 181, 182, 183, 184 . Después sustituir las g4,,’s en las
definiciones de las ¥’s de la ecuacién 165 y encontrar los elementos de la componente de
Fourier cero de la funcion de Green con las ecuaciones 167, 168, 170, 171. Una vez que se
conoce la componente cero de Fourier y las ¢g+,,’s podemos encontrar la otras componentes

a través de las ecuaciones 172 y 173.

Este método de evaluacion lo aplicamos para estudiar la corriente de bombeo a través
de cintas de grafeno. En el siguiente capitulo presentamos las caracteristicas electronicas

fundamentales de este material.
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Capitulo 4

El grafeno

El carbono es la materia prima para la vida y la base para toda la quimica organica. De-
bido a la flexibilidad de sus enlaces, los sistemas basados en carbono muestran un ilimitado
nimero de diferentes estructuras. El grafeno es una alétropo del carbono, consiste en una
red hexagonal bidimensional y puede ser pensado como compuesto de anillos de benceno a
los que se les ha retirado los hidrégenos. La flexibilidad estructural del grafeno se refleja
en sus propiedades electrénicas. La hibridizacién sp?, entre un orbital s y dos orbitales p,
dan lugar a una estructura trigonal planar con la formacién de un enlace o entre atomos de

carbono que estn separados por 1.42 A (Castro Neto et al., 2009).

Wallace (1947) fue el primero en reportar la estructura de bandas del grafeno. El mostré
el comportamiento semimetalico inusual de este material. En ese momento, la idea de un
material puramente bidimensional estaba fuera de la realidad, la motivacién de los estudios
de Wallace era dar un punto de partida para el entendimiento del movimiento de electrones
en grafito. Tuvieron que pasar varias décadas para que Novoselov et al. (2004) sintetizaran

exitosamente el grafeno, obteniendo el premio Nobel en 2010 por tal hazana.

Uno de los aspectos mas interesantes del grafeno es que sus excitaciones de mas baja
energia son fermiones de Dirac sin masa. En grafeno neutral, el potencial quimico cruza
exactamente en el punto de Dirac. Esta dispersion particular, que solo es valida para bajas
energias, asemeja la fisica de estas particulas a la de la electrodindmica cuantica (QED, por
sus siglas en Inglés) para fermiones sin masa, excepto que en grafeno los fermiones de Dirac
se mueven con velocidad vg, que es 300 veces menos que la velocidad de la luz c. Asi,
muchas propiedades inusuales de la QED pueden mostrarse en grafeno a bajas energias y
velocidades. En particular, los fermiones en grafeno exhiben la llamada paradoja de Klein,
que se refiere al hecho de que fermiones de Dirac pueden ser transmitidos con probabilidad
1 a través de regiones prohibidas clasicamente Castro Neto et al. (2009). De hecho, bajo
ciertas condiciones, los fermiones de Dirac son inmunes a efecto de localizacién observados
en electrones ordinarios. Ademads se ha establecido experimentalmente que los electrones
pueden propagarse sin dispersion a través de distancias del orden de micrémetros en grafeno
(Novoselov et al., 2004).
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Las fuentes de desorden en grafeno son muchas y pueden variar, desde las comunmente
encontradas en semiconductores, tales como las impurezas, atomos o moléculas absorbidos
en la superficie, hasta los mas inusuales, como las corrugaciones asociadas a la naturaleza
elastica del grafeno (Meyer et al., 2007). El grafeno es un material tinico, en el sentido que
comparte las propiedades de las membranas suaves y al mismo tiempo se comporta de manera
metalica, del tal forma que los fermiones de Dirac se pueden propagar en un espacio curvado
localmente. Esta es la razén de la analogia con el problema de la gravedad cuantica (Cas-
tro Neto et al., 2009). El grafeno muestra también efectos mesoscépicos inusuales asociados
con las condiciones de frontera. Estos efectos se hacen evidentes en los sistemas confinados
basados en grafeno, como en las nanocintas. En estas tltimas, sus propiedades electronicas
pueden variar drasticamente dependiendo de sus fronteras o terminaciones: zigzag o armchair

(las més comunes).

En este capitulos haremos una breve presentaciéon de las propiedades electrénicas del
grafeno que son relevantes a nuestro trabajo. En la seccién 4.1 presentamos la aproximacion
de amarre fuerte para grafeno. En la secciéon 4.2 describiremos la estructura de bandas del
grafeno, asi mismo en la seccion 4.3 derivamos el hamiltoniano efectivo de bajas energias.
Por ultimo, en la seccién 4.4 describiremos las propiedades fundamentales de las nanocintas

de grafeno, principalmente de su estructura de bandas.

4.1 Modelo en aproximacion de amarre fuerte para grafeno

Consideramos la dindmica de electrones en una red de grafeno asumiendo que los efectos de
interacciones pueden ser incorporados en términos de campo medio (esto es aproximacién de

particulas no interactuantes). En este caso, el hamiltoniano de una sola particula es

h2
H = ==V 4 Vop(X) + Ve (%), (185)

donde V. ;(x) incorpora los potenciales provenientes de los iones atémicos de la red de grafeno
y los efectos de interaccién de manera aproximada, y V,.;(x) es algin potencial externo. En el
caso de una hoja infinita de grafeno V. tiene todas las simetrias del grafeno. A continuacién
presentaremos la formulacion en aproximacion de amarre fuerte de este sistema, siguiendo el

analisis de Wallace (1947) y basandonos en el exposicién presentada en Wimmer (2005).

Siendo el carbono el sexto elemento de la tabla periddica tiene 4 electrones de valencia
con la configuracién 2s%2p?. Tres de estos electrones se hibridizan en una configuracién 2sp?

y forman enlaces con los atomos vecinos, dando lugar a un arreglo hexagonal de atomo de
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carbono (véase Fig.4.1a). El cuarto electrén reside mayormente en el orbital perpendicular al
plano del grafeno 2p,, que estd hibridizado y se le conoce como orbital 7. Los electrones que
forman los enlaces entre atomos vecinos no contribuyen al transporte y por tanto podemos

tratar al grafeno como si tuviera un electréon por atomo de carbono en el orbital 2p,.

Figura 16. (a) Esquema de la estructura del grafeno con ambas redes A y B. (b) zonas de
Brillouin para ambas celdas, unitaria y cuadrada.

Siguiendo los argumento anteriores, describimos el grafeno en la aproximacién de amarre
fuerte con solo un orbital por atomo base. La estructura del grafeno puede verse como una
red triangular con una base de dos atomos por celda unitaria. Los vectores de red pueden

escribirse como,

a; = 5(\/5, 3), a,= §(\/5, 0), (186)

donde a &~ 1.42 A es la distancia entre dtomos vecinos y a = V3a =2.46 A el parametro de

red. Los vectores de la red reciproca correspondiente son,

41 27
b, =—(0,1), by=— —1). 187
1 3(1 (07 )7 2 3(1 (3\/37 ) ( )

Asi, la simetria de la red cristalina se refleja en la red reciproca (véase Fig.4.1b). En el
espacio reciproco, la primera zona de Brillouin tiene forma hexagonal, estd centrada en el
punto I' y las esquinas son los puntos K y K’, dados por
AT
3v3a

Estos puntos son también llamados puntos de Dirac, por razones que mas adelante se haran

—0), K'= (- ,0). (188)

evidentes. Los tres vectores entre atomos vecinos inmediatos en el espacio real estan dados

de la siguiente manera (véase Fig.4.1),

8, =a(0,1) & = g(\/ﬁ, 1), &= g(—x/& 1), (189)
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Consideramos que en cada sitio atomico ¢ con posicién R; hay un orbital descrito por la
funcion,

Xr, (%) = x(x — Ry). (190)
En este andlisis ignoraremos el grado de libertad de espin. Denotaremos el estado cuantico
con funcién de onda yg, (x) como |7). Asumimos estos estados como ortogonales y en términos

de ellos escribimos el hamiltoniano
H = (ilH|5)[i){j]. (191)
2
La solucion de este sistema es de la forma,
W) = Zd}(i)ﬁ% (192)

donde (i) es la amplitud de probabilidad de ocupar el estado orbital |i). Asi |(7)|* puede
verse como la probabilidad de que el electrén esté cerca del sitio atémico i. El hecho de que
los orbitales atomicos estén localizados valida el uso de la aproximacion de amarre fuerte
para grafeno. Aqui solo consideraremos elementos del hamiltoniano que involucran orbitales

en el mismo sitio y entre sitios vecinos inmediatos.

Los elementos matriciales del hamiltoniano que involucran orbitales en el mismo sitio
pueden escribirse como t;; - €0 + €;, donde ¢; surge de la parte del hamiltoniano con la
periodicidad de la red, —;—mvz + Ve, v & de V. Debido a la periodicidad de la red, el
término ¢y es idéntico para todos los sitios por lo que se puede tomar como cero. Para el
potencial externo es 1til descomponerlo en una dependencia simétrica y antisimétrica con

respecto de la subred y escribirlo como sigue,

Vi+ M; siie subred A,
€ = (193)

V.—M; siié€ subred B.
Aqui, V; es un potencial con el mismo valor para los dos atomos en una celda unitaria,
mientras M; es el llamado potencial escalonado, que cambia de signo entre las dos subredes.
El potencial escalonado puede surgir por un potencial externo con variaciones rapidas, como

el causado por un substrato o por la deformacién de la red de grafeno. Los términos no

diagonales, que involucran orbitales en diferentes sitios son,
tij = —to = (51,\i7j| /X(X — Ri)*X(X — Ri)de, (194)

donde la funcién 9 es la funcién delta de Kronecker, {5 = 2.7 eV. En presencia de campo

magnético, este término se modifica por una fase de Peierls (Datta, 1995),

ie [T
tij — tij X exp (E/ ds - A(X)), (195)

R;j
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donde A(x) es el potencial vectorial.

4.2 Estructura de bandas

Después de introducir el modelo de amarre fuerte, calculamos la estructura de bandas para
una hoja infinita de grafeno con M; = M y V; = V4. En este caso, el sistema es invariante
ante traslaciones y se cumple el teorema de Bloch Wimmer (2005). Definimos los orbitales

en el espacio de Fourier,

Dolox) = = 3 My (x), (196)

donde o« = A, B indica la subred y N es el nimero de celdas unitarias. Estos estados cumplen

la condicién de ser ortonormales,
(Pa(k)[Ps(K)) = da,a0k Kk (197)

y cumplen el teorema de Bloch. De esta manera, forman una base en la que podemos expresar

el problema de eigenvalores. La solucion serd de la forma,
Uk, x) = 14 (k)Pa(k,x) + ¢¥p(k)Pp(k, %), (198)

donde k es el vector de Bloch. Asi mismo escribimos la ecuacién de Schrodinger estacionaria,

H(k)y(k,x) = E(k)y(k,x), como sigue,

[ Haa(k) Hap(k) valk) | Va(k)
H (k) (k%) = (HBA<k) o ) ( o ) —E(k)( w (k)>. (190)

Los elementos de matriz del hamiltoniano se obtienen de calcular, H, 5 = (9, (k)| H|®s(k)).

Los términos diagonales estan dados por,

(D 4(K)|H|Pa(k)) = Vo + M, (200)
(@p(k)|H|Pp(k)) = Vo — M. (201)

Mientras los términos fuera de la diagonal son,

(Da(k)|H|®p(k)) = —tg Y _ cos(kd)) + isen(Kd)), (202)

=1
y Hpa(k) = [Hap(k)]". Entonces la base de Fourier vuelve diagonal al hamiltoniano, para

quedar

=1 =1

H(k) = Voo — (tg Zcos(kél)) o’ + (to Zsen(kél)) o’ + Mo*, (203)
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donde ¢%*¥»*

son la identidad y las matrices de Pauli. La descomposicion del hamiltoniano
en términos de estas matrices viene de aprovechar la completez de éstas para el espacio
de las matrices hermitianas de 2 x 2. Sin embargo, esta formulacién, en la que se separa
explicitamente la descripcién para las subredes, hace natural —debido al algebra que siguen
las matrices de Pauli— la convencién de llamar a este grado de libertad Pseudoespin. Esta
analogia se hard mas evidente en la aproximacion de bajas energias. Con el hamiltoniano en

la base k de Ec.203 es trivial encontrar los eigenvalores, dados por

ksa
2

Ei(k)=Vo+ | M2+t (3 + 2 cos(kga) + 4 cos(——) cos( (204)

Ql
@
T
<
Ql
N——

La figura 17 muestra las energia F.(k), en la primera zona de Brillouin de grafeno, para

Figura 17. lzquierda: Estructura de bandas de grafeno para M = V[ = 0. Derecha: Acercamiento
de la estructura de bandas alrededor del punto K. Tomada de Wimmer (2005).

M =V, = 0. En este caso las bandas E (k) y E_(k) estan restringidas a ser positivas y
negativas y son llamadas la banda de conduccién y de valencia, respectivamente. Ambas
bandas se tocan en seis puntos de la zona de Brillouin a £ = 0, formando un hexagono.
Ya que cada atomo en la celda unitaria contribuye con un electrén, la banda de valencia
estd completamente llena. Asi el nivel de Fermi, es Fr = 0 y los estados a la energia
de Fermi tienen vectores de onda K y K'. A estos puntos se les llama puntos de Dirac
porque a energias bajas cercanas a cero la relaciéon de dispersion puede aproximarse como
lineal. Esto se muestra en el acercamiento de la Fig.17, que muestra los conos de Dirac.
A pesar de que hemos calculado esta relacion de dispersion considerando solo los primeros
vecinos, el resultado es muy cercano a los experimentos. La Fig.18 muestra los resultados
experimentales de mediciones de la estructura de bandas en grafeno con la técnica conocida

como espectroscopia de fotoemisién con resolucién angular (ARPES, por sus siglas en Inglés).
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Figura 18. Estructura de bandas del grafeno medida experimentalmente utilizando la espectro-
scopia de fotoemisién con resolucién angular.(extraida de Bostwick et al. (2007))

4.3 Hamiltoniano efectivo

A continuacién derivaremos un hamiltoniano aproximado que describe a los electrones en
grafeno a bajas energias. Este hamiltoniano efectivo fue originalmente derivado por McClure
(1956) en presencia de campo magnético y por DiVincenzo y Mele (1984) en presencia de un
potencial externo. Ambos siguieron el enfoque de masa efectiva desarrollado por Luttinger
y Kohn (1955).

En general, la presencia de un potencial externo rompe la invariancia traslacional. Dicho
potencial puede dispersar electrones conectando diferentes vectores de Bloch. Asi la solucion
para la funcién de onda debe incluir de manera continua todos los posibles valores del vector

de momento, esto es

b(x) = / ki 5 (k)@ a(k, %) + (k) Dk, ). (205)

Si asumimos que el potencial externo varia lentamente en comparacién con las distancia entre
atomos, podemos despreciar los eventos dispersivos que mezclan momentos alrededor de los
puntos K y K’, pues estdn separados por un vector de onda del orden de la red reciproca.
Otra forma de introducir esta aproximacién es a través de un criterio en energia, si se esta
interesado en energias cercanas al nivel de Fermi, la estructura de bandas se ve como seis
conos separados que se pueden describir de manera independiente. Nétese que aunque hay
6 vectores K, solo dos son distintos, o sea, no se pueden conectar por un vector de la red

reciproca.

Desarrollando la expresién para las bandas de energéds alrededor del punto de Dirac,
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obtenemos,
Ey(K +q) = E+(K'+q) = hld|vr, (206)

donde vp = \/§t0a/ 2h es la velocidad de Fermi. Este desarrollo también se puede aplicar a

la funcién de onda, para obtener,

(x) = / A 4 (@)Pa(K + 4, %) + (@) ®s(K + q,x)

+ ¢ (@)Pa(K' +q,x) + ¥3(q)Ps(K' +q,x). (207)

De manera similar, se pueden calcular los elementos de matriz de hamiltoniano, dados por
(,(KY + q)|H|®5(K” + ). El resultado se simplifica si se realizan las siguientes aprox-
imaciones: (1) nos restringiremos al régimen de bajas energias, aproximando alrededor de
los puntos K y (2) mantenemos solo los términos de orden lineal en q. Aprovechando que
el hamiltoniano no mezcla momentos en diferentes conos de Dirac, introducimos la variable
7 = £1 que indica el valle (la K) en la que se hace el desarrollo, 7=1si Ko7 =—1si K.

El hamiltoniano resultante es,

0

H(KT + q) ~ hUF )
Tq, + 14y

T4y — Z .
q 0 W > = hvp(Tq0" — iq,0Y). (208)
La misma consideracion, de variacién lenta, se aplica al potencial externo y finalmente el

hamiltoniano para ambos valles se pude escribir de la siguiente manera,

Hg = vp(ihV) - o+ V(x) + M (x)o”. (209)
HK/ = —UF(—ihV) . 0'* + V(X) + M(X)O"r. (210)

El hamiltoniano 209 es idéntico al hamiltoniano de Dirac bidimensional con una velocidad de
la luz efectiva vp. El potencial V(x) juega el papel de potencial escalar mientras el potencial

escalonado M (x) aparece como un término de masa.

4.4 Nanocintas de grafeno

Los resultado anteriores aplican para hojas de grafeno infinitas o suficientemente grandes para
despreciar los efectos de las fronteras. En general, estructuras basadas en grafeno exhiben
algunas de las peculiaridades de este material pero también introducen otras nuevas. En par-
ticular las nanocintas de grafeno, que son sistemas mesoscopicos infinitos en una direccion
pero confinados en otra, manifiestan de manera excepcional los efectos de la fronteras. Se

denota a las nanocintas dependiendo de sus fronteras, esto es, la direccion de corte. Segin
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nuestra convencion de ejes coordenados en la Fig.4.1, una nanocinta con corte en la direccion
horizontal se llamara cinta zigzag. Correspondientemente, una cinta con corte en la direccion
vertical, se llamard armchair. Debido a que las nanocintas no cuentan con total invariancia
traslacional, los estados electronicos serdan combinaciones de ondas de Bloch de la hoja in-
finita, una suma de diferentes vectores de onda para satisfacer la condicion de frontera —de

manera similar como ocurre con el pozo de potencial infinito.

Consideramos primero las nanocintas zigzag. Las cintas zigzag tienen simetria traslacional
en la direccion horizontal x, con celda unitaria de longitud a, como se indica en Fig.19a, y asi
k., € [-m/a,m/a] es un buen nimero cudntico. Los estados en la cinta son una combinacién
lineal de ondas de Bloch con numero fijo k,, como se indica en el bosquejo de la zona de
Brillouin en Fig.19a. En particular, los diferentes puntos K se proyectan univocamente en
el eje k,, con k, = —27/3a para el punto K y k, = +27/3a para el punto K'. Asf el punto
K y el punto K’ estdn desacoplados en las nanocintas zigzag. En el régimen de energias
bajas observamos los conos de Dirac en la estructura de bandas (regiones en gris). Este
argumento no alcanza para explicar la apariciéon de la banda a energia cero, que se asocia
a los estados de borde. En realidad la condicién de frontera zigzag hace que k, y k, no
sean independientes a energia cero. Son independientes para todas las otras energias excepto

para energia cero, donde k, se vuelve dependiente de £, y viceversa. En contraste, para las

b)

K K

Figura 19. Caracteristicas generales de las estructuras de bandas para nanocintas con termina-
ciones zigzag a) y armchair b). Los péneles superiores muestran nanocintas de grafeno y sus
correspondientes celdas unitarias. Los paneles inferiores muestran la orientacién de la zona de
Brillouin para el caso de una nanocinta unidimensional, asi como la estructura de bandas corre-
spondiente (extraida de Wimmer (2005))

nanocintas armchair la simetria traslacional es en la direcciéon vertical y, con celda unitaria
3a. Entonces, k, € [—m/3a,7/3a] es un buen nimero cuantico. Asi los estados en las

nanocintas armchair son combinaciones lineales de los estados de bulto de grafeno con £,
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fijo. En particular ambos puntos de Dirac, K y K’ se mapean en k, = 0. Por lo tanto en

cintas con esta clase de terminacion, la frontera mezcla ambos valles.
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Capitulo 5

Transporte en nanocintas de grafeno con deformaciones gaussianas

En este capitulo se describen los resultados obtenidos de estudiar el transporte electrénico en
una nanocinta de grafeno con una deformacion gaussiana en su centro y conectada a contactos.
Se considera ademds la presencia de un campo magnético y terminaciones armchair y zigzag.
En la seccion 5.1 se hace una revison de la literatura relevante a nuestro trabajo. Esta no
pretende ser una revision exhaustiva, principalmente por la gran cantidad de trabajos en
el tema y porque dicho propédsito escapa de los objetivos del presente trabajo de tesis. En
la seccién 5.2 se presentan los detalles del modelo para las nanocintas con deformaciones y

finalmente en la seccién 5.3 se presentan y discuten los resultados.

5.1 Efectos de deformaciones en el transporte electrénico en grafeno

Para el momento en el que Novoselov et al. (2004) sintetizaron el grafeno, Wallace (1947) ya
habia descrito el hamiltoniano que describe el movimiento de los electrones en esa estructura
cristalina. Asimismo se sabia, del estudio de los fonones en nanotubos de carbono realizado
por Suzuura y Ando (2002), que una deformacion en la red afecta dicho hamiltoniano de dos
maneras: 1) Modifica los términos diagonales asociados a la energia de sitio y 2) cambia los
términos no diagonales que describen los saltos electronicos entre sitios vecinos, al modificar la
longitud del enlace. Ambos efectos se pueden expresar como potenciales en el hamiltoniano,
el primero como un potencial escalar y el segundo como un potencial de norma que se
interpreta usualmente como un pseudo-campo magnético (por razones que més adelante se
hardn evidentes). Lo anterior toma especial relevancia en el grafeno, ya que al ser un cristal
bidimensional con un solo &tomo de grosor, no tiene la rigidez de los cristales tridimensionales.
Como senala Castro Neto et al. (2009), el grafeno se puede describir como una membrana
suave, y como tal, desarrolla distorsiones en su estructura producto de las fluctuaciones

térmicas o de la interaccién con el substrato sobre el cual esta depositado.

Los resultados experimentales de Meyer et al. (2007) mostraron que el grafeno suspendido
—resultado de depositarlo sobre una rejilla de 6xido de silicio— presenta corrugaciones. Dichas

corrugaciones hacen a la membrana de grafeno termodindmicamente estable permitiendo
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su existencia. Estudios posteriores realizados primero por Frank et al. (2007) y luego Lee
et al. (2008) y Gémez-Navarro et al. (2008) con microscopias de fuerza atémica —donde se
caracterizan las propiedades elasticas de muestras de grafeno suspendidas— mostraron que la
alta flexibilidad hace del grafeno un material muy resistente. Estos resultados experimentales
revelan, siguiendo a Cadelano et al. (2009), un modulo de Young efectivo de 1TPa y tensiones
limite de 130GPa. Ello permite que el grafeno pueda deformarse elasticamente hasta un
15 — 20%. Las evidencias experimentales acerca de las extraordinarias capacidades eldsticas
del grafeno motivaron una gran cantidad de trabajos —tanto tedéricos como experimentales—

en torno a las deformaciones y los efectos de las mismas en sus propiedades electrénicas.

El primer estudio considerando los efectos de las deformaciones en el transporte en grafeno,
fue el trabajo de Morpurgo y Guinea (2006) donde se introduce la idea de tratar los efectos
de las corrugaciones como un campo de norma en el hamiltoniano (véase capitulo anterior).
En ese momento el interés principal era explicar los resultado experimentales de Morozov

et al. (2006) que mostraron localizaciéon débil en grafeno.

Inicialmente los esfuerzos experimentales se orientaron en la caracterizacién de las de-
formaciones que se presentan en grafeno. Los primeros trabajos reportaron imagenes de
miscrocopio STM de muestras grafeno sobre substratos de SiOy con una topografia muy pro-
nunciada, algunos ejemplos son los reportes de Ishigami et al. (2007), Geringer et al. (2009)
y Xu et al. (2009). En general, estos reportes mostraron que la topografia del grafeno se veia
modificada por el substrato, ademas mostraron regiones de simetria triangular intercaladas
con regiones con simetria hexagonal. De particular interés para la comunidad cientifica, resul-
taron los hallazgos de Levy et al. (2010). En éste trabajo se estudiaron burbujas triangulares
formadas al depositar grafeno sobre platino. Ellos identificaron las resonancias en las curvas
de densidad de estados obtenidas en regiones deformadas con la presencia de pseudo niveles
de Landau producidos por pseudo campos magnéticos que —en consecuencia— se estimaron de
méas de 300T. De esta manera, los resultados de diferentes grupos experimentales mostraron
que la morfologia del grafeno esta altamente determinada por la topografia substrato sobre

el que esta depositado.

Estudios posteriores exploraron la capacidad de controlar deformaciones y sus efectos
en el transporte. En el estudio pionero de Bunch et al. (2008) se presenta la creacién de
burbujas de grafeno. Ellos dispusieron una membrana de grafeno sobre un substrato de
SiO4 con depresiones, obteniendo regiones de grafeno suspendido. Posteriormente, aplicaron
una diferencia de presién sobre estas regiones, creando burbujas y mostrando que el grafeno

es impermeable a diferentes gases —incluyendo el Helio. Bao et al. (2009) reportaron la
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observacion y la generacion de ondulaciones peridédicas en muestras de grafeno suspendidas.
Utilizando la tensién generada por la suspensiéon y la tension generada térmicamente, ellos
mostraron que las ondulaciones siguen aproximadamente una distribucién sinusoidal y fueron
capaces de controlar la orientacion y la longitud de onda de la oscilacién. En el trabajo
de Mashoff et al. (2010) se muestra la capacidad de controlar el grafeno con la punta del
STM. Ellos depositaron grafeno sobre un substrato de SiOy obteniendo regiones de grafeno
suspendido. Después, utilizando el campo que genera la punta del STM fueron capaces de
curvar el grafeno en esa zona. Las imagenes obtenidas reflejan una asimetria de subred. Por
su lado, Georgiou et al. (2011) mostraron que las burbujas que se forman al depositar grafeno
sobre SiOy pueden controlarse utilizando campos eléctricos externos. Klimov et al. (2012)
crearon nano-tambores depositando grafeno sobre un substrato con un patrén de huecos

circulares y produjeron deformaciones controladas con la punta del STM.

Asi hoy en dia estd bien establecido que el grafeno siempre presenta un tipo de defor-
macién, ya sea por las corrugaciones que desarrolla por estar suspendido o por la interaccion
con el substrato. Ademds se sabe que estas deformaciones son controlables y sus efectos

medibles con las técnicas experimentales disponibles.

Desde el punto de vista tedrico la caracterizacién de las deformaciones es el primer
paso para el estudio de sus efectos. Las deformaciones pueden clasificarse de acuerdo a
sus simetrias. Las deformaciones coplanarias modifican las distancias atomicas sélo en el
plano de la membrana. En cambio, las deformaciones fuera del plano modifican las dis-
tancias atomicas en la direccién perpendicular. De estas, las deformaciones uniaxiales son
aquellas que modifican las distancias atémicas que coinciden con solo una direccion cristalina.
Mientras las deformaciones centro-simétricas modifican radialmente las distancias atémicas,
definiendo un centro. Entre los primeros estudios sobre la forma en la que se puede curvar el
grafeno estd el estudio Kim y Neto (2008). Ellos proponen la teorfa elastica de las membranas
como un enfoque inicial para modelar la configuracién del grafeno, utilizando la energia libre
de torsién en el limite termodindmico. En un estudio posterior Viola Kusminskiy et al. (2011)
modelaron el grafeno sobre un substrato. Lo modelaron como una membrana continua con
teoria de la elasticidad e introdujeron el substrato como una superficie rugosa que interactia
con la membrana via fuerzas de Van der Waals. Resultados basados en modelos atomicos se
reportaron en los trabajos de Neek-Amal y Peeters (2012) y de Chen et al. (2013). donde
utilizando simulaciones de dindmica molecular se estudié la interaccion con el substrato. De
los estudios anteriores se puede concluir que en general el grafeno tiende a seguir al substrato.
Sin embargo, cuando la curvatura del substrato es muy pronunciada el grafeno se desprende

y queda suspendido. Este fenémeno depende del tamano de la hoja de grafeno y del material
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del que esta hecho el substrato.

En la literatura existen diferentes enfoques tedricos para estudiar la influencia de las
deformaciones en la red sobre las propiedades electronicas del grafeno. La forma més general
es considerar la interaccion electron-fonén, que en principio permite tratar deformaciones
con dependencia temporal como las que se generan por la interacciéon con un bano térmico.
Maifies (2007) realizé el primer estudio en esta direccién, generalizé al grafeno el estudio
de Suzuura y Ando (2002) para nanotubos de carbén: usando las simetrias del grafeno
determiné las restricciones que debe cumplir el hamiltoniano de interaccion electrén-fonén.
En esta descripcién, las deformaciones elasticas de la red pueden verse como perturbaciones
estaticas. En su articulo ejemplificé sus resultados con la derivacién de los pseudo campos

electromagnéticos efectivos producto de las deformaciones.

De manera alternativa, Vozmediano, Katsnelson, y Guinea (2010) desarrollaron un en-
foque basado en la teoria cuantica de campos en espacios curvados que describe las defor-
maciones fuera del plano. Por su parte, Winkler y Ziilicke (2010), Linnik (2012) y Manes
et al. (2013) continuaron el enfoque basado en las consideraciones de simetria presentada por
Manes (2007) para estudiar diversos problemas en grafeno bajo estiramiento, tales como las
implicaciones de la invariancia de inversién temporal de los pseudopotenciales y los efectos de
la ruptura de simetria de inversién con respecto del plano, como la generada por la presencia
de un substrato. De particular interés es el trabajo de Manes et al. (2013), donde usando
teoria de grupos construyen todos los posibles términos que pueden aparecer en el hamil-
toniano de bajas energias (Dirac) de grafeno producto de la aplicacién de una deformacién
no uniforme en el espacio. Por otro lado Sloan et al. (2013), Barraza-Lopez et al. (2013),
Pacheco Sanjuan et al. (2014a) y Pacheco Sanjuan et al. (2014b) formularon una descripcién,
basada en geometria diferencial discreta, de la estructura atémistica de membranas bidimen-
sionales y los efectos en las propiedades electronicas. Sin embargo, la descripcion tedrica mas
popular para explorar el concepto de ingenieria del estiramiento combina la aproximacién de
amarre fuerte del hamiltoniano de grafeno con la teoria de elasticidad a orden lineal —que

exponemos en la siguiente seccion.

5.2 Modelo

Consideramos la regién central de una nanocinta de grafeno (regién verde en Fig. 20) en
la que se ha dispuesto una deformacion gaussiana fuera del plano en su centro y un campo

magnético exterior constante en la direccién perpendicular al plano. La region central tiene
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N, posiciones atémicas en la direccién horizontal y N, en la direccién vertical, formando
una region rectangular. Utilizando la aproximacion de amarre fuerte, podemos escribir el

hamiltoniano para dicho sistema como sigue:

_ b

Figura 20. (Color online) Representacién esquemadtica de una nanocinta de grafeno con una
deformacién gaussiana de amplitud A y anchura media b en su centro. La regién central (verde),
con longitud L y ancho W, estd conectada a reservorios (azul), modelados como contactos
infinitos de grafeno.

H = Z tijcle; + Z toclen, + Z tocien, , (211)
>

<i,7> <i,n;> <i,np

donde el primer término refiere a la regién central (deformada), mientras el segundo y el
tercero son los términos de conexion con los reservorios. Los indices i, j etiquetan a los sitios
en la regién central y n;, n, a los sitios en contacto con el reservorio de la izquierda y derecha,
respectivamente. El operador ¢ (¢;) crea (aniquila) una particula en el i-ésimo sitio. El
factor ¢;; es la energfa asociada al tuneleo entre los sitios vecinos inmediatos. En ausencia
de campos y sin deformacién toma el valor ¢y = —2.8eV Castro Neto et al. (2009). Tanto
la deformacién gaussiana como el campo magnético modifican el parametro de tuneleo, t;;,
introduciendo los siguientes factores,

tij = toy;85- (212)
El factor v,; refiere al potencial de norma magnético externo e introduce una fase dada por,
’YU — ei%A(rifrj), (213)

donde e es la carga del electrén, h es la constante de Planck, r; es el vector de posicion del

i-ésimo sitio. El producto A - (r; —r;) viene de aproximar la integral de linea del vector
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potencial a lo largo de la distancia entre los sitios, r; — r;. Nétese que el campo de norma

2
que corresponde al centro de la celda unitaria de la red trigonal. El factor asociado a la

estd evaluado en el punto medio entre los sitios ¢ y j,esto es A;; = BM,O,()),

deformacion es real y esta dado por
1is
Ay = A1), (214)
donde @ = 1.42A4 es la distancia entre sitios en ausencia de deformaciones y el coeficiente
adimensional § = 3.37 (Castro Neto et al., 2009). [;;, la distancia entre sitios, se vuelve
dependiente de la posicion,

1
lij = - (a2 + emx?j + gyyyfj + 25xyxijyij) , (215)

a través del tensor de elasticidad,

1
Epy = 3 (Opuy + Oyuy, + 0,h0O D) . (216)

Este tltimo esta caracterizado por la deformacién, que contiene dos contribuciones: copla-
naria u, y fuera del plano h (Landau y Lifshitz, 1970). En nuestro caso, consideramos una
deformaciéon gaussiana

 (wi—20)2+(y;—v0)?
b2

h (371'7 Z/z‘) = Ae ) (217>

centrada en (xg; yo) con [zo = L/2,yo = W/2] el centro de la nanocinta. La deformacién tiene
amplitud A y ancho b (relacionado con la dispersion cuadritica media). La modificacién en
la energia de tuneleo, dada por la Ec. 214, puede entenderse como un campo de norma
(Vozmediano et al., 2010) que genera un pseudo-campo magnético (Guinea et al., 2009),
pues se refleja en el tuneleo de manera similar al término en la Ec. 213, proveniente del
vector potencial magnético. Es importante senalar que la deformacién gaussiana, ademas de
este campo de norma, produce un potencial de deformacién (Suzuura y Ando, 2002) o una
modificacién del potencial quimico localmente. Los efectos de este potencial de deformacion

no se incluyen en esta discusion pero se detallan méas adelante (véase seccién 5.3.2).

5.3 Resultados y discusiones

5.3.1 Transporte con deformaciones

La Fig. 21 muestra la conductancia y la densidad de estados (DOS, por sus siglas en Inglés)

para nanocintas con terminaciones zigzag (ZGNR, por sus siglas en Inglés) y armchair
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(AGNR, por sus siglas en Inglés) en presencia de una deformacién gaussiana de amplitud
Ay ancho b en su centro. Estos resultados fueron obtenidos con el método recursivo de la

funcién de Green.

10 12

I/"lo

1 b=4.26 nm

[e2]

IN

G(26°/h))

12

1.0

0.8

0.6

0.4

DOS (a.u.)

0.2

N\ S -_—-/ 1 ~
e oo - -

0.0 == T T T T T T T = T T T T T T

T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
E(eV) E(eV)

Figura 21. Conductancia (G) y densidad total de estados (DOS) de: AGNR (W = 25.4nm, L =
28.0nm) [a) y ¢)], y ZGNR (W = 25.8 nm, L = 27.4 nm) [b) y d)] para diferentes valores de
la amplitud, A (0.85, 1.14 y 1.42 nm ), y ancho fijo b = 4.3 nm, correspondientes a valores de
estiramiento de 4,7 y 11% respectivamente. Las lineas punteadas corresponden al sistema en
ausencia de deformacién. Los resultados para la DOS se graficaron con una traslacién en el eje
vertical para facilitar la visualizacién. Las lineas verticales indican las energias a las que se grafica
la densidad local de estados en Fig. 23.

En esta figura se consideran diferentes valores de A y ancho, b, constante. En ambos
casos la posicién del centro de la deformacién coincide con el centro geométrico del hexdgono
central de la nanocinta. Se realizaron calculos variando la posicién (dentro de un radio de
~ 0.2 nm) y se verificé que los resultados no se modifican de manera significativa. Las
curvas muestran resultados para AGNR de 288 sitios atémicos de largo, correspondientes
a L = 30.7 nm y 245 sitios atémicos de ancho correspondientes a W = 30.0 nm; y ZGNR
de 224 sitios atémicos de largo correspondientes a L = 27.4 nm y 244 sitios atomicos- de
ancho, correspondientes a W = 25.8 nm. Resultados similares se observaron con nanocintas

con diferentes tamanos. Los paneles a) y b) muestran la conductancia para AGNR y ZGNR
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respectivamente. Las lineas discontinuas negras corresponden a la conductancia en ausencia
de deformacién (ambas nanocintas son metdlicas) y exhiben el comportamiento escalonado
usual de sistemas con confinamiento transversal. Como se muestra en la figura, el escalén
cero no se ve afectado por la presencia de la deformacién; esto contrasta con los efectos de las
deformaciones coplanarias uniaxiales estudiadas por Bahamon y Pereira (2013). Conforme A
aumenta, el valor de la conductancia disminuye para energias posteriores a la aparicion del
primer escalon. Noétense las caidas pronunciadas en la conductancia antes de la aparicién de
ciertos escalones. Estéas caidas han sido observadas en la conductancia de otros sistemas y se
asocian a la mezcla de modos propiciada por la presencia de perturbaciones. El primero en
explicarlos fue Bagwell (1990) que estudié el transporte en presencia de impurezas puntuales
—modeladas como funciones delta de Dirac. Un estudio reciente mostrando este tipo de
fenomenologia es el trabajo de Gelabert y Serra (2010), donde estudian la conductancia a
través de cables cuanticos semiconductores con regiones finitas con interaccion espin-orbita
tipo Rashba. La dramaética disminucion de la conductancia en el primer escalén para el
caso de las ZGNR, que se hace mas pronunciada al aumentar la amplitud de la deformacién,

sugiere un efecto de interferencia entre los estados confinados por la deformacion.

Los péneles inferiores c¢) y d) muestran los resultados para la densidad total de estados
—solo se muestra el rango positivo de energia en virtud de la simetria de particula-hueco.
De nuevo, la linea discontinua corresponde al caso en ausencia de deformacion. Las lineas
continuas corresponden a las deformaciones en los paneles a)-b) y estan desplazadas en el eje
vertical para facilitar su visualizacién. El panel d) muestra un pico a energia cero, correspon-
diente a los estados de borde caracteristico de las ZGNR, que se mantiene sin modificacién
notable para las deformaciones mostradas (desde 4% hasta 11% de estiramiento). Conforme
la deformacién aumenta, el pico asociado al tercer escalén de la conductancia se comienza
a partir. De los picos resultantes, el més alto se mueve a energias mas bajas y aumenta
su altura conforme se incrementa la amplitud, mientras el méas bajo decrece. Este efecto se
acompana de transferencia de peso espectral: una disminucién en la altura en los picos a
energias mayores a una energia critica, E, (E, ~ 0.18¢V en el caso de mayor deformacién)
y un lento allanamiento de la curva. La disminucion de la conductancia, combinada con la
aparicién de un incremento en la DOS sugiere la formacion de un estado confinado a partir de
los estados que antes eran propagantes. Noétese que el nuevo pico en la densidad de estados

no marca el inicio de un escalén en la conductancia, como en el caso sin deformacién.

La Fig. 22 muestra resultados similares para deformaciones con amplitud, A, fija y ancho,
b, variable. En ella se observa la disminucién en la conductancia, discutida anteriormente,

de manera mdas pronunciada. Al igual que en la figura anterior (Fig. 21), el aumento en
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Figura 22. Conductancia (G) y densidad total de estados (DOS) de: AGNR (W = 25.4 nm, L =
28.0 nm) [a) y ¢)], y ZGNR (W = 25.8 nm, L = 27.4 nm) [b) y d)] para amplitud, A, fija
y diferentes anchos, b (2.85, 1.14 y 1.42 nm ), con valores de estiramiento de 25,11 y 7%
respectivamente. La linea discontinua negra corresponde al sistema sin deformacién. Las curva
para la densidad de estados se han desplazado sobre el eje vertical para posibilitar su visualizacién
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la curvatura de la deformacién resulta en una menor conductancia. Calculos para distintos
valores de A y b revelaron que la energia correspondiente al aumento en la DOS (pico)
depende cuadrédticamente con la razén (A/b) —qué define el estiramiento. Este resultado se
ha corroborado con célculos basados en el modelo continuo (Dirac), en donde se introduce la

deformacién como un pseudo-campo magnético con teoria de perturbaciones.
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Figura 23. Densidad local de estados para: AGNR [paneles a), b)] y ZGNR [paneles c) y d)]
con amplitudes de la deformacién de A = 1.42 nm y b = 4.3 nm y energias marcadas con lineas
verticales y correspondientes colores en la Fig. 21 : a) (azul) E = 0.1 eV, b) (verde) E = 0.15 eV,
c) (rojo) E = 0.15 eV y d) (naranja) £ = 0.21 eV. Las escalas en u.a. estdn optimizadas para
exhibir claramente regiones con mayor densidad de estados.

La presencia de estiramiento no homogéneo (dependiente de la posicién) tiene efectos
profundos en la densidad local de estados (LDOS, por sus siglas en Inglés). Un andlisis de
la LDOS revela que en presencia de la deformacion gaussiana se forma una estructura con
simetria de 60°, misma que denominamos flor y, consecuentemente, pétalos a cada uno de
los sectores de 60° que la forman. La Fig. 23 presenta la LDOS de las AGRN y ZGNR a las
energias marcadas por lineas verticales en la Fig. 21. Nuestros calculos demuestran que esta

estructura persiste en un amplio rango de energias y parametros de la deformacién. Nétese
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que las estructuras de flor en la LDOS para las ZGNR y AGNR estan rotadas 90° una con
respecto a la otra, respetando la naturaleza hexagonal de la red de grafeno y la simetria
central de la deformacién. Es importante senialar que en la literatura existen reportes de
confinamiento generado por campos magnéticos reales, tanto en hojas de grafeno con la
aproximacién del continuo por De Martino et al. (2007), como en nanocintas de grafeno
con la aproximacién de amarre fuerte por Xu et al. (2008). Es importante senalar que, en
nuestro caso, la concentracion de estados sigue al pseudo-campo magnético generado por la

deformacién, véase los resultados de Faria et al. (2013).

-3
x 10

v W, W W, T, VLT T AVATATATVAT T, W, W W, e,
AEElA'A'A'AVAWAVAVAVAVAVAVAVAVAWA'A'A'A‘A'A'A’
v VAV AV ATV ATV AV AVAVAVAVAVAVAVAVAVAV AV VTV AV T 5

2 AN W W VNI NI AVAVAV A AV AV AV AV AR NN W, W\ ¥\ ¥\ ¥
.A’A.A‘A.A.A.AVAVAV‘V.V.V‘VAVAVA.A.A.A.A.A.A.A 4
NS

NN
AVAVAZAYAYA
VAV AVRV AV AV
VAVAV AT AT

S W

‘v.v.v N v 3
VoAV a Y m A AT AT AT A e s A A A

_1 PR S e e A A Y

avavaVa 2 5
AVavava v a v a AV AV AV AVAV AV AV AV AVAVAV AV eV eV &V av aY .
_2 V.V.V.V.V.V.VAVAVAVAWAVAWAVAVAVAV.V.V.V.V.V.V.
AV eV a e aYa YAV AV ATV AVAV AV AV AV AV AV AV AV eV eV &V oV &Y
V‘V‘V.V.V.VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV‘V‘V‘V‘V‘V.
AVA A YA AV AV AV ATV ATV AV ATV ATV ATV AV AV AV A A A A A & &Y

-2 -1 0 1 2

X (nm)
3 3
P b 210 P 210
45 45
1 1
4 4
E, 0 Y 3.5 E 0 . 3.5
> >
3 3
-1 -1
F 25 2.5
% -1 1 2 2 % -1 1 2 2

0 0
X (nm) X (nm)

Figura 24. a) Densidad local de estados (LDOS) en u.a. para ZGNR de ancho W = 25.8 nm
y largo L = 27.3 nm, en presencia de una deformacién gaussiana de amplitud A = 0.7 nm y
b = 1.4 nm, a energia £ = 0.042 eV. Las posiciones atémicas para la red sin deformacién
estan marcadas con triangulos: La subred A se indica con tridngulos hacia arriba y la subred B
con triangulos hacia abajo. El centro de la deformacién gaussiana estd marcado con un circulo
negro.Los paneles b) y c) muestran la densidad local de estados para la subred A y B, respecti-
vamente.

El modelo y la métodologia utilizada nos permitieron realizar un estudio mas detallado de
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la distribucion espacial de la LDOS, como muestra la Fig. 24 para una deformacién con A =
0.7 nm y b = 1.4 nm. En esta figura, los sitios de la red sin deformacion estan representados
por tridngulos con la direcciéon de los mismos indicando la subred a la que pertenecen: los que
apuntan hacia arriba senalan sitios de la subred A y los que apuntan hacia abajo senalan los
de la subred B. El punto negro central indica el centro de la deformacién gaussiana —el punto
mas alto de la membrana. Si se observa un pétalo en particular, se nota que la densidad de
estados se concentra mayormente en una subred y que la relacion entre la red ocupada y la
no ocupada se intercambia entre pétalos vecinos. Es decir, existe una polarizacion local de
subred o de pseudo-espin (en el lenguaje del continuo). La acumulacién de estados causada
por deformaciones ha sido predicha con los modelos de Dirac para el grafeno utilizando el
formalismo de espacios curvados (de Juan et al., 2007; Wakker et al., 2011). Sin embargo,
estos trabajos no reportaron una polarizaciéon de subred. Patrones similares, con simetria
de 60°, se han obtenido en sistemas cerrados (sin contactos) de grafeno con deformaciones
(Wakker et al., 2011; Barraza-Lopez et al., 2013; Moldovan et al., 2013). Un tipo similar
de polarizacién de subred ha sido predicha para grafeno en presencia de campo magnético
externo (Goerbig, 2011). Sin embargo, es importante sefialar dos diferencias fundamentales:
1) el campo magnético rompe la simetria de inversién temporal, el pseudo-campo magnético
no; y 2)los niveles de Landau surgen en la presencia de campo magnético constante en el
espacio, en nuestro caso, la deformacién y por tanto el pseudo-campo magnético resultante
depende del espacio. En torno al primer punto, es de relevancia notar que una deformacion
puede, en principio romper la asimetria de subred, que en el caso particular del grafeno esta
relacionada directamente con la simetria de inversién temporal. Con respecto al segundo
punto, se podria argumentar que siempre es posible definir una region donde el pseudo-campo
magnético varia lentamente, y se puede considerar constante. No obstante, los pseudo-campo
magnéticos generados por deformaciones centrales (con simetria radial) presentan oscilaciones
en la direccion angular con cambios de signo, por lo que los pseudo-niveles de Landau tendrian

que ser localizados en estos sectores.

Los péaneles b) y ¢) de la Fig.24 muestran la LDOS por subredes. Asi en el panel b) solo
se muestran tres de los seis pétalos. Notese que entre estos pétalos existe una asimetria: dos
de ellos —los inferiores— muestran regiones mas oscuras, lo contrario ocurre en el panel c).
Esta asimetria es causada por la geometria particular de las nanocintas: fronteras rigidas
en la direccién transversal y elongacion infinita en la longitudinal. En nanocintas zigzag, la
condicién de frontera transversal genera estados de borde. En este caso, se ha establecido que
los efectos en el interior de la nanocinta decaen con el aumento del ancho de las nanocintas

(Fujita et al., 7777). Se realizaron diferentes célculos variando la relacién entre el ancho de
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la nanocinta y el ancho de la deformacién, b/W. Si bien se observa que conforme esta razén

disminuye la asimetria entre pétalos disminuye, siempre se obtuvo una diferencia apreciable.
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Figura 25. a) Densidad local de estados (LDOS) en u.a. para AGNR de ancho (W
25.4 nm, L = 28.0 nm), en presencia de una deformacién gaussiana de amplitud A = 0.7 nm
y b = 1.4 nm, a energia I = 0.042 eV. Las posiciones atémicas para la red sin deformacién
estan marcadas con tridngulos: La subred A se indica con tridngulos hacia arriba y la subred B
con triangulos hacia abajo. El centro de la deformacién gaussiana estd marcado con un circulo
negro.Los paneles b) y c) muestran la densidad local de estados para la subred A y B, respecti-
vamente.

Para mostrar la independencia de nuestros resultados a la geometra de la cinta se re-
alizaron calculos para cintas armchair. Los resultados revelaron también una acumulacion de

estados con la misma alternacion entre subredes. La Fig. 25 muestra la densidad de estados
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para una nanocinta armchair de ancho W = 25.4nm y largo L = 28.0nm en presencia de
una deformacién gaussiana de amplitud A = 0.7nm y b = 1.4nm. En ella se observa un
patron con simetria hexagonal con ondulaciones de méaxima amplitud en lineas horizontales
de atomos (direccién armchair). Esta oscilacién en la densidad local de estados es producida
por el confinamiento en la direccién transversal debido a los bordes. Recientemente, Wilhelm
et al. (2014) reportaron oscilaciones similares en cintas sin deformaciones usando el formal-
ismo de la teoria del funcional de la densidad determinando que provienen de considerar

fronteras rigidas.

Con el objetivo de estudiar la polarizacién de subred, se realizaron cédlculos en un am-
plio espectro de energias (valido dentro de la aproximacién de amarre fuerte) y diferentes
parametros de la deformacién. En todos los casos se encontré que la polarizacién persiste
en las misma ubicacién espacial independientemente de la energia. Como se senalé antes,
existen diversos trabajos experimentales en los que se encontré polarizacién de subred en
regiones con deformacion en imagenes STM. En estos trabajos, atribuyen este efecto a una
hibridizacién de los orbitales (Xu et al., 2009; Geringer et al., 2009; Burke y Crommie, 2014)
causada por el levantamiento (fuera del plano) de una red respecto de la otra, y no a la
deformacién circular por si misma. Nuestros resultados muestran que es posible encontrar

polarizacion de subred sin tal hibridizacion.

5.3.2 Potencial de Deformacion

En la aproximaciéon de amarre fuerte, las deformaciones elasticas modifican el parametro de
tuneleo (véase seccién 5.2) y la energia de sitio (debido a cambios en el campo cristalino). El
cambio en la energia de sitio se puede modelar a través del potencial escalar de deformacion,
un concepto introducido por Bardeen y Shockley (1950). Para materiales basados en el
carbono, el potencial de deformacion fue originalmente introducido por Suzuura y Ando
(2002), quien, partiendo del acoplamiento electrén-fonén, derivé una expresién para este
potencial valida en la aproximacién de onda larga (fonones acisticos). Bajo estas condiciones,
el potencial de deformacion es,

V=9 +m) (218)

donde ¢ es la constante de acoplamiento y ¢;; el tensor de deformacién en la direccién ii.
Esta expresion, como otras derivadas también empiricamente (Sloan et al., 2013), ha sido
utilizada en trabajos anteriores para introducir cambios cualitativos en la estructura de ban-
das (Wakker et al., 2011). Ndétese que en grafeno el valor nimerico de la constante de

acoplamiento g no esta bien establecido, sino que varia de 0 a —20 eV. Esta amplia variacién
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se atribuye al probable apantallamiento de este potencial (Vozmediano et al., 2010).

Para una deformacién gaussiana, el potencial de deformaciéon obtenido de la Eq. 218 se

V(r) = gA” <2r2) (). (219)

escribe:

2\ b2
La Fig. 26 muestra la dependencia espacial del potencial de deformacion dado por la Ec. 219,
considerando una deformacién gaussiana con amplitud A = 1.4 nm, anchura b = 4.3 nm, y
constante de acoplamiento, g = —3.0 eV. Este potencial posee simetria axial e incrementa
el confinamiento en una regién anular. Como consecuencia, con su presencia se esperan
cambios en las energias locales y por tanto corrimientos en las caracteristicas de las curvas
de conductancia y de densidad total de estados, mas no en las caracteristicas asociadas a
su dependencia angular, como la estructura de flor que se forma en la densidad local de
estados o la asimetria de subred. Ya que el valor de la constante de acoplamiento ¢ es
considerablemente indeterminado (Vozmediano et al., 2010), es necesario analizar algunos
casos limites para obtener el rango de variacién de las cantidades de interés por su presencia.
Presentamos resultados para la conductancia, densidad total de estados y densidad local de
estados para diferentes valores de la constante de acoplamiento g en nanocintas con ambas

terminaciones armchair y zigzag.
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Figura 26. Potencial escalar de deformacién producido por una deformacién gaussiana con am-
plitud A = 1.4 nm, dispersién b = 4.3 nm y constante de acoplamiento g = —3.0 eV.

Conductancia y densidad total de estados

Las curvas mostradas en Fig. 27 presentan los resultados para la conductancia y densidad

de estados para AGNR [paneles a) y ¢)], y ZGNR [panels b) y d)]. En todos los péneles,
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la curva negra punteada corresponde al caso en ausencia de deformacion y se pone como
referencia. Las curvas azul corresponden al caso en que el potencial de deformaciéon esta
completamente apantallado (¢ = 0), mientras que las curvas rojo, verde y purpura fueron
producidas incluyendo un potencial de deformacin con constante de acoplamiento g = —1.0

eV, g=—-2.0eV and g = —3.0 eV, respectivamente.

Primero analizamos los resultados para la conductancia, que se muestran en los paneles a)
y b). El efecto principal de la deformacién en la conductancia es una diminucién general en
los escalones de la conductancia conforme se aumenta la constante |g|. Para valores grandes
de |g|, dos minimos aparecen a energias cerca de la transicién entre bandas. Los minimos
méas anchos se vuelven méas pronunciados conforme aumenta el valor de |g|. Este resultado
concuerda con la interpretacién de que estos minimos corresponden a la mezcla de bandas o
modos provocada por la deformacién. Los minimos méas angostos se mueven a energias mas
bajas conforme aumenta |g| (véase el acercamiento en la figura), estos es consistente con la

interpretacion de cambio local de energias, mencionado anteriormente.

Para los dos tipos de nanocintas, con terminacién armchair o zigzag, las curvas de la con-
ductancia muestran un comportamiento cualitativamente similar para los diferentes valores
de g. Este resultado indica que los perfiles en las curvas de la conductancia son independi-
entes del valor de g y sugieren que estd mayormente determinado por la distribucion espacial
de la modificacion del tuneleo o pseudo-campo magnético. Es de hecho, el cambio en la
orientacion del transporte con respecto a esta distribucion lo que genera las diferencias entre

las cintas armchair y zigzag.

Cambios en la DOS también pueden identificarse como producidos por el potencial de
deformacién, como se muestra en los paneles ¢) y d). Como se describié anteriormente,
nuevos picos en la DOS surgen de la transferencia espectral desde los picos asociados a las
singularidades de van Hove hasta estos nuevos estados. Estos estados son confinados y se
mueven a energas mas bajas conforme se aumenta la magnitud del potencial de deformacién.
Notese que para ¢ finito, un pico adicional surge en la region del escalon cero. Picos similares
se obtienen en presencia de deformacién con mayor amplitud A (resultados no mostrados) y

sin potencial de deformacion.

El analisis anterior nos lleva a la conclusion que el efecto del potencial de deformacion en
la conductancia y DOS pueden describirse de manera general como que acentia las carac-

teristicas producidas por la modificacién del tuneleo (pseudo-campo magnético).
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Figura 27. Efecto del potencial de deformacién en la conductancia para AGNR (W = 30.0 nm,
L = 30.7 nm) [a) y b)], y ZGNR (W = 25.8 nm, L = 27.4 nm) [c) y d)] nm para valores de
g = —1.0 (rojo), —2.0 (verde), —3.0 (purpura) eV. La deformacién gaussiana tiene amplitud
A = 1.4 nm y dispersiéon b = 4.3 nm. Las curvas negras corresponden a cantidades en ausencia
de deformacién. Las curvas azul son para g = 0.0 eV (y corresponden a las curvas azul de las
figuras Fig. 21 y Fig.22).
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LDOS y asimetria de subred
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Figura 28. LDOQOS en presencia del potencial de deformacidén para energias correspondientes al
minimo en la conductancia (véase el acercamiento en la Fig.27). AGNR: a) £ = 0.119 eV y
g=0,b) E=0098eVyg=—-3eV.ZGNR:c) E=0.159eVyg=0,d) E=0.124¢eVy
g = —3 eV. Los otros pardmetros del sistemas son iguales a aquellos de la Fig.27.

Para entender las influencia del potencial de deformacion en la LDOS, primero estudiamos
los cambios en la LDOS a energias asociadas a los minimos de la conductancia. La Fig. 28
muestra la dependencia espacial de la LDOS para cintas armchair y zigzag en presencia
de una deformacién gaussiana, con (panel izquierdo) y sin (panel derecho) el potencial de
deformacion. Como se anticipaba, la dependencia angular de la distribucién de la region de
mayor concentracién de estados (flor)no se ve modificada por el potencial de deformacién.
Sin embargo, la estructura tiene una dimensién radial menor. Ello indica que la estructura
aumenta el confinamiento conforme se aumenta la constante de acoplamiento en el potencial

de deformacion.

Finalmente, el potencial de deformacién no modifica la existencia de asimetria de sub-
red o polarizacién de pseudo-espin. Esto se ejemplifica para cintas armchair (AGNR)en la

Fig. 29. El panel a) muestra resultados para la LDOS a energia E = 0.1 eV con g = 0.0
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Figura 29. Efecto del potencial de deformacién en la LDOS para AGNR a energia fija £ = 0.1 eV
cona) g=0yb)g=—3.0eV. Los paneles c) y d) muestran la LDOS por subred con g = —3.0
eV. Los otros pardmetros del sistema corresponden a los de la Fig.27.
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eV, mientras el panel b) corresponde a g = —3.0 eV. Es claro de estas figuras que el dnico
efecto apreciable del potencial de deformacion es reducir la zona de alta concentracion de
estados en la direccién radial. Més atin, los péneles paneles c¢) y d) proveen evidencia de que
el potencial de deformacién no solo preserva la estructura de flor sino que también preserva
la asimetria de subred o polarizacién de pseudo-espin. Resultados similares se encontraron

para cintas zigzag, pero no se muestran en este texto.

5.3.3 El efecto del campo magnético

La Fig. 30a muestra la conductancia como funcién de la energia de Fermi para diferentes mag-
nitudes del campo magnético perpendicular, B, en una nanocinta con bordes zigzag (ZGNR)
de 244 sitios de ancho, equivalente a W = 25.8 nm y 224 sitios de largo, equivalente a una
longitud de L = 27.4 nm. El campo magnético constante solo esta presente en esta region
rectangular, formando una barrera magnética rectangular para los electrones provenientes de
los contactos. La linea negra discontinua, la conductancia en ausencia de campo magnético,
es directamente proporcional al niimero de sub-bandas disponibles a la energia £. En presen-
cia de campo magnético, los escalones aparecen redondeados y presentan oscilaciones. Ambas
caracteristicas estan asociadas con efectos de interferencia por la definicion de una barrera
magnética y se conocen como oscilaciones de Fabry-Pérot. Si en vez de definir una funcién
escalén, definiendo una regién con campo cero y otra con campo finito, se incremente suave-
mente el campo, estas oscilaciones desaparecen (Xu et al., 2008). Ademads de provocar las
oscilaciones, el campo magnético desplaza los escalones en las graficas a la derecha. Ellos se
debe a que conforme se aumenta el campo magnético, las bandas se desocupan y asi decrece
el nimero de estados disponibles a esa energia. Esto se debe a que el campo magnético

proporciona un confinamiento adicional al producido por las condiciones de frontera.

El panel Fig. 30b muestra la densidad total de estados como funciéon de la energia de
Fermi para un campo magnético de B = 107" junto con la conductancia. Cada escalén en la
conductancia se refleja en la densidad de estados como un pico asimétrico. La magnitud del
campo magnético solo cambia la posicion de los picos, moviéndolos a energias superiores. Los
péneles Fig. 30c-d, muestran la densidad local de estados (LDOS) a energia, £ = 0.14 eV
—marcada con una linea vertical discontinua gris, para B = 00 T,B =10 T,B =20 T,B =
30 T respectivamente. Cuando no existe campo magnético (panel a), la densidad de estados
se concentra en el centro para cumplir las condiciones de fronteras rigidas que definen la
nanocinta. El panel d muestra el caso para campo magnético B = 10, en él se puede observar

una acumulacion de estados en la region central, creando un confinamiento. Cuando el campo
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Figura 30. Conductancia y densidad de estados para una nanocinta con bordes zigzag (ZGNR)
de longitud, L = 27.4 nm, y ancho,W = 25.8 nm en presencia de campo magnético. El panel a)
muestra la conductancia, G, como funcién de la energia de Fermi, F, para diferentes valores del
campo magnético. En panel b) se exhibe la densidad total de estados junto con la conductancia
para B = 10 T. Los péneles c), d), e) y f) muestran la densidad local de estados a energia,
E =0.14 eV, y campo magnético B=0T, B=10T, B=20 Ty B = 30 T, respectivamente.
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magnético aumenta, a esta energia esta regién se vacia de estados (véanse paneles e-f), ello
se refleja en la conductancia como el corrimiento del primer escalén hacia la derecha. La
dependencia de la conductancia, en particular el hecho de que el modo (escalén) cero no se
ve modificado por el campo magnético, sugiere que no se puede lograr un confinamiento total
como en el caso de hojas de grafeno De Martino et al. (2007). Lo mismo sucede en el caso de
armchair metélico y en el caso de AGNR semiconductoras el primer escalén (que llamamos

escalén cero) no se mueve en energia como los superiores.

5.3.4 Transporte con campo magnético y deformaciones

Cuando se considera una deformacién gaussiana y un campo magnético en la regién rectan-
gular, se combinan los efectos de ambos potenciales de norma. La Fig.31 muestra curvas de
la conductancia en una ZGNR con una deformacion gaussiana de amplitud A = 1.42 nm y
ancho b = 4.26 nm y diferentes valores del campo magnético. La curva negra discontinua
corresponde a la conductancia en ausencia de deformacién y campo externo. La curva negra
continua muestra la conductancia con deformacion pero sin campo magnético externo. El
efecto combinado de ambos potenciales produce el corrimeinto de las curvas hacia a la derecha
a medida que aumenta el campo magnético. Las oscilaciones de las curvas son producto de
las oscilaciones de Fabry-Perét junto con los efectos de hibridizacién de sub-bandas producto

de la deformacion.

La linea vertical pturpura de la Fig. 31 indica la energia para la cual se grafica la LDOS en
Fig. 32. En los paneles de esta figura se muestra que la combinacion de ambos potenciales de
norma. El campo magnético confina los estados en la regién central y la deformaciéon forma el
patrén en forma de flor con simetria de 60 grados (véanse los paneles 32a-b). Cuando el campo
magnético aumenta la region central se despuebla de estados y solo queda un remanente de
la estructura de flor. El confinamiento magnético compite con el confinamiento producido
por la deformacion resultando en la desaparicion de estados confinados en el interior de la

cinta para altos valores de B.

Los péaneles a,b y ¢ de la Fig. 33 muestran la LDOS para la subred A, LDOS para la subred
B y la polarizacion de subred local de una ZGNR. Se puede observar que la polarizacion de

subred persiste atin en presencia de campo magnético para valores moderados de B.
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Figura 31. Conductancia, G, como funcién de la energia de Fermi, E, para una nanocinta
con bordes zigzag (ZGNR) de longitud, L = 27.4 nm, y ancho, /W' = 25.8 nm con una defor-
macién gaussiana de amplitud, A = 1.42 nm, y ancho, b = 4.3 nm, y diferentes valores del
campo magnético, B. La curva negra discontinua muestra la conductancia en ausencia de campo

magnético externo y deformacién
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Figura 32. Mapas de la densidad local de estados a energia de Fermi, £ = 0.13 eV, para una
nanocinta con bordes zigzag (ZGNR) de longitud, L = 27.4 nm, y ancho,I¥’ = 25.8 nm con una
deformacién gaussiana de amplitud, A = 1.42 nm, y ancho, b = 4.3 nm, y diferentes valores del
campo magnético, B = 0 T (panel a), B = 10 T (panel b),B = 20 T (panel ¢), B =30 T
(panel d).
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Figura 33. Distribucién espacial de la densidad local de estados a energia de Fermi, £ = 0.13 eV
para la subred A (panel a) y B (panel b), para una nanocinta con bordes zigzag (ZGNR) de
longitud, L = 27.4 nm, y ancho,/W/ = 25.8 nm con una deformacién gaussiana de amplitud,
A =1.42 nm, y ancho, b = 4.3 nm, y campo magnético, B = 10 T. El panel ¢ muestra la resta
de ambas figuras, la polarizacién de pseudo-espin.
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Capitulo 6

Bombeo cuantico en nanocintas de grafeno

En este capitulo se describen los resultados obtenidos de estudiar el bombeo cuantico en
sistemas unidimensionales y en nanocintas de grafeno. Los resultados que se muestran han
sido publicados anteriormente en la literatura, en particular los asociados con nanocintas en
grafeno forman parte de un trabajo en el que el autor es colaborador. En la seccion 6.1
se hace una revison de la literatura relevante a nuestro trabajo. Esta no pretende ser una
revision exhaustiva, principalmente por la gran cantidad de trabajos en el tema y porque
dicho propésito escapa de los objetivos del presente trabajo de tesis. En la seccién 6.2.1
se presentan los detalles del modelo aunque el formalismo se describe detalladamente en el

capitulo 2.

6.1 Bombas cuanticas

La mecénica cuantica de sistemas descritos por hamiltonianos dependientes del tiempo genera
una variedad de fenémenos que no son accesibles dentro de los sistemas estacionarios (Grifoni
y Hénggi, 1998). El desarrollo tecnoldgico, principalmente de laseres y maseres, ha hecho
que este tipo de fenomenologias sean cada vez mas accesibles experimentalmente; motivando
estudios, tedricos y experimentales, creando asi un amplio campo de estudio. En el presente
trabajo, estamos interesados en las llamadas bombas cuanticas. Una bomba cudntica es un
dispositivo que genera corriente rectificada entre dos electrodos que se mantienen al mismo

potencial (Brouwer, 1998).

El origen del estudio de las bombas cuanticas se puede rastrear hasta el trabajo precursor
de Thouless (1983). El se pregunto si la carga que se transmite de un lugar a otro, producto
de la variacion adibatica de un potencial, estd cuantizada. Estudiando la ec. de Schrodinger
encontrd que en el caso particular de sistemas periddicos infinitos, sin fronteras rigidas en al
menos una direccién espacial, si se genera una cuantizaciéon de la carga bombeada. En traba-
jos posteriores extendié el estudio considerando interacciones electron-electrén con teoria de
perturbaciones (Niu y Thouless, 1984). A partir de entonces, diferentes grupos se abocaron

a la aplicacion de estas ideas a otros sistemas como los arreglos Hall (Laughlin, 1981).
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La primera realizacién experimental de la idea propuesta por Thouless fue la de Kouwen-
hoven et al. (1991), que consiste en un punto cudntico conectado a reservorios. Este dispos-
itivo produce corriente rectificada con dependencia escalonada en el tiempo, producto del
bloqueo coulombiano (explicado en detalle mas abajo), y que se genera a través de barreras
con potencial oscilante en el tiempo. Si bien existe una diferencia de potencial entre los
contactos, la variaciéon de la corriente depende de la variaciéon en la amplitud del potencial
en las barreras. El funcionamiento de este dispositivo se ilustra en el diagrama de la Fig.
34. En los paneles se muestran diferentes instantes del ciclo en los que se bombea carga de
un reservorio al otro. Notese que los reservorios, representados por zonas sombreadas, se
encuentran a diferentes potenciales quimicos. La region central representa el punto cuantico
con niveles de energia discretos. En el panel (a) se muestra el estado inicial: ambas barreras
se encuentran a la misma altura (en energia), el estado N-ésimo estd ocupado mientras el
N + 1 esta desocupado. La barrera de la izquierda empieza a bajar mientras la derecha a
aumentar, hasta llegar a la situacién mostrada en el panel (b). Esta configuracién hace més
probable que un electron del reservorio de la izquierda ocupe el estado N +1. El hecho de que
sea mucho mas probable que solo un estado se ocupe, se debe a que el siguiente estado y la
doble ocupacién implican un mayor coste energético, fendémeno que se conoce como bloqueo
coulombiano. Posteriormente, la barrera de la izquierda aumenta y la derecha disminuye
pasando por el instante plasmado en el panel (c¢), donde ambas barreras estan al mismo nivel
y el nivel N 41 ocupado, hasta llegar a la configuracién (d). Al final del ciclo, se ha producido

el bombeo de un electron desde un reservorio al otro.

Figura 34. Diagrama del funcionamiento del dispositivo de bombeo de carga a través de un punto
cudntico de Kouwenhoven et al. (1991). Los simbolos u; y u,. son los potenciales electroquimicos
de los reservorios izquierdo y derecho, respectivamente. El nivel de energia NV indica la energia
del N-ésimo electrén. Los paneles a-d son las cuatro fases del ciclo en el cual la probabilidad de
tunelear de un electrén es mayor si la barrera estd abajo y menor si la barrera esta arriba.

Al de Kouwenhoven, le siguieron otros arreglos experimentales como el de Pothier et al.

(1992), que operan en baja frecuencia y con direccién de bombeo reversible. La mayoria de
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estos arreglos, que funcionan como bombas cuanticas, hacen uso del bloqueo coulombiano,
obteniendo de esta manera cuantizacién en la corriente proveniente de la naturaleza discreta

de los niveles del sistema central (punto cuantico, doble punto cuéntico, etc).

El mecénismo de la propuesta tedrica de Spivak et al. (1995), aunque similar ya que se
trata de un punto cuéntico conectado a reservorios, representé un cambio de paradigma pues
no implicaba el bloqueo coulombiano sino solo la variacion adibatica de dos parametros del
sistema que pueden ser los voltajes que definen la estructura (como en los puntos cudnticos),
el campo magnético o a la energia de Fermi. A esta forma de crear una corriente de bombeo

se le conoce como bombeo paramétrico.

Basédndose en la propuesta de Spivak et al., Brouwer (1998) desarroll6 un formalismo que
utiliza la matriz de dispersién. Aplicando los resultados de Buttiker (1993) se puede encontrar
la corriente de bombeo en la aproximacion adibatica y a orden lineal en la frecuencia de
oscilacién de los parametros. Esta formula es una generalizacion de la férmula de Landauer

(Datta, 1995), que relaciona la conductancia con los elementos de la matriz de dispersion.

Una gran cantidad de trabajos aplicaron (y siguen aplicando) la elegante formulacién de
Brouwer para explorar el bombeo cudntico en diversos sistemas (véase la tesis de Kashcheyevs
(2006)). Este enfoque lleva de manera natural a la descripciéon geométrica del bombeo
cuantico (Avron et al., 2002), en la que se mostré que, en un sistema abierto general, la
carga bombeada no esté cuantizada (Levitov, 2001) y es proporcional al drea del espacio fase

que encierra el ciclo de la variacién de los pardmetros (Moskalets y Biittiker, 2001).

Se han desarrollado diversas generalizaciones al bombeo cudntico, en particular la serie de
articulos de Moskalets y Buttiker generalizaron estos resultado para el régimen no adiabatico
y exploraron las diferencias entre ambos regimenes (Moskalets y Biittiker, 2001, 2002a,b,
2004a,b, 2007). Otro tipo de generalizacién es la inclusién de interacciones (para una revision

extensa, véase Kashcheyevs 2006).

Los resultados experimentales de Switkes et al. (1999) mostraron el bombeo cudntico en
sistemas mesoscopicos en los que los reservorios se encuentran al mismo potencial quimico.
En este sistema, la variacion de los potenciales de conexién con los reservorios genera corriente
directa. Esta realizacion se consideré un ejemplo inequivoco de una bomba cuantica. Sin
embargo, entre los resultados que presentaron, llamo la atencion la dependencia andémala
(simétrica) de la corriente de bombeo con el campo magnético. La simetria frente a la
inversion del campo magnético es una propiedad de la conductancia en sistemas mesoscopicos.

En contraste, la corriente de bombeo depende de las amplitudes de dispersién y por tanto
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no posee simetria respecto a la inversiéon del campo (Shutenko et al., 2000; Aleiner et al.,
2000). El consenso actual para la interpretacion de estos resultados, sefiala que el bombeo
cuantico en tal experimento, si es que existe, se ve encubierto por la corriente rectificada

—que es simétrica con respecto a la inversién de campo magnético (Benjamin, 2006).

Como el fenémeno de bombeo cuantico usualmente involucra una dependencia temporal
armoénica, la manera natural para tratarlo es el formalismo de Floquet. Este permite escribir
la Ec. de Schrodinger dependiente del tiempo como una ecuacién estacionaria. Este formal-
ismo permite aplicar los resultado de la teoria de la matriz de dispersiéon a problemas con
dependencia temporal periddica (véase Moskalets y Biittiker 2002a). Un enfoque alternativo
es el propuesto por Vavilov et al. (2001) que trabaja en el espacio fase en vez del espacio

paramétrico utilizando el tiempo explictamente en vez del desarrollo del Floquet.

El formalismo de Keldysh es otra herramienta tedrica para investigar fenémenos dependi-
entes del tiempo. Este ha sido aplicado en el transporte electrénico (Pastawski, 1992; Jauho
et al., 1994) y en particular puede ser aplicado al estudio de la corriente de bombeo en sis-
tema mesoscépicos. Lopez et al. (1998, 2001) lo utilizaron para estudiar el transporte bajo
potenciales alternantes en un punto cuédntico y posteriormente en superestructuras (Lopez
et al., 2003); por su parte Cuevas et al. (2002) lo aplicé en junturas Josephson y Wang et al.

(2002) a bombas cuédnticas.

Arrachea (2002) desarrollé una formulacién practica del formalismo de Keldysh y la aplicé
al estudio del transporte dependiente del tiempo a través de un anillo mesoscépico atraves-
ado por un flujo magnético. El formalismo de la matriz de dispersiéon (o de Floquet) es
intrinsicamente para una sola particula, por lo que no puede ser directamente aplicado a
sistemas con interacciones de muchos cuerpos (Arrachea y Moskalets, 2006). En contraste,
el formalismo de Keldysh ofrece una manera sistematica de introducir las interacciones. No
obstante, el formalismo de Keldysh es también adecuado para sistemas sin interacciones,

principalmente por la disponibilidad de métodos para su implementacién numeérica.

Los trabajos mencionados anteriormente consideran relaciones de dispersion semiconduc-
toras (cuadraticas y con gap). El grafeno presenta la oportunidad de estudiar los efectos de
bombeo y cuantizacién de carga en sistemas descritos por fermiones de Dirac. El primer tra-
bajo reportado fue el de Prada et al. (2009), donde estudi6 un dispositivo de dos terminales
(a un mismo potencial quimico) conectado a través de barreras con potencial oscilante en el
tiempo. Modelaron el grafeno en la aproximacion de Dirac y aplicaron la férmula de Brouwer
para obtener la corriente de bombeo. Sus resultados muestran que en el caso de grafeno, los

modos evanescentes juegan un rol fundamental —debido al tuneleo de Klein— y dominan el
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bombeo cerca del punto de Dirac. Un estudio similar fue el de Zhu y Chen (2009).

La formulacion general del bombeo paramétrico mostré implicitamente la capacidad de
obtener la corriente de bombeo variando el campo magnético(Brouwer, 1998). El estudio de
Benjamin y Benjamin (2004) caracterizé la corriente de bombeo asistida por la variacién de
campo magnético. Este resultado tiene relevancia particular en el caso de grafeno pues, a
diferencia de las barreras de potencial, las barreras magnéticas pueden causar confinamiento
electrénico (De Martino et al., 2007; Xu et al., 2008) y proveen una manera de evitar el
tuneleo de Klein. Un estudio con barreras magnéticas dependientes del tiempo en grafeno
no ha sido reportado atin. Sin embargo, se ha estudiado la corriente de bombeo a través
de barreras magnéticas estaticas creada por la variacién de barreras de potencial (Grichuk
y Manykin, 2013; Jellal et al., 2014). Ambos estudios se realizaron en la aproximacion de
Dirac para describir el grafeno y en el régimen de la aproximacion adiabética para describir

la dependencia temporal.

Una manera alternativa de lograr confinamiento en grafeno, y sobrepasar el fendmeno del
tuneleo Klein, son las deformaciones. En grafeno, las deformaciones pueden expresarse como
pseudo-campos magnéticos en la aproximacién de Dirac (Castro Neto et al., 2009). Incluso
se ha senalado que pueden dar lugar a la fomacién de niveles de Landau. Benjamin (2013)
estudié el bombeo cudntico causado por barreras de potencial oscilantes en el tiempo a través
de una regiéon de grafeno con deformacién uniaxial en el plano, en la aproximacién de Dirac y
con la formula de Brouwer. Sus resultado senalan que las deformaciones pueden servir para

distinguir entre la corriente de bombeo y la corriente rectificada en dispositivos de grafeno.

Se puede decir que gran parte de los trabajos que estudiaron la corriente de bombeo en
sistemas basados en grafeno se realizaron en la aproximacion adiabatica, con la matriz de
dispersion y describiendo el grafeno en la aproximacion de Dirac. Sin embargo, en el caso
de nanocintas de grafeno la descripcién atomistica en la aproximacion de amarre fuerte es la
més adecuada para describir los efectos de las fronteras rigidas (Lewenkopf y Mucciolo, 2013),
discordancia entre redes (Robinson y Schomerus, 2007) los efectos de campos magnéticos (Xu
et al., 2008), asi como las deformaciones (Barraza-Lopez et al., 2013). De esta manera el
estudio del bombeo cuantico, fuera del régimen adiabatico y describiendo atomisticamente el
grafeno en aproximacion de amarre fuerte, es de interés no solo académico sino también tec-
nologico. En la siguiente seccion se describen los resultados del estudio del bombeo cuantico
en grafeno. Se presentan resultados para dos sistemas: una cadena unidimensional de sitios
y una nanocinta de grafeno. En el caso unidimensional los resultados son una prueba de que

nuestra implementacién por columnas (descrita en el capitulo 2) funciona correctamente.
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Ademas nos permite presentar la fenomenologia del bombeo cuédntico, las cantidades fisicas
de interés y contrastar con los resultados en el caso de nanocintas de grafeno. Los resul-
tados para el bombeo cuantico en nanocintas grafeno son preliminares y sientan las bases
para estudios posteriores como el bombeo mecanico, a través de barreras magnéticas y de

deformaciones.

6.2 Bombeo en cadena undimensional

6.2.1 Modelo

Considere el sistema de la Fig. 35, una cadena unidimensional de L sitios (dtomos, puntos
cuanticos, etc.) conectada en sus extremos (sitios 1 y L) a reservorios de electrones —que
modelamos como cadenas seminfinitas de sitios. La energia W, caracteriza el tuneleo entre
los reservorios y la regién central. Ambos reservorios, etiquetados como [ y D, se encuentran
a potencial quimico p. consideramos la energia de sitio cero en todos los sitios excepto
en el primer y ultimo sitio, donde se considera un potencial, Ej, constante y un potencial
arménicamente dependiente del tiempo de amplitud Vj, frecuencia €2 y fase relativa A. Asi
sin considerar la dependencia temporal, el perfil del potencial de doble barrera define un
confinamiento simétrico. Sin emabrgo, la aplicacion de un potencial arménico rompe la

simetria de inversion espacial.

El hamiltoniano de la region central se puede escribir como sigue,

L-1 L-1
Ho =) enchen—to Y (chens + Hee) (220)
n=1 n=1
+ W (cglcl + CTLC(L_H)D + H.c.) + V cos(wt) (cicl + CTLCL> : (221)

donde el primer término es la energia de sitio, cone; = e, = Fyye, =0paran =2,..., L—1,
definiendo una estructura de doble barrera. El segundo término es la energia asociada al
tuneleo entre sitios vecinos inmediatos, con, ty, la constante de tuneleo. Las etiquetas Oy y
(L + 1)p refieren al ultimo sitio del contacto izquierdo y el primero del contacto derecho,
respectivamente. El tercer término acopla la regién central con los contactos, con Wy como
parametro de tuneleo. El 1ltimo término representa el potencial arménico de amplitud V

frecuencia () y fase relativa A en los sitios 1y L.

Nos interesa calcular la corriente rectificada de bombeo del sitio 1 al sitio L. Para esto,

evaluamos numéricamente las expresiones 167, 168, 170, 171, 172 y 173; obtenidas de ree-
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Figura 35. Diagrama del sistema fisico. Una cadena unidimensional, de L sitios, conectada a
reservorios infinitos en sus extremos. En el primer y Gltimo sitio se aplica un potencial arménico
en el tiempo de amplitud Vj, frecuencia €2 y fase relativa A. La conexidn con los reservorios esta
mediada a través de la amplitud de tuneleo Wy. ¢y es la amplitud de tuneleo entre los sitios de
la cadena undimensional.

scribir —usando la ec. de Dyson— los resultados del método de renormalizacién de Arrachea
(Arrachea, 2002, 2004, 2005; Arrachea y Moskalets, 2006; Arrachea, 2007) usando el formal-
ismo de Keldysh (Jauho et al., 1994). En este caso particular, las expresiones se simplifican

por la dimensionalidad del sistema: las matrices se reducen a niimeros complejos.

6.2.2 Resultados y discusiones

La Fig. 36 muestra la corriente rectificada de bombeo, J, a través de una cadena unidimen-
sional, de longitud L = 20 sitios, como funcién del potencial quimico en los reservorios (o
contactos), p. Los paneles superior e inferior son para diferentes valores de la constante de
acoplamiento con los contactos, |[Wy|> = 0.1 y [W,|* = 0.5, respectivamente. En ambos ca-
sos, las curvas para diferentes valores de frecuencia de bombeo 2, se muestran en diferentes
colores. La curva negra es para frecuencia 2 = 0.01 t5/h. En esta curva se observan picos
consecutivos, cada uno de estos marca la energia de los estados dentro de la estructura de
doble barrera. Cuando la frecuencia es baja en comparacion con la diferencia de energia entre
niveles, la energia que los potenciales dependientes del tiempo pueden ceder a los electrones
es pequena. De tal manera, la corriente de bombeo para esta frecuencia es cero a menos
que el potencial quimico esté cerca a un nivel de energia del sistema central. Entonces se
forma un pico cuya anchura esta asociada a la conexién con los contactos, por eso los picos
son mas anchos en el panel inferior que en el superior. Notese, que la posicién no depende
de la conexion con los contactos —es la misma en ambos paneles. Las curvas de colores son

para frecuencias mas altas: rojo para {2 = 0.30 to/h, verde para Q2 = 0.45 to/h y azul para
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2 = 0.60 to/h. En el panel superior —en el que la conexién con los contactos es marginal, la
curva muestra un comportamiento escalonado con los picos de la curva negra marcando el
inicio de un nuevo escalén. En el panel inferior este comportamiento escalonado se suaviza.
Este es un efecto de los contactos, que via términos de autoenergia hacen un ensanchamiento
de la antes posiciones discreta en energia de los estados en la regién central. En todas las
curvas es posible observar un cambio de signo (menos apreciable en la curva negra), el signo
indica la direccién de la corriente. Determinar el signo de la corriente de bombeo es un

problema que, fuera del régimen adiabatico, no ha sido resuelto atin.
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Figura 36. Corriente de bombeo rectificada, Jy, como funcién del potencial quimico de los
reservorios.Los paneles superior e inferior corresponden a diferentes valores del acoplamiento con
los contactos, |[Wy|> = 0.1y |[Wy|* = 0.5, respectivamente. La amplitud de bombeo es V; = 0.2.
Los diferentes colores de las curvas son para diferentes valores en la frecuencia de bombeo: la
curva negra para €2 = 0.01, rojo para 2 = 0.30, verde para 2 = 0.45 y azul para 2 = 0.60. La
fase entre los potenciales es medio periodo la energia de sitio del primer y ultimo sitios es Fj, el
ancho de banda de los contactos es W = 4 y el nimero de sitios es L = 20.

La Fig. 37 muestra la corriente de bombeo como funcién de la frecuencia del potencial
armonico (2, para diferentes valores del pardmetro de acoplamiento con los contactos |WW,|.

Los colores en las curvas corresponden a diferentes valores de este parametro: azul para
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|Wo|> = 0.1, naranja para |Wy|> = 0.5 y cian para |Wp|> = 1.0. Los péaneles superior y
inferior son para diferentes valores en la amplitud del potencial armoénico, V =02y V =1,
respectivamente. En ambos paneles, observamos el mismo comportamiento oscilatorio en el
signo de la corriente, J y un aumento en la magnitud de esta oscilacién conforme se aumenta
la frecuencia, 2. A mayor acoplamiento con los contactos, |Wy|, mayor es la amplitud de
la oscilacion en la corriente, J. Esto se debe a la dependencia de ésta con las matrices de

hibridizacién (véase la Ec.151)
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Figura 37. Corriente de bombeo rectificada como funcién de la frecuencia de bombeo, €2, para
diferentes valores del tuneleo de acoplamiento con los contactos, wy. Los paneles superior e
inferior muestran los resultado para amplitudes de la oscilacién del potencial de bombeo, V' = 0.2
y V =1, respectivamente.

Resultados equivalentes a los presentados en Fig. 36 y Fig. 37 fueron publicados ante-
riormente por nuestra colaboradora, Liliana Arrachea (Arrachea, 2005). Ndétese que nue-
stros resultados fueron obtenidos utilizando la implementacion por columnas, demostrando

la validez del método propuesto en el capitulo 2.
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6.3 Bombeo en nanocintas de grafeno

6.3.1 Modelo

Estamos interesados en estudiar la corriente de bombeo a través del dispositivo esquematizado
en la Fig. 38: Una nanocinta de grafeno conectada a reservorios de electrones (o contactos),
modelados como cintas seminfinitas de red cuadrada. El cambio de red en los contactos es
para modelar una situacién cercana a los experimentos, donde los dispositivos se conectan
con contactos ohmicos de un material distinto, oro por ejemplo. El parametro de tuneleo
dentro de la region central es ty, dentro de los reservorios es t,. y entre los sitios de conexion
entre la regién central y los reservorios es Wy. En la primera y tltima columnas de sitios de
la region central se aplica un potencial de sitio constante Ejy y un potencial arménico en el
tiempo con amplitud Vj, frecuencia €2y y fase relativa §. El hamiltoniano de la regién central

es,

H.(t) = —to Z (clew + hoc) + Z Z [Eo + Vo cos (Qot + 64)] cle, + Wy Z cley,

<r,r> a=I,D <r;rq> <rra>

(222)

donde ¢ (c,) es el operador fermiénico de creacién (aniquilacién) en el sitio con etiqueta
r = (z,y). La etiqueta « es para los contactos, asi los sitios r, son aquellos que estdn en
el reservorio a. Los corchetes (...) indican suma sobre los sitios vecinos inmediatos. De esta
manera, el primer término refiere a la energia cinética dentro de la region central, el segundo
a los potenciales aplicados en la primera y ultima columnas de la region central y el tercero

es el acoplamiento con los contactos.

Usando el formalismo descrito en el capitulo 2, encontramos la conductancia en equilibrio
—cuando Vy = 0- y la corriente de bombeo. Los resultados preliminares se presentan y

discuten en la siguiente seccién 6.3.2.

6.3.2 Resultados y discusiones

Antes de discutir los resultados para la corriente de bombeo, mostramos los resultados para
la conductancia en equilibrio. La motivacién es describir los efectos que se generan por el

cambio de simetria: red cuadrada en los contactos y hexagonal en la region central. Estos
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V.cos(Qot+d) V,cos(Qot) yl

Figura 38. Diagrama del sistema fisico. Una cinta de grafeno —red hexdgonal, de N, sitios de
longitud y N,, cadenas de ancho, conectada a reservorios infinitos de red cuadrada en sus extremos.
En la primer y dltima columna de sitios se aplica un potencial arménico en el tiempo de amplitud
Vo, frecuencia €2 y fase relativa A. La conexién con los reservorios estd mediada a través de la
amplitud de tuneleo W,. tg es la amplitud de tuneleo entre los sitios dentro de la cinta de grafeno
y 1, entre los sitios de los contactos.

efectos fueron descritos ampliamente por Robinson y Schomerus (2007), que muestran que un
sistema como el estudiado en esta seccion, puede exhibir comportamiento de aislante debido
a la discordancia entre redes. La Fig. 39 muestra la conductancia como funcién del potencial
quimico en los contactos en diferentes sistemas. La curva negra continua es la conductancia
para una nanocinta de red cuadrada con contactos de red cuadrada, en esta curva se muestran
los escalones asociados a los estados transversales en la nanocinta. De manera similar en la
curva azul se muestra la conductancia para una nanocinta de grafeno conectada a contactos
de grafeno con los escalones asociados a los estado transversales. La diferencia entre el panel
de la izquierda (a) y el panel de la derecha (b) es el nimero de cadenas de sitios (o sitios
en la direccién transversal), asi en el panel (a) vemos comportamiento semiconductor y en el
de la derecha metélico, ya que este nimero determina el comportamiento de las nanocintas
de grafeno. La curva roja continua es para una nanocinta de grafeno con contactos de
red cuadrada, en este caso se observan muchas oscilaciones provenientes de la discordancia
entre redes y efectos de interferencia tipo Fabry-Perot. Se sabe que al menos en el régimen
adiabatico la corriente de bombeo y la conductancia guardan relaciéon, por tanto se espera
que la corriente de bombeo muestre este tipo de oscilaciones. La asimetria ante inversion
de signo en el potencial de los contactos, la llamada simetria de particula-agujero, se debe a
la discretizacion en el espectro de energia de los reservorios. Notese que la curva azul sirve

como cota superior para la curva roja.
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Figura 39. Conductancia, G, como funcién del potencial quimico en los contactos, para una
nanocinta con N, = 20y N, = 2 en el panel (a) y N, = 3 en el panel (b). La curva negra
continua es la conductancia para una nanocinta de red cuadrada con contactos de red cuadrada,
la curva azul discontinua es para una nanocinta de grafeno con contactos de grafeno y la curva
roja continua es para una nanocinta de grafeno con contactos de red cuadrada.

La Fig. 40 muestra la corriente de bombeo como funcién del potencial quimico en los
contactos para diferentes valores de la frecuencia de bombeo en el dispositivo esquematizado
en Fig. 38. Los resultados son para una nanocinta con N, = 20 y N, = 2 en el panel (a)
y N, = 3 en el panel (b). Las diferentes curvas son para diferentes valores de la frecuencia
de bombeo: La curva negra es para {2 = 0.01, roja discontinua para 2 = 0.3, punteada azul
para () = 0.45 y continua azul para €2 = 0.6. La naturaleza semiconductora o metalica de las
nanocintas se refleja también en la corriente de bombeo. Se puede observar que en el panel
(a) aparece una regién cercana a cero donde la corriente es cero, mientras en el panel (b)
es finita. De manera general, las curvas muestran un comportamiento similar a la curva de
conductancia de Fig. 39. La curva negra, para frecuencia de bombeo en el régimen adibatico,
muestra los picos asociados a los estados discretos en la region central. Las otras curvas, para
frecuencias mayores, muestran oscilaciones mas complejas que aumentan conforme aumenta

la amplitud de oscilacién.

En la Fig. 41 se grafica la corriente de bombeo como funcién de la frecuencia de bombeo,
para una nanocinta con N, = 20y N, = 2 en el panel (a) y N, = 3 en el panel (b). En ambos
paneles, la curva negra punteada es la corriente para potencial quimico g = 0. En el panel (a)
la corriente es cero dentro de este rango de frecuencias debido a la naturaleza semiconductora
de la nanocinta, para la nanocinta metalica, panel (b), la corriente es diferente de cero. Las
curvas azules son para potencial quimico p = —1 ty3. A frecuencias bajas, 2 < 0.05, el
comportamiento de las curvas es aproximadamente lineal, esto concuerda con la predccion

en el régimen adibatico. Cuando la frecuencia aumenta se presentan cambio de signo y
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Figura 40. Corriente de bombeo rectificada, .J, como funcién del potencial quimico en los con-
tactos, para una nanocinta con N, = 20 y N, = 2 en el panel (a) y N, = 3 en el panel (b).
Las diferentes curvas son para diferentes valores de la frecuencia de bombeo: La curva negra es
para 2 = 0.01, roja discontinua para {2 = 0.3, punteada azul para 2 = 0.45 y continua azul para
2 = 0.6. (Figura tomada de Kaur (2013))

luego oscilaciones. Como en el caso unidimensional, la amplitud de las oscilaciones aumenta

conforme se aumenta la frecuencia.
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Figura 41. Corriente de bombeo rectificada, J, como funcién de la frecuencia de bombeo, (2,
para una nanocinta con N, =20y N, = 2 en el panel (a) y N, = 3 en el panel (b). La curva

negra discontinua es para potencial quimico nulo y la curva azul para potencial quimico finito.
(Figura tomada de Kaur (2013))

Los resultados presentados son preliminares y forman parte de un estudio iniciado por
nuestra colaboradora, Dra. Tejinder Kaur, y en el que estoy colaborando para completar.
Ellos forman parte de un estudio de mayor alcance en el que pretendemos estudiar los efectos
de la deformaciones y el campo magnético en la corriente de bombeo, de manera similar como

hicimos con el transporte en equilibrio.
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Capitulo 7

Conclusiones

Hemos presentado un estudio de la conductancia en nanocintas de grafeno, con terminaciones
armchair y zigzag, en presencia de una deformacion gaussiana central fuera del plano. La de-
formaciéon causa un pseudo campo magnético inhomogeneo en el centro de la estructura. No
se observan niveles de Landau disponibles para el transporte, mas si se observan estados lig-
ados que se concentran en la regién de la deformacién. Presentamos una descripcién espacial
de la localizacion y las simetrias de estos estados ligados. Ellos muestran una ruptura local
de la simetria de subred, misma que se asocia con el pseudo espin local en la aproximacion
de Dirac, y que alterna cada 60o. Estos resultados son independientes de la orientacion
cristalina del transporte (armchair o zigzag) y estdn dentro de los alcances experimentales

actuales.

Se estudio el transporte electrénico en nanocintas de grafeno a través de barreras magnéticas,
obteniendo resultados que concuerdan con la literatura especializada. Ademas, se considero
el caso en que dentro de la barrera magnética se dispone una deformacién gaussiana central
y fuera del plano. Los resultados tanto en la conductancia como la densidad de estados
muestran la combinacion de los efectos generados por la presencia del campo magnético real
y por la modificacién de la energia de tuneleo (pseudo campo magnético). En particular la
asimetria local de subred, producida por la deformacion central, se mantiene en presencia de

campo magnético.

Se estudio el bombeo cuantico en sistemas bidimensionales utilizando el formalismo de
Keldysh y el método de renormalizacién de Arrachea (2002). Se desarrollé un método més
eficiente, basado en la ecuacion de Dyson, para evaluar las expresiones que se obtienen del
método de renormalizacion. Este método reduce el tiempo de cémputo y es completamente
equivalente. Se implementé este método en cédigo Fortran y se utilizé para el estudio de
la corriente de bombeo de una red undimensional de sitios y en una nanocinta de grafeno
conectada a contactos de red cuadrada. En el caso de las nanocintas se obtuvieron resultados
que concuerdan con los de la literatura y para las nanocintas de grafeno los resultados son

preliminares.
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7.1 Trabajo a futuro

La ingenieria de las deformaciones en grafeno es un campo en desarrollo que ofrece diferentes
fenémenos y preguntas de interés fisico y tecnoldgico. Una pregunta oportuna, por ejemplo,
es acerca de la posiblidad de crear estados similares a los estados de borde, que se forman en

las nanocintas zigzag, con deformaciones.

Una continuacion natural del presente trabajo de tesis es considerar deformaciones que
dependen del tiempo y analizar sus efectos en el transporte de electrones. Un posible objetivo
de investigacion en ese tipo de arreglo experimental es, por ejemplo, estudiar el efecto de la
deformacién que se produce en el grafeno con una punta de STM que se mueve de forma
armonica en el tiempo. Con las herramientas que se han descrito en el presente trabajo de

tesis se puede explorar este tipo de preguntas y contribuir al desarrollo tecnolégico.
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