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Dr. Jesús Alberto Maytorena Córdova
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Director de tesis

El acoplamiento esṕın-órbita en sistemas de baja dimensionalidad es considerado
un importante mecanismo que permite manipular el esṕın de los electrones, lo cual es
fundamental para el desarrollo de dispositivos espintrónicos en semiconductores. Di-
cho acoplamiento produce notables modificaciones en las enerǵıas y estados propios
del sistema, lo que aunado a la interacción electrón-electrón da lugar a interesantes
cambios en la respuesta dieléctrica del medio afectando con ello al cont́ınuo de tran-
siciones de part́ıcula simple y a la relación de dispersión de los plasmones. En el
presente trabajo se realizó un estudio del espectro de excitaciones elementales de un
gas electrónico bidimensional en presencia de acoplamiento esṕın-órbita anisotrópico
(Rashba+Dresselhaus). Se calculó la respuesta dieléctrica utilizando el Método de
Campo Autoconsistente. Además de las regiones de enerǵıa y momento correspon-
dientes a transiciones intrasubbanda se encontraron nuevas zonas de transiciones inter-
subbanda cuyas dimensiones dependen fuertemente de los parámetros de acoplamiento
esṕın-órbita Rashba y Dresselhaus. Notablemente, dicho cont́ınuo de transiciones no
sólo depende de la magnitud del vector de onda q, sino también de su dirección. Simi-
larmente, como una consecuencia de la presencia simultánea de los acoplamientos de
Rashba y Dresselhaus, la relación de dispersión de los plasmones intra- e inter-subbanda
también dependen de la orientación de q. Esta dependencia angular en las excitaciones
electrónicas es nuestro principal resultado y es la diferencia más relevante que existe con
respecto al caso t́ıpico de la interacción esṕın-órbita isotrópica de Rashba. En el régimen
de q pequeña se derivaron expresiones anaĺıticas para la relación de dispersión de los
plasmones y se encontró que el efecto de la interacción esṕın-órbita desaparece cuando
la magnitud del acoplamiento de Rashba es igual a la magnitud del acoplamiento de
Dresselhaus. Los gases electrónicos con acoplamiento anisotrópico pueden ser conside-
rados candidatos para desarrollar tecnoloǵıa en el área de la espintrónica aśı como en
plasmónica, ya que ahora el espectro de excitaciones no sólo puede ser manipulado por
medio del acoplamiento esṕın-órbita, sino que además puede ser controlado a través la
magnitud y dirección del vector de onda q.

Palabras Clave: plasmones 2D, interacción esṕın-órbita, semiconductores, es-
pintrónica.
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ABSTRACT of the thesis presented by Elmer Cruz Mendoza, in partial
fulfillment of the requirements of the degree of MASTER OF SCIENCE whit orientation
in MATERIAL PHISICS. Ensenada, Baja California, México, September 2009.

Spin-Orbit Interaction Effects in the Plasmon Spectrum in a Two
Dimensional Electron Gas

Spin-orbit coupling in low dimensional systems is considered an important mecha-
nism that allows the manipulation of the electron spin, which is fundamental for the de-
velopement of spintronic semiconductor devices. This coupling produces notable modifi-
cations of the energies and states of the system which in adittion to the electron-electron
interaction gives interesting changes in the dielectric response of the medium, affecting
with this both the single particle transitions and dispersion relation of plasmons. In the
present work a study of the elementary excitation spectra of a two dimensional electron
gas in the presence of anisotropic spin-orbit coupling (Rashba+Dresselhaus) is pre-
sented. The dielectric response function was calculated using the Self-Consistent Field
Approach. In addition to the intra-subband region a new inter-subband zone appears
whose dimensions depends strongly on the Rasbha-Dresselhaus spin-orbit coupling pa-
rameters and, remarkably, not only on the magnitude of the wave vector transfer q
but also on its direction. Similarly, as consequence of the interplay of both spin-orbit
couplings, the dispersion relation for intra- and inter-subband plasmons also depends
on the orientation of q. This angular dependency of the electronic excitations is our
main result and is the main difference that exists with respect to the usual case of the
isotropic Rashba spin splitting. In the small q regime analytical expressions for the
dispersion of plasmons were derived and the spin-orbit effects were found to disappear
when the amplitude of the Rashba spin-orbit coupling is equal to the magnitud of the
Dresselhaus contribution. These type of spin-orbit coupled electronic gases can be con-
sidered good candidates for the development of technology in the area of spintronics as
well as in plasmonics since the spectra of excitations can be manipulated no only by the
spin-orbit coupling but also through the magnitude and direction of the wave vector q.

Key words: plasmons 2D, spin-orbit interaction, semiconductors, spintronics.

ii



iii

A mis padres Atenógenes C.
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Caṕıtulo Página

V.1 Plasmones Intrasubbanda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

V.2 Plasmones Intersubbanda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

VI. RESULTADOS NUMÉRICOS 76
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Caṕıtulo I

INTRODUCCIÓN

Hasta el d́ıa de hoy (2009) la tecnoloǵıa sustentada en la electrónica ha sido auxi-

liada por dispositivos basados en la manipulación de la carga eléctrica. Sin embargo,

debido a la necesidad de minimizar el tamaño de dichos dispositivos hasta alcanzar

dimensiones nanométricas (menores a los 100 nm), ha surgido la idea de aprovechar

las propiedades mecánico-cuánticas de las part́ıculas, las cuales se hacen notar a es-

tas escalas de longitud. De particular importancia es el acceso al grado de libertad

de esṕın de los electrones, mismo que puede pensarse como un momento magnético

o momento angular intŕınseco asociado a la part́ıcula y que, según estudios realizados

(Ohno et al., 1999, 2000), puede ser controlado a través de campos electromagnéticos

externos. Por tal motivo, se han generado grandes expectativas, surgiendo la esperanza

de una nueva electrónica basada en la manipulación del esṕın aśı como de la carga

eléctrica. Persiguiendo estas ideas, se abre otra ĺınea de investigación de la f́ısica del

estado sólido denominada Espintrónica (Wolf et al., 2001). En tal área se realizan

estudios de transporte y manipulación de la orientación del esṕın aśı como numerosos

esfuerzos por aumentar el tiempo de vida del mismo. Tal ha sido el interés que ha

despertado esta nueva área de la f́ısica, que han surgido algunas posibles aplicaciones

(Fert, 2008), entre las cuales podemos mencionar el transistor de esṕın de S. Datta y

B. Das (Datta y Das, 1989) aśı como memorias no volátiles, tan sólo por decir algunas

de ellas.

Dadas las grandes expectativas que giran en torno a la Espintrónica, los Gases

Electrónicos Bidimensionales (GE2D) formados en heteroestructuras semiconductoras

han recibido especial atención (Awschalom y Flatté, 2007). El interés mostrado hacia

estos sistemas se debe a que proporcionan una v́ıa de acceso al esṕın de los electrones a

través de la existencia de una interacción esṕın-órbita (IEO) significativa. Este último

mecanismo, permite el acoplamiento de campos eléctricos externos con el momento
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dipolar magnético de los electrones, de tal forma que es posible manipular el esṕın tan

sólo controlando la intensidad de los potenciales aplicados.

Las principales contribuciones a la IEO, que se originan en un GE2D, se dividen en

dos. La primera de ellas, se produce por la falta de simetŕıa de inversión espacial en

el potencial que confina el gas de electrones. Tal asimetŕıa se origina a lo largo de la

dirección de crecimiento de la heteroestructura semicondutora y es posible modularla a

través de campos eléctricos externos. Por tal motivo, la contribución a la IEO, también

conocida como acoplamiento de Rashba, puede variarse. Por otro lado, la IEO que se

deriva de la falta de simetŕıa en la estructutra cristalina subyacente al gas electrónico,

es la segunda contribución al acoplamiento esṕın-órbita. A ésta se le conoce como

interacción esṕın-órbita de Dresselhaus y dada su naturaleza es intŕınseca al material

que se utilice.

En años recientes, la literatura relacionada con estudios sobre los GE2D, donde

además se considera IEO, han ido en considerable aumento. En este tipo trabajos

se abordan problemas tales como la generación de corrientes eléctricas con esṕın po-

larizado, manipulación del momento dipolar magnético aśı como optimización de los

tiempos de vida de los espines, entre otros. En muchos de estos estudios se emplean

Hamiltonianos de part́ıcula independiente, ignorando cualquier posible efecto causado

por la interacción entre part́ıculas. Como se sabe (Ando et al., 2006; White et al.,

1991), en un sistema de muchas part́ıculas, la interacción entre ellas puede tener un

efecto profundo en las propiedades (electrónicas, ópticas, térmicas, etc.) de tal sistema.

Tan sólo la interacción electrón-electrón coulombiana puede dar lugar a nuevas excita-

ciones además de las correspondientes a transiciones entre dos estados de part́ıcula

independiente. Un ejemplo notable es la existencia de modos normales de la densidad

de carga en gases electrónicos degenerados como los que tienen lugar en metales. Estos

modos, denominados “plasmones”, son excitaciones electrónicas colectivas soportadas

por el largo alcance de la interacción coulombiana entre electrones. Aśı, se tiene que el

espectro de excitaciones de un gas (para quedarnos con el sistema más simple) consiste

de transiciones de pares electrón-hueco y modos normales de la densidad de carga.

Con el propósito de estudiar las excitaciones eléctricas mencionadas ĺıneas arriba,

es que algunos autores han tomado en cuenta la interacción entre part́ıculas aunada a
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la IEO (principlamente el acoplamiento de Rashba) en los ya mencionados GE2D (Xu,

2003; Kushwaha y Ulloa, 2006; Pletyukhov y Gritsev, 2006). Tales trabajos demues-

tran que la presencia de acoplamiento esṕın-órbita modifica el espectro de excitaciones

colectivas aśı como en el cont́ınuo de transiciones de pares electrón-hueco, con respecto

al caso en que la IEO es nula. Incluso, algunos autores han contemplado tales cambios

como la puerta que permitirá la implementación de dichas excitaciones electrónicas en

el desarrollo de nueva tecnoloǵıa (Xu, 2003; Kushwaha y Ulloa, 2006).

Con base a lo anteriormente discutido, en el presente trabajo se analizará el espectro

de excitaciones electrónicas de un gas de electrones bidimensional con interacción esṕın-

órbita. En particular, deseamos estudiar cómo se modifican la relación de dispersión

de los plasmones y el cont́ınuo de transiciones de part́ıcula independiente de un gas de

electrones cuasibidimensional formado en una heteroestructura semiconductora cuando

se toma en cuenta la IEO, y en particular una interacción esṕın-órbita de caracter

anisotrópica (IEOA) debida a la presencia conjunta de los acoplamientos de Rashba

y Dresselhaus. Por lo general, los estudios realizados en los GE2D sólo consideran el

acoplamiento de Rashba (Xu, 2003; Kushwaha y Ulloa, 2006). No obstante, algunos

trabajos (Schliemann et al., 2003; Berneving et al., 2006), han puesto de manifiesto la

gran importancia que puede tener la competencia entre los acoplamientos de Rashba

y Dresselhaus. Tal situación es la que nos motiva a querer investigar el problema

anteriormente descrito, donde esperamos que el espectro de excitaciones electrónicas

del GE2D se vea modificado por la IEOA con relación al caso de IEO isotrópica (sólo

acoplamiento de Rashba).

El presente escrito se estructurará de la siguiente manera. Primeramente, en el

caṕıtulo II se hará referencia al origen de la IEO en medios semiconductores (Sec. II.1),

y se analizarán las principales contribuciones que se presentan en gases formados en he-

teroestructuras semiconductoras. En dicho caṕıtulo se darán a conocer hamiltonianos,

eigenestados, enerǵıas propias, densidades electrónicas, caracteŕısticos del estado base.

En la Sec. II.2 se analizará la IEO de Dresselhaus, en la Sec. II.3 el acoplamiento de

Rashba y en la Sec. II.4 la IEOA que resulta de la coexistencia de los acoplamientos

de Rashba y de Dresselhaus. En el caṕıtulo III se revisará el espectro de excitaciones

electrónicas presentes en un sistema de part́ıculas interactuántes (gas de electrones tridi-
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mensional y bidimensional). Espećıficamente hablaremos de los modos colectivos de la

densidad de carga y del cont́ınuo de excitacions de pares electrón-hueco, por lo que será

necesario describir el Formalismo de Aproximación de Campo Autoconsistente, útil en

el cálculo de la relación de dispersión de los plasmones. En el caṕıtulo IV se calcula la

respuesta dieléctrica que permitirá obtener el espectro de excitaciones electrónicas de

un GE2D en presencia de IEO de Rashba y de Dresselhaus. Aqúı se obtendrán expre-

siones para el cont́ınuo de transiciones entre dos estados de part́ıcula independiente aśı

como la ecuación cuya solución da la relación de dispersión de los plasmones. Después,

en el caṕıtulo V, se derivarán expresiones para los plasmones en el régimen de longitud

de onda larga. En el caṕıtulo VI se realizará un análisis numérico de los resultados

obtenidos en el IV y en el caṕıtulo VII se presentan las conclusiones.



Caṕıtulo II

INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA EN

HETEROESTRUCTURAS SEMICONDUCTORAS

Debido al gran interés que se ha generado en el desarrollo de dispositivos espintrónicos

(tecnoloǵıa basada en la manipulación del esṕın), es necesario poder generar y detec-

tar corrientes de esṕın polarizadas además de tener un alto control sobre los estados

de esṕın del electrón. En este contexto, los fenómenos f́ısicos derivados de la inter-

acción esṕın-óbita (IEO) han recibido una enorme atención. Como se sabe, la IEO

permite la conexión entre el esṕın de los electrones con su momento lineal (́ımpetu),

lo cual abre la posibilidad de poder influir sobre el esṕın a través de campos eléctricos

que afectan el momento. Este hecho otorga particular importancia a los medios no

magnéticos y a sistemas en los que se prescinde de campos magnéticos externos. Estu-

dios recientes, han demostrado que diversos efectos causados por la IEO , tales como

el rompimiento en la degeneración de la enerǵıa aśı como la posibilidad de manipular

el esṕın a través de campos eléctricos externos, pueden ser apreciables y observados

en superficies metálicas (Petersen y Hedegard, 2000; LaShell et al., 1996) aśı como

en materiales semiconductores (Rashba, 2004). Sin embargo, debido a la experiencia

que se tiene en la construcción de las heteroestructuras semiconductoras, este tipo de

sistemas se han convertido en el principal candidato para el desarrollo de dispositivos

espintrónicos. Además, el utilizar materiales semiconductores trae consigo apreciables

ventajas, entre las cuales se encuentran la gran experiencia adquirida en el manejo

de éstos en la microelectrónica, aśı como sus propiedades optoelectrónicas que permi-

tiŕıan el desarrollo de una gran cantidad de dispositivos. Por lo anterior, en el presente

caṕıtulo hablaremos de la IEO que se manifiesta en medios semiconductores. El con-

tenido de este apartado se estructura de la siguiente forma. En la sección II.1, de

manera general, hablaremos del origen del acoplamiento esṕın-órbita en los sistemas
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ya mencionados, donde veremos el importante papel que desempeña la ausencia de

simetŕıa de inversión espacial. En las secciones II.2, II.3 y II.4 se analizarán las dife-

rentes contribuciones a la IEO, debidas al rompimiento de simetŕıas de inversión, tanto

en un cristal tridimensional aśı como en sistemas confinados.

II.1 Acoplamiento Esṕın-Órbita en sistemas semiconductores

Para un electrón que se mueve en el vaćıo, en el ĺımite no relativista, es posible reducir

la ecuación de Dirac a la conocida ecuación de Pauli (Foldy y Wouthuysen, 1950; Win-

kler, 2004). Esta última, es una generalización de la ecuación de Schrödinger en cuya

estructura aparecen nuevas contribuciones a la enerǵıa, como son el término de Zee-

man (si hay campos magnéticos externos) y el término correspondiente a la interacción

esṕın-órbita, entre otros. Para el caso en que el electrón no interacciona con campos

electromagnéticos, la contribución más importante, de las dos mencionadas, es la del

acoplamiento esṕın-órbita. Dicho término está dado de la siguiente forma

Hvac
SO = λvacσ ·

(
k ×▽Ṽ

)
, (1)

donde el factor de acoplamiento λvac = −h̄2/4m2
0c

2 ≈ −3.7×10−6 Å2, m0 es la masa del

electrón, c es la velocidad de la luz, σ es el vector de matrices de Pauli y k = p/h̄ es el

vector de onda de los electrones; p es el operador de momento. Como se puede ver de

la ecuación (1), la interacción esṕın-órbita depende del vector de onda k y del gradiente

del potencial en que se mueve el electrón. Por tanto, si no existe una variación espacial

de tal potencial, el término de IEO desaparece. Cuando el electrón se mueve a través

de un medio semiconductor (Winkler, 2004) el potencial Ṽ puede descomponerse en

dos partes, esto es, Ṽ = Vcr + V , donde Vcr corresponderá al potencial que la part́ıcula

percibe como resultado de la periodicidad del cristal y V refleja la parte no periódica.

Este último término contiene el potencial debido a impurezas, confinamientos, fron-

teras, aśı como la contribución debida a campos eléctricos externos. Si consideramos

que el potencial cristalino es lo suficientemente pequeño, entonces, es posible describir

el movimiento de los electrones, en estos medios, a través de la estructura de ban-

das. Estos sistemas simples pueden ser ejemplificados a través de los semiconductores

cúbicos de “brecha” (“gap”) directa. Para tales materiales, usualmente, el mı́nimo de la
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enerǵıa se encuentra cerca del centro de la zona de Brillouin y el espectro es degenerado

únicamente a k = 0. Si se consideran argumentos de simetŕıa aśı como la condición de

que el potencial V vaŕıe suavemente con relación al parámetro de red, se obtiene que el

Hamiltoniano efectivo para electrones que se mueven en un cristal y para part́ıculas en

sistemas bidimensionales es:

Heff = ǫk + V +Hint +Hext (2)

Hint = −1

2
b(k) · σ (3)

Hext = λσ · (k ×▽V ) , (4)

donde εk es el término de enerǵıa cinética y Hint es la contribución al hamiltoniano

efectivo denominado término intŕınseco, σ = (σx, σy, σz) es el vector de matrices de

Pauli para part́ıculas con esṕın 1/2 y b(k) es el campo esṕın-órbita intŕınseco. En el

caso de un medio 3D, el campo b(k) tiene su origen en el rompimiento de la simetŕıa

de inversión en la estructura cristalina. A la IEO que resulta de esto se le conoce como

acoplamiento de Dresselhaus de la cual hablaremos en la sección II.2. Por otro lado,

en sistemas 2D tal campo esṕın-órbita se debe también a la falta de simetŕıa en el

confinamiento y se le conoce como IEO de Rashba; esta contribución será estudiada

con más detalle en la sección II.3.

El término Hext (ecuación (4)) es la contribución extŕınseca al hamiltoniano efectivo.

En contraste con (3), no requiere el rompimiento de simetŕıa en la estructura cristalina

y se encuentra asociado a campos eléctricos generados por impurezas aśı como a campos

eléctricos externos. Aqúı, el potencial V contiene la información de dichos campos y la

constante de acoplamiento λ se encuentra dada por

λ ∼ 1

Eg
, (5)

donde Eg es la enerǵıa de la brecha prohibida (Winkler, 2004). Note que la forma

de la expresión (4) es la misma que se obtiene para el acoplamiento esṕın-órbita en

el vaćıo. Sin embargo, λ ≫ λvac hasta en seis ordenes de magnitud. Por ejemplo, se
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ha encontrado que para GaAs λ ≈ 5.3 Å2 y para InAs λ ≈ 120 Å2. Este incremento

en la IEO es de gran utilidad para producir corrientes eléctricas extŕınsecas. Por otra

parte, en sistemas bidimensionales para obtener la parte extŕınseca, el potencial V se

promedia a lo largo de la dirección ẑ. Por ello, tanto ∇V como el vector de onda k

se encuentran contenidos en el plano, obteniendo que Hext,e = λσz(k×∇V )z, donde el

sub́ındice e indica que es la expresión para electrones en la banda de conducción.

Efectos del rompimiento de la simetŕıa de inversión espacial

La degeneración de esṕın de los estados electrónicos en un semiconductor se debe al

efecto combinado de las simetŕıas de inversión espacial y temporal. Un sistema con

simetŕıa de inversión temporal permite que un electrón con vector de onda k y esṕın

↑ tenga igual enerǵıa que otro electrón con vector de onda −k y esṕın ↓ es decir,

E(k, ↑) = E(−k, ↓). Por otro lado, la simetŕıa de inversión espacial hace posible el hecho

de que un electrón con vector de onda k y esṕın ↑ tenga igual enerǵıa que un electrón

con vector de onda −k y de esṕın similar, esto es, E(k, ↑) = E(−k, ↑). En sistemas

donde coexisten los dos tipos de simetŕıas de inversión, se crea una degeneración en la

enerǵıa, ya que cada estado caracterizado por un vector de onda k, puede estar ocupado

por dos electrones de esṕın contrario, esto es, E(k, ↑) = E(k, ↓). Tal degeneración,

ocasiona que los semiconductores no presenten el fenómeno del magnetismo, ya que al

promediar sobre todos los estados del sistema, el valor esperado del momento magnético

es cero. En medios donde se rompe la simetŕıa de inversión espacial, es posible tener

una contribución a la interacción esṕın-órbita. Dicho acoplamiento, puede interpretarse

como un campo magnético efectivo dependiente del momento, b(k) (ecuación (3)), que

se acopla con el esṕın de los electrones (Winkler, 2003). Este hecho permite la ruptura

de la degeneración en enerǵıa (para k6= 0) en ausencia de Bext, siendo posible diferenciar

la enerǵıa para un mismo vector de onda k por el sólo hecho de estar en uno u otro

estado de esṕın, esto es, E(k, ↑) 6= E(k, ↓). Tal efecto, es de suma importancia, ya

que es una forma de generar densidades de electrones con esṕın polarizado (sin campos

magnéticos externos), que es una de las condiciones inevitables en el desarrollo de los

dispositivos espintrónicos. En el caso tridimensional de un material semiconductor tipo

zincblenda, la IEO se manifiesta como el resultado de una falta de simetŕıa de inversión
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en la estructura cristalina. A tal contribución se le conoce como interacción esṕın-

órbita de Dresselhaus. Por otra parte, en el caso de sistemas confinados, como son

los gases electrónicos formados en heteroestructuras semiconductoras, se hace notar la

interacción esṕın-órbita que se origina de la falta de simetŕıa de inversión del potencial

que confina a los electrones. Este acoplamiento es conocido en la literatura como IEO

de Rashba. Aunque las dos IEO pueden estudiarse de manera separada, en el caso de

los sistemas confinados es posible tener la contribución de ambas. En las siguientes

secciones se describirán cada uno de los acoplamientos esṕın-órbita, dando a conocer

Hamiltonianos, enerǵıas propias, eigenestados, densidades electrónicas, etc.

II.2 Interacción de Dresselhaus

De la falta de simetŕıa de inversión en el bulto que se presenta en materiales semi-

conductores que poseen estructura zincblenda (ver figura 1), como es el caso de los

semiconductores constituidos por elementos de los grupos III y V, surge una impor-

tante contribución esṕın-órbita a la enerǵıa conocida como acoplamiento de Dressel-

haus (Dresselhaus, 1955). Es una interacción de orden cúbico en el momento, cuyo

hamiltoniano está dado por la expresión

HD = γ
[
σxkx(k

2
y − k2

z) + σyky(k
2
z − k2

x) + σzkz(k
2
x − k2

y)
]
, (6)

donde σi representan las matrices de Pauli, y γ es un parámetro intŕınseco al material

que caracteriza la intensidad del acoplamiento esṕın-órbita (La-Rocca y de Andrada e

Silva, 1997), cuyos valores tipicos son 20 eVÅ3 para GaAs y de 150-250 eVÅ3 para InAs,

InSb y GaSb (Rashba, 2004). Por último, ki representa las componentes del vector de

onda del electrón. Para sistemas cuasi-bidimensionales, como es el caso de un gas de

electrones formado en la interfase de una heteroestructura semiconductora, el término

de Dresselhaus se vuelve lineal en el momento al promediar a lo largo de la dirección ẑ

(perpendicular al plano del gas). De tal procedimiento se obtiene que 〈kz〉 = 0 (valor

de expectación de kz), pero 〈k2
z〉 6= 0, y por tanto el hamiltoniano en dos dimensiones

puede ser escrito de la siguiente manera

H2d
D =

h̄

2
ΩD(k) · σ, (7)
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Figura 1.- Los materiales semiconductores, tales como GaAs, poseen estructura cristalina
zincblenda.

donde ΩD es el campo efectivo esṕın-órbita. En el caso de la cara [001] esta expresión

puede reescribirse como

H2d
D = β (kxσx − kyσy) , (8)

al introducir explicitamente h̄ΩD(k)/2 = β(kxx̂ − kyŷ), en donde β = γ〈k2
z〉 y mide la

magnitud del acoplamiento lineal de Dresselhaus 1. Por tanto, el hamiltoniano completo

de una part́ıcula para un electrón libre en un sistema cuasi-bidimensional estará dado

por

H =
h̄2

2m∗
k2 +H2d

D , (9)

en la que m∗ es la masa efectiva del electrón, que resulta del movimiento de éste a

través de un medio material. Las eigenfunciones correspondientes a este hamiltoniano

1Para un pozo cuántico de ancho ∼ 100 Å los valores t́ıpicos del parámetro β se encuentran en el

rango de 2 × 10−10-2 × 10−9 eVcm y decrece rápidamente con el ancho del pozo (Rashba, 2004).
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son

Ψλk‖
(r‖, z) =

eik‖·r‖

2π
ψ0(z)χλ(k). (10)

En esta expresión r‖ es el vector de posición para los electrones en el plano x−y, k‖ es el

vector de onda bidimensional correspondiente; de aqúı en adelante tales vectores serán

escritos simplemente como r y k. Por otra parte, ψ0(z) es la función envolvente que

representa el estado base que resulta del confinamiento en la dirección z. Por último,

χλ(k) es la parte de los eigenestados que contiene la información relacionada con el

esṕın de las part́ıculas. A éste se le conoce como el espinor y está dado por

χλ(k) =
1√
2


 1

λ(kx − iky)/k


 , (11)

con λ = ±1, donde los signos ±1 indican la existencia de dos ramas.

Las enerǵıas propias del sistema estarán dadas por

Eλ =
h̄2k2

2m∗ + λβk =
h̄2

2m∗
(k + λkβ)2 −

h̄2k2
β

2m∗
. (12)

donde k =| k |=
√
k2

x + k2
y y kβ = 2m∗β/h̄2. Si graficamos la relación (12), es posible

observar que la dispersión parabólica correspondiente a un gas de electrones degenerado

en esṕın, se desdobla en dos subbandas no parabólicas, y a las que comúnmente se les

conoce como la subbanda más y la subbanda menos (Figura 2); las etiquetas más y

menos provienen del valor de λ, que puede ser +1 y −1. De esta manera, por cada

vector de onda se tienen dos estados electrónicos disponibles, separados por la diferencia

de enerǵıa 2βk y caracterizados, cada uno, por la polarización de esṕın 〈ψλ | σ | ψλ〉. Lo

anterior se ilustra en la figura 3, donde se muestra un corte transversal de las superficies

de enerǵıa, para un vector de onda k arbitrario.

La densidad de electrones en cada una de las subbandas (nλ) a temperatura cero se

encuentra sumando sobre todos los estados ocupados hasta la misma enerǵıa de Fermi

EF , es decir,

nλ =

∫
d2k

(2π)2
Θ[EF −Eλ(k)], (13)

donde Θ[EF −Eλ(k)] es la función escalón unitaria, cuyo valor es cero si Eλ > EF . Por

tanto, la anterior integral se llevará a cabo en el intervalo que va de cero hasta el vector

de onda que caracteriza el nivel de Fermi. Sin embargo, cada subbanda poseerá diferente



12

Figura 2.- Dispersión de la enerǵıa para electrones en un gas bidimensional en presencia
de interacción esṕın-órbita. La dispersión parabólica para electrones libres se desdobla en dos
subbandas, rompiendo la degeneración del sistema.

vector kλ
F =

√
2m∗EF

h̄2 + k2
β − λkβ determinado mediante la condición Eλ(k

λ
F ) = EF (ver

figura 3). Aśı, la densidad nλ puede ser expresada como

nλ =
1

(2π)2

∫ 2π

0

∫ kλ
F

0

kdkdθ. (14)

de donde al considerar que el número total de electrones ne se debe conservar, es decir,

ne = n+ + n−, (15)

se obtiene que la enerǵıa de Fermi será EF = h̄2(2πne−2k2
β)/2m∗. Por tanto, utilizando

ésto se obtiene que la densidad electrónica en cada subbanda estará dado por
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-ED/2

k

EF

kF
-kF

+

E-

E+

Figura 3.- Corte transversal de las superficies mostradas en la figura 2. El desdoblamiento
de la subbanda de conducción permite que para cada valor de k existan dos estados disponibles,
uno en la subbanda E+ y otro en la subbanda E−. Por otra parte, el mı́nimo de la subbanda
E− será −ED/2 = −h̄2k2

β/2m∗ y los vectores k+
F y k+

F satisfacen la condición Eλ(kλ
F ) = EF .

nλ =
ne

2
− λ

kβ

2π
kF , (16)

donde hemos definido kF =
√

2πne − k2
β.

Una pregunta interesante es, ¿en qué dirección apunta el esṕın cuando el electrón

está en el estado ψλ,k? Para responder a tal cuestión es posible calcular el vector de

polarización, donde la dirección de éste coincide con el momento magnético intŕınseco

de los electrones, indicando el eje de cuantización en cada subanda para cada valor de

k. El vector de polarización estará dado como el valor de expectación del vector de



14

matrices de Pauli, esto es 〈λk | σ | λk〉, donde | λk〉 está definido por (11). De aqúı se

obtiene que dicho vector estará expresado de la siguiente manera:

〈λk | σ | λk〉 = λ
kxx̂ − kyŷ

k
= λ (cos θx̂ − senθŷ) . (17)

Analizando la anterior ecuación, podemos ver que el vector de polarización de esṕın se

encontrará sobre el plano de GE2D, tal como se muestra en la figura 4 (tomada del libro

de Winkler (Winkler, 2003)). De dicha gráfica es posible notar que para cada dirección

del vector de onda k existirán dos estados localizados a enerǵıas E+ y E−; tales estados

manifiestan una diferencia en la polarización de esṕın. Con esto, es posible explicar

porqué los GE2D son medios no magnéticos aún cuando la IEO está presente.

Figura 4.- Distribución de espines en el espacio de momentos y en cada banda en un Gas
2D con IEO de Dresselhaus (Ganichev et al., 2004).

Dado un valor de la enerǵıa la Densidad de Estados correspondiente a la subbanda

λ es

D(E) =
∑

λ

∫
d2k

(2π)2
δ [E − Eλ(k)] = D+(E) +D−(E), (18)
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en donde

Dλ(E) =

∫
d2k

2π
δ [E − Eλ(k)] , (19)

que para el caso de un gas degenerado en esṕın resulta ser D0 = (m∗/πh̄2). De esta man-

era se obtiene que para el caso de la subbanda más, la densidad de estados normalizada

a D0(E), es:

D+(E)

D0

= Θ(E)
1

2

[
1 −

(
1

1 + 2E/ED

)1/2
]
, (20)

donde ED = m∗β2/h̄2 y Θ(E) es una función escalón que adquirirá el valor de uno si

E ≥ 0, pero cuando E < 0 se vuelve cero. De la misma manera que en el caso anterior,

es posible obtener una expresión para la densidad de estados en la subbanda menos

D−(E)

D0
= Θ(E)

1

2

[
1 +

(
1

1 + 2E/ED

)1/2
]

+ Θ(−E)Θ(E + ED/2)

(
1

1 + 2E/ED

)1/2

.

(21)

El segundo término del lado derecho representa la densidad de estados para enerǵıas

negativas, expresado por Θ(−E). Tales enerǵıas se encuentran acotadas mediante la

relación −ED/2 ≤ E ≤ 0, condición que se incluye en la ecuación 21 a través de la

función Θ(E + ED/2).

Al graficar las expresiones para las densidades D+, D− y D0, es posible observar

que la presencia del acoplamiento esṕın-órbita de Dresselhaus introduce importantes

cambios (ver figura 5). Por ejemplo, podemos apreciar que a diferencia del gas degener-

ado en esṕın (donde la densidad de estados es una constante), en los GE2D con IEO la

densidad puede descomponerse como la densidad de estados en cada una de las subban-

das. Estas nuevas densidades poseen la propiedad de que que al sumarse, considerando

sólamente el caso E > 0, se recupera la densidad de estados para un sistema sin IEO,

es decir, D+ +D− = m∗/πh̄2. Aśı mismo, podemos ver que la DDE correspondiente a

la subbanda menos siempre será mayor que la asociada a la subbanda más.

Con todo lo comentado en esta sección es posible notar que la presencia del acoplamiento

esṕın-órbita de Dresselhaus en los gases de electrones bidimensionales, introduce una

serie de efectos importantes como son el rompimiento de la degeneración en esṕın, el

cambio en la densidad de estados (con respecto al caso sin IEO), etc. De esta forma,
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Figura 5.- Densidad de estados para un gas electrónico bidimensional normalizada a D0 =
m∗/πh̄2. La ĺınea en azul representa la DDE para la subbanda menos, la ĺınea en rojo es la
densidad de estados para la subbanda más y la ĺınea negra es la densidad de estados de un
GE2D degenerado en esṕın

dichos sistemas adquieren nuevas propiedades, mismas que se desea sean explotadas en

el desarrollo de dispositivos espintrónicos. No obstante, es necesario recordar que ésta

no es la única contribución a la IEO, ya que existe otra cuyo origen proviene de la falta

de simetŕıa de inversión en un potencial de confinamiento (como ya se mencionó) y de

la que hablaremos en la siguiente sección.
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II.3 Interacción de Rashba

Otra contribución a la IEO que ha sido ampliamente estudiada, es la conocida como

interacción de Rashba (Rashba, 2004). Esta, se origina por la asimetŕıa de inversión

espacial del pozo de potencial que confina al gas de electrones (figura 6). Un aspecto

Figura 6.- Gas de electrones bidimensional formado en una heteroestructura semiconduc-
tora (Nitta et al., 1997). La asimetŕıa en el potencial de confinamiento da lugar a una
contribución a la IEO.

notable, muy importante para propósitos espintrónicos, es el hecho de que la IEO de

Rashba puede ser modulada a través de un potencial externo (“voltajes de compuerta”)

(Nitta et al., 1997), el cual permite deformar el potencial de confinamiento y con ello

variar la intensidad de la interacción, cuyos valores t́ıpicos, para materiales basados en

InAs, están en el rango de 1× 10−9 a 6× 10−9 eV cm , tal como ha sido reportado(Cui
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et al., 2002). El hamiltoniano que representa dicha interacción es:

HR = α (σykx − σxky) , (22)

donde α es el parámetro que caracteriza la magnitud de tal contribución. Para un

electrón el hamiltoniano completo, al igual que (9), estará dado por la parte cinética

más el término (22). Por tanto, los eigenestados correspondientes tendrán la forma

de la expresión (10) presentando unicamente diferencias en la parte que contine la

información del esṕın, que en este caso será

χλ(k) =
1√
2


 1

λ(ky − ikx)/k


 . (23)

Las enerǵıas propias estarán dadas por la expresión

ER
λ =

h̄2

2m∗k
2 + λαk, (24)

mismas que al ser graficadas como función del vector de onda k, muestran un des-

doblamiento isotrópico de la subbanda de conducción igual al que se presenta cuando

se tiene únicamente IEO de Dresselhaus (ver figura 2).

A T = 0, la subbanda λ estará ocupada hasta el nivel de Fermi, y los estados se

caracterizarán por el vector de Fermi kλ
F =

√
2m∗EF

h̄2 + k2
α − λkα, con kα = m∗α/h̄2. La

densidad de electrones en cada una de las subbandas nλ puede ser determinada por

medio de la ecuación (13), en donde se debe cumplir que ne = n+ + n−. De esto se

obtiene que EF = h̄2(2πne − 2k2
α)/2m∗ y que la densidad para la subbanda λ estará

dada por

nλ =
ne

2
− λ

kα

2π
kF , (25)

donde se ha definido kF =
√

2πne − k2
α.

Un dato interesante de la expresión (25), es su dependencia de cantidades que

pueden ser moduladas, como la intensidad de IEO α y la densidad total de electrones

(nλ(ne, α)). Este hecho, hace posible la manipulación del número de electrones que

ocupan cada subbanda; tal efecto se puede observar en las figuras 10 y 11. La gráfica

10, muestra las densidades para la subbanda n+ y n− como función del parámetro de
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Rashba (curva en color rojo). En dicha figura se aprecia un aumento en n− y una

disminución en n+ conforme el parámetro α se incrementa. Un efecto similar se ob-

serva al graficar nλ como función de la densidad total de electrones ne, se aprecia que

la densidad n+ será menor que n− conforme disminúımos ne, tal como se muestra en

la figura 11. Ambos efectos aqúı mencinados, se deben a que al disminuir la densidad

total de electrones o al aumentar la intensidad de la IEO, se traduce directamente en

una disminución del nivel de Fermi, de tal manera que el número de electrones que

ocupan la subbanda “mas” llega ser mucho menor que la cantidad de electrones que se

encuentran en la subbanda “menos”.

El vector de polarización en el estado | λk〉 (ecuación 23) es ahora

〈λk | σ | λk〉 = λ
−kyx̂ + kxŷ

k

= λẑ × k̂

= λ [−senθx̂ + cos θŷ] .

(26)

En la figura 7 se muestra el campo de polarización de esṕın correspondiente a los

estados de Rashba (23). De tal representación es posible ver la diferencia que existe

con el esquema presentado en la sección anterior para IEO de Dresselhaus (figura 4),

no obstante, en ambos casos, el momento magnético total es cero.

Para un sistema donde la IEO de Rashba es significativa, el número de estados

por unidad de enerǵıa estarán determinados por la expresión (19). En el presente

caso las densidades de estados Dλ(E) están dadas por las expresiones obtenidas para

el caso de IEO de Dresselhaus, donde únicamente se realiza el cambio ED → ER,

con ER ≡ m∗α2/h̄2. De esta manera, la densidad de estados presentará el mismo

comportamiento mostrado en la figura 5. Sin embargo, recordemos que la IEO de

Rashba puede ser modulada a través de potenciales externos; tal cosa no es cierta

para la interacción esṕın-órbita de Dresselhaus. Dicho control, abre la posibilidad de

modificar algunas propiedades de los sistemas, como función del parámetro de IEO α.

Hasta el momento hemos hablado de las principales contribuciones a la IEO de

manera independiente, cabe señalar que en sistemas confinados podemos tener la par-

ticipación conjunta de los acoplamientos de Rashba y de Dresselhaus. Esto trae consigo

un cambio importante del que hablaremos en la siguiente sección.
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Figura 7.- Distribución de los espines en un gas de electrones bidimensional con IEO de
Rashba (Ganichev et al., 2004).

II.4 Acoplamiento esṕın-órbita anisotrópico: Rashba + Dres-

selhaus

Algunos autores han expresado especial interés en considerar la coexistencia de ambos

acoplamientos. Por ejemplo, J. Schliemann et al. en 2003 (Schliemann et al., 2003),

muestran que la presencia conjunta de la IEO de Rashba y la de Dresselhaus permite

realizar una modificación sobre el transistor de esṕın de Datta y Das (Datta y Das,

1989). En dicho trabajo se señala la importancia de tener α 6= β y α = β para

construir los estados de encendido (1) y apagado (0) de dicho transistor. En 2004 N.

Sinitsyn et al, (Sinitsyn et al., 2004) realizan estudios sobre los efectos de la IEOA sobre

la conductividad Hall de esṕın. Estos son tan sólo algunos de los trabajos que muestran
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la importancia de considerar Rashba y Dresselhaus simultaneamente.

En esta sección, revisaremos cómo se modifican las propiedades del gas por la com-

petencia entre el acoplamiento de Rashba y el acoplamiento de Dresselhaus.

Ahora, el hamiltoniano en consideración es:

H =
h̄2

2m∗
k2 +HR +H2d

D . (27)

Los eigenestados tienen la forma de la expresión (10) con el espinor dado por

χλ(k) =
1√
2


 1

λeiϕ


 , (28)

donde tanϕ = (αkx − βky)/(αky − βkx) y λ = ±1.

Las eigenenerǵıas están dadas por

Eλ(k) =
h̄2k2

2m∗
+ λD(k), (29)

donde

D(k) =
√

(βkx − αky)2 + (αkx − βky)2, (30)

que en polares se escribe como

D(k) = k∆(θ), (31)

con

∆(θ) =
√
α2 + β2 − 2αβsen(2θ). (32)

La figura 8 muestra las superficies definidas por (29). En ella se observa una anisotroṕıa,

como función de la dirección del momento de los electrones. Este efecto puede notarse

con mayor claridad al obtener las curvas de contorno para la enerǵıa de Fermi EF (ver

la figura 9), de donde podemos apreciar la existencia de ejes de alta simetŕıa localizados

a ángulos θ = π/4, θ = 5π/4, θ = 3π/4 y θ = 7π/4, es decir en las direcciones ±(1, 1)

y ±(−1, 1).

El nivel de Fermi para la subbanda λ se encuentrará caracterizado por el vector

kλ
F (θ) =

√
2πne − 2q2

so + k2
so(θ) − λkso(θ), (33)
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Figura 8.- Desdoblamiento anisotrópico de la relación de dispersión de la enerǵıa como
resultado de la coexistencia de los acoplamientos de Rashba y de Dresselhaus.

donde ne es la densidad total de electrones, qso = m
√
α2 + β2/h̄2 y kso = m∆(θ)/h̄2. De

esta manera, utilizando la expresión (13), se obtiene que a T = 0 la densidad electrónica

en la subbanda λ es

nλ =
ne

2
− λ

1

(2π)2

∫ 2π

0

dθkso(θ)
√

2πne − 2q2
so + k2

so(θ), (34)

La figura 10 muestra las densidades electrónicas n+ y n− como función de la intensi-

dad de IEO α, manteniendo β = 0.5α (curvas en rojo). Gracias a la presencia conjunta

de los acoplamientos de Rashba y de Dresselhaus al aumentar la intensidad α se pro-

duce una disminución en el nivel de Fermi mayor que el que se presenta cuando sólo se

tiene IEO de Rashba. Por dicho motivo, es posible apreciar que la densidad electrónica
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Figura 9.- Corte transversal de la dispersión de la enerǵıa. Se muestra la anisotroṕıa como
función del vector de onda, donde existen dos ejes de alta simetŕıa localizados a ángulos
θ = π/4 y θ = 3π/4

total, ne, se encontrará contenida en la subbanda “menos” para valores de α menores

que los que se presentan en el caso β = 0 (curvas en azul). Un comportamiento similar

al anterior se obtiene al disminuir la densidad total de electrones ne, tal como se ilustra

en la figura 11.

Por otra parte, el vector de polarización de esṕın estará dado por:

〈λk | σ | λk〉 = λ
(−αky + βkx)x̂ + (αkx − βky)ŷ√

(αky − βkx)2 + (αkx − βky)2
= λ [cosϕx̂ − senϕŷ] , (35)

cuyas componentes se encuentran contenidas en el plano que forma el gas de electrones

bidimensional. La ilustración del campo de polarización resultante puede ser observada

en la figura figura 12. En ella es posible notar que cada estado caracterizado por el

vector de onda k se desdobla en dos estados con esṕın contrario. Por tanto, no hay

magnetización expontánea neta causada por el campo esṕın-órbita. La gráfica 12 fue

tomada del trabajo de Ganichev et al, de 2004 (Ganichev et al., 2004).
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Figura 10.- Densidad de electrones en cada subbanda de esṕın como función del parámetro
esṕın-órbita de Rashba para valores de β[001] = 0.5α y β[001] = 0. Se observa que la población
en la banda más disminuye conforme aumenta α, mientras que en la banda menos, dicha
población se incrementa.
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Figura 11.- Densidad de electrones para una subbanda desdoblada en esṕın como función
de la densidad total de electrones. Se observa que la población en la banda más disminuye
conforme disminuye la densidad total de electrones, mientras que en la banda menos, dicha
población se incrementa.
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Figura 12.- Esquema de flechas que indica la dirección del vector de momento magnético
intŕınseco en cada subbanda para cada vector de onda k en presencia de IEO anisotrópica
(Ganichev et al., 2004).



Caṕıtulo III

EXCITACIONES ELECTRÓNICAS EN UN GAS

DE ELECTRONES

En un gas de electrones degenerado las excitaciones electrónicas son, en general, de dos

tipos: (1) excitaciones de part́ıcula individual, dadas por las excitaciones incoherentes

de pares electrón-hueco, y (2) modos colectivos de la densidad de carga (oscilaciones

de plasma o “plasmones”), que pueden interpretarse como una oscilación coherente de

pares electrón-hueco. En el presente caṕıtulo revisaremos las caracteŕısticas de éstas.

En la seción III.1, se estudiarán las oscilaciones de plasma desde el punto de vista

de la Electrodinámica Macroscópica, en donde aparecen como modos longitudinales

a frecuencias tales que la función dieléctrica del medio se anula. En la sección III.2

se analiza el Método de Campo Autoconsistente que se utiliza para calcular funciones

respuesta tales como la función dieléctrica, la susceptibilidad eléctrica o conductividad

eléctrica en términos de las propiedades microscópicas del medio. En la sección III.3, se

muestra cómo la presencia de la interacción electrón-electrón da lugar a una respuesta

apantallada que incluye como consecuencia la aparición de excitaciones colectivas. En

las secciónes III.4 y III.5 analizaremos el espectro de excitaciones electrónicas del gas

de electrones tridimensional y el bidimensional, respectivamente. Finalmente, en la

sección III.6 se comentan algunos experimentos.

III.1 Plasmones desde el punto de vista clásico

Consideremos un medio metálico, en el que los electrones de conducción se mueven de

manera libre. En el equilibrio la carga negativa se verá compensada con la carga posi-

tiva correspondiente a los átomos ionizados. No obstante, dicho balance puede romperse

al incrementarse la densidad electrónica sobre cierta región R. En consecuencia, dicha
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región se vuelve más negativa, por lo que los electrones se alejarán de ella por la re-

pulsión coulombiana. Sin embargo, debido a la inercia de las part́ıculas, no es posible

recuperar inmediatamente el equilibrio, esto ocasiona que los electrones permanezcan

en movimiento incluso después de que el sistema se ha vuelto eléctricamente neutro.

De esta forma, los electrones continúan su camino en dirección contraria a R hasta que

en determinado momento dicha región en el espacio adquiere una carga neta positiva

que obligará a las paŕıculas negativas a retornar. Esto, generará nuevamente un ex-

ceso de electrones dentro de R por lo que se repete el proceso anteriormente descrito,

volviéndose algo ćıclico (hasta que la enerǵıa asociada a dicho movimiento se disipa).

Lo anterior puede interpretarse como oscilaciones de la densidad de carga dentro del

medio conductor y a las que se les conoce como “oscilaciones de plasma”. Estas se

encuentran caracterizadas por la frecuencia ωp que depende de la densidad total de

electrones y de la carga de éstos, misma que se le conoce como “frecuencia de plasma”.

Al “quantum” de tal campo de oscilaciones se le da el nombre de plasmón y la enerǵıa

que se le asocia es Ep = h̄ωp.

III.1.1 Frecuencia de plasma: ecuación de movimiento

Consideremos que el gas de electrones con densidad ne, se mueve libremente sobre un

fondo homogéneo positivo e interacciona con un campo total (autoconsistente) E. Si

debido a una “compresión” se genera una acumulación de carga negativa Q en una región

R (Figura 13), entonces, los electrones percibirán una fuerza de repulsión generada por

E =
Qr

r3
, (36)

donde r es el vector de posición que va de la región R a un punto arbitrario en el

espacio. Por tanto, los electrones percibirán dicho campo y se acelerarán obedeciendo

la ecuación

m
d2r

dt2
= −eE(r, t) (37)

donde m y e son la masa y carga electrónica respectivamente. Si ahora multiplocamos

ambos lados de esta ecuación por la densidad de carga ρ = −ene e integramos sobre la

superficie Σ que encierra la carga Q (como se muestra en la figura 13), obtenemos
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Figura 13.- La acumulación de carga Q sobre la región R, contenida dentro de la superficie
Σ, produce un campo E(r, t) (flechas gruesas) el cual induce una corriente j(r, t) (flechas
delgadas). Esto permite la oscilación del plasma (Mochán, 2005).

∂

∂t

∫

Σ

da · j(r, t) =
e2ne

m

∫

Σ

da · E(r, t), (38)

en la que j = −enedr/dt. Al introducir la ecuación de continuidad (
∫
Σ
da · j = −dQ/dt)

aśı como la ley de Gauss (
∫
Σ
da · E = 4πQ), se obtiene que la expresión (38) puede

reescribirse como
d2Q

dt2
= −4πnee

2

m
Q, (39)

que corresponde a la ecuación de un oscilador armónico, que indica el movimiento

oscilatorio de la densidad de carga a una frecuencia

ωp =

(
4πnee

2

m

)1/2

, (40)
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a la que se le conoce como frecuencia de plasma de bulto. La enerǵıa de la onda de

plasma cuantizada Ep, t́ıpicamente se encuentra en el rango de 5 a 15 eV (Mochán,

2005).

III.1.2 Modos longitudinales

Los modos colectivos se obtienen de manera natural a partir de la ecuación de Gauss

▽ · D = 0, (41)

en ausencia de cargas externas, donde D = E + 4πP es el vector de desplazamiento

eléctrico; aqúı E es un campo eléctrico externo y P es la polarización. En un medio

lineal, homogéneo e isotrópico, el vector de desplazamiento eléctrico se puede escribir

en términos del campo eléctrico como sigue

D = ǫE (42)

donde ǫ es una propiedad del material y es conocida como la función dieléctrica del

sistema. Sustituyendo la ecuación (42) en la ecuación (41), tenemos que

ǫ▽ ·E = 0. (43)

La solución de esta ecuación plantea dos posibilidades

▽ · E = 0, ǫ 6= 0 (44)

o

▽ ·E 6= 0, ǫ = 0. (45)

La ecuación (44) es la solución trivial a la ecuación (43) e indica la existencia de

campos eléctricos transversales aśı como la ausencia de densidad de carga dentro del

sistema homogéneo. La segunda solución indica la posibilidad de tener campos eléctricos

longitudinales asociados a fluctuaciones de la densidad de carga. La respuesta que

presenta la materia es diferente para los diferentes colores de la luz. En consecuencia,

la función dieléctrica dependerá de la frecuencia, es decir ǫ → ǫω. Aśı, de acuerdo
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con lo anteriormente discutido las oscilaciones de la densidad de carga se presentarán

únicamente para frecuencias a las cuales

ǫω = 0. (46)

Como una aplicación de ésto, consideremos el modelo de Drude, en el cual se asume que

los electrones responden de manera libre e independientemente a un campo eléctrico

externo. Es posible pensar, que dado que se trata de un conjunto de part́ıculas no

interactuantes, la generación de modos colectivos se vuelve no factible. Sin embargo,

en realidad, el campo al que obedecen las part́ıculas no es puramente el campo externo,

sino un campo efectivo constitúıdo por el campo externo más un campo inducido. La

función dieléctrica de Drude es (Halevi, 1992; Mochán, 2005; Wooten, 1972)

ǫDω = 1 −
ω2

p

ω2
, (47)

de donde podemos ver la dependecia como función de la frecuencia. Las oscilaciones

de plasma tendrán lugar al frecuencias a las cuales se hace cero la anterior ecuación,

obteniendo

ω = ωp (48)

A ésta se le conoce como frecuencia de plasma de Drude. Los efectos de disipación

pueden ser incorporados al cambiar ω2 → ω2 + iω/τ en la ecuación (47), donde τ es el

tiempo medio entre colisiones electrónicas.

La excitación de los plasmones en un sólido se debe a la dispersión temporal que

presenta la función dieléctrica correspondiente. Esta se anula para ciertos valores de

la frecuencia, pero nunca ocurre en el ĺımite estático. Lo anterior puede entenderse al

introducir de manera explicita la frecuencia en la ecuación (42), es decir, Dω = ǫωEω,

donde al tomar la transformada de Fourier (utilizando el teorema de convolución) se

obtiene que

D(t) =

∫
dt

′

ǫ(t− t
′

)E(t
′

), (49)

donde la transformada de Fourier de ǫω es función de la diferencia de tiempos t − t
′
,

lo cual mide la respuesta D(t) a un tiempo t después de haber aplicado un campo

perturbativo E(t
′
) a un tiempo anterior t

′
. A esto se le conoce como el principio
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de causalidad, donde la respuesta no puede anteceder a la acción que la origina. En la

situación en que la respuesta del sistema en el punto r depende de la excitación generada

en el punto r
′
, podemos escribir la ecuación (49) de manera generalizada como

D(t) =

∫
dt

′

∫
d3r

′

ǫ(r, r
′

t− t
′

)E(r
′

, t
′

). (50)

La dependencia de ǫ de r y r
′
es conocida como dispersión espacial o no localidad. En

el caso de sistemas homogéneos ǫ depende únicamente del intervalo r − r
′
, que son el

punto donde se perturba el medio y el punto de observación. En el espacio de Fourier,

la ecuación (50) se transforma en una simple relación algebraica, que puede ser escrita

como

Dqω = ǫqωEqω. (51)

La no localidad introduce, además de la dependencia en la frecuencia, una dependencia

en el vector de onda q. Aśı, debido a la no localidad q define una dirección de prefer-

enciabilidad aún en sistemas isotrópicos. De aqúı que la respuesta de un sistema pueda

descomponerse en parte transversal (ET
qω⊥q) y longitudinal (EL

qω ‖ q), es decir,

DT
qω = ǫTqωE

T
qω, (52)

y

DL
qω = ǫLqωE

L
qω. (53)

derivadas de la ecuación (51).

Si relacionamos ∇ → iq en el espacio de Fourier, entonces, de la ecuación (41) es

posible obtener una relación de dispersión ωq vs q dada implicitamente por

ǫLqω = 0, (54)

es decir, que los modos colectivos harán su aparición cuando la parte longitudinal de la

función dieléctrica es cero.

Para conocer la relación de dispersión de los plasmones, se recurre a la construcción

de un modelo de la materia, a partir del cual se obtiene la respuesta del sistema ante

una perturbación. Por ello, a continuación presentamos un esquema muy utilizado

para calcular la respuesta dieléctrica de un medio en términos de sus propiedades mi-

croscópicas.
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III.2 Método de campo autoconsistente

Esta aproximación, conocida también como Random Phase Aproximation (RPA) en

inglés, se utiliza para obtener la respuesta de un medio ante una perturbación ex-

terna tomando en cuenta la interacción coulombiana entre part́ıculas eléctricamente

cargadas (Ehrenreich y Cohen, 1959). Presentaremos las ecuaciones para componentes

de Fourier como expresiones algebraicas que involucran componentes de Fourier y no

como operadores integrales, como seŕıa el caso de la respuesta en sistemas inhomogéneos

(superficies, part́ıculas, etc) (Halevi, 1992).

Para ejemplificar el método RPA, considérese un gas electrónico bajo la acción de

una perturbación externa que vaŕıa en el tiempo con una frecuencia ω y espacialmente

con vector de onda q. De acuerdo con la teoŕıa de respuesta lineal, la presencia del po-

tencial externo inducirá una densidad de particulas que puede escribirse de la siguiente

manera:

δn(q, ω) = χ(q, ω)Vext(q, ω), (55)

donde Vext(q, ω) es la enerǵıa asociada a la perturbación y χ(q, ω) es una función que

contiene toda la información relacionada con la interacción entre part́ıculas y para la que

la teoŕıa cuántica de perturbaciones proporciona expresiones en términos de funciones

de onda y espectros de enerǵıa. La función χ de un sistema electrónico interactuante,

dado el gran número de part́ıculas involucradas, resulta un problema imposible de re-

solver, por tanto, debemos acudir a algún tipo de aproximación o aproximaciones. El

Método de Campo Autoconsistente se basa en cambiar nuestro sistema de part́ıculas

interactuantes por otro sin interacción, donde cada electrón se mueve de manera inde-

pendiente, pero respondiendo no al potencial externo, sino a un potencial efectivo, cuya

nerǵıa será

Vtot(q, ω) = Vext(q, ω) + Vind(q, ω), (56)

donde Vind(q, ω) es la enerǵıa asociada al potencial inducido. Esta enerǵıa inducida

está dada por la ecuación de Poisson

Vind(q, ω) = Vqδn(q, ω), (57)
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en donde Vq es la transformada de Fourier del kernel de la enerǵıa asociada a la inter-

acción coulombiana. De esta manera la ecuación (55) es sustitúıda por la expresión

δn(q, ω) = χ0(q, ω)Vtot(q, ω) (58)

donde χ0(q, ω) 1 es la función respuesta para un sistema de part́ıculas no interactuantes

y Vtot(q, ω) es la anerǵıa del potencial al que responderán efectivamente los electrones.

Al sustituir las ecuaciones (56) y (57) en la ecuación (58) llegamos a una relación

autoconsistente para la densidad electrónica inducida, dada por

δn(q, ω) = χ0(q, ω)Vext(q, ω) + χ0(q, ω) [Vqδn(q, ω)] . (59)

De aqúı podemos escribir una ecuación similar a la expresión (55), esto es,

δn(q, ω) =
χ0(q, ω)

[1 − Vqχ0(q, ω)]
Vext(q, ω), (60)

de donde al comparar (60) con (55) se observa que la χ(q, ω) de muchos cuerpos se

convierte en la χ0(q, ω) “apantallada” por el factor 1 − Vqχo(q, ω), es decir,

χ(q, ω) =
χ0(q, ω)

[1 − Vqχ0(q, ω)]
, (61)

lo que define a la función dieléctrica precisamente como

ǫ(q, ω) = 1 − Vqχ0(q, ω). (62)

Nótese que si se ignora la interacción coulombiana (Vq = 0) todo efecto de apan-

tallamiento desaparece.

En términos de potenciales tenemos

Vtot(q, ω) =
Vext(q, ω)

ǫ(q, ω)
, (63)

1Es una función respuesta densidad-densidad, dada por χ0(q, t) = −iΘ(t) 1
V
〈[n̂(q, t), n̂(−q, 0)]〉

(Bruus y Flensberg, 2005), donde n̂ es el operador densidad. La transformada de Fourier inversa es

χ0(r, t; r
′

, t
′

) = −iΘ(t − t
′

)
〈[

n̂(r, t), n̂(−r
′

, t
′

)
]〉

, donde Θ es la función escalón unitaria la cual se

anula para t
′

> t.
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lo cual nos indica que los electrones sienten un potencial apantallado como resultado de

la interacción electrostática, caracterizado por el término 1/ǫ. De esta última expresión

es posible ver que aunque la perturbación externa sea infinitesimalmente pequeña de

modo que ǫVtot = 0, si la función dieléctrica del sistema es cero, existirá Vtot 6= 0 que se

asocia con la existencia de modos propios de la densidad de carga inducida. Esto, se

encuentra en concordancia con la expresión (54) presentada en la sección anteriror.

Se verá a continuación que este apantallamiento dinámico lleva consigo la existencia

de ondas de plasma.

III.3 Excitaciones electrónicas a partir de una función respuesta

Un ejemplo claro de ésto, es la parte real de la conductividad, que está directamente

relacionada con la enerǵıa disipada por el sistema. A su vez, dicha cantidad tiene que

ver con la parte imaginaria de la susceptibilidad eléctrica a través de la relación

Re (σ(q, ω)) = −ωe
2

q2
Im (χ(q, ω)) = −ωe

2

q2
Im

[
χ0(q, ω)

1 − Vqχ0(q, ω)

]
. (64)

La parte imaginaria de esta ecuación puede ser escrita como

Im

[
χ0(q, ω)

1 − Vqχ0(q, ω)

]
=

1

Vq
Im

(
1

ǫ

)
= − 1

Vq
S(q, ω), (65)

donde ǫ = 1 − Vqχ0(q, ω). La función S(q, ω) es conocida como el factor de estructura

dinámica. Esta ecuación muestra que las excitaciones electrónicas son posibles siempre

que S 6= 0, lo cual puede suceder de dos diferentes maneras: (1) si la parte real de la

función dieléctrica es cero y la parte imaginaria es infinitesimalmente pequeña, o (2) si la

parte imaginaria de χ0(q, ω) es finita. Las excitaciones de tipo (1), los modos colectivos

de la densidad de carga, se obtienen al calcular el ĺımite del factor de estructura cuando

la parte imaginaria de la función dieléctrica tiende a cero, esto es

lim
Im[ǫ]→0

S(q, ω) = − lim
Im[ǫ]→0

Im

(
1

Re(ǫ) + iIm(ǫ)

)
, (66)

donde hemos escrito la función dieléctrica en términos de sus componentes real e imag-

inaria. Aplicando la identidad

lim
η→0

(
1

x± iη

)
= P

(
1

x

)
∓ iπδ (x) , (67)
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se obtiene

S(q, ω) ≈ πδ (Re[ǫ(q, ωq)]) , (68)

donde δ (Re[ǫ]) es la función delta de Dirac, cuyo valor será cero si Re[ǫ] 6= 0. Dicha

ecuación, indica que habrá una contribución a la disipación de enerǵıa a frecuencia para

las cuales la parte real de la función dieléctrica sea igual a cero. Esta, es la condición

fundamental que implica la existencia de los plasmones.

Por otra parte, las excitaciones de tipo (2), excitaciones de pares electrón-hueco,

se derivan del hecho de que la parte imaginaria de la función χ0(q, ω) es una cantidad

finita. Dicha condición permite que el factor de estructura dinámica sea no nulo, tal

como puede verse de la relación

S(q, ω) = −V (q)Im

(
χ0(q, ω)

1 − V (q)χ0(q, ω)

)
=

−V (q)

| ǫ |2 Im (χ0(q, ω)) , (69)

donde la función χ0 tiene la forma

χ0(q, ω) =
∑

k

f0(E(k)) − f0(E(k + q))

E(k) −E(k + q) + h̄(ω + iη)
. (70)

Aqúı E(k) es la enerǵıa de un electrón con vector de onda k y f0(E(k)) es la función

de distribución de Fermi. En el ĺımite en que la enerǵıa disipada es muy pequeña

comparada con la enerǵıa de Fermi, puede escribirse como

lim
η→0

χ0(q, ω) =
∑

k

(f0(E(k)) − f0(E(k + q)))

(
lim
η→0

1

(E(k) − E(k + q) + h̄ω) + ih̄η

)

(71)

de donde, al utilizar la identidad (67), se obtiene que

S(q, ω) ≈
∑

k

[f0(E(k)) − f0(E(k + q))] δ(E(k + q) −E(k) − h̄ω). (72)

La función δ expresa conservación de enerǵıa en el proceso de absorción y podemos ver

que ésta será diferente de cero cuando

E(k + q) − E(k) = h̄ω, (73)
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donde q es el vector de onda transferido a los electrones. Tal expresión es la condición

que indica la transición entre dos niveles de part́ıcula simple por medio de la absorción

de la enerǵıa h̄ω.

En las siguientes secciones analizaremos los casos del gas electrónico 3D y el 2D,

para los cuales existen expresiones sencillas para las enerǵıas E(k).

III.4 El gas tridimensional

Este gas de electrones constituye uno de los sistemas básicos de estudio. Se trata de

un medio en el cual los electrones pueden moverse en cualquier dirección sin restricción

alguna. Su espectro de enerǵıas es simplemente

E(k) =
h̄2

2m
k2, (74)

donde k =| k | y k es el vector de onda tridimensional que caracteriza los estados

electrónicos ψk(r), que son ondas planas. Al ser sistemas de muchas part́ıculas in-

teractuantes, estos gases exhiben el grupo de excitaciones electrónicas anteriormente

mencionadas en la sección III.3. Por un lado, las transiciones de pares electrón-hueco

se obtienen a partir de la ecuación (73), de la que al introducir explicitamente la enerǵıa

dada por la ecuación (74), se obtiene que

h̄ω =
h̄2

2m
| k + q |2 − h̄2

2m
k2. (75)

Las soluciones que satisfacen la anterior expresión forman un cont́ınuo de excitaciones,

cuyas fronteras estarán determinadas por los valores máximo y mı́nimo que adquieren

los vectores de onda que caracterizan los estados electrónicos ocupados. Si consideramos

que las part́ıculas ocupan todos los estados hasta el nivel de Fermi, entonces, el valor

máximo del momento se encontrará en q ‖ k, mientras que cuando q es antiparalelo

a k el momento será mı́nimo, ésto para k = kF que caracteriza el nivel de Fermi. Por

tanto, a partir de la ecuación (75) se obtienen que la solución para q ‖ k es

h̄ω =
h̄2

m
qkF +

h̄

2m
q2, (76)
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Figura 14.- Esfera de Fermi que contiene un gas 3D degenerado. El proceso de excitación
de un par electrón-hueco (e-h) conserva enerǵıa y momento, tal como se muestra.

mientras que para q antiparalelo a k se obtiene

h̄ω = − h̄
2

m
qkF +

h̄

2m
q2, (77)

donde q =| q | es la magnitud del vector de onda transferido a los electrones (ver figura

14). De las ecuaciones (76) y (77) es posible ver que las excitaciones que componen el

cont́ınuo de transiciones de pares electrón-hueco cumplen con la condición

(k2
F + 2mω/h̄)1/2 − kF ≤ q ≤ (k2

F + 2mω/h̄)1/2 + kF . (78)

Por otro lado, en tales gases electrónicos, también se hacen presente las excitaciones

colectivas de la densidad de carga. El tratamiento microscópico se lleva a cabo a

través del cálculo de la bien conocida función dieléctrica de Lindhard (Ehrenreich y

Cohen, 1959) (ecuación (70)). Dicha función se obtiene aplicando el método de campo
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autoconsistente discutido en la sección III.2 (62) y se expresa de la siguiente manera

ǫ(q, ω) = 1 − Vq

∑

k

f0 (E(k + q)) − f0 (E(k))

E(k + q) − E(k) − h̄ω
, (79)

donde Vq = 4πe2/q2. Además f0 es la función de distribución de fermi, E(k+q) y E(k)

son las enerǵıas correspondientes a los estados caracterizados por los vectores de onda

k + q y k, respectivamente.

Al resolver la ecuación (79), la función dieléctrica puede escribirse como (Halevi,

1992)

ǫ(q, ω) = 1 +

(
3ω2

p

q2v2
F

)
fL, (80)

donde vF = h̄kF/m es la velocidad de Fermi, ωp es la frecuencia de plasma definida

mediante la expresión (40) y

fL =
1

2
+

1

8w

[
(1 − (w − u)2) ln

(
w − u+ 1

w − u− 1

)
+ (1 − (w + u)2) ln

(
w + u+ 1

w + u− 1

)]
(81)

con w = q/2kF y u = ω/qvF . Esta última expresión, puede simplificarse al pasar al

régimen clásico; tal situación se presentará si q ≪ kF (w ≪ 1). Por tanto, al tomar el

ĺımite cuando w → 0 se obtiene que la función dieléctrica de Lindhard se reduce a

ǫ = 1 − ω2
p/
(
ω2 − (βq)2

)
, (82)

donde β =
√

3/5vF . Al igualar a cero la expresión (82) se obtiene la siguiente relación

de dispersión para los modos colectivos

ω =
(
ω2

p + β2q2
)1/2

. (83)

En el ĺımite de q pequeña, la ecuación (82) se reduce al resultado que se conoce como

función dieléctrica de Drude (ǫ = 1−ω2
p/ω

2). En la figura 15, se muestra precisamente

el comportamiento de la relación de dispersión obtenida a partir de la expresión (82).

Aśı mismo, se presenta la región de transiciones entre estados de part́ıcula individual;

tal región, recordemos, estará delimitada por las fronteras (76) y (77).

III.5 El gas bidimensional

Gracias a las técnicas de deposición de materiales, tales como Epitaxia de Haces Molec-

ulares, en las últimas décadas ha sido posible la fabricación de estos gases de electrones
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Figura 15.- Las zonas de amortiguamiento de Landau o cont́ınuo de excitaciones de pares
electrón-hueco (zona en gris), se originan por el hecho de que electrones inicialmente en un
estado, pasan a un nuevo estado a través de la absorción de enerǵıa h̄ω.

2D en la interfase de las heteroestructuras semiconductoras (por ejemplo los realiza-

dos en sistemas GaAs/Ga1−xAlxAs). Estos sistemas cuasi-2D, poseen altas densidades

electrónicas por lo que exhiben (i) transiciones de part́ıcula individual y (ii) plasmones.

El cont́ınuo de transiciones formado por las excitaciones de tipo (i), pueden obtenerse

a partir de la relación (73), donde la enerǵıa para un electrón dentro del sistema estará

dada por

El(k) =
h̄2

2m∗
| k | +εl. (84)

Aqúı el primero de los términos es la enerǵıa correspondiente al movimiento de los

electrones en el plano de confinamiento. Esta cantidad se encuentra caracterizada por
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el vector bidimensional k = (kx, ky). Por otra parte, debido al confinamiento de los

electrones en una de las direcciones (digamos la dirección z), se crean subbandas en la

banda de conducción. De ello se deriva el segundo término en la ecuación (84) (εl), que

indica la enerǵıa que tendrá un electrón que ocupa la subbanda l. En consecuencia, en

este tipo de sistemas, las excitaciones de pares electrón-hueco se dividirán en dos tipos:

(1) transiciones intrasubbanda e (2) intersubbanda, dando como resultado un espectro

diferente al exhibido en el caso del gas de electrones 3D (figura 15), tal como se muestra

en la figura 16. Cabe mencionar, que que cuando el sistema es suficientemente angosto

y sólo posee una sóla subbanda, las transiciones intersubbanda desaparecen, quedando

únicamente las transiciones intrasubbanda.

Figura 16.- En los gases de electrones bidimensionales se crean zonas de amortiguamiento
de Landau compuestas por transiciones intrabanda y zonas compuestas por transiciones in-
terbanda (Jain y Das-Sarma, 1987).
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Para obtener la relación de dispersión de plasmones de un gas estrictamente 2D

podemos utilizar (70) con algunas modificaciones(Stern, 1967; Mendoza y del Castillo-

Mussot, 1993; Jain y Das-Sarma, 1987). Ahora el término Vq será la transformada

de Fourier 2D de la interacción coulombiana, es decir Vq = 2πe2/ǫsq, donde ǫs es

el valor de la constante dieléctrica del medio que rodea al gas. En el caso en que

nuestro GE2D es un sistema multisubbanda, se encuentra la existencia de dos tipos

de excitaciones colectivas (plasmones intersubbanda y plasmones intersubbanda), aśı lo

muestra el trabajo de J. Jain y S. Das Sarma (Jain y Das-Sarma, 1987). Sin embargo,

si el sistema posee solamente una subbanda de conducción, entonces las transiciones

intersubbanda desaparecen quedando únicamente las correspondientes a movimientos

de los electrones sobre la misma subbanda. En este último caso, la enerǵıa para un

electrón estará dada por E(k) = h̄2 | k |2 /2m∗, donde m∗ es la masa efectiva y k es el

vector de onda con componentes kx y ky.

Los modos colectivos de la densidad de carga se encuetran bien definidos en el ĺımite

de longitud de onda larga, dado el largo alcance de la interacción electrón-electrón. En

el caso de un sistema con una sóla subbanda de conducción, la frecuencia del plasmón

en el régimen de longitud de onda larga se obtiene al tomar el ĺımite cuando q → 0, para

ω fija. Para realizar tal procedimeinto, primeramente escribiremos la función dieléctrica

del sistema en la forma

ǫ(q, ω) = 1 − Vq

∑

k

2f0(k)

[
E(k + q) − E(k)

(h̄ω)2 − (E(k + q) −E(k))2

]
(85)

Al sustituir la enerǵıa E(k) = (h̄2 | k |2)/2m∗ en la anterior ecuación y tomando el

ĺımite cuando q → 0, se obtiene que

ǫ(| q |→ 0, ω) = 1 − VqΞ(q). (86)

donde

Ξ(q) =

(
1

m∗ω2

)∑

k

f0(k)
[
2kq cos(θ) + q2

]
. (87)

De la anterior ecuación el primer término es una función par en k, por lo que al realizar

la suma se anula. Mientras tanto, el segundo término implica
∑

k f0(k) = n0, donde n0
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es la densidad electrónica del sistema. Aśı, finalmente la ecuación (86) puede reescribirse

como

ǫ(| q |→ 0, ω) = 1 −
(
n0q

2

m∗ω2

)
Vq = 1 − 2πn0e

2

ǫsm∗

q

ω2
, (88)

de donde se obtiene que la frecuencia del plasmón en ĺımite de longitud de onda larga

es

ω2D
p (q) =

√
2πnoe2q/ǫsm∗ (89)

Como podemos observar de la anterior ecuación, existe una dependencia en el vector

de onda del plasmón que va como q1/2. Tal comportamiento puede ser visualizado en

la figura 16 a través de la rama que corresponde al plasmón intrasubbanda.

III.6 Antecedentes experimentales

En la actualidad, una forma de transmitir información es a través de la modulación

de la amplitud y/o la frecuencia de las ondas electromagnéticas. La aplicabilidad de

éstas, se encuentra concentrada en un amplio rango de frecuencia que van de los hertz

pasando por los KHz (103) hasta los THz (1012). Para generar esta radiación es nece-

saria la utilización de diferentes tipos de fuentes, por ejemplo, para altas frecuencias,

los láseres semiconductores resultan convenientes para generar luz coherente que se

utiliza en las telecomunicaciones. En cambio, para generar radiación electromagnética

de baja frecuencia se utilizan circuitos oscilantes que operan bajo el concepto de un

transistor; el manejo de estos dispositivos se encuentran basados en el manejo de las

heteroestructuras semiconductoras. Sin embargo, el rango de frecuencias en que opera

cada una de las tecnoloǵıas (el láser y el transistor), son completamente distintos (Sir-

tori, 2002). Por un lado, el transistor aśı como los distintos dispositivos basados en el

transporte de electrones, se encuentran limitados a funcionar de manera eficiente en

frecuencias por debajo de los 300GHz. Por el otro lado, los láseres semiconductores

emiten radiación cuya frecuencia se encuentra por encima de los 30THz. Aśı, entre

ambas tecnoloǵıas existe una brecha de frecuencias no accesibles localizadas en el inter-

valo de 0.3 THz a 30 THz. Sin embargo, muchos investigadores han sumado esfuerzos
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para encontrar la pauta que permita el acceso a la radiación electromagnética dentro

del rango anteriormente mencionado. Con ello, se intenta producir luz en un intervalo

cont́ınuo de frecuencias dentro de la región de los THz. La motivación a todo ésto, es

el hecho de que hoy en d́ıa, la tecnoloǵıa de los THz ha cobrado gran importancia en

áreas diferentes a las telecomunicaciones. Por ejemplo, podemos mencionar el uso de

tales fuentes de luz en la astronomı́a, en estudios atmosféricos, en la medicina y en el

análisis qúımico. Aśı, dado todo este interés, es que se han propuesto las heteroestruc-

turas semiconductoras como candidatos potenciales para la construcción de fuentes de

estado sólido para la región de los THz. Para ello se aprovechan los diferentes tipos de

excitaciones electrónicas que se presentan en tales sistemas (Voßebürger et al., 1996;

Köhler et al., 2002). En particular, cabe mencionar la excitación de modos colectivos de

la densidad de carga como un mecanismo viable para la construcción de tales fuentes.

Esto como consecuencia de una serie de estudios relacionados con los plasmones, en los

=qc+q´

= q1/2

=qc

q

Figura 17.- La relación de dispersión para la luz nunca coincide con la relación de dispersión
del plamón 2-D. Por dicho motivo, es necesaria la utilización de rejillas para dar momento a
la onda electromagnética incidente, haciendo que se intersecten en cierto punto.
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cuales se explora la naturaleza radiativa de este tipo de excitaciones colectivas. Por

ejemplo, en el trabajo de M. Voßebürger et al. (Voßebürger et al., 1996), se presenta

un reporte detallado sobre la observación de emisión de ondas electromagnéticas prove-

nientes de un plasma excitado ópticamente; tales modos colectivos son excitados en

un gas electrónico bidimensional formado en una heteroestructura semiconductora. El

acoplamiento de la luz con el plasmón se logra únicamente si se proporciona momento a

la onda electromagnética incidente (ver figura 17). Para ello, en dicho trabajo se utiliza

una rejilla de Aluminio depositada en la parte superior de la heteroestructura semicon-

ductora. La figura 18, muestra precisamente la intensidad del campo eléctrico asociado

Figura 18.- Campo eléctrico como función del tiempo. También se muestran las compo-
nentes de Fourier de las mismas cantidades (Voßebürger et al., 1996).

a la radiación del plasmón como función del tiempo, donde se observa que la intensidad



46

disminuye conforme el tiempo aumenta. Además, al graficar la transformada de Fourier

como función de la frecuencia, es posible notar que la luz emitida por el modo colectivo

posee un pico principal localizado a una frecuencia dentro del rango de los THz. Como

podemos ver, este tipo de resultados parecen abrir la puerta de acceso a la tecnoloǵıa

de los THz, y es por ello que varios autores han intentado aportar nuevas ideas que

faciliten el desarrollo de dicha tecnoloǵıa. W. Xu en 2003 (Xu, 2003) y M. Kushwaha

y S. Ulloa en 2006 (Kushwaha y Ulloa, 2006), analizaron teóricamente aspectos básicos

de las excitaciones de un GE2D. En tales trabajos se muestra la importancia de con-

siderar, además de la interacción electró-electrón, la IEO isotrópica de Rashba que se

sabe puede ser apreciable. Por tanto, en el caso de sistemas con una sóla subbanda de

conducción, la IEO hace que las excitaciones electrónicas difieran notablemente de las

que se obtienen para el GE2D degenerado en esṕın. Por ejemplo, en dichos estudios se

muestra que la presencia de la IEO permite la existencia de más de una rama de plas-

mones aśı como una notable modificación en las regiones de transiciones de part́ıcula

individual.

Con base en lo anterior, en el presente trabajo añadimos un elemento que puede ser

importante, y es el hecho de considerar el desdoblamiento anisotrópico en la subbanda de

conducción que se produce por la presencia conjunta de los acoplamientos de Rashba y

de Dresselhaus. El propósito es dar una descripción más detallada del papel que juegan

dichas interacciones y como se ven reflejadas en el espectro de excitaciones electrónicas

del gas.



Caṕıtulo IV

EXCITACIONES ELECTRÓNICAS EN UN GAS

2D EN PRESENCIA DE INTERACCIÓN

ESPÍN-ÓRBITA

Nuestro problema consiste en estudiar el espectro de excitaciones elementales de un

gas electrónico bidimensional en presencia de interacción esṕın-órbita, en particular

una IEO de tipo anisotrópica. Consideremos que el GE2D se encuentra confinado a

través de un pozo de potencial suficientemente angosto, de tal manera que el sistema

posee una sóla subbanda de conducción. Dado que la IEO rompe la degeneración en

esṕın, como se ha visto en el caṕıtulo II, se abre la posiblidad de tener excitaciones

entre las subbandas desdobladas. Esto modificará el cont́ınuo de transiciones de pares

electrón-hueco, pues además de las transiciones intrasubbanda, aparecerán las regiones

correspondientes a las excitaciones intersubbanda.

En el presente caṕıtulo se aplicará el formalismo mostrado con anterioridad en el

caṕıtulo III. Aśı, en la sección IV.1 se obtendrán expresiones anaĺıticas para las fronteras

de las regiones de pares electrón-hueco. Posteriormente, en la sección IV.2, se realizará

el cálculo de la función dieléctrica del gas 2D, con la que se obtendrá la relación de

dispersión de los plasmones.

IV.1 El cont́ınuo de excitación de pares electrón-hueco

A continuación, consideremos un campo electromagnético, que vaŕıa en el tiempo con

frecuencia ω y que posee vector de onda q. Dicha perturbación interacciona con el gas

de electrones bidimensional proporcionando enerǵıa h̄ω y momento h̄q a las part́ıculas.

Por tanto, un electrón inicialmente en un estado Eλ(k), puede pasar a otro estado
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energético Eλ′ (k + q), donde λ y λ
′
caracterizan el estado de esṕın de la part́ıcula (ver

caṕıtulo II sección II.4). Esta transición se presentará siempre que (Sec. III.3)

h̄ω = Eλ′ (k + q) − Eλ(k), para Eλ(k) < EF < Eλ′ (k + q), (90)

como Eλ(k) está dada por (29) y

Eλ′ (k + q) =
h̄2 | k + q |2

2m∗
+ λD(k + q), (91)

se obtiene

h̄ω =
h̄2q2

2m∗
+
h̄2

m∗
kq cos(θ − γ) + λ

′

D(k + q) − λD(k), (92)

donde

D(k + q) =

√
[β(kx + qx) − α(ky + qy)]

2 + [α(kx + qx) − β(kx + qx)]
2, (93)

que en coordenadas polares puede reescribirse como

D2(k + q) = k∆2(θ) + q2∆2(γ) + 2kq
[
(α2 + β2) cos(θ − γ) − 2αβ sin(θ + γ)

]
. (94)

Aqúı θ y γ son los ángulos que determinan la dirección de k y q, respectivamente, como

se muestra en la figura 19. El término q2∆2(γ) es introducido por la IEO anisotrópica

y depende únicamente de cantidades que caracterizan al vector de onda q. En el caso

de IEO isotrópica tal término depende sólo de la magnitud q (Ec. 32).

El otro caso de transiciones de part́ıcula simple es

h̄ω = Eλ′ (k) −Eλ(k + q) para Eλ(k + q) < EF < Eλ′ (k), (95)

de lo que obtiene

h̄ω = − h̄
2q2

2m∗
− h̄2

m∗
kq cos(θ − γ) + λ

′

D(k) − λD(k + q). (96)

De las ecuaciones (92) y (96), es posible observar que existirán dos casos: (i) cuando

λλ
′

= 1, de donde se derivan las transiciones conocidas como intrasubbanda y (ii)

excitaciones intersubbanda, que se obtienen bajo la condición λλ
′
= −1.
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Figura 19.- Dirección de los vectores de onda que caracterizan el movimiento de los elec-
trones (k) y del momento de la onda electromagnética (q).

Consideremos primeramente el caso particular en el que únicamente se tiene la

contribución de Rashba al acoplamiento esṕın-órbita (β = 0). La ecuación (92) se

reduce a

h̄ω =
h̄2q2

2m∗
+
h̄2kq

m∗
cos(θ − γ) + α

(
λ

′ | k + q | −λk
)
, (97)

donde | k + q |=
√
q2 + k2 + 2kq cos(θ − γ). Sin embargo, debido a que las enerǵıas

propias para el caso de Rashba son isotrópicas como función del momento (Ver figura

2), no existe una dirección preferencial para el vector de onda q. Este hecho, permite

prescindir de la dependencia en el ángulo γ al escoger la dirección kx como la dirección

del vector de onda transferido q (véase la figura 19). Aśı, considerando el anterior

argumento, podemos tomar γ = 0 y escribir la ecuación (97) de la siguiente manera

h̄ω =
h̄2q2

2m∗
+
h̄2kq

m∗
cos θ + α

(
λ

′ | k + q | −λk
)
, (98)
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donde ahora θ será el ángulo que existe entre k y q. Por otro lado, de la expresión (96)

se obtiene que

h̄ω = − h̄
2q2

2m∗
− h̄2kq

m∗
cos θ + α

(
λ

′

k − λ | k + q |
)
, (99)

Como ya se mencionó, el desdoblamiento de las subbandas de enerǵıa da como resultado

la aparición de nuevas excitaciones de part́ıcula simple con relación al caso sin IEO.

Dichas transiciones se pueden obtener a partir de las expresiones (98) y (99) al consid-

erar las posibles combinaciones de λ y λ
′
. En la figura 20 se muestra el espectro para

algunas de las transiciones que se presentan para valores pequeños de q, constitúıdo

por transiciones intrasubbanda (zona en gris claro) y por excitaciones intersubbanda

(región en gris obscuro).

Figura 20.- Zonas de transiciones intra e intersubbanda para valores pequeños de q.



51

En el caso de las intrasubbanda, éstas consisten en transiciones dentro de la sub-

banda E+ (λ = λ
′
= 1) y por transicioness dentro de la subbanda E− (λ = λ

′
= −1).

La frontera que delimita la parte superior de éstas, está dada por

h̄ωintra
max =

h̄2q2

2m∗
+

h̄2

2m∗
k+

F q + αq2, (100)

obtenida de (98) y que corresponde a transiciones en la subbanda E+, para q ‖ k

(cos θ = 1), con k = k+
F ; las demás transiciones intrasubbanda quedarán contenidas

dentro la región en gris obscuro.

Las excitaciones intersubbanda representadas por la región en gris claro, correspon-

derán a transiciones E− → E+ alrededor de k+
F y k−F (definidas en la página 17), tal

como se muestra en la figura 21. Por ejemplo, la frontera inferior que delimita a este

cont́ınuo estará determinada por las excitaciones de tipo (a) (véase la figura 21), para

q ‖ k y k = k+
F . Ésta se deriva a partir de la expresión (99) considerando λ = −λ′

= −1

y puede escribirse como

Figura 21.- Algunas transiciones intersubbanda presentes para valores pequeños de q.
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h̄ωinter
min = EF −E−(k + q)|k=k+

F
,k‖q, (101)

de donde se obtiene que para cos θ = 1

h̄ωinter
min = h̄ω+ − EF

[
2
q

kF
(1 − 2

kα

kF
) +

(
q

kF

)2
]
, (102)

mientras tanto la frontera máxima se encontrará caracterizada por las transiciones (b),

para q ‖ k, con k = k−F . De la expresión (99) se llega a

h̄ωinter
max = E−(k + q)|k=k−

F
,k‖q − EF , (103)

la cual para cos θ = 1 puede escribirse como

h̄ωinter
max = h̄ω− −EF

[
2
q

kF
(1 + 2

kα

kF
) +

(
q

kF

)2
]
, (104)

donde h̄ω+ y h̄ω− son las enerǵıas para las transiciones verticales mostradas en la figura

22 y están definidas como sigue

h̄ω+ = EF −E−

(
k+

F

)

= 2αk+
F

= 2αkF − 2m∗α2/h̄2

(105)

y

h̄ω− = E+

(
k−F
)
− EF

= 2αk−F

= 2αkF + 2m∗α2/h̄2,

(106)

con kF =
√

2m∗EF
h̄2 + k2

α y EF =
√

2πne − 2k2
α. Las transiciones intersubbanda deno-

tadas por (c) y (d) en la figura 21, también se obtienen de las expresiones (98) y (99),

sin embargo, quedan contenidas dentro de la región acotada por las fronteras h̄ωinter
min y

h̄ωinter
max .

Observese que gracias a la isotroṕıa de las superficies de enerǵıa como función del

vector de onda de las part́ıculas, se pudo separar anaĺıticamente las fronteras máxima

y mı́nima que caracterizan el cont́ınuo de transiciones de pares electrón-hueco. Todo,
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como una consecuencia de la no dependencia en la dirección del vector de onda q en

las expresiones obtenidas para este caso (β = 0). Sin embargo, cuando la IEO que

se presenta es de tipo anisotrópica, la dependencia con respecto al ángulo γ no puede

ser anulada, razón por la que el cont́ınuo se modifica como función de la dirección

del momento transferido h̄q. El procedimiento a seguir para obtener las regiones de

transiciones de part́ıcula simple, es el mismo que se utilizó para el caso de Rashba.

No obstante, se debe tener cuidado ya que para α 6= 0 y β 6= 0, el vector de Fermi

caracteŕıstico de la subbanda λ presenta una dependencia en el ángulo θ, tal como se

puede ver en la ecuación (33). Por lo anterior, para un vector q, es necesario calcular

el ángulo θ en el cuál las expresiones (92) y (96) tienen su máximo y su mı́nimo. En el

caso de transiciones verticales (q = 0), representadas a través del esquema de la figura

22, es posible derivar expresiones anaĺıticas para las enerǵıas máxima y mı́nima. En

tal caso se pierde la dependencia en el ángulo γ, y se encuentra que para θ = 3π/4 la

enerǵıa es máxima, mientras que θ = π/4 corresponde a la enerǵıa mı́nima. Por tanto,

para q = 0 dichas expresiones estarán dadas de la siguiente manera:

h̄ω+ = 2k+
F (θ = π/4)∆(θ = π/4)

= 2kF | α− β | −2m∗(α− β)2/h̄2
(107)

y

h̄ω− = 2k−F (θ = 3π/4)∆(θ

= 3π/4) = 2kF | α + β | +2m∗(α+ β)2/h̄2,
(108)

donde el intervalo de enerǵıa en que se encuentran contenidas todas las excitaciones

verticales es (Maytorena et al., 2006)

∆ε(α, β, ne) = h̄ω− − h̄ω+ =





4βkF +
4m∗

h̄2 (α2 + β2) (α > β)

4αkF +
4m∗

h̄2 (α2 + β2) (α < β)
, (109)

donde kF =
√

2πne − q2
so. En el caso de β = 0 las expresiones (107) y (108) se reducen

a las ecuaciones (105) y (106), respectivamente.

En el caso de q finita se calcularán las fronteras de las regiones de excitación de

pares electrón-hueco a través de un método numérico que permita obtener el máximo
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Figura 22.- Las frecuencias permitidas a q = 0, estarán contenidas en el intervalo ω+ <
ω < ω−

y el mı́nimo de las ecuaciones (92) y (96). Esto para transiciones intrasubbanda e

intersubbanda como se mostrará en el caṕıtulo VI.

IV.2 Función dieléctrica y relación de dispersión de los plas-

mones

En esta sección se calculará la función dieléctrica para el gas electrónico bidimensional a

través del método de campo autoconsistente. Posteriormente, a partir de dicha función

respuesta derivaremos la relación de dispersión para los modos colectivos de la densidad

de carga.

La idéa básica del cálculo es obtener una expresión que relacione a un potencial

externo (Vext) con un potencial total (Vtot), donde dicho potencial total estará com-

puesto por la suma del potencial externo más un potencial inducido (Vind). Tal relación

de proporcionalidad será escrita como Vext = ǫVtot, donde el factor ǫ define la función
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dieléctrica del sistema. Para llegar a ello, partiremos de la idea de que existe una densi-

dad de carga inducida δnind(r, t) que se encuentra relacionada con la parte perturbativa

de la matriz densidad (ρ(1)(t)). No obstante, debido a que hay una relación de propor-

cionalidad entre el potencial inducido y la δnind(r, t), se derivará una expresión para

el potencial inducido en función de ρ(1)(t) (Vind ∼ ρ(1)(t)). Sin embargo, la teoŕıa de

perturbaciones muestra que ρ(1)(t) ∼ Vtot. Finalmente, utilizando el hecho de que el

potencial total es Vtot = Vext +Vind, se encontrará la ecuación que relaciona al potencial

externo con el potencial total y con ello se hallará la función dieléctrica.

Cuando un sistema de part́ıculas interactuantes es perturbado a través de un po-

tencial externo dependiente del tiempo, se genera una densidad de part́ıculas inducida.

Desde el punto de vista cuántico, dicha cantidad puede ser calculada partiendo de la

expresión

nind(R
′

, t) = Tr { ρ(1)(t)δ(R − R
′

)}, (110)

donde ρ(1)(t) denota la parte de la matriz de densidad que contiene la información

del sistema perturbado, ya que de la teoŕıa de pertubaciones, la matriz de densidad

completa estará constitúıda por ρ = ρ(o) + ρ(1)(t), con ρ(0) como la matriz de densi-

dad del sistema sin perturbar (II’inskii y Keldysh, 1994). Por otra parte, la traza Tr

denota la suma sobre los elementos diagonales de la matriz. Además la función delta

de Dirac δ(R − R
′

) es el operador de densidad, donde R es el operador de posición y

R
′

representa un punto especifico en el espacio; tales vectores de posición son vectores

tridimencionales.

Otra manera de escribir la ecuación (110) es

nind(R
′

, t) =
∑

λ,n,k

∑

λ
′
,n

′
,k

′

〈
k, n, λk

∣∣∣ρ(1)
∣∣∣k

′

, n
′

, λ
′

k
′

〉

×
〈
k

′

, n
′

, λ
′

k
′

∣∣∣δ(R− R
′

)
∣∣∣k, n, λk

〉
, (111)

donde el “braket” 〈· · · 〉 indica integración espacial. Aqúı | k, n, λk〉 es la representación

en el espacio de Hilbert de los estados base para un electrón en el gas 2D definidos

mediante la ecuación (10), mismos que escribiremos como
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Ψn,k,λ(R) = ψk(r)φn(z)χλ(k), (112)

donde ψk = 1
2π
eik.r, y corresponde al movimiento de los electrones en el plano x, y; r

y k son los vectores bidimensiones de posición y de momento, respectivamente. Por

otra parte, φn(z) es la parte de los estados propios que surge del confinamiento de los

electrones a lo largo de la dirección z y está directamente relacionada con la cuantización

de las bandas de enerǵıa en el sistema. Por otro lado χλ(k) es el factor que contiene la

información correspondiente al esṕın de los electrones y está definido por la ecuación

(28).

Sustituyendo las ecuación (112) en (111), y considerando que δ(R − R
′

) = δ(r −
r
′
)δ(z − z

′
), se obtiene la siguiente expresión

nind(r
′

, z
′

, t) =
∑

λ,n,k

∑

λ′ ,n′ ,k
′

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (t)χ
∗
λ
′ (k

′

)χλ(k)

×
∫
dr

∫
dzφ∗

n′ (z)φn(z)δ(z − z
′

)ψ∗

k
′ (r)ψk(r)δ(r − r

′

),

(113)

donde ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (t) = ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k
′

; t) =
〈
k, n, λk | ρ(1)(t) | k′

, n
′
, λ

′

k
′

〉
. De la anterior

ecuación, al realizar la integral en z se llega a

nind(r
′

, z
′

, t) =
∑

λ,n,k

∑

λ
′
,n

′
,k

′

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (t)

[∫
drψ∗

k
′ (r)ψk(r)δ(r − r

′

)

]

×
[
χ∗

λ′ (k
′

)χλ(k)φ∗
n′ (z

′

)φn(z
′

)
]
. (114)

Si a continuación reescribimos la función delta de la siguiente manera

δ(r − r
′

) =
1

(2π)2

∫
eiq·(r−r

′
)dq, (115)

e introducimos expĺıcitamente la forma de la función ψk(r), resulta que la densidad de

part́ıculas inducida puede escribirse como sigue

nind(r
′

, z
′

, t) =
∑

λ,n,k

∑

λ′ ,n′ ,k
′

∫
dq

(2π)2
e−iq·r

′

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (t)

[∫
dr

(2π)2
ei(k+q−k

′
)·r

]

×
[
χ∗

λ′ (k
′

)χλ(k)φ∗
n′ (z

′

)φn(z
′

)
]
. (116)
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Sin embargo,

∫
dr

(2π)2
ei(k+q−k

′
)·r = δ(k + q − k

′

), (117)

de donde se deduce que k
′

= k + q. Por tanto, al realizar la suma en k
′

, la ecuación

(116) se puede reescribir de la siguiente manera

nind(r
′

, z
′

, t) =

∫
dq

(2π)2
e−iq·r

′ ∑

λ,n

∑

λ′ ,n′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)

×
[
χ∗

λ
′ (k + q)χλ(k)φ∗

n
′ (z

′

)φn(z
′

)
]
. (118)

De esta última expresión se obtiene que

nind(q, z
′

, t) =
∑

λ,n

∑

λ′ ,n′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)χ∗
λ
′ (k + q)χλ(k)φ∗

n
′ (z

′

)φn(z
′

). (119)

El hecho de que el potencial externo aplicado sobre el sistema genere una redis-

tribución de la carga, da lugar a un potencial inducido cuya enerǵıa se puede expresar

de la siguiente manera

Vind(r, z, t) =

∫
dr

′

∫
dz

′

Vee(r, r
′

, z, z
′

)nind(r
′

, z
′

, t), (120)

donde Vee = e2

ǫ0

[
|r− r

′|2 + (z − z
′
)2
]−1/2

es la enerǵıa potencial de interacción entre dos

electrones y ǫ0 es la constante dielectrica promedio del medio en el que se encuentra

inmerso el GE2D. Si introducimos expĺıcitamente Vee en la ecuación (120), tenemos que

Vind(r, z, t) =

∫
dr

′

∫
dz

′ e2

ǫ0

[
|r− r

′|2 + (z − z
′

)2
]−1/2

∫
dq

(2π)2
e−iq·r

′

nind(q, z
′

, t).

(121)

Además, si sustitúımos la ecuación (119) en la ecuación (121), tenemos la siguiente

expresión para el potencial inducido

Vind(r, z, t) =
∑

λ,n

∑

λ
′
,n

′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)χ∗
λ′ (k + q)χλ(k)

×
∫

dq

(2π)2

∫
dr

′ e2

ǫ0

∫
dz

′ φ∗
n′ (z

′
)φn(z

′
)e−iq·r

′

[|r− r′|2 + (z − z′)2]1/2
. (122)
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Por otra parte, el término de la interacción coulombiana puede ser escrito como una

transformada de Fourier 2D, es decir,

1

4π [|r − r′ |2 + (z − z′)2]1/2
=

∫
dq

′

(2π)2

e−q
′
|z−z

′
|eiq

′
·(r−r

′
)

2q′ . (123)

Sustituyendo la ecuación (123) en (122) y realizando un poco de álgebra, se obtiene

Vind(r, z, t) =

∫
dq

(2π)2

∑

λ,n

∑

λ′ ,n′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)χ∗
λ′ (k + q)χλ(k)

∫
dz

′

φ∗
n′ (z

′

)φn(z
′

)

×
∫

dq
′

(2π)2
Vq′

[∫
dr

′

e−i(q+q
′
)·r

′
]
eiq

′
·re−q

′
|z−z

′
|,

(124)

donde Vq′ = (2πe2)/q
′
ǫ0. Sin embargo, sabemos que

∫
dr

′
e−i(q+q

′
)·r

′

= (2π)2δ(q + q
′
),

por lo que q
′

= −q. Al sustituir en la ecuación (124) y realizar la suma sobre q
′
,

llegamos a

Vind(r, z, t) =

∫
dq

(2π)2
e−iq·r

∑

λ,n

∑

λ′ ,n′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)

×
[
Vq

∫
dz

′

e−q|z−z
′
|φ∗

n′ (z
′

)φn(z
′

)

]
χ∗

λ′ (k + q)χλ(k),

(125)

de donde

Vind(q, z, t) = Vq

∑

λ,n

∑

λ′ ,n′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)χ∗
λ′ (k + q)χλ(k)

×
∫
dz

′

e−q|z−z
′
|φ∗

n′ (z
′

)φn(z
′

) (126)

A continuación, tomaremos los elementos de matriz del potencial inducido para los

estados | k, m, λ′′

k〉 y | k + q, m
′
, λ

′′′

k+q〉, de lo que se obtiene que

〈
k, m, λ

′′

k

∣∣∣Vin(q, z, t)
∣∣∣k + q, m

′

, λ
′′′

k+q

〉
=

〈
k, m, λ

′′

k

∣∣∣Vq

∑

λ,n

∑

λ′ ,n′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)
[
χ∗

λ
′ (k + q)χλ(k)

]

×
∫
dz

′

e−q|z−z
′
|φ∗

n′ (z
′

)φn(z
′

)
∣∣∣k + q, m

′

, λ
′′′

k+q

〉
.

(127)
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Al utilizar la definición de los estados electrónicos, la ecuación (127) puede ree-

scribirse de la siguiente manera:

∫
dr

(2π)2
ei(k+q−k)·r

〈
m,λ

′′

k

∣∣∣Vin(q, z, t)
∣∣∣m′

, λ
′′′

k+q

〉
=

〈
m,λ

′′

k

∣∣∣Vq

∑

λ,n

∑

λ
′
,n

′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)
[
χ∗

λ′ (k + q)χλ(k)
]

×
∫
dz

′

e−q|z−z
′
|φ∗

n′ (z
′

)φn(z
′

)
∣∣∣m′

, λ
′′′

k+q

〉∫
dr

(2π)2
ei(k+q−k)·r,

(128)

donde |m,λ′′

k〉 es el “ket” del estado Φ(z, λ
′′
) = φm(z)χλ′′ (k). De aqúı, se obtiene que

〈
m,λ

′′

k

∣∣∣Vin(q, z, t)
∣∣∣m′

, λ
′′′

k+q

〉
=

〈
m,λ

′′

k

∣∣∣Vq

∑

λ,n

∑

λ
′
,n

′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)
[
χ∗

λ′ (k + q)χλ(k)
]

×
∫
dz

′

e−q|z−z
′
|φ∗

n′ (z
′

)φn(z
′

)
∣∣∣m′

, λ
′′′

k+q

〉
.

(129)

Sin embargo, la ecuación (129) puede ser reescrita de la siguiente manera

Vind(q, t) =
〈
m,λ

′′

k

∣∣∣Vin(q, z, t)
∣∣∣m′

, λ
′′′

k+q

〉
= Vq

∑

λ,n

∑

λ′ ,n′

∑

k

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t)

×Fnn′mm′

[
χ∗

λ′ (k + q)χλ(k)χ∗
λ′′ (k)χλ′′′ (k + q)

]
. (130)

Aqúı hemos definido el término Fnn′mm′ como

Fnn′mm′ =

∫
dz

∫
dz

′

e−q|z−z
′
|φ∗

n′ (z
′

)φn(z
′

)φ∗
m(z)φm′ (z) (131)

La expresión (130) depende de funciones conocidas, a excepción del término ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k+

q; t), el cual calcularemos a continuación. Para encontrar dicho factor, partiremos de

la ecuación de Liouville

ih̄
∂ρ

∂t
= [H, ρ(t)] (132)
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con ρ(t) como la matriz de densidad. H es el hamiltoniano de interacción, mismo que

está dado de la siguiente manera

H = H0 + V (r, z, t), (133)

donde H0 es el hamiltoniano del sistema sin perturbar, y estará constituido por la

enerǵıa correspondiente al movimiento del electrón libre en el gas, más la contribución

al acoplamiento esṕın-órbita, e.i. H0 = h̄2k2/2m+Hso. Por otra parte, V (r, z, t) es el

potencial autoconsistente dependiente del tiempo, en el cual los electrones se encuentran

inmersos. Dicho potencial estará constitúıdo por el potencial externo más el potencial

inducido

V (r, z, t) = Vin(r, z, t) + Vex(r, z, t). (134)

Si tomamos los elementos de matriz de la ecuación (132) entre los estados |k, n, λk〉
y |k + q, n

′
, λ

′

k+q〉, obtenemos

ih̄

〈
k, n, λk

∣∣∣
∂ρ

∂t

∣∣∣k + q, n
′

, λ
′

k+q

〉
=
〈
k, n, λk

∣∣∣[H, ρ]
∣∣∣k + q, n

′

, λ
′

k+q

〉
. (135)

Por otro lado, el operador de la matriz densidad, de acuerdo con la teoŕıa de per-

turbaciones, puede ser escrito como

ρ = ρ(0) + ρ(1)(t), (136)

donde ρ(0) es el operador correspondiente a la matriz densidad de un sistema sin per-

turbar, mientras que ρ(1)(t) es el operador de la matriz densidad correspondiente al

sistema perturbado y que depende linealmente del campo externo. De esta manera, la

ecuación (135) se tranforma en

ih̄

〈
k, n, λk

∣∣∣
∂
(
ρ(0) + ρ(1)(t)

)

∂t

∣∣∣k + q, n
′

, λ
′

k+q

〉
=

〈
k, n, λk

∣∣∣
[
(H0 + V (r, z, t)) ,

(
ρ(0) + ρ(1)(t)

)] ∣∣∣k + q, n
′

, λ
′

k+q

〉
.

(137)
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Desarrollando el conmutador de la expresión (137), y tomando únicamente los

términos que dependen linealmente del campo, llegamos a la siguiente ecuación

ih̄

〈
k, n, λk

∣∣∣
∂ρ(1)(t)

∂t

∣∣∣k + q, n
′

, λ
′

k+q

〉
=

〈
k, n, λk

∣∣∣H0ρ
(1)(t)

∣∣∣k + q, n
′

, λ
′

k+q

〉

−
〈
k, n, λk

∣∣∣ρ(1)(t)H0

∣∣∣k + q, n
′

, λ
′

k+q

〉

+
〈
k, n, λk

∣∣∣V (r, z, t)ρ(0)
∣∣∣k + q, n

′

, λ
′

k+q

〉

−
〈
k, n, λk

∣∣∣ρ(0)V (r, z, t)
∣∣∣k + q, n

′

, λ
′

k+q

〉
.

(138)

Además, sabemos que |k, n, λk〉 satisfacen la ecuación

H0|k, n, λk〉 = Eλ
n(k)|k, n, λk〉, (139)

donde Eλ
n(k) representa la enerǵıa caracteŕıstica del estado |k, n, λk〉. De la misma

manera,

ρ(0)|k, n, λk〉 = f0(E
λ
n(k))|k, n, λk〉, (140)

donde f0(E
λ
n(k)) es la función de distribución de Fermi correspondiente a la enerǵıa

Eλ
n(k). Por tanto, si aplicamos las relaciones (139) y (140) en la expresión (138),

llegamos a la siguiente ecuación

ih̄

〈
k, n, λk

∣∣∣
∂ρ(1)(t)

∂t

∣∣∣k + q, n
′

, λ
′

k+q

〉
=

(
Eλ

n(k) −Eλ
′

n′ (k + q)
)〈

k, n, λk

∣∣∣ρ(1)(t)
∣∣∣k + q, n

′

, λ
′

k+q

〉

+
[
f0(E

λ
′

n′ (k + q)) − f0(E
λ
n(k))

]〈
k, n, λk

∣∣∣V (r, z, t)
∣∣∣k + q, n

′

, λ
′

k+q

〉
.

(141)

Si suponemos que la dependencia temporal de todas las cantidades es de la forma

e−i(ω+iη)t, entonces la relación (134) puede ser expresada de la siguiente manera
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h̄(ω + iη)
〈
k, n, λk

∣∣∣ρ(1)(t)
∣∣∣k + q, n

′

, λ
′

k+q

〉
=

(
Eλ

n(k) −Eλ
′

n′ (k + q)
)〈

k, n, λk

∣∣∣ρ(1)(t)
∣∣∣k + q, n

′

, λ
′

k+q

〉

+
[
f0(E

λ
′

n′ (k + q)) − f0(E
λ
n(k))

]〈
k, n, λk

∣∣∣V (r, z, t)
∣∣∣k + q, n

′

, λ
′

k+q

〉
,

(142)

donde η es un parámetro que se introduce para tomar en cuenta efectos de disipación.

De la ecuación (142) finalmente se obtiene que

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k+q; t) =

[
f0(E

λ
n(k)) − f0(E

λ
′

n′ (k + q))
]

Eλ
n(k) −Eλ′

n′ (k + q) + h̄ω̃

〈
k, n, λk

∣∣∣V (r, z, t)
∣∣∣k + q, n

′

, λ
′

k+q

〉
,

(143)

donde ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t) =
〈
k, n, λk

∣∣∣ρ(1)(t)
∣∣∣k + q, n

′
, λ

′

k+q

〉
y ω̃ = ω + iη.

Por otra parte si el potencial autoconsistente se escribe como la transformada de

Fourier

V (r, z, t) =
∑

q
′

e−iq
′
·rV (q

′

, z, t), (144)

entonces, la ecuación (143), al expresar el valor esperado del potencial autoconsistente

en su forma integral, puede ser escrito como

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t) = Λλ,λ
′

n,n′ (k,k + q, ω)
∑

q
′

∫
dz

∫
dre−iq

′
·rψ∗

k

× φ∗
n(z)χ∗

λ(k)V (q
′

, z)ψk+qφn′ (z)χλ′ (k + q),

(145)

con

Λλ,λ
′

n,n′ (k,k + q, ω) =
f0(E

λ
n(k)) − f0(E

λ
′

n′ (k + q))

Eλ
n(k) − Eλ′

n
′ (k + q) + h̄ω̃

. (146)

Si consideramos el hecho de que ψk(r) = ( 1
2π

)eik·r y ψk+q(r) = ( 1
2π

)ei(k+q)·r, entonces

la fórmula (145) puede escribirse como sigue

ρ(1)λ,λ
′

n,n
′ (k,k + q; t) = Λλ,λ

′

n,n
′ (k,k + q, ω)

∑

q
′

〈
n, λk

∣∣∣V (q
′

, z, t)
∣∣∣n′

, λ
′

k+q

〉∫
drei(q−q

′
)·r,

(147)
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donde
〈
n, λk

∣∣∣V (q
′
, z)
∣∣∣n′
, λ

′

k+q

〉
= χ∗

λ(k)χλ′ (k + q)〈n | V (q
′
, z) | n′〉. Sin embargo,

la anterior expresion es posible reducirla, al tomar en cuenta que
∫
drei(q−q

′
)·r =

(2π)2δ(q − q
′
). Por tanto, al considerar la anterior igualdad y al realizar la suma

sobre q
′
, finalmente se obtiene que

ρ(1)λ,λ
′

n,n′ (k,k + q; t) = Λλ,λ
′

n,n′ (k,k + q)
〈
n, λk

∣∣∣V (q, z, t)
∣∣∣n′

, λ
′

k+q

〉
. (148)

Esta última expresión es la que necesitamos para calcular el potencial inducido, aśı

que sustituyendo (148) en (130) se encuentra la siguiente ecuación

〈m,λ′′

k|Vin(q, z, t)|m
′

, λ
′′′

k+q〉 = Vq

∑

λ,n

∑

λ
′
,n

′

∑

k

Λλ,λ
′

n,n′ (k,k + q, ω)Fnn′mm′

×
[
χ∗

λ′ (k + q)χλ(k)χ∗
λ′′ (k)χλ

′′′ (k + q)
] 〈
n, λk

∣∣∣V (q, z)
∣∣∣n′

, λ
′

k+q

〉
.

(149)

Si realizamos el cambio de notación ν = mλ
′′
, ν

′
= m

′
λ

′′′
, µ = nλ y µ

′
= n

′
λ

′
,

entonces la ecuación (149) puede ser reescrita como sigue

〈ν|Vin(q, z, t)|ν ′〉 = Vq

∑

µ,µ′

∑

k

Λµ,µ′ (k,k + q, ω)Nµµ′νν′

〈
µ
∣∣∣V (q, z)

∣∣∣µ′
〉
, (150)

donde

Nµµ′νν′ = Fnn′mm′Mλλ′λ′′λ′′′ , (151)

con

Mλλ′λ′′λ′′′ = χ∗
λ′ (k + q)χλ(k)χ∗

λ′′ (k)χλ′′′ (k + q). (152)

Además Λµ,µ′ (k,k + q, ω) = Λλ,λ
′

n,n
′(k,k + q, ω).

Por otra parte, como el potencial total es el potencial inducido más el potencial

externo, entonces 〈ν|Vin|ν ′〉 = 〈ν|V − Vex|ν ′〉. De esta manera, la ecuación (150) puede

reescribirse de la siguiente forma

〈ν|V (q, z, t) − Vex(q, z, t)|ν
′〉 = Vq

∑

µ,µ′

∑

k

Λµ,µ′ (k,k + q)Nµµ′νν′

〈
µ
∣∣∣V (q, z, t)

∣∣∣µ′
〉
.

(153)
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Si ponemos los elementos de matriz del potencial externo como función del potencial

autoconsistente, se llega a la siguiente expresión

〈ν|Vex(q, z, t)|ν
′〉 =

∑

µ,µ′

[
δν,µδν′µ′ − Vq

∑

k

Λµ,µ′ (k,k + q)Nµµ′νν′

]〈
µ
∣∣∣V (q, z, t)

∣∣∣µ′
〉
.

(154)

Sin embargo, el potencial externo se relaciona con el potencial total a través de la

función dielectrica, i.e. Vex = ǫV , por tanto, ésta se define como

ǫµµ′νν′ = δν,µδν′ ,µ′ − Vq

∑

k

Λµ,µ′ (k,k + q)Nµµ′νν′ . (155)

Si el estudio se realiza sobre sistemas donde el pozo cuántico que confina al gas de

electrones es muy angosto, de tal manera que sólo existe una subbanda de conducción,

entonces se tiene que n = n
′
= m = m

′
= 0. Además, si la coordenada en la dirección

z es casi cero, se llega a que Fnn′mm′ = 1, debido a la ortonormalidad de las funciones

envolventes φ(z). Por tanto, el término Nµµ
′
νν

′ se colapsa a Mλλ
′
λ
′′

λ
′′′ . Por dicho

motivo, la ecuación (155) se puede reescribir de manera simplificada como

ǫλλ′λ′′λ′′′ = δλ,λ′′δλ′ ,λ′′′ − Vq

∑

k

Λλ,λ′ (k,k + q)Mλλ′λ′′λ′′′ . (156)

En el caso en que la interacción esṕın-órbita desaparece, el término Mλλ′λ′′λ′′′ se vuelve

la unidad, de tal manera que se recupera la función dieléctrica de Lindhard para el gas

degenerado en esṕın (Stern, 1967).

La ecuación (156) puede representarse en forma matricial al considerar todas las

posibles combinaciones de los subindicies λ, λ
′
, λ

′′
, λ

′′′
= ±1 de la siguiente manera

[ǫ̃(q, ω)] =




ǫ++++ ǫ+++− ǫ++−+ ǫ++−−

ǫ+−++ ǫ+−+− ǫ+−−+ ǫ+−−−

ǫ−+++ ǫ−++− ǫ−+−+ ǫ−+−−

ǫ−−++ ǫ−−+− ǫ−−−+ ǫ−−−−



. (157)

Cálculo de los elementos de matriz de la función dieléctrica.

Para encontrar los elementos que componen la matriz representada a través de la

ecuación (157) es necesario calcular el término Mλλ′λ′′λ′′′ . En dicho factor se encuentra
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información concerniente al esṕın de las part́ıculas y está dado por la expresión (152).

En el caso de un gas de electrones que se forma en una heteroestructura crecida a lo

largo de la dirección cristalográfica [001], la función χλ(k) está definida mediante (28)

y se reescribirá como

χλ(k) =
1√
2



 1

λeiφ(k)



 (158)

con tanφ(k) = (αkx − ky)/(βkx −αky). De manera similar, la función χλ(k +q) puede

expresarse como

χλ(k + q) =
1√
2



 1

λeiφ(k+q)



 . (159)

donde tanφ(k + q) = [α(kx + qx) − β(ky + qy)] / [β(kx + qx) − α(ky + qy)].

Por otro lado χ∗
λ(k) es

χ∗
λ(k) =

(
1 λe−iφ(k)

)
. (160)

Si se sustituyen las ecuaciones (158), (159) y aplicando (160) para resolver la expresión

(152), se obtiene

Mλλ
′
λ
′′
λ
′′′ =

1

4

(
1 + λλ

′

e−iφ(k+q)eiφ(k)
)(

1 + λ
′′

λ
′′′

e−iφ(k)eiφ(k+q)
)
. (161)

Aśı, al expandir esta expresión se llega a que

Mλλ′λ′′λ′′′ =
1

4

[
1 + λ

′′

λ
′′′

e−iφ(k)eiφ(k+q) + λλ
′

e−iφ(k+q)eiφ(k) + λλ
′

λ
′′

λ
′′′
]
. (162)

De aqúı, podemos clasificar las soluciones a la expresión (162) en cuatro casos generales

, los cuales estarán dados por






(1) λλ
′
= λ

′′
λ

′′′
= 1

(2) λλ
′
= λ

′′
λ

′′′
= −1

(3) λλ
′
= 1, λ

′′
λ

′′′
= −1

(4) λλ
′
= −1, λ

′′
λ

′′′
= 1.

(163)
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Si analizamos las condiciones expresadas en (163) podemos encontrar cada uno de

los elementos del factorMλλ′λ′′λ′′′ . Por ejemplo, para el primero de los casos, que implica

la condición λ = λ
′
y λ

′′
= λ

′′′
, se obtiene que tal factor puede ser escrito en polares

como

Mλ=λ
′
,λ

′′
=λ

′′′ =
1

2
(1 + A(k,q)) , (164)

donde

A(k,q) =
k2∆2(θ) + kq [(α2 + β2) cos(θ − γ) − 2αβ sin(θ + γ)]

D(k + q)D(k)
. (165)

con D(k) y D(k + q) definidas mediantes las expresiones (31) y (94) respectivamente.

Similarmente para el caso (2), que implica la condición λ 6= λ
′

y λ
′′ 6= λ

′′′
, el factor

Mλλ′λ′′λ′′′ es

Mλ6=λ′ ,λ′′ 6=λ′′′ =
1

2
(1 − A(k,q)) . (166)

Por otro lado, cuando λ = λ
′
y λ

′′ 6= λ
′′′
, que es precisamente el tercero de los casos,

tenemos que la ecuación (162) se reduce a

Mλ=λ
′
,λ

′′
6=λ

′′′ =
i

2
B(k,q), (167)

donde

B(k,q) =
(α2 − β2) qk sin(θ − γ)

D(k + q)D(k)
. (168)

Aśı mismo, para el caso (4), tenemos que

Mλ=λ′ ,λ′′ 6=λ′′′ = − i

2
B(k,q), (169)

De esta manera podemos escribir

Mλλ
′
λ
′′

λ
′′′ =





1
2
(1 + A(k,q)) λ = λ

′
y λ

′′
= λ

′′′

1
2
(1 − A(k,q)) λ 6= λ

′
y λ

′′ 6= λ
′′′

i
2
B(k,q) λ = λ

′
y λ

′′ 6= λ
′′′

− i
2
B(k,q) λ 6= λ

′
y λ

′′
= λ

′′′

(170)
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Relación de dispersión para los modos colectivos

Dadas las soluciones para el factor Mλλ
′
λ
′′
λ
′′′ es posible calcular los términos que com-

ponen la función dieléctrica. Dado que
∑

k Λλλ′B(k,q) = 0 puede ser escrita de la

siguiente forma

[ǫ̃(q, ω)] =




1 − ǫ++ 0 0 −ǫ++

0 1 − ǫ+− −ǫ+− 0

0 −ǫ−+ 1 − ǫ−+ 0

−ǫ−− 0 0 1 − ǫ−−



, (171)

donde

ǫ±± = (Vq/2)
∑

k

(1 + A(k,q))Λ±±(k,k + q), (172)

y

ǫ±∓ = (Vq/2)
∑

k

(1 − A(k,q))Λ±∓(k,k + q). (173)

Aqúı la notación ±± indica el factor involucra transiciones intrasubbanda, mientras

que los sub́ındices ±∓ indican la presencia de procesos intersubbanda.

Si recordamos de la subsección III.1.2, una de las condiciones que se exigen para

determinar la relación de dispersión de los plasmones es que la función dieléctria sea

cero. Sin embargo, como en este caso es una matriz, la solución no trivial se encontrará

al pedir que el determinante de tal función respuesta sea cero. En consecuencia, se

encuentra que de la ecuación (171) se llega a la siguiente relación

det [ǫ̃(q, ω)] =

intra︷ ︸︸ ︷
(1 − ǫ++(q, ω) − ǫ−−(q, ω))

inter︷ ︸︸ ︷
(1 − ǫ+−(q, ω) − ǫ−+(q, ω)) = 0. (174)

Este determinante se anulará cuando cualquiera de los factores sea cero. Cada término

de manera independiente está compuesto ya sea por procesos que involucran transiciones

intrasubbanda o por procesos constitúıdos por transiciones intersubbanda. De esta

manera podemos hablar de dos tipos de plasmones; el primero de ellos denominado

plasmón intrasubbanda y el otro conocido como plasmón intersubbanda. Para resolver

cada uno de los términos de la expresión (174) es necesario utilizar técnicas del cálculo

numérico. Los resultados que de ello se derivan serán presentados en el caṕıtulo VI.



Caṕıtulo V

MODOS COLECTIVOS EN EL LÍMITE DE

LONGITUD DE ONDA LARGA

En el presente caṕıtulo se calcula la relación de dispersión de los plasmones en el régimen

de longitud de onda larga, es decir, en el ĺımite de q/k0 ≪ 1, donde k0 =
√

2πne.

V.1 Plasmones Intrasubbanda

La relación de dispersión para este tipo de excitaciones proviene del primer factor que

compone la expresión (174). Tal término está dado por

(1 − ǫ++ − ǫ−−) = 0 (175)

donde ǫ±± se define a través de la expresión (172). Dicha función puede ser expresada

como sigue

ǫλλ(q, ω) =
Vq

2

∑

k

[1 + A(k,k + q)] Λλλ(k,q, ω), (176)

con

Λλλ(k,q, ω) =
f0 (Eλ(k)) − f0 (Eλ(k + q))

Eλ(k) − Eλ(k + q) + h̄ω
. (177)

Para obtener la solución de la ecuación (175) en el régimen de longitud de onda larga,

a continuación derivaremos una aproximación a la expresión (176) tomando el ĺımite

cuando q/k0 es muy pequeña. Para ello, será de gran utilidad reescribir la ecuación

(176) (a temperatura cero) como 1

1Para llegar a (178) se consideró la propiedad de simetŕıa F1(k,k + q) = F1(k − q,k) para

θ → θ − π. Posteriormente, se utiliza el hecho de que
∫ 2π

0
dθ
∫ kλ

F
(θ)

0
dkk F−1(k,k+q)

Eλ(k)−E
λ
′ (k+q)+h̄eω

≡
∫ π

−π
dθ
∫ kλ

F
(θ)

0
dkk F−1(k,k+q)

Eλ(k)−E
λ
′ (k+q)+h̄eω

.
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ǫλλ(q, ω) =
2Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ kλ
F

(θ)

0

dkkF1(k,k + q)

×
[

1

Eλ(k) −Eλ(k + q) + h̄ω
+

1

Eλ(k) −Eλ(k + q) − h̄ω

] (178)

con

F1(k,k + q) =
1

2
(1 + A(k,k + q)) , (179)

donde kλ
F (θ) se encuentra definido mediante (33) y representa la magnitud del vector

de onda de Fermi de la subbanda λ y A(k,k + q) está determinada por la ecuación

(165). Si reescribimos la ecuación (178), obtenemos la siguente expresión

ǫλλ(q, ω) =
2Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ kλ
F

(θ)

0

dkkF1(k,k + q)

[
Eλ(k) − Eλ(k + q)

(Eλ(k) − Eλ(k + q))2 − (h̄ω)2

]
.

(180)

Aqúı, la diferencia de enerǵıas Eλ(k) −Eλ(k + q) está dada por

Eλ(k) − Eλ(k + q) = λ (D(k) −D(k + q)) − h̄2

2m∗

(
q2 + 2qk cos(θ − γ)

)
, (181)

donde D(k) y D(k + q) están dadas por la ecuaciones (31) y (94), respectivamente, es

decir,

D(k) = k∆(θ) = k
√
α2 + β2 − 2αβsen(2θ) (182)

y

D2(k + q) = k2∆2(θ) + q2∆2(γ) + 2kq
[(
α2 + β2

)
cos(θ − γ) − 2αβsen(θ + γ)

]
. (183)

Para poder escribir la relación (181) en el ĺımite de longitud de onda larga, es

necesario obtener una expresión para D(k+q) en ĺımite de q pequeña. Si factorizamos

la enerǵıa esṕın-órbita de la forma

D(k + q) = k∆(θ) [1 +X(k, q, θ)]1/2 , (184)
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y suponemos X pequeña cuando q → 0, se obtiene

D(k + q) ≈ k∆(θ)

{
1 +

1

2
X(k, q, θ) − q2

2k2

[
(α2 + β2) cos(θ − γ) − 2αβsen(θ + γ)

]2
}
,

(185)

con X dada por la expresión

X(k, q, θ) =
q2

k2

∆2(γ)

∆2(θ)
+

2q

k∆2(θ)

[
(α2 + β2) cos(θ − γ) − 2αβsen(θ + γ)

]
. (186)

Por tanto, la diferencia (181) hasta orden ∼ q2, es

Eλ(k) − Eλ(k + q) ≈ −
{
λ

q2

2k∆3(θ)
(α2 − β2)2sen2(θ − γ)

+ λ
q

∆(θ)

[
(α2 + β2) cos(θ − γ) − 2αβsen(θ + γ)

]

+
h̄2

2m∗
(q2 + 2qk cos(θ − γ))

}
.

(187)

Como F1(k,k + q) → 1 y [Eλ(k) − Eλ(k + q)]2 ≪ (h̄ω)2 cuando q → 0, entonces

ǫλλ(q, ω) =
2

(h̄ω)2

Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ kλ
F

(θ)

0

dkk

{
λ

q2

2k∆3(θ)
(α2 − β2)2sen2(θ − γ)

+ λ
q

∆(θ)

[
(α2 + β2) cos(θ − γ) − 2αβsen(θ + γ)

]

+
h̄2

2m∗
(q2 + 2qk cos(θ − γ))

}
.

(188)

Realizando las integrales,

ǫλλ(q, ω) =
2

(h̄ω)2

Vq

(2π)2

{
h̄2q2

2m∗
nλ −

q2

4

m∗(α2 − β2)

h̄2

α2 − β2

| α2 − β2 |

×2π

[
1 − α2 + β2− | α2 − β2 |

2αβ
sen(2γ)

]}
+ λϑ(q, θ).

(189)

donde nλ es la densidad electrónica definida mediante (14), es decir,

nλ =
1

(2π)2

∫ 2π

0

(
kλ

F (θ)
)2

2
, (190)
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con kλ
F (θ) dado por (33). El último término reune todos aquellos que son proporcionales

a λ y como veremos, no es necesario escribirlos expĺıcitamente.

Al utilizar el resultado de la ecuación (189) para calcular ǫ++(q, ω) y ǫ−−(q, ω),

obtenemos

ǫ++(q, ω) =
2

(h̄ω)2

Vq

(2π)2

{
h̄2q2

2m∗
nλ − q2

4

m∗(α2 − β2)

h̄2

(
α2 − β2

| α2 − β2 |

)

×2π

[
1 − α2 + β2− | α2 − β2 |

2αβ
sen(2γ)

]}
+ ϑ(q, θ). (191)

Similarmente,

ǫ−−(q, ω) =
2

(h̄ω)2

Vq

(2π)2

{
h̄2q2

2m∗
nλ − q2

4

m∗(α2 − β2)

h̄2

α2 − β2

| α2 − β2 |

×2π

[
1 − α2 + β2− | α2 − β2 |

2αβ
sen(2γ)

]}
− ϑ(q, θ). (192)

y al sustituir en la ecuación (175) se llega a

(h̄ω)2 = 2
Vq

(2π)2

{
h̄2q2

2m∗
(2π)2(n+ + n−) − q2

2

m∗(α2 − β2)

h̄2 sgn(α2 − β2)

×2π

(
1 − α2 + β2− | α2 − β2 |

2αβ
sen(2γ)

)}
, (193)

donde sgn(α2 − β2) es la función signo, la cual vale 1 si α2 > β2 y −1 si α2 < β2. Esta

se simplifica a

ω = ω2D
p (q)

[
1 − m∗2(α2 − β2)/h̄4

2πne
sgn(α2 − β2)

(
1 − α2 + β2− | α2 − β2 |

2αβ
sen2γ

)]1/2

,

(194)

donde ω2D
p (q) la del caṕıtulo III ecuación (89) que corresponde a la frecuencia del

plasmón de un gas degenerado en esṕın. El factor entre corchetes indica la corrección in-

troducida al tomar en cuenta la interacción esṕın órbita. Como, t́ıpicamente, (m∗α2/h̄2

2πne
),

(m∗β2/h̄2

2πne
) ≪ 1 (∼ 10−3) el efecto de la IEO sobre la relación de dispersión de los plas-

mones intrasubbanda será muy pequeña. Por esto mismo, la anisotroṕıa en la rama del

plasmón, expresada por el término sin2γ, será también prácticamente imperceptible.



72

En el caso β = 0, la expresión (194) se reduce a

ω = ω2D
p (q)

(
1 − m∗2α2/h̄4

2πne

)1/2

, (195)

que es el resultado obtenido por W. Xu (Xu, 2003) y M. Kushwaha y S. Ulloa (Kushwaha

y Ulloa, 2006).

V.2 Plasmones Intersubbanda

Este otro tipo de excitación electrónica tiene una relación de dispersión dada por el

segundo factor de la ecuación (174),

1 − ǫ+− − ǫ−+ = 0, (196)

donde las funciones ǫ±∓ estarán dadas por (173), y pueden expresarse de la siguiente

manera

ǫλλ
′ (q, ω) =

Vq

2

1

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k(θ)

0

dkk [1 − A(k,k + q)] Λλλ
′ (k,k + q), (197)

para λ
′

= −λ. A temperatura cero f0(Eλ(k)) = 1 si Eλ < EF , por tanto, podemos

escribir la ecuación (197) 2.

ǫλλ′ (q, ω) =
Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ kλ
F

(θ)

0

dkk
F−1(k,k + q)

Eλ(k) − Eλ′ (k + q) + h̄ω̃

− Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ kλ
′

F (θ)

0

dkk
F−1(k,k + q)

Eλ(k + q) −Eλ′ (k) + h̄ω̃
,

(198)

donde F−1 = 1
2
(1 −A(k,k + q)). De aqúı se encuentra que

ǫ+−(q, ω) =
Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k+
F

(θ)

0

dkk
F−1(k,k + q)

E+(k) − E−(k + q) + h̄ω̃

− Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k−
F

(θ)

0

dkk
F−1(k,k + q)

E+(k + q) −E−(k) + h̄ω̃
,

(199)

y

2Aqúı se han utilizaso los mismos argumentos de simetŕıa que para (179)
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ǫ−+(q, ω) =
Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k−
F

(θ)

0

dkk
F−1(k,k + q)

E−(k) − E+(k + q) + h̄ω̃

− Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k+
F

(θ)

0

dkk
F−1(k,k + q)

E−(k + q) − E+(k) + h̄ω̃
,

(200)

Aśı, al sumar (199) y (200) se llega a la expresión

ǫ+− + ǫ−+ = I1(q, ω) + I2(q, ω), (201)

donde

I1(q, ω) =
2Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k+
F

(θ)

0

dkkF−1(k,k + q)
E+(k) −E−(k + q)

(E+(k) −E−(k + q))2 − (h̄ω̃)2
,(202)

I2(q, ω) =
2Vq

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k−
F

(θ)

0

dkkF−1(k,k + q)
E−(k) − E+(k + q)

(E−(k) − E+(k + q))2 − (h̄ω̃)2
.

(203)

Ĺımites de I1(q, ω) e I2(q, ω) cuando q → 0

La diferencia de enerǵıa E+(k) − E−(k + q) estará dada por

E+(k) −E−(k + q) = −
[
h̄2q2

2m∗
+
h̄2qk

m∗
cos(θ − γ)

]
+D(k + q) +D(k). (204)

Si usamos (185), tenemos

E+(k) −E−(k + q) ≈ 2k∆(θ) −
[
h̄2q2

2m∗
+
h̄2qk

m∗
cos(θ − γ)

]
+

(α2 − β2)

2

q2

k

sen2(θ − γ)

∆3(θ)

+
q

∆(θ)

[
(α2 + β2) cos(θ − γ) − 2αβsen(θ + γ)

]
.

(205)

Por otro lado

1

[E+(k) −E+(k + q)]2 − (h̄ω̃)2
≈ 1

(2k∆(θ))2 − (h̄ω̃)2
. (206)
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Además, para evaluar F−1, necesitamos (véase (165))

1

D(k + q)
≈ 1

k∆(θ)

[
1 − 1

2
X(k, q, θ) +

3

2

q2

k2∆4(θ)

[
(α2 + β2) cos(θ − γ) − 2αβsen(θ + γ)

]2
]
,

(207)

donde X(k, q, θ) está definida mediante la expresión (186). Lo anterior, permite aprox-

imar a

F−1 ≈
q2

4k2
(α2 − β2)2 sen2(θ − γ)

∆4(θ)
. (208)

a orden más bajo en q. Nótese que F1 ∼ 1 mientras que F−1 ∼ q2. Si sustituimos (206)

y (208) en la expresión (202) se obtiene que I1(q, ω) es

I1(q, ω) =
2Vq

(2π)2

q2

2
(α2 − β2)2

∫ 2π

0

dθ
sen2(θ − γ)

∆3(θ)

∫ k+
F

(θ)

0

dk

(2k∆(θ))2 − (h̄ω̃)2
. (209)

Similarmente,

I2(q, ω) = − 2Vq

(2π)2

q2

2
(α2 − β2)2

∫ 2π

0

dθ
sen2(θ − γ)

∆3(θ)

∫ k−
F

(θ)

0

dk

(2k∆(θ))2 − (h̄ω̃)2
. (210)

Cálculo de ǫ−+ + ǫ+− = 1

Sumando las ecuaciones (209) y (210) finalmente se obtiene una expresión para la

ecuación (196) y se puede espresar de la siguiente forma

ǫ+− + ǫ−+ = − 2Vq

(2π)2

q2

2
(α2 − β2)2

∫ 2π

0

dθ
sen2(θ − γ)

∆3(θ)

∫ k−
F

(θ)

k+
F

(θ)

dk

(2k∆(θ))2 − (h̄ω̃)2
, (211)

Sin embargo,

∫ k−
F

(θ)

k+
F

(θ)

dk

(2k∆(θ))2 − (h̄ω)2
= − 1

h̄ω

1

4∆4(θ)
log

(
(ω̃ + ω−(θ))(ω̃ − ω+(θ))

(ω̃ − ω−(θ))(ω̃ + ω+(θ))

)
, (212)

donde ω±(θ) son las calculadas en el caṕıtulo IV (ecuaciones (107) y (108))

h̄ω±(θ) = 2k±F ∆(θ). (213)
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Sustituyendo la ecuación (213) en la expresión (211) e introduciendo Vq = 2πe2/ǫsq

en el ĺımite cuando η → 0, obtenemos

(qe2/ǫs)

8h̄ω

(α2 − β2)2

π

∫ 2π

0

dθ
sen2(θ − γ)

∆4(θ)
log

(
(ω + ω−(θ))(ω − ω+(θ))

(ω − ω−(θ))(ω + ω+(θ))

)
= 1. (214)

Si β = 0, la expresión se reduce a

8
h̄ω

q(e2/ǫs)
= log

(ω + ω−)(ω − ω+)

(ω − ω−)(ω + ω+)
, (215)

donde h̄ω± es

h̄ω± = 4α
√
πn±, (216)

que corresponden a la enerǵıas que caracterizan las transiciones verticales, definidas por

las ecuaciones (105) y (106). Este, es precisamente el resultado mostrado por W. Xu

(Xu, 2003) y M. Kushwaha y S. Ulloa (Kushwaha y Ulloa, 2006).

De la ecuación (215) es posible ver que existirán dos ramas de plasmones intersub-

banda, la primera de ellas resultará cuando la frecuencia ω → ω+ y la otra cuando

ω → ω−, donde por lo general ω dependerá de q a través de ω2D
p (q). Aśı, junto con el

plasmón intrasubbanda, en total se tendrán tres ramas.



Caṕıtulo VI

RESULTADOS NUMÉRICOS

En este caṕıtulo se realizará un estudio numérico de las excitaciones elementales que

se presentan en un GE2D. Para ello, partiremos de las expresiones obtenidas con an-

terioridad en el caṕıtulo IV para las regiones de transiciones de pares electrón-hueco

y los modos colectivos de la densidad de carga. Primeramente, en la sección VI.1 se

analizará el caso en que la IEO se debe únicamente a la contribución de Rashba, es

decir, α 6= 0 y β = 0. Posteriormente, en la sección VI.2 revisaremos el caso en que la

interacción esṕın-órbita es de carácter anisotrópica (Rashba + Dresselhaus). En par-

ticular, pondremos especial atención a la dependencia que presentan las excitaciones

elementales con respecto a la dirección del vector de onda transferido q. Finalmente,

en la sección VI.3 compararemos los resultados que se obtienen para diferentes direc-

ciones cristalográficas en que es crecida la heteroestructura que confina y da lugar al

gas electrónico.

VI.1 Excitaciones electrónicas elementales con IEO de Rashba

A continuación se analizará el espectro de excitaciones electrónicas para el caso β = 0.

Para ello, partiremos de la expresiones matemáticas calculadas en el caṕıtulo IV para el

caso de la orientación cristalográfica [001]. Las zonas de excitaciones de part́ıcula simple

se obtendrán por medio de las ecuaciones (98) y (99), mientras que del determinante

(174) se calculará la relación de dispersión de los plasmones (RDP). Estos últimos, se

obtendrán al exigir que la parte real de cada factor que compone (174), por separado,

sea cero y que la parte imaginaria sea infinitesimalmente pequeña, tal como se vió en

el caṕıtulo III.

Considérese un GE2D con una densidad electrónica t́ıpica ne = 5×1011 cm−2, masa

efectiva m∗ = 0.042 (correspondiente a InGaAs) y en donde se encuentra presente la
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IEO de Rashba con intensidad α = 4 × 10−9 eV cm; tales parámetros son los que

se utilizan en el trabajo de M. Kushwaha y S. Ulloa (Kushwaha y Ulloa, 2006). El

espectro de excitaciones correspondiente a dicho sistema es el mostrado en la figura

23. En ella se grafica la enerǵıa de excitación como función de q/kF , donde kF =
√

2πne − k2
α con kα = m∗α/h̄2. La región en gris obscuro corresponde a las exitaciones
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Figura 23.- Cont́ınuo de excitaciones incoherentes de pares electrón-hueco y la relación de
dispersión del plasmón para el caso de IEO isotrópica

de part́ıcula simple intrasubbanda, cuya frontera superior se encuentra determinada

por la expresión (100) calculada en el caṕıtulo IV. Dicha frontera, está caracterizada

por su dependencia con respecto del vector k+
F , donde, de acuerdo con el capitulo II,

kλ
F =

√
2m∗EF/h̄

2 + k2
α − λkα, con EF = h̄2(2πne − 2k2

α)/2m∗ y λ = ±1. La zona
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en gris claro corresponde a las excitaciones intersubbanda. La frontera superior de las

excitaciones intersubbanda se encuentran determinadas mediante la expresión (104) que

corresponde a transiciones E− → E+ para el caso k ‖ q, con k = k−F (véase la figura

21). La frontera inferior se calcula a partir de la ecuación (102) que corresponde al caso

en que q es antiparalelo a k, para k = k+
F . La curva en rojo es la relación de dispersión

del plasmón que se obtiene al exigir que la parte real del factor “intra” de la ecuación

(174) sea cero y que su parte imaginaria sea infinitesimalmente pequeña. Este modo

colectivo es conocido como plasmón intrasubbanda y en el ĺımite de longitud de onda

larga (q/kF ≪ 1) va como ∼ q1/2 (Ec. 195). De acuerdo con los trabajos de W. Xu

(Xu, 2003) y M. Kushwaha y S. Ulloa (Kushwaha y Ulloa, 2006), además del plasmón

intrasubbanda se reporta la existencia de otras dos ramas a las cuales se les denominan

plasmones intersubbanda, y que se obtienen del término “inter” del determinante (174).

Sin embargo, de acuerdo con nuestros cálculos numéricos, no ha sido posible encontrar

la relación de dispersión para tales modos colectivos, ya que al parecer se encuentran

contenidos en la región de transiciones de pares electrón-hueco intersubbanda. Por

tanto dichos plasmones se amortiguarán a través de excitaciones de part́ıcula simple.

No obstante, al tener una expresión que indica su existencia, nos conduce a asumir que

no se trata estrictamente de un plasmón, ya que al haber procesos de disipación no

cumplirá con la condición Im(ǫ) → 0 vista en el caṕıtulo III, Sec. III.3.

Las transiciones intersubbanda E+ → E− se presentan cuando q/kF > (k−F −
k+

F )/kF = 2kα/kF que para los valores aqúı utilizados es del orden de ∼ 0.45. En

el régimen q/kF < 1 dichas excitaciones se encuentran inmersas en el cont́ınuo de

transiciones intrasubbanda.

Cabe mencionar que las excitaciones electrónicas para β = 0, no dependen de la di-

rección del vector de onda q (únicamente de su magnitud). Esto se deriva directamente

del hecho de que el desdoblamiento Rashba de las subbandas, depende sólo de | k |.
De aqúı que, para cualquier dirección del vector de onda transferido el resultado sea el

mismo. Sin embargo, esto no se cumplirá cuando la IEO sea de carácter anisotrópica,

ya que ahora el ángulo γ, que define la dirección de q, jugará un papel importante en la

estructura de las regiones de excitaciones elementales, tal como veremos en la siguiente

sección.
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VI.2 Efectos de la IEO anisotrópica

De acuerdo con el caṕıtulo II, la coexistencia de los acoplamientos de Rashba y de

Dresselhaus introduce una anisotroṕıa en el desdoblamiento de la enerǵıa como función

de la dirección del momento de los electrones, tal como se ve en la figura 8. En con-
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Figura 24.- Relación de dispersión para los plasmones (ĺınea en rojo) y las zonas del
cont́ınuo de transiciones de pares electrón-hueco intrasubbanda (zona en gris obscuro) e in-
tersubbanda (zona en gris claro), para γ = 3π/4. Nótese que al comparar con el caso de
β = 0 (zona en las ĺıneas en verde), se observa que las zonas intersubbanda se ven afec-
tadas por la presencia conjunta de los acoplamientos de Rashba y Dresselhaus, exhibiendo un
ensanchamiento como función de la enerǵıa.
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secuencia el espectro de excitaciones electrónicas adquieren una dependecia no sólo de

la magnitud sino también de la dirección del vector de onda q = q(cos γ, senγ), tal

como lo muestran las expresiones (92), (96) y (174). Lo anterior se debe a que en la

enerǵıa para k + q aparece el término q2∆2(γ) que es precisamente quien introduce la

dependencia de la dirección del vector de onda q.

A continuación se considerará el sistema analizado en la sección VI.1, donde ne =

5×1011 cm−2, α = 4×10−9 eV cm y β = 0.5α. Se calculará numéricamente el espectro

de excitaciones elementales para los vectores q que apuntan en las direcciones (1, 1)

y (−1, 1), que corresponden a dos de los ejes de alta simetŕıa que caracterizan a las

enerǵıas propias (ver figura 8).

La figura 24 muestra la relación de dispersión de los plasmones y el cont́ınuo de

excitaciones de part́ıcula simple para q ‖ (−1, 1), donde (−1, 1) es la dirección en

donde se puede encontrar el mayor desdoblamiento de las subbandas de enerǵıa(ver

figura 25). La zona en gris obscuro corresponde a las transiciones intrasubbanda, cuya

frontera superior resulta de calcular numéricamente el máximo de la expresión (92),

para λ = λ
′
= −1. Al igual que en el caso de puro Rashba, tal frontera se encuentra

constituida por las excitaciones que van del nivel de Fermi en la subbanda E− hasta

estados desocupados por encima del nivel de Fermi en la misma subbanda. Recordemos

que el nivel de Fermi en E− se caracteriza por k = k−F (θ), donde k−F (θ) está definido por

(33). La región en gris claro corresponde a las transiciones intersubbanda. Similarmente

al caso β = 0, para valores de q < kF , con kF =
√

2πne − q2
so y qso = m∗

√
α2 + β2/h̄2,

las transiciones que participan son principalmente E− → E+ (véase figura 21), ya que

las de tipo E+ → E− requieren q > [k−F (θ)−k+
F (θ)]. La frontera superior que delimita la

región de transiciones intersubbanda, se obtiene al calcular numéricamente el máximo

de la ecuación (92). Esta se encuentra constituida por excitaciones E−(k) → E+(k+q),

con k = k−F (θ). Por otro lado, la frontera inferior se deriva al obtener el mı́nimo de

(96) evaluada en k = k+
F (θ), que corresponde a las transiciones que se originan de la

subbanda E− a enerǵıas apenas por encima del nivel del Fermi en la subbanda E+,

tal como se muestra en la figura 21. La presencia conjunta de los acoplamientos de

Rashba y Dresselhaus abre la posibilidad de acceder a excitaciones de part́ıcula simple

intersubbanda que no se presentan en el caso β = 0. Por dicho motivo el cont́ınuo de
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Figura 25.- Vector de onda q en la dirección en que se encuentra el máximo desdoblamiento
de las subbandas

transiciones sufre un ensanchamiento con relación al caso de puro Rashba (zona entre

las ĺıneas en verde), quedando estas últimas contenidas dentro de las primeras. En el

régimen de q = 0, tales excitaciones se encuentran acotadas por las frecuencias ω+ y

ω− definidas por (107) y (108), respectivamente. La expresión para ω+ depende de la

diferencia (α − β) con β < α, de aqúı que si β aumenta, la enerǵıa h̄ω+ disminuye, de

tal forma que en el caso β = α, h̄ω+ = 0. En contraste, h̄ω− depende de la suma α+β,

por lo que al aumentar β, h̄ω− también crece.

Por otra parte, la curva en rojo mostrada en la figura 24 es la relación de dispersión

para el plasmón intrasubbanda calculada a partir del factor “intra” de la ecuación

(174). En el régimen de longitud de onda larga (q/kF ≪ 1), este modo colectivo va

como q1/2, tal como se puede ver de la expresión (194). De dicha ecuación es posible
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notar que en el caso α = β se pierde todo efecto debido a la IEO, recuperando el

resultado para el gas degenerado en esṕın, es decir, ω = ω2D
p (q). Con relación a los

plasmones intersubbanda reportados por W. Xu en 2003 y por M. Kushwaha y S. Ulloa

en 2006, hasta el momento no han sido encontrados. Al igual que en el caso β = 0,

parecen encontrarse amortiguados dentro de la región de transiciones intersubbanda.

Por tanto, dicho modo colectivo se disipará en forma de excitaciones de pares electrón-

hueco.

La dirección (1, 1) corresponde al eje de simetŕıa en el que se puede encontrar el

mı́nimo desdoblamiento de las subbandas (Ver figura 8). El espectro de excitaciones

para cuando q se encuentra a lo largo de esta dirección (Fig. 26) es el mostrado en la

figura 27. La descripción de las zonas de transición de part́ıcula simple intrasubbanda

Figura 26.- Vector de onda q en la dirección en que se encuentra el mı́nimo desdoblamiento
de las subbandas.
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Figura 27.- Espectro de excitaciones electrónicas para q ‖ (1, 1). Se muestra el cont́ınuo
de transiciones de pares electrón-hueco intersubbanda (zona en gris claro) e intrasubbanda
(región en gris obscuro). Aśı mismo, se presenta la relación de dispersión del plasmón intra-
subbanda (curva en rojo).

(región gris obscuro) e intersubbanda (zona en gris claro), cualitativamente es la misma

que se presentó para el caso de q ‖ (−1, 1). Aśı mismo, las caracteŕısticas del plasmón

intrasubbanda no cambian con respecto al mostrado en la figura 24. Sin embargo,

cuantitativamente hablando, existirán diferencias entre los resultados obtenidos para

q ‖ (−1, 1) con los calculados para q ‖ (1, 1).

Al comparar entre śı los resultados obtenidos para las dos orientaciones del vector
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Figura 28.- Cont́ınuo de transiciones de pares electrón-hueco intersubbanda (zona en gris
claro) e intra subbanda (zona en gris obscuro), aśı como la relación de dispersión para el
plasmón intrasubbanda en función de la magnitud del vector de onda transferido. Parámetros
como en la figura anterior.

de onda q, se observa que las regiones de transiciones de part́ıcula simple intersubbanda

se modifican como función de la dirección de dicho vector, tal como lo muestra la figura

28. Esta variación se genera debido a la presencia de IEO anisotrópica, que introduce el

término q2∆2(γ) en las expresiones para la enerǵıa (Ec. (94)), donde γ es el ángulo que

caracteriza la dirección de q. A q = 0, dicho término desaparece y las fronteras máxima

y mı́nima corresponden a h̄ω− y h̄ω+ respectivamente. En el caso de las regiones de

transiciones de part́ıcula simple intrasubbanda, el efecto que se introduce debido a la

orientación del vector de onda transferido q es imperceptible.
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Figura 29.- Relación de dispersión para el plasmón intrasubbanda para diferentes orienta-
ciones del vector de onda q comparado con el caso β = 0.

La figura 29 muestra la relación de dispersión del plasmón intrasubbanda para q ‖
(−1, 1) (curva en azul) y q ‖ (1, 1) (curva en negro), ambos comparados con el caso

β = 0 (curva en rojo). Las curvas son prácticamente iguales pues el efecto de la IEO

anisotrópica es muy pequeño. Por ejemplo, en el ĺımite q → 0, (194) muestra que la

corrección introducida por la IEO es del orden m∗2

h̄4 (α2−β2

2πne
)(1 − β

α
sen2γ)∼ 10−3.
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VI.2.1 Modificación de las excitaciones a través de los parámetros de IEO

Aunque el plasmón aśı como el cont́ınuo de transiciones de pares electrón-hueco intra-

subbanda no se ven afectados significativamente por la presencia simultánea de los aco-

plamientos de Rashba y de Dresselhaus, es posible modificarlos a través de la variación

de la densidad de electrones ne y de la intensidad del acoplamiento esṕın-órbita. Por

ejemplo, en la figura 30 se muestra el espectro de exitaciones intrasubbanda para dos

sistemas caracterizados por diferentes parámetros. La curva en rojo y la ĺınea negra

cont́ınua, respectivamente, son el plasmón y la frontera de transiciones de part́ıcula

simple para valores de α, β y ne iguales a los utilizados en la figura 27. Por otra parte,

la curva en azul y la ĺınea negra a trozos, en este orden, corresponden al plasmón y

la frontera de transiciones de part́ıcula simple para α = 1.6 × 10−9eVcm, β = 0.5α y

ne = 1×1011cm−2. Se observa claramente que si se vaŕıa la densidad total de electrones

aśı como la intensidad de la IEO, la enerǵıa de excitación cambia como función de q.

Esto se debe principalmente a que el plasmón intrasubbanda es proporcional a la den-

sidad total de electrones ne, por tanto, al modificar este parámetro, cambia la enerǵıa

para una q dada. Note que dicha variación también afecta a las regiones de transiciones

de part́ıcula simple intrasubbanda.

Por otro lado, para los sistemas analizados, la figura 31 muestra el espectro de ex-

citaciones intersubbanda correspondiente. Note que al igual que el caso intrasubbanda,

la variación de ne, α y β permite modificar la enerǵıa para estas transiciones.

VI.3 Excitaciones para diferentes direcciones cristalográficas

De la misma forma en que se obtuvieron relaciones matemáticas para los modos colec-

tivos aśı como para el continuo de transiciones de pares electrón-hueco intra e inter-

subbanda para la cara [001], es posible obtener expresiones para el caso en que la

heteroestructura semimiconductora es crecida a lo largo de otras direcciones crista-

lográficas, tales como la [111] y la [110]. Dado que para cada una de estas caras el

hamiltoniano que describe la enerǵıa de un electrón en el sistema es muy particular, en

consecuencia, la respuesta dieléctrica será diferente cuantitativamente.
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Figura 30.- El cont́ınuo de transiciones de pares electrón-hueco , aśı como la relación de
dispersión del plasmón puede pueden ser modificadas a través de la variación de la densidad
total de electrones y de la intensidad del acoplamiento esṕın-órbita.

VI.3.1 Excitaciones electrónicas para la cara [111]

Cuando la heteroestructura que confina al GE2D es crecida a lo largo de esta dirección,

el hamiltoniano que describe el movimiento de una part́ıcula es el mismo que caracteriza

la IEO de Rashba si se hace el cambio α → α[111], con α[111]=α+β[111]
, donde α es la

intensidad de la IEO de Rashba y β[111] es la intensidad de la IEO de Dresselhaus par

la cara [111]. Por lo anterior, las expresiones para los eigenestados, enerǵıas propias,

densidades electrónicas aśı como para la función dieléctrica serán las mismas que para



88

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
0

5

10

15

20

25

30

 q|| (1,1)
En

er
gí

a 
(m

eV
)

q/kF

 n
e
=5X1011 cm-2, =4x10-9 eVcm

 n
e
=1X1011 cm-2, =1.6x10-9 eVcm

         =0.5

Figura 31.- Cont́ınuo de transiciones de pares electrón-hueco intersubbanda para dos sis-
temas con ne e intensidad de IEO distintas.

el caso de puro Rashba.

En la figura 32 se muestra el espectro de excitaciones electrónicas para los parámetros

α = 4 × 10−9 eVcm, β[111] = 0.5α y ne = 5 × 1011 cm−2. En dicha gráfica, el cont́ınuo

de transiciones intersubbanda corresponde a la zona en gris claro, mientras que el

cont́ınuo de transiciones intrasubbanda se encuentran dentro de la región en gris ob-

scuro. Además, la relación de dispersión del plasmón es la ĺınea en azul. Aunado

a lo anterior, en la figura 32 se han includo los resultados para el caso β[111] = 0;

la zona cuadriculada corresponde a las transiciones intersubbanda, la región por de-
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Figura 32.- Excitaciones electrónicas para un gas bidimensional formado en una het-
eroestructura semiconductora crecida a lo largo de la dirección [111]. Con ĺıneas negras se
representan las relaciones de dispersión para el caso α, β 6= 0. Por otro lado, con ĺıneas en
rojo se representan las excitaciones electrónicas para β = 0.

bajo de la ĺınea roja a trozos es el cont́ınuo de excitaciones intrasubbanda y la ĺınea

roja cont́ınua es la relación de dispersión del plasmón. De la figura se puede ver que

la presencia conjunta de Rahsba y Dresselhaus permite el ensanchamiento de las re-

giones de transiciones intersubbanda, con respecto al caso β[111] = 0. Sin embargo,

las zonas de excitaciones de part́ıcula simple intrasubbanda decrecen ligeramente con

respecto al caso de sólo Rashba. Nótese también que la dispersión para el caso de
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Figura 33.- Excitaciones elementales para dos orientaciones cristalográficas. Las ĺıneas en
azul delimitan las regiones de transiciones de pares electrón-hueco para la cara [001] para
q ‖ (1, 1), mientras que las ĺıneas en negro son fronteras de las zonas de transiciones de
part́ıcula simple para la dirección [111]. Aśı mismo se presenta el plasmón [001] (curva en
rojo) cuya enerǵıa es ligeramente mayor que el plasmón [111] (curva negra a trozos).

Rashba+Dresselhaus (R+D[111]) se ve disminuida en enerǵıa comparada con el caso

β[111] = 0. En el régimen de longitud de onda larga , dicho efecto puede ser en-

tendido a través de la Ec. (195). En el caso de Rashba la corrección al plasmón

intrasubbanda está dada por
(
1 − m∗2α2/h̄4

2πne

)1/2

, mientras que en el caso R+D[111] será
(
1 − m∗2(α+β[111])

2/h̄4

2πne

)1/2

, donde se ralizó el cambio α → α[111]. Como α[111] > α, en-

tonces
(
1 − m∗2α2/h̄4

2πne

)1/2

<
(
1 − m∗2(α+β[111])

2/h̄4

2πne

)1/2

. En consecuencia el plasmón para

β[111] 6= 0 poseerá menor enerǵıa que el plasmón para puro Rashba.
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Al igual que el caso de Rashba analizado con anterioridad en la sección VI.1, para

la cara [111], no se encontró la relación de dispersión de los plasmones intersubbanda.

Esto hace pensar, que al igual que lo casos ya discutidos, se encuentran amortiguados

por el cont́ınuo de transiciones intersubbanda.

Se compararán los resultados aqúı obtenidos con los calculados para la cara [001].

En la figura 33 se muestra el espectro de excitaciones elementales, donde se puede ob-

servar que el cont́ınuo de transiciones intersubbanda aśı como el intrasubbanda difieren

notablemente. Cabe señalar, que mientras el plasmón para la cara [111] no depende de

la dirección de q, para el caso [001] el resultado dependerá de la orientación de q que

se tome, tal como se vió en la Sec. VI.2.

VI.3.2 Excitaciones electrónicas para la cara [110]

Para este caso se calcularon las zonas de transiciones de part́ıcula simple, que al igual

que cuando el GE2D es formado en la dirección [001] presentan una dependecia de

la dirección del vector de onda q (véase el apéndice A). Esto puede verse de manera

clara de la figuras 34 y 35, que corresponden a las orientaciones q ‖ (1, 0) y q ‖
(0, 1), respectivamente. Aqúı, (0, 1) es la dirección en la que se produce el mı́nimo

desdoblamiento en las subbandas de enerǵıa (véase la figura 38), mientras que en (1, 0)

está el máximo desdoblamiento.

A q = 0, se tiene que las fronteras de transiciones intrasubbanda se encuentran

determinadas por las enerǵıas h̄ω+ (mı́nima) y h̄ω− (máxima), la cuales están definidas

como

h̄ω− = 2k−F (π/2)δ(π/2) = 2αkF − 2
m∗α2

h̄2 (217)

y

h̄ω+ = 2k+
F (0)δ(0) = 2kF

(
α2 + β2

[110]

)1/2
+ 2

m∗
(
α2 + β2

[110]

)

h̄2 , (218)

donde k2
F = 2πne − q2

so. De aqúı que la diferencia de enerǵıa entre ambas fronteras en

el régimen de transiciones verticales sea

∆E = h̄ω− − h̄ω+ = 2kF

[(
α2 + β2

[110]

)1/2 − α
]

+
4m∗

h̄2

(
α2 +

β2
[110]

2

)
. (219)
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Figura 34.- Zonas de excitaciones de pares electrón-hueco inter e intrasubbanda para la
cara [110]. La presencia de la anisotroṕıa en el espectro de enerǵıa introduce una variación
en las transiciones intersubbanda con respecto al caso β = 0.

Si comparamos los resultados para este caso con los de la cara [001] para un mismo

vector de onda q (ver figura 36) se puede observar que tales exitaciones no serán iguales.

Lo anterior se deriva de la diferencia que existe entre las dos anisotroṕıas.

La relación de dispersión de los plamones puede obtenerse de la misma manera en

que se realizón en el caṕıtulo IV. Hasta el momento contamos con expresiones para el

factor Mλλ′λ′′λ′′′ , las cuales son ecuaciones muy grandes y requieren ser analizadas. Por

tal motivo no son incluidas quedando como trabajo a futuro.
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Figura 35.- Regiones de transiciones de pares electrón-hueco para la cara [110]. En esta
figura se considera γ = π/2, y se ve que difiere del caso γ = 0 mostrado en la gráfica 34. Este
hecho indica que dichas regiones dependen de la orientación del vector de onda q.
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Figura 36.- Regiones de transiciones de part́ıcula simple. Se comparan los resultado cal-
culados para la dirección [110] con los de la dirección [001]



Caṕıtulo VII

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se obtuvo el espectro de excitaciones electrónicas compuesto

por el cont́ınuo de transiciones de part́ıcula simple y modos colectivos de la densidad

de carga para un gas cuasibidimensional con acoplamiento esṕın-órbita de Rashba y

Dresselhaus. El cálculo de la relación de dispersión de los plasmones se realizó a través

del Método de Campo Autoconsistente.

Se observó que la presencia de IEO permite la aparición de más de una “rama” para

los plasmones a los que se les llamó plasmones intrasubbanda e intersubbanda. Los

intrasubbanda se caracterizan por estar constitúıdos por procesos que implican tran-

siciones intrasubbanda mientras que los modos intersubbanda lo conforman procesos

compuestos por excitaciones intersubbanda. Esto difiere de lo reportado por otros au-

tores (Wang, 2005; Pletyukhov y Gritsev, 2006; Badalyan et al., 2009; Li y Xu, 2008),

quienes reportan únicamente una rama de plasmones.

En desacuerdo con lo reportado por autores como X. F Wang en 2005 (Wang,

2005), S. M. Badalyan (Badalyan et al., 2009) entre otros, el plasmón intrasubbanda

no se verá amortiguado por el cont́ınuo de transiciones intersubbanda, ya que como

hemos comentado, dicho modo colectivo estará constitúıdo únicamente por procesos que

implican transiciones intrasubbanda. En consecuencia sólo se amortiguaŕıa al entrar en

la región del cont́ınuo de excitaciones de pares electrón-hueco intrasubbanda.

La coexistencia de los acoplamientos de Rashba y Dresselhaus produce un des-

doblamiento anisotrópico en las subbandas de enerǵıa. Esto introduce una dependencia

de la dirección del vector de onda transferido q en el espectro de excitaciones de pares

electrón-hueco y en la relación de dispersión de los plasmones. Lo anterior es una no-

table diferencia con respecto al caso de la IEO de Rashba, en donde un desdoblamiento

isotrópico de la subbanda vuelve irrelevante la dirección de q.

El plasmón intrasubbanda se ve poco afectado por la presencia simultánea de los
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acoplamientos de Rashba y Dresselhaus con relación al caso β = 0. En el régimen de

longitud de onda larga (q/kF ≪ 1), cuando α = β se pierde el efecto debido a la IEO,

quedando únicamente el plamón correspondiente al gas 2D degenerado en esṕın. Esto

podŕıa tener la siguiente aplicación: imaginemos una fuente y un colector. Suponga

que en la fuente se excita un plasmón con cierta frecuencia ω(q, α, β) y es conducido

hasta el colector a través de un canal constitúıdo por un GE2D. Por tanto, en el canal es

posible modular la IEO α dejando β fija, de tal manera que podemos hacer α = β. Esto,

permite tener dos estados caracterizados (1) por el plasmón para α 6= β 6= 0 y (2) por

el plasmón sin IEO que se recupera al tener α = β. Lo anterior podŕıa ser considerado

para la construcción de un transistor de esṕın, donde el estado de ‘encendido’ estará

dado por el plasmón (1) y el ‘apagado’ por el plasmón (2).

El cont́ınuo de excitaciones de pares electrón-hueco intersubbanda sufre un ensan-

chamiento por la presencia conjunta de los acoplamientos de Rashba y Dressselhaus,

esto con respecto al caso β = 0. Dicha región puede modificarse no sólo modulando la

intensidad del parámetro de Rashba, sino también variando la densidad total de elec-

trones. Además, la presencia de una IEO anisotrópica que introduce una dependencia

de la dirección de q, permite cambiar la forma de las fronteras que delimitan el cont́ınuo

de transiciones como función del ángulo γ que define la orientación de dicho vector.

En el ĺımite de longitud de onda larga (q → 0) los plasmones intersubbanda poseerán

frecuencias de plasma ω+ y ω− mismas que defienen la región de transiciones verticales

de part́ıcula simple. En el caso de q finita no se encontró su relación de dispersión, esto

se debe problamente a que se encuentran amortiguados por el cont́ınuo de transiciones

de pares electrón-hueco intersubbanda.

El espectro de excitaciones electrónicas en presencia de IEO de Rashba + Dressel-

haus, cambia para los gases 2D formados en heteroestructuras semiconductoras crecidas

a la largo de las direciones cristalográfica [111] y [110], comparado con el caso de la

dirección [001]. En particular para la orientación [110] se muestra una anisotroṕıa

en el desoblamiento de la subbandas de enerǵıa, diferente a la que se presenta en el

caso [001]. Esto origina que el espectro de exitaciones para [001] y para [110] no sean

iguales. Con relación a la dirección [111], se encontró que el espectro de excitaciones es

cualitativamente idéntico al plasmón para puro Rashba.
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La relación de dispersión para el plasmón con IEO constituye un problema abierto

sobre el que se trabaja actualmente. En estudios realizados por lo general conside-

ran únicamente acoplamiento esṕın-órbita isotrópico y sólo en algunos consideran la

interacción de tipo anisotrópica. Sin embargo, es importante hacer notar que en la

mayoŕıa de estos trabajos, reportan una función dieléctrica escalar, mientras que unos

cuantos son los que consideran que la función dieléctrica es una matriz (considerando

sólo Rashba) cuyo determinante da lugar a plasmones con ramas intra e intersubbanda.

Esto ha llevado a que en algunos trabajos se encuentre la existencia de un plasmón, y

en otros se reporten más de un plasmon, lo que impide tener resultados concluyentes.

Por tal motivo seŕıa conveniente analizar cuál de los dos enfoques es el que efectiva-

mente caracteriza el sistema. Además, un experimento seŕıa de gran utilidad para el

esclarecimiento del problema.



APÉNDICE A. INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA

ANISOTRÓPICA PARA LA DIRECCIÓN [110]

Cuando la heteroestructura que define al gas 2D es crecida a lo largo de la dirección

[111], los eigenestados, enerǵıas propias, densidad de estados, etc, poseen las mismas

caracteŕısticas que el caso de IEO de Rashba, únicamente con el cambio α → α[111].

Por tal motivo, aqúı sólo presentaremos el caso de la dirección [110].

Por otro lado,cuando la heteoestructura es crecida a lo largo de la dirección [110],

el Hamiltoniano que describe la enerǵıa de un electrón en el sistema está dado por

HR+D
[110] =

h̄2k2

2m∗
+ α (kyσx − kxσy) + β[110]kxσz, (220)

donde α es la intensidad del acoplamiento de Rashba y β[110] es la intensidad de la IEO

de Dresselhaus para la cara [110]. Por otra parte, ki son las componentes del vector de

onda k y σi son las matrices de Pauli. Los estados propios son

Ψλ(k) =
eik·r

2π
ψ0(z)χλ(k). (221)

en donde (1/2π)eik·r corresponde a la solución en ondas planas que describe el movimiento

de los electrones a lo largo del plano que define al gas. ψ0(z) es la función envolvente en

la dirección perpendicular al plano del GE2D. Por último χλ(k) contiene la información

acerca del esṕın de la part́ıcula y está dado por

χλ(k) = λ

√
δ(θ) + λβ[110] cos(θ)√

2δ(θ)



 1

αeiφ(k)

δ(θ)+β[110] cos(θ)



 , (222)

donde

δ(θ) =
√
α2 + β[110] cos(θ). (223)

Por otra parte, las enerǵıas propias para un electrón en el GE2D, serán

Eλ(k) =
h̄2k2

2m∗
+ λkδ(θ). (224)

98
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La figura 37 muestra las superficies de enerǵıa como función del vector de onda de los

Figura 37.- Superficies de enerǵıa como función del vector de onda k para la dirección
cristalográfica [110].

electrónes. En ella, es posible observar desdoblamiento anisotrópico por la presencia de

los acoplamiento de Rashba y de Dresselhaus.

Si realizamos un corte sobre estas superficies a una enerǵıa constante, es posible

observar que existirán dos ejes de alta simetŕıa que caracterizan el desdoblamiento de

las subbandas. El primero de ellos puede localizarse a un ángulo θ = 0 mientras que el

otro a θ = π/2, estos medidos con respecto al eje kx tal como se muestra en la figura

38.

Por otra parte, el rompimiento en la degeneración de esṕın da como resultado que

a la enerǵıa de Fermi exista un vector de Fermi por cada subbanda λ, cuya magnitud
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Figura 38.- Ejes de alta simetŕıa que presentan las superficies de enerǵıa correspondientes
a la cara [110].

esta dada por

kλ
F (θ) =

√
2πne − 2q2

so + k2
so(θ) − λkso(θ), (225)

donde

kso(θ) = m∗δ(θ)/h̄2, (226)

y

qso = m∗
(
α2 + β[110]/2

)1/2
/h̄2. (227)

La densidad de electrones en cada una de las subbandas, calculada a partir de la
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expresión (13), es

nλ =
ne

2
− λ

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0

kso

√
2πne − 2q2

so + k2
sodθ. (228)

Al igual que en el caso de la cara [001], esta cantidad puede modularse a través de
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Figura 39.- Densidad electrónica para la subbanda λ como función de la intensidad del
acoplamiento esṕın-órbita.

la variación de la intensidad de la IEO y la densidad total de electrones, tal como lo

muestran las figuras 39 y 40. Nótese que al aumentar la IEO o disminuir la densidad

total de electrones, la densidad en la subbanda “más” decrece. Esto, se debe aque con
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dichos procesos disminúımos el nivel de Fermi de tal manera que la densidad en dicha

subbanda, para ciertos parámetros, puede llegar a ser cero.
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Figura 40.- Densidad electrónica para la subbanda λ como función de la densidad total de
electrones.

El cont́ınuo de excitaciones de pares electrón-hueco para este GE2D se obtiene

cuando la diferencia de enerǵıas entre dos estados de part́ıcula simple (Eλ′ (k + q) −
Eλ(k)) sea igual a la enerǵıa suministrada h̄ω. Aqúı Eλ(k) está dada por la ecuación

(224) y Eλ′ (k + q) será

Eλ′ (k + q) =
h̄

2m∗
Q2 + λ

′
√
α2Q2 + β2

[110](k cos(θ) + q cos(γ))2, (229)
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donde θ y γ son los ángulos que definen la dirección de los vectores k y q respectivamente

y Q2 = k2 + q2 + 2qk cos(θ − γ). Aśı la enerǵıa h̄ω puede expresarse de la siguiente

manera

h̄ω =
h̄

2m∗
(q2+2qk cos(θ−γ))+λ′

√
α2Q2 + β2

[110](k cos(θ) + q cos(γ))2−λkδ(θ). (230)

Esta expresión, caracteriza el proceso de absorción a través de transiciones de pares

electrón-hueco y se divide en dos casos: (i) cuando λ = λ
′
que corresponde a transiciones

intrasubbanda y (ii) cuando λ 6= λ
′
(transiciones intersubbanda). Para las transiciones

de tipo (i), la expresión (230) se reescribe como

h̄ω =
h̄

2m∗
(q2 + 2qk cos(θ − γ)) + λ

(√
α2Q2 + β2

[110](k cos(θ) + q cos(γ))2 − kδ(θ)
)
,

(231)

con λ = ±1. Por otra parte, las excitaciones de tipo (ii) estarán representadas a través

de la expresión

h̄ω =
h̄

2m∗
(q2 + 2qk cos(θ − γ)) − λ

(√
α2Q2 + β2

[110](k cos(θ) + q cos(γ))2 + kδ(θ)
)
.

(232)
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