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Resumen de la tesis que presenta Francisco Antonio Dominguez Serna, como requisito parcial
para la obtencion del grado de Doctor en Ciencias en Fisica de Materiales.

Procesamiento de informacién cuantica con estados coherentes con fotones agrega-
dos
Resumen aprobado por:

Dr. Fernando Rojas ifiguez Dr. Francisco Javier Mendieta Jiménez
Codirector Codirector

En el presente trabajo de investigacidén se estudia el procesamiento de informacion cuan-
tica utilizando estados coherentes con fotones agregados (PACS). Se parte de un estudio de
la superposicion general de PACS con n, m fotones agregados a los estados coherentes |«)
y |8) de la forma |¢) o w|a, m) |5, n) + v |B,n) |, m) cuyo entrelazamiento es caracterizado
por medio de la concurrencia. Se obtuvieron las condiciones generales para entrelazamiento
no nulo, asi como una familia de estados maximamente entrelazados mediante expresiones
analiticas de la concurrencia y, se estudié el efecto de un canal despolarizante simple so-
bre esta superposicion. En la siguiente etapa, los estados generales se restringen a los que
pueden obtenerse experimentalmente, en donde se ha agregado sélo un foton en uno de los
subistemas de la forma |¢) 4, ., = N (@' Fb') |a) |a), por lo que son superposiciones de PACS
individuales (SPACS). Estas superposiciones se denominan canal de fotones desplazados
(DPC) parala “-", y de fotones agregados (PAC) para la “+". Las caracteristicas no clasicas de
los DPC y PAC sometidos a la influencia de ruido por esparcimiento y fluctuaciones de fase se
estudian a través de la perturbacion inducida por una medicion homodina (MID homodino) y la
discordia cuantica (QD). Se obtuvieron expresiones analiticas que relacionan el QD con una
observable para casos sin ruido y con ruido. La observable utilizada son las fluctuaciones de
la cuadratura del campo de un subsistema. Los canales DPC y PAC se utilizan como recurso
entrelazado para realizar procesamiento de informacién cuantica a través de un protocolo de
teleportacion hibrido basado en deteccion de fotones individuales y deteccién homodina. Se
analizé la capacidad del canal a través de la fidelidad para teleportar un estado, y se obtuvie-
ron expresiones tanto para el caso puro como el caso con ruido. La fidelidad se calcula para
cada estado a teleportar y como un promedio para evaluar la capacidad de teleportacién del
canal. Finalmente, se propone la generacién de los canales estudiados en la banda de tele-
comunicaciones a través de fotones o SPACS anunciados generados en una fibra éptica no
lineal mediante el proceso de la mezcla espontanea de cuatro ondas (SFWM) y mezclados en
un divisor de haz con el vacio. Se prueba la viabilidad de generar SPACS mediante SFWM.
Los canales generados tienen propiedades espectrales relacionadas con el proceso no lineal.
Se evalla la no clasicidad del canal a través de la fidelidad para teleportar un estado en venta-
nas espectrales definidas. Se obtuvieron fidelidades promedio F > 0,8 para ciertas ventanas
espectrales, con lo que se prueba la viabilidad de la propuesta y la utilidad de los PACS para
procesamiento de informacion.

Palabras clave: Estados coherentes con fotones agregados, discordia cuantica, de-
teccion homodina, teleportacion cuantica, entrelazamiento, estados mixtos.



Abstract of the thesis presented by Francisco Antonio Dominguez Serna, as a partial require-
ment to obtain the Doctor of Science degree in Materials Physics.

Quantum information processing with photon added coherent states
Abstract approved by:

Dr. Fernando Rojas Ifiguez Dr. Francisco Javier Mendieta Jiménez
Thesis Codirector Thesis Codirector

In this work, we study quantum information processing with photon added coherent states
(PACS). First, the general superposition of n, m added photons to the coherent states |«) and
|3) of the form [¢)) o< u|a, m) |B,n) +v |5, n) |a, m) is studied, whose entanglement is charac-
terized by means of Concurrence. The general conditions for non-null entanglement as long
as a family of maximally entangled states were obtained. The decoherent effect a simple de-
polarization channel was also analyzed. As a second part of the study, the states are restricted
to the easiest experimentally feasible, in which only one photon is added to each subsystem in
the form [¢) 4, . = N(a' bt) |a) o) forming superpositions of single PACS (SPACS). These
superpositions are named displaced photons channel (DPC) for “-", and photon added chan-
nel (PAC) for “+". The non-classical character of DPC and PAC affected by noise sources of
scattering and phase fluctuation are studied by means of homodyne measurement induced
disturbance (homodyne MID) and quantum discord (QD). Analytical expressions that relate
QD and one observable were obtained for pure and noise-influenced cases. The observable
used is field-quadrature fluctuations for one subsystem. DPC and PAC channels are used as
an entangled resource to perform quantum information process through a hybrid quantum te-
leportation protocol based on single photon and homodyne detections. The channel capacity
was analyzed with the fidelity to teleport a state, and closed expressions were obtained for the
pure and mixed cases. Fidelity was calculated for each state to teleport and as an average as
well to evaluate the teleportation capacity of the channel. Finally, the generation of the studied
channels is proposed in the telecommunications band with heralded single photons or SPACS
generated within a non-linear fiber optic by spontaneous four wave mixing (SFWM) that are
mixed in a beamsplitter with vacuum. The viability of SPACS generations with SFWM was also
proved. The generated channels have spectral properties related withe the non-linear process.
The non-classical signature of the channel is evaluated by means of the teleportation fidelity
for defined spectral windows. Average fidelities of 7 > 0,8 were obtained for some spectral
windows, which proves the viability of this proposal and the utility of PACS for quantum infor-
mation processing.

Keywords: Photon added coherent states, quantum discord, homodyne detection,
quantum teleportation, entanglement, mixed states.
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Capitulo 1.

Introduccion

El procesamiento de informacién cuantica (QIP - quantum information processing) de esta-
dos continuos requiere de operaciones que por lo general se encuentran en el mismo dominio
que la informacion, es decir, compuertas que operen en el régimen continuo y existen muy
pocos estudios que permitan realizar operaciones de QIP de variable continua basados en
esquemas de deteccidn discretos.

La informacién cuantica (Ql quantum information por sus siglas en inglés), que esta cata-
logada como una rama de la fisica (Navarrete-Benlloch, Garcia-Patron, Shapiro, y Cerf, 2012)
establece una equivalencia entre los conceptos de la mecanica cuantica y los de la teoria de
la informacién. De esta manera, los estados de los sistemas fisicos pueden servir para for-
mar un conjunto de vectores base en C?" que permitan representar n unidades de informacion
minima, o n qubits (contraccion de quantum bit), que son analogos a los bits de informacion
clasica. Cabe destacar que el qubit, a diferencia de un bit clasico, es una superposicion de
ambos estados posibles en C2. Es la evolucion controlada de esos estados en otros de forma
reversible, lo que completa el ciclo de la computacion cuéntica, englobado en el procesamien-
to de informacién cuantica (QIP quantum information processing por sus siglas en inglés). Las
tranformaciones unitarias reversibles también reciben el nombre de compuertas cuénticas por
su analogia con las compuertas clasicas (Audretesch, 2007).

Las comunicaciones cuanticas son también una tarea de QIP, cuya necesidad es facilmen-
te demostrable. Por ejemplo, transferir informacién desde donde es generada hasta el sitio
donde sera procesada y viceversa, o simplemente la comunicacion entre distintas partes. Las
reglas que rigen la transferencia de informacién cuantica de un lugar a otro reciben el nombre
de protocolos de comunicacién cuantica.

Gran parte del interés en QIP nace de la superior capacidad teérica de la computacion
cuantica en procesamiento y resoluciéon de problemas (Shor, 1994). Sin embargo, su imple-
mentacion universal cuenta con dos principales detractores: la escalabilidad y la decoherencia.
Estas limitaciones se imponen principalmente sobre el numero de qubits que se pueden ma-

nejar a la vez, y es la escalabidad también un factor gobernado por la decoherencia, pues



el ambiente induce errores que pueden rebasar la capacidad de correccién. A pesar de es-
to se han desarrollado diversos experimentos que han puesto en practica los principios de
la computacion cuéntica en sistemas con materia (Pellizzari, Gardiner, Cirac, y Zoller, 1995;

Garshenfeld y Chuang, 1997).

Por otro lado las realizaciones experimentales con luz han demostrado ventajas sobre las
demas, principalmente porque la decoherencia afecta menos a los fotones que a los sistemas

moleculares (Schlosshauer y Merzbacher, 2008).

De los progresos mas notables han sido la demostracion de compuertas légicas cuanti-
cas y entrelazamiento (Neergaard-Nielsen et al., 2010a; Clark, Fulconis, Rarity, Wadsworth,
y O’Brien, 2009; Jeong et al., 2013; O’Brien, 2007). Esto posiciona a los sistemas cuanticos
opticos como los candidatos mas prometedores para QIP, debido a que la integracion entre
la computacion cuantica y las comunicaciones surge de manera natural. Resulta evidente la
necesidad de un qubit 6ptico. La representacién mas comun y mas sencilla de entender es la
polarizacion de la luz, por ejemplo en los estados horizontales y verticales del vector eléctrico
W) = «|H) + B|V). En este aspecto, Knill, Laflamme y Millburn (KLM) (Knill, Laflamme, y
Milburn, 2001) propusieron realizar computacion cuantica universal considerando qubits de fo-
tones individuales de la forma |i)) = a/|0) + 3 |1) con éptica lineal y fotones individuales como
recurso. La principal desventaja de la propuesta KLM es que requiere fuentes de fotones indi-
viduales puras para su funcionamiento, lo que traslada la dificultad a la generacion de dichas
fuentes. Un qubit 6ptico también puede formarse con la distribucion espacial, fase y estados
coherentes (Yonezawa y Furusawa, 2008; Jeong y Kim, 2001; Ralph, Langford, Bell, y White,
2002), estas representaciones no discretas son mejor conocidas como implementaciones en

CV (continuous variables por sus siglas en inglés).

Dentro de las propuestas en CV destacan las que utilizan los estados coherentes como
base, pues son el estado cuantico mas clasico que existe, en el sentido de que su estadistica
es Poissoniana, y que ademas se obtiene facilmente con un laser. La propuesta que tiene
un mejor comportamiento tedrico yace en la utilizacion de superposiciones pares e impares

de los denominados estados gato de Schrédinger en la forma [¢%,) = N*(|a) + |—-a)), los



estados gato son ortogonales y se pueden establecer qubits a partir de ellos como lo demos-
traron Cochrane, Milburn, y Munro (1999); a pesar de que se pueden distinguir realizando
deteccion de fotones, son extremadamente sensibles a las ineficiencias de deteccion y las
pérdidas (Jeong y Kim, 2001). En respuesta a estas ineficiencias, surge la propuesta para la
implementacion de qubits basada en la superposicién de estados coherentes de Jeong y Kim,
en la que se puede construir un qubit de la forma |¢) = A |a) + B|—«) siempre que a > 0
dado el traslape (o] — o) = e~2_ Las desventajas de los sistemas basados en estados cohe-
rentes radican en la dificultad de generar dichos estados y en la necesidad de los procesos de

teleportacion en la implementacién de compuertas de un sélo qubit.

Los estados de CV tienen como ventaja no requerir detectores de fotones individuales,
sino que pueden ser discriminados mediante deteccion homodina (Lund, Jeong, Ralph, y Kim,
2004) (HD - homodyne detection). La deteccién homodina se realiza mezclando un haz cohe-
rente fuerte conocido como oscilador local (LO - local oscillator) con un campo débil a ser
detectado en un divisor de haz (BS - beamsplitter), posteriormente las fotocorrientes de salida

del divisor de haz son restadas y el resultado arroja informacion del estado a detectar.

Las implementaciones de QIP en CV requieren de un recurso entrelazado también en CV.
Los mas simples son los estados coherentes entrelazados (Jeong y Kim, 2001), que a su
vez forman parte de los estados Gausianos. Por otro lado, los estados de fotones agregados
(PACS - photon added coherent states), que son el resultado de la aplicacion del operador de
creacion a' sobre los estados coherentes |a) generan estados del tipo |¢)) o a |a) de caracte-
risticas no clasicas, las cuales se observan en la distribucion sub-Poisonaniana en su numero
de fotones y en la negatividad de la funcién de Wigner que exhiben (Agarwal y Tara, 1991).
Los estados con negatividad en la funcion de Wigner pueden formar estados entrelazados con
la simple interaccién con medios lineales, como un BS (Kim, Son, Buzek, y Knight, 2002), lo
que los hace mas adecuados para QIP. Adicionalmente, los PACS comparten caracteristicas
de estados puramente clasicos con estados puramente cuanticos (Zavatta, Viciani, y Bellini,
2004), por lo que pueden ser utilizados para establecer QIP de naturaleza hibrida cuéntica-

macroscopica. Es decir, dada una superposicion bipartita formada por estados coherentes y



PACS, una aplicacién potencial se encuentra al utilizar un esquema de detecciéon de fotones
individuales en un subsistema que proyecte el estado del subsistema complementario en un
estado continuo y viceversa, lo cual relacionaria de forma directa el mundo clasico con el cuan-
tico. Son estas caracteristicas las que motivan principalmente el estudio de superposiciones
de PACS para procesamiento de informacion cuantica y sus propiedades de no clasicidad en

el presente trabajo.

1.1. Planteamiento del problema
1.1.1. Propuesta

La propuesta consiste en el modelado y desarrollo de un sistema que realice operacio-
nes de informacién cuantica con estados de luz compuestos por superposiciones de estados
coherentes con fotones agregados, mediante interacciones no lineales y procesos de Optica
lineal.

1.1.2. Hipétesis

Mediante procesos de éptica lineal y no lineal, controlados por un protocolo a través de un

canal cuantico es posible realizar operaciones de informacién cuantica.
1.2. Objetivos
1.2.1. Objetivo general

Desarrollo teérico de un sistema capaz de realizar operaciones de informacién cuantica a
través de un canal cuantico formado por superposiciones de estados coherentes con fotones
agregados mediante procesos de dptica lineal y no lineal

1.2.2. Objetivos especificos

m Desarrollar estados continuos entrelazados de forma genérica compuestos por superpo-

siciones de PACS.

m Caracterizacion de las correlaciones de los estados formados por superposiciones de



PACS.

m Desarrollo de operaciones de informacién cuantica: correlaciones y protocolos de comu-

nicacion. Empleando los estados antes generados.

m Simulacion de un sistema fisico que realice las operaciones de informacién cuantica en

un medio realizable experimentalmente.

1.3. Estructura de la tesis

En el presente trabajo se estudia el procesamiento de informacidén cuantica con estados de
luz de naturaleza hibrida, es decir, con un alto nimero promedio de fotones y fotones individua-
les. Los conceptos fundamentales, desarrollo, resultados y discusiones de la presente tesis se
presentaran en el texto con la siguiente estructura: en el capitulo 2 se describen los funda-
mentos basicos del procesamiento de informacidon cuantica partiendo de una descripcién del
qubit asi como las compuertas con uno y dos qubits que permiten realizar transformaciones a
los estados y generar estados entrelazados. Igualmente se aborda la descripcidén de sistemas
mixtos y estimadores de no clasicidad basados en el quantum discord (QD). Aqui mismo se
describen los fundamentos cuénticos de la luz de fotones individuales, estados coherentes y
estados coherentes con fotones agregados (PACS). En este aspecto se estudia un método
interferométrico para distinguir los estados coherentes de los SPACS. Finalizando con una
descripcién del protocolo de teleportacion cuantica y canales cuanticos que sirven de punto
de partida para el desarrollo. En el capitulo 3, se presenta un estudio sobre el entrelazamiento
de superposiciones de PACS con pesos arbitrarios y con distinto numero de fotones agre-
gados. En este capitulo se obtienen las condiciones necesarias de las superposiciones para
tener estados con maximo entrelazamiento con lo que se obtiene una familia de estados con
entrelazamiento maximo de naturaleza hibrida entre estados coherentes PACS. Igualmente
se incluye un estudio sobre el efecto en la no separabilidad de la decoherencia a través de
un canal despolarizante simple. En el capitulo 4, se presenta un estudio de las correlaciones
no clasicas de superposiciones formadas por estados coherentes y estados coherentes con

un foton agregado (SPACS), esto con el propésito de caracterizar los estados que bajo la pro-



puesta del presente trabajo de tesis son mas factibles de realizarse experimentalmente. Se
describe el proceso de generacion de las superposiciones a partir de estados coherentes y
SPACS mediante elementos lineales y se muestra una primera caracterizacion a través de la
deteccion conjunta de las cuadraturas del estado bipartito mediante detecciones homodinas,
con estas mediciones se proponen estimadores de las correlaciones no clasicas basados en
la deteccion homodina. Aqui mismo se estudia el QD de los estados bipartitos propuestos
cuando se introducen efectos de ruido por esparcimiento y fluctuaciones de fase. Se obtienen
expresiones analiticas para el QD cuando solamente se incluye esparcimiento. También se
relaciona el QD con la varianza de una cuadratura del campo, lo cual establece una relacion
entre una observable y el QD. En el capitulo 5 se realiza una propuesta para utilizar las su-
perposiciones de SPACS y estados coherentes como recurso entrelazado para establecer un
protocolo de teleportacién cuantica, que servira para teleportar estados en la misma base uti-
lizando como medicidén conjunta deteccidn de fotones individuales y medicion de cuadraturas.
Se mostrara que en ambos esquemas de medicion es posible obtener fidelidades maximas.
En el capitulo 6 se presenta una propuesta de teleportacion considerando un estado entre-
lazado generado a partir de la mezcla espontanea de cuatro ondas (SFWM) en una fibra de
cristal fotonico, donde se demostrara que es posible realizar teleportacién con los esquemas
propuestos con estados no puros como recurso con fidelidades promedio mayores a 0.7. Por
ultimo, en el capitulo 7 se presentan las conclusiones principales de este trabajo de tesis. Ade-
mas se incluyen tres apéndices. En el apéndice A, se muestra la derivacién de las expresiones
para la intensidad en un interferometro de Michelson-Morley en el que se mezclan SPACS con
estados conocidos. En el apéndice B, se incluye la derivacién de las expresiones utilizadas en
el calculo de las propiedades no clasicas de las superposiciones de SPACS (utilizadas en el
capitulo 3). En el apéndice C se muestra la derivacion del estado de dos fotones por SPWFM

en una fibra de cristal fotonico.



Capitulo 2.

Conceptos Basicos

Por un lado tenemos a los sistemas cuéanticos, cuyos estados o combinaciones lineales de
sus estados pueden ser codificados y formar una base para la informacién cuantica, es decir,
qgue son los estados de los sistemas cuanticos los que contienen la informacién. Por el otro,
la manipulacion de dichos estados de forma controlada es el procesamiento de informacién
cuantica (QIP - quantum information processing). Donde el medio que realiza dichas operacio-
nes seria una computadora cuantica. Recientemente se han englobado todos estos conceptos
en la ciencia de informacion cuantica (QIS por sus siglas en inglés quantum information scien-
ce) (Brecht, Reddy, Silberhorn, y Raymer, 2015). En este capitulo se presentan los conceptos
basicos necesarios para realizar procesamiento de informacion cuantica. Nuestro trabajo esta
en el contexto de sistemas continuos, motivado por el interés de generar estados de naturaleza
no clasica y aplicarlos en protocolos de informacion cuantica.

La computacién clasica tuvo un gran auge con la invencion del transistor en 1947 por
John Bardeen, Walter Houser Brattain y William Bradford Shockley y, tal como se menciona
en el titulo del libro de Riordan (Riordan y Hodesson, 1988), marcé el nacimiento de la era
de la informacion. Los transistores son la base de los microprocesadores que encontramos
en todas las computadoras, y el numero de éstos se encuentra directamente relacionado con
la cantidad de tareas simultaneas que pueden procesar. De aqui que se busca una mayor
densidad de transistores en un microprocesador.

El poder de los procesadores, y por ende la densidad de transistores en ellos se ha dupli-
cado aproximadamente cada dos afos desde la década de los 1960’s, este hecho se conoce
como la Ley de Moore (Brock, 2006). Este aumento en el empaquetamiento de transistores
no tuvo dificultades durante el siglo XX y se desarrolld6 muy de acuerdo a las predicciones
iniciales de Moore. Sin embargo, aumentar la densidad de empaquetamiento ha implicado
una disminucién en las dimensiones de los transistores que son utilizados como bloque de
construccién a grado tal que los efectos cuanticos resultan importantes, que seran evidentes
cuando las dimensiones sean tan pequefias que sbélo unos cuantos atomos intervengan para

formar cada transistor. Por ejemplo, la simple presencia de un electron en un transistor vecino



puede perturbar a otro electrén que se encuentre en un transistor vecino, conllevando a un
deterioro de las operaciones a realizar.

Uno se pregunta ¢,qué alternativas existiran para el avance de la tecnologia de la informa-
ciébn?, una posible respuesta se encuentra al explotar precisamente esos efectos cuanticos
para realizar operaciones de informacién. Fue la propuesta de Richard Feynman en 1982 el
que sugiere que para resolver problemas cuénticos se requiere utilizar maquinas que sean
también de naturaleza cuantica, es decir, computadoras cuanticas. Luego esta idea se ve re-
forzada con la propuesta de Deutsch de la computadora cuantica universal capaz de simular
cualquier sistema fisico (Deutsch, 1985). Esta propuesta cobra mayor interés con el desarrollo
de los algoritmos de Shor y Grover (Shor, 1994; Grover, 1997) para la factorizacion de numeros
primos y busqueda de informacidén con un mejoramiento importante en el tiempo de procesa-
miento. Estos algoritmos explotan la superposicion de los diferentes estados de un sistema
en la funcion de onda para demostrar el paralelismo cuantico a través de la transformacion
simultdnea de un conjunto de estados en otro (evolucion), y asi lograr un procesamiento y
operacién de informacién.

La mecanica cuantica surge naturalmente como el marco conceptual y matematico de refe-
rencia de la QIS. La mecanica cuantica proporciona las reglas necesarias para la construccién
de teorias de sistemas fisicos (Nielsen y Chuang, 2000). La informacion cuantica se encuentra
estructurada por los vectores del espacio de Hilbert del sistema cudantico utilizado. De estos
espacios, el de dos niveles es de especial importancia, ya que forma la base minima para ha-
cer computacién cuantica. Este elemento minimo formara el equivalente cuantico al bit clasico,

denominado bit cuantico o qubit.

2.1. El qubit

El qubit o quantum bit es el elemento minimo de informacién cuantica y se define como
la superposicién coherente de los dos posibles estados |0) y |1). Para establecer mejor com-
prensién del qubit, se puede comparar con su contraparte clasica, el bit, el cual puede tomar
solamente los valores discretos 0 y 1. La representacion matematica del qubit como combina-

cion lineal de |0) y |1) es como sigue



W) = a|0) + B [1), (1)

sujeto a la condicién de normalizacion |a|? + |3|*> = 1, donde a y 3 son cantidades complejas,
cuyo médulo cuadrado, |a|? y | 3] representa la probabilidad de encontrar al sistema |0) y 1)
respectivamente.

Los estados |0) y |1) son la representacion de dos estados ortogonales de un sistema,
también denominada base computacional. Con esto, cualquier sistema con Unicamente dos
niveles permitiria implementar un qubit. Un sistema cuantico de dos niveles, es por lo tanto
suficiente, para describir un qubit. Se han hecho propuestas para hacer computacién cuantica
en sistemas de dos niveles muy diversos: fotones, iones atrapados, resonancia magnética
nuclear, puntos cuanticos, etc. (Cirac y Zoller, 1995; Cory, Price, y Havel, 1998; Laflamme,
Cory, Negrevergne, y Viola, 2001; Chiorescu et al., 2004; Loss y DiVincenzo, 1998; Hanson y
Burkard, 2007; Knill et al., 2001).

El qubit genérico se puede parametrizar geométricamente en una esfera de Bloch, como
la mostrada en la figura 1 mediante la relacion [¢) = e'7(cos 4 |0) + e sen § 1)), donde 6, ¢
y ¥ son nimeros reales, con una fase global ¢ irrelevante, por lo que un qubit genérico se

representa en la esfera efectivamente mediante

0 4 0
|) = COSi |0) + e sen 3 1) (2)

Figura 1: Esfera de Bloch
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2.2. Compuertas cuanticas

En la informacion cuantica, las operaciones se realizan mediante compuertas cuanticas,
las cuales producen como salida una transformacién unitaria de los elementos de entrada,
es decir, mapean un estado cuantico en otro. Las compuertas cuanticas representan el re-
sultado de un operador lineal de evolucién temporal, por lo que son necesarias en cualquier
descripcidn operativa de procesamiento de informacidén cuantica. La evolucion temporal de un
sistema cudntico cerrado se puede describir mediante un operador unitario U (Kaye, Laflam-
me, y Mosca, 2007), de tal forma que un estado inicial |¢);) evoluciona a un estado |¢») a

través de
W2> = U |¢1> . (3)

Tienen la caracteristica de ser reversibles y unitarias, por o que cumplen UTU = 1, donde
Ur=0U". Las compuertas cuanticas pueden obtenerse a través de los operadores de evolu-
cion de los sistemas cuanticos. Cuando estos operadores estdn contenidos en un espacio de
Hilbert 2-dimensional todas las transformaciones pueden obtenerse a través de una combina-
cion lineal de las matrices de Pauli (Nielsen y Chuang, 2000). Las compuertas dadas por las

matrices de Pauli se muestran a continuaciéon

10 0 1
I = s ox = s
01 10
(4)
0 —i 10
oy = , O, =
t 0 0 —1

Para ilustrar el efecto de las compuertas sobre cualquier estado, consideremos el qubit
|¥) = x]0) + y |1), la identidad deja al qubit sin cambios I |¢)) —= x |0) + y |1), la compuerta
X interambia las amplitudes de probabilidad de cada uno de los estados de la base del qubit
|Y) = x|0)+y |1), X |[¢) ==y |0)+x |1), la compuerta Y intercambia los coeficientes y agrega
una fase en la forma |¢)) = z|0) + y|1), Y |¢) —= —yi|0) + x|1), mientras que la Z agrega
una fase 7 al estado |1) en laforma Z |¢)) = = |0) —y |1). También representan rotaciones en el

eje correspondiente a la compuerta (Nielsen y Chuang, 2000). Las compuertas mostradas en
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(4) son también nombradas solamente como |,X,Y,Z de forma intercambiable en la literatura.
Otra compuerta importante en el estudio de QIP es la compuerta Hadamard, la cual genera
superposiciones de los estados |0) y |1) cuando es aplicada a s6lo uno de ellos. También se le
conoce como “la raiz cuadrada de X”, puesto que H |0) = %(\O> +)yHI|L) = %(m) —|1)).

La representacion de la compuerta Hadamard (H) es,

1 1
1 . (5)

o
V21

Las compuertas cuanticas que han sido descritas hasta ahora actian sobre espacios de
un qubit unicamente. No obstante, pueden actuar sobre espacios de dimensiones mayores.
Un sistema que describe a varios subsistemas en conjunto tendra espacio de dimension que
sera el producto de las dimensiones de los subespacios de cada subsistema. Es decir, para un
sistema compuesto por n subsistemas, su dimensién serd determinada mediante dim(#H) =
dim(Hy) x dim(Hs) X ... x dim(H,). Esto se obtiene a través del producto tensorial de los
espacios de Hilbert individuales H; ® Hs ® ... ® H,, de los espacios de estados H;, Hs
hasta H,, de cada uno de los subsistemas que lo componen (Nielsen y Chuang, 2000). Por
ejemplo, si el primer subsistema se encuentra en el estado [¢), el segundo en el estado |v»),
hasta el n-ésimo sistema en el estado |¢,,) entonces el estado del sistema combinado es,
Ur) = |11) ® [12) ® ... ® [thy).

Anélogamente, las compuertas para un qubit vistas anteriormente actuan sobre un subes-
pacio de dimension 2. Para reflejar el efecto de una compuerta de un solo qubit sobre un
subsistema compuesto por n-qubits, recurrimos nuevamente al producto tensorial. Sea Uy un
operador unitario que actua sobre el subsistema 2, para describir el efecto sobre el estado que

describe a todo el sistema utilizamos
DLW - LoUhL®...o I, |, (6)

de tal forma que la transformacion sélo afecta al subsistema de interés. Esta propiedad resulta
importante cuando se tiene un sistema multipartita y se realizan operaciones en sélo un sub-
sistema. Operaciones de este tipo se realizan en este trabajo para caracterizar las propiedades

de un sistema por el efecto de medirlo.
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Las compuertas {I, X, Y, Z} actian sobre espacios de un qubit y permiten realizar cual-
quier transformacion en la esfera de Bloch. Sin embargo, para realizar QIS se requiere también
de compuertas de dos qubits que sean capaces de transformar un qubit dada una condicién
de otro como la compuerta NOT controlada o CNOT. Esta compuerta, es un bloque impor-
tante en la construccién de una computadora cudntica ya que puede ser usada para generar
entrelazamiento y para desentralazar un estado previamente entrelazado (Nielsen y Chuang,
2000).

La compuerta CNOT tiene la representacién matricial en el espacio de dos qubits (|00) , |01)

como sigue

1 000

0100
CNOT = , (7)

0 001

0010
por lo que el efecto es equivalente a la compuerta X en un qubit cuando el otro qubit esta en

el estado |1).

2.3. Computacién cuantica éptica

Un &rea con gran avance en la busqueda de la realizacion de la computacién cuantica ha
sido la optica, pues como se ha mencionado antes, los fotones son menos afectados por la
decoherencia que los sistemas de cargas. El qubit 6ptico mas sencillo de visualizar es aquel
compuesto por los estados de polarizacién de la luz. Utilizando dos estados de polarizacion

mutuamente ortogonales es posible construir un qubit de la forma
|s) = s1]¢) +52[7), (8)

donde |«+») = |H) representa luz linealmente polarizada de forma horizontal y |}) = |V) ver-
tical. En el trabajo de Knill, Laflamme y Milburn (KLM) (Knill et al., 2001), se describen las
operaciones de computacién cuantica con elementos de éptica lineal. Presentan un esquema
donde utilizando unicamente divisores de haz, cambiadores de fase y fuentes de fotones indi-

viduales es posible realizar computacién cuantica universal. Evidentemente también pueden

,[10),]11))
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utilizarse los estados de polarizacion circular y en general cualesquiera dos estados lineal-
mente independientes. Un problema con los estados de polarizacidén de la luz es que estan
sujetos a pérdida de la polarizacién cuando viajan por medios birrefringentes. La mayoria de
las guias de onda presentan cierto grado de asimetria con lo que los indices de refraccién
efectivos para los estados de polarizacién son diferentes, provocando un acoplamiento entre
modos y, con ello, un intercambio de energia.

Una alternativa a la codificacién en polarizacion son las superposiciones de estados cohe-
rentes. Los estados coherentes son los estados de la luz que tienen la minima incertidumbre y
son considerados estados cuanticos desde que se pueden obtener con un laser convencional.
Los estados con minima incertidumbre A,A,, = /2 corresponden a los estados del vacio, |0)
(Glauber, 1963).

Una de las primeras propuestas para realizar computacion cudntica con estados coheren-
tes la encontramos en el trabajo de Jeong y colaboradores (Jeong y Kim, 2001), en donde
se considera a los estados |a) y |—«) como dos estados cuasi-ortogonales con los que es
posible formar un qubit, donde |«) es un estado coherente con nimero promedio de fotones
(n) = |a|?. Para esto, es necesario considerar el traslape (o |—a) = e~2*°, el cual decrece
exponencialmente con o, esto quiere decir que para valores de « lo suficientemente grandes,
el traslape es despreciable; por ejemplo, con a = 2 el traslape es solamente ~ 0,000335.
Con esta consideracion es posible definir un qubit con estados coherentes de fases opuestas

mediante
V) =z la) +y|-a), (9)

con z y y adecuadas para asegurar la normalizacion |{y [¢) |* = 1.

A través de (9) es posible establecer una representacion aproximada en la base compu-
tacional de manera directa como |¢)) ~ z |0) +y |1), en donde la aproximacién sera la igualdad
para a — oco. Con estas consideraciones Jeong y Kim establecen las condiciones para realizar
las diferentes rotaciones de un qubit o;, (i = {x,y, z}) a través de éptica lineal y no lineal bien
definidas, las cuales involucran divisores de haz, cambios de fase, efecto Kerr, entre otros.

No obstante, la compuerta CNOT, requerida para hacer computacion cuantica universal se
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obtiene a través del protocolo de teleportacion. Esto implica que es necesario tener un estado
entrelazado como recurso. En este caso, la dificultad que presenta la propuesta de KLM en la
preparacidén de estados de fotones individuales puros, radica en preparar estados entrelaza-
dos formados por estados coherentes con fases contrarias, asi como realizar las operaciones
a través de elementos no lineales. A pesar de esto, ellos encuentran que su propuesta re-
sulta robusta ante ineficiencias en el proceso de deteccién. Cabe destacar, que la compuerta
Hadamard con estados coherentes ha sido experimentalmente demostrada en el trabajo de
Tipsmark y colaboradores (Tipsmark et al., 2011).

Otra alternativa también en el &mbito de variables continuas es utilizar estados comprimi-
dos (Yonezawa y Furusawa, 2008). Particularmente en 2010, Neergaard-Nielsen y colabora-
dores demostraron experimentalmente la realizacién de un qubit formado por la superposicion

del vacio comprimido y estados de un fotén individual, definido de la forma

0(6,6) = cos () 80)10) + ¢sen () 0 1), (10)

donde S(r) es el operador de squeezing con r el pardmetro de compresién. Se daran mayores

detalles de los estados comprimidos en secciones subsecuentes.

2.4. Entrelazamiento y base de Bell

El entrelazamiento es una propiedad necesaria para realizar operaciones de procesamien-
to de informacioén cuantica y para obtener efectos no clasicos (Audretesch, 2007). En nuestro
trabajo resultara relevante puesto que buscamos realizar operaciones de informacién cuantica
y por lo tanto se requiere la base conceptual de entrelazamiento.

Para describir el entrelazamiento partiremos de la aproximacién mas simple: un sistema
bipartito puro formado por dos qubits. Sean los dos subsistemas a y b de dos niveles cada
uno, tal que el sistema conjunto esta descrito por la combinacién lineal de todos los estados
posibles,

19) 0, = 00 [00) + vy [01) + 0 [10) + a1 1]11) (11)

1
donde Y |a;;]* = 1, donde se ha usado la notacién compacta de la base computacional
{i.j}=0
|i7) = 11)q ©17),
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Cuando (11) no puede describirse como un producto tensorial de los estados del subsis-
tema ay b, es decir [¢) , # |¥), ® [1),, entonces se dice son no separables. Esta propiedad
inherente a los sistemas cuanticos es conocida como entrelazamiento. De forma mas general,
para sistemas no puros, el entrelazamiento es igualmente aplicable a sistemas mixtos descri-
tos por la matriz de densidad p,;. Estara entrelazado si y sélo si pu, # pa @ pp. Un sistema
mixto estara entrelazado si no puede representarse como una mezcla de estados puros que a

su vez puedan factorizarse (Hill y Wootters, 1997; Wootters, 2001).

2.4.1. Estados de Bell

Los estados de Bell, son aquellos estados de un sistema bipartito que tienen entrelaza-

miento maximo (Bell, 1964) y en la base computacional son de la forma

95) = 51001100, + 1), 11;) = —(100) + 1)), (122)
[F5) = 5100 0), = 11 1)) = —=(100) = 1), (125)
W) = 51001 11 + 1), 10)) = (100 +[10)) (120)
W) = 5100 1), = [, 10),) = Z=(01) = 10)) (12d)

En (12) los subindices representan a los qubits 7y 2 respectivamente. Es facil notar, que
estos estados no pueden expresarse como un producto de estados independientes que co-
rrespondan a cada subsistema. En cualquiera de los estados de (12), si uno de los qubits
es medido, obtendriamos de forma aleatoria |0) o |1) con igual probabilidad (1/2) en el qubit

complementario.

2.5. Matriz de densidad y estados mixtos

Los estados descritos hasta esta seccidn tanto en la base computacional como los de luz
han sido estados puros, los cuales pueden ser descritos a través de una funcién de onda |1)).

Sin embargo, en la realidad, los estados puros no son suficientes para modelar a los sistemas
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fisicos. Para estos sistemas, se utiliza la descripcion a través del formalismo de la matriz de
densidad (Audretesch, 2007), el cual permite caracterizar sistemas que se encuentran en una

mezcla estadistica 0 ensemble de estados |¢;), definido a través de

N N
p= Zpi |thi) (Wi] = Zpipi> (13)
i=1 i=1

que considera el ensemble dado por la combinacién lineal de p; = |v;) (¢;| con probabilidad
pi = Tr[p;p]. La matriz de densidad también puede servir para sistemas en un estado puro,
en cuyo caso N = 1 que es un caso particular para este formalismo. Algunas propiedades

importantes de la matriz de densidad se muestran a continuacion

m p es positiva en el sentido de que representa un espacio de probabilidades, las cuales

estan dadas por los elementos diagonales,
= Tr[p] = 1, que representa la suma de la probabilidad de los diferentes estados posibles,
= es idempotente para estados puros p* = p.

En nuestro trabajo seréa relevante modelar sistemas mixtos debido a que el procesamiento
de informacién se puede llevar a cabo en general en ambientes con ruido, lo cual no puede
describirse en un sistema puro. Asimismo la caracterizacion de recursos entrelazados y el es-
tablecimiento de protocolos de informacion implica realizar mediciones de distinta naturaleza,

las cuales se presentan a continuacion.

2.5.1. Proceso de medicion

EL proceso de medicién forma parte de los postulados de la mecénica cuantica y propor-
ciona las herramientas estadistias que describen la medicion, asi como las probabilidades
correspondientes a los distintos resultados posibles (Chuan, Wan-Ying, Qing, y Gui-Lu, 2010).
Para describir adecuadamente el proceso de medicion es necesario introducir los POVM (por
sus siglas en inglés Positive Operator-Valued Measure) que permite generalizar la medicién

para matrices de densidad.
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Los POVMs se definen mediante los elementos
Il,, = M M,,, (14)

donde M,, contiene los operadores de medicién. II,, es positivo, tal que > II, = Iy la
probabilidad de obtener el m-ésimo resultado al medir el sistema puro descrito por |¢)) es
p(m) = (|11, |¢). Es importante aclarar que son el conjunto de elementos descritos en (14)

los que determinan al POVM.

N
En el caso de un sistema mixto descrito por p = > p;p;, donde p; = |¢;) (W], pi = Tr[pps],

i=1
y la probabilidad de obtener el m-ésimo resultado se obtiene mediante p(m) = Tr[pll,,| =

Tr[>", piM,.pi M) que al realizar la traza resulta en p(m) = Tr[>_, pi (W] I, [¢:)] que final-

mente puede escribirse como
pm) = p(mli)p;, (15)
donde p(m|i) es la probabilidad condicional de obtener el resultado E,, dado que el sistema

se encuentra en el estado p;. Esto se expresa como
p(mli) = Tr[IL,p;]. (16)
De forma mas simple, con la definicién de la matriz de densidad (13)
p(m) = Tr[lp]. (17)
Con todo lo anterior, el valor esperado de un operador Ase puede calcular mediante

(A) = Z piTr[Ap;] = Tr[Ap). (18)

2.5.2. Mediciones selectivas

Una medicién selectiva implica que el sistema se queda en el estado m después de la

medicién con probabilidad p(m), es decir

’

1
p = Py = 1y plly,. (19)
p(m)

De (19) se puede inferir que una medicion selectiva produce un estado en una mezcla esta-

distica con los eigenestados que tengan el eigenvalor obtenido en la mediciéon. Entonces, si
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no hay degeneracion, se obtiene un sistema puro condicionado a la medicion obtenida en la
deteccién. Este concepto resulta de gran utilidad para protocolos de informacion basados en
post-seleccidn, es decir, cuando se requiere obtener un estado en particular o una medicion

explicita.

2.5.3. Mediciones no selectivas

En una medicion no selectiva no existe una identificacion o condicionamiento a un resultado
en particular. Para ilustrar esto consideremos que se realiza una medicion en el subsistema

p? de un sistema bipartito p*? a través del operador de medicion
4 = M2 917, (20)

con M2 = |c,) (c,| asumiendo que no hay degeneracion. El resultado de una medicién selec-
tiva es el mostrado en la ecuacion (19). Sin embargo, al no haber selectividad deben tomarse
en cuenta todos los resultados posibles sumando cada uno pesado con su probabilidad, lo

que se representa en la siguiente forma:

1L, p11,,
p = DTS = 3 Tl (21)

La no selectividad de las mediciones resulta en una matriz de densidad mixta como lo
muestra la ecuacién (21). En este trabajo se utilizan mediciones no selectivas para la prepa-

racion de estados entrelazados y no entrelazados.

2.6. No clasicidad de los estados

Definir si un estado es clasico o no clasico no es en general una tarea sencilla. Por un lado,
resulta natural considerar que los sistemas con entrelazamiento no nulo presenten caracteris-
ticas no clasicas, lo cual esta basado en la no separabilidad de los estados tal como se abordé
en secciones previas. Sin embargo, existen ciertos estados que a pesar de ser separables ex-
hiben comportamiento no clasico (Modi, Brodutch, Cable, Paterek, y Vedral, 2012), contrario a
lo que se creia anteriormente. Esto resulta de particular interés en QIP que utiliza estados mix-

tos en lugar de estados puros. En estos protocolos se ha demostrado que el comportamiento
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no clasico proviene del total de las correlaciones del sistema, para las que el entrelazamiento

es solo un subconjunto del total de las correlaciones (Dakic et al., 2012).

Es en los trabajos seminales de varios grupos de investigacion a inicios de la década de
los afios 2000 (Henderson y Vedral, 2001; Ollivier y Zurek, 2001) cuando surgen los primeros
indicios sobre que el entrelazamiento no es el Unico recurso para la computacién cuantica, y
por lo tanto, no toma en cuenta todas las correlaciones posibles. De esto surge, la discordia
cuantica (QD - quantum discord), cuyo fundamento esta en restar las correlaciones clasicas
obtenidas a través de mediciones no selectivas al monto total de las correlaciones de un

estado, de tal forma que lo Unico que nos queda sean las correlaciones cuanticas.

La definicion del QD lo coloca en mayor jerarquia en la cuantificacion de las correlaciones,
pues es éste el que toma en cuenta todas las correlaciones no clasicas. A su vez, esto implica,
que el entrelazamiento es sélo una de las medidas de correlacidén no cldsicas que existen. A
partir del QD surgen diversos estimadores, de los que se abordaran algunos con mayor detalle

que resultan de interés para caracterizar los estados de luz que se modelan en este trabajo.

En nuestro trabajo proponemos la utilizacién de estados entrelazados hibridos de variable
continua, a los que se requiere evaluar sus caracteristicas no clasicas para distinguir su utilidad
en procesamiento de informacion. Es por esto que se introducen indicadores y medidores de
no clasicidad basados en las correlaciones de los sistemas, como se muestra en las préximas

subsecciones.

2.6.1. Caracterizacion del entrelazamiento

También es conocido como el problema de la separabilidad (Horodecki, Horodecki, Ho-
rodecki, y Horodecki, 2009) y se encuentra ampliamente estudiado para sistemas bipartitos.
Considerando el estado puro compartido entre Alice y Bob de la forma [v) = > .. ci; [i) |5), es
posible escribirlo en la base bi-ortogonal de Schmidt (Schmidt, s.f.; Audretesch, 2007; Ekert y

Knight, 1995) como sigue:

n

D) = cilof) @147) (22)

i=1
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donde |¢;4(B)> son estados ortonormales correspondientes a los subsistemas A y B. Una me-
trica adecuada para el entrelazamiento, tal como se menciona en (Streltsov, 2015) debe reunir

dos requisitos
® no se incrementa bajo la accion de operaciones locales y comunicacion clasica,
= se anula para estados separables.

Wooters demostr6 que para el estado (22) la entropia de Von Neumann para cualquiera de los

subsistemas
E(®) = S(p*P) = =Y cllog, e, (23)

cumple con las caracteristicas de la métrica en el caso puro. No obstante, esto no es necesa-
riamente cierto si se considera un estado mixto. Si el estado mixto p se expresa a través de su

descomposicion en los estados |®;) de la forma,

N
p=> p;j|®;) (5], (24)
j=1

el entrelazamiento de p, tal como se define en (23) sera dependiente de la descomposicion es-
cogida, y es necesario encontrar aquella descomposicion que minimiza dicha funcién. De esto,
surge la idea del entrelazamiento de formacion(Bennett, Bernstein, Popescu, y Schumacher,

1996; J. Lee y Nha, 2013; Wootters, 2001)
Ep(p) = inf Y " p,E(2;). (25)
J

La caracterizacion del entrelezamiento como en la ecuacion (25) si bien es en general no
trivial, Wootters en 1997 obtuvo una expresidn para el caso de un par de qubits (Hill y Wootters,

1997) de la forma

1+vV1-0C?
E(C)="h (%) ; (26)
donde h(z) = —xlog,z — (1 — x)log,(1 — x). En esta ecuacién, C' es un nuevo parametro

denominado Concurrencia. Se puede observar que E(C) tiene un comportamiento monétono
para 0 < C' < 1, por lo que C puede utilizarse como una medida del entrelazamiento por si

misma, la cual es de hecho la métrica mas utilizada para un par de qubits.
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La concurrencia para una matriz de dos qubits mixta se obtiene mediante
C(p) == mzix{O, )\1 - )\2 - )\3 - )\4}, (27)

donde ); son los eigenvalores en orden decreciente para la matriz auxiliar pp, con p = (o, ®
o,)p*(o,®0,).* denota el complejo conjugado de cada elemento de matriz y o, es el operador
de inversion temporal de spin a través de la matriz Y de Pauli. Para sistemas puros expresados
por una funcién de onda en la base computacional de la forma |¢) = a |00) + b|01) + ¢ |10) +
d |11), es facil demostrar que C'(¢) = 2|ad — be|. Se puede contextualizar este célculo con los
estados de Bell mostrados en la ecuacién (12) que todos tienen concurrencia C' = 1y por lo

tanto son estados maximamente entrelazados.

2.6.2. Discordia cuantica

La discordia cuantica (QD - quantum discord) toma en consideracion el total de las corre-
laciones que no pueden explicarse clasicamente en un sistema, y ha sido identificado como la
primera medida de las correlaciones cuanticas ademas del entrelazamiento (Streltsov, 2015).

Antes de definir el quantum discord es necesario describir la definicién de informaciéon mu-
tua, las cuales involucran la entropia de Shannon. La entropia de Shannon cuantifica el grado
de desconocimiento de una variable utilizada para codificar informacion (Cover y Thomas,
2005). Clasicamente, la information mutua (Ml - mutual information) de un sistema bipartito
descrito cada uno por variables aleatorias, permite cuantificar el grado de independencia mu-
tua entre las variables. Es decir, cuantifica el monto de informaciéon que se puede inferir de
una variable conociendo la otra. La informacién mutua puede definirse para sistemas clasi-
cos mediante dos formas equivalentes (Cover y Thomas, 2005; Modi, Paterek, Son, Vedral, y

Williamson, 2010)

HX:Y)=HX)+HY)-H(X,Y), (28a)

Y,
J(X:Y)=H(X)—-H(XIY). (28Db)
Donde H(X) = —__ p,log, p. es la entropia clasica de Shannon para la variable X, donde

p. €s la probabilidad de que la variable X tome el valor z, H(X,Y') es la entropia conjunta
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S(A) S(B)

Figura 2: Entropias de un sistema bipartito

para las dos variables y H(X|Y') es la entropia condicional definida mediante H(X|Y) =
>, pyH(Xly), es decir, es la entropia de la variable X dado que se obtuvo el valor y en la
variable Y. A través del teorema de Bayes se puede demostrar que H(X|Y) = H(X,Y) —
H(Y), por lo que las dos expresiones (28) son equivalentes.

De forma analoga a los sistemas clasicos se puede definir la informacién mutua como se

ilustra en la figura 2 a través de
Z(p*) = S(p™) + S(p®) = S ("), (29)

donde ahora S representa la entropia de Von Neumann. pAZ es la matriz de densidad del

sistema completo y p*(?) las matrices reducidas de cada subsistema que se obtienen mediante

A(B) AB]_

pE = Trpwlp

Las cantidades I y J no son més equivalentes cuando se consideran sistemas cudanticos.
La diferencia entre I y J surge de la dificultad de definir el equivalente de J para sistemas
cuanticos, esto debido al término condicional. Pues la entropia condicional cuantica implica
realizar una medicion en uno de los subsistemas para asi ganar informacién sobre el otro.

Con esto, se puede definir la entropia condicional de A, dado que se ha medido B (Ollivier y

Zurek, 2001) mediante

S(p) (AIB) = 3" mS(o0). (30)

donde ITZ son los elementos del POVM de medicion sobre el sistema B, tal como se definieron

en secciones previas. De esta manera, se puede obtener J como

Ja(A|B) = S(p*) = S(pjs)(A|B). (31)
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Cabe destacar, que se ha nombrado J., en (31) puesto que esta entropia condicional esta
relacionada con las correlaciones que surgen de forma clasica, puesto que son las que estan
relacionadas con una medicién y con sus posibles resultados que son de naturaleza clasica.
Sin embargo, J.; depende de los elementos del POVM seleccionados, por lo que obtener el
discord, implica buscar los elementos que maximicen (31) dado que indican la correlacion
clasica maxima del sistema. De ahi se desprende que la definicién del QD, considerando que

las mediciones se realizan en el sistema B incluya una optimizacién como sigue
Dp(p"?) = Z(p"") — méx Ju(A|B). (32)

El QD mostrado en (32) se denomina discord de B a A y no es necesariamente simétrico para

el caso contrario. Finalmente, la expresién en (32) se puede escribir como

Dp(p*?) = S(p") = S(p™*?) + min[S(pj1s) (A| B)]. (33)

{IL:}
Es importante hacer la aclaracion que el QD es equivalente al entrelazamiento en sistemas

puros (Modi et al., 2012).

2.6.3. Estimadores de las correlaciones no clasicas

En la seccion anterior se vio la definicion formal del QD. No obstante, esta definicién como
depende de las mediciones realizadas en uno de los subsistemas resulta en general muy
complicada cuando la dimensionalidad del sistema sobre el que se realiza la medicion es
mayor a 2, debido a que los elementos de los POVMs involucrados al medir un sistema de
dimensién n tendran en general n? — 1 parametros libres que deberan ser optimizados con el
fin de maximizar las correlaciones clasicas que pueden ser obtenidas.

Un estimador de correlaciones no clasicas, siguiendo el trabajo de Brodutch y Modi (Brodutch,

A., Modi, 2012) debe reunir las siguientes caracteristicas necesariamente:
m |os estados factorizables y los clasicos no tienen correlaciones cuanticas,
= |as correlaciones son invariantes ante transformaciones unitarias locales vy,

m todas las correlaciones son no negativas.
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Con estas caracteristicas, se introducen dos mediciones basadas en las perturbaciones que
induce una medicién simultdnea en los dos subsistemas, la perturbacién inducida por la me-
dicién (MID - measurement induced disturbance) y su version MID optimizada (AMID - ame-
liorated MID).

El MID se basa en la diferencia entre la informacién mutua existente en el sistema original
y la informacion mututa dado que el sistema fue medido de manera simultdnea en ambas

partes. Esto se puede definir mediante
MID = I(p"?) — 1(p"?), (34)

donde p4”’ representa el sistema posterior a la medicién como p*%' = Zm’ pi,;j11, ®1I,. Donde
IT; representa los POVMs.

La version optimizada de (34) es simplemente aquella que resulta cuando cuando las co-
rrelaciones clasicas son maximas para cualquier POVM, lo que se traduce en la definicién del
AMID

A=1(p"8) - max I(p*F). 35
(r™?) amax (r™) (35)

2.7. Fundamentos cuanticos de la luz

En esta seccion se describiran los fundamentos de la teoria cuantica de la luz que son
necesarios para el tratamiento de los estados coherentes con fotones agregados que se uti-
lizaran a lo largo de este trabajo. Asimismo se describiran algunas propiedades de dichos
estados, transformaciones lineales, deteccién y generacion. Explicaciones mas detalladas se
pueden encontrar en casi cualquier libro en la materia, por ejemplo (Leonhardt, 1997; Scully y

Zubairy, 2008).

2.7.1. Cuantizacion de la luz y fotones individuales

En el presente trabajo se estudian las propiedades de estados hibridos entre variable dis-
creta y variable continua. Sin embargo, antes de describir cualquiera de estos estados, es
necesario cuantizar el campo electromagnético, para el que la minima unidad de energia es

el foton.
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Esto nos regresa sin embargo a un punto mas fundamental, ¢ qué es un fotén? Para respo-
ner a esto consideremos a la luz como una onda electromagnética que se encuentra confinada
en una cavidad; luego, las soluciones a las ecuaciones de Maxwell dentro de la cavidad impo-
nen como condiciones de frontera que el campo se anule en los extremos de la cavidad, esto
implica que existen sélo ciertos modos longitudinales permitidos, los que a su vez cumplen con
ser un multiplo entero de la longitud de onda del campo a lo largo del recorrido que realice. De
esto resulta que la energia de cada uno de estos modos esta cuantizada (Loudon, 2003) y es
de la forma

E, = (n+1/2)hw. (36)

Esto implica que los modos radiativos de la cavidad estan restringidos a cantidades de
energia discretas. A partir de la naturaleza discreta de los modos radiativos pueden definirse
los operadores de creacién y aniquilacion de fotones (0 modos radiativos) como aquellos que

incrementan o decrecen un nivel en la energia dada por (36). Los cuales estan definidos

mediante
al ), =vn+1|n+1),, (37a)
Y,
ai|n); =vnin—1),. (37b)

De (37) se observa que si el operador de creacion actla sobre el vacio a' |0) se creara
un estado de un fotén individual |1), y el proceso contrario cuando se aplica el operador de
destruccion al estado de un fotén. Asimismo si el operador de destruccién es aplicado al vacio
se cumple a |0) = 0.

El campo radiativo es cuantizado utilizando los operadores de creacion y aniquilacién pre-
sentes en el oscilador armonico, a y a'f, con la condicién de conmutacion bosénica [a,al] = 1
como:

H = hw(a'a + %) (38)

Con el campo eléctrico representado por:

Ee, (7,1) = Eolae @7 4 alelrk0), (39)
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donde ¢, representa la direccién de propagacién del modo observado.

2.7.2. Cuadraturas del campo

Los operadores de creacién y aniquilacién no son operadores observables, por eso, es

conveniente definirlos en términos de observables fisicas denominadas cuadraturas del campo

como:
A (402)
Y
=109 (40b)

las cuales representan las partes real e imaginaria respectivamente de la amplitud compleja
del campo eléctrico monomodal. Tienen la relacién de conmutacion [, p] = 2. Lo que permite

escribir el campo eléctrico mediante
B, (7, t) = l(w)é[geos(wt — k - 7) + psen(wt — k - 7)), (41)

donde /(w) es alguna funcién de la frecuencia.

En general, las cuadraturas contenidas en (40) se pueden escribir como

~

X, = (aTe" + ae™), (42)
conloque ¢ = X, yp= Xﬂ/g, son una cuadratura para una fase ¢ particular.

2.7.3. Estados coherentes y comprimidos

Un estado de gran importancia es el estado coherente, el cual es un estado clasico y
describe la luz laser. Los estados coherentes son eigenestados del operador de aniquilacion
ala) = a|a). Los estados coherentes expandidos sobre la base de nimero tienen la repre-

sentacion:

kN~ O
o) = e ;0 - (43)
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Es posible expresar los estados coherentes en términos del estado vacio |0) con la aplica-
cion de un desplazamiento en el plano de fase por una cantidad compleja « aplicado por el
operador de desplazamiento:

|a) =D(a) |0), (44)
donde 75(04) = exp(aa’—a*a), del que resulta importante su efecto sobre los operadores como
Di()aD(a) = a+ay Di(a)alD(a) = a+ . Los estados coherentes tienen la caracteristica
de ser de minima incertidumbre:

1

AGAp = AXAX; o = 7 (45)

y la incertidumbre de sus cuadraturas es igual. Estos estados se han utilizado en diversos am-
bitos de las comunicaciones, entre ellos protocolos para QKD (Mendieta, Arvizu Mondragén,
Muraoka, Gallion, y Sanchez, 2009; Xu, Arvizu Mondragén, Gallion, y Mendieta, 2009) donde
la informacién se codifica en las fases de las cuadraturas.

Los estados de luz pueden graficarse en el plano complejo con ayuda de las definiciones
para las cuadraturas (40). En la figura 3 se muestra la representacion para un estado coherente
|ov), basta con obtener los valores esperados y las varianzas de X, X,/ y N (Caves, 1981),
los cuales son (Xo + i X, 2) = o, AXgAX, 5 =1/2, (N) = |a]* y AN = |a|. Podemos notar
que un estado coherente se puede graficar en un plano de amplitudes complejas con X y
X2 como los ejes, centrado en un circulo de error que tiene la expresion X + Xﬁ/Q = |a?
que denota el circulo de radio a centrado en el origen. Después las incertidumbres de las
cuadraturas son empleadas para dibujar el circulo que define al estado coherente.

Se puede reducir la variacion de una de las cuadraturas a costa de incrementarla en la otra.
Dichos estados reciben el nombre de estados comprimidos (squeezed states). En ellos, una de
las cuadraturas tiene una varianza menor al ruido cuantico. Si el producto de las desviaciones
estandar de cada cuadratura se mantiene como el minimo, entonces tendriamos un estado
idealmente comprimido, aunque en la practica esto no sucede. Tedricamente la accién de

compresién se obtiene de aplicar el operador squeezing:

A

5(¢) = eaply (a2 — )], (46)
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Figura 3: Deteccién homodina balanceada

donde ¢ = re’® es el pardmetro de squeezing que establece como cambian las incertidumbres

a través de r en la direccion ¢, el cual cumple la propiedad

A

ST(¢) = 87H¢) = S(=¢). (47)

El efecto del operador de compresion sobre los operadores de creacidn y aniquilacién es como
sigue:
ST(O)aS(¢) = acosh(r) — a'esinh(r)
Y, (48)
ST()at84¢) = afcosh(r) — aesinh(r).
Para apreciar el efecto de este operador sobre las cuadraturas del campo, se observa su
efecto:

SHO(@ +ip)S(C) = e"d + eip, (49)

donde ¢’ y ¢’ son las cuadraturas del campo rotadas por un angulo ¢/2, de la forma:
q +ip = (q+ip)e . (50)

Se ve claramente que la incertidumbre de las cuadraturas es modificada por el factor e*".
Estos estados, al ser estados coherentes comprimidos, se pueden expresar en términos del

estado vacio como:

o, ¢) = 5(¢)D(a) |0) (51)
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Figura 4: Representacién de diferentes estados comprimidos. En (a)-(b) estados comprimidos

en cuadratura. En (c) un estado de Fock. en (d) un estado comprimido en niumero de fotones.

La visualizacién del efecto del squeezing sobre algunos estados se muestra en la figura
4. En las figuras 4(a) y 4(b) se muestra un estado comprimido en cuadratura, esto se pue-
de notar en que la varianza de cuadratura es menor en una direccién a la correspondiente
para el estado coherente. La obtencién de los contornos mostrados en 4(a)-(b) se realiza de
forma equivalente que para el caso coherente, es decir se calculan los valores esperados y
las varianzas pero ahora de las cuadraturas rotadas las varianzas de ¢/,p’ y N tal como se
definieron en la ecuacién (50),en (a) ¢ = 0y en (b) ¢/2 = 7/2. A manera de referencia, en las
figuras 4(c)-(d) se muestran estados comprimidos en niumero, es decir que tienen un nimero
promedio de fotones mas definido a costa de tener una mayor incertidumbre en la fase. Por
un lado en 4(c) se muestra un estado de Fock y en 4(d) un estado comprimido entre Fock y

coherente.
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a
Figura 5: Divisor de haz

2.7.4. Divisor de haz

Un divisor de haz (BS - beamspilitter) es un elemento 6ptico que divide un rayo de luz inci-
dente en dos con una proporcidn establecida que debe conservar energia. La transformacién
que ejerce el BS debe ser reversible y unitaria. La figura 5 muestra un divisor de haz compues-
to por las entradas a; y a, y las salidas by y by. En este trabajo resulta de gran importancia el
efecto que tiene el BS sobre los campos de entrada ya que sera utilizado para preparar es-
tados entrelazados a partir de estados de fotones individuales y estados coherentes. Ademas
es parte fundamental de la deteccion homodina, la cual es un método de medicién de campos
opticos que se utilizara para modelar estimadores de correlaciones cuanticas.

El BS realiza la transformacion (Campos, Saleh, y Teich, 1989) de forma general
Ugs(0) = exp <9(dTl;ei¢ - dlA)Te_i‘b)) : (52)

la que si se aplica sobre los operadores para obtener su efecto arroja la forma matricial si-

guiente
A
Ugps(0) | | Uss(9)
by
(53)
t 7“6i¢ dl
—re it Qo 7

donde ¢ es la diferencia de fase entre los rayos reflejados y transmitidos, t = cos(0) y r =
sen(f), son los coeficientes de transmisién y reflexion de los campos incidentes en el BS. En

(53) se observa que se pueden tener BS que realicen distintas transformaciones, dados {6, ¢}.
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Campos et al. (1989) determinaron que la representacién mas simple del BS es aquella que
no agrega fase a los campos de entrada, es decir, ¢ = (0. Es a esta transformaciéon aunado a
la condicién 50/50, es decir # = w/4 a la que se recurre mas ampliamente en este trabajo por

sencillez, la cual transforma los operadores como sigue

81 = —\}_ (&1 + dg), (543.)
—(—ay + ag).
? \/§ ! ?

Estas transformaciones son suficientes para generar estados entrelazados partiendo inclu-
so de estados previamente no entrelazados so6lo con un BS (Kim et al., 2002; Qing-Ping et al.,

2004).

2.7.5. Deteccion homodina

La deteccidn de la luz en términos del niumero de fotones es relativamente sencilla, pues
esta relacionada con la intensidad. No obstante, no permite recuperar informacion sobre las
fases del campo, informacidén que es relavante para conocer las propiedades de los estados
cuanticos de la luz involucrados. Se pueden conocer estas propiedades indirectamente a tra-
vés de las cuadraturas del campo. La deteccién de la cuadraturas se puede hacer a través de
la deteccién homodina.

El esquema de la deteccién homodina balanceada se muestra en la figura 6. La deteccion
consiste en la mezcla de un campo débil a, por detectar y un campo intenso a; conocido de-
nominado oscilador local (LO - local oscillator) donde se observa el resultado que se obtiene
a través de la resta de las fotocorrientes de los detectores mostrados. Dichos detectores son
sensibles al nimero promedio de fotones incidentes en la forma (ald,) y (alds) respectiva-

mente. La diferencia de las fotocorrientes sera proporcional a H = (akds) — (alds) el cual se

puede demostrar, utilizando el efecto del BS como se muestra en la ecuacioén siguiente

dg(&)) \/T Z\/ﬁ do((ﬂ)
dg(w) Z\/E \/T dl(w)
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a2

e
Figura 6: Deteccion homodina balanceada

En el caso de un divisor 50/50, donde T = R = 1/2, H = —i(a}a; — alao) (Scully y Zubairy,
2008), el cual considerando el campo del modo a; como clasico y muy intenso, permite hacer

la sustitucion a; = |3|e’”, y produce el resultado

(H) = =81l (X (¢ +7/2)), (56)

donde X(¢)) = Xy, = %(aoe""i’l + aje’). Este resultado tiene repercusiones importantes,
pues solo aparecen los términos relacionados con la interferencia del LO y la sefal, por lo
que es posible obtener informacién de la fase de los campos a través de esta medicidén. Adi-
cionalmente, es importante notar que al ser un proceso interferométrico, no es necesaria la

sensibilidad al nivel de fotones individuales, sino mas bien detecciones de corrientes clasicas.

2.7.6. Estados coherentes con fotones agregados

Los estados coherentes con m fotones agregados (PACS - photon added coherent states)
son el resultado de m excitaciones individuales del proceso de amplificacion paramétrico de
la luz. Los estados resultantes se encuentran en medio de los estados puramente cuanticos
(de Fock) y los puramente clasicos (coherentes) por lo que han permitido estudiar la transicion

entre ambos mundos (Zavatta et al., 2004).
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Los SPACS fueron primeramente introducidos por Agarwal y Tara (Agarwal y Tara, 1991)

y se forman al aplicar a'™ sobre un estado coherente, por lo que pueden definirse mediante

afm

= Qafamamfayy

(57)

Estos estados, han resultado interesantes para estudiar las transiciones entre el mundo
cuantico de estados de Fock o fotones individuales y el mundo macroscépico de los estados
coherentes (Zavatta et al., 2004). Esto puede verse en la ecuacion (57), de tal forma que si
|a] — 0 el estado que se tiene es un estado de Fock y cuando |a| — oo el estado es para fines
practicos un estado coherente. A manera de introduccién se muestran algunas propiedades
de estos estados. En genearal el traslape de dos estados con fotones agregados es no nulo y

estd mediado por el término

< | PP Tn|6>_6 (lel>+181%) /QZ 5m nm+2) . (58)

z+m—n)'

La demostracion de (58) se desarrolla en el capitulo 3. De esta expresién es facil notar que el
traslape es cero para uno de los estados con amplitud nula y maximo cuando las amplitudes
de cada estado son grandes.

Las propiedades no clésicas de los PACS fueron ampliamente estudiadas por Agarwal y
Tara (Agarwal y Tara, 1991), ellos mostraron que la varianza de cuadratura que esta relacio-
nada con el squeezing depende tanto de a como del numero de fotones agregados m. Un
parametro importante para conocer las caracteristicas no clasicas de los PACS es el para-
metro de Mandel () (Mandel, 1979) que permite conocer las caracteristicas estadisticas de
un estado. Para () = 1 se tiene estadistica Poissoniana, para ) > 1 la estadistica es super
Poissoniana, en estos dos casos los estados siguen estadistica clasica. Para () < 1 los esta-
dos tienen estadistica sub Poissoniana, lo cua es una sefnal de su caracteristica no clasica, al
estar relacionada con el anti bunching, es decir que la probabilidad de encontrar un niumero
fijo de fotones en una ventana temporal bien establecida es mayor comparada con los campos
clasicos. En otras palabras, los estados denominados cuanticos bajo esta definicién presentan

una menor fluctuacién en el numero de fotones. Este parametro se calcula mediante

Qla,m) = <(M)Z&?d§m 3 (59)
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Figura 7: Q(«, m) para el estado |, m) dependiente de «, con m fijo.

En la figura 7 se muestra el parametro de Mandel dependiente de « para distintos valores
de m. Se puede observar que para el estado coherente (m = 0) se tiene () = 1, es decir una
estadistica de Poisson, mientras que para valores diferentes de m se tiene un parametro ()
que se incrementa conforme |«/| crece, por lo que es posible ver la transicién de un estado

cuantico a uno clasico variando «.

Si bien los PACS en general presentan caracteristicas interesantes, los que estan formados
por unicamente un fotdbn agregado denominados SPACS (single PACS) son mas sencillos de
realizar experimentalmente, ya que soélo requieren una excitacion individual en el proceso de
amplificacion paramétrica (Zavatta et al., 2004). Son las propiedades de los SPACS las que se
estudian con mas detalle en este trabajo y cuyas superposiciones se proponen para realizar

teleportacion.

Las caracteristicas de los SPACS se pueden apreciar a través de su representacion con
la funcién de quasi-probabilidad de Wigner. La funcién de Wigner esta definida mediante

(Leonhardt, 1997)

o0

W) = 5= [ ¥ ta—&/20ila+ €/2) de. (60)

La funcién (60) se denomina de quasi-probabilidad porque no es bien comportada, es decir,
que si bien es una funcién real, W (q, p) puede tomar valores negativos. De hecho las nega-
tividades en la funcion de Wigner se asocian con estados no clasicos (Litkenhaus y Barnett,

1995; Kenfack y Yczkowski, 2004).

Para ilustrar las caracteristicas no clésicas de los SPACS se obtiene la funcién de Wigner
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del estado |a, 1) a través de (60) como sigue

21 =28 = o) g ap
WO = ey

; (61)

donde § = X + iX, /. En la figura 8 se muestra la funcién de Wigner para el estado SPACS
|, 1) para diferentes valores de o en (a) & = 0 que es equivalente al estado de Fock |1), (b)
a = 0,5 donde puede apreciarse un estado intermedio entre Fock y Coherente, (c) « = 2 ya
no se observan negatividades en la funcién de Wigner, pero el estado no se ve perfectamente
simétrico, (d) a = 20 la funcién de Wigner se ve practicamente como la correspondiente a
un estado coherente. En las figuras 8(a)-(b) existe una region negativa, este mal comporta-
miento de la funcién de distribucién es considerado una sefnal de su no clasicidad (Kenfack y
Yczkowski, 2004), asimismo, esta negatividad depende de |a| y conforme « aumenta, la no
clasicidad de estos estados disminuye. En resumen, al incrementar o desde cero es posible
ver la transicion cuantica-clasica.

Una caracteristica interesante de los SPACS es su grado de squeezing o compresion,

— lel@+]a]?) cos(¢)

el cual puede calcularse de manera directa evaluando (X) THaP

con lo que se

obtiene su varianza (Zavatta et al., 2004; Agarwal y Tara, 1991)

11— |af*cos(2¢)
AX¢— Z—l— 2(1+|a|2) . (62)

La varianza de cuadratura para los SPACS mostrada en (62) muestra que las menores varian-

zas se obtienen con ¢ = 0. En la figura 9 se muestra la varianza de cuadratura AX(,% para
SPACS dependiente de . En la figura se muestra AX? y AXﬁ/z, con la linea punteada negra
a AX(?j = 1/4 que es la varianza cuadrada esperada para un estado coherente. Se puede
observar que AX¢Z cruza la linea AX? = 1/4 en aproximadamente o ~ 0,9; sin embargo, al
incrementar el valor de « la varianza vuelve a incrementar y tiende asintéticamente al valor

clasico.

2.7.7. Fuentes de fotones individuales

Tanto la computacién, como la criptografia cuantica, estdn basadas en el uso de estados
de Fock individuales. Debido a la dificultad para lograr dichos estados, se utilizan generalmen-

te, pulsos laseres débiles, emisores cuanticos o pares de fotones entrelazados, entre otros
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A N ,
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Figura 8: Funcién de Wigner para el estado SPACS |a, 1) para diferentes valores de a. (a)
a=0,((b)a=0)5,(c)a=2,(d)a=20.

(Lounis y Orrit, 2005; Takeuchi, 2014). Entre las distintas fuentes de fotones individuales dis-
ponibles, sobresalen las basadas en parejas de fotones entrelazados, que se utilizan para
anunciar la presencia de un fotén individual de forma indirecta por deteccién del foton comple-
mentario. De hecho los estados anunciados de fotones individuales (HSPS - heralded single
photon sources) son considerados los mas adecuados para las aplicaciones de informacion
cuantica dado el nivel de pureza que se puede alcanzar con este tipo de fuentes (Takeuchi,

2014).

En esta seccién se describe a grandes rasgos el proceso del anunciamiento de fotones
provenientes de un par entrelazado. Para la descripcion se utilizara la mezcla de cuatro ondas
en el régimen espontaneo (SFWM - spontaneous four wave mixing), efecto no lineal de tercer
orden y®, cuyos conceptos fundamentales son igualmente aplicables al segundo orden y®

(Agrawal y Agrawal, 2013). Se hace la descripcion en y®) dado que como parte final de este
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Figura 9: Varianza de cuadratura para SPACS AXg dependiente de a. Se muestra AX?Z,

AXﬁ/Q. La linea punteada negra es la varianza de un estado coherente.

trabajo se propone una aplicacion utilizando estados provenientes del SFWM.

El proceso no lineal de tercer orden tiene lugar al interactuar en general dos bombeos
intensos P, y P2 en un medio con susceptibilidad y®. El cual se puede describir, en el caso
monomodo como la creacion de dos fotones en los modos denominados sefial y acompanante
al'y dj dada la destruccion simultadnea de un fotén del bombeo P, y otro P, (Garay-Palmett et
al., 2007). Donde el estado de dos fotones se puede describir a través de una funcién de onda

de la forma,

) = (00,100 + [ [ dendio Gl ) 1) L) (63
donde la funcién G(ws,w;) retne informacién del proceso de generacién: la conservacion de
momento y energia, las caracteristicas del bombeo, mientras « reune las caracteristicas fisi-
cas del medio no lineal con lo que esta relacionada con la eficiencia de generacion. Si bien
se proporcionan mayores detalles en el capitulo 6, para la descripcion del anunciamiento de
fotones basta con mantener a G(ws, w;) como una funcién genérica.

El anunciamiento surge por la deteccion de un fotén en uno de los modos, lo que se puede

describir a través del observable (Christ, Fedrizzi, Hibel, Jennewein, y Silberhorn, 2013)
o= [ dwl0.) (o), (642)

= /dwn\1w> (1], (64b)
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donde |n,) implica el estado con n fotones a la frecuencia w. De este modo, utilizando el
formalismo de la matriz de densidad, el estado conjunto por sefial y acompafante es de la
forma p* = |¥) (¥|. Por lo que el estado posterior al anunciamiento hasta una constante de

normalizacion, queda descrito mediante

ps = Tr[mp™ 7). (65)
Por lo que, en general el estado anunciado sera de una mezcla estadistica de fotones indi-
viduales con caracteristicas espectrales distintas dadas por la forma de la funciéon G(ws, w;).
De aqui que mucho trabajo se ha desarrollado en la busqueda de estados factorizables en los
que la funcién G(ws, w;) se puede escribir como un producto de funciones que s6lo dependan
de w; ¥ w; en la forma G (ws) x Go(w;). Pues en el caso perfectamente separable, el estado

anunciado es de pureza maxima (Mosley, Lundeen, Smith, Wasylczyk, et al., 2008; Vicent et

al., 2010; Mosley, Lundeen, Smith, y Walmsley, 2008).

2.7.8. Tratamiento multimodal cuantico de la luz

Es importante destacar que los estados contenidos en (37) consideran un caso monocro-
matico en donde existe un sélo modo y una sola polarizacién. En general, esto no es asi, sino
que se tienen muchos modos distintos, en general con diferente polarizacion, y los operadores

actuan sobre los operadores de los modos correspondientes de la forma

dkL ‘nkL> = TNk, ‘nkL - 1> ) (663.)
af, Inie) = Vg + 1 e, + 1), (66b)

donde « = {1, 2} representa los modos de polarizaciéon para cada modo k.

En el desarrollo de la presente tesis estaremos mas interesados en las propiedades es-
pectrales de la luz. Si bien (66) representa los estados de luz de forma general, resulta mas
sencillo explorar el caso de propagacién colineal y con un sélo modo de polarizacion sin perder
generalidad en el tratamiento. Con lo que las relaciones de conmutacion en el espacio k son

simplemente una delta de Kronecker [ay, &L] = Ok, Y €quivalentemente en frecuencia

5k,k’ — Aw5(w — w'), (67)
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dado el espaciamiento entre modos en una dimensién como Aw = 27¢/L. A partir de esto, es

posible definir un operador de un fotén ahora con una frecuencia bien definida
1) = a'(w) |0}, (68)

con la condicién de ortogonalidad (1, [1,/) = §(w — w').

Los paquetes de onda fotdnicos resultan de mayor interés para la caracterizacién de es-
tados con un ancho espectral determinado, y resultaran utiles para el entendimiento de las
propiedades interferométricas de los SPACS. El operador de creacién de un paquete de onda

de un sélo fotdn se define mediante

if = [ dug(w)il @) (69)
donde &(w) es una funcion espectral normalizada que cumple [ dw|¢(w)|* = 1.
De forma analoga el tratamiento multimodal de los paquetes foténicos se extiende a los

estados continuos, por ejemplo en los estados coherentes puede encontrarse como

[{a}) = exp (af, — aa) |0). (70)

En (70) se ha utilizado la misma descripcién que en (69) para describir a los operadores del
estado coherente, y la notacién |{a}) Unicamente se utiliza como en (Loudon, 2003) para
enfatizar la naturaleza continua del estado coherente utilizado. La otra relacién que resultara

muy util es el efecto del operador de destruccion sobre el estado coherente

a(w) {a}) = a(w) {a}), (71)

lo que basicamente muestra una generalizacion del estado coherente a continuo en el cual
los operadores actuan dependiendo de la frecuencia utilizada. De donde se desprende que
cuando exista una funcién de peso sobre los operadores el efecto neto esta relacionado con

el traslape de las funciones espctrales de la forma

/dwﬁ*(w)&(W) {a}) = /dWB*(w)a(W) {o}), (72)

la ecuacién (72) resulta de gran utilidad cuando se consideran multiples modos interactuan-

do con funciones espectrales distintas, ya que los efectos se limitan a los traslapes de sus
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funciones espectrales. De esto se desprende que el caso monocromatico se puede recuperar

trivialmente, dado que los traslapes de las funciones son perfectos para estos casos.

2.8. Teleportacion cuantica

El protocolo de teleportacién permite enviar un estado cuantico a través de un canal cuan-
tico maximamente entrelazado y comunicacién clasica. Fue propuesto por Bennett y colabora-
dores (Bennett, Brassard, y Crépeau, 1993). Alice desea enviar a Bob el estado denominado
qubit |¢c) = x|0) + y|1), donde en general {z,y} € C con |z|*> + |y|*> = 1. Para lo cual

comparte a priori el estado maximamente entrelazado
[#s) = 75(100) + 11)), (73)

con lo que el estado total se expresa como |pc) |PF,) = %(z\OCOAO,@ + 2 |[0clalp) +
Y [1c0405) +y[1clalp)).

Considerando que cada término de la base computacional de 2 qubits se puede expresar
como una combinacién lineal de los estados de Bell, es facil demostrar que (73) se puede

escribir como

loc) [Php) = 5 (@(|9E4) +[Pea)) 0) + 2(|9E4) + [Tea)) 1) 74
+ y(}¢'$A> — | Tea)) 10) + y(|2E4) — [254)) 1)
Al agrupar términos queda finalmente como
1
|QOC>‘(I)XB>:_(‘(I) A> 0) +y 1)) "‘“I’ A> z[1) +y|0))
2 (75)

45154 11—y 10)) + 25,4) (210) +y[1).

De (75) se puede observar que dependiendo del resultado de la medicién conjunta por
parte de Alice en la base de Bell, Bob tiene el estado a teleportar hasta una transformacion
unitaria que depende del resultado de la medicion de Alice. La cual le comunica a Bob clasi-
camente su resultado para que realice la transformacion correspondiente.

En esta tesis se utilizara el concepto de teleportacién para modelar un protocolo ad’hoc
con estados coherentes con fotones agregados. También es importante mencionar, que si

bien sélo se mostré el protocolo de teleportacién para variables discretas y nuestra propuesta
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implica estados en variable continua, su aplicacién es perfectamente analoga, en el sentido de
que se haran una presentacion en la base computacional, con lo que el protocolo se definira

en funcion del presentado en esta seccion.

2.9. Canales cuanticos

Un canal de comunicacién es en general un medio que se utiliza para transmitir informacién
que esté codificada de algun modo. Estas codificaciones son estados de algun sistema clasico
0 cuantico, que representa informacion a transmitir.

Un canal cuantico es una mapa dinamico que transforma los estados de entrada en es-
tados de salida, es completamente positivo y preserva la traza (Holevo y Giovannetti, 2012).
El libro de texto Entangled Systems de Audretsch (Audretesch, 2007) define a la accion de
cualquier operacion cuantica como el efecto de haber pasado a través de un canal cuantico.

Formalmente, el canal transforma estados descritos por un espacio de Hilbert H; en esta-
dos de otro espacio de Hilbert H, que en general es distinto de H; definido mediante (Keyl y
Werner, 2002):

En donde cada T’ se puede escribir en términos de operadores de Kraus. Los operadores de
Kraus son un conjunto completo que mapea matrices de densidad en matrices de densidad.
El caso ideal es cuando el canal no es afectado, para el cual 7' = 1 lo que en un enlace de
comunicacion resulta virtualmente imposible pues implica que no existe interaccién alguna con
el ambiente.

Para ejemplificar mejor un canal cuantico consideremos la matriz de densidad bipartita que

sera el canal cuantico formada de la siguiente manera

PP = 3" cnchy la,myt 8,0) 7 4 a, 017 (B,q], (77)

m7n707p

donde |v, ) es un PACS para el que v = {«a, 8} representan las amplitudes del estado cohe-
rente con i = {m, n, o, p} fotones agregados y ¢, (c},,) son coeficientes de la superposicion.

Asumiendo que el canal es sometido a fuentes de ruido, se consideraran dos situaciones:
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m pérdidas por esparcimiento asumiendo que sélo ocurren en el modo A, este tipo de

pérdidas tienen dos resultados posibles

e perder un fotén con probabilidad 1—7, esto produce un estado proporcional a pi.Z,

ap?Bat normalizado, donde la pérdida se muestra como la accién del operador de

aniquilacién sobre el estado original,

e que el estado quede igual con probabilidad 7.

Esto implica que el estado posterior al mecanismo de esparcimiento es de la forma
PP (n) = (1= n)pipes + np™”. (78)

m Luego si el canal se somete a fluctuaciones de fase relativa, tal que es el resultado de

operar ¢4 sobre el modo A con una distribucion p(¢) se obtiene finalmente
igata —igata
R A (79)

Una aplicacién explorada de los canales propuestos en esta tesis es la teleportacion cuan-
tica. En este proceso Bob quiere enviar a Alice que se encuentra en un lugar remoto el estado
cuantico de alguna entidad, como se vio en la seccién anterior. El proceso de teleportaciéon en
si mismo describe un canal cuantico. El canal cuantico compartido utilizado como recurso para
hacer teleportacién se puede ejemplificar en general con un estado mixto como el mostrado
en la ecuacién (79). El estado de la ecuacién (79) tiene la forma de los que se proponen en

este trabajo en los capitulos posteriores.

2.10. Distincion de SPACS mediante interferometria

La inteferometria, que inicialmente sirviera para probar la inexistencia del éter. Sigue siendo
utilizada actualmente sobre todo en metrologia, donde permite medir variaciones de distancias
muy pequenas. Recientemente se han empleado para la busqueda y deteccidén de ondas gra-
vitacionales (Schnabel, Harms, Strain, y Danzmann, 2004; Schnabel, Mavalvala, McClelland,

y Lam, 2010).
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Figura 10: Interferdmetro Michelson-Morley con las entradas como el campo a;, oscilador local

ag y las salidas ay y as.

En la figura 10 se muestra un inteferometro de Michelson y Morley (MMI - Michelson Mor-
ley Interferometer) con dos entradas. En general consta de un espejo semirreflejante (BS -
beamsplitter) y dos espejos completamente reflejantes M1 y M2, de los cuales uno es fijo y el
otro puede ser movil y de un detector de intensidad. En la figura se muestran los operadores
de aniquilacion correspondientes a cada etapa del interferémetro a,;. EI MMI consta de dos
fuentes de luz de entrada ag y a; denominadas oscilador local (LO - local oscillator) y fuente
de entrada, esto debido a que las caracteristicas del LO se conocen y las de a; se quieren
estudiar. EI MMI tiene dos salidas a4 es descartada y as que se dirige a un detector de fotones
para medir su intensidad. Los modos as y a3 son internos entre el divisor de haz y los espejos.

Una utilidad importante del MMI en 6ptica cuantica es que el resultado de la deteccion del
fotodetector esta relacionada con la coherencia de la luz de entrada, como se vera brevemente.
Adicionalmente, un MMI puede exhibir diferencias entre luz cldsica y cuantica (Langangen,
Vaskinn, y Skagerstam, 2012).

Para obtener el patron de interferencia considerando que un estado de entrada es un

SPACS y un estado coherente como

|¢>entrada X |Oé(], 1> ‘041> ) (80)
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se obtiene la fotocorriente del detector en el modo as; que sera proporcional a oy (&Ed@out =
5 (d£d5)5. Los detalles de este calculo se encuentran en el apéndice A. La intensidad de este

proceso de interferencia tiene el comportamiento siguiente

I(T) x = (0/01 (6_%(73# (2wg cos (Twp) — og7 sen (Twp)) + 2w0)

+ ol <€_%”‘%T2 (2w cos (Two) — o7 sen (Twp)) + 2w0)
+ (ag +1) of <6_%"%T2 (017 sen (7wn) — 2wy cos (Tws)) + 2“)2)

2 2.2 B 9
- (4\/5 (Oég + 2) a100/00/01 €Xp (_00017' + (wo — we) )

2 (0§ + 07)

2 2 2 2
5 ) T (o§ws + o7wy) 5 9 T (0§ws + o7wy) ) 9 2\ 3/2

X + Cos +
((aowg + alwo) sen < s ) 50T < s /((UO al) )

+ R (oz%eﬁT(agTH"wo) (iagT (—1 + 62”“’0) + 2wy <26%T(‘73T+4w°) + %o 1))
4197 (2wp cos (Twy) — o5 T sen (Twy)) + 2w0>
(81)
Esta inteferencia se muestra en la figura 11. Se considera que el estado clasico coherente
estéd fijo con a; = 1, ambos estados comparten las caracteristicas espectrales oy = 01 = 1,
wp = 309, CON « variable y se exploran dos casos de wy, uno para w; = 2,850 y el otro para
wy; = 3,150. Enlafigura se observa que para el caso donde la sefal es considerada puramente
un estado con un fotén individual oy = 0, el patron de interferencia es el equivalente al que
se obtiene al interferir dos fotones individuales. Luego, al considerar oy = 1, es decir, al
transformar el estado de fotdn invididual a SPACS se puede ver la transiciéon del patron de
interferencia de fotones individuales al de estados coherentes. Esto muestra que mediante un
MMI al mezclar SPACS con un haz coherente es posible distinguir la presencia de este ultimo.
Resulta interesante la idea de poder distinguir la presencia de SPCAS mediante un expe-
rimento de interferometria a pesar de las restricciones en cuanto a las amplitudes necesarias
de los estados coherentes.
La visibilidad de las franjas de interferencia mostradas en la figura 11 también se puede
analizar considerando la incertidumbre en la fase de los campos involucrados. Partiendo de
que el estado coherente tiene una incertidumbre de fase definida, sea la incertidumbre en la

fase de a4 fija A¢(|a1)) = constante. Por un lado cuando se considera ay = 0 basicamente
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Figura 11: Interferencia (I(7)) / (I(0)) considerando que la entrada cero funciona como osci-
lador local con un haz coherente y la otra entrada con un SPACS. La frecuencia w; = 30 y

el ancho de banda o se mantienen fijos. Se muestran curvas para distintas combinaciones de

{0, wo}t

se realiza interferencia de un fotdn individual con un estado coherente. El fotén individual
tiene una incertidumbre fase infinita A¢(|ap =0,1)) — oo con lo que la visibilidad de las
franjas es baja. Conforme a, aumenta, la incertidumbre de fase A¢(|ay, 1)) disminuye, por lo
que la visibilidad de las franjas aumenta. Todo esto se observa en la figura previa y esta en

concordancia con el calculo de la interferencia.
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Capitulo 3.

Estados coherentes con fotones agregados entrelazados

En este capitulo, estudiamos de forma general el grado de entrelazamiento de superpo-
siciones arbitrarias de m, n fotones agregados a estados coherentes (PACS - photon added
coherent states) de la forma |¢)) o< u |o, m) |3, n)+v |5, n) |a, m). Esto con el fin de caracterizar
de forma genérica las propiedades se superposiciones de PACS que proponemos como recur-
so entrelazado. El estudio se realiza a través de la concurrencia, y obtenemos las condiciones
generales para estados maximamente entrelazados. Mostramos que el proceso de agregado
de fotones puede ser identificado como una operacion amplificadora de entrelazamiento cuan-
do es aplicado a superposiciones de estados coherentes (SCS - superposition of coherent sta-
tes). Especificamente para el estado bipartito positivo conocido: [¢) « |a), |—a), + [—a), |®),
cuyo entrelazamiento tiende a cero para a — 0, el cual puede ser maximo si al menos se
agrega un fotéon en uno de los subsistemas. También se presenta una familia completa de
estados PACS maximamente entrelazados. Adicionalmente, analizamos los efectos de deco-
herencia en PACS entrelazados inducidos por un canal despolarizante simple. Encontramos
que la robustez contra la despolarizacidén se puede incrementar agregando fotones a las super-
posiciones de estados coherentes. También, obtenemos la dependencia de la despolarizacion
critica perit que produce entrelazamiento nulo como funcién de los parametros m,n,a'y .

Finalmente, se incluye un estudio breve sobre la viabilidad de teleportacién utilizando los
estados generalizados de estados coherentes con m, n fotones agregados, considerando que
se busca teleportar un qubit también en la misma base, pero con diferente numero o, p de fo-
tones agregados. Por simplicidad, solamente se consideran los estados bipartitos que forman
maximo entrelazamiento. Con este estudio se obtiene que la fidelidad de teleportaciéon esta
en funcién de la semejanza de la base a teleportar con el estado compartido entrelazado, las

cuales cuando son compatibles producen fidelidades maximas.

3.1. Introduccion

El procesamiento de informacion cuantica (QIP - Quantum information processing) utiliza

el entrelazamiento, que es una propiedad inherente de los sistemas cuanticos. El entrelaza-
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miento, ha sido ampliamente considerado como un recurso necesario para realizar operacio-
nes cuanticas, computaciéon cuantica universal (QC - Quantum computing) y comunicaciones
cuanticas (Jozsa y Linden, 2003; Steane, 1998; Bennett y DiVincenzo, 2000). Las fuentes de
fotones individuales pueden generar estados entrelazados de fotones individuales altamente
puros y han sido estudiadas extensivamente para aplicaciones de comunicacién de informa-
cion cuantica desde el trabajo de Knill y colaboradores (Knill et al., 2001). Adicionalmente,
los estados entrelazados de variable continua, juegan un papel importante en la realizacién
de protocolos de comunicacion cuantica y tareas de computacion cuantica (S. Wang, Hou,
Chen, y Xu, 2015; Madsen, Usenko, Lassen, Filip, y Andersen, 2012; Neergaard-Nielsen et
al., 2010b; Braunstein, 2005) (y las referencias contenidas en ellos). El estudio y generacién
de estados entrelazados coherentes resulta de mucho interés, pues los estados coherentes
son un claro ejemplo de estados macroscépicos y clasicos que pueden obtenerse facilmente
un laboratorio a partir de fuentes laser conocidas. Por eso, el hecho de entrelazar estados
macroscopicos, abre muchas posibilidades para implementar QIP en el mundo macroscopico

utilizando las propiedades cuanticas de la luz.

Los estados coherentes con fotones agregados (PACS - photon added coherent states)
comparten propiedades con los estados coherentes (CS - coherent states) que son puramen-
te clasicos |a) y los estados de Fock puramente cuanticos |n). Se encuentran localizados en
la frontera de los regimenes clasico-cuantico (Zavatta et al., 2004). Los PACS son interesantes
porque presentan estadistica sub-Poissoniana en el nimero de fotones, lo cual esta relacio-
nado con un comportamiento mas deterministico en el conteo de fotones para una ventana
temporal dada cuando se compara con los estados puramente clasicos, cuya estadistica es
Poissoniana y super-Poissoniana (Agarwal y Tara, 1991). Los PACS se caracterizan también
por una negatividad en la funcién de Wigner, lo cual es un indicativo de los estados de na-
turaleza no clasica. Esto los hace intrinsecamente més apropiados para aplicaciones de QIP

(Kenfack y Yczkowski, 2004).

Sin embargo, la adicién y substraccidén de fotones son parte de las operaciones cuanticas

denominadas no Gaussianas que son utiles para generar estados entrelazados Gaussianos
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(GES - Gaussian entangled states) o para incrementar el entrelazamiento de un GES existente

(Bartley y Walmsley, 2015; Eisert, Scheel, y Plenio, 2002).

Se han hecho estudios previos de PACS en canales entrelazados aplicados a comunicacio-
nes cuanticas. Por ejemplo, en el trabajo de Pinheiro y Ramos (2012), se exploran protocolos
de comunicaciones cuanticas agregando un numero igual de fotones a las superposiciones
bipartitas de CS que cuentan con fases opuestas en la forma |[¢)) < a™ ® BTm(|a)a o), +
|—a), |—a),) donde at(b) es el operador de creacion de fotones para el modo a(b). Ellos
inician construyendo un qubit en la forma [0) o a™ |a) y |1) o @™ |—a), y usan estos es-
tados para formular un protocolo de teleportacidén cuantica y distribucion de llaves cuanticas.
En el trabajo Nogueira, Silva, Gongalves, y Vasconcelos (2013), se estudian las propiedades
de entrelazamiento de una superposicion bipartita de CS con pesos iguales pero diferente
numero de fotones agregados, donde los CS tienen fases opuestas y se estudia para valores

pequefios de m y n con la estructura ) o al™ @ b o), |—B), + ai" @ bi™ |—B). |a),.

Sin embargo, aun falta una caracterizacién completa de las propiedades de entrelazamien-
to tanto en estados puros como mixtos para evaluar el efecto de una superposicion arbitraria
con estados coherentes diferentes y nimeros de fotones agregados. Estudiamos el efecto de
la decoherencia dada por un canal despolarizante general, asi como la relacién de la pro-
babilidad de despolarizacion critica que produce un entrelazamiento nulo en funcién de los

parametros m,n,a'y (.

En este capitulo caracterizamos las propiedades de superposiciones arbitrarias de estados
de la forma |¢) o< u|a, m) |5,n) + v|5,n) |a, m) donde m representa el nimero de fotones
que se han agregado al estado coherente hasta una constante de normalizacién de la forma

|, m) = a'™™ |a) y similarmente para |3, n).

Primero estudiamos las condiciones generales en el estado puro para obtener PACS maxi-
mamente entrelazados, los cuales son comparados con el estado coherente entrelazado (ECS
- entangled coherent state) conocido de la forma |¢)) « |a) |—a) — |—a) |a) en el que se utiliza
la operacién de agregado de fotones para mejorar sus propiedades de entrelazamiento. En la

segunda parte, consideramos un estado mixto, en el que las superposiciones de PACS son
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sometidas al canal despolarizante mas simple. Estudiamos los valores criticos que producen
entrelazamiento nulo como funcién de los pesos de probabilidad en la mezcla estadistica p,
nimero de fotones agregados (m, n) y los estados coherentes |«) , |5) de los PACS.
Finalmente, se incluye una seccion donde se explora el éxito de la teleportacion de un es-
tado coherente con o, p fotones agregados con un esquema de deteccion hibrida de fotones
individuales desplazados. En la deteccién hibrida, se aborda la teleportacién del caso general
con m, n fotones agregados de la forma N (ua™ |a) , b |8) ; + va'™ |B) , bI™ |a) 5) como re-
curso compartido, teleportando el estado |1/ = x¢' |ac) + yoét? | B¢) en un canal ideal sin
fuentes de ruido. Cabe destacar que se explora Unicamente la teleportacion utilizando el canal

de la superposicidn negativa, pues es el que tiene mejores caracteristicas de entrelazamiento.

3.1.1. Estados coherentes con fotones agregados: PACS

Los PACS fueron inicialmente introducidos por Agarwal y Tara (Agarwal y Tara, 1991) en

la forma,
a'™ o)
[m! L, (—[ce[2)]H/2

(82)

v, m) =

donde |a) es un estado coherente (CS - coherent state) y L,,(x) es el polinomio de Laguerre

de orden m, definido por

m

|
Z ) et (83)

n=

Los estados coherentes son eigenestados del operador de aniquilacién a|a) = «aa) y
a'™ es el operador de creacién aplicado m veces. Para el célculo del entrelazamiento se
requiere el valor del translape entre dos estados coherentes con m(n) fotones agregados no
normalizados de la forma |a) (|8)), a™™ |a) y a'™ | 3), especificamente (a|a™a™ |3)

Al expandir en términos del numero de fotones n y m para cada modo, se obtiene

0 ) ) Oé*iﬁj . .
<O[| dden |5> = 6_‘O‘| /26_‘6| /zf <'l| &m&'fn |]>
Z VNG

~(la>+]8P) /22 (i 4+ m Y m+1 *Zﬁj\/

,j=0

(84)

|n+9
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Usando la ortogonalidad del espacio de Fock 0,y ntj = j = @ +m — n, para el bra-ket

interno, se puede escribir como sigue

(alamat™ |g) = e~(al+oP)2 §™ (") B " (m +4)!

i+ m ) (85)
Después de realizar la suma en (85), se obtiene la expresioén final dada por
(a@mat™|8) = e UeP+IBP)/2gm=np (1 L) By (1 + m; 1+ m —n;a*B). (86)

donde 1F1(a; b; ¢) es la funcién hipergeométrica confluente regularizada tipo 1 y la funcién I'
con argumento entero I'(n) = (n — 1)!. Esto puede expresarse en términos de la funcién

hipergeométrica confluente como | F (a; b; ¢) = 1 Fy (a; b; ¢) /T(b).
3.2. Entrelazamiento de las superposiciones de PACS

Nos interesan las propiedades de las superposiciones de PACS como estados bipartitos

de la forma

[947) = N(ua™|a) , b 8)  + val™ [8) , 6™ [a) )
(87)

= N(u(@™ @ b™")|a) 4 |8) 5 + v(@™ @ ™) [8) 4 o) p),
donde d*m(éT”) crea m (n) fotones en el modo a del subsistema A (13 en el subsistema B), uy v
son numeros complejos que obedecen |u|*+|v|? = 1y N es un factor de normalizacién debido
a las propiedades no ortogonales de los estados, y esta dado en términos de los parametros
(u,v, o, B, m, n) mediante
N(u,0) = | Lin(=[a?) Lo~ |B[2)min! + 2R (uv)e™ (o197 g2
) Y (88)
X (DL +m)? (14 mi 1+ m —maB)F]
Se procede a construir un qubit ortogonal en la base computacional a través de la ortogo-
nalizacién de Gram-Schmidt aplicada al estado (87), con el qubit en cada subespacio definido
como
0) = Nia™ |a),

1) = Ny(a" |8) — 2N1a™ |a)),
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donde z = N; (o] a™a'™ |3) toma en cuenta el traslape entre los estados no ortogonales, con

las constantes de normalizaciéon N; y N, dadas por
Ny = [Ln(=|aym!] 72,
Ny = [L(=[8[*)n! + [2N1[* Ly (—|a[)m!

— 2e~(PHIB2T (1 4 )R (2N g™

x  Fy(1+m;14+m—n; B*oz))}_lﬂ.

No se asume ninguna fase inicial en los estados coherentes « ni 3 contenidos en la ecua-
cion (87), dado que estamos interesados en encontrar las condiciones de entrelazamiento
para superposiciones arbitrarias de PACS

El estado en la ecuacion (87) se puede escribir en términos de los dos qubits ortogonales
en la base computacional como

Ay = ]\Jféffv:) (1]01) + v [10) + 2Ny (u + v) [00)). (91)

Para calcular el grado de entrelazamiento utilizamos la Concurrencia (Hill y Wootters,
1997), la cual esta determinada para los estados puros de la ecuacién (91) como C = | (45| ,®
Ty |pAB*)

1
vés de |[YAP*) = ST i, ) (i, j| 4P)*, en donde se ha utilizado la operacién de inversion

{i.7}=0
temporal mediante la matriz de Pauli o,. Por lo tanto, para los PACS entrelazados la concu-

, donde el asterisco denota el complejo conjugado en la base computacional a tra-

rrencia es

2
C(P) =2 (%fN:)) vl (92)

Se puede crear una superposicion mas general, reescribiendo la ecuacién (87) en la forma
[4P) = N(u(@™ @ o) la+7) 4|8 = 7)p + 0@ @) |8 =) sla+7) g, (93)

lo que permite una comparacion directa con el estado entrelazado (ECS - entangled coherent
state) conocido (Sanders, 2012, 1992). Es f4cil notar que paraa = 3 = 0, u = v = 1/V/2,
~v # 0y considerando que no se ha agregado ningun fotén, n = m = 0, la ecuacion (93) se

convierte en el estado conocido

[v) = N(|7) |=7) £ [=7) ) (94)
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Las propiedades de entrelazamiento de este estado seran utilizadas como referencia para dis-
cutir nuestros resultados para PACS. Es importante notar que, para la superposicion negativa
en la ecuacién (94) el entrelazamiento es maximo incluso para |y| pequefa, tal como se ve
en (91). En la figura 12, se muestra la concurrencia para el estado en la ecuacion (93) con
a = [ = 0 para diferentes valores de ~. Los estados considerados son los siguientes: en la
figura 12(a) el estado es |¢)) = N(al™ @ bi™ |7} |—y) + a™ ® bi™ |—+) |7)), donde el resultado
para el ECS de la ecuacion (94) con m,n = 0 se representa la linea negra soélida. Es posible
ver que la concurrencia C(¢“?) se incrementa de forma asintética desde 0 hasta 1 conforme
~ incrementa. Por el contrario, si se agrega al menos un foton en uno de los modos (m o n
mayor a cero), la concurrencia inicia en 1. Esto es debido a que incluso para valores nulos
de v existe un estado de Fock entrelazado. Esto hace que los PACS entrelazados sean mas
robustos incluso para numeros pequenos de fotones agregados en el canal coherente posi-
tivo. La concurrencia para el estado [¢) = N(ual™ @ bi™ |v) |—v) + val™ @ o™ |—4) |7)) se
grafica de la figura 12(b) a la 12(h) como funcién de ~ y u para valores fijos del nimero de
fotones agregados n, m. Especificamente, en la figura 12(b) se muestra C' para cero fotones
agregados en los dos canales m = n = 0, en la figura 12(c) se ha agregado un fotén con
m = 0,n = 1, el caso para dos fotones agregados m = 1,n = 1 se muestra en la figura 12(d),
dos fotones agregados a un sélo modo m = 2,n = 0 se presentan en la figura 12(e), en la
figura 12(f) el caso m = 1,n = 3, en la figura 12(g) m = 0,n = 3 y finalmente un numero alto

en la cantidad de fotones agregados en la figura 12(h) m = 15, n = 17.

Del andlisis de las propiedades de entrelazamiento obtenidas con estos resultados pode-
mos concluir que se puede obtener una forma mas robusta de generacion de entrelazamiento
cuando m # n, puesto que el proceso de agregado de fotones disminuye el traslape entre los
estados individuales de un sistema bipartito, es decir, se vuelven mas distinguibles. Ademas,
los estados coherentes con un pequefio nimero de fotones en promedio (y pequefo) aun
mantienen maximo entrelazamiento alrededor de la superposicién simétrica v = v = 1/+/2.
Este estado entrelazado formado por estados coherentes no igualmente distribuido en el nu-

mero de fotones agregados puede ser utilizado como una alternativa robusta al canal recurso
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Figura 12: Concurrencia de la ecuacion (93) con o = g = 0 para diferentes valores de . Se
consideran las condiciones siguientes: (a) |¢/) = N(a™ @ b1 |y) |—v) + ai™ @ bi™ |—) |7))
para distinto m, n. Para (b)-(h) el estado considero es [¢) = N(ual™ @ bt |y) |—7) + val" @
bim =) 7)) con (b)) m =n =0,(c)m =0,n=1,(d)m=1,n=1,(€) m = 2,n =0, (f)
m=1,n=3,(gm=0,n=3,(h)m=15n=17.

para implementar el protocolo de teleportacidon presentado en el trabajo Pinheiro y Ramos
(2012).

Se han descrito las propiedades de entrelazamiento de los ECS, obtenidos de la condicion
a = [ = 0, ahora se procede a analizar el caso general con a # (§ # 0 para el cual se
ajusta v = 0. Esto es equivalente a absorber el valor de ~ de tal forma que quede incluido en
la amplitud del estado coherente (o, 3). Los valores para la concurrencia, C' se muestran en
la figura 13 para diferentes parametros del estado en la ecuaciéon (91). En la figura 13(a), se
muestra la grafica de la concurrencia C' versus u, donde la diferencia de fotones agregados
en cada modo se mantiene fija a |m — n| = 1, mientras que en la figura 13(b) |m — n| = 5.
Para la figura 13(a) y 13(b), la concurrencia se obtiene para diferentes valores de o = 5 vs. u
para u € R en el intervalo [—1, 1]. Se obtienen dos valores méaximos de C parau = +1//2,
donde se genera un estado tipo Bell. El maximo para la superposicién negativa u = —1/1/2
implica © = —v lo cual es conocido como un estado maximamente entrelazado de la ecuacién

(91) donde el coeficiente de |00) desaparece; por el contrario, el maximo para la superposicion
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Figura 13: Concurrencia para el estado de la ecuacioén (93) para (a) a = S fija,

m—mn|=1vs
u, (b) a = Bfija, |/m —n| =5vsu, (c) a = By nfija, u = v = 1/+/2 para diferentes nimeros
de m fotones agregados. Cada superposicion de PACS en la figura esta caracterizada con los

parametros («, 5, m,n).

positiva u = v = 1//2 es dependiente de {«, 3, |m — n|}. Al parecer C(¢*”) se incrementa
junto con |m — n| y (af)~'. De forma méas especifica, cuando u = v = 1/4/2 la concurrencia
puede ser incrementada, incrementando la diferencia [m — n| para un par dado {«, 5}. Este
efecto se muestra de forma clara en la figura 13(c), donde se muestra la concurrencia C' para
un esado con o« = [ respecto a diferentes valores de |m — n| mientras n se mantiene fija.
Esto muestra claramente que para un estado dado, es posible incrementar su concurrencia
simplemente agregando fotones. Este es el mecanismo de las operaciones no Gaussianas
aplicada a los estados coherentes, analogo a lo expuesto en Navarrete-Benlloch et al. (2012).
Este efecto resulta interesante puesto que se pueden obtener estados con entrelazamiento
maximo sin la necesidad de tener estados coherentes con una diferencia de fase m como
resultado del agregado de fotones como destilador de entrelazamiento. Aunque los estados

obtenidos dependen de o, C(148) — 1 se puede obtener.

En el caso general del estado mostrado en la ecuacion (93), todos los parametros son no
cero. En la figura 14, se muestra la concurrencia calculada para un estado de la forma |¢)) =
N(ua™ @ b |a + 7) |o — 7) + va™ @ b™ |a — 7) | + 7)) con a = 10 fija. En la figura 14(a)
se muestra la concurrencia C' para m = 1,n = 2. El comportamiento para v = 0 es el mismo

como se Vio previamente, tal que cuando || se incrementa, el entrelazamiento se incrementa,
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Figura 14: Concurrencia para el estado de la ecuacion (93) como funciondeyy u (a) a = 5 =

10om=1,n=2,(b)a=4=10,m=0,n= 20

lo cual es esperado dado que el traslape entre las dos partes del estado disminuye. En la
figura 14(b) se considera el caso con m = 0,n = 20. Para v = 0 existe una region mas amplia
de entrelazamiento que se observa con C(?) y puede ser obtenida al comparar con el caso
m = 1,n = 2. Cualitativamente (a) y (b) tienen un comportamiento similar, en las cuales
solamente se ve desplazada la region de entrelazamiento nulo por el efecto de ~.

Esto también muestra que con |m —n| > 10 |y| > 0, los valores de la superposicién para
u (y por lo tanto v) son menos restrictivos cuando se buscan valores altos de entrelazamiento.
Estos resultados también muestran similaridades con la figura 12(b) y 12(e) para u = 1/v/2
puesto que los estados involucrados tienen un traslape no nulo para todos los valores de v, es

decir, (10 +~|a™a™ [10 — ~) # 0.

3.2.1. Efecto de un canal despolarizante

En esta seccidon se incluye el efecto de decoherencia del estado en la ecuacion (87) a
través de un canal despolarizador simple (Nielsen y Chuang, 2000; Holevo y Giovannetti,
2012). Este mecanismo mapea la matriz de densidad p, = |¢*?) (1»4Z| en una mezcla de

la po original y el estado completamente mezclado 7/d, con d = dim(p) = 4 en la forma
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p = (1= X\)|p48) (yAP| + 21. Este mapeo tiene una representacion consistente con los
operadores de Krauss, lo cual asegura un mapa completamente positivo en el que se preserva
la traza. Por conveniencia, hemos reescrito la matriz de densidad con un parametro p de la
forma \/d = p/3 = X\ = 4p/3. Esto es equivalente a estudiar el entrelazamiento de una matriz

de densidad formada por la mezcla de estados de la forma,

p= gl + (1 - %p) [pAP) (AP (95)

donde |4?) es el estado entrelazado de la ecuacion (91) (o equivalentemente la ecuacion
(87)), y p es el parametro de la mezcla de despolarizacion. Es importante notar que el efecto
de completa despolarizacién ocurre para p = 3/4 con una matriz de densidad maximamente
mezclada y, que el estado puro es recuperado para p = 0. Uno puede notar también que
si el estado |7) estd maximamente entrelazado, la ecuacion (95) es equivalente al estado
Werner, el cual tiene como limite superior para el parametro de mezclado p = 1/2 antes de que
el entrelazamiento se desvanezca y, adicionalmente la ecuacién (95) también tiene el efecto de
un canal que rompe el entrelazamiento (Audretesch, 2007). Este caso, sirve como referencia
para los valores extremos de p antes de que el entrelazamiento se vuelva nulo para los estados
que estan maxima y no maximamente entrelazados, los que pueden obtenerse de la ecuacion
(91) variando la combinacién de parametros {u, v, o, 5, m, n}. Entonces uno esperaria que el
valor extremo para p que se obtiene para el estado maximamente entrelazado establezca una
cota superior para todos los otros estados que no estdn maximamente entrelazados. El efecto
que tiene agregar fotones sobre los valores extremos de p antes de que el entrelazamiento
se desvanezca también puede ser estudiado y se discute en las siguientes subsecciones.
La concurrencia, para la matriz de densidad mostrada en la ecuacion (95) se calcula con la

formula de Hill y Wootters (1997) como,
C(p) = méX{O, )\1 — )\2 — )\3 — )\4}, (96)

donde \; son las raices cuadradadas de los eigenvalores de la matriz auxiliar pp, donde p =
(oy ® 0y)p* (0, @ 0,) es el operador de densidad después de aplicar el operador de inversion

temporal para dos qubits, p* es el complejo conjugado de la matriz de densidad y, o, es la
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matriz de Pauli correspondiente. Para aclarar la definicion de p*, sea p expandida en la base
computacional como p = Z}m’k,l}zo pijki |3, 7) (k, 1|, por lo tanto, la conjugaciéon compleja de p

se entiende como p* = >, . o Phiw |, 5) (K, 1.

En esta seccién estamos interesados en determinar el comportamiendo de p.i que pro-
duce entrelazamiento nulo respecto a los diferentes parametros («a, 5,~, m,n) de los PACS
entrelazados. En la figura 15 se examina para fines comparativos el comportamiento de C/(p)
para diferentes valores de p para el estado de la ecuacién (93) para ECS, es decir, donde
las fases de los CS son opuestas 0 u = —v = 1/4/2. La concurrencia se determina para
las siguientes condiciones: figura 15(a)concurrencia como funcién de py v para a = 3 = 0,
u = v = 1/+/2 sin fotones agregados m = n = 0. Los valores criticos de p que producen
entrelazamiento nulo dependen de y; para valores grandes de ~ el valor de p, se satura a un
valor aproximado de p =~ 1/2. En la figura 15(b) se muestraelcasoa = 3 =0, u =v = 1/V/2
conm = 1,n = 2 de un fotébn agregado. Estos estados con fases opuestas exhiben un com-
portamiento casi constante para la concurrencia para todos los valores de v, excepto para
v ~ 0,36 lo cual se explica por la ocurrencia del maximo valor de traslape (| a%a' |—v) para
ese valor. Paray = 0 0 y grande, el traslape tiende a desaparecer, lo que hace que los estados
sean mas distinguibles y por lo tanto producen una concurrencia mas alta. En la figura 15(c),
la concurrencia C'(p) se muestra para o = 3 = 3 considerando v = 0 con u = —v = 1/v/2,
m = 1y variando n y p. Esta figura muestra que la concurrencia para el caso u = —v = 1/v/2

no depende de la diferencia del nimero de fotones agregados |m — n| sino sélo del valor de p.

En la figura 16 se muestran curvas de contorno C(p) para diferentes escenarios donde la
concurrencia es altamente dependiente de todos los parametros del estado de la ecuacion (87)
y p de la ecuacion (95). En la figura 16(a) se muestra la concurrencia C'(p, u) como funcién
de py u (y por lo tanto v) para un estado con los parametros o = 8 = 3, m = 0,n = 5 fijos.
Se obtiene el comportamiento esperado con la mayor concurrencia para v = —u = 1/v/2,
asimismo se obtienen valores grandes en la vecindad de v = v = 1//2. En la figura 16(b) se
presenta el efecto del agregado de fotones en la concurrencia C'(n, p), aquia = 5=3,m =0

yu = v = 1//2 se encuentran fijos, mientras se varia tanto el nimero n de fotones agregados
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Figura 15: Concurrencia para el ensamble de la ecuacién (95) vs p para el estado (93) con las
condiciones: (@) a = 3 =0m=n=0u=v =1/\/2vsy,b)a=8=0m = 1,n =
2u=v=1/v2vsyy(c)a=8=3,y=0,m=1,u=—v = 1/v/2 vs el nimero de fotones

agregados n.

en el modo B como el valor p del ensamble de la ecuacién (95). En la figura puede verse
como la concurrencia es mas robusta para valores bajos de p y valores grandes de n. Esto
ocurre debido a que el término 2NV, de la ecuacion (91) decrece a la par que la diferencia
|m — n| se incrementa. Esto puede verse como una reduccion en el traslape efectivo de los
estados a™™ |a) y a'™ |a), volviéndolos mas distinguibles. En las figuras 16(c)-16(d) se grafica
la concurrencia C(«, p) para la superposicién positiva « = v = 1/+/2 con m, n fijos, mientras
los parametros o« = [ y p son variables. Especificamente, en la figura 16(c) se grafica la
concurrencia param = 0,n = 1y en la figura 16(d) para m = 1,n = 5. Estas condiciones
muestran la dependencia de la concurrencia para un « dado con la diferencia del numero de
fotones agregados |m — n| contra p. El comportamiento de ambos paneles es cualitativamente
el mismo y sélo corresponde a una escala distinta para « = /3, es decir, C(p) decrece mientras
a se incrementa, y los valores de C'(p) dependen de la diferencia |m —n|. Para todos los casos

C(p) se anula para p > 0,5.

3.2.2. Valores criticos de p

Para encontrar los valores criticos de p para los cuales se desvanece el entrelazamien-
to, perit, @analizamos el comportamiento de la concurrencia como funcion del parametro p para
diferentes superposiciones de PACS. Puede notarse que p.t trabaja como un indicador de

la robustez del entrelazamiento para el estado |¢), en el que para caso considerado se ha
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quitado el superindice AB por simplicidad. Entre mas grande es el valor de pt, €s mas com-
plicado destruir el entrelazamiento y por lo tanto, se requiere un peso mayor del parametro de
mezclado para producir el estado maximamente meclado I de la ecuacion (95). Con el objeto
de tener una mejor estimacion de los limites de p que mantienen las propiedades del estado
mezclado, los puntos criticos se ajustan numéricamente a una curva simple. Como referencia
se analiza el estado de la superposicién negativa de la ecuacion (94). En la figura 17(a) se
muestran los valores criticos de p como funcién de v, los que claramente se incrementan de 0
a 1/2 conforme el numero promedio de fotones se incrementa. Los parametros 'y v se consi-
deran reales para el presente analisis. Esta curva se ajusta a través de una funcién hiperbdlica

(mostrada con la curva continua) de la forma
Peit(7) = a + btanh(d(y — ¢)). (97)

Cuyos parametros de ajuste (a, b, d, c) se presentan en la tabla 1 (primer renglén). Esto mues-
tra que estos estados se vuelven mas robustos cuando ~y se incrementa. Por el contrario, si
se agregan n, m fotones a cada modo correspondiente, resultando en la ecuacion (93), los
resultados son bastante diferentes, esto se muestra en la figura 17(b) en donde para v — 0,
peit — 0,495 a un valor aproximadamente constante, con pequefio decremento del 6 % en los
casos en que |m —n| = 1 cuando v ~ 0,5. En el caso m = 0,n = 2 se alcanza un valor
asintético constante pey = 0,495, el cual persiste para valores |m — n| > 1. Este efecto confir-
ma que el proceso de agregado de fotones favorece la robustez de los estados entrelazados,
incluso para estados coherentes con valores de fotones promedio bajos, es decir, para a 0 3
pequena.

Los resultados para la probabilidad critica &« = 8 = 0 considerando fotones agregados
puede ajustarse a una funcién con forma Gaussiana (de amplitud negativa, b < 0) en funcién

de vy

()2
Perit(7) = a + bexp (ch)) (98)

(%

donde los valores para los parametros (a, b, d, c) se presentan en la tabla (2). El primer

renglon es para m = 0,n = 1y el segundo para el caso m = 1,n = 2. También se ajusta
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Figura 17: Valores criticos de pqit para los cuales el ensamble de la ecuacién (95) pierde
el entrelazamiento para diferentes estados [¢): (@) |¢) = N(|v) |[—y) + |—7) |7)), (b) [¢) =
N(@fm @bt |y) |=y) +ai" @b™ =) 7)), (©)-(d) [¢) = N (@™ @™ |a) |a) + 4™ @™ |a) |a))
con m, « fijos en (c) y m,n fijas en (d). Para todos, N es una constante de normalizacion

adecuada.
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Cuadro 1: Parametros hiperbdlicos de ajuste del valor critico p.it como funcidén de la variable

variable = (v o n), para diferentes PACS entrelazados

State  Fig a b c d

V) = N(7) |=7) + =) 1) :
a=0,8=0,y=wariable,m =0,n =0
17(a) 0,2082 0,2925 0,3275 3,2087
+5,742 x 1073 +7,37 x 1073 £7,792 x 107*  +1,207 x 107!
[4) = N@ © b |a) |a) + al" @ 0™ |a) |a))

a=3,=3,7v=0,m=0,n=variable
17(c) 0,1355 0,3602 1,5161 0,383228
+7.83 x 107% £7,97x107% 46,01 x 1072 £5,64 x 1073

a=3,=3,7v=0,m=1,n=variable
17(c) 0,1666 0,3306 2,8647 0,2549
+421 x 1073 +45x 1072  £5,78 x 1073 £3,54 x 1073

a=>5L=5v=0,m=0,n=wvariable
17(c) 0,2651 0,2255 3,8557 0,5551
+5,48 x 1073 £6,08 x 1073 £8,44 x 1072 +4,3 x 1072

a = [ =wvariable,y =0,m=0,n=1
17(d) ,6684 —0,6655 —0,5456 0,4163
+0,0959 +0,0961 +0,2927 40,0162

a = p =wariable,y =0,m=0,n=3
17(d) 0,4473 —0,4323 1,2726 0,18
42,6 x 1072 £2,66 x 1072 £3,34 x 1072 46,03 x 1073

a = [ =wvariable,y =0,m=1,n=>5
17(d) 0,0,4025 —0,3793 2,4903 0,1531
+1,69 x 1072 £1,76 x 1072 43,05 x 107¢ +4.8 x 1073
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parit Para m = 0,n = 2 a una funcién Gaussiana, pero b es demasiado pequefno para ser
observado, lo que resulta en el comportamiento constante que se muestra. Una diferencia
de dos o0 mas fotones agregados hace que los estados sean robustos ante el efecto de la

despolarizacidén aun para valores pequefios de 7.

Si consideramos los estados con v = 0 pero a = 8 > 0, el entrelazamiento es menor para
un numero dado de fotones agregados m, n; sin embargo, este estado mixto puede ganar en-
trelazamiento al incrementar la diferencia |m — n| tal como se mostr6 en la seccién previa para
el estado puro. Ahora, se aplica el mismo razonamiento para encontrar p..; de estos estados.
El estado bajo analisis es por lo tanto |¢) = (N/v/2)(ai™ @ bi™ o) |a) + &I @ bi™ |a) o))
donde p.it sS€ muestra en la figura 17(c), considerando m = 0 se observa que para « pequefa
y n = 0, los valores criticos de p son cero, lo cual no causa sorpresa porque este estado
tiene entrelazamiento nulo. Cuando se cumple n > 1, peit > 0, las curvas en la figura mues-
tran que para un conjunto dado de combinaciones de o = 3y m, peit crece con n, lo que
muestra nuevamente la robustez que puede ser ganada a travé del proceso de agregar mas
fotones a un modo mientras el otro se deja fijo. Todos los casos alcanzan el valor asintético
de p.i« = 1/2. Todos los valores de pgit(n) son ajustados a la funcién hiperbélica tanh x en la
forma peit(n) = a + btanh(d(n — ¢)). Los resultados se muestran en la tabla 1, para los pa-
rametros (a, b, d, ¢). En el segundo renglén se encuentran para {m = 0,« = 3}, en el tercero
para {m = 1,a = 3} y en el cuarto para {m = 0, = 5}. Se mostrard en la siguiente seccion

que los estados con p..;; = 1/2 corresponden a estados con maximo entrelazamiento.

Finalmente se muestra pcit(««) como funcién del estado coherente «, en la figura 17(d)
para combinaciones fijas de m,n mientras a = 3 varia. Resulta claro que los valores criticos
disminuyen con « dado que el estado del ensamble se hace menos entrelazado y, los valores
tienden asintéticamente a cero para « grande. Estos resultados se ajustan muy bien con la
tangente hiperbdlica en la forma pgit(a) = a + btanh(d(a — ¢)), con amplitudes b < 0 (ver
ecuacién (97)). Los parametros del ajuste se presentan en latabla 1, en la que el quinto renglén
espara{m = 0,n = 1}, el sexto para {m = 0,n = 3} y el séptimo para {m = 1,n = 5}. Estos

resultados estan en concordancia con el hecho de que para |m — n| > 1 existen intervalos
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Cuadro 2: Parametros de ajuste Gaussiano para el valor critico peit como funcién de ~, para

diferentes PACS entrelazados

State  Fig a b c v

) = N(@™ @ b1 [y) | =) + @™ @ bim | =) |))
a=0,8=0,y=wariable,m =0,n=1
17(b) 0,4952 —0,02459 0,479 0,2824
+35x 107 47,18 x 107 46,78 x 1073  +1,07 x 1072

a=0,8=0,y=wariable,m =1,n =2
17(b) 0,4952 —0,03074 0,3859 0,2333
43,43 x 107%  £8,84 x 107* £4,98 x 107% £8,07 x 1073

a=0,8=0,y =variable,m =0,n = 2

17(b) 0,4952 —8,07 x 10717 1,0045 1,019

mas amplios en los valores que puede tomar « que presentan un entrelazamiento distinguible.

El comportamiento de todos los valores criticos de p confirma que el proceso de agregado
de fotones actua como un amplificador de la robustez de las propiedades de entrelazamiento

de los estados estudiados en ambos escenarios, tanto estados puros como mixtos.

3.2.3. El limite al valor critico periy = 1/2

Con el fin de proporcionar mejor intuiciéon en el valor asintético pey = 1/2, se considera
la familia de estados coherentes con fotones agregados maximamente entrelazados (EPACS
- entangled photon added coherent states) que ocurren para las combinaciones lineales de
PACS estudiadas. El estado ECS conocido |¢)) = N(|v)|—v) — |—7) |)) tiene concurrencia
C = 1. Esto permite obtener los valores extremos de p que destruyen el entrelazamiento,
dado que no hay mas operaciones de agregado de fotones que puedan incrementar este valor
de entrelazamiento. Partiendo de este estado, la matriz de densidad py = |¢)) (¢| en la base

computacional es
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0 0 0 0
0o & -fo0

po = 21 12 . (99)
0 -1 1 0
0 O 0 0

Resulta directo probar que p, es independiente de los valores m,n. Este estado es par-
te de una familia mas grande de estados coherentes con fotones agregados maximamente
entrelazados (MEPACS - Maximally EPACS) bajo estudio, debido a que la superposicién con
u = —v = 1/4/2 para todo o y 3 cuando m # n, asi como para o # 3 si n = m construyen

los MEPACS como

) = N(1/2,1/2)(1/V2) @™ @ b |a) |8) — ai" @ b™ |a) |8)). (100)

La ecuacién 11 crea la misma matriz de densidad en la base computacional que la que se
muestra en la ecuacién (99) para el caso ECS (a« = —f = v,n = 0,m = 0), y con las mismas

propiedades de entrelazamiento. Con una simple sustitucion, la constante N es

N(1/2,/12) = | Lin(~|af?) L (=] B[)min! — e~ (2P 155 | g 2m=n)

~ —1/2

X (D(L4+m))* 1 Fy (1 +m; 14+ m —n; o B) ;

En la base computacional, este estado produce estados de Bell maximamente entrelazados
de acuerdo a la ecuacion (92), C' = 1, lo cual se debe a que en este caso N(1/2,1/2) = N1 Ns.
Por esto, se usa la ecuacién (99) para construir el estado mixto de la ecuacion (95) para esta

familia de estados, lo que resulta en la matriz de densidad siguiente

L 0 0 0

4 0 §3—2p) §4p-3) 0
p:§I—|—<1—§p)p0: 6 6 (102)

0 :(4p—3) ¢(B3—2p) 0

(@]
(e
(e
wis
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Esta matriz tiene la forma de X,

uy 0 0 O
0O w z 0
p= , (103)
0 z w O
0 0 0 wu_

donde la concurrencia C' se puede calcular (O’Connor y Wooters, 2001) y se expresa de forma

compacta como,

C'szzix(O,M —\/u+u‘). (104)
En nuestro caso, tenemos z = 2p/3 — 1/2y u, = u_; = p/3. La concurrencia esta dada por
C(p) = max{0,1 — 2p}, (105)

lo que establece a p = 1/2 como el valor extremo de p, denominado como p.; antes de que la
concurrencia se vuelva cero en la situacién de un estado con entrelazamiento maximo en un
canal despolarizante. Es importante notar que cualquier estado formado por una combinacién
lineal distinta a la ecuacién (100) resultara en valores menores para p.i; pues el estado tendra
menor entrelazamiento. Esta es la razdn por la cual la mayoria de los calculos se hicieron con-
siderando la combinacién lineal positiva, es decir, donde v = v = 1//2, dado que cualquier
variacién de los parametros del estado (93) cambia p.i. Resultan de mayor relevancia aque-
llos casos que inicialmente tienen p. baja y luego del proceso de agregado de fotones, este
valor se incrementa. Este incremento se puede entender facilmente iniciando con el estado
trivial |¢0) o |a) |a) + |a) |a) « |a) |«), el cual tiene obviamente un entrelazamiento nulo, y
luego se compara con el resultado de mezclar a' |v/2a) with |0) en un divisor de haz 50/50
con lo que se obtiene un estado de la forma [¢)) o a' |a) |a) + |a) bt |a) cuyo entrelazamiento
ahora es no nulo. La unica diferencia en la generacion de un estado y el otro es el proceso de
agregado de fotones, el cual es experimentalmente plausible (Zavatta et al., 2004; Jeong et
al., 2014). Los incrementos de p. al final estan relacionados con el grado de entrelazamiento
de po. Por lo tanto, si el agregado de fotones incrementa C(p,) el valor necesario de p para

destruir el entrelazamiento incrementa también.
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3.3. Conclusiones

Se presentd un estudio sobre las propiedades de entrelazamiento de una superposiciéon
arbitraria de n, m fotones agregados a un estado coherente en la forma de la ecuacion (87),
para el que se presentaron las condiciones de maximo entrelazamiento. También se evalu6
la influencia de la diferencia |n — m| y el efecto del producto a3 en la concurrencia. Se en-
contré que una diferencia grande |m — n| > 1 puede ser utilizada para generar estados con
entrelazamiento maximo, adicionalmente a los ECS conocidos, los que estan formados por
estados coherentes con fases opuestas. Esto implica que el proceso de agregado de fotones
en aquellas superposiciones de CS con bajo entrelazamiento, como la superposicién positiva
estudiada en este capitulo, pueden incrementar su cantidad de entrelazamiento a través de
este proceso. En general, los valores mas altos para el entrelazamiento se encuentran alrede-
dor de dos superposiciones formadas por u = +1/1/2, en donde el valor de u puede quedar
menos restringido si los estados coherentes tienen fases opuestas, o si el numero de fotones
agregados para cada modo de interés es muy distinto. También discutimos el efecto de un
canal despolarizante sobre las propiedades de entrelazamiento de las superposiciones mos-
tradas y se encontr6 que el valor limitante de p para que la concurrencia C'(p) no se nulifique
es de p — 0,5 por la izquierda, sobre lo que se proveyeron resultados analiticos para soportar
los numéricos, esto sin considerar ningun estado en particular para la superposicién. Sin em-
bargo, C'(p) puede hacerse cero para valores bajos de p dependiendo de las caracteristicas
del estado. Se hizo un ajuste numérico de la probabilidad critica p.,.;; con lo que se mostré una
relacion hiperbdlica con ~y y el numero de fotones agregados n . Adicionalmente se obtuvo una
familia completa de superposiciones de PACS con entrelazamiento maximo en la ecuacion
(100), sin la necesidad de una fase negativa en los estados coherentes. Estos estados tienen
la probabilidad critica méaxima p..;; = 1/2 cuando son sometidos a efectos de despolarizaciéon

y podrian resultar utiles en el procesamiento de informacién cuéntica con variables continuas.
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Capitulo 4.

Correlaciones cuanticas de estados coherentes con un foton
agregado

En este capitulo estudiamos entrelazamiento de variable continua y sus correlaciones en
combinaciones lineales de estados coherentes y estados con un foton agregado (SPACS por

sus siglas en inglés). Se estudian dos familias de estados de la forma |¢) = N(a' +

dp,pa
bt) |o) | 3). Estas familias son parte de los estados estudiados en el capitulo anterior conside-
rando el caso u = +v, m = 1,n = 0 de la ecuacioén (87). Los estados estudiados en este
capitulo tienen la ventaja de ser experimentalmente realizables mediante operaciones de 6p-
tica lineal partiendo ya sea de un estado de fotdn individual (Fock) o un estado coherente con
un fotén agregado (SPACS), lo cual se mostrara en el desarrollo del capitulo. El estudio teérico
de las propiedades no clasicas de estas superposiciones es importante porque son un recurso
entrelazado potencial para procesamiento de informacion cuantica en variable continua. Para
la caracterizacion se utilizan estimadores no clasicos basados en las correlaciones.

Las correlaciones se caracterizan a través del quantum discord con un proyector de qubit
desplazado y a través de la perturbacién inducida por la medicion (MID por sus siglas en
inglés) con mediciones homodinas simultaneas. En un escenario donde los detectores son
homodinos, el MID revela una forma sencilla para seleccionar fases 6ptimas de los osciladores
locales para explotar el maximo de las correlaciones. Los estados correlacionados forman
un canal que es sometido a dos mecanismos de pérdidas: esparcimiento y fluctuacion de
fase, haciendo el estudio a estados entrelazados mixtos. Podremos observar que conforme el
esparcimiento aumente, el QD disminuye de forma mondtona. Al mismo tiempo para el estado
1) 4p» QD es mas robusto ante fluctuaciones de fase grandes cuando el numero promedio de
fotones ny es mayor a cero, pero si las fluctuaciones de fase son bajas, QD es mas robusto

para ng = 0.
4.1. Introduccion

El entrelazamiento cuantico como medida de la no separabilidad de estados cuanticos

multipartitas se ha estudiado ampliamente de manera tedrica y experimental, se ha identifi-
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cado como un recurso clave para el procesamiento de informacién cuantica. La mayoria de
las aplicaciones se han propuesto con variables discretas (DV por sus siglas en inglés), las
que requieren detectores altamente precisos y experimentos demandantes (Driessen, 2013).
Por otro lado, QIP de variable continua (CV por sus siglas en inglés) se ha explorado recien-
temente (Braunstein, 2005). Las aplicaciones en CV hacen que al menos la deteccidon sea

experimentalmente méas sencilla

Un estado coherente (CS por sus siglas en inglés) es un estado CV que puede generarse
facilmente con un laser y sus propiedades clasicas son bien conocidas. Se ha propuesto la
realizacion de computacién cuantica con CS por Jeong et. al. (Jeong y Kim, 2001) incluyendo
sus aplicaciones potenciales en comunicaciones. Sin embargo, este esquema se fundamenta
en estados coherentes entrelazados como recurso, los cuales son complicados de obtener
experimentalmente (Daoud y Laamara, 2012). Por el contrario, es posible obtener un estado
entrelazado hibrido (HES por sus siglas en inglés) formado por una combinacioén lineal de CS
y otro estado no clasico. Los estados de Fock |n) que son puramente cuénticos son conside-
rados los estados mas no clasicos. Un estado coherente con un foton agregado (SPACS por
sus siglas en inglés) se genera mediante la aplicacion del operador de creacién a un estado
coherente una sola vez o af |a), y tiene propiedades tanto clasicas como no clasicas com-
binadas. Los SPACS fueron propuestos primero por Agarwal y Tara (Agarwal y Tara, 1991) y
fueron mas tarde obtenidos experimentalmente mediante la interaccién de un CS en un cristal
no lineal (Zavatta et al., 2004). Ademas resultaron utiles para estudiar la transicién entre el
dominio cuantico y el clasico. Los SPACS se caracterizan por presentar negatividades en la
funcién de Wigner, que es una manifestacién de no clasicidad del estado (Kenfack y Yczkows-
ki, 2004). Por lo tanto, su uso para generar estados entrelazados bipartitos a través de 6ptica
lineal como un divisor de haz (BS por sus siglas en inglés) es también viable (Kim et al., 2002)

y de interés en QIP.

Un ejemplo de estado entrelazado hibrido (HES - hybrid entangled state) fue propuesto por
(Sekatski et al., 2012), ellos combinaron estados de Fock en un BS para producir una super-

posicion de estados de Fock desplazados (DFS - displaced Fock states) y CS lo que produjo
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la funcion de onda |¢)) = D(a) |1) |a) — [1) D(«) |1), la cual es equivalente a la superposicion
de SPACS con CS en la forma [¢) = at |a) |a) — bf |o) |o), sin embargo, ellos no estudian las
propiedades de no clasicidad a través de la discordia cuantica ni la relaciéon con la deteccion
homodina, entre otras. Es esta la base para el estudio presentado en este capitulo, en donde
proponemos estudiar estados de la forma |¢)) = at |a) |a) & bf |o) |a) (hasta una constante
de normalizacion) con propiedades de correlacion orientadas a aplicaciones de comunicacion
cuanticas, las que se presentaran en el siguiente capitulo. Los estados bajo estudio pueden
ser producidos experimentalmente por medio de operaciones lineales junto con procesos no
lineales requeridos Unicamente para la generacion del SPACS. Los estados coherentes con
fotones agregados forman parte de los estados no Gaussianos y para generarlos se requieren
operaciones también no Gaussianas, las cuales tienen gran aplicacién en el procesamiento de
informacion cudantica con variable continua (S. Wang et al., 2015). El proceso de agregado de
fotones se ha utilizado como método sistematico para generar entrelazamiento entre subsiste-
mas de CS y estados individuales de Fock, como se propuso y demostré experimentalmente

por (Jeong et al., 2014; Kwon y Jeong, 2015).

Las comunicaciones cuanticas presentan un campo potencial de aplicacién para estados
bipartitos formados por superposiciones de CS y SPACS. Las comunicaciones cuanticas re-
quieren el establecimiento de un protocolo que precisa de la seleccion de un conjunto de
mediciones distinguibles bajo una estrategia viable. La mediciéon de cuadratura resulta como
una primera opcion a considerar cuando se compara con otros protocolos de comunicacién
(Silva, Xu, Agnolini, Gallion, y Mendieta, 2006; Chuan et al., 2010; M. G. A. Paris, Cola, y Boni-
facio, 2003). Las mediciones de cuadratura se obtienen directamente por medio de deteccion

homodina (HD - homodine detection).

Una primera aproximacién que puede usarse es la distribuciéon conjunta de probabilidad de
cuadratura (JQP - joint quadrature probability), la cual se obtiene por medicion simultanea de
la cuadratura de un estado bipartito y su estadistica. El uso de JQP se propone inicialmente
por su simplicidad, e incluso aunque no puede mostrar directamente el grado de las correla-

ciones, resulta util en el sentido de que indica la existencia de algun tipo de correlacion en los
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estados bipartitos estudiados. Luego, si se encuentra algun grado de correlacion en estados,
se debe recurrir a otra medida que pueda remover la contribucidn clasica a estas correlacio-
nes. Utilizando proyectores homodinos es posible caracterizar las correlaciones por medio de
la perturbacién inducida por la medicion (AMID - ameliorated measurement disturbance) (Ye,
Liu, Xu, Liu, y Zhang, 2013; Girolami, Paternostro, y Adesso, 2011). El AMID es la diferencia
entre la informacién mutua cuantica (MQI - mutual quantum information) y las correlaciones
clasicas (CC - classical correlations) cuando ambos subsistemas son medidos de forma simul-
tanea, y es minimizada en todas las mediciones posibles. Puede entenderse como el costo
entrépico maximo de cualquier medicién posible dado un conjunto completo de mediciones. Si
el proceso de optimizacién del AMID es descartado, entonces se obtiene una medicidon mas
relajada denominada simplemente perturbacién inducida por la medicién (MID - measurement
induced disturbance) (Modi et al., 2010), la cual juega un papel importante cuando se define

el comportamiento de las correlaciones dada una medida proyectiva.

Es importante mencionar que los mecanismos de caracterizacion de las correlaciones me-
diante JQP mencionados anteriormente seran empleados Unicamente en un canal puro por-
que se proponen como una herramienta que pueda usarse para caracterizar estados que
estan siendo preparados en un laboratorio, es decir, una vez que el experimento se encuentra
armado, el estado bipartito generado debe ser evaluado antes de poder utilizarse como un ca-
nal cuantico. En estas circunstancias, el estado bipartito no esta sujeto a ruido, considerando
condiciones ideales, o al menos a minimas fuentes de ruido, ya que presumiblemente se man-
tiene en un ambiente controlado. En este capitulo estudiamos dos superposiciones bipartitas
distintas de SPACS, para las que la JQP y el AMID resultan buenos candidatos para caracteri-
zar parcialmente sus propiedades de correlacién y para diferenciar a uno del otro. Posterior a
la generacién del estado bipartito correlacionado se emplea como un canal cuantico. En este
punto, se introducen efectos de ruido en el canal por medio de esparcimiento y fluctuaciones
de fase, ambos afectan las correlaciones clasicas y cuénticas del canal y por lo tanto su QD.
Es el QD el que sera evaluado con el fin de conocer cuantitativamente las propiedades cuanti-

cas del canal. Sin embargo, las mediciones de QD no son sencillas y nos preguntamos si sera
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posible o no, utilizar un observable accesible para determinar la cantidad de QD del canal
sujeto a ruido. Para esto, proponemos el uso de la fluctuacion de cuadratura (AX)? como un
buen estimador del QD en estos canales.

En resumen, el objetivo del estudio de este capitulo es cuantificar las caracteristicas no
clasicas de los estados formados por superposiciones de SPACS propuestos, que puedan ser
utilizados a su vez como canales para establecer protocolos de comunicacion, como se ex-
plorara en el capitulo siguiente. Especialmente, cuando el canal es afectado por mecanismos
de pérdidas asi como el impacto de dichos mecanismos en las correlaciones cuanticas del

estado bipartito.

4.1.1. Probabilidad de cuadraturas condicionales

La deteccion homodina, como se describié en la seccion 2.7.5 consiste en el mezclado de
una sefal a ser medida, generalmente de baja intensidad, con otra muy intensa de la misma
frecuencia y fase relativa conocida llamada oscilador local (LO - local oscillator) a través de un
divisor de haz cuyas fotocorrientes de salida son restadas y son proporcionales al operador de

cuadratura (Collett, Loudon, y Gardiner, 1987; Barnett y Radmore, 2002)

1
V2

donde {af,a}({b',b}) son los operadores de creacion y aniquilacion para el subsistema co-

Xoaw = —=(a(b)e™am 4 gt (bh)ePam), (106)

rrespondiente A(B), y la fase A4 (p) del oscilador local.

Una estrategia de comunicacion simple entre dos partes (Alice y Bob) que comparte un
recurso coman descrito por la matriz de densidad p*? puede basarse en las correlaciones
de los resultados de la medicion simultanea mediante POVMs homodinos. Para los que cada

subsistema tiene el POVM,

A A(B A(B
HA(B)()\A(B)) = MAA((B)) M)\A((B))T = |X)\A(B)> <X>\A(B)| ) (107)

donde las cuadraturas \XMB)) son eigenestados de (106) (Barnett y Radmore, 2002) y se des-

criben mediante el estado | X, ,, ) = 71 exp{—1 X} +ﬂe”XAA(B)&T(ZA)T)—%GWA(B) at’ (b))} |0).

AA(B)



73

El proceso de medicién se describe como sigue, Alice mide con fIA()\A) y obtiene el resultado

X, con probabilidad

Pa(Xy,) = Tr{II* ® 15p4P}. (108)

El estado proyectado posterior a la medicion en el subsistema A se obtiene como,

B un g ® 1BpABfIA ® 1B

N — _ 109)
p PriA Tr{pABHA(X)lB} (

Después de esto, Bob mide con fIB()\B) y obtiene X, con las probabilidades condicionales

dadas por

Pu(Xo,|X0,) = T @ IT%piif). (110)

Esto representa la probabilidad de obtener la cuadratura X, dado que se obtuvo la cuadratura

X»,. Con (110) se puede obtener la probabilidad conjunta mediante

Pap(Xo, Xog) = Pa(Xn,)Ps(Xo, | Xa,)

= Tr[[I* ® 115 7.

(111)

Utilizando esta simple probabilidad conjunta se puede ganar conocimiento del comporta-
miento no clasico del canal bajo estudio a través de mediciones homodinas que pueden ser
utiles en comunicaciones. Esto debido a que uno puede describir la matriz de densidad del
sistema en la base homodina (como se describird mas adelante), la cual captura la naturaleza
continua de los campos opticos. Esto a su vez facilita la expresidén del sistema proyectado
como una mezcla estadistica de definida por los resultados de la deteccién homodina que
resultara util en los célculos del MID. Lo que a su vez sirve para seleccionar fases del LO que

maximicen las correlaciones que pueden obtenerse entre ambas partes del sistema.

4.1.2. Perturbacion inducida por la medicion

La perturbacién inducida por la medicion (MID - measurement induced disturbance) como

se vio en el capitulo 2 se obtiene mediante (Luo, 2008)

Dup(p*?) = Z(p"?) — Z(p{i"). (112)
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Donde I(p"P) es la informacién mutua del sistema y S es la entropia de Von Neumann

(Nielsen y Chuang, 2000). La entropia de un sistema descrito por p, se obtiene a traves de

S(p) = —Tr[plog p]. (113)
También se utilizara la version optimizada del MID, el AMID:

A(p*?) = inf [Z(p*”) = Z(pr”)]. (114)

donde se toma el minimo sobre todas las mediciones posibles en ambos subsistemas.

Cuando se lleva a cabo cualquier proceso de medicién sin el conocimiento del resultado
de la medicién, se dice que es no selectivo. En este capitulo, estamos interesados en obtener
informacién de los efectos no clasicos a través de mediciones homodinas. Si se realiza una
medicion de cuadratura no selectiva en un subsistema (de un sistema bipartito), este produ-
ce en el otro una mezcla estadistica de infinitas cuadraturas posibles relacionadas con cada
angulo posible del LO. Si la cuadratura de ambos subsistemas es medida simultaneamente,
el sistema completo es una mezcla estadistica de posibles eigenestados de cuadratura. Un
método viable para estudiar un canal con estas caracteristicas es mediante un MID de cuadra-
tura con un conjunto completo de proyectores de cuadratura dado que pueden implementarse
con detecciones homodinas facilmente en la préactica (Olivares, Cialdi, Castelli, y Paris, 2013;
Kumar et al., 2012). Adicionalmente, el MID de cuadratura mostrara la estrategia de seleccion
de fases A4y del LO para maximizar las correlaciones entre Alice y Bob para HD, lo que
podria ser explotado en un protocolo de comunicacion cuantica.

Para aplicar el formalismo del MID, la matriz de densidad completa del sistema es inicial-

mente expandida en la eigenbase de cuadratura como

P = [ XX AX, 1) (X |
> (115)
© 13, (X5, 107 X0, (X2, @ 163, (X, |

Dado que el MID considera mediciones simultdneas. La matriz de densidad de la medicién no

selectiva de cuadratura del sistema es
o = [ X0, 02X, Pas(Xa, (M), X0y ()
- (116)
X |X>\A> <X>\A‘ ® |X>\B> <X>\B| )
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donde, P4p(X,,(Aa), X, (Ag)) en (111) es la probabilidad conjunta de la deteccién del par
de cuadraturas { X, ,, X),}, para A4 y Ap dadas. La notacién de P45 ha sido utilizada para
enfatizar la dependencia con A4 y Ap. El estado final se obtiene tras la integracién sobre
todos los posibles resultados. La informacion mutua del sistema previa a la medicion Z(p?)
es simplemente el doble de la entropia de entrelazamiento, ya que se ha considerado un caso
puroy se calcula de la manera tradicional en la base original ya que es mas sencillo. Asimismo
para obtener (112) y (114), se requiere calcular las entropias de los estados proyectados
S(p), S(pB)y S(piP). Estas entropias se obtienen con la expansion en cuadratura. La matriz

de densidad conjunta es diagonal en esta base, lo que permite un calculo sencillo como

S(pi®) = / 0X,d X, Pas(Xns (\a)s Xy (A5))
—oo (117)

x log Pap(Xx, (Aa), Xap(AB)).

Para los términos restantes de la informacién mutua se reduce a calcular,

S(Pé(B)) :/ dXAA(B)PA(B)(X/\MB)()‘A(B)))
—0o0 (118)

X 1OgA(B) (X)\A(B)()‘A(B)))a
donde las trazas parciales se cambian por integrales marginales. Con esto, la informacién

mututa dle estado proyectado del sistema se puede construir como

Z(pi”)] = S(pi1) + S(pti) — S(pi”). (119)

Una caracteristica importante del MID y AMID de cuadratura utilizado en ete trabajo es que
se aplica unicamente con estados puros y es de naturaleza cualitativa, motivado por conocer
si existe no clasicidad de manera relativamente sencilla. Dado que nuestra intencién es saber
si existen correlaciones en los estados a través de la distribucién JQP que pueden ser adqui-
ridas experimentalmente. Y una cuantificacion mas exacta de estas correlaciones incluyendo

mecanismos de pérdidas se llevan a cabo a través del QD en la siguiente seccion.

4.1.3. Quantum discord

Cuando un sistema bipartito se utiliza para establecer un canal de comunicacion cuantica

realista, dicho canal sufre pérdidas de distintos tipos. Los diferentes mecanismos de pérdida
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inducidos por el medio en el que se establece el canal generan una mezcla estadistica re-
lacionada con los grados de libertad de las pérdidas y todas las formas posibles en que las
pérdidas podrian ocurrir. A diferencia de los estados puros, la entropia de entrelazamiento no
es adecuada para caracterizar el comportamiento no clasico de los estados mixtos. Por lo que
se recurre al QD, el cual funciona incluso en presencia de procesos de mezclado.

Tal como ya se mencion6 en el capitulo 2, la idea de la medicion de la no clasicidad relacio-
nada con la informacién mutua comenz6 con los trabajos seminales de Ollivier y Zurek (2001)
y, Henderson y Vedral (2001) entre las diferentes propuestas para cuantificar la no clasicidad,
el QD es el mas utilizado (Giorda, Allegra, y Paris, 2012). Asumamos que el subsistema B, p”
es medido con un POVM y se quiere ganar informacion sobre p“. Cada medicién en B proyec-
ta al sistema en (109) para cada medicién de la forma p% — pég = TIB pABIIB /Tr[pAPIIZ],
donde el resultado de cada medicion esta gobernado por la probabilidad p; = Tr[p*P1I7]. La
entropia de A posterior a la medicion se obtiene como S(pi5)(A|B) = Zipis(p?[?)’ aqui
pias significa que el ensemble pii; = 3, pipﬁiB que es resultado de la no selectividad de la
medicion en B con sus correspondientes elementos del POVM. Dado que la cantidad de in-
formacién de un sistema esta relacionada con su entropia, la diferencia S(p?) — S(ps5) se
relaciona con la cantidad de informaién ganada por el proceso de medicion, y el maximo de

esta diferencia se conoce como la correlacion clasica, definida mediante
Ja(A|B) = rpﬂaﬂS(p“‘) — S(pi1s)(A|B)],

= 5(o") ~ min(S(pita)(AIB)].

(120)

Donde las entropias son obtenidas a través de (113). Por lo tanto, con la ayuda de la informa-
cion mututa, el QD se define como,
DB(pAB) = I(pAB) - Jcl(A|B)7

(121)
= S(pP) — S(pE) + ?&i.r;[S(pﬁB)(mB)],

donde Dp(p”P) es el QD cuando las mediciones se realizan en el subsistema B. El quantum
discord es una de las propiedades que se estaran utilizando para encontrar cuantitativamente

las correlaciones no clasicas del canal.
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4.2. Modelo

Estamos interesados en la familia de SPACS,

N .
Y = E(&T ), la), £ b1 |a), o)), (122)

donde N es un factor de normalizacién, los subindideces representan al sistema. Los opera-
dores de creacion a' y b acttan en el subsistema correspondiente. Se usan las equivalencias
la), |a), = |a) |a) = |a, ) = |a) ® |«) de forma indistinta durante el desarrollo del capitulo.
Se puede observar en la ecuacion (122) que los estados de interés son una superposicion de

SPACS. Los SPACS se forman en general por una Unica aplicacion de operador de creacion a

. . aT‘a>
un estado coherente (Agarwal y Tara, 1991) con lo que se obtiene el estado |, 1) = TR
Los estados en (122) se pueden obtener a través de un BS general (Campos et al., 1989),
. cos e’ sen fe'®e
B(§) = , (123)

—senfe " cosfhe ¥t

con las entradas ya sea |ag) ® |1) 0 |ag, 1) ® |0). Aqui restringidas a un tipo de BS sin fase
en los campos transmitidos y una fase = en los haces reflejados (¢, = 0,¢, = 7),y 6 = 7/4
lo cual representa a un BS 50/50 BS se asume que no existen otras fuentes de diferencia de
fase para los campos.

En la superposicion negativa, la salida del BS se determina mediante [¢),, = B(H =

7/4) |1) |«) previo a las péridadas. (122) se reduce a

1 .

V) gp = —(a' = b |a)|a), (124)
donde a = ag/+/2, dp significa displaced photons. Un canal formado con este estado sera de-
signado como canal con fotones desplazados (DPC - displaced photons channel) y se muestra

en la figura 18(a).

Para la superposicion positiva, la salida del BS sera [¢), B = 7/4) |a,1) @ |0). El

estado (122) se reduce a

), = %(a* i) ]a) Ja) (125)
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donde N = 1/+/pa (] ¥)pa = 1/4/1 + 2|r|? es la constante de normalizacion, o = ag/v/2.
Con A = B = 1/+/2 de (122). El subindice pa significa fotén agregado (PA - photon added) y

designa al estado de entrada |a, 1) al BS en la figura 18(b) que dio origen a (125). Cuando se
utilice como recurso compartido se llamada canal de fotones agregados (PAC - photon added

channel). Equivalentemente (122) se puede representar en la base ortogonal,

[0) = (N/V2)(D(a) 1), |a), £ |a), D(a) [1),

(126)
+ (a" £ a") o), [a),)-
De forma mas especifica (124) se reduce a
) gp = (1/V2)(D(a0/V2) [1), a0/ V2), (127)

— lao/V2), D(ao/V2) [1),),
lo que lo convierte en el estado propuesto en (Sekatski et al., 2012). Por otro lado, para el

estado (125) el estado generado es

[¥)pa = N (D(20/V2) 1), |00/ V2),
+|ao/V2), D(c/V2) [1), (128)
+V2a0 |/ V2), oo/ V2),).

Es sencillo ver que el término v/2aq |/ v/2),, |/ +/2), juega un papel importante en la pérdida
de coherencia comparado con el caso de fotones entrelazados individuales, lo cual ocurre para
Qp = 0.

Los estados bipartitos [¢) 4 ¥ |¢),,, se utilizan para construir canales de comunicacion

pa’

entre Alice y Bob. Los que se identifican por sus matrices puras de la forma

A
Pdp?pa) = [9) dp(pa) payep (¥ - (129)

Los esquemas de generacion de los estados entrelazados que se analizaran se muestran
en la figura 18. En (a) a un estado coherente |ag) y un estado de Fock |1) se mezclan en

un BS 50/50 lo que produce péf, y en 18(b) un SPACS a' |a) se mezcla con el vacio |0) lo

B

que crea p;,“a . Ambas subfiguras incluyen un experimento de deteccién homodina como una

primera aproximacion al analisis de las correlaciones un canal bipartito creado por un BS. LA
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*(I)AA D)
a ) / Homodyne b) // HomYdyne 3
pAdB pAB
p a
‘ Oé()> Homodyne &]L ‘Oé > / ’ Homodyne
r 0/~ A4 ;
1y P 0 20

Figura 18: Proceso de generacién de (a) DPC (125) y (b) PAC (124). Las correlaciones se

miden a través de deteccion homodina. ®,, . representa una medicién homodina con fase

)\A(B)-

JQP para las cuadraturas X, , y X, al realizar una HD con fases A4 and Ap respectivamente,
se calcula usando (111) con el esquema de medicién mostrado en la figura 18. EI MID también

sera utilizado para caracterizar las correlaciones propuestas.

Los mecanismos de pérdidas se han incluido para ambos p2P y p;,“aB los que se muestran

pd
en las figuras 19(a)-(b), respectivamente. Las fuentes de pérdida se modelan en el canal
como sigue: para el esparcimiento, con un BS acoplado con el vacio con transmitancia 7,
y para la fluctuacion de fase, una diferencia de fase ¢ entre los brazos superior e inferior
mostrados en la figura 19 (a)-(b). Se considera que es Bob el que crea el estado recurso y se
queda con su parte, a la que realizara alguna medicion, y envia la otra parte a Alice que se
encuentra remotamente localizada. Luego Alice quiere ganar informacion sobre la medicidon
que ha realizado Bob. Para la medicion de Bob primeramente se realiza un desplazamiento

D(—«), cuyo propésito es que Bob obtenga su estado en la base computacional en lugar

de un estado continuo. El desplazamiento se realiza a través del operador unitario D(a) =

Considerando el modo a como el modo de entrada y b el vacio, se parametriza la transmi-
tancia n = cos?#’, donde #' = arc cos(y/n) con ¢, = 0y ¢, = 7. El esparcimiento transforma
el estado puro (129) como &' = \/na — /I —ncy é = /na+ /1 —né, aqui d'(¢') representa
los modos de salida del BS (Leonhardt, 2003, 2010; Sekatski et al., 2012). Esto transforma al

estado (122) en
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Ahce
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Bob
0)

Figura 19: Caracterizacién esquematica del canal entrelezado mediante detecciones homodi-
nas simultaneas. El estado de entrada puede ser un DFS que da lugar al DPC mostrado en
(a), o un SPACS que da lugar al PAC que se muestra en (b). Las pérdidas se incluyen como
fluctuacion de fase ¢ y el esparcimiento como un BS con transmitancia 7. El lado de Bob se
mide posterior a un desplazamiento f)(—a) con MP y Alice que se localiza remotamente mide

su el estado que recibe a través de M7

|,l7b(/)7)>pd( ( ) |¢>pd (pa)

:m(% (0V2) Do(y/T=770) 1), |0V, |a),
+V1ﬁ” () Do (v/T—10) [0),, 1), [}, (130)
%m ay/m) Do (v/T—na)D(a)y |0, 0}, 1),

*

+ (1 F 1)Du(aym) Du(v/T=na) 0),, 0),, |a),).

La matriz de densidad de este estado bipartito es pire™(n) = [¥(n))ouea papa (L (1)]-

&

El estado sujeto al efecto de esparcimiento posterior a la suma sobre los modos de pérdida

(modos ¢), resulta en el estado mixto
Potion (1) = Tross[B(6))p* BT()], (1312)
donde se puede reescribir como

Poda) (1) = D1p1(0) + P2p2(n). (131b)
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Esto emerge de que los modos ¢ pueden ser ya sea |/T — 5a) (/T — na| o D(y/T—na) |1) (1] Df (/T =

donde los estados son

p1(n) = D(ay/m)D(«) [00) (00| D' (@) DY (ary/7), (132a)
y
pa(n) = (1/(la* (1 F 1)* + 1 4 0)) D(a/m) D()
X [(a® F a*) |00) F |01)
(132b)
+v/1[10)] x [{00] (& F )
F (01] + (10] /7] DY () D (/7).
Los signos “—", “+” corresponden al caso pd y pa respectivamente, con las probabilidades

pr = N?2/2)(1 —n)y po = (N?/2)(|a]*(1 F1)> + 1 + 7). En (132) se ha utilizado la base
computacional por simplicidad, como se mostr6 en la ecuacién (126). Las probabilidades se
han escrito para ambos casos, s6lo es necesario notar que N/ = 1 para el caso pd, mientras
que para el caso pa N = 1/+/2[a]? + 1.

Considerando un canal en el espacio libre, las fluctuaciones de indice de refraccion son
insalvables lo que produce cambios de fase arbitrarios. Estas fluctuaciones se modelaran
como un ensamble con una distribucion de probabilidad Gaussiana. Se asume que es el brazo
que se envia a Alice el que adquiere la diferencia de fase ¢ respecto al brazo de Bob y se
incluye en el modelo con la accién del operador de fase relativa U(gb) = eivila que actua sobre
el modo @ como p = [ dép(¢)U(¢)pAPUt(¢). Sin embargo, las fluctuaciones de fase seran
agregadas al canal que adicionalmente esta sujeto a ruido por esparcimiento, lo que conduce

a la expresién de la forma

Prdpa) (1, P) = / dop(6)U(8) piine) (MU (), (133)

AB

donde p5gpa)

(n) se defini6 a través de (131)-(132), p(¢) es una distribucién Gaussiana norma-
lizada con varianza de fase o centrada en ero. El efecto del ruido de fase se obtiene mediante

la transformacién

A~

U(eb)p;‘cfpa)(n)w(eb) = p1p1(n, @) + p2p2(n, ¢), (134)
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donde cada matriz de densidad es como sigue,

p1(n,¢) = D(ae’/n)D(e) |00) (00| DY () DT (ae™ /7)), (135a)

p2(1,6) = (1/2) D(ae’ /) D(a)[(a" F @) |00)
F [01) + /e [10)] x [{00] (a F ) (135b)

F (01] + (10 /e~ DY () D (e’ /),

con las mismas probabilidades p; y po como en (131).

4.3. Resultados

A continuacion se presentan los resultados del estudio de la no clasicidad de los esta-
dos mostrados en la ecuacion (122) para el caso puro, y en la ecuacion (133) para el caso
mixto con ruido. Primeramente se muestran indicadores cualitativos basados en JQP, MID y
AMID con deteccidén de cuadraturas homodinas. Posteriormente se presenta un estudio mas
detallado del QD y cémo se afecta por efecto de ruido por esparcimiento y fluctuaciones de

fase.

4.3.1. Mediciones homodinas condicionales.

La distribucién probabilidad conjunta de cuadratura (JQP - joint quadrature probability)
(111) no es solo un simple célculo, sino también una medida experimental sencilla también.
JPQ (111) para DPC y PAC se obtiene como,

(0,1 + ag)
Ar(1+ (1 F1)ad)

P;‘dj(gpa)<X>\A7X>\B) =

(136)
X exp (_(XAA —apcosAg)? — (Xo, — apcos )\B)z) ,
donde !
a1 = 4[eM (X, — e Mad)P
+ 4]eB (X, — 56_”‘3@3)|2,

a9 = 2§R<ei()‘3_2)‘A) (—Oé() + QGMAX)\A) )

X (—QX)\B + Oéoei)\B) .
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De (136) es claro que la JQP para ambos casos es una funcion Gaussiana de dos variables
X\, Y X, multiplicada por una funcion polinomial de las cuadraturas. La funcion Gaussiana
se encuentra fuera del origen, cuyo centro depende de los valores A 4(Ag) y el valor de ay.

También, la correlacién de cuadratura se encuentra Unicamente en el término as,.

JQP para el estado puro pg‘dB (136) se muestra en la figura 20 para dos configuraciones
de fase distintas del LO y dos combinaciones del nimero promedio de fotones. En la figura
20(a)-(b) los detectores se ajustana Ay = 0y Ag = 0 connyg = 0y ny = 1, respectivamente.
En la figura 20(c) y (d), Aa = /2y Ag = 0 conng = 0y ny = 81, también. Se ve faciimente
que las correlaciones de cuadratura permanecen sin cambios para distintos valores de ny.
Uno puede notar que las cuadraturas exhiben un comportamiento altamente correlacionado,
ya que tanto para las figuras 20(a) como para la 20(b) los valores de X, , y X, se encuentran
anticorrelacionados en las regiones iluminadas, mientras que en las figuras 20(c)-(d) para un
valor dado de X, es mas probable encontrar un conjunto de valores para X, en la simetria
anular mostrada. El comportamiento de la JQP (136) es independiente del nimero promedio

de fotones.

También se calcula la distribucién JQP para el estado puro pg‘aB (136) la cual se muestra en
la figura 21 con las mismas configuraciones para los detectores pero con nimeros del prome-
dio de fotones distintos como ny = 0 en las figuras 21(a)-(c), y no = 1, en las figuras 21(b)-(d).
Las figuras 21(a)-(c) exhiben un comportamiento correlacionado similar al de p;,“aB debido a
que para ny = 0 el estado es virtualmente el mismo hasta un signo en la superposicion, lo
que se observa en la correlacion rotada en 7/2 mostrada en 21(a) al compararla con la figura
20(a). Es facil ver que conforme el numero promedio de fotones se incrementa, las correlacio-
nes en cuadratura caen rapidamente como se muestra en las figuras 20(b)-(d), incluso para
valores tan bajos como ny, = 1, donde las graficas de densidad muestran bajas correlaciones
de X,, y X,,. No se investigaron valores mayores del nimero promedio fotones puesto que
las figuras se vuelven redondas y simétricas rapidamente, lo cual es una muestra de un estado
separable y por tanto sin correlacidén. Esto se puede resumir en que se puede ver la falta de

correlacién en las figuras, si estas presentan un comportamiento muy redondo y simétrico.
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Figura 20: JQP para el canal puro DPC con detecciones homodinas para diferentes valores de
ng. Los parametros para cada figura son: (a) A4 =0, A\ = 0,190 =0, (b) Ay =0, A\g =0,ng =

&1, (C) )\A:’]T/Q,)\B :O,TLQZO, (d) )\A:W/Q,)\B:(),no:Sl.

Una forma sencilla de saber si un estado bipartito tiene correlacion en algun grado consiste
en analizar su JQP. Si se encuentra correlacion para algun par de )4 5, entonces el estado
esté correlacionado, incluso cuando no esta cuantificado que tan correlacionado se encuentra

s

aun.

4.3.2. MID para el canal puro.

Otra forma de analizar los canales mostrados en la figura 18 consiste en calcluar su MID
(112) utilizando (118)-(117) para el calculo de la entropia, en un esfuerzo por entender el com-
portamiento de las correlaciones para diferentes fases de las detecciones de cuadratura en el
estado puro. Incluso con el MID calculado unicamente para el canal puro, tiene implicaciones
interesantes puesto que es facil mostrar como obtener maximas correlaciones dada una estra-
tegia de medicion, es decir, muestra la relaciéon entre A4 y A para lograr esto. Las entropias

se obtienen de un subsistema como S(piypa) = —Ppdpa) 108 Ppa(pa): 10 Aue produce,

S(phy) =1, (137a)
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Figura 21: JQP para el estado puro PAC con detecciones homodinas para diferentes valores
de ng. Los parametros para cada figura son: (a) Ay = 0,Ag = 0,n9g = 0, (b) Ay = 0, A\ =

0,710:1,(0) )\A:W/Q,)\BZO,HOZO, (d) )\A:W/Q,)\B:O,nozl.
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S(o) = (137

In(2) ’
que seran utilizadas para el calculo del MID y AMID.

Los resultados para el calculo del MID se muestran en la figura 22. La figura 22(a) muestra
el MID para el estado pg, que es valido para todo ny, la figura 22(b)-(d) muestra el MID para
el estado ppa para ny = {0,25,1,6,25} respectivamente. Los mapas de colores muestran las
correlaciones mas altas en los tonos mas brillantes y vice-versa, es decir, que las secciones
mostradas mas oscuras implican que las correlaciones clasicas inducidas por la medicién son
menores. De 22(a) es evidente que para el caso p;,“dB, la correlacibn maxima ocurre con un

AB |ag

desfasamiento de 7/2 (mostrada en el color mas claro en la figura). Para el caso pj,’,

figuras 22(b) a (d) muestran como conforme ny se incrementa, las correlaciones clasicas in-
crementan igualmente y por tanto el MID disminuye, también se observa un desvanecimiento
de la intensidad junto con una rotacion en contra de las manecillas del reloj de los mapas de
densidad. La figura 22(a) muestra que el MID minimo para pg‘dB ocurre para todo A4 = Ag.

Mientras que para p;,“aB, el minimo del MID depende fuertemente del valor de ny. Sin embargo,
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S(p?) + S(pP) es maxima cuando A4, = A\ = 0, y al mismo tiempo S(p1¥) es minima para la
misma combinacion de valores de A4, esto se puede confirmar en el calculo numérico mos-
trado en las figuras 22(b)-(d). Estas condiciones llevan a una expresion simplificada mostrada
en el apéndice C lo que permite el calculo del AMId mostrado en la figura 23.

El AMID (114) también se evalia y se muestra en la figura 23. El minimo se calcula para
cada punto mostrado. EIl AMID A(pé(j(gpa)) y la entropia del subsistema p* S(pg‘d(pa)) se muestran
vs. el nimero promedio de fotones n,. Las entropias de I(péB) son {\4, Ag} dependientesy
se obtienen mediante (119) y (113) con la matriz de densidad reducida p* (equivalentemente
se puede seleccionar p” dado que se trata del estado puro), y el AMID se calcula con ayuda
de (114) considerando las fases éptimas discutidas anteriormente y mostradas en el apéndice
C. Las marcas con punto representan valores calculados y las lineas una interpolacion. La

B

entropia y el AMID son constantes para p’}’ lo que es congruente con lo esperado dado
ppd

que el estado estd maximamente entrelazado. Por el contrario, la entropia y el AMID para
pg‘aB son altamente dependientes del valor ng, y decaen a cero para valores bajos de ny.
De la figura 23 es posible ver que el comportamiento obtenido para el AMID de cuadratura
propuesto en este trabajo es cualitativamente el mismo que el de la entropia, aunque en una
escala distinta, lo que refuerza su utilizacién practica cuando se trata de caracterizar estados
bipartitos continuos.

En un intento de encontrar una expresion del AMID de cuadratura analitica para el caso
puro,se analiza el comportamiento de A(p?), el cual sera minimo cuando S(p*) + S(p?) sea
méaximo y S(p*?) sea minimo. Los maximos y minimos de las entropias dependientes de la
fase se obtienen por inspeccion del comportamiento del MID numérico mostrado en la figura
22. EI AMID se puede identificar a través de los valores negros, ya que representan el minimo
del MID. Se sigue este andlisis grafico para la minimizacién en lugar de uno basado en los
gradientes debido a la naturaleza extensa de las expresiones, y al hecho de que la simple

seleccion de A4, = A\g = 0 funciona para ambos casos estudiados dando el minimo del MID.

El AMID para el caso pp, Se puede ajustar a la funcion siguiente

A(p?av) =1/(a + exp(b(ng — ¢)), (138)
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Figura 22: MID dependiente de la fase de los detectores A4 y Ap vs. ng (a) MID para el caso
DPC independiente de ny. MID para el caso PAC con los parametros: (b) ng = 0,25, (b) ng = 1

(C) ng = 6,25.

donde a = 0,512 4+ 0,051, b = 1,950 £ 0,211 y ¢ = 0,946 + 0,049. EI mismo comportamiento
cualitativo tanto de la entropia como del AMID es evidente del hecho de que si se normaliza
la ecuacién (138), se traslapa perfectamente con S(p;f‘a), lo que establece un ajuste adecuado
para la entropia con (138) re-escalada. En el apéndice C se muestran mas detalles, donde las

entropias dependientes de A 43y se muestran explicitamente.

4.3.3. Quantum discrod de Bob a Alice

En esta seccidn se estudiara la discordia cuantica de forma cualitativa, con el fin de obtener
un modelo del comportamiento de la no clasicidad para los estados propuestos. Asimismo, el
QD se relaciona con un observable experimental basado en la fluctuacién de la cudaratura del

campo.
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Figura 23: Comparacién de la entropia de entrelazamiento y el AMID para los canales puros

PAC y DPC.

Pérdidas por esparcimiento

Para estudiar el efecto de las pérdidas en las correlaciones se incluye el efecto del espar-
cimiento como en (131a) de B a A. Para lograr esto, se sigue la ecuacién (133) que describe
el ruido bipartito dependiente del canal. El QD de B a A requiere tomar en cuenta los efectos
de la medicién en B con un conjunto completo de elementos de un POVM. Dada la naturaleza
hibrida del canal, el conjunto de mediciones proyectivas se llevan a cabo con un POVM con

elementos

112 = D(a) |ing) yp (ine| DT (—av), (139)

donde |ir) 5 (in| con i = {0,1} representan la base estdndar para un POVM de 1-qubit,
con |0x7) = cos(fr/2) |0) + €M sen @y, /2, y |1a) = sen(0ar/2) |0) — €% cos(0ar/2) |0). Este
proceso puede lograrse primero aplicando el desplazamiento ﬁ(—a) y luego midiendo en la
base estandard del POVM para el qubit como se muestra en la figura 19. El desplazamiento
se puede realizar facilmente en el laboratorio como demostré M. G. a. Paris (1996) utilizando
un BS. Siguiendo esto, se garantiza que Bob realiza una medicidon completa en su subsistema.

Superposicion de DFS: DPC. Primero, se analiza el QD para el estado inicial pg,“pB, Si-
guiendo (121). Para lograr esto, el estado se proyecta mediante (139) lo que crea expresiones

para la entropia que son dependientes de «y, 7, 0y, ¢ar, donde g es la amplitud del laser

utilizado para generar los estados bajo estudio n toma en cuenta el efecto de las pérdidas
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por esparcimiento mostradas en la figura 19, 6,, y ¢5; son los angulos de la medida proyec-
tiva (139). Obtener una expresién analitica cerrada del QD dependiente de los paradmetros
(a0, m, Oar, ¢1r) €8 UNa tarea compleja. Dado que S(p?) — S(pAB) is tnicamente dependiente
de 7, nos enfocamos en el término %iir;[S(pﬁB)(A\B)]. Para realizar el célculo, se determi-
na S(p4s)(A|B) para diferentes valores de 7 buscando identificar el comportamiento de los
angulos de medicion en la optimizacion. Todas las correlaciones clésicas obtenidas son inde-
pendientes de ¢y, y entonces Jy,, S(pis)(A|B) = 0 ocurre a 3, = {0, 7/2}. El problema de
minimizacién se reduce a unicamente dos angulos discretos. El minimo global se encuentra
para 0, = 7/2. Una vez obtenidos los angulos 6ptimos, una expresién dependiente de «
para S(pis)(A|B)(n) se puede obtener faciimente.

Con las consideraciones previas S(p?) = >, APlog AP y S(pA8) = 5. AP log AP con

AB = {4, 1y MP ={0,0,452, 22}, La entropia condicional optimizada se reduce a S(pi, ) (A|B) =
S(opis) + p2S(pily ), donde S(pfl,) = 3, A ™ log A, S(pfh,) = 32, A, log A, , con los

eigenvalores )\?“1 = )\?“2 = 2(1 £ /14 n(n—1))y las probabilidades p; = p, = 3. EI QD

para pg‘dB bajo la accién de ruido por esparcimiento se reduce a,

In <% + 4) + 2ntanh™(n)
In(4)

. ~2y/(n—1)n+ L tanh™* <\/(n —1)n+ 1)

In(4)

DB (pg‘pB> =
(140)

Es posible notar que DB(pg‘pB) — 0 cuando n — 0 dado que una trasmitancia cero impide
la generacidon de cualquier estado bipartito, y DB(pg‘pB) — 1 cuando n — 1 ya que el estado
inicial esta maximamente entrelazado y es el estado puro. Alice, que se localiza de forma
remota de Bob, quiere obtener informacion sobre el QD del canal que ellos comparten, y dada
la naturaleza continua y mezlada del estado recibido, prueba la deteccién homodina como
una opcion viable, para lo que recurre a la varianza cuadratura AX; = (X§A> — ()A(AA)Z,
cuyo valor promedio es (X,,) = Tr(X,,p?). Sin perder generalidad se asume oy real, lo
que produce AX} = 1(1 + 7). La varianza se puede invertir, en una forma similar a la

realizada por Blandino et al. (2012) para obtener una expresién del QD relacionada con datos
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experimentales como,

) = o () 2l
In4 2AX/\A—1 In4 (141)

d tanh~* dSP

In4 ’

donde d® = \/4AX§A —6AX3, +3ydP =2—4AX3 . Este es un resultado clave, ya que
relaciona el QD de un estado maximamente entrelazado sujeto a pérdidas por esparcimiento
con el observable AX), ,.

Las expresiones en (140) y (141) son expresiones analiticas del QD para el canal DPC
con esparcimiento, y representan un resultado importante en nuestro trabajo. Es importante
notar que, dada la independencia con el numero promedio de fotones n, de este canal en
particular, también representa el QD para un canal formado por el estado de Bell [¢p7) =
(1/4/2)(]01) —|10)) con ruido por esparcimiento. Ademas (141) relaciona una medicién con el
grado de correlacién, como el QD.

Superposicion de SPACs: PAC. La cantidad de informaciéon que puede obtenerse por

una medida del QD del estado inicial pg‘aB se desarrolla de forma similar a la que se utilizé

AB
para pdp

. Dado que la matriz de densidad contiene mas términos, y no estd mas auto norma-
lizada (es decir, N" = 1/(1 + |ay|?)), se vuelve mas dificil obtener una expresion cerrada para
la entropia condicional S(piis)(A|B) que dependa de todos los parametros (o, n, Oar, dar)-
Sin una expresién analitica con la cual trabajar para resolver el problema de minimizacion
de S(ps)(A|B) y mdltiples variables, realizamos una busqueda de los parametros optimos

2 @3 de forma numérica para diferentes combinaciones de «g, 7, para la que todos los
minimos coinciden para 0}, = /2, ¢}, = 7/2. Para calcular DB(p;j‘aB) se procede como an-

tes, con los eigenvalores de pit?, p y las matrices proyectadas pf}, y pi1,, que son, A% =

10,0 ao? =/ a0t 42002472 +1 a02+\/a04+2002+772+1} A\B — {aQ—\/ag+2ag+1 a3/ o +20d+1
s Yy v N T

0
2(ap?+1) ’ 2(a0?+1) 2(e2+1) 7 2(02+1)

en el caso anterior, el minimo de la entropia condicional ocurre cuando ambos proyectores pro-

. . A A ap+202+(n—1)n+1 ad+202+(n—1)n+1
ducen el mismo eigenvalor, los cuales son \; ' = \; “2{%—\/0 otnln ,%<\/° (Al +1)}

}. Como

2(0{%—1—1) a(2)+1

con las probabilidades p; = p; = % La expresidon del QD dependiente de g y 1 se puede

construir de forma directa mediante (121). Sin embargo, la expresién es demasiado larga co-
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mo para ganar intuicion a partir de ella. En lugar de utilizar la expresion exacta, se recurre a
una forma simplificada obtenida con una expresion ajustada polinomialmente. Esto nos permi-
te un entendimiento sobre el comportamiento del QD mas sencillo conforme varia el nimero

promedio de fotones y la constante de esparcimiento en la forma,
DBAprox pp(l Z CZ,]O{OT/ ) (142)

la cual se ha expandido hasta la cuarta potencia con los coeficientes Dy, (p5”) = 0,0317084a7*—
0,398278an* — 0,0029863n* — 0,01868532n? + 0,617212an? + 0,05579782n — 0,703609n +
0,00086514405—0,019257603+0,133857a2—0,280623¢9+0,5191661*—0,4664031>—0,308003n+
1,113n40,140178, y es vélida para oy = [0, 10] y n = [0,5, 1]. Incluso cuando la expresién apro-
ximada no es un empalme perfecto con los expresidn analitica que puede construirse, permite

ver las correlaciones dominantes entre o y 1 que contribuyen al QD. Se puede observar que

para valores bajos de «y, n domina; por el contrario, con «q alta los coeficientes bajos que
acompafan las potencias altas de a, se vuelven importantes (dado que 0 < n < 1). Con
esto, para el caso oy = 0 podemos esperar un comportamiento similar que para DPC, pero

conforme el numero promedio de fotones se incrementa ng = 2 el QD decrece.

Siguiendo el mismo procedimiento que anteriormente, Alice realiza un largo conjunto de
mediciones homodinas en su subsistema tratando de darse cuenta si puede ganar informa-

cion del canal compartido con Bob mediante la varianza de cuadratura. Se puede demostrar

_a(2—ncos(2X))+ad+n+1
A(pa) 2(a2+1)2

facilmente que la varianza cuadrada es AX3 , lo que muestra una
dependencia lineal con n para valores pequenos de «,, como en el caso previo. Por el contra-

rio, para oy creciente esa dependencia se pierde y es «q la que domina. para un entendimiento

més sencillo A = 7/2 se selecciona para tener la varianza como AXiA(pa = a;atfgl Ni la ex-
presion aproximada ni la exacta pueden invertirse para obtener una forma del QD que dependa
solamente de AXfA(pa). Pero lo hacemos paramétricamente de la forma (AX?(n), Dg(n)), lo
cual se obtiene para diferentes valores de |ay|.

La varianza del estado obtenido por Alice esta en el intervalo [1/2, 1]. Adquiriendo la es-

tadistica de muchas cuadraturas, Alice puede deducir el ruido de esparcimiento n con la cual

puede hacer una estimacién del QD en las mediciones mostradas previamente. El compor-
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tamiento del QD Dg(ppia)) Vs- (AX3,,1) se muestra en la figura 24. En la figura 24(a) se
muestra el QD como funcién de 7, en 24(b) se muestra la correspondencia de la varianza
de cuadratura AXfA para valores dados de 7, y en 24(c) se muestra una curva paramétrica
del QD DB(p;,“d?pa)) VS. (AXiAJI)- En esta figura, solamente la linea roja corresponde al ca-
so DPC, y las lineas negras muestran el efecto en el canal PAC sobre el QD para diferentes
valores de ny. La linea roja que es valida para el DPC es independiente de ng, por lo que al
sélo involucrar pérdidas por esparcimiento, si uno tiene cierto conocimiento del canal DPC,
entonce la varianza de cuadratura permite obtener el valor del QD e incluso las pérdidas del
canal. Las lineas negras muestran que para el PAC, conforme se incrementa n, la pendiente
AX3, vs. 7 disminuye, o cual est4 relacionado con la cantidad de QD del sistema. Cuando
ng = 0, Dp(pi?) coincide con Dg(pg”) pero decrece con el incremento de 7y , junto con el

rango de AXfA ) que también disminuye. Es claro de la figura, que una medida basada

=m/2(pa
en la varianza puede servir como limite inferior para el QD incluso sin el conocimiento de ny.
Adicionalmente, como el QD esté relacionado con ng y n,el conocimiento de n, puede permitir

inferir el esparcimiento del canal, esto se ve en la dependencia de (142) y XfA(pa

) con ag Y 1.
En otros términos, conociendo el esparcimiento 7, el promedio de fotones inicial || y obte-
niendo la informacién de la varianza correspondiente AXfA(pa), uno puede inferir el monto del

QD experimentalmente para las superposiciones de SPACS propuestas

En otras términos, conociendo el QD, uno puede inferir la varianza correspondiente AXfA(pa),

donde si oy es también conocida, el unico término aun desconocido seria 7.

Adicionalmente, de la figura 24(a) se puede obtener el valor del QD para n = 0 tanto
para PAC como para DPC, el cual se espera sea equivalente a la entropia el estado puro.
Los valores del QD para los puntos en el extremo superior derecho de cada linea de la figura
24(c) son Dg(pAP) = {1,0,3545,0,0814,0,0214} en orden decreciente, y corresponden al
PAC con ng = {0, 1,4, 10} tal como en la figura 24(a). Evidentemente, para DPC Dy(p*?) = 1
independientemente del valor n,. Estos valores del QD se muestran en la figura 25, en la figura
se muestra el QD paran = 1 vs ng para el DPC con la linea sdlida, y para el PAC con la linea

punteada. De esta figura se observa que se recupera el comportamiento de la entropia de
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Figura 24: Discordia cuantica (QD) de B a A con pérdidas por esparcimiento para DPC (linea
roja sélida, independiente de n) y PAC (lineas negras) y su relacion con AX, ,_/» y 1. En (a)

QD vs. 7, (b) AXfA:W/Q vs. 1), (c) parametrizacion del QD vs. AXiA:W/Q.

entrelazamiento de cada uno de los estados que se mostr6 en la figura 23, donde también el
MID tiene el mismo comportamiento cualitativo que el QD. El QD para el DPC es independiente
de ngy en un canal ideal, mientras que el QD para el PAC es altamente dependiente de n tal

como se esperaba tanto de la entropia como del AMID.

Pérdidas por esparcimiento y ruido de fase

El ruido de fase se agrega al canal para complementar el estudio de las fuentes de ruido,
dada la naturaleza tan comun de esta fluctuacién en caminos 6pticos en un experimento. El
canal que toma en cuenta ambos mecanismos de pérdida se denomina ppgpa) (7, @) cOMO
en (133). Desafortunadamente, el desplazamiento con fase prohibe la seleccion de una base
ortogonal como antes. En lugar eso, el QD es analizado numéricamente, expandiendo la matriz
de densidad (133) en la base de numero, lo que puede lograrse facilmente de forma estandar
como p =, . |id) (ijl p(n, @) |kl) (kL.

Siguiendo el mismo enfoque que se utilizé en la seccion previa, se calcula el QD evaluando
(121). Dado que la expansion de la matriz infinita debe truncarse para ser tratable, los &ngulos

optimos de deteccién deben ser re-evaluados para cada punto calculado. La confiabilidad del
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Figura 25: Discordia cuantica (QD) de B a A para el canal puro independiente de n, para DPC

(linea sélida) y PAC (linea discontinua).

QD obtenida para el limite de ¢ — 0 prueba que es igual como en el caso previo.

Canal de fotones desplazados: DPC. Los nuevos angulos de medicién 6ptimos son 6},
y ¢3,- Ya no son fijos, sino que dependen en general de o, por eso fueron calculados para
cada configuracién de (7, o) considerada. También se obtuvo la fluctuacion de la varianza de

cuadratura con fase (QVP - quadrature variance with phase) como

1
AXEA(dp)()\A7 O’) = 56—202 (O{%T} (60-2 . 1)

X (e"Q — cos (2)\,4)) + (n+ 1)62"2>.

Se seleccionaron los angulos A = 0y A = /2 para calcular el QVP y ver la dependencia de

(143)

X1qe CON 0 en radianes.

En la figura 26 se muestra el QD vs. la varianza de fase o para diferentes valores del es-
parcimiento y nimeros promedio de fotones ny. De 26(a) a 26(d), el esparcimiento toma los
valores de = [0,7,1,0] en pasos de 0.1, adicionalmente cada panel muestra tres diferentes
valores de n, para el estado inicial. Las marcas circulares representan los puntos alculados
y las lineas son una interpolacion. La linea negra sélida corresponde al caso ny = 0 el cual
es equivalente al canal tradicional entrelazado formado por la superposicion de fotones indivi-
duales de la forma |01) + |10) sujeto a ruido por esparcimiento y fluctuaciéon de fase, la linea
discontinua azul y la linea punteada roja corresponden a los casos con ng = 4y ng = 16

fotones respectivamente. El valor maximo que se puede obtener del QD esta governado por

la cantidad de esparcimiento y se localiza en ¢ = 0. De aqui puede verse como el QD para
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Figura 26: QD de B a A para DPC vs la varianza de fase o para diferentes cantidades del

esparcimiento n y promedio inicial de fotones ny

o = 0 se incrementa hasta su valor maximo posible de DB(p;,“d?pa)) = 1 de la figura 26(a) a la
26(d). Dos hechos interesantes surgen de estas graficas: primero, el QD maximo corresponde
al comun o = 0y es independiente de ng, segundo, incluso cuando QD cae mas rapidamente
para valores grandes de n, con valores pequefios de o, el QD del canal se vuelve resistente a
las fluctuaciones de fase cuando o es grande, pues tiende a un comportamiento decreciente
mas lento comparado con el correspondiente al canal que esta formado Unicamente por la
superposicién de estados de Fock (ng = 0). En otras palabras, cuando se emplea el canal
hibrido continuo del canal ppy, se experimenta una degradacion menor de las correlaciones
cuanticas en un ambiente altamente fluctuante de fase. Todas las sub-figuras muestran un
comportamiento cualitativo similar cuando son comparadas de una a la otra, y sus diferencias
yacen Unicamente en el maximo QD que pueden alcanzar. Para valores de ¢ > 0, el QD se
vuelve dependiente de ng, tal como se muestra por la separacion de las lineas parany =4y

no = 16 del que es para ny = 0 en las cuatro figuras 26(a)-(d).

En la figura 27 se muestra la QVP cuadrada A% vs. o para valores fijos de 7. Las

Aq=0(r/2)

cuadraturas fueron calculadas mediante (143). Las figuras 26(a)-(b) con A4 = 0, y 26(c)-(d)
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Figura 27: Varianza de cuadratura con fase cuadrada (QVP) A§fu vs. o para valores fijos de
nparaDPC. (a) n =08, A4 =0,(b) n=1,0,A4=0,(c) n =08 4 =7/2,(d)n=1,0,\4 =
/2.

con A4 = /2, paran = {0,8,1,0}. La linea sélida negra corresponde a ny = 0, la discontinua
azul y discontinua roja a ng = 4 y ny = 16 respectivamente. Las graficas muestran que para

una o dada, A% no esta constantemente definida, sino que es dependiente de 1 y ny.

X q=0(/2)
Sin emabrgo, el comportamiento de dos parametros puede inferirse de los otros dos. Si las
caracteristicas (7, no) del canal son conocidas, entonces la varianza de fase se puede obtener
por el comportamiento de la QVP, como se muestra en (143).

En la figura 28 se muestra el QD parametrizado con valores de AXEA(W) y o en el rango
[0,1,96] rad, que resulta de la parametrizacion de la informaciéon mostrada en las figuras 26
y 27 para Ay = 0y Ay = m/2. Las gréficas se calculan para = {0,7,1,0} y diferentes
valores de ny. EI nimero promedio de fotones va desde ny = 0 mostrado en las graficas
internas hasta nyg = 4 con las lineas discontinuas azules y no = 16 en las lineas negras
discontinuas. La figura 28(a) muestra el caso para Ay = 0y 28(b) A4 = 7/2. Cada marca
representa un par (Dp(pg’), AX3, = {0,7/2}) calculado como funcién de ng, 7, 0. Siguiendo
las marcas de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha cada punto correspondo a un valor
de o en orden creciente (las lineas son una interpolacién). Una linea quasi-vertical se muestra
en los subgrupos de datos correspondientes con ny = 0, esto indica que la QVP no es un

buen indicador para el QD en canales con ng = 0, debido a que para pequefas variaciones

de QVP se presentan altas variaciones del QD. El comportamiento para ¢ = 0 se recupera
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Figura 28: Gréficas paramétricas del QD de B a A para DPC vs: (a) AX} _o, ¥ (b)AXfA:W/Q.
El QD se calcula para diferentes valores de 7 y ny. Las marcas representan valores de sigma

en orden ascendente de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha.

considerando los puntos superiores izquierdos de cada linea. La relacién de AX%A(pd) cuando o
se incrementa se exhibe con la extension de las lineas hacia la derecha, esto ocurre solamente
para valores de ny > 0. De ambas sub-figuras, entre mayor sea AXzA, mayor es ¢ para un
valor de n dado (el que puede ser facilmente determinado) y por lo tanto se puede estimar el
QD.

Canal de fotones agregados (PAC) Tal como en el caso previo, los angulos de medi-
cion optimos para el QD se dterminaron para cada combinacion estudiada de los parametros

(no,n,0). EIQVP del lado de Alice se obtiene como

1 w
AXE o (Aa) = = (2n+ ( pa

_Wea Ly 144
2 a3+1)2+ )’ (144)

donde wys = ne=27" (=2 (af + 2a9) 2e”” cos?(Aa)+(ad + 4aZ + 3) a2 cos(2A4)+(ad + 20 — 1) €27°)
con ambos angulos A4 = 0, 7/2 explorados.

En la figura 29 se muestra el QD vs ¢ para diferentes valores de n (mostrado en los paneles
29(a)-(c) con n de 0.8 a 1.0). Cada panel muestra tres valores distintos de ny, donde las
marcas circulares representan puntos calculados y las lineas son una interpolacion. La linea
negra soélida es para el caso ny = 0 y tiene exactamente el mismo comportamiento que se

obtuvo para el caso DPC. Por el contrario, incluso incrementos pequefios en ny producen una
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Figura 29: QD de B a A para PAC vs la varianza de fase o para diferentes valores del esparci-

miento n y valores de ny.

caida del QD a valores cercanos a cero tal como puede confirmarse de los distintos valores
de 7 explorados.

En la figura 30 se muestra el QVP cuadrado A%Q vs. o para valores fijos de 7.

A=0(n/2)
Las cuadraturas se calcularon siguiendo (144). Las figuras 30(a)-(b) con A4 = 0, y 30(c)-(d)
con \y = /2, paran = {0,8,1,0}. La linea negra sélida corresponde con ny = 0 A?me
la azul discontinua y negra discontinua con nyg = 4 y ng = 16 respectivamente. Como en
el caso previo, las graficas muestran que para un valor dado de o, A%AA:WM no tiene un
comportamiento constante, sino que es dependiente de 7 y ng; adicionalmente, para ny # 0
el QVP comienza en valores mas bajos que A%QA = 1, lo que en este caso indica que el
estad se comporta mas de forma Gaussiana, y esta mas cercano a la fluctuaciéon de vacio
esperada, en otras palabras, es una muestra de bajas correlaciones. Tal como en la figura 27,
el comportamiento de dos parametros puede ser inferido a través de los otros dos.
Enlafigura 31 se muestra la curva paramétrica del QD vs AXfA(pa) para diferentes valores
de o en el dominio [0, 1]rad de forma similar a la utilizada para el caso DPC. Esto resulta en
una parametrizacién de la informacién contenida en las figuras 29 y 30 para A4 = {0,7/2}

lo que se muestra en las figuras 31(a) y (b) respectivamente. Las curvas se calculan para

n = {0,7,1,0} y diferentes valores de nq. El nimer promedio de fotones va desde ny = 0
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Figura 30: Cuadrado de la varianza de cuadratura con fase (QVP) A%QA vs. o para valores
fijos de n para el canal PAC. (@) n = 0,8, A4 = 0, (b) n = 1,0, A4 =0, (¢) n = 0,8, A4 = 7/2,
(d)n =10, 4 =7/2.
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Figura 31: Curva paramétrica del QD de B a A para el caso PAC vs: (a) AXfAZO, and
(b)AX? .—r/2- EI QD se calcula para diferentes valores de 7 y no. Las marcas representan

valores de o en orden creciente de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha.
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(en las figuras internas), a no = 4 en las lineas discontinuas azules y ny = 16 mostrado en
las punteadas negras. Se obtiene el mismo comportamiento que para DPC para ny = 0 con
las lineas continuas rojas quasi-verticales en las que QD decrece conforme o crece, mientras
que todos los escenarios con ny > 0 tienen practicamente cero disord. Una medida de QVP
para el anal PAC resulta poco préactica para inferir cualquier caracteristica del canal bajo las
configuraciones estudiadas, como puede verse en las lineas practicamente horizontales (li-
neas discontinuas azules y punteadas negras) para ambas sub-figuras. Esto indica que para
el caso PAC es dificil diferenciar distintas cuantificaciones de QD para cualquier QVP dado,

principalmente proque el QD decae a valores cercanos a cero muy rapidamente.

4.4. Conclusiones

En este capitulo se caracterizaron dos estados bipartitos formados por combinaciones
lineales de SPACS y DFS como canales de comunicacién nombrados DPC y PAC respec-
tivamente, sujetos a ruido por esparcimiento y flucutaciones de fase como mecanismos de
pérdidas. En la estimacion de las correlaciones cuanticas de los canales comenzamos con la
distribucién JQP, donde este estimado arroj6 informacion sobr ela capacidad del canal para
transmitir informacién. La caracterizacion del MID para el canal puro sirvié como confirmacion
de la aplicabilidad de las mediciones de cuadratura como estimadores de la entropia, dado
que las cuadraturas son facilmente adquiribles experimentalmente. El QD se calculé para am-
bos canales para diferentes combinaciones de (ng,7,0), y la dependencia del QD vs QVP
fue calculada también. Se encontré que el QD para el caso DPC exhube mas robustez ante
grandes fluctuaciones de fase cuando ny > 0, debido a que el minimo QD que se obtiene
conforme se incrementa ¢ comparado con el caso ny = 0 es mayor; esto no es valido para
el canal PAC donde cualquier incremento en ny > 0 lleva al QD a valores cercanos a cero.
La respuesta del QD vs QVP se obtuvo como una parametrizacion del QD con AXfA, donde

QVP sirvi6 para caracterizar el QD para el canal DPC pero no para el PAC.
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Capitulo 5.
Comunicaciones cuanticas con superposicion de estados con

fotones individuales agregados

En este capitulo se describe la aplicacion de los estados obtenidos en secciones anteriores
para su aplicacién en comunicaciones cuanticas. Dichos estados se utilizan para modelar un
canal de comunicaciones compartido entre Alice y Bob, en el que, la parte de Bob interactua
con el estado de otro fotdn a través de un divisor de haz y Alice busca poder obtener el estado
que Bob tenia originalmente como una aplicacién del protocolo de teleportacidén cuantica. La
operacién conjunta se restringe a la deteccién y conteo del numero de fotones de un canal en
un caso y en otro a la deteccion homodina.

Asimismo, estudiamos la teleportacion con los estados con fotones individuales agrega-
dos sujetos a ruido. Se demuestra que es posible realizar teleportacion cuantica con los es-
tados con fotones individuales agregados probabilisticamente, con éxito condicional maximo
del 50 %. Las ventajas del uso de estados continuos entrelazados para el establecimiento del

canal son también exploradas.

5.1. Introduccion

La teleportacion cuantica se fundamenta en la existencia a priori de un recurso compartido
con entrelazamiento entre dos partes que buscan comunicarse, Alice y Bob (Bennett et al.,
1993). Idealmente dicho recurso es un estado de maximo entrelazamiento, el que en siste-
mas discretos bipartitos es un estado de Bell (Bell, 1964). Diversos esquemas en el ambito
discreto han sido desarrollados, entre los que se encuentran los realizados en arreglos de
puntos cuanticos (H. Wang y Kais, 2006) y los que utilizan la polarizacién de fotones indivi-
duales (Bouwmeester et al., 1997). Dichos esquemas buscan teleportar un qubit en la base
computacional de la forma [1)) = sen v |0) + € cos v |1) (en posesion de Bob) a través de un

canal compartido entre Alice y Bob en uno de los estados de Bell |®*),

U+). Esto se logra
mezclando el qubit con el recurso compartido y realizando una medicién conjunta adecuada
en el sistema compuesto en posesion de Bob. Esta medicidn proyecta el estado de Alice a

d |v), que es el qubit que se buscaba teleportar hasta una transformacioén unitaria o, dada por
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las matrices de Pauli. Dicha transformacion puede ser aplicada por Alice dependiendo del re-
sultado de la medicion realizada por Bob. Bob, por lo tanto se encuentra obligado a comunicar

su resultado a Alice.

Si bien, la teleportacién de estados discretos sobre canales compartidos también discretos
ha sido ampliamente explorada y es conceptualmente simple, presenta al menos dos grandes
inconvenientes: primero la generacion de estados puros discretos bien controlados es una
tarea complicada y, segundo la transmision y deteccion de dichos estados requiere experi-
mentos altamente demandantes, pues deben ser capaces de resolver la deteccion estados
individuales (sean electrones, fotones indivuales, etc.). El segundo punto implica inmediata-
mente otra desventaja, que yace en que se pueden tener detecciones falsas facilmente dado

que el umbral de deteccion es muy bajo.

También se pueden utilizar estados continuos para realizar procesamiento de informacién
cuantica como teleportacion (Braunstein, 2005). Los estados continuos hacen mejor referencia
con el mundo clasico, el que es de naturaleza también continua. Por simplicidad las descrip-
ciones se restringen a sistemas con luz, la que es igualmente aplicable a otros modelos. Los
sistemas continuos se pueden englobar en dos grandes grandes categorias: gaussianos y no
gaussianos. Dos ejemplos clasicos de estados gaussianos son el coherente y el comprimido
('squeezed’) que no presentan negatividades en la funcién de Wigner. Auan con esto, es po-
sible crear estados squeezed entrelazados al combinar dos estados squeezed en distintas
direcciones en un divisor de haz, con lo que se puede establecer un protocolo de teleportacién
en el dominio gaussiano (S. Wang et al., 2015). En el dominio gaussiano el entrelazamiento
es controlado Unicamente por el grado de compresion de los estados y las fidelidades de te-
leportacién pueden incrementarse al aumentar la compresion; no obstante, la generacién de
estados comprimidos es también una labor experimentalmente demandante (Stefszky et al.,

2011; Yonezawa y Furusawa, 2008).

Los estados no gaussianos pueden generarse al aplicar una operacién no gaussiana sobre
un estado gaussianos, es decir, agregar o quitar fotones (Navarrete-Benlloch et al., 2012). Aqui

resulta interesante que las operaciones no gaussianas permiten aumentar el entrelazamiento
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de un estado bipartito. Evidentemente, la dificultad se transporta ahora a realizar experimen-
talmente los operadores de creacion y aniquilacion.

La mezcla de operaciones no gaussianas con estados gaussianos da lugar a estados de
naturaleza hibrida, es decir, que presentan propiedades tanto clasicas como cuanticas (Kwony
Jeong, 2015). Una ejemplo sencillo de las ventajas de este tipo de estados es que la deteccion
de una fase 6ptica en un modo de un sistema bipartito puede ser suficiente para establecer
deterministicamente la presencia o ausencia de un estado de Fock en el otro modo (Jeong et
al., 2014) y viceversa. Estos estados también se han utilizado para establecer teleportacion
cuantica (S. Wang et al., 2015), destilacion de entrelazamiento (J. Lee y Nha, 2013; Eisert
et al., 2002) y otras operaciones de informacion cuantica (Morton y Lovett, 2011; Z. B. Chen,
Hou, y Zhang, 2002).

En este capitulo exploramos la teleportacién cuéntica utilizando un recurso compartido de
naturaleza hibrida, en donde operaciones de creacion de fotones son aplicadas a un campo
coherente (gausiano) bipartito. Esto da lugar a superposicién de estados coherentes con es-
tados de fotones agregados (DPC por displaced photon channel) y superposicién de estados
de fotones agregados (PAC por photon added channel). Estas superposiciones bipartitas son
utilizadas como recurso compartido para teleportar un estado en la misma base del estado hi-
brido. La medicion conjunta se analiza con una aproximacion hibrida de deteccién de fotones
desplazados primeramente y, posteriormente se utiliza la deteccién de cuadraturas del campo
para la proyeccién. El calculo de la teleportacién se restringe al estudio de fotones individuales
agregados (SPACS), a los que se agregan ruido por esparcimiento y fluctuaciones de fase en
el canal bipartito. Luego, en la deteccidon por cuadraturas se analiza la teleportacién sin ruido
y, finalmente se incluye la fluctuacién de fase para analizar su efecto sobre la teleportacion de
estados especificos. Esto ultimo con el objetivo de analizar su influencia en la preparacion de

estados remotos mas que en teleportacion en general.

5.2. Teleportacion con estados de fotones individuales agregados

En esta seccidén se presenta mas detalladamente el protocolo de teleportacién conside-

rando un canal donde se ha agregado Unicamente un foton individual en el canal. El estado a
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teleportar consta de superposiciones formados por estados de fotones individuales agregados.

Este estado entrelazado en particular es de la forma explorada en el capitulo 4,

N
|¢>pa @dp) — E(

al |oz>a\oz>b:|:bT ), o)) (145)
Unicamente se exploran las combinaciones lineales mostradas en la ecuacion (145) debido a
que son las que tienen entrelazamientos maximos. Es operativamente mas eficiente trabajar

utilizando el formalismo de la matriz de densidad,

A
pdp](gpa) = [¥) sp(pa) payap (¥ - (146)

Es mas natural utilizar una combinacién lineal en la base original, por lo que se reescribe

el estado que pose Bob a teleportar como sigue

W) = z|B) + yDa(B)|1). (147)

Es importante aclarar que el estado mostrado en (147) es equivalente a un estado en la
base [¢C) = T |8) + ya'|3), considerando la transformacion D(8)a'Dt(3) = al — 3%, por lo
que T = x — yB*y y = y. Sin embargo, se prefiere hacer el tratamiento de teleportacion de
un qubit de la forma mostrada en (147) puesto que las mediciones y operaciones son mas

simples.

5.2.1. Teleportacion ideal en un canal sin pérdidas

Primeramente exploramos la teleportacion con el recurso compartido (145) en un canal
ideal sin pérdidas, por lo que utilizar funciones de onda es suficiente. El esquema a utilizar
se muesta en la figura 32, donde puede apreciarse que el estado compartido puede ser pg*pB
0 p;,“aB como en la ecuacién (146). Por un lado, Bob mezcla su parte del estado entrelazado
en un divisor de haz con el estado a teleportar (147) para posteriormente realizar la medicidon
conjunta. La medicidén conjunta consta de dos partes, primero un desplazamiento en cada uno
de los modos de salida y posteriormente una conteo de fotones n. y ng.

El estado (145) puede reescribirse a través de Df(a)af D(a) = at + o como

[4F) = N Da(a) Dy(a) (@ (1 F 1)0,05) F [0aLs) + [1a04)), (148)
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,>nb
’)nc

[4) = x18) +y De(B)I1)

Figura 32: Esquema de teleportacion en un canal ideal sin fuentes de ruido, utilizando un ca-
nal formado por la superposicion de SPACS. Se teleporta un estado en la base coherente y
Fock desplazado. La medicién conjunta es mediante conteo de fotones posterior a un despla-

zamiento obtenido en n y n.

odonde N es una constante de normalizacion. Luego, para mezclar el estado se usa un divisor

de haz 50/50, lo que deja al estado conjunto como

Use(m/4) [9*7) @ [0

o ()05

|¢>ABC

{ o’ 000) F —=[[010) + 001 + [100) (149)
ﬂ % (1% D[J010) — 001)] ¥ Zbi[j010) — J001)]
Y. Yy

F 2¢1010) — 001)] + 1o - |1o1>].}

Si se realiza el desplazamiento complementario en los modos b, y ¢, se obtiene el estado

|¢ABC>f _ DZ (a‘f‘ﬁ) b (Oé—ﬁ) [ ABC)

V2 V2

- ﬁa(a){x(l + 1)a* [000) F —=[|010) + [001)] + |100)

V2 (150)

" %(1 F 1010 — oo Y [j010) — [o01)]

F 5¢/11010) — 001)] +

y
7[|110> |101>]}.
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De (150) pueden identificarse dos casos de maxima fidelidad, que suceden cuando se
detecta s6lo un foton ya sea en el modo b o ¢, es decir, los dos estados proyectados siguientes
sin normalizar

*

Boy _f Ty Yy Yo
(01, (U, [patpa) s —Da(a>{¢ﬂ|0>a 5 1), ﬁ<1¢1>|0>a}, (151a)
(1, (0], [WAES) , = Du(@){F—= |0y, + 2= 1), + Lo(15 1) [0),}.  (151b)

V2t et et
De las ecuaciones en (151) puede verse que en el caso “pd"se pueden obtener fidelidades
maximas para los estados teleportados |¢*) = D(«)(—z|0) &y |1)) lo que sucede con una
probabilidad 1/2 y dado que z y y son nimeros en general complejos, la teleportacién se da
para cualquier estado inicial. Que si bien es probabilistico queda anunciado el éxito con la
deteccion de un sélo fotén ya sea en el modo b o ¢ con todas las otras combinaciones fallidas.
Por claridad se muestra el resultado para la fidelidad utilizando el canal DPC en la ecuacién

(152)

Fgr = N (@] (ne| (ny| (82)"0g |, (152a)
Fop =1, (152b)
Foo = 1. (152¢)

Por el contrario en el caso “pa"sélo se logra teleportacion con fidelidad maxima cuando
a = 0, lo que puede verse en la ecuacion (151) y conforme « crece aparece un término
adicional, lo que implica que para o — oo la teleportacion tiene fidelidad cero, pues el unico
término dominante seria D, () |0),. Esto se muestra resumido en la tabla 3. En la tabla se
muestra el tipo de canal, el resultado de la deteccion de fotones n. y ng4, asi como el estado
de Alice posterior a dicha deteccion y la operacidén que debe realizarse al estado de Alice para
recuperar el estado a teleportar lo mejor posible.

La discusién de la fidelidad de teleportacién hasta ahora ha sido cualitativa en el caso

ideal, en el sentido de que estuvo basada en una comparacion de los estados obtenidos en
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Cuadro 3: Protocolo de teleportacion del estado [¢€) = z|5) + yD,(3)|1) utilizando un canal

DPC y PAC

Canal | n. | ng | Estado de Alice Operacion
DPC |0 |1 |[¢°) =—2D(8)[0) —yD(B) 1) 1
DPC |1 |0 |[¢9) =—2D(8 )|0>+yD(B)\1> 7.
PAC |0 [1 |[09) = (z—Vv2a"y)D(B)|0) —yD(B)|1) | 0.
PAC |1 |0 |[¢°) = (z+v2a7y)D(B)[0) +yD(B)[1) | I.

(151) con el estado a teleportar (147) Vale la pena notar que se considera que el estado
obtenido por Alice estara desplazado en oy no en 3 como inicialmente lo tiene Bob, esto para
mantener la generalidad de que los desplazamientos son en principio diferentes. Asimismo,
esto se presta a la interpretacidén de que el estado teleportado se encuentra en general en una
base distinta, que puede facilmente llevarse a la base computacional con un desplazamiento
adecuado. Aunque para fines de generalidad puede resultar util tener el etado teleportado en
una base diferente (desplazamiento distinto global). Entonces, la fidelidad, considerando en
general x = senv, y = e'*»cosv Unicamente en la base computacional queda como sigue para

el caso “pa".

Foe = N2 WO | nel (] (6:)™ v, (153a)
1 — 2e*a* cos(v) sen(v)|?
ow____II- Wsenw)? .
4|acos(v)|” — 4dsen(v) cos(v)R (era*) + 1
i} .k 2
0 le"?a* sen(2v) + 1|
F (153c)

® 4lacos(v)|? + 4sen(v) cos(v)R (eitrar) + 1

el superindice indica los fotones detectados en los modos b y ¢ respectivamente como se
indica en (153a). Ademas se ha aplicado una o, en el caso correspondiente a (153b).

Para un panorama general se consideran inicialmente « real y ¢, = 0, con lo que se

grafica la fidelidad en la figura 33, donde en 33(a) se muestra la ecuacién (153b) y en 33(b),

la ecuacion 153c, se puede observar de las figuras un comprtamiento similar. Para valores



108

0.9
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Figura 33: Fidelidad de teleportacion para el canal PAC sin pérdidas dependiente de los valores
de a y v. Se considera ¢, = 0y « real. Se muestran las fidelidades post-seleccionadas por

las detecciones n. y nq: (a) Fps, (0) Fpy.

pequenos de o se obtienen fidelidades maximas que son altamente dependientes del estado
a teleportar v cuando a # 0.

Por otro lado, en la figura 34 se ha graficado la fidelidad (153a) dejando ¢ libre con valores
de « fijos. En las figuras 34(a) y 34(c) se muestra ]-"F?; para a = 0,5y a = 2 respectivamente.
Mientras que en las figuras 34(b) y 34(d) se muestra ]-"F}Q para o = 0,5y a = 2 respectiva-
mente. Se puede observar de las 4 figuras que existe una alta dependencia de la fidelidad
con los valores de v pero no asi con los de ¢,, es decir, que alrededor de los valores de v
que producen altas fidelidades es posible teleportar practicamente todos los valores de la fase
¢,. Esto puede resultar de especial utilidad en un protocolo de comunicacion donde se envie
la fase codificada, lo que se puede observar en todas las regiones claras de las subfiguras

contenidas en la figura 34.

5.2.2. Teleportacion con pérdidas

El esquema utilizado para la teleportacion se muestra en la figura 35, donde puede apre-
ciarse que el estado compartido puede ser pg‘pB o} p;,“aB como en la ecuacién (146). Por un lado,
Bob mezcla su parte del estado entrelazado en un divisor de haz con el estado a teleportar
(147) para posteriormente realizar la medicién conjunta. La medicién conjunta consta de dos

partes, primero un desplazamiento en cada uno de los modos de salida y posteriormente una
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Figura 34: Fidelidad de teleportacion para el canal PAC sin pérdidas dependiente de los valores
de ¢, y v para diferentes valores de o . Se muestran las fidelidades post-seleccionadas por
las detecciones 7. y nq. La columna de la izquierda muestra F;; (a) a = 0,5,(c) a = 2. La

columna de la derecha muestra 7, (b) o = 0,5,(d) a = 2.

conteo de fotones n. y ny. En la parte superior de la figura, correspondiente a la parte de Alice,
se muestra la fluctuacion de fase modelada como ¢ y las pérdidas por esparcimiento mode-
ladas como un divisor de haz de transmitancia n para posteriormente ser recibido por Alice,
quien presumiblemente, tiene acceso a su matriz de densidad completa. Los pasos mostrados

en el esquema se detallan a continuacion.

Primero, el estado entrelazado utilizado como canal compartido (146) se le agrega ruido
por fluctuaciones de fase y esparcimiento, tal como se mostr6 en la seccion 4.2, en la ecuacion
(135). El ruido de fase es una transformacion unitaria U (¢) = ¢'#*'@ que acttia sobre el modo

a 'y, el esparcimiento se modela como un divisor de haz de transmitancia 7. La pérdida por
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Figura 35: Esquema de teleportacién con ruido de fase ¢ y esparcimiento 7, utilizando un
canal formado por la superposicién de SPACS. Se teleporta un estado en la base coheren-
te y Fock desplazado. La medicién conjunta es mediante conteo de fotones posterior a un

desplazamiento obtenido en n; y n..

esparcimiento agrega un grado de libertad adicional, es decir, se obtiene un sistema tripartito,
se realiza la suma sobre los grados de libertad adicionales para obtener la matriz mixta de la

pérdida por esparcimiento. Tenemos la matriz con pérdidas modelada de la forma

pepipar (7, 8) = / dép(S)T () o ()T (),

(154)
_ / d6p(®)(prpr(n, 8) + papa(n, ).
Donde
pr(n,0) = / p(6)D(ae i) D(a) [W1B) (W8] Di(ae” ) Di(a)  (155a)
pa(n, o) = / p(6)D(ae® i) D(a) [¥4B) (62B| Di(ae ) Di(a)  (155b)
con -
By = [00)

g B) = a*(1F 1)]00) F |01) + /7€’ [10) .

Las ecuaciones (155) representan al canal entrelazado después de haberse sometido al

canal con pérdidas. El estado a teleportar (147) se mezcla con el compartido en un divisor de
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haz, esto produce un sistema tripartito

pHPC = Use(m/4) poaipa) (1, 0) © [0°) (0| UL (n/4), (156)

ch(ﬂ/4) representa el divisor de haz 50/50 que opera sobre los modos b y ¢ que se aprecia
en la figura. Por simplicidad en las operaciones se realizan las transformaciones sobre las
funciones de onda que resultan de la mezcla para luego insertarlos en la matriz de densidad.

De este modo (155) se hacen tripartitas en la forma

ABC sz ABC" (1 57)

donde pPC = Upe(n/4) [9AB) (WAP] @ [¢C) (W€ U/ (/4), con lo que se puede expresar
[0 *PY = Uyo(m/4) [AB) |C). Explicitamente el primero se obtiene facilmente al conside-
rar |¢{%) = |00) y el estado de la ecuacion (147), donde la transformacion del BS sélo afecta

al unico modo existente, por lo que el resultado se obtiene trivialmente como sigue

65) = Datac i) Dy (55) D ()
D A
e () (5
X [g; 1000) + —2 [010) — - |001>} .

V2 V2

Si bien, el término correspondiente a p,, es decir, |1/55°) no es tan sencillo, se puede seguir

el mismo procedimiento que para (158), quedando como sigue

[045€) = Dy(ae™ /i) Dy (a%ﬁ) b, <%)

a* [000) F —=[|010) + [001)] + y/Fze™ |100)
V2 (159)

© (= 1)[010) — Joo] = Y [010) ~ joon)]

+
V2
+ Z6[1010) — |001)] + /Ae®—=[|110) — |101)]}.
2 V2
Los estados dados por (158) y (159) insertados en (157) generan el estado mixto producto
de las pérdidas en el canal y la mezcla del estado a teleportar. Falta realizar la medicién con-

junta por parte de Bob, la que se selecciona como un desplazamiento adecuado y deteccién
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en numero de fotones. Se puede apreciar que estas operaciones pondran en el lado de Alice
un estado muy similar al que se busca teleportar por simple inspecciéon de (158) y (159) si en
los modos b y ¢ se detecta sélo un foton en uno de los modos y ninguno en el otro. Por lo que
realizando la proyeccion en numero de fotones para los modos de Bob, se obtiene el estado

condicional post-seleccionado para cada matriz de densidad

(] (ne| pi ) )

A/
pi (n,0) = : (160)
01 0) = Teftou] (el o7 ) )]
Con (160) es posible escribir el estado de Alice
p¥ (n, 0,1, mc) = / dep(d)(prpt (1, ¢) + p2pd (0, 0)), (161)
donde las probabilidades pueden tomar los valores
pr = (N?/2)(1 =),
(162)
po = (N?/2)(Jal* (1 F 1)* + 1+ 7).
Los signos “ — 7, “ 4+ 7 corresponden a los casos pd (pa) respectivamente mostrados en la

ecuacion (156). En general, la fidelidad de teleportacién para este protocolo se obtiene como
Foda (1,0, 1, me) = Tr[p™ (n, 0)6 [9) (0] 67]. (163)

Con una tranformacion unitaria ¢ adecuada, del conjunto de las matrices de Pauli, esto debido
a que el estado post seleccionado que tiene Alice se espera que en el caso ideal sea el estado
a teleportar hasta una transformacion unitaria, tal como se mostré para el caso sin pérdidas en
la tabla 3. Se ha parametrizado el qubit con = = senv y y = €'*» cos v, con lo que se obtiene
una fidelidad que en general es dependiente de v y los fotones detectados 7, n., asi como de

los parametros del ruido que definen al canal 7, o.

5.2.3. Canal con superposicion DFS

Fidelidades dependientes del estado a teleportar

En general cuando el canal estd sujeto a ruido la fidelidad para todo valor del qubit a

teleportar no necesariamente es constante, sino que puede tener dependencia con el estado
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particular a enviar. Considerando nuevamente x = senv y y = ¢*» cosv. Usando (163) y
tomando en cuenta unicamente el ruido por esparcimiento dado por el parametro 7 se obtiene

la fidelidad

NGl (—773/2 + 204/ + 2) sen?(v) cos?(v) + n(n + 1) cos*(v) + 2sent(v)
(n—1)cos(2v) +n+1 ’
(164)

]:pd(an:O’V):

puede observarse en (164) que la fidelidad no es dependiente de ¢,. Si permitimos ahora el

ruido de fase ¢ con varianza o pero no el esparcimiento, obtenemos la fidelidad
1 o2
Foa(n=1,0,v) = 1 (26_7 sen?(2v) + cos(4v) + 3) . (165)

Tomando en cuenta las dos fuentes de ruido, obtenemos la fidelidad para DFS de la forma

siguiente
1
4 (ncos?(v) + sen?(v))

—2(n— 1)776§ sen®(v) cos®(v) + /n(n + 1) sen®(2v) + 4o sen4(1/))).

Foa(n, 0,v) = <6_07 (2n(n + e cos*(v)

(166)

Finalmente, haciendo uso de la ecuacion para la fidelidad (166), en la figura 36 se muestran
las fidelidades para diferentes valores de la varianza de fase en 36(a)-(d) con o = {0,0,5,1, 3}
respectivamente, con respecto a v del qubit y el esparcimiento n. Puede observarse de las
figuras que para valores bajos de o (figuras 36(a) y (b)) pueden alcanzarse fidelidades de
Fod = 1 para todos los valores del qubit a teleportar, siempre que el esparcimiento sea bajo
n — 1, lo que se muestra en las regiones blancas, las cuales representan fidelidades entre
0,9y 1,0. No obstante, conforme se aumenta ¢ como se muestra en las figuras 36(c) y (d), la
teleportacion se vuelve dependiente del qubit a teleportar. Para ¢ = 1 que es la que se muestra
en la figura 36(c) pude observarse que mientras  — 1 la fidelidad es alta, con minimos de 0.8.
Por otro lado, para ¢ = 3, mostrada en la figura 36(d) la fidelidad es altamente dependiente
del qubit a teleportar incluso para esparcimientos nulos, donde puede observarse que hay
minimos de 0.5. En resumen, el caso ideal de fidelidad maxima se recupera para el caso sin
ruido, y ésta va decayendo conforme las fuentes de ruido aumentan. No obstante, existen

regiones donde se pueden obtener fidelidades altas aun con ruido.
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Figura 36: Fidelidad de teleportacion para el canal DFS con ruido de fase para diferentes
valores de la varianza de fase o vs el esparcimiento n y el valor v del qubit. Se considera

o =10,0,5,1,3} de (a)-(d) respectivamente.

Fidelidades promedio

En esta subseccion exploramos el comportamiento promedio del canal DFS para realizar
teleportacion. Se parte de que el qubit a teleportar esta parametrizado con z = senv, y y =
e'r cos v. Para simplificar los calculos, como vimos anteriormente no existe dependencia de
la fase del qubit ¢, con la fidelidad por lo que simplemente no se incluye. Para el calculo de
las fidelidades promedio se utiliza (167). Un punto importante a resaltar es que las fidelidades
tienen simetria en v = m, como se puede observar en el célculo de la fidelidad sin ruido
mostrada en la ecuacién (166), por lo que se hacen los promedios en el intervalo v = [0, 7].

Por lo que la fidelidad promedio queda como sigue

— 1 f
-7:(777‘7) = ;/dV}—pd(VaﬂaU)- (167)

0

Si el canal utilizado es el conformado por la superposicién de estados de Fock desplazados
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(DFS), la fidelidad de teleportacion promedio en el canal ideal sin pérdidas es constante y no

depende de v como se vio en la seccion anterior
Fn=1,0=0) =1 (168)

Al incluir pérdidas por esparcimiento pero no de fase, la fidelidad promedio de (164) esta dada
por
_ 202+ +4ym+1
F oo, 0 = 0) = vitl
2 (ym+1)
Si se considera que las pérdidas provienen solo de fluctuaciones de fase, pero el esparcimien-

(169)

to es cero, de promediar (165) se obtiene

2

Fpa(n=1,0) = i (e‘% + 3) : (170)

Finalmente, incluyendo los dos efectos de pérdidas se obtiene la fidelidad promediada de (166)

como sigue
2 02
B e ((n3/2+n+3ﬁ+1) e +\/77(n+1)>
Fod(n,0) = 2 (Vi+ 1)2 : (171)
1F / -
- .
. : /
/ 0.7
< 0.75 J /
/] Ak 0.5
L 4 / /’/ 0.3
/ /// o N :
VAR / 0.1
05 o = 1 / 1 / 1 i
It It 3
0 1 > =z 7T
ag

Figura 37: Fidelidad promedio de teleportacidén para un canal con superposicion DFS, mostra-
da en la ecuacién (171) vs. esparcimiento y ruido de fase caracterizados por n y o, respecti-

vamente.

En la figura 37 se muestra la fidelidad promedio de teleportacion utilizando un canal DFS

dependiente de las dos fuentes de ruido n y 0. Lo que muestra que en promedio para valores
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altos de 7 (equivalente a bajas pérdidas por esparcimiento) en conjunto con valores bajos de
o, es decir baja fluctuacién del ruido de fase se obtienen en promedio fidelidades cercanas a

Foa — 1 independientes del qubit a teleportar.

5.2.4. Canal con superposicion de SPACS

Fidelidades dependientes del estado a teleportar

Se procede de manera andloga a la subseccion anterior. Del calculo de la fidelidad sin
ruido podemos inferir que el éxito de la teleportacién estara altamente influenciado por el
valor de «, asi como el qubit a teleportar. Sin perder generalidad se considera a € R. Todas
las expresiones para fidelidad de esta subseccidén del canal PAC se obtienen mediante la

expresion (163).
En un canal ideal sin pérdidas de ningun tipo se tienen las expresiones mostradas en la

ecuacién (153). Considerando unicamente pérdidas por esparcimiento, se tiene una fidelidad

Fea(n,0=0,v,0,) = (2 (& + 1) ((40® + n) cos®(v) + sen®(v) + dasen(v) cos(v) cos (qbp)))_l

X <a2 (20® 4+ /11 +2) sen®(2v) + 1 (2” + 1 + 1) cos* (v)
+2 (@ + 1) sen’(v) + 7 (=% + 20+ /1 + 2) sen®(v) cos*(v)
+ 4ay/n (202 + 0+ 1) sen(v) cos® (v) cos (¢,)

+ 8a (a® + 1) sen’®(v) cos(v) cos (¢,) )
(172)

Posteriormente si se consideran pérdidas por fluctuaciones de fase unicamente, la fidelidad es

Foa(n, 0 =0,v,¢,) = T (20% + 2a(av cos(2v) + sen(2v) cos(¢y)) + 1)_1
X <e§ (o? sen®(2v) + sen*(v)) + 4ae§ sen’(v) cos(v) cos(¢,) (173)

+ 4acsen(v) cos® (v) cos(d,) + e cos*(v) + 2sen’(v) cosz(y)).

Finalmente, considerando los dos tipos de pérdidas se obtiene la fidelidad para PAC que de-
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pende tanto de v como de o

Foa(n,o,v, ) = % (2 (2 (a® +1) ((40® + 1) cos*(v) + 4asen(v) cos(v) cos(¢,) + se1r12(1/)))_1

X < (n (20 +n+1) cos*(v) + 8a (o + 1) sen®(v) cos(v) cos(¢y)
+2 (a® + 1) (a”sen®(2v) + sen*(v)) — (n — 1)y sen’(v) cos®(v))

+24/1 (20 + 1 + 1) sen(v) cos*(v) (2 cos(v) cos(¢,) + sen(u)).)
(174)

El analisis de las fidelidades de teleportacidén para el canal PAC se muestra en la figura 38
para diferentes valores de la varianza de fase o respecto a los parametros de qubit {v, ¢, }. Las
varianzas de fase son para las figuras 38(a)-(d) o = 0, y 38(e)-(h) o = 0,5. El esparcimiento
esn = 0,9 en la columna de la izquierda (Figuras 38(a),(c),(e),(9)) y n = 0,8 en la columna
de la derecha (Figuras 38(b),(d),(f),(h)). Los valores de « para cada figura son a = 0 en los
renglones 1y 3, y @« = 3 en los renglones 2 y 4. Se observa de las diferentes gréaficas que
conforme el ruido aumenta, la region de fidelidad alta disminuye levemente, pero disminuye
fuertemente con el incremento de «. Mientras que en la figura 39 se muestra la fidelidad para
el caso con o = 20 (grande) y 0 = 1 donde en 38(a) n = 0,9 y en 38(b) n = 0,8, esto con el
fin de observar el efecto de un alto nimero de fotones promedio n = |«a|? sobre la fidelidad.
Se mantuvo fijo o para tener un marco de referencia. En ambas figuras se observa el mismo
comportamiento, es decir, que la fidelidad sélo es alta si se quiere teleportar un estado con
v ~ /2 lo que era de esperarse puesto que en la ecuacién (158) es el término dominante al

incrementar a.

Fidelidades promedio

Si el canal utilizado esta formado por la superposicion de SPACS la fidelidad es altamente
dependiente del nimero promedio de fotones n y por lo tanto del valor de a, n = |a|?. Cabe
aclarar que en esta seccién por simplicidad y sin perder generalidad se considera un qubit que
cuya fase ¢, = 0, por lo que los parametros del qubit sélo quedan x = senv y y = cos v, esto
motivado principalmente por dos razones: primero, la dependencia de la fidelidad con ¢, no

es tan fuerte como con v tal como se vio en la subseccion anterior y, segundo para hacer una
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Figura 38: Fidelidad de teleportacion del canal PAC con fase y esparcimiento para diferentes
valores de la varianza de fase o respecto a los pardmetros de qubit {v, ¢,}. Las varianzas
son (a)-(d) o = 0, (e)-(h) o = 0,5. El esparcimiento es n = 0,9 en la columna de la izquierda
y n = 0,8 en la columna de la derecha. Con o = 0 en los renglones 1y 3,y a« = 3 en los

renglones 2y 4.
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Figura 39: Fidelidad de teleportacién en el canal PAC respecto a los parametros de qubit

{v,¢,}, paraelcasocona =20y o =1dondeen(a)n=09yen(b)n =08

comparacioén con la fidelidad promedio del canal DFS en igualdad de condiciones. La fidelidad

promdio de (153b) queda como sigue

_a4+a2+2

eI (175)

'T:pa(n = 170 = O)

Lamentablemente no es posible obtener una expresién cerrada para la fidelidad promediada
de las expresiones (172), (173) y (174), por lo que las integrales en fase quedan indicadas.
Para el canal formado por superposicion de fotones agregados la expresién promediada queda

indicada

oo

Fpa(n,0) = / dvFoa(n, o, v). (176)

En la figura 40 se ha graficado la fidelidad para teleportacién del canal PAC dependiente
de los parametros a y n para distintos valores de la varianza de fase o. Las varianzas de
(a) -(d) son 0, %, 5, 7. De las figuras se observa que las fidelidades altas se encuentran muy

localizadas en valoresde o« — 0,7 —+ 1y o — 0.

5.3. Teleportacion de estados formados por SPACS mediante deteccio-

nes homodinas

En esta seccidn se explora la teleportacion de estados de la forma de la ecuacion (147)

a través de un canal entrelazado formado por la superposicion de estados DFS y SPACS en
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Figura 40: Fidelidad promedio de teleportacion para un canal con superposicion de SPACS,
mostrada en la ecuacién (176) vs. esparcimiento y ruido de fase caracterizados por n y o,

respectivamente para diferentes valores de o, (a) 0 = 0, (b) 0 = /4, (c) 0 = 7/2, (d) 0 = 7.

donde las pérdidas solamente se modelan por fluctuaciones de fase ¢ de la forma
[pAPY = N(al |a) |ae'®) T b |a) |ae)). (177)

La fase se introduce como una diferencia de fase entre los modos a y b. Es posible escribirla
en el modo correspondiente a b sin cambios en los resultados. Cabe destacar que las razones
para descartar las pérdidas por esparcimiento, son dos: primero, se ha visto que su influencia
tanto en correlaciones como en fidelidad es la disminucion de cualquiera de ellas y, segun-
do, la teleportacion con post-seleccion homodina se estudia con un enfoque de viabilidad,
en donde bajo condiciones ideales se busca si es posible teleportar un estado o no y bajo
que condiciones. Cabe destacar, que como se vio en el capitulo 4, las fluctuaciones de fase
incrementan las correlaciones cuanticas, o por lo menos establecen un limite inferior menor

comparado con su inexistencia, lo que redunda en otra razén para su inclusién.
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El esquema para realizar teleportacién con medicidén conjunta homodina se muestra en la
figura (41). Fuente hace referencia al proceso de generacidn del estrado compartido, como se
mostro en la seccidn 4, es decir, que en las entradas del primer BS puede haber un SPACS y
el vacio para generar el PAC o un fotdn individual y un estado coherente para generar el DPC.
El estado a teleportar |/“) se mezcla con el estado compartido en el lado de Bob mediantre
otro BS 50/50. El ruido de fase ¢ se modela con una distribucién Gaussiana de varianza o,
mostrado en un bloque con ¢ en la figura. La medicién conjunta para completar el protocolo
de teleportacion se realiza mediante los dos detectores homodinos del lado de Bob, en los
que Bob selecciona A 45) y obtiene las cuadraturas X, , . Posterior a esto, Alice obtiene un

estado, cuya fidelidad de teleportacidén es condicional con las cuadraturas detectadas por Bob.

Alice
A ¢ N
AB
ppd

-p-ﬁ;B-
£—>{Homodyne —>X)\A
T4 >Homodyne —>X>\B

Fuente

W) = x|B) + yD.(8)|1)

Figura 41: Esquema general para la teleportacion con medicién conjunta homodina

La deteccion homodina del estado compartido mostrado en la ecuacién (177) proyecta el
modo medido en un eigenestado de cuadratura (X, | ) y arroja el eigenvalor X, para lo que

utilizaremos las siguientes relaciones

(Xy, |t |oy) = m i el (178a)
(X, |at |ay) = 77l (178b)
(Xy,] o) = maely, (178c)

donde

1 .. _
Ly = ~(lagf* + X3))/2 = ge7Naf - +V2e70 X, (1780)

J
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W, = V2e X, — e M Nay, (178e)
uj = e~ 2% (6—2’i>\ja2 11— 2\/§e—i)\jX>\ja + 2X§j)' (178f)

Las relaciones mostradas en la ecuacién (178) son facilmente obtenibles mediante la férmula
e“Be™* = B+ [A, B] + 3[A,[A, B]] + ... Por lo que, escribiendo el estado conjunto de la
misma forma que en la seccién previa |/5¢) posterior a la mezcla en el divisor de haz 50/50

se obtiene el estado.

045 (2, y, @, 6, (@), 12(a))) = U (m/4) [9A5€)

~

. ctet® biei®
= N(HLT \047%771) + $W |Oé,72ﬁ1> =+ xﬁ \04772,70

~

bT b ( )(AT oty ( )| 0 0)) oy ( )A ( )(ZA)T_e v *)| 0 0>
+ D, ¢+ D a, 0, + D.(a)D a, U,
y\/g 71 \/§ b 72 y\/§ b ’}/2 \/§
et . e Par . atet® . . . e~
+ —DC Y AT—l— D OA,0,0 + D Y Dc Y bT— OA,0,0 y

donde 7,2y = a(1 & €'®) /1/2. Esto conduce a que el estado proyectado en cuadraturas, hasta

una constante de normalizaciéon sea
|1zA()\A7 )‘Ba XAA? XAB7 €, Yy, a, (b)) = <X)\A| <X)\B| wABC('T7 Y, &, (b’ ’Yl(Oé), 72(04)»

= 7T_1/26Fc+rb(G1 |Oé> + GQ&T ‘Oz>),

(180)

con los parametros

it ¢id ¢id o
GPP) — 0 C W,k 2 Wy F oy (e — VW, + e

1 :F \/5 \/5 b y 2 ( rYl \/5)

e'? aF
+ 45 (up — oWy — =@
Y 9 (Ub Y2 Wp € \/5)7
—i(ba* €_i¢OA*

GPO) =y LW+ ) L,y - S,

Dado que (180) depende de x y y, la matriz de densidad reducida de Alice asociada a
la post-seleccion dependera del qubit a teleportar asi como de las cuadraturas detectadas,
asumiendo inicialmente un canal libre de ruido por fluctuaciones de fase, ¢ = 0, puede sim-

plemente sustituirse ¢ = 0 en (179)
pA(Va )\Au )\B7 X)\A7 X)\B7 x,Y, Oé)

= |¢A(V7 )\A7 )\B7X>\A7X>\B7m7y7a7¢ = O)> <¢A(V7 )‘Au )\BaXAAaXA37$7y7047 ¢ = 0)| )
(181)



123

donde se ha usado la dependencia con todos los pardmetros (v, Aa, Ap, X»,, Xo,, T, Y, @, @)
por la relacién que guardan con (5.3). Sin embargo, la naturaleza estadistica de las deteccio-
nes de cuadraturay la estructura multiparamétrica de la ecuacién (181) establece la estimacidn
genérica de la fidelidad de teleportacion con detecciones homodinas como una tarea comple-
ja. Para simplificar los calculos, el qubit se parametriza con x y y reales de tal modo que el
espacio del qubit es uniparamétrico, es decir, z = senv y y = cos v Unicamente, con lo que
se deja de lado el efecto de ¢,, el que igualmente se vio en secciones anteriores resulta de
menor importancia. La fidelidad es mas dependiente al valor de v. Con esto se puede calcular

la fidelidad mediante la expresion
F(v,xa, 28, Xy, Xog, @) = Tr[p (v, 0, Xo,, Xo,) 109) (0, (182)

lo que relaciona la fidelidad resultante con una post-seleccidn establecida por los intervalos de
deteccion de las cuadraturas que posee Bob condicionado a la seleccion de los parametros

homodinos. Se establece entonces una fidelidad promedio para los distintos valores de v

Vsup

— 1
f: — de(V/,)\A,)\B,XAA,XAB). (183)
Vsup — Vinf
Vinf

Es importante hacer notar que al incluir los efectos del ruido de fase la matriz de densidad

(181) es un ensemble de la forma

pA(V7 g, )\Au )\B7X)\A7X)\Bax7y7a)

o ) (184)
= /p(¢70->p (V7)\A7)\BaXAAuXAB7x7y7a7¢>d¢7

—00

donde cada p* ya no tiene la suposicion ¢ = 0, por lo que p™ (v, A, A, Xo,, Xog, T, Y, @, @)

|¢(V7 )\A7 )\Bv X)\Av X)\By T,y o, ¢)> <Q/)(V7 )\Av )\Bv X)\Aa X)\By T,y o, ¢)| Con este mismo razona-

miento se calcula la fidelidad promediada sobre los valores de v, por lo que se obtiene

f(U, )\A’)\B,X)\A,X)\B,l',yya)

1 Ve s (185)
:7/dlj/p(¢70)pA(V>)\Aa)‘BvXAA7X>\B7x7y7a>¢)d¢
Vsup — Vinf

Vinf
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Con (183) se analiza la viabilidad de un protocolo de teleportacion basado en detecciones

condicionales de cuadraturas.

5.3.1. Teleportacion homodina con superposicion de estados de Fock desplazados

Primeramente se analiza el caso cuando el estado compartido es el estado DFS de maximo

entrelazamiento.

Fidelidad dependiente del qubit a teleportar

Como se mostr6 en la subseccion anterior, la fidelidad de teleportacion depende de mu-
chos parametros, por lo que es complicado encontrar una estrategia éptima de teleportacion.
Aqui nos centramos en algunas combinaciones de {4, Ap} que nos permiten obtener distri-
buciones de la fidelidad que a su vez son condicionales de las cuadraturas obtenidas X, .

En la figura 42 se muestran las fidelidades de teleportacion condicionales a la deteccion
de las cuadraturas {X,,, X),} para o = 2, A\, = 0, A\g = 7/2 sin fuentes de ruido, para una
v fija distinta en cada subfigura como sigue: 42(a) v = 0, 42(b) v = 7/4, 42(c) v = 7/2. En
las diferentes subfiguras se observa lo siguiente: 42(a) la fidelidad siempre es menor a 0.7,
por lo que enviar v = (0 con esta estrategia es poco 6ptimo, 42(b) existen regiones de maxima
fidelidad muy bien delimitadas y especificas para X, , alrededor de 2 y X, alrededor de 0,
en 42(c) la fidelidad es alta casi en toda la regién mostrada, excepto en la zona circular oscura
partiendo del centro. Las diferentes figuras muestran que se puede obtener fidelidad maxima
con la seleccién de pardmetros realizada bajo criterios de seleccion especificos. Es decir, que
si se tiene conocimiento del estado a teleportar, se puede saber cuales son los resultados de
la medicién condicional de cuadraturas que producen fidelidades maximas.

En la figura 43 se muestra la fidelidad dependiente del pardmetro del qubit v con a = 2,
A4 = Ap = 0, considerando a X,, = 0 fija dependiente de la varianza de fase o en 43(a)
o =0,43(b) o0 = 0,3, 43(c) o = 1. De las figuras se observa que el efecto del ruido de fase
en el canal es disminuir el area de maxima fidelidad. Desde la figura 43(a) hasta la 43(c) las

zonas mas claras se van haciendo mas pequefas.
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Figura 42: Fidelidad de teleportacién de un estado v especifico condicionada a la deteccién
de XAA(B) para el canal DPC, con a = 2, Ay = 0, Ag = 7/2 sin fuentes de ruido. Los valores

v son fijos: (@) v = 0, (b) v = /4, (€) v = /2
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Figura 43: Fidelidad de teleportacién dependiente de v para el canal DPC. Fijos a = 2, Ay =

Ap=0y X,, =0.0en(a)0, (b)0.3, (c) 1.0.

Fidelidades promedio

Los resultados para la fidelidad condicional promediada se muestran en la figura 44. En
44(a) se muestra la fidelidad promedio para valores de v en el dominio [0, 7], en las figu-
ras 44(b)-(d) se ha calcuado la fidelidad promedio para los subdominios [0, 7/3], [7/3,27/3],
[7/3, 7] respectivamente. En todos los casos se ha utilizado la configuracién para la deteccién
homodina siguiente: A\ = 7/4,Ap = 0 considerando o« = 2 y un estado sin fluctuacién de
fase, es decir, o = 0. Se observa de la figura 44(a) que F < 0,515, por lo que en general
no resulta una buena estrategia para realizar teleportacién. Sin embargo, es posible utilizar el

canal para establecer comunicacion basada en los resultados condicionales. Esto se muestra
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Figura 44: Fidelidad de teleportacion promedio para el qubit en un canal compartido DPC
dependiente de las cuadraturas {X,,, X),}, con Ay = 7/4, A\p = 0, @ = 2 calculada para

diferentes intervalos de v (a) [0, 7], (b) [0,7/3], (c) [r/3,27/3].

en las figuras 44(b)-(d) en donde se han calculado las fidelidades promedio para subdominios
de v. Las figuras muestan que para estos subintervalos se pueden obtener fidelidades altas
condicionadas a la obtencién de las cuadraturas X,, y X,, mostradas en los ejes. Estas

adecuaciones implican que uno conoce a priori el estado a enviar.
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Figura 45: Fidelidad de teleportacion dependiente de v para el canal PAC. Fijos a = 2, A4y =

Ap=0yX,, =0.ven(a)0, (b) 7/4, (c) 7/2.

5.3.2. Teleportacion homodina con superposicion de estados de fotones agregados in-

dividuales

Fidelidades dependientes del qubit a teleportar

La complicacion dada por la forma multi paramétrica de la fidelidad para el canal PAC es
similar al canal DFS por lo que seleccionar una forma éptima sigue siendo una tarea compleja.
Con esta base, el analisis para el canal PAC es anéalogo al DFS.

En la figura 45 se muestran las fidelidades de teleportacion condicionales a la deteccion
de las cuadraturas para a = 2, A4 = 0, Ag = 7/2 sin fuentes de ruido, para una v fija distinta
en cada figura, en 45(a) v = 0, 45(b) v = /4, 45(c) v = /2. En las diferentes figuras se
observa lo siguiente: 45(a) la fidelidad siempre es menor a 0.45, por lo que enviar v = 0
con esta estrategia es poco éptimo, igual como sucede en el caso DFS, 45(b) existen amplias
regiones de fidelidad alrededor de 0.97 muy bien delimitadas y especificas para X , alrededor
de 4y X,, alrededor de 0, asi como para las combinaciones de magnitud de las cuadraturas
grandes, en 45(c) existen fidelidades superiores a 0.9 pero en regiones muy pequefias y bien
delimitadas. Las diferentes figuras muestran que se puede obtener fidelidad méaxima con la
seleccidén de parametros realizada bajo criterios de seleccidén especificos.

En la figura 46 se muestra la fidelidad dependiente del pardmetro del qubit v con a = 2,
Aa = Ap = 0, considerando a X,, = 0 fija dependiente de la varianza de fase o en 46(a)

o =0,46(b)c = 0,3, 46(c) o = 1. De las figuras se observa que el efecto del ruido de fase
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Figura 46: Fidelidad de teleportacion dependiente de v para el canal PAC. Fijos a = 2, A4 =

A =0y X,,=0.0en(a)0, (b) 0.3, (c) 1.0.

en el canal es disminuir el area de maxima fidelidad, lo que también puede interpretarse como
una disminucion en el rango de v que el canal tiene capacidad de teleportar. Desde 46(a)

hasta 46(c) las zonas mas claras se van haciendo mas pequenas.

Fidelidades promedio

Utilizando las mismas condiciones que en el caso de teleportacion con el DFS, se analiza
la teleportacién utilizando superposicién de estados de fotones agregados indivduales SPACS.
La figura 47 muestra la fidelidad condicional promedio para valores de v en el rango [0, ], en
las figuras (b)-(d) se ha calcuado la fidelidad promedio para los rangos [0, 7/3], [7/3,27/3],
[7/3, 7] respectivamente. En todos los casos se ha utilizado la misma configuracién para la
deteccién homodina que en el caso previo: A4 = 7/4, Az = 0 considerando « = 2 y un estado
sin fluctuacion de fase, es decir, o = 0. Se observa de la figura 47(a) que F < 0,504, por
lo que en general tampoco resulta una buena estrategia para realizar teleportacién. De forma
analoga al caso DFS se puede utilizar el canal para establcer comunicacion basada en los
resultados condicionales. Esto se muestra en las figuras 47(b)-(d) en donde se han calculado
las fidelidades promedio para subintervalos de v. Estas figuras, muestran que para las mismas
configuraciones que en el caso DFS se obtienen regiones de fidelidades mayoresque en el
caso previo. Para muestra, podemos comparar la figura 47(c) con 44(c), se puede ver que el

caso con SPACS permite alcanzar fidelidades mayores para las regiones en blanco. Si bien
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Figura 47: Fidelidad de teleportacion promedio para el qubit en un canal compartido PAC
dependiente de las cuadraturas {X,,, X,,}, con Ay = 7/4, A\ = 0, = 2 calculada para

diferentes intervalos de v (a) [0, 7], (b) [0,7/3], (c) [r/3,27/3].

la regién blanca es bastante delimitada, el mapa de color muestra una fidelidad comparable
con 44(c), F > 0,7 en una region mucho méas amplia. Las otras subfiguras muestran valores

comparables con el caso DFS.

5.3.3. Teleportacion homodina con ruido de fase

En esta seccion sélo se exploran unos casos muy especificos cuando el estado a teleportar

es conocido y se comparan las fidelidades obtenidas para o = 0 (que es equivalente al célculo
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de la fidelidad para un canal sin ruido de fase) con otros valores de o. Esto se hace para ver
el efecto de la fluctuacion de fase sobre los estados enviados. Para ello, se calcula la fidelidad

dependiente de v y promediada con la funcién de distribucién del ruido de fase, de la forma

o

F(1,0, 3 Mgy Xogs Xny) = / P(6,0)F (1, Aas Ay Xy, Xy )b (186)

—00

La ecuacion (186) permite conocer la fidelidad condicional para {\4, Az} fijas con respecto a
las cuadraturas, lo que establece una relacion de la fidelidad para diferentes ruidos de fase. A
continuacién se hace un breve analisis comparativo entre la fidelidad de teleportar el estado
conv = 0y v = 7/2 con ruidos descritos por 0 = 0y 0 = 7/5. Es decir, sin ruido y con
ruido. Unicamente para establecer de manera cualitativa el efecto del ruido en la teleportacién

condicional con deteccién en cuadratura.

Superposicion de estados de Fock desplazados

En la figura 48 se muestra la fidelidad condicional de la ecuacion (186) para el canal con
fotones desplazados. Para todas las gréficas esta fijo Ay = 7/4, A\g = 0. En la figuras 48(a)-
(b) se utilizé6 v = 0, sin ruido en (a) y con 0 = /5 en (b). En las figuras 48(c)-(d) se utiliz6
v = /2, sin ruido en (c) y con ¢ = 7/5 en (d).

Se observa que para v = 0, la fidelidad aumenta para el canal con ruido, esto se puede
notar en la figura 48(a) donde existe una region oscura dentro de la zona de fidelidad alta
(blanca), que no se muestra en la figura 48(b), sino que al contrario, toda la regién aumentd su
fidelidad, con valores incluso superiores a 0.7 para regiones muy delimitadas que sin ruido de
fase no se obtuvieron, esta manifestacion podria tener una explicacion en la discordia cuantica
estudiada en el capitulo anterior, en donde al considerar el canal DFS e incrementar el valor de
o el decaimiento del QD disminuia considerando canales continuos, sin embargo, un estudio
detallado del efecto del ruido de fase sobre la fidelidad en la teleportacién homodina no es
parte del alcance del presente trabajo, sino que se reserva como trabajo futuro. Cuando se
compara el estado v = 7/2 se observa que las regiones de alta fidelidad mostradas en 48(c)
disminuyen su area en 48(d), pero conservan los valores de fidelidad obtenida en el canal sin

ruido.
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Figura 48: Fidelidad condicional de la ecuacién (186) para el canal DPC considerando un

qubit con v particular a teleportar. Los detectores estan ajustados a Ay = 7/4, Ap = 0 para

diferentes condiciones de ruido mostradas contra los valores de las cuadraturas. En (a) v = 0,

c=0,b)v=0,0=7/4,(c)v=7/2,0=0,d)v=7/2,0 =7/4.

Superposicion de estados de estados coherentes con fotones agregados

En la figura 49 se muestra la fidelidad condicional de la ecuacion (186) para el canal con

superposicién de fotones agregados. Se utilizan los mismos parametros que para el caso DFS,

es decir, para todas las gréaficas esté fijo A\yx = 7/4, \g = 0. En la figuras 49(a)-(b) se utilizd

v = 0, sin ruido en (a) y con 0 = 7/5 en (b). En las figuras 49(c)-(d) se utilizé v = 7/2, sin
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Figura 49: Fidelidad condicional de la ecuacion (186) para el canal PAC considerando un
qubit con v particular a teleportar. Los detectores estan ajustados a Ay = 7/4, Ap = 0 para
diferentes condiciones de ruido mostradas contra los valores de las cuadraturas. En (a) v = 0,

c=0,b)vr=0,0=7/5,(c)v=7/2,0=0,d)v=7/2,0 =7r/5.

ruido en (c) y con o = /5 en (d).

Se observa que para ambos casos de v = 0y v = /2, la fidelidad disminuye. Por un lado,
la fidelidad en 48(a) para v = 0 sin ruido comparada con la mostrada en la figura 48(b) donde
se ha agregado ruido de fase con o = 7/5 muestra que las regiones de mayor fidelidad (las
zonas blancas y amarillas) se vuelven mas estrechas. Sin embargo, también logra observarse

que la fidelidad maxima accesible aumenta en la 48(b). Por otro lado, la fidelidad de la figura
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48(c) comparada con 48(d) muestra que al incluir ruido de fase en el canal las zonas de alta
fidelidad disminuyen, lo que queda claro en la regién oscura mostrada en 48(d) que indica

fidelidades menores a 0.55 donde antes (con o = 0) existian fidelidades superiores a 0.95.

5.4. Conclusiones

En este capitulo se estudi6 la teleportacién de estados hibridos formados por superpo-
sicion de estados coherentes con fotones agregados y estados coherentes, los cuales se
utilizaron como un canal entrelazado para establecer teleportacidén cuantica.

Con la consideracion de superposiciones formadas por fotones indivuales agregados, bajo
el esquema de deteccién conjunta hibrida es posible obtener fidelidad maxima en un canal sin
ruido probabilisticamente el 50 % de las veces. Cuando se agrega ruido, la fidelidad promedio
desciende en funcién del ruido por esparcimiento y fase empleados, resultando el canal DPC
el mas robusto frente a esparcimientos > 0,8 y fluctuaciones de fase con varianzas o < /4,
lo que lo expresa como un buen candidato para realizar teleportacién con estados macroscoé-
picos. Cuando se realizé la medicion conjunta mediante detecciones homodinas, se encontré
que en general ni PAC ni DPC son adecuados para una teleportacion sin ningiin conocimiento
previo del estado a enviar. No obstante, si se subdivide el intervalo del estado a teleportar,
es posible obtener fidelidades F > 0,9 en ciertos intervalos en condiciones sin ruido y suje-
tas probabilisticamente a las cuadraturas detectadas. Cuando se agrega ruido en el envio de
estados especificos bajo un esquema de deteccién homodina, equivalente a la preparacion
remota de estados se obtuvo que el DPC es de nuevo un buen candidato al presentar una dis-
minucion minima de las regiones de alta fidelidad e incluso un aumento en uno de los casos.
Mientras que con el canal PAC, aunque aun con ruido se pueden obtener fidelidades altas, las

dominios de las cuadraturas para los cuales se presentan se ven reducidos.
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Capitulo 6.

Propuesta de implementacidon experimental en fibra éptica

Ahora nos movemos a una propuesta especifica para la generacidn de los estados entrela-
zados discutidos en el capitulo anterior con el propésito de analizar su impacto como recurso
para realizar teleportacién de variable continua. En el capitulo anterior analizamos dos cana-
les denominados PAC y DFS. En este capitulo exploramos la obtencién de dichos canales

considerando la generacién de fotones anunciados en una fibra éptica no lineal.

Se propone la generacion de estados de fotones agregados en fibras épticas de cristal
fotdnico. Los fotones agregados se obtienen de la aplicacion del operador de creacion sobre
un estado coherente |, 1) = Na'|a), donde NV es una constante de normalizaciéon (Agarwal
y Tara, 1991). Asimismo, se prueban las capacidades no clasicas de las superposiciones de
estos estados con un protocolo de teleportacién que puede lograrse utilizando estados con un
fotdbn agregado (SPACS) o con un estado entrelazado continuo hibrido como se han utilizado
en capitulos previos.La diferencia de que ahora se consideran las condiciones fisicas de los

parametros para una posible implementacion en una fibra dptica en particular.

Primeramente para la generacion de un SPACS se parte brevemente de la teoria de la
mezcla de cuatro ondas en fibras opticas en el régimen espontdneo (SFWM - spontaneous
four wave mixing) para un caso monomodal y copolarizad. Es facil demostrar la operacién
de agregado de fotones. Posteriormente se crean dos estados entrelazados continuos para
plantear el protocolo de teleportacion. Uno de estos estados se forma por la combinacion de
un estado coherente y un foton individual mediante un divisor de haz (BS) proveniente de un
foton anunciado obtenido mediante SFWM. El otro se obtiene a través de mezclar un SPACS
obtenido también a través de la interaccion SFWM en BS. Estos dos estados se utilizan como
recurso compartido para establecer un protocolo de teleportacion ad’hoc basado en deteccion
de fotones de individuales. Es importante considerar que el estado a teleportar se modela de la
forma |¢) =z |0>+y&Tﬁ |0), donde d}; es el operador de creacién de un fotédn con caracteristicas

espectrales dadas por (.
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6.1. Generacion de SPACS en fibra 6ptica mediante SFWM

Para la descripcion de la generacién de SPACS en una fibra 6ptica mediante el SFWM, se
recurre al proceso no lineal de tercer orden monomodal y copolarizado que se puede describir
mediante el Hamiltoniano de interaccién (J. Chen, Li, y Kumar, 2005; Garay-Palmett, U'Ren, y

Rangel-Rojo, 2010)

~ 3 _
H(t) = Zeox(s) / PrEN (¢, ) ESY (x, ) EO) (2, ) B (r,8) + hic, (187)

donde \® se conoce como la susceptibilidad no lineal de orden 3 que se espera sea del orden
10~ *?esu (Boyd, 2003), Efa)) es el operador de aniquilacién de un foton del bombeo correspon-
diente y Eii_) es el operador de creacion de un fotdn sefial y acompanante, respectivamente.
Mediante teoria de perturbaciones a primer orden, tal como se muestra en el apéndice A se

puede llegar a que el estado generado por este Hamiltoniano cuando el estado inicial es el

vacio, es de la forma,
W) = 10),|0), + /{//dwsdwiF(ws,wi) lws) |w;) =100); + K [¥q), (188)

donde |w;s) (Jw;)) representa un fotén con frecuencia ws(w;) respectivamente. Esto es equiva-
lente a af(w) |0) = |w). La funcién de amplitud conjunta (JSA por sus siglas en inglés) esta

dada por
; L iL Ak(w,ws,w;)
Flws,w;) = | dway(w)ag(ws + w; —w)sinc EAk(w,ws,wi) e'2 SHW s @i (189)

donde «;(w) es una funcién de la envolvente espectral de los bombeos, Ak(w,w;,w;) es el
desempatamieno de fase entre el bombeo y los modos generados.

Sin embargo, estamos interesados en obtener estados con fotones agregados, por lo que el
estado inicial es el vacio en uno de los modos y un estado coherente en el otro. De esta forma,
el estado generado obtenido mediante |¢(t)) = exp [—ihjf[[(t’)dt’] |1)(0)), considerando
|1¥(0)) = |[{a}).|0), se describe como, ’

9y = [}, 10}, + 5 [ [ dodnF ()il (o) Ha), o, (190)
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donde [{a}) es el estado coherente inyectado en el modo espacio-temporal del modo de
sefial pero que puede tener caracteristicas espectrales distintas y, a'(w,) es el operador de
creacion de un fotén en el modo de sefial. De este modo, cuando un fotén individual |w;) sea
detectado en el modo anunciador (acompanante), el modo de senal sera un estado con un
fotdbn agregado.

Siguiendo un procedimiento similar al de la caracterizacién del estado generado en el
proceso de SFWM, la matriz de densidad del proceso de generacién es en general de la

forma,

P =10) (¥] = (10); {a}), + 5 [W2))((0]; {a}), + K™ (Tal). (191)

De forma general se puede o no tener fotén agregado, simplemente variando «, pues a = 0
es equivalente al proceso SFWM para generar parejas de fotones.

En el estado (191) aun debe post seleccionarse el estado del fotdbn agregado, (o0 de un
fotén individual cuando a = 0) detectando un fotén en el modo acomparnante. En general, la

proyeccion multimodal se da de la forma

A

f1,(n) = / duoid(wy) )5 (] (192)

donde |n,,), representa el estado de un fotén de frecuencia w y d(w) incluye las caracteristicas
espectrales del detector. Es importante mencionar que (192) proyecta en un unico estado de
numero, en el que el detector es sensible en d(w). Luego, el estado post seleccionado en el

modo sefal tendra la estructura estandar

f[i(l)pjiﬂi(l)
TrlpIL;(1)]

Considerando el estado los estados de las ecuaciones (191) y (190) sustituidos en (193),

(193)

Ps = lidier

puede inferirse que la matriz post-seleccionada una vez re-normalizada, no dependera de las

constantes x ni 6k, por lo que la matriz para la sefal, hasta un factor de normalizacion es

P = / e ! et i) F (e o)) F* (! )l d () x T () 1§} (] (el )o ] — ),
(194)
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la funcién delta en (194) surge de que el proyector aplicado en (193) debe cumplir con que los
estados de Fock son los mismos para el proyector aplicado en la izquierda y en la derecha, es
decir, que si el sistema es medido en un estado n,,, su estado final es n,,. Para simplificar la

siguientes expresiones se escribe de forma compacta el integrando de (194) como
G(wl,w!) = /dwiF(w;,wi)F*(wg,wi)|d(wi)|2, (195)

con lo que la matriz de densidad post seleccionada queda como

ps = /dw;dw;’g(wgyw;’)dT(w;) Ha}) ({a} d(wg)‘ (196)
6.2. Seleccion de la fibra y anunciamiento

En esta seccién, se exploraran los resultados de fidelidad esperados para una fibra co-
mercial, en particular para mostrar el comportamiento esperado del protocolo de teleportacion
establecido en secciones anteriores.

Con la teoria de la seccion previa se procede a seleccionar una fibra a manera de ejemplo
para anunciar un fotén individual o un SPACS con el fin de emplearlo en un protocolo de
teleportacion. Para lograr esto, se analiza el empatamiento de fase para la generacion de
parejas de fotones en el proceso SFWM, es decir AK = 0 que establece la conservacién
de momento y energia. Esto es un requisito para la generacion de parejas de fotones y por
ende para la generacién de SPACS. En secciones anteriores se mostro esta necesidad en la
generacion de los estados entrelazados. Cabe destacar que se busca que uno de los fotones
generados se encuentre en la banda de telecomunicaciones de 1550 nm, esto debido a que se
busca una integrabilidad directa con las redes de telecomunicaciones existentes en la banda
que presenta menores pérdidas (Saleh y Teich, 2007).

Se considera la fibra de cristal foténico (PCF por sus siglas en inglés) NL-3.3-890-02 con
un radio del nucleo de r = 1,72um, una fraccién de llenado de f = 0,85, y longitud L =
15cm. En el célculo, el bombeo se asume con une envolvente gaussiana degenerada con
o =0,85Trad/s y esta centrado en )\, = 841,75nm. La forma espectral del bombeo se asume

1 — (i

032 .
como «;(w;) = —=—exp 72) , donde w? es la frecuencia central y o el ancho de banda.
Vo o i
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Figura 50: Contorno AK = 0 parala PCF conr = 1,72um, f = 0,85

Es importante mencionar que todas las otras caracteristicas que entran en el parametro «
de la ecuacién (191) no se consideran en el célculo de la fidelidad, ya que al ser parte del
parametro de normalizacion resultan irrelevantes. Los parametros que definen a x resultarian
importantes en el calculo del nimero promedio de fotones por pulso generados por la fuente.

Primeramente, se obtienen las condiciones de empatamiento de fase para las que AK =
0. En la figura 50 se muestra el contorno AK = 0 con relacién a las longitudes de onda del
bombeo A, y de los fotones de sefial generados A,. Puede apreciarse que la seleccion de la
longitud de onda central para el bombeo queda en A\, = 841,75nm, lo cual producira un fotén
en 1550nm y otro en 577,7nm.

Una vez obtenidas las condiciones de empatamiento de fase, se calcula la funcién es-
pectral de intensidad conjunta (JSI) por sus siglas inglés, dada por |F'(ws,w;)|?, para esto es
necesario introducir la informacion espectral del bombeo adicional al empatamiento de fase,
se considera por lo tanto que el ancho de banda del bombeo es de o = 850 x 10? rad/s. La
JSI correspondiente a la fibra seleccionada se muestra en la figura 51(a). De la JSI es evi-
dente que los fotones generados en el proceso SFWM estan altamente anti-correlacionados
espectralmente. Por lo general este tipo de correlaciones resultan indeseables en las tareas
de QIP (Garay-Palmett et al., 2007; Jin, Shimizu, Wakui, Benichi, y Sasaki, 2013; Jin et al.,

2014; K. F. Lee et al., 2006) por lo que se recurre a filtrado espectral. Aumentar la pureza del
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Figura 51: JSI para la PCF con r = 1,72um, f = 0,85 con bombeo de 850 x 10° rad/s de
ancho de banda centrado en )\, = 841,75nm. (a) sin filtrar, (b) con un filtro Gaussiano en el

acompafante centrado en \y; = 577,7nm y con o4 = 130 x 10 rad/s

estado denotado por la JSI conducira irremediablemente a una alta reduccion en la brillantez
de la fuente, es decir, que el numero promedio de fotones generado se vera en detrimento. Si
bien, no se quiere filtrar tanto, resulta que la JSI mostrada en la figura 51(a) es muy angosta
y altamente correlacionada, por lo que se procede a aplicar un filtro Gaussiano centrado en

Aai = 77, 7nm y con oy = 130 x 10° rad/s, para generar la JSI mostrada en 51(b).

Se generaran dos estados recurso distintos. Uno de ellos, requiere un fotén en 1550 nm
que es el que servira para crear el estado entrelazado, mientras que para el otro se debe
agregar un fotén a un estado coherente, los cuales seran denominados DPC (displaced photon
channel) y PAC (photon added channel) respectivamente. Esquematicamente este proceso se
describe en la figura 52. En ambos casos es necesario anunciar la existencia ya sea del foton
individual o del estado SPACS, para ello se detecta un fotén en el modo acompanante lo que
genera el estado de la ecuacion (196) correspondiente tanto a DPC como a PAC. En la figura
52(a) se muestra el caso de anunciar un foton individual y en la figura 52(b) se ha inyectado

una semilla con un haz coherente identificado como |[{«y}) para generar el estado SPACS.
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(a) Fotén anunciado

1550 nm
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al, {ao})
(b) SPACS anunciado 1550 nm
Ti:Sa
846nm
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Figura 52: Experimento esquematico de la preparacion anunciada de (a) un fotén anunciado,
(b) un SPACS. Em ambos se requiere la deteccion de un fotén individual centrado en 586nm

como anunciador.

6.3. Generacion del recurso entrelazado

La creacion del estado entrelazado es andloga al caso monocromético. Se lleva a cabo
utilizando un divisor de haz en el que el SPACS se mezcla con el vacio para formar el canal
PAC y el fotdn individual se mezcla con un estado coherente para formar el canal DPC. Ambos
canales se encuentran englobados en la ecuacion (197). Esto se muestra en la figura 53, en
las figuras 53(a)-(b) se muestra la preparacién del estado compartido entrelazado DPC y PAC
respectivamente. La Unicas diferencias con el esquema monocromatico de capitulos anteriores
estriban en que [{ay}) representa un estado coherente con un ancho de banda determinado y
|1.,.) representa el estado de un fotén generado en por SFWM de la ecuacién (196) con o = 0,

del mismo modo, el estado a/, [{ao}) representa el SPACS de la ecuacion (196).

Matematicamente esto resulta en el estado entrelazado posterior al divisor de haz de la

forma ppapa) = UBSﬁSUQS siguiente

<

Prdipa) = / dw}dwG(w), o) [a’ (w)) T b (w])] ‘ { % } > ' {

f)
2
" <{%}' <{%} [a(w!) F b(w!)], (197)
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Figura 53: Generacion del estado entrelezado y teleportacion con los etados obtenidos en
la fibra. Generacién del estado entrelazado (a) DPC, (b) PAC. (c) Esquema de teleportacion
simplificado, la fuente es uno de los dos estados entrelazados (DPC o PAC) y el estado a
teleportar es el qubit de la ecuacion (198), con deteccion de fotones individuales en la base

desplazada.

donde se ha utilizado Ugg () = ¢(@'~%") con § = 7 /4. Los estados H%}> son resultado del
efecto del divisor de haz sobre un estado coherente. Para aclarar esto, sea |{a}) = eith |0) un
estado coherente en la entrada en la entrada a del divisor de haz y el vacio |0) en el modo b. El
estado conjunto es entonces |¢),,,.. = [{a}), % |0), y considerando que la transformacion del
BSesb — l’}c ¢ — f, con lo que se obtendria Uy (r/4) ) conj = H%}>b H%}>c donde
ch(w/ll) representa en BS 50/50. La analogia exacta con el caso monomodal se obtiene
utilizando los operadores de creacion de paquetes fotdnicos dz = [dw(w)a'(w), por lo que
el estado coherente de salida de un divisor de haz tiene las mismas propiedades espectrales

que el de entrada. En el texto se utiliza también la notacién |15) = &}3 |0).

Es importante notar que la ecuacion (197) es la generalizacion de la (122) del capitulo 4,

para un estado generado mediante fotones anunciados.



142

6.4. Protocolo de teleportacion

A partir de la generacion del estado entrelazado compartido entre Alice y Bob resulta util
aplicar el resto del protocolo de teleportacion para probar las propiedades no clasicas de
la superposicion contenida en (197). La aplicacion del protocolo de teleportacion resulta mas
simple que la caracterizacién de la no clasicidad de las superposiciones debido a la naturaleza
continua de los estados. Se ha probado que para realizar teleportacion cuantica con fidelidad
alta se requiere un estado recurso entrelazado ((Bennett et al., 1993)), por lo que obtener
altas fidelidades en el protocolo propuesto permitira mostrar que el estado recurso (197) es un
estado entrelazado.

El protocolo se ilustra en la figura 53 (c). El cual consta de lo siguiente:

= Alice y Bob comparte el estado entrelazado p,q(,.) que se construyd con el anunciamien-

toy el BS.

= Bob tiene el qubit a teleportar |¢¢) = 2|0) + yé}; |0) mostrado en la ecuacién (198) y
controla sus caracteristicas espectrales (frecuencia central )\% y ancho de banda o) con

una distribucién espectral 5(w) Gaussiana.

m Bob mezcla el qubit a teleportar con su parte del estado compartido a través de un BS

50/50 obteniendo un estado tripartito.

m Bob realiza una medicidn en la base de numero desplazada en la que puede distinguir el
numero de fotones obtenido. Se asume que éstos se pueden realizar de manera ideal,
lo que resulta andlogo a la propuesta de M. G. A. Paris (M. G. a. Paris, 1996) utilizando

un oscilador local con las caracteristicas espectrales deseadas.

= Bob puede obtener diferentes mediciones en nimero de fotones pero se restringe Unica-
mente a obtener un fotén en un detector y cero en el otro. Se considera que la deteccidn
de los fotones individuales sélo responde a cierto rango espectral modelado como una
funcion gaussiana centrada en w? con varianza o, por lo que las caracteristicas espec-

trales del desplazamiento son secundarias, siempre y cuando sean de ancho mayor que
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Cuadro 4: Protocolo de teleportacion del estado |/¢) = x|0) + y|15) utilizando un canal DPC

y PAC obtenido mediante SFWM

Canal | n. | ng | Estado de Alice

DPC |0 |1 |[[¢%) =—2]0) —y|lp)
DPC [1 |0 |[v?)
PAC [0 |1 |[¢4
PAC |1 |0 ||¢4

= —x[0) +y[1p).
= (z —V2a"y) [0) — y |1p).
= (z+v2a%y) [0) + y|15).

)
)

el de la deteccion.

A manera de referencia se muestra la tabla del estado que obtendria Alice si el proceso
fuera ideal y se utilizaran sélo estados puros. El estado resultante posterior a la proyeccién
|10),. 0 |01),. produce el estado del lado de Alice equivalente hasta una transformacién unitaria
como se muestra en la tabla 4.

Por consistencia, el estado a teleportar tiene la estructura general

) =z |8) + yD({B})e} |0) (198)

como se introdujo en la ecuacién (147), de la seccion 5.2.
Posteriormente, el estado a teleportar (198) es mezclado en un divisor de haz con el estado

compartido (197)

i 1 b (w)) +efw)) | 7
UBspAB ®/)CUJTBS _ 5 /dwg’dw;dwig(w;,w;’,wi) [&T(w;) == b (ws) ‘g c (ws)] D, ({%})

<o ({za}) (oo () 2. (1) [ o s
] e ({ ) () e () ()

(199)



144

El caso mas sencillo para teleportar carece de un desplazamiento, por lo que D({8}) = 1,
pero el fotdn creado si sera un paquete foténico con un ancho de banda determinado, por
claridad se reescribe (199) con esta consideracion

. . N bW - et | -
UBSPAB ® pCU;S _ E /dW;,dW;dwlg(w;,w;/,wl) [&T(w;) + (w5> +c (Ws)] Db ({ })

o ({5])ron

of

B el
7 ] [{a}) 100} (00| ({a}

lfw\;;ﬁ (" + ) DI ({%}) 5 ({%})
x [a(w;/) + b(wy) ﬂ; 5(%/)]

(200)

Es importante aclarar que en las ecuaciones (199) y (200), la integracion en dw; es producto

del anunciamiento con el fotédn acompanante antes de generar el estado entrelazado. Por lo
que en principio la integral en dw; se puede realizar y tener Gnicamente una integral en dw’ y

dw”, con lo que las integrales de (199) y (200) pueden verse en la forma

Upsp™ @ p"Ulg = > /dw;dwgcijkcfmn ) [Jeor) [or) (leopr| (M| (] (201)

i7j7k7l7m7n

que es la forma esperada de una matriz de densidad con coeficientes de expansion ¢;;x(¢},...),

por lo que la complejidad aparente de las dos ecuaciones anteriores es meramente operativa.

Para la deteccién de fotones individuales primero se realiza el desplazamiento complemen-
tario en los modos b y ¢, que por simplicidad es considerado con las mismas caracteristicas
espectrales que el contenido en (200). El efecto de discrepancias espectrales se reserva para

la deteccidn de los fotones individuales.

Nos centramos en el estado proyectado 1, ® (150| pl, ® |150). Donde 3 hace referen-
cia a las propiedades espectrales del fotéon detectado 13}'3 = fdwﬁ(w)fﬂ(w) = |15). De (200)
puede escribirse el estado conjunto como pA8¢ = [ dw!dw!dw; |1 (w!,w;)) (W(w!,w;i)|, por

lo que el estado post-seleccionado de Alice es de la forma p* = NTr,.[(150] pAB¢ [150)] =

J [ dwide |2 (w)) (WA w))], con [YA(w) = [ dwG(w){z {ao}) + yB(wla(w)" {ao})}-
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Con esto obtenemos la matriz post-seleccionada del lado de Alice de la forma
et ({5)) ([ ()2 () oo
= 5 DUaN, [ el g o) [Fil(w) [ @)Ben)
&)+ 7 1) [ dand (r)aen)] 0),0 0] [Latet) [ adin)s @)

) + L5 1) [ dud(er)a’ @) DY ({a )

(202)

*

:Fx
V2

V2

Es evidente de la expresion (202) que esta teleportacion es equivalente a teleportar en una

V2

:F

base desplazada por D({}),. Este desplazamiento no es tomado en cuenta en el calculo de
la fidelidad, ya que se asume que el estado final se busca con dicho desplazamiento. En
cualquier caso, también puede quitarse su efecto operacional y experimentalmente utilizando
un BS y un laser adecuado. Bajo estas consideraciones, la fidelidad del estado teleportado se

obtiene como sigue

F =Trl[) (w19 (€l (203a)

=3 [asaangew{ Lo wse [audenriser s LL s wsenienr

+ WL D g hatet) [ denldPIsl 7 L5 s

st - o) 7 I E D @ ae))r?

xwa*w;w 1) [ dentdte P 5 D o i)

+[alyl*a’ (w )a(w;’)/dwbld(wbﬂzlﬂ(%)lz-
(203b)

En la ecuacion (203a) se ha utilizado la escritura en el formato de la matriz de densidad por
consistencia con capitulos previos y por la sencillez ante la posible inclusién de otros efectos

(como ruido) no considerados en este trabajo para el estado continuo.

6.4.1. Fidelidades de teleportacion

Las fidelidades de teleportacién condicionadas a la deteccién n, = 0,n. = 1 o0 viceversa se

obtienen en la presente subseccion y son las mostradas en la ecuacion (203b). Sin embargo,
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Cuadro 5: Parametros de anunciamiento, foton a teleportar y deteccidén para calcular la fideli-

dad de teleportacion

Proceso correspondiente Parametro Significado
wY; Frecuencia central de anunciamiento
Anunciamiento de un foton o SPACS —
Odi Ancho de banda de anunciamiento
wg Frecuencia central del foton a teleportar
Fotén a teleportar
o Ancho de banda del foton a teleportar
W Frecuencia de respuesta maxima del filtro
Filtro de deteccion
04 Ancho de banda del filtro
Qo Numero maximo de fotones
Estado coherente W Frecuencia central del estado coherente
Oa Ancho de banda del estado coherente

se tienen multiples parametros a explorar en el esquema propuesto en la figura 53, los cuales
para mayor claridad se describen en la tabla 5. Es importante hacer la aclaracién que para el

calculo de la fidelidad se parametriza el qubit como sigue

|9 = 2|0) + yéTﬁ |0y = sen(v) |0) + COS(V)&TB 0) . (204)

Canal DPC. Superposiciéon negativa

Se fijan las caracteristicas de anunciamiento en \;, = 577,7nm y un ancho de banda de
o4 = 0,13 x 102 rad/s, lo que si bien es bastante angosto, se debe a que la JSA presenta
una alta correlacion espectral. La longitud de onda central del detector y su ancho de banda
son también parametros fijos Ay = 1550nmy o, = 0,13 x 10'2 rad/s, resulta necesario fijar las
caracteristicas del detector en la misma medida que las del anunciamiento. Los parametros
variables son: la longitud de onda central del fotén a teleportar y su ancho de banda {\s, 05}

En la figura 54 se muestra la fidelidad de teleportacién respecto a la longitud de onda
central del foton del qubit a teleportar A% y su ancho de banda o3, para diferentes valores

de v, es decir, fijo un estado en particular a teleportar. Los valores mostrados en la figuras
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Figura 54: Fidelidad de teleportacidén condicionada a la post-seleccion de la medicidén conjunta
para el canal DPC. De (a)-(d) para un estado v especifico. Los valores v son (a) v = 0, (b)
v=m7/5,(c)v =m/2,(d) v = . En (e) se muestra la fidelidad promedio para todos los valores

de v.

54(a)-(d) corresponden a v = {0, 7/5, /2, 7} respectivamente. Finalmente en la figura 54(e)

se muestra la fidelidad promedio para los diferentes valores que puede tomar el qubit.

En general los maximos de la fidelidad se encuentran cuando la longitud central del fotén
a teleportar coincide con la longitud central del detector )\% = A\ y al alejarse de este valor,
la fidelidad decae. Aunque no se ha incluido la influencia del anunciamiento en la fidelidad,
es importante que el estado sea lo mas factorizable posible, y las caracteristicas del anuncia-
miento seleccionadas son tales que permiten en promedio una fidelidad superior a F > 0,7
como se aprecia en las distintas figuras. Con el fin de analizar la influencia de la longitud de
onda central del qubit a teleportar respecto a la del detector, se consideran tres casos distintos
para )\%. Estos casos se muestran en la figura 55 en donde se ha graficado la fidelidad como

funcion del ancho de banda del qubit o3 y el valor de v para los valores de A% (a) 1547nm,
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Figura 55: Fidelidad de teleportacion de un estado v especifico condicionada a la deteccion de
|10),, sin fuentes de ruido. Se muestran las fidelidades para cada valor del qubit dependiente

de v y el ancho de banda del fotén a teleportar.

(b) 1550nm, (c) 1553 nm. De las tres figuras resulta evidente que el mejor caso ocurre para
)\% = )\ pues permite fidelidades altas para un rango mayor de v y fidelidades F > 0,5 para
un valor especifico de ancho de banda. Desviaciones de +-3nm como las mostradas en 55(a) y
(c) indican que es posible realizar teleportacion pero es mas dependientede de los valores del

qubit. No obstante, se pueden alcanzar fidelidades altas con un ancho de banda adecuado.

Canal PAC. Superposicion positiva

Con el fin de establecer una comparativa en los mismos términos que en las secciones
previas donde se analizé la fidelidad del caso ideal (monocromatico), se analiza el efecto
en la fidelidad cuando el canal utilizado es formado por la superposicién positiva (PAC). De
la ecuaciéon que determina la fidelidad (203b) puede observarse que las caracteristicas del
estado coherente que forma parte del SPACS son de gran influencia en la fidelidad, dado que
vuelven dominante la contribucion del vacio en la superposicion final que recibe Alice, por esta
razén y por brevedad solo se incluye el calculo considerando que el estado coherente tiene
las mismas caracteristicas que el detector, es decir, tiene una envolvente espectral gaussiana.
Se ha considerado para los célculos una envolvente con médulo maximo 2 como se muestra

en la ecuacion (205), por lo tanto, w? = wly o, = 04

2 0

aw,) = - exp(—(ws — wg)?/(4072)). (205)
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Figura 56: Fidelidad de teleportacién de un estado v especifico para el canal PAC, con a = 2.
Los valores v son (a) v = 0, (b) v = ©/4, (c) v = /2, (d) v = 7/2. En (e) se muestra la

fidelidad promedio para todos los valores de v.

Se calcula la fidelidad de teleportacién con el resto de las condiciones iguales al caso
del canal DPC, es decir, \; = 1550nm, o, = 0,13 x 102 T rad/s , A\ = 577,7nm, o4 =
0,13 x 10'2T rad/s. Los resultados se muestran en la figura 56. En las figuras 56(a)-(d) se
muestra la fidelidad para valores del qubit con v = {0, 7/4, 7 /2, 7} fija, respecto a la longitud
de onda central y el ancho de banda del qubit a teleportar. Mientras que en 56(e) se muestra la
fidelidad promedio para todos los valores del qubit. Se puede observar de las figuras 56(a)-(d)
que los maximos de fidelidad ocurren en )\% = 1550nm y para anchos de banda alrededor
del ancho de banda del detector; no obstante, los maximos alcanzados de la fidelidad son
bastante bajos al compararlos con el canal DPC. Se puede ver reflejado en la figura 56(e) que
en promedio la teleportacion tiene fidelidades muy bajas, mientras que en la regién oscura se

alcanza F ~ 0,6.

Igual que para el caso DPC, se consideran tres casos distintos con )\% distinta con el fin
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Figura 57: Fidelidad de teleportacion dependiente de v para el canal PAC, con a = 2. Los

valores v son (a) v =0, (b) v =m/4, (c) v = /2

de analizar la influencia de la longitud de onda central del qubit respecto a la del detector
que es fija. Estos casos se muestran en la figura 57 en donde se ha graficado la fidelidad
como funcién del ancho de banda del qubit os y el valor de v para los valores de )\% (a)
1545nm, (b) 1550nm, (c) 1555 nm. De las tres figuras resulta evidente que el mejor caso
ocurre para )\% = \J [mostrado en la figura (b)]; sin embargo, a diferencia del canal DPC, no
existe condicidn con las restricciones actuales que permita fidelidad alta para todos los valores
qubit v, sino que la mejora unicamente se ve reflejada en un ensanchamiento en las regiones

que tienen fidelidades altas respecto a v.

6.5. Conclusiones

En este capitulo se estudié la viabilidad de realizar teleportacion con las superposiciones
propuestas en capitulos anteriores formadas por SPACS. Ahora consideramos condiciones
no ideales, entendidas por estados no monocromaticos. Primeramente se abordd la genera-
cién de estados con fotones agregados en fibras épticas (SPACS por sus siglas en inglés),
para lo que se demostré que de manera analoga al proceso SPDC, la generacién de SPACS

anunciada es factible.

Una vez obtenida la expresién que involucra el SPACS se generaron los estados entrela-
zados compartidos por Alice y Bob. En la parte correspondiente a Bob se mezcldé mediante un

divisor de haz el estado a teleportar para realizar la medicién conjunta en la base de fotones
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individuales desplazados. En esta seccién es importante aclarar que tanto el qubit a teleportar
como los detectores fueron considerados con caracteristicas espectrales independientes.

Se estudié la fidelidad de teleportacion de un estado de qubit arbitrario en la base foton
individual-vacio y se establecieron las condiciones para la post-seleccion de un estado telepor-
tado. La fidelidad se estudié baj6 las consideraciones siguientes: primero diferentes valores v
del qubit especificos a teleportar contra su ancho de banda y longitud de onda central, cuando
las caracteristicas espectrales del detector estuvieron fijas, segundo bajo las mismas con-
sideraciones anteriores se obtuvo la fidelidad promedio como funcidén de las caracteristicas
espectrales de qubit, tercero fijas las caracteristicas espectrales de los detectores se estudié
la fidelidad para 3 configuraciones de longitud de onda central del qubit fijas contra su ancho
de banda y los valores v del qubit. Los fidelidad fue caracterizada para las superposiciones
DPC y PAC. Se encontré que el canal formado por la superposicion negativa (DPC) permite
realizar teleportacion siempre y cuando las caracteristicas espectrales del estado a teleportar
sean sean cercanas a las de deteccién. Por otro lado, la superposicion positiva (PAC) presentd
resultados de fidelidad de teleportacion muy bajos.

En general se hizo un andlisis considerando que todos los estados involucrados tienen
formas espectrales distintas, las que finalmente para simplificar los resultados fueron conside-
radas gausianas. En este estudié falté considerar la generacion del qubit a teleportar y fuentes
de ruido. Ninguna de estas fueron incluidas por brevedad, pero se pueden ver como trabajo
a futuro. Debido también a que el principal objetivo fue probar el concepto de la teleportacion

con estados que se pueden obtener en el laboratorio utilizando la mezcla de cuatro ondas.
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Capitulo 7.

Conclusiones

En el presente trabajo de investigacion se han estudiado tedricamente los estados cohe-
rentes con fotones agregados (PACS) y superposiciones formadas por ellos de la forma |¢) =
N (uat™ |a), |8), + vb™|a), |8),) para procesamiento de informacion cuantica. La motivacion
estuvo fundamentada en que los estados propuestos presentan propiedades hibridas entre
estados de fotones individuales y estados coherentes de muchos fotones, lo cual establece a
su vez una correlacién entre estados cuanticos y clasicos. Primeramente se estudié la super-
posicidn general y las condiciones que generen estados con correlacion en estados puros y
mixtos. Posteriormente se selecciond a las dos superposiciones que experimentalmente son
mas factibles de realizarse, para las que se propusieron protocolos de teleportacion cuantica
ad’hoc. Finalmente se estudiaron las implicaciones de utilizar estados procedente de un ex-
perimento que son en general no puros para generar estados entrelazados y luego aplicarlos
como recurso en teleportacion. Para los protocolos de teleportacion, las mediciones proyecti-
vas conjuntas fueron estudiadas en dos ambitos distintos deteccion de fotones individuales y
deteccion homodina, la primera debido a que simplifica bastante los resultados y la segunda
como una propuesta para estimar la no clasicidad en el laboratorio.

Las principales conclusiones y contribuciones de este trabajo se enumeran a continuacion:

m Se presento6 un estudio sobre las propiedades de entrelazamiento de una superposicién
arbitraria de n, m fotones agregados a un estado coherente, para el que se obtuvieron
sus condiciones generales de maximo entrelazamiento, la cual fue estudiada a través de
la concurrencia. Se encontré que la diferencia [m — n| > 1 permite generar estados de
entrelazamiento maximo. Se encontré que si u = —v = 1/4/2 se obtienen estados de

entrelazamiento maximo siempre que m — n # 0.

= A partir de la superposicion maximamente entrelazada de los PACS se propuso su apli-
cacién como recurso para realizar teleportacién cuantica de un estado compuesto tam-
bién por la superposicion de PACS basada en detecciones de fotones individuales. Esto

demostr6 que es posible realizar teleportacion con fidelidades maximas cuando tanto el
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estado a teleportar como el estado recurso tienen la misma cantidad de fotones agrega-

dos.

De la superposicion general se seleccionaron las experimentalmente més factibles y con

maximo entrelazamiento que son [1)) = N(at|a), |a), F bT|a), |a),) que forman

dp (pa)
los canales denominados dp y pa cuya diferencia es el signo de la superposicién, de los
que el entrelazamiento de la superposicién negativa no depende de «. Estos estados
fueron estudiados como canales de comunicacion cuyas propiedades no clasicas pue-
den explotarse para realizar procesamiento de informacién. Por lo que primeramente se

estudiaron sus propiedades no clasicas basadas en la discordia cuantica.

Se propuso un estimador de la no clasicidad basada en detecciones homodinas, con
la que recuperando la estadistica de la deteccion se puede obtener una cota inferior
del QD (quantum discord) para las superposiciones estudiadas, pero que facilmente es

aplicable a otros estados de variable continua y discreta.

Se calculé el QD de los estados |v) , bajo la influencia de ruido por esparcimiento

dp (pa
y fluctuaciones de fase. El esparcimiento fue modelado como la probabilidad de perder
fotones mediante el efecto de un divisor de haz y la fluctuaciéon de fase relativa me-
diante una variacion aleatoria pesada con una distribucién Gaussiana. Se obtuvieron
expresiones analiticas para el caso dp (superposicidén negativa) cuando Unicamente hay
ruido por esparcimiento, asi como la relacidén con la varianza de cuadratura producto de
una medicion homodina. Se encontrd que los estados con la superposicion negativa son

mas robustos ante fluctuaciones grandes de fase cuando o # 0 en comparacién con los

estados formados por fotones individuales (o = 0).

También se estudio la teleportaciéon cuantica de un qubit de la forma [¢) = x |a) +

yD(a) |1) con los canales [1) como recurso compartido considerando la medicién

dp (pa)
conjunta como deteccidn de fotones resuelta en nimero. Se encontrd que este esquema
permite realizar teleportacion con fidelidad & = 1 en el caso puro con la superposicion

negativa como recurso, de forma probabilistica, con éxito del 50 %. Por otro lado, al
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incluir ruido igualmente el canal con la superposicién negativa mostré una probabilidad

promedio F ~ 0,9 frente a esparcimientos 7 < 0,8 y fluctuaciones de fase o < /4.

La fidelidad de teleportacion se estudioé adicionalmente con detecciones homodinas co-
mo medicion conjunta. Se mostré que mediante es detecciones la teleportacién proba-
bilistica es viable si el qubit a teleportar se divide en subintervalos, de modo que cada
subintervalo esté definido por respectivos dominios de deteccion, con lo que se pueden

alcanzar fidelidades F > 0,9 en condiciones sin ruido para cada intervalo.

Finalmente se estudié la teleportacién cuantica en una propuesta experimental en la
que los estados recurso se obtienen a partir de fotones anunciados provenientes de
la mezcla de cuatro ondas en el régimen espontaneo en fibras épticas. Para esto se
demuestr6 que el proceso de agregado de fotones es igualmente aplicable a la mezcla

de cuatro ondas y es analogo al proceso paramétrico en cristales.

Se propuso la generacién del estado recurso a través de la mezcla de un foton anunciado
proveniente del proceso paramétrico en un divisor de haz, por lo que tiene caracteristi-
cas espectrales y de correlacién determinadas por los parametros del experimento. El
qubit a teleportar igualmente se introduce con caracterisitcas espectrales definidas. Y la
deteccion se modela mediante detecciones realistas a través de filtros espectrales. Todo
esto implica que el estado anteriormente puro se vuelve una mezcla estadistica en cada
proceso de deteccidn. Bajo estas condiciones se determin6 que la teleportacion es via-
ble aun cuando no todos los estados sean espectralmente iguales siempre que tengan

un alto traslape.

Es importante mencionar que el andlisis de la fidelidad de teleportacion en el estado de
un proceso anunciado es igualmente aplicable a otros estados producidos por procesos
paramétricos. Cabe aclarar que la fibra utilizada en los calculos fue empleada a ma-
nera de ejemplo por lo que los filtros requeridos resultaron relativamente angostos; sin
embargo, un estado con menor correlacién espectral resultara potencialmente un buen

candidato si se buscan filtros de deteccidén y anunciamiento menos angostos.
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Como resultado de la investigacion presentada en esta tesis, se identifican ciertos pun-
tos que requieren mayor estudio pero que quedan mas alla del alcance de la presente y se

proponen como trabajo futuro lo siguiente:

= Un estudio sobre la teleportacién considerando que los canales estan formados por
superposiciones arbitrarias de PACS en la forma [¢)) = u |a, m) |8, n) + v |5, n) |a, m)
de forma andloga a los estados presentados en el capitulo 3, preparado para teleportar

estados también en la misma base de la forma |¢) = x |v) + ya' |y).

» Estudiar sistematicamente el efecto del ruido en la fidelidad de teleportacién consideran-

do los canales propuestos bajo distintos esquemas de deteccion ademas del homodino.

m Una caracterizacién de las caracteristicas no clasicas y las correlaciones de las su-
perposiciones entrelazadas realistas utilizadas en el ultimo capitulo formadas mediante

fotones anunciados mostradas en la ecuacion (197) incluyendo fuentes de ruido.
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Anexo A.
Interferencia de estados SPACS en un interferometro de Michelson-

Morley

De la figura 10 puede verse que la medicion del detector sera proporcional al numero
promedio de fotones oy <d§d5>out =5 <d§d5>5 considerando el estado en el modo 5 como el
modo de salida a detectar. Es posible considerar que el MMI actua sobre los dos modos de

entrada de la forma [¢),,, = Uy |¥), © [1),. Es necesario notar que |¢),,, esta conformada

out
tanto por el modo 4, como el 5. Entonces, el resultado del detector serd de la forma o (¢ ®
¢1|(AJ,\(}|’“}TI4 ® d§d50,8{,$|||¢0 ® 11). Es entonces mas facil considerar el esquema de Heisenberg
e incluir el efecto del MMI sobre los operadores en lugar de sobre las funciones de onda.

Para describir el efecto del MMI, consideremos el vector de campo eléctrico
E(r,t) = EM(r,t) + EC(r,1), (208)

donde E(+)(r,t) = Y ékbiare W TkT o5 |a parte positiva del campo eléctrico con & =
(hwy/2€0V )12, -

Si se considera un fotodetector la posicién espacial r al tiempo ¢. El proceso de deteccion
esta relacionado con la absorcidén de un fotdn por el detector, por lo que se puede describir a

través del operador de aniquilacién sobre el estado inicial en la forma

|¢>entrada - E(+)(rv t) |¢>entrada‘ (207)

Luego, la probabilidad de detectar la absorcion de un fotdn entre el tiempo t y ¢t + dt es

proporcional a w(r, t)dt con
A 2
w(r, t) = |salida (¢| E(+)(I', t) |¢>entrada : (208)

Tomando en cuenta que se debe sumar sobre todos los estados de salida

w(r, t) = E entrada <¢| E(_) (I', t) |¢>salida salida <1/)| E(+) (I', t) |w>entrada — entrada <1/)| E(_)(r7 t)E(+) (I', t) |w>entra

salida

Por lo que de forma més general, considerando cualquier estado inicial de entrada pentrada; S€

puede describir la intensidad medida por el detector, la cual es proporcional a (208) de la forma

A~

I = Tt pentrada E)(r, ) EC) (xr, 1)]. (209)
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Considerando que la direccion de propagacion de los campos esta bien definida y que la
polarizacion es lineal, la posicidn espacial del detector r puede despreciarse y la ecuacion
del campo convertirse en una ecuacion escalar, asimismo describiendo el campo en términos
del espaciamiento de los modos dw = //(2Vey) y haciendo —iwyt + ik - r = —iwi(t — 7), la

ecuacién del campo, siguiendo la estructura de (Langangen et al., 2012) toma la forma

EWM(t) =i Z Voww2a(w)e®. (210)

Calcular el efecto del MMI se vuelve una tarea sencilla considerando que los operadores se
transforman por el efecto del BS 50/50, donde los campos adquieren una fase /2 al reflejarse
y ninguna al transmitirse con la transformacion mostrada en la ecuacioén (55).

Es importante notar que los campos que viajan en el interferémetro en los modos a, y as
adquieren una fase que en principio es distinta, por lo que esta fase debe ser incluida en los
operadores a través de Gy (w)e'??! y az(w)e'?3t, donde ¢y = w(t — 7o) y ¢3 = w(t —73). Con esto
y considerando que los campos posterior al primer paso por el BS y la reflexion en los espejos
M1 y M2 pasan nuevamente por el BS, es decir sufren nuevamente una transformacién como

la mostrada en (55), se puede escribir finalmente el operador en el modo as; como

i5(w)e®® = a1 (w) (Tei@(t)—Rei%“)) + ap(W)ivVTR (e 4 50 (211)

Por lo que el campo eléctrico, considerando un BS 50/50, calculado como en (Langangen

et al., 2012) queda como sigue

E(+)(t) = % Z Vowwl/? (&ﬂw)(eim(t) _ 6i¢3(t)) + i&o(w)(ei‘z’Q(t) + 6i¢3(t))) ) (212)

Dado que en esta tesis estamos interesados en fotones agregados, se considerara el es-
tado inicial

@, 1) o< Y~ Viwf(w)al(w) {a}) (213)

el cual esté definido hasta una constante de normalizacién. En (213) se ha usado la notacién

/) = >, Vowf(w)al(w) para agregar un paquete de un foton individual con espectro f(w).
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El espectro del estado coherente esté dado por la funcién a(w). El efecto del MMI se obtendra

entonces a través de

Focd 37 1 00 o i) [FOW) EG

o
w W

" "

Jabw" ) oIy (214)

Donde al considerar el campo de entrada [{a}), |0) y sustituyendo (212) en (214) es facil notar

que solo sobrevive uno de los términos, quedando la intensidad de la siguiente forma

1 / " " 1" "1 pxk / "
10(5 Z Z Vidw' dw" dw" dw” Vo'W f* (W) f(w)

o i
w W

"

% 1.(0] o ({ar} dolw (" Yaglw Nab(w”) [{ah)o 0}, (7140 — 7t ) (eid ) _ i 0)
(215)

En (215) se diferencian las fases ¢, y ¢, para hacer referencia a la frecuencia con la
que estan asociadas en la forma ¢; = w"(")(t — 7;). Sin embargo, una medicién arroja como

resultado un promedio temporal de intensidad, la cual puede definirse mediante

Tint/2

(1) = Tit I(t)dt. (216)
- int/2

Dado que los operadores son de naturaleza discreta en (215), se hace uso de la propiedad

[a(w"),af(w")] =0, . conla cual, escribir los operadores en orden normal tiene el efecto

" m nr " . "

Ja(w )d,

nr ! "

Ja(w )afw ).

) — 6{.«/ 7WH 6wm s w —|— &T (w”)&(w,)(;w/// 7WHH + dT ((_U

+al (W )a(w")d, ym +al(w")al (w
(217)

Ademas, la integracién en (216) produce una delta de dirac para las frecuencias involucradas
W'y w” como §(w’ — w") si las funciones espectrales a(w) y f(w) empleadas en (213)
se modelan con forma Gaussiana, con 1/0 < Tiy. Por lo que en lo sucesivo se utilizara la

definicién w(m, — 73) = wT, y convirtiendo las sumas a integrales se puede obtener el efecto
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neto sobre la intensidad mediante
I1(7) oc 2 / dus| f(w2)2(1 + cos(wr))

oR V dw f* (w)ar(w) /dw’w'f(w/)a*(w')(l + COS(M))} (218)

+/dww|a(w)|2(1+cos(w7))

" 1

+ [ dor@a) [ a6 7@ ) [d'sla@)P+ costwr).

Después de evaluar las integrales y considerando que las amplitudes de los estados coheren-
tes son reales, la expresion (218) se resuelve de la forma siguiente

1 1 0'27'2
I(1) 56_ZU2T2 < (a*+a*+1) <2woeT + o?(—7) sen(Twp) + 2wo COS(TCU()))

27_2 1 . . 1 . .
LT R <a2e—zr<02’r+4zwo) (7:0_27_ (_1 + 6227—w0) 4 2&)0 (2617—<027+42w0) + e2m—wo + 1))) )7
(219)

donde w, es la frecuencia central de las formas espectrales Gaussianas tanto del estado
coherente como del fotdn agregado. Se han supuesto que ambas funciones estan centradas
en wy por simplicidad del calculo.

Los resultados de interferir un SPACS con el vacio en un MMI se muestran en la figura 58.
En la figura se muestra 1(7)/1(0) de la ecuaciéon (219) para tres situaciones distintas para la
longitud de onda central del haz coherente y el fotdn agregado, se asumen que tienen traslape
perfecto en sus formas espectrales y se ha normalizado la diferencia de caminos épticos
mediante 7o. Se puede observar el comportamiento esperado para fuentes coherentes, en
donde la interferencia se vuelve despreciable para valores de 70 ~ 3. Esto indica, que un
experimento con un MMl y un SPACS en una de sus entradas solamente no permite diferenciar
el comportamiento no clasico del SPACS.

Es mas interesante considerar que en las dos entradas del interferémetro incide un SPACS.
Sin embargo, la intensidad calculada en (218) ya no es valida, pues sblo es uno de los cuatro
términos involucrados, los cuales se obtienen de considerar todos los términos en (214). Si
bien la intensidad la intensidad de salida del interferdmetro para el caso con SPACS en cada
entrada es mas larga de obtener, no tiene mayor dificultad, y basta con seguir los mismos

pasos que para una sola entrada. El estado conjunto en las dos entradas del interferémetro
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Figura 58: Intensidad normalizada (I (7)) / (1(0)) del MMI considerando una entrada como un
SPACS vy la otra como el vacio. Las gréaficas se muestran para wy en términos del ancho de

banda o

se modela como sigue

|¢>entrada X |a07 1> ‘0517 1> ) (220)

donde cada estado tendrd la frecuencia central wy y w; respectivamente. Es facil obtener la

dependencia de la intensidad como sigue

1
I(1) x 5 ( (af 4+ 3ag+1) (of +1) e~ 1087 <2woei0372 + 02(—7) sen (Twg) + 2w cos (7w0)>

+ (ag +1) (o] + 32+ 1) e~ 1937 <2wlei0572 + ofrsen (Twi) — 2wy cos (Twl))

_ 080%72+(w07w1)2

2200 (a2 +2) oy (a2 +2)e (o8+%) oo
R

2 2 2 2

T (0w + oiwo) 02077 cos T (0w + o7wo)

2 2 091 2 2
0 + 01 0y + 01

X (Ugwl + afwo) sen (

(221)

A continuacién se analizaran diferentes configuraciones para los estados de entrada del
MMI. En la figura 59 se muestra la interferencia obtenida considerando que los estados de
entrada comparten caracteristicas espectrales, excepto por la longitud de onda central de uno
de los campos, es decir, w; = 301, wy variable con oy = 0,. En 59(a) se muestra el caso con la
amplitudes oy = a7 = 0 por lo que es equivalente a considerar fotones individuales. En 59(b)

se muestra el caso con ay = oy = 20, resulta interesante que el efecto de interferencia es el
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mismo que con estados coherentes.

-
o
an

""" Wo=0p
- wy=3.150,

—  w=2850,

(1(r))K1(0))
5

o
©
a

o

rrrrr wy=2.850,

—— w=30,

—  wp=3.150,

(I(T))K1(0))

wy=3.50,

T0

(b) Qp = (1 = 20

Figura 59: Inteferencia normalizada (I(7)) / (1(0)). Ambas entradas son SPACS. La frecuencia

wy = 30y se mantiene fija y wy es variable.

En la figura 60 se muestra el patron de interferencia considerando ahora que las frecuen-
cias centrales de las entradas y sus anchos de banda son iguales, con una amplitud « fija y la
otra variable. En 60(a) se considera a; = 0, 09 = 07 = 1, wy = wy; = 3y se grafica la interfe-
rencia para distintos valores de ay. En 60(b) se considera ag = 2,01 = 09 = 1, wy = w; = 3,
se grafica la interferencia para distingos valores de «;. En 60(a) puede observarse que en el
limite cuando las amplitudes de los estados coherentes son cero ambas no hay interferencia,
esto porque se hace interferencia de fotones individuales con las mismas caracteristicas es-
pectrales, asimismo, al incrementar el valor de «q se obtiene un patrén de interferencia con
un comportamiento mezclado entre estados coherentes y fotones individuales, que tiende ha-
cia el caso coherente al incrementar . Por otro lado, en 60(b) se observa que el patrén de

interferencia pasa del esperado para fotones individuales al de estados coherentes.
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Figura 60: Inteferencia normalizada (I(7)) / (I(0)). Se consideran ambas entradas como
SPACS con las caracteristicas 0g = 01 = 1, wg = w; = 30. Se fija una de las amplitudes

a2y se varia la otra.
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Anexo B.

Estado de dos fotones en la mezcla de cuatro ondas en el

régimen espontaneo

Para la deduccion del estado de dos fotones en el proceso SFWM partiremos del Hamilto-
niano de interaccién correspondiente al caso copolarizado y monomodal (J. Chen et al., 2005;

Garay-Palmett et al., 2010) de la forma

N 3 _
H(t) = Zeox / PrEN (2, ) ESY (v, ) EO) (2, ) B (r,8) 4+ hic.. (222)

donde Eﬂr (r, t) representan los operadores de aniquilacién de un fotén de bombeo y ES((Z))( . 1)

los operadores de creacion de un foton de sefial (acompanante), dados por
E(7(r,t) = iVokfu(z,y Zexp i(wt — k2)]0(w)a(k), (223)

donde a(k) destruye un fotén del campo i = {i, s} en el modo k, 0k = 2—“ es el espaciamiento

entre modos con L la longitud de cuantizacién, ((w) = esta relacionada con la

Teo n2 (w)

energia del modo a frecuencia w viajando con un indice de refraccion n(w) y, fu.(z,y) es
el perfil del modo transversal normalizado independiente de w. Por otro lado, los campos

correspondientes al bombeo se consideran clasicos de la forma
B = Aufulany) [ do f)e K07, (224)

donde A, representa la amplitud del campo pico, y a(w) es la envolvente espectral normaliza-

da dada por

. 0)2
a,(w) = 7 exp {—%} , (225)

Q
AN
=)

donde w? es la frecuencia central del campo v = {1,2}. Con teoria de perturbaciones depen-

diente del tiempo es posible obtener la funcion de onda mediante
t A
—iﬁf H](t/)

[¥(t)) =e O |4(0)) dt’, (226)

donde al hacer la expansién a primer orden, se puede obtener la funcién de onda de la forma

() = 10} + 55 [ Hiltde o) =100, + |¥3). (227)
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donde se han cambiado los limites a +0o dado que el tiempo entre conversiones es muy
grande comparado con el de interaccion, lo que a su vez facilita que se pueda escribir equiva-
lentemente -

/ e Hwrtwr—ws—wit gy 270 (w1 + we — ws — w;). (228)

Luego, las sumas sobre k se pueden transformar en integrales con la consideracién 6k ) =
k

| dk. Con todo lo anterior, se puede escribir |¥5) como

2 SLAA ;
TR CLOL o 2125 o iy (k,)at (ks) |00 (229)
donde G(k;, k;) es una funcién espectral conjunta definida mediante
LAk | .rak
Gk, ki) = (k) l(k;) /dwa(w)a(ws + w; — w)sinc [T] e’%, (230)

donde fi2, €s una funcién con informacién del traslape de los modos transversales en la forma

f12si :/dl'dyfl(l',y)fz(l',y)f:(x,y)fl*(x,y), (231)

L es la longitud de la fibra y, Ak redne informacion del empatamiento de fase (conservacion
de momento) de la forma
Ak =ky + ko — ks — k. (232)
Una simplificacién que también resulta Gtil es definir la funcién espectral G(ks, k;) en los tér-
minos siguientes
G (ws,wi) = kVEM 0w ) 0(wi) F(ws, wi), (233)
donde kj(-l) es la primera derivada de k; respecto a w, con lo que igualmente se cambian los
operadores de a'(k;) a a'(w;).
En resumen, todas las constantes en (229) se pueden englobar en una sola, denominada

k y asi escribir el estado de dos fotones en SFWM mediante
|¥) =100, + K / / dw,dw; F(wg, wi)a (ws)a' (w;) |00); (234)

donde los términos no incluidos en el integrando de (234) presentan una baja dependencia
a la frecuencia y pueden aproximarse como constantes, con lo que son llevados fuera de
la integral y representan una buena aproximaciéon (Rubin, Klyshko, Shih, y Sergienko, 1994;

Garay-Palmett et al., 2010).
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Anexo C.
Detalle del calculo del MID

Todos los detalles para el calculo del MID de la seccion 4.3.2 se abordan aqui, asi como
las expresiones utilizadas para obtener el AMID. Para obtener (112) y (114) se requiere la
informacion mutua para el sistema puro el proyectado. La entropia del sistema puro se obtiene
facilmente con al férmula de Von Neumann en la forma tradicional (137). Y para las entropias
de los estados proyectados en cuadratura se utilizan las versiones (118) y (117). Las entropias
dependientes de A se muestran par alos casos DPC y PAC respectivamente. Para cualqueir

subsistema reducido del DPC se obtiene un valor constante
S(paa” ) (Aam)) ~ 2,00208, (235)

mientras que la entropia para el sistema completo DPC es

S(p)(Aa, AB) =

oo oo exp (—%ag (cos (224) 4 cos (2AB) + 2) + 200 (X5, cos (Aa) + X Cos()\B))—Xf\A —Xf\B)
dX dX

/,oo a /,oo 2B m1n(16)

X ’2ei>‘AX>\A — ao’ 2428 (e”‘Bi%AA (—Olo + 28MAXAA> <_2XAB + aoeMB>> + ‘ZED\BXAB — ao‘ 2

X (— log(‘2eMAX>\A — ao‘ 2 4 oR (eMB*mAA (—ao + 2ei>‘AX)\A> (—2X>\B + aoeD‘B)> + ’26i>‘BX>\2 — ao‘ 2)

a? (cos (22 4) + cos (2AB) + 2) — 20 (X, cos(Aa) + X, cos (AB)) + Xil + Xiz + log(4) + ln(7r)>.

N | =

+
(236)

Por otro lado, ambas entropias para el PAC son dependientes de A\, como se muestra en la

entropia para los subsistemas reducidos

oo
A(B i 2
S(ppa( ))()\A(B)):— / X4 (5 (—2agcos(2)\A(B))+a(2)+‘25 AA(B)XAA(B) —ao‘ + 40X, 5, COS()\A(B))+2)

(237)

X In

) 2
(—204(2) cos(2X4(p)) + g + ZEMA(B)X)\A(B) - ao‘ + 40X, 5, cos(Aq(B)) + 2) P |
£11n2),

&1
con & = 47 (a2 +1) (sinh((Xx, 5 — o cos(Aam)))?) + cosh <(X,\A(B) — cos()\A(B)))2)).
Y para el sistema PAC completo,

S(pg”)(Aas Ap) =

oo oo exp (—%a% (cos (2A4) + cos (2AB) +2) + 200 (X, cos (Aa) + X, cos (Ap)) —Xil —X§2>
- [ e [ e, ;
—x 0 4m (a3 + 1) In(2)

x 111[(‘262'“)(Al - ao‘ 2 _oR (ei@A*”B) (—2)@1 4 aoe“A) (—ao + 2eiABXA2>> + ‘23“3)@2 - ao‘ 2) (238)
1
X exp (—5(1(2) (cos (22 4) + cos (2AB) + 2) + 200 (X, cos (A4) + X, cos (AB)) — Xil — X§2> /Am (ag +1)]

2eMa X, — ao‘ 2 _ 9% (ei“A*”B) (—2XA1 n aoe“A) (—ao + 2eiABXA2>> +

X 2ei>‘BX>\2—ao‘2,
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La expresién para (235) no se ha incluido explicitamente, sino sé6lo su valor aproximado
que es valido para V{ag, A\a, Ap}.

El MID se evalua a través de (112) con las expresiones previas de (235) a (238) y se
grafica en la figura 22 de la que se seleccionan los d&ngulos que maximizan el MID. Siguiendo
esta inspeccion, un conjunto de angulos para A4 y A son seleccionados para simplificar las
expresiones de la entropia dependientes de A. El minimo del MId para el DPC ocurre cuando

Aa = A, es decir, se obtiene un minimo para el DPC compelto como,

2 i i —LZ0n— 167 —
S(ppa’ ) Aa = 0,A5 = 0) = —— (4) / dX, / Xy (X, — Xnp)2e 200X Ra 200000 10,5) =55,
TN
—202-X2 42a0(Xy ,+X —X2
x In ((X/\A_X/\B)% T AB).
T

(239)
Para el caso PAC uno de los minimos se encuentra para Ay = Ag = 0, lo que produce el

maximo de la entropia del sistema como

S(PS‘;B))()\A(B) =0)

- —(X —ap)? 2X§ +1 In(m
(23, + 1) ¢ P (m (— — (X — 0)* = 257
=— [ dX ’
/ AA(B) ﬁ (Oz% + 1) 1H(4)
(240)

mientras que uno de los puntos de minima entroia para el caso PAC completo se obtiene a

través de

o0

oo
1 —202-x2 200Xy, —X2 +2a0X
S(pABYAa =0, A5 =0 :——/dx /dX 07 XXy T200X5 y XX g H200Xap
(ppa )(Aa B ) 7r(o¢02 +1) In(2) Aa Ap¢

— —oo

(241)

_ 2_ y2 2
e 2a X/\A+2(XOX>\A X/\B+2(XOX>\B (_040 +X>\A +X>\B)2)

X (—ao+ X5, + X>\B)2 In ( T (a2 + 1)
0
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Anexo D.
Abreviaciones
Abreviatura Significado en espanol Significado en inglés (si aplica)
AMID Perturbacion inducida por la medicibn Ameliorated Measurement Indu-
optimizada ced Disturbance
BS Divisor de haz Beam Splitter
CNOT Compuerta not controlada Controlled Not Gate
CC Correlaciones clasicas Classical Correlations
CS Estado coherente Coherent State
CV Variable continua Continuous Variable
DFS Estado de Fock desplazado Displaced Fock State
DPC Canal de fotones desplazado Displaced Photons Channel
ECS Estado coherente entrelazado Entangled Coherent State
EPACS Estado coherente con fotones agrega- Entangled Photon Added Cohe-
dos entrelazado rent State
FWM Mezcla de cuatro ondas Four Wave Mixing
HES Estado entrelazado hibrido Hybrid Entangled State
JQP Probabilidad conjunta de cuadratura Joint Quadrature Probability
JSI Intensidad de espectro conjunta Joint Spectral Intensity
KLM  Knill, Laflamme y Milburn
LO Oascilador local Local Oscillator
MEPACS Estado coherente con fotones agrega- Maximally Entangled Photon Ad-
dos maximamente entrelazado ded Coherent State
Ml Informacién mututa Mutual Information
MID Perturbacion inducida por la medicion Measurement Induced Disturban-
ce
MMI Interferometro de Michelson-Morley Michelson-Morley Interferometer
POVM Operador de medicidén positivo Positive Operator-Valued Measu-
re
PAC Canal de fotones agregados Photon Added Channel
PACS Estado coherente con fotones agrega- Photon Added Coherent State
dos
PCF Fibra de cristal fotonico Photonic Crystal Fiber
QD Discordia cuantica Quantum Discord
QIP Procesamiento de informacién cuantica Quantum Information Processing
QI Informacién cuantica Quantum Information
QVP Varianza de cuadratura con fase Quadrature Variance with Phase
SPACS Estado coherente con un fotén agrega- Single Photon Added Cohrent
do State
SPFWM Mezcla de cuatro ondas espontanea Spontaneous Four Wave Mixing



