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                                                                            ________________________________ 
                                                                               Dr. Fernando Rojas Iñiguez 
                                                                                            Director de Tesis  
 
 
La computación cuántica ha generado gran interés, debido a la promesa de superar a la 
computación clásica. Así como en la computación clásica, existe un conjunto de compuertas 
lógicas que son capaces de producir cualquier operación, también existen en la computación 
cuántica, y se ha demostrado que una compuerta de dos qubits más operaciones de un solo qubit 
son capaces de generar un conjunto de compuertas universales. 
 Loss y DiVincenzo propusieron que utilizando un par de espines electrónicos acoplados y 
considerando al término de intercambio como una variable dinámica de control, es posible 
generar a la compuerta  o “square root swap” de dos qubits y con operaciones de un 
solo qubit, producir un circuito que genere a la compuerta CNOT. En estos sistemas, la 
interacción de intercambio se ve afectada  por el  acoplamiento espín – órbita, a través del 
término Dzyaloshinski – Moriya (DM), y del campo magnético nuclear, por medio de la 
interacción hiperfina, producido por los iones positivos de la red que forma los puntos cuánticos 

( )1/ 2swap

 En este trabajo estudiamos dos modelos de espines electrónicos acoplados: (i) modelo 
dinámico con interacción de intercambio dependiente del timpo que incluye, el efecto del término 
DM a lo largo del eje z, y la interacción hiperfina con el baño de espines nucleares, en la 
operación de la compuerta ( )swap α  de dos qubits, así como  sus propiedades de entrelazamiento 
y consideramos también (ii) el modelo estacionario en contacto con un baño térmico a 
temperatura T donde calculamos propiedades de entrelazamiento, magnetización y la temperatura 
critica, que es aquel valor donde el sistema pierde la capacidad de producir estados entrelazados, 
para diferentes condiciones del campo nuclear y del campo magnético externo. 

Para (i) resolvimos la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para el Hamiltoniano 
de Heisenberg, y hemos incluido la componente z del término DM. Encontramos  expresiones 
analíticas para la evolución dinámica de las probabilidades de los estados, magnetización, 
concurrencia y fidelidad de la compuerta. 

Presentamos una relación analítica, valida en el subespacio 0zS = , para la concurrencia en 
función de la magnetización en sitio. 

En ausencia del campo hiperfino, obtuvimos expresiones analíticas que muestran el efecto del 
término DM en la operación de compuerta ( )swap α , y en base a las propiedades mencionadas se 
encontró una condición para modificar el pulso de intercambio de tal manera que el error causado 
por el término DM en la concurrencia, magnetización y probabilidad de estado es eliminado. Sin 

 



  

embargo se encontró que para la fidelidad el término DM agrega un error intrínseco a la 
operación de compuerta proporcional al cuadrado de este y la concurrencia del estado α. 
 Para el modelo con campo hiperfino, consideráramos la aproximación cuasi-estática para los 
espines nucleares como campo estocástico. Para esta parte presentamos resultados numéricos de 
los promedios de las propiedades mencionadas.  
 Demostramos que la interacción hiperfina agrega un error a las probabilidades de estado, 
concurrencia y magnetización para la operación de compuerta, y que podría ser corregida 
modificando la variable de intercambio y/o con la elección adecuada del término DM y del 
campo nuclear, si esto fuese posible. La fidelidad por otro lado muestra que la operación de 
compuerta es seriamente afectada e inclusive en escalas de tiempo lo suficientemente grandes 
podría ser destruida completamente por este acoplamiento. Además encontramos que el error a la 
operación de compuerta en las propiedades de probabilidad de estados, concurrencia y 
magnetización aumenta de cuadráticamente con la varianza del campo magnético nuclear. 
 Par el modelo (ii) estudiamos propiedades de concurrencia, magnetización y de la 
temperatura crítica como función de la temperatura donde incluimos el término DM y la 
interacción hiperfina. Estas propiedades se estudiaron para diferentes condiciones del campo 
nuclear y del campo magnético. En general encontramos que la concurrencia aumenta y la 
magnetización disminuye como función de la temperatura. En particular para una temperatura fija 
se determino que la concurrencia aumenta para valores mayores del término DM mientras que la 
magnetización disminuye.   
 Las propiedades presentan comportamiento diferentes para  valores pequeños y grandes del 
campo magnético externo. Para valores grandes del campo magnético externo encontramos que la 
concurrencia presenta un máximo local el cual varía cuadraticamente como función de la varianza 
y del campo magnético. Mientras que la magnetización presenta un máximo local para valores 
grandes del campo magnético externo.  
  Se encontró que la temperatura crítica no depende del valor del campo externo, mientras que 
aumenta cuadráticamente con el término DM y con la varianza del campo nuclear. 
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ANISOTROPIC EXCHANGE STUDIES IN COUPLED QUANTUM DOTS 
 
 
 Great interest has been generated around quantum computing due to the promise that this new 
technology will separate the efficiency of the actual computer technology. Just like in a classic 
computation there is a set of logic gates able to produce any operation, they also exist in quantum 
computation. It has been demonstrated that a two-qubit gate and one-qubit operations are enough 
to generate a universal set of quantum gates. 
 Loss and DiVincenzo have proposed that by considering the exchange interaction between 
two coupled electronic spins, as a control dynamical variable, it is possible to generate the two-
qubit quantum gate  or "square root swap" and with one-qubit operations generate the 
circuit to generate the CNOT quantum gate, that it has been demonstrated forms a universal set 
with one bit rotations.  

1/ 2( )swap

 In these systems the exchange interaction can be affected by the spin - orbit coupling, through 
the form Dzyaloshinski – Moriya term (DM) and by the nuclear magnetic field, through the 
hyperfine interaction; which is produced by the nuclear ions of the surrounding lattice that forms 
the quantum dot. 
 In this work we study two models for two coupled electronic spins: (i) the dynamical model 
with time dependent exchange interaction, J(t). We include the DM term along the z direction and 
the hyperfine interaction, where we determine how much influence these terms have in the 
quantum gate operation (swap)α , (ii) for a stationary model in contact with a thermal reservoir at 
temperature T, we calculate properties of entanglement and magnetization and critical 
temperature, which is defined as the value of the temperature where the system losses the ability 
to create entangled states, for various conditions of the nuclear and the external magnetic fields. 
 For (i) we solved the time dependet Schrödinger equation for the time dependent Hamiltonian 
considering the z component of the DM term. With the obtain time dependent amplitudes we 
where able to obtain analytical expressions for the dynamical evolutions of the probabilities of 
states, in site magnetization, concurrence and gate fidelity 
 We present an analytical expression, for the concurrence as a function of the in site 
magnetization valid in the Sz = 0 subspace. In the absence of the hyperfine field, we found 
analytical expression as a function of the DM term for the mentioned properties, and with those 
we determine the effect of this field in the (swap)α  gate operation, besides we found that all the 
properties except the fidelity where the DM terms adds an uncorrectable error, however the error 
is correctable by modifying the dynamical exchange term. 
If we consider the hyperfine interaction we must contemplate the quasi-static approximation in 
the nuclear spins, which allows to give a static description through the stochastic field. 
 We show that the hyperfine interaction adds an error to the occupation probabilities, 
concurrence and magnetization in the gate operation and we propose that it can be corrected by 
modifying, if possible, the exchange variable and/or by a careful choice of the DM term and the 
nuclear field. The gate fidelity shows that the hyperfine field affects the gate operation and a 
scheme like this would not correct it, and that by long exposure to the nuclear field the gate 
operation would be destroyed. It was also found that the gate error presents a quadratic grow with 
the variance of the magnetic nuclear field. 

 



  

 For the model (ii) we study for time independent Hamiltonian the concurrence, in site 
magnetization and critical temperature as a function of the temperature, where we have included 
the DM term and the hyperfine interaction. These properties where studied under different 
conditions of the DM term, external magnetic field, and the hyperfine interaction.  
 We found that the general behavior of the concurrence and the magnetization is to decrease as 
a function of the temperature. And for a fixed temperature the concurrence will increase as the 
DM term does while the magnetization will decrease. 
It was determined that these properties have different behavior for small and large external 
magnetic fields. For larger values of the external field the concurrence will have a local 
maximum, while the magnetization will present one for lower external fields. 
 We found that the critical temperature does not dependent on the value of the external field, 
and has a quadratic dependency with the DM term and with the variance of the hyperfine 
interaction. 
 
 
Key words: Entanglement, concurrence, hyperfine interaction, quantum computation 
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Capítulo I 

 

Introducción 

 

La computación cuántica ha generado mucho interes en la comunidad cientifica ya 

que presenta ventajas definitivas sobre la computación clásica, y es esta promesa lo que 

motiva al desarrollo de esta nueva tecnologia. En general, la computación cuántica se 

define como aquellos procesos computacionales que utilizan las propiedades cuánticas de 

algún sistema físico, tal como paralelismo y entrelazamiento, para realizar procesos de 

computación y se ha evaluado en varios órdenes de magnitud más rápida que la 

computación clásica.  Es la promesa de una computación más rapida  la que ha llevado al 

mundo científico a estudiar sistemas que puedan servir como base para este nuevo 

paradigma computacional. Sin embargo, es más importante para los objetivos de nuestro 

trabajo contestar, ¿Es el espín electrónico suficiente para definir un bit cuántico?, ¿Qué 

efecto tiene el acoplamiento espín – órbita y el campo magnético nuclear en la 

construcción de compuertas de dos qubits?, y ¿Cómo afecta el medio ambiente en las 

propiedades de entrelazamiento del sistema?, las respuestas a estas preguntas forman la 

base de nuestro trabajo. Iniciamos dando una breve introducción sobre los elementos 

fundamentales de la computación cuántica. 

 

I.1 Computación cuántica 

 

La idea de computación cuántica no es nueva, existe desde hace más de 25 años 

[Feynman, 1982; Deutsch, 1985; Wiesner, 1983; Brassard y Bennett, 1984]. Sin embargo 

es hasta hace poco que la idea teórica ha tenido una base tecnología lo suficiente firme 

para ser considerada como una realidad posible. En gran parte, el continuo desarrollo de 

las técnicas de epitaxia y litografía de las últimas décadas, ha permitido la construcción 
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de estructuras en la escala de nanometros. La continua disminución de la escala de los 

microprocesadores y la duplicanción del número de transistores en un microprocesador, 

cada de 12 a 18 meses ha hecho claro que el limite clásico es inminente y es necesario 

encontrar una tecnología nueva, esto fue anunciado por Moore hace mas de 40 años y se 

conoce como la “ley de Moore” [Moore, 1965]. Es decir, llegará un momento en donde la 

escala de las estructuras electrónicas, sea tan pequeña que los efectos cuánticos serán 

notorios en el sistema, y por lo tanto interferirán en el proceso de computación. Este 

razonamiento hace considerar a las propiedades cuánticas como un posible substituto a la 

tecnología de semiconductores que rige a la computación actual. 

La computación cuántica, es aquel conjunto de operaciones que dejan atrás al 

paradigma de bits clásicos como la base de la computación y que utilizan a sistemas 

cuánticos de dos estados que formen a un bit cuántico (qubit). En la computación clásica 

el bit se define por sistemas que existen en una de dos configuraciones a las cuales se les 

asignan valores de 0 y 1, por ejemplo la presencia o la ausencia de una corriente eléctrica 

(transistor). Un qubit se define por un sistema de dos estados cuánticos a los cuales 

podemos etiquetar con 0  y 1 , y a diferencia de los sistemas clásicos los estados de un 

qubit pueden existir en superposición. Esta propiedad permite realizar un conjunto de 

operaciones simultáneamente (paralelismo). Sin embargo, los sistemas cuánticos 

presentan dificultades únicas en el momento de medir el estado. Solo es posible obtener 

información de una de las variables del sistema ya que al medir el estado la función onda 

se proyecta sobre la variable de medición y se obtiene la probabilidad de esa variable. Por 

esta misma razón un estado cuántico no puede ser copiado, ya que el copiar exigiría 

medir cada una de las amplitudes de la función de onda.  

Estas propiedades hacen necesario encontrar una forma diferente de desarrollar y 

escribir algoritmos cuánticos con respecto a los clásicos. En algoritmos cuánticos es 

necesario explotar los beneficios del paralelismo, que puede traducirse en aumento de la 

velocidad de cómputo, y encontrar la manera de superar las dificultades presentadas por 

el colapso de la función de onda y la propiedad de no clonación de los estados cuánticos.  

El principal interés en la computación cuántica esta basado en la promesa de superar 

la eficiencia de la computación clásica mediante un aumento en la densidad de 

estructuras debido a la diminucion de tamano de las estructuras basicas y el desarrollo de 
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algoritmos nuevos, basados en la propiedad intrínseca de los estados cuánticos de existir 

en una superposición de los estados binarios de la base de estados. Esta propiedad es 

utilizada en la generación de los algoritmos de búsqueda de Grover [Grover, 1996] y el 

de factorización de Shor [Shor, 94; Shor, 97], donde que muestran una ventaja 

significante sobre cualquier algoritmo clásico. El algoritmo de Grover es utilizado para 

buscar un elemento en una base de datos con N elementos en donde estos están 

desordenados. En general cualquier algoritmo clásico ocupa tiempo lineal ( )O N , es 

decir, realiza la búsqueda término a término hasta localizar el elemento buscado, sin 

embargo, el algoritmo cuántico de Grover permite realizar la búsqueda en tiempo 

( )O N [Grover, 1996], que es el tiempo más corto en que un algoritmo cuántico puede 

realizar la búsqueda. El algoritmo de Grover, por ejemplo, es un algoritmo probabilístico, 

que funciona amplificando la probabilidad del elemento buscado aplicando un operador 

adecuado. El algoritmo de Shor, por otro lado, es utilizado para factorizar números 

grandes en sus elementos primos y muestra una ventaja significativa, ya que cualquier 

algoritmo clásico muestra un incremento exponencial en el numero de operaciones con 

respecto al número de factores, mientras que dicho algoritmo solo presenta un aumento 

polinomial [Shor, 1994], esto es una mejora exponencial, ( )NO e  con respecto al 

algoritmo clásico. El algoritmo de Shor es de interés, ya que muchas de las llaves 

criptográficas utilizadas en comunicaciones “seguras” usan una llave basada en la 

factorización en componentes primos de números muy grandes. Una computadora 

cuántica utilizando el algoritmo de Shor podría romper la llave criptografica en tiempo 

real, algo no realizable con una computadora clásica y la tecnología actual. 

Por lo tanto el encontrar sistemas cuánticos de dos estados capaces de funcionar como 

qubit ha sido un área de gran interés [Bennett, 1995; Nielsen y Chuang, 2000, Rieffel y 

Polar, 2000; Schumacher, 1995]. En general cualquier sistema cuántico de dos estados es 

suficiente para generar un qubit [Bennett, 1995;  Nielsen y Chuang, 2000, Rieffel y Polar, 

2000; Schumacher, 1995]. Algunos de los sistemas propuestos y estudiados en este 

contexto son iones atrapados [Cirac y Zoller, 1995], resonancia magnética [Cory et al., 

2000; Gershenfeld y Chiang, 1997], cavidad cuántica [Rauschenbeutel et al., 1999, 

Turcehtte et al., 1999], sistemas de estado sólido [Kane, 1998; Vrijen et al., 2000; Barnes 
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et al., 2000; Averin, 1998; Pashkin et al., 2003; Schinirman et al., 1997; Nakamura, 1999; 

Makhlin et al., 1998; Yamamoto et al., 1997; Loss y DiVincenzo, 1998]. 

 En general cualquier qubit puede ser utilizado para definir un conjunto de compuertas 

cuánticas elementales las cuales se conocen como compuertas de un qubit. Para qubits 

definidos por espines podemos asociar a estas compuertas con rotaciones de espín que 

son asociadas con las matrices de Pauli. El acoplamiento entre qubits permite el definir 

compuertas de mayor dimensión, las cuales tiene propiedades particulares, por ejemplo, 

la capacidad de generar entrelazamiento en estados. En particular se sabe que cualquier 

conjunto de operaciones de un qubit mas una compuerta de dos qubits, capaz de generar 

entrelazamiento en los estados, forman un conjunto universal para la computación 

cuántica, ya que cualquier compuerta de N qubits puede ser descompuesta en los 

elementos del conjunto universal [Nielsen, y Chuang,  2000; Kaye et al., 2007]. 

Estamos interesados en aquellos sistemas basados en estado sólido ya que la 

tecnología necesaria en la construcción de las heteroestructuras es bien conocida y 

caracterizada. Además los sistemas de estado solidó abren la posibilidad de fabricar redes 

integradas de estructuras necesarias para aplicaciones realistas de computación cuántica. 

Algunas de las propuestas mas comunes en sistemas de estado sólido son: sistemas 

superconductores [Chiorescu et al., 2004; Nakamura, 1999; Makhlin et al., 1998; 

Yamamoto et al., 1997], y puntos cuánticos en gases de electrones bidimensionales 

formadas en heteroestructuras semiconductoras [Loss y DiVincenzo, 1998], en donde el 

qubit esta expresado por los dos estados del espín electrónico, ↑  y ↓ .  

Para propósito de nuestro trabajo estudiamos a los espines electrónicos como qubits. 

Utilizar al espín electrónico presenta algunas ventajas inmediatas, es un sistema de dos 

estados y por lo tanto es un sistema con un qubit bien definido. Experimentos recientes 

han observado tiempos largos de coherencia para el espín electrónico [Fujisawa, et al., 

2002; Petta et al., 2005; Johnson, et al., 2005], que exceden los 100 μs [Kikkawa y 

Awschalom, 2001; Golovach et al., 2004], que los hace excelentes candidatos para ser 

utilizados como qubits.  

Es posible controlar los estados del qubit y generar operaciones de uno y dos qubits si 

se logra control de los espines mediante campos externos [Awshalom et al., 2002; 

Kikkawa y Awshalom, 2001; Golovach et al., 2004]. Esta manipulación de los estados 
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del qubit se le conoce como operación de un qubit, rotaciones del qubit y para algunas 

operaciones en particular compuertas cuánticas de un qubit. El acoplamiento controlado 

de dos qubits permite generar compuertas cuánticas de dos qubits, necesarias en la 

mayoría de los protocolos existentes en la computación e información cuántica.  

Estos conceptos han motivado la idea de una computadora cuántica basada en espines 

electrónicos en puntos cuánticos [Loss y DiVincenzo, 1998; Burkard et. al., 1999; 

DiVincenzo et al., 2000]. Para espines electrónicos Loss y DiVicenzo proponen que el 

control sobre dos espines acoplados se logra manipulando del término intercambio 

mediante parámetros controlables, como campos externos [Loss y DiVincenzo, 1998; 

Burkard et. al., 1999; DiVincenzo et al., 2000]. El origen microscópico de la interacción 

de intercambio se basa en el tuneleo virtual de electrones de un punto cuántico al otro 

[Awshalom et al., 2002; Loss y DiVincenzo, 1998; Burkard et. al., 1999; Marder, 2000], 

y puede ser controlado mediante diversos parámetros físicos, voltajes de compuerta, 

campos magnéticos, campos eléctricos, distancia entre puntos, etc [Awshalom et al., 

2002; Loss y DiVincenzo, 1998; Burkard et. al., 1999; Marder, 2000].  

Loss y DiVincenzo [Loss y DiVincenzo, 1998; Burkard et. al., 1999] proponen que el 

control dinámico de los parámetros externos hacen posible considerar a la interacción de 

intercambio como un parámetro dinámico. 

Se ha demostrado con la propuesta de Loss y DiVincenzo [Loss y DiVincenzo, 1998; 

Burkard et. al., 1999] que un par de espines electrónicos acoplados es suficiente para 

definir la compuerta cuántica CNOT, que es parte fundamental de la mayoría de los 

protocolos de información cuántica. En particular con esta compuerta más operaciones de 

un qubit, es decir, las operaciones de un qubit sobre un espín electrónico, σx, σy y σz 

(rotaciones de Pauli) [Nielsen, y Chiang,  2000] es posible definir un conjunto universal 

de compuertas, como se menciono anteriormente. 

La compuerta CNOT  sobre un estado del sistema de dos qubits tiene como efecto el 

mantener igual al estado si el primero de los dos qubits (el qubit de control) esta en una 

configuración especifica y si este qubit se encuentra en la otra configuración obtendremos 

un estado que ha sido negado [Nielsen, y Chiang,  2000]. Loss y DiVincezo han 

presentado un circuito para generar la compuerta CNOT [Loss y DiVincenzo, 1998], en 

base de operaciones de un qubit y de la compuerta de dos quibits “half swap” o 
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( )
1

2swap , que genera superposiciones de los estados del sistema y es un caso particular 

de la compuerta ( )swap α , la cual genera estados entrelazados que son controlados con el 

parámetro α, que es el parametro de ajuste, que puede relacionarse con e grado de 

entrelazamiento que produce la compuerta. Donde α se controla ajustando la amplitud y 

la duración del parámetro de intercambio y απ  es el área total del pulso requerido para 

producir dicha compuerta.  

 Los casos mas comunes de dicha compuerta son, las compuertas swap  y ( )
1

2swap . 

La compuerta swap  intercambia los estados del sistema generando una rotación de π  en 

los espines del estado, ( )
1

2swap  genera la máxima superposición de los estados, 

dejándolos a la “mitad del camino” entre el estado inicial y el estado resultado de la 

compuerta swap  de ahí el nombre de “half swap”. 

 Por otro lado experimentos recientes con espines acoplados en puntos cuánticos 

dobles en GaAs han demostrado control sobre el término de intercambio [Petta et al., 

2005; Jonson et al., 2005]. En dichos experimentos se define el qubit como los estados 

singulete S  y triplete 0T  [Coish y Loss, 2005; Petta et al., 2005; Jonson et al., 2005], 

estados naturales del sistema de dos espines acoplados. A través de este control los 

autores logran suficiente control sobre el sistema para realizar la compuerta swap y la 

compuerta half swap (180 ps) [Petta et al., 2005; Jonson et al., 2005]. Estos resultados 

experimentales en conjunto con resultados teóricos previos abren la posibilidad del 

desarrollo experimental de la compuerta (swap)α [Fan et al., 2005].  

 Se demostró que esta compuerta mas operaciones de un qubit forma un conjunto 

universal, es decir un conjunto de operaciones capaz de generar cualquier operación 

cuántica,  ademas se demostro ser igual de eficiente, que la compuerta CNOT, en la 

construcción de circuitos cuánticos [Fan et al., 2005]. 

 Cualquier sistema, no puede ser considerado experimentalmente aislado de 

reservorios externos, siempre existe acoplamiento con algún sistema externo, el cual en 

muchos casos genera pérdida de coherencia en el sistema, por lo tanto es importante en el 

estudio de sistemas con uso en la computación cuántica que se pueda evaluar el efecto del 

acoplamiento de sistemas con su entorno. 
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 Al considerar a un sistema cuántico en contacto con medio ambiente se presentara un 

decaimiento en los estados del sistema que puede ser de dos tipos: decoherencia y 

disipación. Decoherencia se refiere a la perdida de coherencia de la superposición de 

estados, es decir el decaimiento de los elementos fuera de la diagonal en la matriz de 

densidad. La disipación describe el flujo de energía fuera del sistema, y se caracteriza por 

el decaimiento de los elementos diagonales de la matriz de densidad. Ambos mecanismos 

destruyen la naturaleza cuántica del sistema. Por lo tanto el sistema solo será viable para 

la computación cuántica si los tiempos de decoherencia y de disipación son mucho 

mayores que los tiempos de típicos de computación, en particular para espines 

electronicos estos tendran que ser menores que el tiempo de relajación del electrón que es 

del orden de 100 μs en puntos cuánticos laterales de AsGa  [Nielsen, y Chiang,  2000]. 

 En particular se ha demostrado que las causas de disipación en un sistema de espines 

acoplados en puntos cuánticos laterales se debe al acoplamiento espín – órbita y a la 

interacción de los espines electrónicos con los espines nucleares de la red cristalina 

vecina, entre otros [Taylor, et al. 2007; Merkulov, et al. 2002; Khaetskii et al., 2002; Cosí 

y Loss, 2004;  Bracker et al., 2005; Jonson et al., 2005; Petta et al., 2005]. 

El acoplamiento espín – órbita tiene su origen al considerar el efecto del potencial 

creado por la falta de simetría de inversion en estructuras cristalinas [Kavokin, 2001]. La 

presencia en el sistema del acoplamiento espín – órbita introduce anisotropía a la variable 

de intercambio entre los espines electrónicos de la forma llamada interacción 

Dzyaloshinskii-Moriya (DM) [Shekhtman et al., 1992; Moriya, 1960; Dzialoshinski, 

1958]. Kavokin [Kavokin, 2001]. La interacción DM en puntos cuánticos se presenta en 

gran parte como consecuencia del tunelaje entre ellos. Y en particular para aquellas 

estructuras semiconductoras del tipo Wurtzita y Zincblenda, el valor de esta interacción 

podría ser del 1% de término de intercambio en heteroestructuras bidimensionales y del 

10%  para el bulto. Bonesteel et al. mediante rotaciones de los espines electrónicos y con 

la elección adecuada del término de intercambio dinámico parametrizan el efecto neto del 

término DM y presentan un esquema para eliminarlo hasta primer orden en el 

acoplamiento espín – orbita [Bonesteel et. al, 2001]. Sin embargo, de mayor importancia, 

debido al esquema presentado por Loss y DiVincenzo [Loss y DiVincenzo, 1998], debe 

ser el efecto neto del término DM en el circuito generador de CNOT, que se ha 
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demostrado que por consideraciones de simetría este efecto espín – órbita básicamente se 

elimina de la secuencia de operaciones [Burkard y Loss, 2002]. También se ha propuesto 

utilizar este acoplamiento DM para generar operaciones básicas para la computación 

cuántica [Stepanenko y Bonesteel, 2004] ya que mediante variaciones en el acoplamiento 

espín – órbita es posible modificar los estados del sistema, y realizar operaciones. Para la 

compuerta ( )swap α  es necesario estudiar el efecto del término DM y es uno de los 

objetivos de nuestro trabajo.  

 Recientemente, se ha determinado que el espín electrónico, en puntos cuánticos 

interactúa con los espines nucleares de la heteroestructura vecina mediante la interacción 

hiperfina, esta es la fuente principal de decoherencia para sistemas de espines 

electrónicos acoplados [Schliemann et al., 2002; Khaetskii et al., 2002; Merkulov et al., 

2002; de Sousa, y. Das Sarma,  2003; de Sousa, y. Das Sarma,  2003; Coish y Loss, 2004; 

Coish y Loss, 2005; Cerletti et al, 2005; Chutia, et al., 2006].  

 Debe ser claro que para una configuración particular de los espines nucleares el espín 

electrónico evolucionara de forma diferente cuando se encuentre en presencia de una 

configuración alterna del baño nuclear, por lo tanto una descripción estadística describe 

eficientemente la evolución de los estados del sistema. Esto en gran medida se debe a los 

tiempos de relajación asociados a los espines electrónicos y nucleares [Khaetskii et al., 

2002; Merkulov et al., 2002; Coish y Loss, 2004]. El tiempo de relajación de los 

electrones [Kikkawa y Awschalom, 2001; Golovach et al., 2004], es mucho menor que el 

de los núcleos [Merkulov et al., 2002]. Esta diferencia en los tiempos de relajacion 

permiten considerar a los espines nucleares como estacionarios con respecto a los 

electrones [Burkard et al., 1999; Khaetskii et al., 2002; Coish y Loss, 2004; Coish y Loss, 

2005; Witzel et al., 2005; Yao et al., 2006; Deng y. Hu, 2006; Taylor et al., 2006]. Por lo 

que cálculos estadísticos son suficientes para describir la evolución del sistema 

[Merkulov et al., 2002;  Taylor et al., 2006]. 

 Se han propuesto varias formas de superar el problema de la decoherencia causada 

por la interacción hiperfina, tales como, técnicas de espín eco [Coish y Loss, 2004], o 

polarización de los espines nucleares [Burkard et et., 1999; Coish y Loss, 2004]. Sin 

embargo, para extender el tiempo de decaimiento del espín un orden de magnitud es 
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necesario polarizar los espines nucleares de mas allá de 99%, comparado con el 60% 

hasta ahora logrado [Cerletti et al., 2005; Bracker et al., 2005]. 

 Para sistemas cuánticos la superposición de los estados que se ha mencionado 

repetidas veces durante el texto se refleja en una propiedad cuántica, sin analogía en 

sistemas clásicos, que recibe el nombre de entrelazamiento. El entrelazamiento es una de 

las propiedades más fascinantes de la mecánica cuántica y juega un papel central en la 

mayoría de los protocolos en la computación cuántica [Brooks, 1999; Messina, 2002; 

Mintert, 2004; Einstein et al., 1935; Wooters, 1998]. Cualquier algoritmo cuántico que 

use propiedades cuánticas, por ejemplo la superposición de estados, pero no el 

entrelazamiento podrá ser reproducido por algun sistema clásico que permita 

superposición de estados, por ejemplo sistemas de óptica lineal. En cualquier propuesta 

que emplé qubits es importante investigar las propiedades de entrelazamiento del sistema. 

 Como hemos mencionado el desarrollo de compuertas de uno y dos qubits juega un 

papel fundamental en el desarrollo de la computación cuántica, y este proceso es la 

evolución dinámica de los estados del sistema, lo cual convierte al estudio dinámico de 

los espines electrónicos en parte fundamental de muchos de los trabajos publicados [Loss 

y Divincenzo, 1998; Burkard et al., 1999; Taylor et al., 2005]. 

 Ya que la decoherencia por el medio ambiente impacta a las propiedades de 

entrelazamiento del sistema es difícil preparar sistemas con entrelazamiento máximo en 

experimentos. Por consiguiente el entrelazamiento térmico, es aquel causado por el 

acoplamiento a un baño térmico en equilibrio termodinámico, debe ser estudiado para 

comprender las propiedades del sistema [Osenda y Raggio. 2005; Asoudeh  y. 

Karimipour. 2005; Zhang, 2007]. En trabajos previos se ha estudiado el sistema de dos 

espines electrónicos acoplados y se ha agregado una interacción no-homogénea entre 

ambos espines [Asoudeh y Karimipour, 2005]. Posteriormente se estudia el efecto de el 

término DM sobre el sistema de espines acoplados [Zhang, 2007]. Ambos trabajos llegan 

a la conclusión de ambos términos, compiten con el baño térmico para destruir la 

propiedad de entrelazamiento del sistema. Se demostró que las propiedades de 

entrelazamiento del sistema dependen directamente de las variables del sistema, pero en 

particular de la temperatura, en donde para valores mayores una temperatura crítica el 

sistema pierde su capacidad de generar estados entrelazados, y depende directamente de 
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las magnitudes del campo magnético externo, de campo hiperfino, del término DM ente 

otras. El estudio de dichas propiedad y su dependencia con dichas propiedades en su tema 

de interés para la computación cuántica. 

 

I.2. Objetivos 

 
 En este trabajo se propone un arreglo de dos qubits de espines electrónicos, formando  

un espacio de dos qubits para la generación compuertas de dos qubits. Cada espín se 

localiza en un punto cuántico lateral de GaAs, el acoplamiento entre los espines se 

permite a través de tuneleo, con el cual es posible obtener control mediante parámetros 

externos de los estados electrónicos. En la descripción del sistema incluimos términos 

relativistas causados por el acoplamiento espín – orbita, en particular estamos interesados 

en el término Dzyaloshinskii-Moriya (DM), el cual agrega anisotropía al sistema.  

 Estamos interesados en evaluar el efecto del término DM sobre la dinámica del 

sistema, en particular queremos evaluar la operación de la compuerta (swap)α. 

Consideramos, bajo la propuesta de Loss y DiVicenzo, a la variable de intercambio como 

un parámetro dinámico, el cual, se evoluciona como un pulso, con el propósito de 

manipulación dinámica de los estados del sistema.  

 Por lo tanto, resolvemos la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo y para 

diferentes condiciones del término DM, observamos la evolución temporal de las 

probabilidades de estado, magnetizacion del espín 1, concurrencia y fidelidad de la 

compuerta.  

 Calculamos y evaluamos la evolución de la propiedad de entrelazamiento del sistema. 

A partir del resultado de la solución de ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo 

determinamos la evolución del entrelazamiento, la magnetización, probabilidad de los 

estados y la fidelidad de la operación de compuerta. De las propiedades de 

magnetización, entrelazamiento y probabilidad de estados se determinan condiciones para 

que estas probabilidades obtengan los valores asintóticos necesarios para la compuerta 

(swap)α. Cálculos dinámicos en la fidelidad de la operación de compuerta muestra que el 

término DM agrega un error intrínseco a la operación de compuerta el cual no puede ser 

corregido. Además, se demuestra que bajo ciertas condiciones el entrelazamiento y la 
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magnetización  son propiedades relacionadas, es decir, es posible expresar una propiedad 

enteramente cuántica: el entrelazamiento mediante la magnetización que es una 

observable. Este es uno de los resultados mas interesantes de nuestro trabajo.  

 Analizamos el efecto del acoplamiento hiperfino en la aproximación cuasi estática, en 

la dinámica del sistema y de la  operación de la compuerta ( )swap α . Por lo que es 

necesario realizar un muestreo estadístico sobre varias realizaciones del campo hiperfino 

y de esta forma obtener una descripción promedio de la dinámica del sistema y de las 

propiedades de entrelazamiento, concurrencia, probabilidades de estado y fidelidad de la 

compuerta. Para este propósito se resuelve numéricamente la ecuación de Schrödinger en 

presencia de un campo nuclear estocástico en donde el campo esta caracterizada por una 

distribución Gaussiana con fluctuaciones σ . 

 Queremos también analizar las proiedades de entrelazamiento en un sistema de un par 

de espines electrónicos, con término DM, y campo hiperfino en presencia de un baño 

térmico tiene sobre las propiedades de entrelazamiento. Para analizar estos efectos se 

calcula la concurrencia y evaluamos su dependencia con la temperatura, la varianza de la 

distribución Gaussiana del campo hiperfino, la amplitud DM y caracterizamos el valor de 

la temperatura crítica como función de las mismas. 

  

I.3. Estructura de la tesis. 

 

 Para proporcionar una descripción detallada de la base analítica, de la metodología 

utilizada y de los resultados encontrados, hemos estructurado la tesis de la siguiente 

manera.  

 En el capítulo 2 presentamos una descripción de los elementos básicos de la 

computación cuántica, como qubits, compuertas de uno y dos qubits. Incluimos en este 

capítulo los conceptos básicos de la matriz densidad para sistemas puros y mixtos. 

También presentamos definiciones de entrelazamiento, fidelidad y magnetización.  

 En el capítulo 3 se presenta el modelo de dos espines acoplados y algunas de sus 

propiedades. Iniciamos desarrollando una descripción del modelo de dos espines 

electrónicos utilizando el modelo de súper intercambio para espines electrónicos. 
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Continuamos agregando correcciones espín – órbita y  después el acoplamiento con el 

baño de espines nucleares para obtener el Hamiltoniano efectivo completo, el cual 

incluye los términos de acoplamiento, espín – órbita  e interacción hiperfino, así como las 

eigenenergías y eigenvectores de los sistemas. Para el caso dinámico también 

presentamos el modelo de intercambio dinámico de Loss – DiVincenzo y vemos las 

propiedades para la compuerta ( )swap α . 

 En el capítulo 4 presentamos resultados dinámicos para el sistema de espines 

electrónicos acoplados e interacción espín – orbita (término DM) en la compuerta 

( )swap α . Se describen resultados de la magnetización, entrelazamiento, probabilidades 

de estados y fidelidad como función del tiempo. Estas propiedades son  utilizadas para 

evaluar el sistema como generador de la compuerta ( )swap α  utilizando al término de 

intercambio como variable de control. 

 En el capítulo 5 presentamos resultados para el sistema descrito en el capítulo 4, que 

incluye la interacción hiperfina para la compuerta ( )swap α . Observamos el efecto de 

ambas correcciones en el estado base del sistema y en la dinámica del Hamiltoniano 

dependiente del tiempo.  

 Los resultados para el entrelazamiento, magnetización térmica y temperatura critica 

para el Hamiltoniano independiente del tiempo se presentan en el capítulo 6, en donde 

estudiamos la dependencia de estas propiedad con respecto al campo magnético externo 

al campo magnético nuclear y la variable DM. 

 Finalmente en el capítulo 7 discutimos de manera sencilla los resultados y 

presentamos conclusiones finales y posible trabajo futuro.  
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Capítulo II 

 

Conceptos Básicos 

 
 En nuestra vida cotidiana tenemos contacto con aplicaciones tecnológicas basadas las 

leyes de la mecánica cuántica. Por lo tanto no debe de sorprendernos la idea de 

computadoras en donde el paradigma esté basado en la mecánica cuántica y no en la 

mecánica clásica.  La idea de la construcción de una computadora cuántica no es una idea 

nueva, ha circulado en la comunidad científica desde hace 25 años [Feynman, 1982; 

Deutsch, 1985; Wiesner, 1983; Brassard y Bennett, 1984]. Sin embargo, en los últimos 

años que se ha generado interés global en ésta área. En base a varios elementos 

particulares: Primero, se ha demostrado que tecnológicamente sistemas cuánticos de dos 

estados podrían ser capaces de generar la base de una computadora cuántica, por ejemplo  

iones atrapados [Cirac y Zoller, 1995], resonancia magnética [Cory et al., 2000; 

Gershenfeld y Chiang, 1997; Vandersypen et al., 2001], cavidad cuántica 

[Rauschenbeutel et al., 1999, Turcehtte et al., 1999], sistemas de estado sólido [Kane, 

1998; Vrijen et al., 2000; Barnes et al., 2000; Averin, 1998; Pashkin et al., 2003; 

Schinirman et al., 1997, Chiorescu et al., 2004; Nakamura, 1999; Makhlin et al., 1998; 

Yamamoto et al., 1997; Loss y DiVincenzo, 1998], y recientemente se ha encontrado que  

la transición singulete – triplete de dos espines en estructuras de estado sólido puede ser 

utilizada para definir un qubit [Hanson y Burkard, 2007; Coish y Loss, 2005]. Gran parte 

su implementación depende en gran medida en los requisitos para la construcción de una 

computadora cuántica establecidos por DiVincenzo [DiVincenzo, 2000]. Los cuales se 

enumeran a continuación: 1) Un sistema de qubits debe ser escalables, es decir, el sistema 

permita el incrementar el numero de unidades fundamentales de un dispositivo, ya que se 

requieren aproximadamente 106 qubits para la construcción de una computadora [Burkard 

y Loss, 2002; Koiller et al., 2005; Nielsen y Chuang, 2000]; 2) Que el sistema sea 
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fácilmente inicializable en un estado arbitrario; 3) Largos tiempos de coherencia, y 4) Un 

conjunto universal de compuertas y que al sistema se le permita hacer lecturas 

individuales. 

 Segundo, se ha demostrado que la naturaleza básica de la computadora cuántica 

promete resolver problemas irresolubles por la computación clásica [Glover, 1996; Shor, 

94 Shor, 97]. Tercero, la tecnología de semiconductores utilizada en la industria 

computacional actual se encuentra muy cerca de su límite físico y tecnológico [Moore, 

1965]. 

 En este capítulo presentamos las definiciones de los conceptos básicos de 

computación cuántica, qubits compuertas cuánticas entre otros, que dan el marco teórico 

– conceptual de nuestro trabajo. 

 

II.1     Computación cuántica 

 
 La rápida miniaturización de los circuitos electrónicos en las últimas décadas ha 

validado la predicción de G. Moore, hecha hace más de 40 años [Moore, 1965]. Moore 

escribió que los circuitos integrados se reducirían su tamaño a la mitad cada 1.5 años, 

hasta llegar el límite donde los fenómenos cuánticos del sistema interferirían con el 

funcionamiento de los componentes lo que provocaría buscar una nueva tecnología.  

 El siguiente paso lógico es considerar las propiedades cuánticas y utilizarlas para 

generar procesos lógicos capaces de generar computación [Feynman, 1982; Deutsch, 

1985; Wiesner, 1983; Brassard y Bennett, 1984].  

 Se puede definir a una computadora cuántica como aquel sistema de computación que 

utiliza el paradigma cuántico como base de sus operaciones lógicas. 

 La naturaleza básica de la computadora cuántica promete ser más rápida que la 

clásica. Una suposición basada en el paralelismo de las operaciones [Nielsen, y Chuang,  

2000]. El paralelismo se refiere a la propiedad básica de los estados cuánticos de existir 

como una superposición de todos los estados involucrados [Nielsen, y Chuang,  2000]. 

Esta propiedad permite el realizar varias operaciones simultáneas y es explotada en el 

diseño de los algoritmos cuánticos. 
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II.2 El bit cuántico ó qubit 
 

Para entender el paralelismo cuántico y la base de la computación, es necesario primero 

entender el concepto del bit (de binary digit) cuántico o qubit (de quantum bit) [Nielsen, 

y Chuang,  2000]. 

 La base fundamental de la computación clásica es el bit. Que es un sistema discreto 

con dos posibles configuraciones 0 o 1. El análogo cuántico, es el qubit. En donde las dos 

posibles configuraciones, 0  y 1  son estados cuánticos, y por lo tanto ambos estados 

pueden existir como una superposición coherente ψ , 

0 1ψ α β= + . (II.1)

 Es decir un sistema cuántico de dos niveles es suficiente para definir un qubit, en 

donde a cada uno de los estados se les asigna uno de dos valores 0  y 1 . De manera 

análoga al bit en donde a cada uno de los estados del sistema se le asignan 0 o 1 

respectivamente. Cada punto en la superficie de la esfera de Bloch, en la figura 1, 

representa un estado del qubit o como un vector unitario con origen en el centro de la 

esfera. 

 Los coeficientes α  y β  son cantidades complejas cuyas magnitudes cuadradas, 2α  

y 2β  denotan posibilidad de encontrar al sistema en dicho estado al realizar una 

medición. Al medir el sistema, la combinación lineal de los estados, se colapsa a uno de 

los valores. Esta medición es un valor clásico. Sin embargo antes de medir, el sistema no 

se encuentra en 0  o 1 , si no en una superposición de estados y la medición puede 

resultar en 0  o 1  con probabilidad 2α  y 2β , respectivamente. Estos coeficientes 

satisfacen la condición de normalización, 
2 2 1α β+ = , (II.2)

que sugiere que es possible represent aun estado por un vector, centrado en el origen y de 

longitud de unitaria. Esta represatacion geometris se le conoce como represantación de 

Bloch. El vector que descibe a este estado se le nombra vector de Bloch, y la esfera que 
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es descrita por este se le llama esfera de Bloch. Es importante notar que un solo qubit en 

el estado 10 ba +  puede ser visualizado como un punto ( )ϕθ ,  en la esfera de unitaria, 

donde ( )2cos θ=a , ( )2θϕ seneb i= . El vector ( )θθϕθϕ cos,,cos sensensen  es el vector 

de Bloch (ver figura 1). 

 

 

Figura 1:  Estado de un qubit en la esfera de Bloch 

 

 La coherencia está relacionada con las fases entre α  y β  (al ser complejas tiene una 

amplitud y una fase). Podría parecer que la fase no es importante ya que las amplitudes 

son las que determinan las probabilidades. Las coherencias o transiciones de fase son 

aquellas que permiten transiciones entre estados del sistema en evolución dinámica por 

ejemplo. 

 Entre las propuestas mas sobresalientes para el qubit físico se encuentran sistemas de 

espines nucleares donde las mediciones del sistema se realizan mediante resonancia 

magnética (NMR, de Nuclear Magnetic Resonance) [Cory et al., 2000; Gershenfeld y 

Chuang, 1997; Vandersypen et al., 2001]. El qubit esta definido por el espín nuclear 

promedio de moléculas complejas, y las operaciones son realizadas mediante campos 

magnéticos y pulsos de radio frecuencias. Las mediciones de los estados de qubit del 

sistema se realizan con técnicas de NMR muy similares a las que se han utilizado en el 

sector de salud (diagnóstico de enfermedades) por varios años. Otra gran ventaja es el 
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hecho que los espines nucleares se encuentran débilmente acoplados con el medio 

ambiente lo cual permite largos tiempos de coherencia [Chuang et al., 1996]. Y más 

importante se han realizado operaciones de 7 qubits con alto grado de fidelidades a 

temperatura ambiente [Chuang et al., 1996; Gershenfeld y Chuang, 1997; Vandersypen et 

al., 2001]. Sin embargo el principal problema con esta clase de sistemas es escalabilidad, 

es decir, debido a la tecnología utilizada, es difícil reducir el tamaño del aparato 

experimental para generar dispositivos prácticos. 

 Otra propuesta son los sistemas de iones atrapados que han demostrado promesa 

[Cirac y Zoller. 1995]. Este sistema fue propuesto teóricamente por Cirac y Zoller [Cirac 

y Zoller. 1995]. En este sistema los qubits están definidos por los estados energéticos de 

los iones atrapados en una “trampa” electromagnética. Los iones se manipulan mediante 

luz láser y se procesan mediante los modos de oscilación de la cadena de iones. En este 

sistema se ha logrado la implementación de compuertas de operaciones cuánticas y se ha 

logrado manipular hasta 8 qubits [Häffner et al., 2001]. Sin embargó esta clase de 

sistemas están limitados por restricciones físicas, alto vacio, velocidad de oscilación, 

campos externos y de escalabilidad. 

 Los esquemas basados en óptica cuántica son atractivos ya que es relativamente fácil 

observar varios fenómenos cuánticos, por ejemplo entrelazamiento entre fotones 

[Rauschenbeutel et al., 1999; Turcehtte et al., 1999]. Utilizando esquemas ópticos 

electrónicas se han implementado llaves criptográficas y se han transmitido a distancias 

de 18 km [Hughes et al., G. 2000], sin embargo esta clase de sistemas no han sido 

eficientes en la construcción de computadoras cuánticas ya que es problemático generar 

operaciones cuánticas de más de una compuerta. 

 Los sistemas de estado sólido presentan diversas estructuras que pueden ser utilizadas 

como el qubit de la computación cuántica. Algunos de estos sistemas son espines 

nucleares de átomos donadores de silicio [Kane, 1998], transistores de resonancia de 

electrón [Vrijen et al, 2000]  y espín (ESP, de sus siglas en inglés), electrones atrapados 

en ondas acústicas de superficie [Barnes et al., 2000], estados de carga o de flujo en 

uniones de Josephson acopladas [Averin, 1998; Pashkin et al., 2003; Schnirman et al., 

1997], y el empleo de los grados de libertad de espín de los electrones en puntos 

cuánticos semiconductores [Loss y DiVincenzo, 1998]. 
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 Estos últimos son excelentes candidatos para la construcción física de un qubit ya que 

su construcción está relacionada con los métodos actuales utilizados en la industria de 

semiconductores. El control y lectura de estos sistemas se realiza mediante parámetros 

externos, por ejemplo, campos magnéticos y eléctricos, distancia entre puntos, entre otros 

[Johnson et al. 2005; Petta, et.al., 2005]. 

 Los qubits basados en el espín electrónico en nanoestructuras semiconductoras 

presentan altos tiempos de decoherencia, que pueden ser incluso de milisegundos en 

silicio a bajas temperaturas [Burkard et al., 1999; Engel et al., 2004; Koiller et al., 2005], 

y presentan un acoplamiento débil con qubits vecinos permitiendo control individual de 

cada compuerta desarrollada [Koiller et al., 2005; Tanamoto, 2000]. Sin embargo es 

difícil medir de forma rápida y eficiente los estados del espín.  

 Paralelismo en el mundo de la computación clásica se refiere a procesos simultáneos 

en diferentes procesadores. Sin embargo paralelismo cuántico se refiere a procesos 

simultáneos de realizados en el mismo procesador [Nielsen, y Chuang,  2000]. La idea 

básica es evaluar una función, que se encuentra en superposición de todos los posibles 

estados para obtener una función resultado que también se encuentre en superposición de 

todos los posibles estados. Por lo que todos los posibles resultados se obtienen al mismo 

tiempo mientras que clásicamente solo se obtiene uno. Sin embargo, no todos los 

resultados son accesibles ya que al medir unos de ellos los demás se colapsarán. Sin 

embargo, es posible obtener resultados de ciertas propiedades conjuntas. 

 

II.3 Compuertas Cuánticas 
 

 Así como la computación clásica está constituida de compuertas lógicas que realizan 

las operaciones necesarias para manipular la información, la computación cuántica a su 

vez esta definida en base a compuertas lógicas, llamadas compuertas cuánticas, las cuales 

son las encargadas en manipular la información de los estados cuánticos [Nielsen, y 

Chuang,  2000; Galindo y Martín-Delgado, 2002].  

 En general podemos definir a una compuerta cuántica como aquel recurso 

computacional que permite generar cambios sobre los estados de uno o más qubits. 
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 Las compuertas son operadores unitarios, U(t), de evolución temporal que describen 

el efecto que tiene el sistema físico, descrito mediante un Hamiltoniano, sobre el estado 

inicial [Nielsen, y Chuang,  2000]. 

 Uno de los postulados de la mecánica cuántica afirma que la evolución dinámica de 

cualquier sistema puede ser resuelta mediante la ecuación de Schrödinger dependiente del 

tiempo (ESDT) [Schwabl, 1995; Sakurai, 2001], 

( ) ( )ttHt
t

i ψψ )(=
∂
∂=  (II.3)

o mediante una representación alterna, derivada de la solución de ESDT. La solución de 

(II.3) puede expresarse por 

( ) ( )( )t U t tψ ψ= . (II.4)

 La evolución de la función de onda ( )0tψ  estará determinada por el operador de 

evolución de evolución temporal U(t). Sustituyendo en la ecuación (II.3) se obtiene, 

( ) ( )( )i U t H t U t
t
∂

=
∂
= . (II.5)

 La cual debe resolverse en base a la condición inicial, 

( ) 10 =tU . (II.6)

 Para diferencias de tiempo infinitesimales la ecuación de Schrödinger implica, 

( ) )()(1 tdttHidtt ψψ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+

=
 (II.7)

y en general, 

( ) dttHidttU )(1
=

−=+ . (II.8)

 U(t) puede representarse como un productor de operadores temporales 

infinitesimales: 

( ) ( ) ,exp)1(exp)( 00
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ Δ−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ Δ−Δ+−= tHintHitU

=
…

=
 (II.9)

donde el intervalo de tiempo (t-t0) se descompone en n intervalos infinitesimales donde 

( ) ,0 ntt −=Δ  ∞→n . Podemos verificar fácilmente de la ecuación (II.9) que el 

operador U(t) es unitario, 
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† †( ) ( ) ( ) ( ) 1U t U t U t U t= = . . (II.10)

 Notemos que la ecuación (II.9) puede expresarse en forma reducida como, 

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−= ∫

t

t

dttHiTtU
0

''exp)(
=

, (II.11)

donde T es el operador de orden de Dyson [Schwabl, 1995; Sakurai, 2001], que ordena a 

los factores subsecuentes en el tiempo de la derecha a la izquierda. 

 Esta última ecuación describe el operador de evolución unitario del sistema el cual 

describe la evolución de un estado cuántico. Es precisamente esta evolución la que 

describe una compuerta cuántica.  

 A continuación presentamos una descripción de las principales compuertas de un 

qubit. 

 

II.3.1 Compuertas de un Qubit 

 

 La compuerta de un qubit puede definirse como aquel operador unitario U que actúa 

sobre el espacio de un qubit (II.1). Estos operadores pueden ser representados en el 

espacio de Hilbert bidimensional como matrices unitarias de 2 2× . La compuerta de un 

qubit  U, transforma un estado cuántico ψ  en otro estado cuántico U ψ . En término 

de la esfera de Bloch, el efecto de U sobre ψ  puede ser visto como una rotación  del 

vector de Bloch ψ  a U ψ . 

 Ejemplifiquemos algún proceso cuántico que lleve al estado 0  al estado 1 , y 

viceversa. Dicha operación sería un buen candidato para el análogo cuántico de la 

compuerta clásica NOT. Pero, el especificar la acción que tiene dicha compuerta sobre 

los estados 0  y 1  no revela información sobre la superposición de estos estados. Es 

necesario tener más información sobre las propiedades de la compuerta cuántica. 

Podemos representar a la compuerta NOT en forma matricial de la forma [Nielsen, y 

Chuang,  2000; Galindo y Martín-Delgado, 2002; Preskill, 2004], 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≡

01
10

X . (II.12)
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 La notación X para la compuerta cuántica NOT se utiliza por razones que durante el 

texto se convertirán evidentes. 

 Otra forma de expresar esta operación es mediante circuitos cuánticos reversibles que 

es una representación grafica de la compuerta cuántica. En la figura 2 expresamos la 

compuerta X.  En donde las líneas son “alambres” que llevan qubits a una compuerta  que 

realizan operaciones básicas sobre ellos. 

 

 

Figura 2: Expresión de circuitos para la compuerta X de la ecuación (II.12). 

 

 Si el qubit está representado por la superposición 0 1ψ α β= +  se escribe en 

notación vectorial como 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
β
α

, (II.13)

donde el término superior se refiere al estado 0  el inferior al 1 . Al aplicar la 

compuerta NOT a este vector obtenemos, 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α
β

β
α

X . (II.14)

 Nótese que la compuerta NOT tiene como resultado el intercambiar las amplitudes de 

probabilidad de los estados 0  y 1 . 

 Podemos concluir que las compuertas cuánticas de 1 qubit pueden ser descritas como 

matrices unitarias de 22× . En necesario que matrices con estas características satisfagan 

la condición de normalización,   2 2 1α β+ = , antes y después del proceso de compuerta. 

Como resultado la matriz U, que represente una compuerta cuántica, como mencionamos 

debe ser unitaria, †U U I=  [Schwabl, 1995; Sakurai, 2001]. Cualquier matriz unitaria 

X0 1α β+ 1 0α β+
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representa a una compuerta cuántica [Nielsen, y Chuang,  2000; Galindo y Martín-

Delgado, 2002].  

Otras matrices de un qubit son la matriz Y y Z [Nielsen, y Chuang,  2000; Galindo y 

Martín-Delgado, 2002; Preskill, 2004], 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

≡⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
≡

10
01

,
0

0
Z

i
i

Y , (II.15)

en donde la compuerta Y intercambia las amplitudes de normalización y agrega una fase a 

estas. X, Y y Z son las matrices de Pauli. La compuerta Z deja al estado 0  tal cual e 

invierte el signo del estado 1 . La compuerta Hadamard [Nielsen, y Chuang,  2000; 

Galindo y Martín-Delgado, 2002; Preskill, 2004] esta definida por, 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

≡
11

11
2

1H . (II.16)

 Esta compuerta también se le conoce como “la raíz cuadrada de NOT” ya que, 

( )1
2

0 0 1H = + , convierte al estado 0  en la superposición y ( )1
2

1 0 1H = −  es 

decir convierte a 1  a ( )10
2

1 −  que también esta a la mitad del camino entre 0  y 

1 . Nótese que H2 no es la compuerta NOT ya que H2=1. 

  

II.3.2 Compuertas de dos Qubits 

 

 En general podemos definir una compuerta de dos qubit de manera similar a como 

definimos a la compuerta de un qubit. Es un operador unitario U pero actúa sobre los 

estados de los dos qubits, los cuales están representados en el espacio de Hilbert de 4 4× , 

y de la misma manera dicha compuerta transforma un estado cuántico ψ  en otro estado 

cuántico U ψ .  

 Las compuertas de dos qubits se describen mediante el operador de evolución 

temporal, U(t) ecuación (II.11). Sin embargo, estas se describen mediante Hamiltonianos 

que necesariamente presentan un acoplamiento entre ambos sistemas [Nielsen, y Chuang,  

2000; Galindo y Martín-Delgado, 2002], y se escriben como 
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Acop
qubitqubit HHHtH ++= 21)( . (II.17)

 Estados descritso por (II.17) de qubits pertenece al espacio de Hilbert de 

21 HHH ⊗= , y los estados del sistema se expresan como 21 vvv ⊗= . En particular 

para los estados de la base computacional se describen por, 

0,0 0 0

0,1 0 1

1,0 1 0

1,1 1 1

= ⊗

= ⊗

= ⊗

= ⊗

 (II.18)

 Podemos definir un estado general de dos qubits como una superposición de  esta 

base, 00 01 10 110,0 0,1 1,0 1,1ψ α α α α= + + + . 

 Algunas de las compuertas clásicas más significativas son AND, OR, CNOT (OR 

controlada), NAND (AND negada) y NOR (OR negada) [Nielsen, y Chuang,  2000; 

Galindo y Martín-Delgado, 2002; Preskill, 2004].  

 La compuerta prototípica de múltiples qubits es la compuerta CNOT, o NOT 

controlada [Nielsen, y Chuang,  2000; Galindo y Martín-Delgado, 2002; Preskill, 2004], 

que tiene como resultado generar una combinación lineal de los  estados del sistema y 

como veremos en secciones posteriores el resultado es entrelazar los estados del sistema. 

Esta compuerta es de dos qubits, donde uno de los qubits es de control y el otro el qubit 

controlado. En términos de ecuaciones el efecto sobre elementos del la base computación 

se lee: 

00 00 ; 01 01 ; 10 11 ; 11 10 .CNOT CNOT CNOT CNOTU U U U= = = =  (II.19) 

 La matriz que describe a CNOT en la base computacional es [Nielsen, y Chuang,  

2000; Galindo y Martín-Delgado, 2002; Preskill, 2004], 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0100
1000
0010
0001

CNOTU .        (II.20) 

 Es fácilmente verificable que la primera columna de UCNOT describe la transformación 

del estado 00 , y similarmente para los demás estados, 01 , 10  y 11 . Así como para 
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las compuertas de un qubit, la condición de conservación de probabilidad para la 

compuerta UCNOT  es validada ya que la compuerta es una matriz unitaria.  

 En la figura 3 se presenta el circuito de la compuerta (II.20). 

 

 
Figura 3: Expresión para la compuerta CNOT. 

 

 En donde el qubit A  es el qubit de control y B , si el qubit de control es 0 el qubit 

B  no sufre cambio, sin embargo si A  es 1 entonces B  es negado. 

 Existen muchas otras compuertas cuánticas de dos qubits aparte de CNOT. Sin 

embargo CNOT y operaciones de un solo qubit forman un conjunto universal [Nielsen, y 

Chiang,  2000; Galindo y Martín-Delgado, 2002; Preskill, 2004]: cualquier compuerta 

lógica de n qubits puede ser realizada a partir de CNOT y de operaciones de un qubit. 

Este resultado es paralelo a la compuerta universal NAND [Nielsen, y Chuang,  2000; 

Galindo y Martín-Delgado, 2002; Preskill, 2004].  

 Otra compuerta de dos qubits de particular interés en la computación cuántica y en 

nuestro trabajo es la compuerta ( )swap α  [Fan et al., 2005] definida por, 

( )

1 0 0 0
1 10 0

2 2
1 10 0

2 2
0 0 0 1

i i

i iswap

e e

U
e e

α

πα πα

πα πα

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥− +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (II.21)

descrita en la base computacional (II.20) y en donde se tiene un parámetro α. Al aplicar 

esta compuerta a los estados de la base computacional 1,0  y 0,1  obtenemos la 

superposición, 

A

B

A

B A⊕
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( ) ( ) ( )1
21,0 1 1,0 1 0,1i i

swap
U e eα

πα πα⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦  (II.22)

y 

( ) ( ) ( )1
20,1 1 1,0 1 0,1i i

swap
U e eα

πα πα⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦ . (II.23)

 Donde es claro que el resultado de aplicar esta compuerta es generar combinaciones 

lineales de los estados 1,0  y 0,1 . 

 Es fácil demostrar que para 1α =  la compuerta que se obtiene es la compuerta swap 

que tiene como resultado  

1,0 0,1swapU =  (II.24)

y 

0,1 1,0swapU = , (II.25)

es decir intercambia los estados 1,0  y 0,1 . Sin embargo, si 1 2α =  se obtiene la 

compuerta swap que deja a los estados 1,0  y 0,1  a la mitad de swap, 

( ) ( ) ( )1/ 2
1
21,0 1 1,0 1 0,1

swap
U i i⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦  (II.26)

y 

( ) ( ) ( )1/ 2
1
20,1 1 1,0 1 0,1

swap
U i i⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦  (II.27)

 Es precisamente esta compuerta más operaciones de un qubit con la que Loss y 

DiVincenzo utilizan para escribir la compuerta CNOT, a través del siguiente circuito 

cuántico 
( ) ( ) ( )1 2 12 2 2z z zi S i S i S

CNOT swap swap
U e e U e Uπ π π= , (II.28)

donde 1
z

zS S I= ⊗  y 2
z

zS I S= ⊗  [Nielsen, y Chuang,  2000; Galindo y Martín-Delgado, 

2002; Loss y DiVincenzo, 1998]. 

 En la computación cuántica se desea poder realizar cualquier circuito apartar de una 

serie de operaciones sencillas tomadas de un conjunto finito de compuertas elementales. 

El objetivo es escoger dicho conjunto de operaciones elementales. Este conjunto de 

operaciones recibe el nombre de conjunto universal. En particular se demuestra que 

cualquier conjunto de operaciones de un qubit mas una compuerta de dos qubits capaz de 
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generar entrelazamiento en los estados es un conjunto universal [Nielsen, y Chuang,  

2000; Kaye et al., 2007]. 

 Se ha demostrado que la compuerta 
( )swap

U α unida a operaciones de un qubit forman 

también un conjunto universal de operaciones y con respecto al número de compuertas 

utilizadas en un circuito es igual de eficiente que la compuerta CNOTU  [Nielsen, y 

Chuang,  2000; Galindo y Martín-Delgado, 2002; Loss y DiVincenzo, 1998] 

 

II.4 Matriz de densidad 
 

 Una descripción alternativa al ecuación de evolución temporal de Schrödinger  es el 

formalismo de la matriz de densidad. En particular este formalismo es muy práctico en la 

descripción de la coherencia y del entrelazamiento de los estados  del sistema. 

 La naturaleza probabilística de la mecánica cuántica ha llevado a que se desarrollen 

varios formalismos de la misma, en particular en esta sección discutiremos a la matriz de 

densidad, la cual permite una descripción de estados puros y de mezclas estadísticas de 

estados. La matriz de densidad contiene toda la información física disponible sobre el 

sistema del mismo modo en que la función de onda permite caracterizar a un estado 

cuántico. 

 El formalismo de la matriz de densidad, introducido en 1927 por John von Neumann, 

determina que el operador de densidad es hermitiano y da lugar a una matriz con traza 

unitaria. Las situaciones en las que es empleado incluyen sistemas en equilibrio térmico 

(a temperaturas finitas), la evolución temporal de sistemas mixtos, el análisis de 

decoherencia y el estudio de entrelazamiento entre dos subsistemas [Blum, 1981; de 

Llano, 1996; Moura, 2005]. 

 

II.4.1 Propiedades básicas 

 

 Cuando un sistema cuántico se encuentra en un estado perfectamente determinado, se 

dice que está en un estado puro. El operador de densidad para un estado puro, ψ , está 

definido como 
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ψψρ = . (II.29)

 Si la función de onda se escribe como una combinación lineal de estados 

∑=
n

nnc φψ , donde { }nφ  forman una base completa ortonormal siendo cn los 

coeficientes de la expansión, 
*

mn m n m nc cρ φ ρ φ= =  (II.30)

con la cual podemos expresar al operador de densidad como, 
*

,
m n m n

n m
c cρ φ φ=∑  (II.31)

 por lo tanto la proyección del operador de densidad en dicha base permite obtener los 

elementos de la matriz de densidad para estados puros:Los elementos diagonales 
2

nn ncρ = , representan la probabilidad de encontrar al sistema en el estado nφ , por lo 

que nnρ  se le conoce como población de estado; los elementos fuera de la diagonal, mnρ , 

representan los efectos de interferencia entre los estados mφ  y nφ , por lo que reciben 

el nombre de coherencias. 

 En términos del operador de densidad es posible expresar la conservación de la 

probabilidad,  

∑∑ ==
n

nn
n

nc 12 ρ .  (II.32)

 El valor esperado de un operador A se determina mediante, 

{ }
,

m n n m m m
m n m

A A A Tr Aφ ρ φ φ φ φ ρ φ ρ= = =∑ ∑ . (II.33)

 A partir de las propiedades presentadas y de la ecuación de evolución del operador de 

densidad se puede demostrar que el formalismo de la matriz de densidad es suficiente 

para describir un sistema cuántico [Cohen-Tannoudji, 1977; Schwabl, 2001]. 

 Para sistemas que se encuentran en mezclas estadísticas de estados (o estados 

mixtos), el operador de densidad esta dado por 
' '*

' ' ' '
' '

m m
m m m m m m m n

m nm m
W W c cρ ψ ψ φ φ= =∑ ∑ , (II.34)

donde Wm’ representa el peso estadístico para cada estado [Blum, 1981; Sakurai, 1994; 

Cohen-Tannoudji, 1977]. En este caso los elementos de la matriz de densidad son 
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*' '
'

'
.m m

mn m m n
m

W c cρ =∑  (II.35)

 Para estados mixtos, las poblaciones toman la forma ∑=
'

2'
'

m

m
nm cWρ  representando 

el promedio de la probabilidad de encontrar el sistema en el estado nφ . Por otra parte, 

los elementos no diagonales, corresponden al promedio de los efectos de interferencia 

entre los estados nφ  y mφ  tomado sobre todos los posibles estados de la mezcla. Estos 

términos pueden ser cero incluso si ninguno de los productos 
*'' m

m
m
m cc  lo es. Por lo tanto, 

para mezclas estadísticas de estados es posible que se cancele todo efecto de interferencia 

entre estados accesibles del sistema [Cohen-Tannoudji, 1977]. 

 Es evidente que el operador ρ  es hermitiano, por lo que sus elementos de matriz 

satisfacen la condición 
*
mnnm ρρ = . (II.36)

 Debido a que los elementos de la diagonal representan las probabilidades de 

ocupación es necesario que se satisfaga: 

{ } 1=ρTr . (II.37)

 Mas aún las probabilidades son numero reales positivos, por lo que 

0≥nnρ . (II.38)

 Por otra parte, el operador de densidad para estados puros cumple con, 

ρρ =2 . (II.39)

 Pero para estados mixtos el operador no cumple esta propiedad y, 

ρρ ≠2 , (II.40)

y { } 12 ≤ρTr . Esta propiedad permite identificar si un sistema cuántico es un estado puro 

o se encuentra en una mezcla estadística de estados. 

 

II.4.2 Ecuación de evolución de la matriz de densidad 
 

 Tanto para estados puros como para mezclas estadísticas de estados, la evolución 

temporal del operador de densidad esta gobernada por la ecuación de Schrödinger [Blue, 

1991; Fano, 1957]. Consideremos la evolución temporal de la ecuación (II.29), 
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( ) ,
t t t t

ψ ψρ ψ ψ ψ ψ
∂ ∂∂ ∂

= = +
∂ ∂ ∂ ∂

, (II.41)

utilizando la ecuación de Schrödinger i H
t
ψ

ψ
∂

=
∂

= , encontramos 

( )

( )

[ ]

1 1

1

1

1 , .

H H
t i i

H H
i

H H
i

H
i

ρ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ρ ρ

ρ

∂
= − +

∂

= −

= −

=

= =

=

=

=

 (II.42)

 Esta es la ecuación de von Neumann, que describe la evolución temporal del operador 

de densidad en la representación de Schrödinger. En donde la expresión para la evolución 

del operador de densidad dependiente del tiempo, y obtenemos 

( ) [ ]( ), ( )
t

i H t t
t

ρ
ρ

∂
=

∂
= . (II.43)

 Esta ecuación es valida para estados puros y mixtos [Blum, 1981; Cohen-Tannoudji, 

1977; Fano, 1957; Mahler y Weberruβ, 1995; Schwabl, 2001]. 

 El valor promedio de cualquier operador es calculado de la misma manera que  (II.33) 

para estados por, 

{ }

i i i i i i
i i i

A A

A A A

Tr A

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ρ ψ

ρ

=

= = =

=

∑ ∑ ∑ . (II.44)

 Para finalizar, queremos hacer notar el hecho que en la eigenbase de un Hamiltoniano 

H independiente del tiempo con eigenvalores { }nE , la ecuación de von Neumann permite 

obtener soluciones de la forma, 
( )( )0

0( ) ( )m ni E E t t
mn mnt e tρ ρ− − −= = . (II.45)

donde 0( )mn tρ  expresa  condiciones iniciales de la matriz de densidad. 

 Lo cual nos indica que las poblaciones son constantes de movimientos y que las 

coherencias oscilan a la frecuencia del sistema [Cohen-Tannoudji, 1977; Fano, 1957]. 
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II.4.3 Propiedades termodinámicas a partir de la matriz de densidad 

  

  Hemos presentado la descripción de sistemas que no se encuentran en contanto 

con reservorios externos,  por lo que una descripción de esta interacción es necesaria, 

para un entendimiento completo del sistema como posible candidato de computación 

cuántica. 

 El estado de un sistema que se encuentra en contacto con un reservorio a una 

temperatura T puede ser representado por el operador de densidad [Blum, 1981; Cohen-

Tannoudji, 1977; Fano, 1957; Mahler y Weberruβ, 1995; Schwabl, 2001], 

( ) ZH /exp βρ −= , (II.46)

donde kT/1=β  y k es la constante de Boltzmann. La función de partición, 

( )[ ]HTrZ β−= exp , (II.47)

asegura la condición de normalización (II.37) sea satisfecha. La ecuación (II.47) se 

satisface para un ensamble canónico, es decir, un sistema con volumen constante, numero 

constante de partículas y valor dado del promedio del Hamiltoniano, H . 

En general la ecuación (II.46) puede expresar en una base arbitraria, m m
m

cψ φ=∑ , 

  

*
' '

',

H

m m m m
m m

ec c
Z

β

ψ ρ ψ φ φ
−

= ∑ , (II.48)

 El operador de densidad (II.41) tiene el mismo rol en la estadística cuántica que el 

ensamble canónico tiene en mecánica estadística clásica [Cohen-Tannoudji, Schwabl, 

2001]. Esta equivalencia puede demostrarse al considerar la representación 

energética n n nH Eφ φ= , en donde los elementos de la matriz de densidad están dados 

por, 

( ) '' exp n n nn n E Zρ β δ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ . (II.49)

 La probabilidad de encontrar al sistema en el estado con energía En esta dada por los 

elementos diagonales nn ρ . La representación de un sistema en equilibrio esta dada 
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por la suma no coherente de las eigenestados n con pesos estadísticos proporcionales al 

factor de Boltzmann  ( )nEβ−exp , la cual además puede expresarse en la eigenbase nφ , 

'

nE

n n
e

Z

β

ψ ρ ψ δ
−

= . (II.50)

 Para un operador Q actuando sobre el sistema, el valor esperado Q , esta dado por 

[Blum, 1981; Cohen-Tannoudji, 1977; Fano, 1957; Mahler y Weberruβ, 1995; Schwabl, 

2001], 

[ ]1Q Tr Q
Z

ρ= . (II.51)

 Con la cual podemos determinar propiedades físicas de interés como magnetización, 

el entrelazamiento, probabilidad de ocupación como función de la temperatura T. 

 

II.5 Entrelazamiento 
 

 El entrelazamiento de estados es la propiedad más significativa de la computación 

cuántica, ya que no existe un análogo en la mecánica clásica, es un fenómeno que se 

refiere al estado conjunto de dos o más sistemas cuánticos y describe correlaciones entre 

éstos [Brooks, 1999; Nielsen y Chunag, 2000; Zeilinger, 1998]. 

 Para ejemplificar consideremos el estado de dos qubits descrito por 

0100 ba +=ϕ . Puede verificarse fácilmente que este estado puede descomponer se 

en los estados  01 =ϕ  y 102 ba +=ϕ  en donde 1 2ϕ ϕ ϕ= ⊗ , se dice que son 

estados separables. 

 De la misma manera, consideremos al estado 1100 ba +=ϕ  es evidente que este 

estado no puede ser descompuesto como se hizo previamente [Mintert et al., 2005; 

Popescu y Rohrlich, 1998; Messina, 2002]. Al medir el primer qubit se obtendrá de 

manera aleatoria 0  o 1  con probabilidades 2a  o 2b  respectivamente. Sin embargo si 

al medir el primer qubit obtenemos 0 siempre obtendremos 0 al medir el segundo qubit. 

De manera similar al obtener 1 en el primer qubit inmediatamente asegura 1 en el 

segundo. Esta conexión misteriosa entre los qubits se ha demostrado que permanece aún 
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al encontrarse separados distancias grandes. Denotemos a los estados que pueden ser 

descompuestos como un producto de estados de un solo qubit como estados separables 

mientras que los estados cuyos estados no cumplen esta propiedad reciben el nombre de 

estados entrelazados [Brooks, 1999; Nielsen y Chunag, 2000; Zeilinger, 1998]. 

 Estos estados entrelazados son importantes para la computación cuántica ya que se 

explota la propiedad de no localidad inherente a ellos y permite transporte de qubits. 

 Generalizando el ejemplo expuesto, supongamos un sistema cuántico formado de dos 

subsistemas, donde cada uno de ellos esta asociado a un espacio de Hilbert H dado por el 

producto directo de los espacios de Hilbert correspondientes a cada subsistema 21 HH ⊗ . 

Un estado del sistema total será dado por cualquier combinación lineal de los estados 

base de cada subsistema, kφ  y lφ : 

∑=Ψ
lk

lkklc
,

ϕφ , (II.52)

en donde ckl son las amplitudes de probabilidad, por lo que ∑ =kl klc 12 . Un caso 

especial de esta ecuación corresponde a un estado separable [Mintert et al., 2005; 

Popescu y Rohrlich, 1998], el cual tiene la forma, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⊗⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⊗=Ψ ∑∑ l

l
lk

k
klk cc ϕφϕφ , (II.53)

con ∑ =k kc 12  y ∑ =l lc 12 , implicando que lkkl ccc = , en (14). 

 Un estado entrelazado no puede escribirse como producto directo de los estados de 

los subsistemas, ecuación (II.53), [Mintert et al., 2005; Popescu y Rohrlich, 1998] 

corresponden a una superposición no factorizable. 

 En los estados separables, los resultados de las mediciones realizadas sobre cada 

subsistema no están correlacionados y por lo tanto son independientes. En un estado 

entrelazado una medición local ocasiona cambios en los resultados que se obtienen de los 

subsistemas [Mintert et al., 2005; Brooks, 1999; Rieffel y Polar, 2000]. 

 Si cada subsistema se asocia a un qubit, al conocer el estado o la información 

contenida en uno de ellos es posible determinar el estado del otro, aunque se encuentre 

separado espacialmente. Esta propiedad se le da el nombre de “interconexión efectiva” 
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entre los qubits que da origen a la capacidad potencial de las computadoras cuánticas 

[Nielsen y Chiang, 2000]. 

 De hecho es un recurso físico muy útil en la computación cuántica para el 

procesamiento de información y su cuantificación es muy importante y hay mecanismos 

de perdida de coherencia. 

 

II.5.1 Concurrencia: Caracterización del entrelazamiento 

 

 Debido al amplio uso del entrelazamiento en algoritmos cuánticos, es importante no 

solo conocer si el sistema físico empleado es capaz de generar entrelazamiento, también 

es importante caracterizar el nivel de entrelazamiento entre ellos [Keyl, 2002; Mintern, 

2005; Mintern et al., 2005; Vendral et al., 1997; Vendral y Werner, 2002]. Sin embargo 

el cuantificar el entrelazamiento es una tarea difícil. Una gran cantidad de estudios 

teóricos se han enfocado en determinar las “medidas de entrelazamiento” [Keyl, 2002; 

Mintern, 2005; Mintern et al., 2005; Vendral et al., 1997; Vendral y Werner, 2002], que 

son cantidades escalares que cuantifican las correlaciones cuánticas distinguiéndolas de 

las clásicas. En particular estamos interesados en la medida de grado de entrelazamiento 

de sistema compuestos por dos subsistemas [Wooters, 1998]. 

 El entrelazamiento en estados puros de dos qubits ha sido estudiado ampliamente y 

existen varias técnicas teóricas para cuantificarlo [Keyl, 2002; Mintern, 2005; Mintern et 

al., 2005; Vendral et al., 1997; Vendral y Werner, 2002]. Entre algunas de estas podemos 

enumerar, la entropía de von Neumann o entropía de entrelazamiento, que es 

relativamente sencilla de evaluar y se basa en el empleo de la matriz de densidad 

reducida de cualquiera de los dos subsistemas; si el sistema esta formado por estados 

separables esta medida es cero, mientras que para estados con entrelazamiento máximo es 

ln 2.  

 La concurrencia fue introducida originalmente como una cantidad auxiliar en el 

cálculo de entrelazamiento de formación de sistemas constituidos por dos subsistemas 

[Mintert et al., 2005; Wooters, 1998]. Sin embargo, puede considerarse como una medida 

independiente del entrelazamiento que se basa en una transformación de espín y que es 

aplicable a estados con un número arbitrario de qubits. 
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 Para un estado puro de un qubit, se define la transformación 

[ ]1Q Tr Q
Z

ρ= . (II.54)

en donde *ϕ  es el complejo conjugado de un estado puro ϕ . Esta operación 

corresponde al operador de inversión temporal para una partícula con espín ½ [Sakurai, 

1994]. 

 Para estudiar a un sistema formado por dos qubit, la inversión del estado de dos 

qubits está dada por 
*~ ψσσψ yy ⊗=  (II.55)

en donde ψ  esta descrito en la base computacional, yσ  es la matriz de Pauli y 

0 0
0 0y y

i i
i i

σ σ
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⊗ = ⊗⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. En particular para un sistema de donde el qubit esta 

definido por los dos estados de espín podemos escribir a la base computacional como  

{ }0,0 , , 0,1 , , 1,0 , , 1,1 ,= ↑ ↑ = ↑ ↓ = ↓ ↑ = ↓ ↓ . (II.56)

Para el caso de un estado puro ψψρ = , con 

11100100 dcba +++=ψ . (II.57)

 La relación ( ) ( ) ( )2 2log logA A B BE Tr Trρ ρ ρ ρ ρ= − = −  [Wooters, 1998], donde Aρ  

es la traza parcial de ψ ψ  sobre el subsistema B, y Bρ  tiene un significado similar, 

nos permite determinar la entropía de entrelazamiento: 

( )
2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1log log

2 2 2 2
C C C CE ρ + − + − − − − −

= − −  (II.58)

donde C es la concurrencia y es una medida del entrelazamiento [Asoudeh y Karimipour, 

2005]. Como E es una función creciente de C, que también varia de 0 a 1, es usual tomar 

a C como una medida del entrelazamiento. 

 La concurrencia para un estado puro de dos qubits se define a partir de la invariancia 

a la transformación, 

( ) ψψψ ~=C  (II.59)
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y toma valores desde 0 hasta 1 para estados separables y estados con entrelazamiento 

máximo respectivamente [Hill y Wooters, 1997; Wooters, 1998]. 

 Donde la formula de la concurrencia para el estado (II.57) se reduce a, 

( ) * * * *2 .C a d b cψ = −  (II.60)

 Para el estado general caracterizada por la matriz de densidad ρ  de dos qubits el 

correspondiente estado transformado tiene la forma, 

( ) ( )yyyy σσρσσρ ⊗⊗= *~  (II.61)

y para este caso la concurrencia está dada por la expresión [Wooters, 1998], 

( ) { }4321,0max λλλλρ −−−=C  (II.62)

siendo siλ  los eigenvalores, en orden descendente, de la matriz Hermitiana ρρ~  

[Wooters, 1998]. Debe tenerse en cuenta que cada iλ  es un número real no negativo. 

 Esta forma de determinar la concurrencia también es valida para estados mixtos o 

mezclas, que será utilizada en el estudio de entrelazamiento térmico. 

 

II.5.2 Estados de entrelazamiento máximo 

 

 El sistema más simple que puede exhibir entrelazamiento es el formado por dos 

subsistemas. Los estados cuánticos de dos qubits que presentan el máximo 

entrelazamiento reciben el nombre de estados de Bell, en honor a John S. Bell [Bell, 

1964; Blatter, 2003]. 

 Los estados de Bell son cuatro y forma una base en el espacio de dos qubits. 

Expresados en la base computacional tenemos [Blatter, 2003; Bouwmeester et al., 2000; 

Brooks, 1999; Nielsen y Chiang, 2000; Preskill, 2004; Zeilinger, 1998; Hill y Wooters, 

1997]: 

( )1001
2

1 +=Ψ+  (II.63)

( )1001
2

1 −=Ψ−  (II.64)

( )1100
2

1 +=Φ+  (II.65)

( )1100
2

1 −=Φ−  (II.66)
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 También reciben el nombre de pares EPR o estados EPR debido a que Einstein, 

Podolsky y Rosen fueron los primeros en señalar y tratar de explicar las propiedades 

peculiares de los estados entrelazados [Brooks, 1999; Nielsen y Chiang, 2000; Preskill, 

2004]. Se puede verificar fácilmente con la ecuación (II.59) que estos estados tienen 

concurrencia de 1, el máximo, y que los estados de la base computacional tienen 

concurrencia de 0, el mínimo. Los protocolos de criptología [Deutsch, 1985; Ekert, 1991; 

Lo, 1998] y teleportación cuántica [Bennett et al., 1993], así como el código súper denso 

[Bennett y Wiesner, 1992; Bose et al., 1998; Bouwmeester et al., 2000], fueron pensados 

originalmente en sistemas de dos partículas con entrelazamiento máximo. 

 Se ha propuesto que los estados de Bell pueden generarse a partir de sistemas de dos 

qubits no entrelazados. Las compuertas Hadamard y CNOT realizan esta acción a partir 

de la base computacional [Nielsen y Chiang, 2000; Preskill, 2004; Rieffel y Polar, 2000]. 

 La implementación física de estados de Bell se ha conseguido principalmente en 

sistemas de iones atrapados [Häffner et al., 2005; Riebe et al., 2004; Roos et al., 2004] y 

en sistemas de óptica cuántica, incluyendo estados de polarización de dos fotones [Aspect 

et al., 1982; Barret et al., 2004; Fattal et al., 2004; Kim et al., 2003; Walther y Zeilinger, 

2005] así como la interacción entre átomos y fotones en cavidades electrodinámicas 

[Blinov et al., 2004; Davidovich et al., 1994; García-Maraver et al., 2004; Messina, 

2002]. 

 

II.5.3 Entrelazamiento térmico 

 

 El entrelazamiento térmico en sistemas cuánticos abiertos al medio ambiente ha 

recibido atención en los últimos años. [Asoudeh y Karimipour, 2004; Asoudeh y 

Karimipour, 2005; Bose y Tribedi, 2005; Zhang y Li, 2005; Asoudeh y Karimipour, 

2006;   Zhang, 2007; Souza et al., 2008; Sun et al., 2008] 

 Esta propiedad se utiliza para describir la cantidad de entrelazamiento que existe entre 

los qubits del sistema cuando el sistema se encuentra en equilibrio termodinámico con un 

reservorio de temperatura T. 

 Un sistema que se encuentra a una temperatura T descrito por un Hamiltoniano H se 

caracteriza por la matriz de densidad ( ) HeZ βρ −= 1 , estado mixto. 
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 El valor de entrelazamiento de esta matriz de densidad, se le conoce como 

entrelazamiento térmico [Asoudeh y Karimipour, 2005; Osenda y Raggio, 2005; Zhang, 

2007]. No solo las propiedades del sistema son capaces de generar entrelazamiento en los 

estados del sistema, la temperatura, puede generar o destruir entrelazamiento en un 

sistema de 4 estados. 

 En particular si la matriz de densidad ρ  tiene la forma general, 

*

u
w z
z w

u

ρ

+

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (II.67)

que es precisamente la forma que tiene la matriz de densidad para sistemas de espines ½ 

acoplados, como veremos mas adelante, 

 A partir de la cual a partir de (II.62) y (II.63) [Hill y Wooters., 1999] se obtiene 

( )−+−= uuzC ,0max2  (II.68)

 Los valores exactos de los elementos de ρ  se obtienen al conocer el espectro y 

eigenfunciones de H.  

 

II.6 Fidelidad 
 

 El proceso de evolución de una estado cuántico es descrito mediante un operador de 

evolución U(t) que tiene como resultado un nuevo estado, si el operador de evolución 

puede ser asociado a una compuerta cuántica entonces el estado final es un estado 

esperado. Sin embargo en sistemas reales siempre se presenta algún mecanismo de 

disipación por lo cual se espera una desviación del estado final con el estado esperado, 

que de aquí en adelante llamaremos ideal. La similitud entre estos estados puede ser 

calculada mediante la fidelidad y nos proporciona una medida de que tan cerca estamos al 

estado que queremos obtener con una compuerta cuántica deseada. 

 La fidelidad de compuerta es una medida eficiente y relativamente sencilla de 

calcular, analíticamente y numéricamente. Es una propiedad que no solo nos compara la 
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información de las probabilidades de los estados, si no también nos presenta información 

sobre las coherencias del sistema. 

La fidelidad de compuerta se define como [Jalezko, et. al, 130501; Poyatos, et. al, 390], 

( ) ( )[ ]ttTrF IP ρρ=  (II.69)

en donde ( ) ( ) ( )I I It t tρ ψ ψ=  y ( ) ( ) ( )p p pt t tρ ψ ψ= , donde ( )I tψ  es la función de 

onda ideal, es decir es aquella función de onda a la cual queremos llevar el sistema y 

( )p tψ  es la función de onda producida por la evolución del sistema. De la misma 

manera las matrices de densidad ( )I tρ  y ( )p tρ  son respectivamente la matriz de 

densidad ideal y la matriz de densidad de la evolución del sistema. 

 El valor de la Fidelidad varía de 0 a 1, donde una compuerta ideal tendría el valor 

máximo. 

 Al escribir (II.69) en término de las funciones de onda tenemos, 

† †

† †

2†

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

p p I I

p p i I I

p i I I p

p i

F Tr t t t t

Tr U t U t U t t U t

Tr U t U t t U t U t

Tr U t U t

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (II.70)

Por lo tanto la fidelidad también se puede expresar como, 

2† ( ) ( )P IF U t U tψ ψ= . (II.71)

Donde la línea superior indica promedio sobre todos los posibles valores de la función de 

onda ψ , UI es el operador de evolución unitario ideal y UP es el operador de evolución 

unitario que describe la evolución del sistema. 

 Además, de las ecuaciones (II.70) y (II.71) se observa que la fidelidad puede 

asociarse con la proyección del estado ( )p tψ  en el estado Iψ  de esta forma 

obteniendo la posibilidad que el estado final sea el estado ideal. El estado ideal, Iψ , 

para alguna compuerta cuántica es estacionario, ya que es la condición final a la que 
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queremos evolucionar el estado ( )p tψ , y por consiguiente la matriz de densidad ideal 

I I Iρ ψ ψ=  es a su vez independiente del tiempo. 

 

II.7 Magnetización 
 

 En el contexto de la computación cuántica es necesario estudiar ciertas observables 

que tienen información sobre la evolución del sistema. Estas deben ser propiedades que 

puedan ser medidas experimentalmente y que evalúen la operación del sistema cuántico. 

 Con este propósito hemos visto que el valor promedio de una observable esta dado 

por la ecuación (II.44)  

 Para sistemas de dos qubits acoplados y para aquellas propiedades que puedan ser 

medidas en uno o en ambos qubits es necesarios distinguir entre ellos, 
(1)A A I= ⊗ , (II.72)
(2)A I A= ⊗ , (II.73)

(12)
i jA A A= ⊗ , (II.74)

donde I es el operador de identidad y Ai son operadores de una partícula en el espacio de 

Hilbert de dos partículas.  

En particular la magnetización o polarización es útil en la evaluación de operaciones de 

compuerta [Kaplan y Piermarocchi, 2004]. Para sistemas bipartitos es más conveniente 

considerar la magnetización o polarización de una de las partículas en lugar de la 

magnetización de todo el sistema. Utilizando las ecuaciones (II.72) – (II.73) y como la 

observable iA  al operador de magnetización 1
2i iS σ=  obtenemos, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2i it t I tσ σ≡ Ψ ⊗ Ψ ,. (II.75)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
2i it t I tσ σ≡ Ψ ⊗ Ψ , (II.76)

donde las iσ  son las matrices de Pauli y σ  es el valor promedio de la componente i de 

las σ  en particular para la componente z este valor promedio es la magnetización o 

polarización. La ecuación (II.75) expresa el valor promedio de la magnetización 

(polarizacion) del espín 1 ( 1 2S S⋅
G G

) en un sistema de espines electrónicos acoplados,. De 
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manera análoga la ecuación (II.76) expresa la magnetización del espín 2. La 

magnetización en ambos casos varían de –½ a ½. 

Por completes incluiremos a la siguiente ecuación para operadores de dos particulas, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 1

2ij i jt t tσ σ σ≡ Ψ ⊗ Ψ . (II.77)

En particular, ya que su uso será evidente en lo siguientes capítulos escribimos 

explícitamente el grado de la magnetización de la particula 1. 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

z Iσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⊗ =
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. (II.78)
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Capítulo III 

 

Espines electrónicos acoplados 

 
 Hemos mencionado que cualquier sistema cuántico de dos niveles aislado puede 

servir para definir a un qubit, en donde cada uno de los estados del sistema define uno de 

los estados del qubit [Nielsen y Chiang, 2000]. El acoplamiento entre sistemas de este 

tipo permite generar un sistema de qubits acoplados, capaz de generar compuertas lógicas 

de  2 qubits y entrelazamiento entre estados del sistema [Nielsen y Chiang, 2000]. 

 En particular estamos interesados en estudiar un par de espines electrónicos 

acoplados [Auerback, 1994; Awschalom, et al., 2002; Burkard et al., 1999; DiVincenzo 

et al., 2000; Hanson et al., 2007; Loss y DiVincenzo. 1998; Marder, 2000] en donde se 

agregan términos debido al acoplamiento espín – órbita [Bonesteel et al., 2001; Burkard y 

Loss, 2002; Dzialoshinski, 1958; Hanson et al., 2007; Kavokin, 2001; Moriya, 1960] y 

también consideramos el acoplamiento del sistema con los espines nucleares de los 

átomos vecinos [Hanson et al., 2007;]. Consideramos a los espines electrónicos 

localizados en puntos cuánticos laterales formados en la heteroestructura de 

GaAs/GaAsAl en donde se forma un mar bidimensional de electrones [Coish y Loss, 

2004; Coish y Loss, 2005; Lampel, 1968; Erlingsson, et al.,. 2001; Khaetskii y. Grazman. 

2002; Khaetskii y. Grazman. 2003; Klauser et al., 2007; Coish y D. Loss. 2006 Meier y 

Zakharchenia, 1984; Merkulov et al.,. 2002; Taylor et al., 2007]. El número de electrones 

en cada punto se controla mediante compuertas electrónicas controladas por potenciales 

externos [Johnson et al., 2005; Petta et al., 2005]. 

 En el resto del capítulo presentaremos el Hamiltoniano que describe a este sistema así 

como los demás términos estudiados en nuestro trabajo. 
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III.1. Modelo de súper intercambio para espines acoplados. 
 

 El Hamiltoniano que describe a un par de espines electrónicos acoplados puede ser 

descrito de varias maneras. Una de ellas es mediante la descripción del traslape de la 

funciones de onda (apéndice I) y la interacción Coulombiana. Otra forma, es mediante 

una descripción de súper intercambio en donde la mediación de los espines es mediante 

un átomo neutral  entre ellos. Cualquiera que sea la fuente de la interacción entre espines 

al parte principal del hamiltoniano es generalmente del tipo Heisenberg [Auerbach, 1994; 

Marder, 2000]. Consideremos al Hamiltoniano para dos espines acoplados como, 

( )† †
1 2 2 1ˆ ˆ s s s si i

i s
H U n n t d d d d↑ ↓= − +∑ ∑ , (III.1)

en donde U es la energía de Hubbard y t es la amplitud de tuneleo, †
isd y isd son 

operadores de creación y aniquilación de espín, en los orbítales ortogonales  localizados 

en los puntos cuánticos 1,2i = , y †ˆi i in d d↑ ↑ ↑=  y †ˆi i in d d↓ ↓ ↓= , son los operadores de 

número en el sitio i y espín para arriba y abajo respectivamente. 

 Para valores grandes de U t , consideramos a u como el Hamiltoniano de orden cero, 

el cual tiene como estado base el conjunto de 4 vectores degenerados: 

{ } 1 20 , , , , 1, 2is s s i= =↑ ↓ = . (III.2)

Las energías de los estados de doble ocupación están muy por arriba que la energía de los 

estados (III.2).  

 El formalismo de Feshbach es útil para reducir la dimensión para aquellos 

Hamiltonianos que presentan dos subespacios claramente definidos y separados en 

energía [Auerbach, 1994; Landau y Lifshitz, 1977; Feshbach, 1962]. Dado un subespacio 

finito P de el espacio de Hilbert del Hamiltoniano H y donde Q es el complemento tal 

que P + Q = H, la proyección de estos subespacio son respectivamente 
i P

P i i
∈

≡∑  y 

1
k P

Q k k P
∉

≡ = −∑ . Al proyectar la ecuación de Schrödinger en los subespacios P y Q 

obtenemos 
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P PPP PQ

QP QQ Q Q

H H
E

H H
ψ ψ

ψ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (III.3)

en donde las proyecciones se definen como PQH PHQ= , P Pψ ψ≡ , y similarmente 

para los restantes. En particular para el sistema de dos espines electrónicos acoplados el 

subespacio P es de dimensión finita, por lo tanto PPH  también será finito. Es posible 

eliminar Qψ  de la ecuación (81) y obtener P
eff Q QH Eψ ψ=  mediante 

( )

1

QQ

P
eff PP PQ QP

QQ

E

H H H H
E H
≡

= +
−

∑
����	���


, 
(III.4)

donde P
effH  describe el Hamiltoniano efectivo en el espacio P.  Por lo tanto P

effH  es la 

suma de los elementos de matriz no perturbados y de la contribución de la energía propia 

QQΣ . Nótese que la ecuación (III.4) es exacta y por lo tanto debe ser no lineal en E para 

poder representar todo el eigenespectro del sistema. La no linealidad se manifiesta con la 

dependencia de QQΣ  con E.  

 Si el Hamiltoniano total H no acoplara a los espacios P y a Q, entonces 0PQH = , y el 

segundo término de (III.3), QQΣ , desaparecerá. Al eliminar Qψ  de (III.3) también 

elimina los coeficientes de Qψ  de tal manera que el procedimiento elimina 

sistemáticamente variables a gran escala.  

 Cada término de los elementos del hamiltoniano efectivo puede ser representado por 

un “trayectoria de intercambio.” Por ejemplo. 
1

, ,0 ,

0, ,

t tuH H

↑ ↓ → ↑↓ → ↓ ↑

→ ↑↓ → ↓ ↑

 (III.5)

 Cada uno de las dos trayectorias en (III.5) contribuyen con 2 /t U− . Sin embargo, 

existen caminos que son bloqueados por el principio de exclusión de Pauli [Sakurai, 

2001; Schwabl,  1995], tal como 
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, 0

tH

↑ ↑ →
 (III.6)

 Por lo tanto, los estados triplete no ganan energía a segundo orden debido a doble 

ocupación virtual. Los operadores que conectan a los estados iniciales y finales pueden 

ser escritos como productos de los operadores 1 2S S− +  de espín S = ½. Al incluir las 

trayectorias que describen a los elementos de matriz 2 1S S− +  y 1 2
z zS S , se encuentra un 

Hamiltoniano efectivo que escrito en el subespacio (III.2) es del tipo (III.4): 
2

1 2
4,eff
tH JS S J

U
= ⋅ =
G G

. (III.7)

 El proceso de doble ocupación virtual recibe el nombre de “super intercambio” 

[Anderson, 1959].  Un análisis detallado para espines electrónicos utilizando el proceso 

de intercambio se presenta en el apéndice A. 

 

 III.2. Interacción del espín con el medio ambiente 
 

 La pricipal fuemte de decoherencia en sistemas de espines electrónicos acoplados en 

puntos cuánticos semiconductores laterales, se debe principalmente al acoplamiento espín 

– órbita,  al acoplamiento con los espines nucleares del material vecino. 

 El efecto sobre el eigensistema, dinamica y decoherencia en el sistema del 

acoplamiento espín – órbita y de la interacción hiperfina puede ser observada de varias 

maneras. Primero, los eigenestados de espín son redefinidos. Un buen ejemplo es el 

hecho que el factor g  para electrones en bulto semiconductor puede variar de 2 debido al 

espín – órbita. En el bulto de GaAs , g = -0.44. Segundo, fluctuaciones en el medio 

ambiente pueden llevar a fases aleatorias para el espín electrónico, el cual por convención 

se caracteriza en la escala de tiempo T2. Finalmente, los espines electrónicos pueden ser 

invertidos por fluctuaciones en el medio ambiente, intercambiando energía con los grados 

de libertad en el medio ambiente. Este proceso es caracterizado por una escala de tiempo 

T1. 
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III.2.1   Interacción espín – órbita 
 

 Estamos interesado en estudiar el efecto de la interacción espín – orbita en sistemas 

de electrones acoplados y por lo que es de interés la descripción de dicho término en el 

Hamiltoniano, sin embargo no necesario una descripción detallada de la deducción de 

este término, así que presentaremos las ideas básicas y dejamos los detalles para las 

referencias presentadas. 

 El  término espín – órbita tiene su origen en la ecuación de Dirac [Dirac, 1982], la 

cual incluye el espín electrónico y su comportamiento relativista y el término espín – 

órbita aparece de forma inmediata. Una deducción más detallada de este proceso se puede 

encontrar en las siguientes referencias [Dirac, 1982; Hanson et al., 2007; Schwabl,  

2005].  

 El Hamiltoniano que describe esta interacción esta dada por, 

( )2 22so i im c
H s V r p⎡ ⎤= ⋅ ∇ ×⎣ ⎦

=
GG G G , en donde ( )iV r∇

G
 es el gradiente del potencial de 

confinamiento del electrón, el cual define el tipo de acoplamiento espín – órbita presente 

en el sistema [Hanson et al., 2007], sG  y ipG  son el espín y el momento del electrón 

respectivamente. La ecuación muestra que en presencia de un campo magnético dado por 

( )iV r∇
G

, un espín electrónico se acopla el movimiento orbital generando un cambio de 

espín al cambiar la órbita.  

 La relación soH  se encuentra al considerar en la ecuación de Dirac, que las energías 

cinéticas y potenciales del sistema son mucho menores que la energía relativista mc2 

[Dirac, 1982; Schwabl,  2005], la expansión resultante presenta un término que 

representa un electrón moviéndose en un campo eléctrico E
G

, que experimenta un campo 

magnético interno, proporcional a E p×
G G  [Dirac, 1982], donde pG  es el momento del 

electrón.   

 La interacción espín – órbita es un fenómeno bien conocido que se manifiesta al 

destruir la degeneración de las energías de un electrón en átomos, moléculas y sólidos. En 

física de estado sólido la ecuación de Schrödinger no relativista es utilizada 

frecuentemente como una primera aproximación. La interacción espín – órbita puede ser 

incluidas al considerar correcciones relativistas a la ecuación de Schrödinger. 
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 El Hamiltoniano para un par de electrones puede escribirse como, 

0 so CH H H H= + + , en donde 2
0

1 ( )
2 i i

i
H p V r

m
⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ G G  que incluye la energía cinética, 

21
2 ip

m
G   y el potencial de confinamiento, ( )iV rG , ( )C i j

ij
H V r r= −∑ G G  describe la energía de 

Coulomb del sistema y soH  ya fue descrito, por lo tanto,  

( ) ( )2
2 2

1 ( ) ( ) .
2 2i i i i i j

i i ij
H p V r s V r p V r r

m m c
⎡ ⎤= + + ⋅ ∇ × + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑
G=G G G G G G G  (III.8)

 Estamos interesados en estudiar el sistema de dos espines electrónicos acoplados en el 

esquema de súper intercambio [Moriya, 1960; Dzialoshinski, 1958. Shekhtman, et al., 

1992], para este propósito escribimos el Hamiltoniano (III.8) en segunda cuantización. 

tenemos, 
† † †

0 1 2 2 1
, , '

ˆ
ij is js s s s s

i j s s s

H t d d t d d d d= ≈ − +∑∑ ∑  (III.9) 

en donde †
isd  y isd son operadores de creación y aniquilación de espín, en los orbítales 

ortogonales 1,2i = , con espín s. La amplitud de tuneleo tiene la forma 

*
0( ) ( )ij i jt r H r drφ φ= ∫

G G G , donde ( )k rφ G  son las funciones de onda orbital,  para  (III.9) se 

considero a ijt t= −  constante. El Hamiltoniano (III.9) tiene como efecto generar un 

tuneleo entre los orbitales 1 y 2 con una amplitud t, sin modificar el espín s. 

Consideramos la energía de referencia a los términos diagonales y realizamos una 

renormalización en donde estos términos a cero. El término espín – órbita se expresa 

como, 
, ,† †

' ', ' , '
, , ' , , '

ˆ i j i j

so is js is jss s s s
i j s s i j s s

i j

H d C d d C dσ σ
≠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ ≈ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑∑ ∑∑
G GG G  (III.10)

en la cual ( )
2

2 24
C V p

m c
= ∇ ×
G G= G  y  ( ) ( )

, , *
, ' , ', '

, '

i j i j
s s i j s ss s

s s
C C r C r drσ σ φ φ σ⎡ ⎤⋅ = ⋅ = ⋅⎣ ⎦ ∑∫
G G GG G G G G G  que 

es la amplitud del acoplamiento espín – órbita, además se desprecia el efecto espín – 

orbita en el mismo orbital. Este término, así como (III.9), produce un cambio en el orbital 

del electrón, aquí con amplitud ,i jC
G

, que en particular la hemos considerado constante  
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,
0

i jC C=
G

 pero mientras que en 0Ĥ  no produce cambio en el estado del espín la relación 

(III.10) si produce un cambio y lo hace con la amplitud , '.s sσG  Por lo tanto se tiene, 

,†
0 ', '

, , '

ˆ i j

so is jss s
i j s s
i j

H d C dσ
≠

⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦∑∑
G G  (III.11)

Para la interacción electrón – electrón consideremos el término de Hubbard, 
†

' '
,

ˆ ˆ ˆ ˆC ij is js js is i i i
i j i

H V d d d d U n n↑ ↓= ≈∑ ∑  (III.12)

y consideramos a îi iV U=  es la amplitud de la energía de Hubbard y tiene la forma 

general * *
1 2 1 2 1 2

, '

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )
i j i jij c

s s
V r r H r r dr drφ φ φ φ=∑∫

G G G G G G , además †ˆi i in d d↑ ↑ ↑=  y †ˆi i in d d↓ ↓ ↓=  son 

los operadores de numero para el orbital i con espín ↑ o ↓ y despreciamos la interacción 

electrostática de electrones vecinos. Este Hamiltoniano de doble ocupación registra el 

número de electrones con un espín especifico y en cada orbital, en donde debido al 

principio de exclusión de Pauli no pueden existir dos espines con el  mismo espín.  

 Por lo tanto expresar al Hamiltoniano (III.8) en operadores de creación y aniquilación 

obtenemos una ecuación en segunda cuantización que tiene la forma, 

( ) ( )† † †
1 2 2 1 0 , ' '

, , '

ˆ ˆi s s s s is s s jsi i
i s i j s s

i j

H U n n t d d d d d C dσ↑ ↓

≠

= − + + ⋅∑ ∑ ∑∑
G G . 

(III.13)

Con esta ecuación describimos dos espines electrónicos acoplados y por lo tanto será 

mucho más útil expresar la ecuación (III.9) como una ecuación de súperintercambio que 

exprese solamente los grados de libertad espinoricos del sistema y el acoplamiento entre 

los electrones como una variable de intercambio tal como se presenta en el Hamiltoniano 

de Heisenberg. 

 Aplicando el formalismo de Feshbach al Hamiltoniano (III.9) se obtiene un 

Hamiltoniano efectivo para dos espines electrónicos, Si, una descripción detallada de este 

proceso se presenta en el apéndice 3, 

( )1 2 0 1 2 1 2effH J S S S S S Sβ= ⋅ + ⋅ × + ⋅Γ ⋅
G G G G G G

, (III.14)
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en donde los coeficientes, 24J t U= , 0 04tC Uβ =
G G

 y 0 04C C UΓ = ⋅
G G

  son variables de 

súper intercambio [Moriya, 1960; Dzialoshinski, 1958. Shekhtman, et al., 1992], la 

variable β0 es el vector de Moriya – Dzialoshinski y Γ  es un tensor de segundo orden. 

 

III.2.2. Interacción hiperfina 
 

 El espín de un electrón puede interactuar con el espín de su núcleo a través de 

acoplamiento hiperfino [Coish y Loss, 2004; Coish y Loss, 2005; Lampel, 1968; 

Erlingsson, et al., 2001; Khaetskii y. Grazman. 2002; Khaetskii y. Grazman. 2003; 

Klauser et al., 2007; Coish y D. Loss. 2006 Meier y Zakharchenia, 1984; Merkulov et 

al.,. 2002; Taylor et al., 2007]. Control sobre el número de electrones en cada punto se 

logra mediante compuertas electrónicas controladas por potenciales externos [Johnson et 

al., 2005; Petta et al., 2005]. En contraste el espín de un electrón en un punto cuántico 

puede interactuar con los múltiples espines nucleares del material. 

 El hamiltoniano para interacción hiperfina para Fermiones esta dado por: 

,
N

HF k k
k

H A I S=∑
GG

. (III.15)

donde kI
G

 y kS
G

son operadores de espín para el núcleo y para el electrón respectivamente 

[Abragam, 1961; Meier y Zakharchenya, 1984; Abragam y Bleaney, 1986; Slichter, 

1990]. La intensidad de acoplamiento, kA  varía ya que la función de onda del electrón es 

no homogénea, y el acoplamiento es proporcional al traslape cuadrado entre las funciones 

de onda electrónicas y nucleares. 

 

 
Figura 4: El espín de un electrón interactúa con (a) un solo espín nuclear y (b) con muchos 
espines nucleares en un punto cuántico semiconductor. 
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 Esta situación asimétrica combinada con la dinámica rápida del espín electrónico y 

con la dinámica lenta del espín nuclear da origen a una mecánica sutil y compleja de 

comportamiento cuántico de muchos cuerpos, donde los espines nucleares afectan la 

evolución dinámica del espín electrónico, y el espín electrón afecta a su vez la dinámica 

de cada espín nuclear. Ya que el espín nuclear y el espín del electrón localizado son 

descritos como objetos cuánticos, el acoplamiento hiperfino debería en principio 

modificar el entrelazamiento entre ellos [Braunstein et al., 1999]. Para el espín 

electrónico, esta interacción  con grados de libertad no controlables lleva a decoherencia 

de los estados del sistema [Kaetskii et al., 2002; Kaetskii et al., 2003; Merkulov et al., 

2002; Coish y Loss, 2004]. Esto implica que un electrón que al iniciar se encontraba en 

un estado puro evolucionara a una mezcla estadística de varios estados [Nielsen y 

Chuang, 2000]. 

 Una descripción alternativa de este efecto de los núcleos sobre el espín electrónico es 

considerar al conjunto de espines nucleares como un campo magnético efectivo NB . Este 

campo nuclear conocido como campo Overhauser [Khaetskii et al., 2002; Mervulov et 

al., 2002; Schulten y Wolynes, 1978; Erlingsson, 2005; Erlingsson y Nazarov, 2004; 

Bracker et al., 2005; Braun, 2005; Dutt, 2005; Taylor et al., 2005; Petta et al., 2005; 

Koppens, 2005], actúa sobre el espín electrónico de forma muy similar que lo haría un 

campo magnético externo: 
N

k k B N
k

A I S g B Sμ⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

G GG G
, (III.16)

donde  g es el factor-g del núcleos y Bμ  es magneton nuclear.  

 Si el campo nuclear asume un valor no conocido y aleatorio el espín electrónico 

evolucionara de manera aleatoria y terminara en una muestra estadística de estados 

[Taylor et al., 2007; Burkard et al, 1999; Khaetskii, 2002; Coish y Loss, 2004; Yao et al., 

2006; Deng y Hu, 2006; Coish y Loss, 2005]. 

 El describir de manera semiclásica los espines nucleares permite una descripción 

intuitiva de la dinámica electrón – núcleo y de las observaciones experimentales [Taylor 

et al., 2007; Petta et al., 2005; Taylor et al., 2005]. Sin embargo, para analizar las 

correlaciones entre estados de espín nucleares y los estados de espín electrónicos es 

necesaria una descripción cuántica completa. 
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 La magnitud del campo nuclear N
N k k Bk

B A I gμ=∑
G

 es máxima cuando todos los 

espines nucleares están polarizados. En GaAs, ,maxNB  este valor es de alrededor de 5 mT 

[Peget et al., 1977]. Para cualquier material, este valor es independiente del número de 

núcleos N con que el electrón se traslape, para mayor cantidad de núcleos, la contribución 

de cada espín nuclear a NB  será menor, el valor típico de de kA  es proporcional a 1/N 

[Coish y Loss, 2004]. 

 Esto es diferente para el caso de espines nucleares no polarizados, como el caso de 

espines nucleares en equilibrio termodinámico bajo condiciones experimentales [Coish y 

Loss, 2004]. Primero existe un porcentaje de núcleos orientados a lo largo de un campo 

magnético externo con  una amplitud dada por la distribución de Boltzmann. Más aún, 

existe una fluctuación estadística alrededor de la media. Esta cantidad ha sido medida 

recientemente para varios puntos cuánticos semiconductores tanto óptimamente como 

electrónicamente, estos experimentos han dado valores en el rango de unos cuantos mT, 

tal como era esperado ya que 610N ≈  en este tipo de puntos cuánticos. Valores similares 

fueron obtenidos para electrones en GaAs.  

 En general podemos escribir el Hamiltoniano de espín para un solo punto cuántico 

como [Taylor et al., 2007], 
,

,
,

i j
e ext e i j j

i j
H B S b S Iγ γ α= ⋅ + ⋅∑

G GG G
 (III.17)

donde *
e Bgγ μ= =  es la razón giromagnética para el espín electrónico S

G
; la suma es 

sobre las especies nucleares (i) y de celdas unitarias (j) y ib  es el campo magnético 

efectivo debido a las especies i dentro de la celda unitaria (referencia). El coeficiente 

( ) 2

0j jv rα ψ=
G es la probabilidad del electrón de estar en la celda unitaria j, v0 es el 

volumen de la celda unitaria, y ( )rψ  es la función de onda del electrón localizado 

[Taylor et al., 2007]. 

 Es conveniente reescribir el Hamiltoniano utilizando un operador colectivo para los 

espines nucleares, ,i j
N i ji j

B b Iα=∑ ∑
G G

. Este operador permite escribir el Hamiltoniano 
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como el espín de un electrón interactúa con un campo magnético, 0B
G

 y un campo 

magnético intrínseco, NB
G

 [Taylor et al., 2007]: 

( )0
ˆ

eff e NH B B Sγ= + ⋅
GG G

. (III.18)

 Al escribir este Hamiltoniano se ha pensado que es posible considerar al campo 

nuclear como un campo efectivo y se considera comparable al campo externo, es decir, el 

operador ˆ
NB
G

 puede ser remplazado por el vector clásico NB
G

 [Taylor et al., 2007]. Si este 

es la situación, los valores de expectación son sustituidos por promedios sobre diferentes 

condiciones iniciales de los campos. Esta aproximación es apropiada si ˆ
NB
G

 para periodos 

de tiempo cortos es una constante de movimiento para el sistema. Esta aproximación es 

conocida como la aproximación cuasi-estática (QSA, por sus siglas en inglés): se asume 

que el campo nuclear no varía en escalas de tiempo correspondientes a la evolución del 

espín electrónico [Taylor et al., 2007; Burkard et al, 1999; Khaetskii, 2002; Coish y Loss, 

2004; Yao et al., 2006; Deng y Hu, 2006; Coish y Loss, 2005]. 

 La QSA es valida si existe una separación en las escalas de tiempo entre la dinámica 

electrónica y nuclear. Mientras el espín electrónico presesa en el campo magnético 

externo y nuclear en escalas de tiempo que se encuentran en el orden de nanosegundos, 

mientras que para espines nucleares estos tiempos son substancialmente más grandes.  

 Es aparente que la evolución del núcleo puede ser despreciada para escalas de tiempo 

pequeñas Kt t� , nL ddt t� , en donde Kt  es el tiempo de la presesión nuclear para un 

espín nuclear, nLt  el periodo de Larmor y ddt  es el tiempo de relajación de la interacción 

dipolo – dipolo. Por lo que es posible considerar a NB  una constante en la evolución del 

espín electrónico. Esto es precisamente la base del la aproximación cuasi-estática (QSA, 

de sus siglas en ingles). En la QSA, el campo nuclear se asume fijo en escalas de tiempo 

relevantes a la realización de un solo experimento, tal como la manipulación de un qubit 

incluyendo el tiempo necesario la preparación el sistema y la medición proyectiva. Sin 

embargo, durante el proceso de muchas mediciones, el campo nuclear varia lo suficiente, 

debido a interacción dipolo – dipolo e intercambio de espines nucleares mediado por 
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electrones, de tal forma que los espines electrónicos están bajo presencia de un campo 

nuclear “diferente.” 

 Consideremos un experimento después de un tiempo largo de relajamiento: los 

núcleos iniciarían en una configuración aleatoria. Si cada medición ocurre en la escala de 

tiempo donde la QSA sea valida entonces, el resultado neto será equivalente a una sola 

medición hecha sobre un ensemble de sistemas, en donde el campo nuclear de cada uno 

de ellos es fijo y preparado de forma aleatoria.  El valor de cada campo nuclear será 

tomado aleatoriamente de la distribución [Taylor et al., 2007], 

( )
( )

( ) 2
3/ 22

1 exp 2
2

N

N

P B B B B
Bπ

⎡ ⎤= − ⋅⎣ ⎦
G G G

. (III.19)

 Para evaluar los valores de expectación en la QSA, es necesario primero determinar la 

evolución del sistema para un NB
G

 fijo, y determinar la dependencia de una alguna 

función ( )Nf B
G

. Después, la señal asignada debe ser promediada sobre la distribución de 

NB
G

 dada por la ecuación (III.19), 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,F F B B P B B d B d B
∞

−∞

= ∫
G G G G G G

. (III.20)

 Para campos magnéticos pequeños la QSA es valida hasta tiempos Kt , para campos 

magnéticos grandes, la escala de tiempo donde de la QSA es valida es extensa.  En 

particular, es posible eliminar la evolución debido a aquellos términos que no conmuten 

con la interacción de Zeeman, con lo que se obtiene un Hamiltoniano efectivo, 

( )0 ,
ˆ

eff e z nuc zH B B Sγ= + . (III.21)

 El eje z se considera paralelo al campo magnético externo, 0B . 

Ahora al considerar la interacción hiperfina al hamiltoniano efectivo (III.14) obtenemos, 

( ) ( ) ( )1 2 0 1 2 1 2 0 1, 1 0 2, 2
ˆ ˆ

e nuc nucH J S S S S S S B B S B B Sβ γ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ × + ⋅Γ ⋅ + + ⋅ + + ⋅⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

G G G G G G G G GG G G G
 (III.22)

donde l y r se refieren al punto izquierdo y derecho y los campos nucleares se determinan 

por la función de onda envolvente para un solo punto cuántico [Figura 5]. 
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Figura 5: Un doble punto cuántico. (a) Esquema de la función de onda de dos electrones en el 
régimen desacoplado, los cuales interactúan con una red de espines. (b) Espines electrónicos 
interactuando con sus respectivos campos nucleares en la aproximación cuasi estática. 
 

 Podemos escribir el Hamiltoniano (III.22) reacomodando términos para escribir de 

forma explicita el campo promedio ( )0 1, 2, 2nuc nucB B B B= + +
G G G G

 y la diferencia de campos 

( )1, 2, 2nuc nucdB B B= −
G G G

, 

( ) ( ) ( )1 2 0 1 2 1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ

eH J S S S S S S B S S dB S Sβ γ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ × + ⋅Γ ⋅ + ⋅ + + ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G G G G G G G G G G GG G
. (III.23)

En particular si separamos al Hamiltoniano (III.23) como 0 so hfH H H H= + +  en donde 

0 1 2H JS S= ⋅
G G

 (III.24)

( )0 1 2 1 2soH J S S S Sβ⎡ ⎤= ⋅ × + ⋅Γ ⋅⎣ ⎦
G G G G G

 (III.25)

( ) ( )1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ

hf eH B S S dB S Sγ ⎡ ⎤= ⋅ + + ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

G G G GG G
=  (III.26)

 

III.3.   Modelo de Loss y Divincenzo 
 

 En las secciones previas hemos descrito el Hamiltoniano para un par de espines 

electrónicos acoplados, hemos observado que es necesario considerar correcciones 

debido al acoplamiento espín – órbita y al acoplamiento al baño de espines nucleares 

médiate la interacción hiperfina. También hemos visto que las compuertas cuánticas 

tienen como resultado el modificar los estados cuánticos y mas aún la ecuación (II.11) 

muestra que las compuertas cuánticas son operadores de evolución temporal, bajo esta 

observación Loss y Divincenzo en 1998, propusieron que al considerar al término de 

intercambio como una variable dinámica, en la ecuación (III.7) y demostraron que esta 
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suposición permitiría suficiente control sobre los estados del sistema de dos qubits para 

generar compuertas cuánticas, y por lo tanto podemos escribir al Hamiltoniano 

estacionario (III.7) como un hamiltoniano dinámico, 

1 2( ) ( )H t J t S S= ⋅
G G

, (III.27)

en donde ( )J t  puede ser controlado experimentalmente por parámetros externos como 

campos y voltajes de control [Bonesteel et al., 2001; Burkard y Loss, 2002; 

Dzialoshinski, 1958; Hanson et al., 2007; Kavokin, 2001; Moriya, 1960]. En general la 

deducción de este Hamiltoniano es completamente análoga a la del Hamiltoniano (III.7), 

que se presenta en el apéndice C.  

 En la figura 6 presentamos un esquema de los dos espines electronicos localizados en 

puntos cuánticos laterales, donde control sobre el sistema se obtiene por medio de las 

compuertas externas. 

 

 
Figura 6: Esquema de un par de espines electronicos localizados por medio de compuertas 
externas en dos puntos cuánticos laterales. 
 

 Loss y Divincenzo [Loss y Divincenzo], además proponen un circuito para generar la 

compuerta CNOT, 
( ) ( )

( )
( )

( )

1 2 1

1/ 2 1/ 2
2 2 2z z zi S i S i S

CNOT swap swap
U e e U e Uπ π π−= , (III.28)

en donde 1
zS  y 2

zS  son rotación de espín en la componente Z y ( )1/ 2swap  es la compuerta 

de dos qubits dada por la ecuación (II.23) con α = ½  

 De la misma manera similar podemos deducir Hamiltonianos que incluyan el 

acoplamiento espín – órbita tal como el Hamiltoniano (III.14) y la interacción hiperfina 

tal como (II.24). En general, 

( ) ( ) ( )1 2 0 1 2 1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) eH J t S S S S S S B S S dB S Sβ γ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ × + ⋅Γ ⋅ + ⋅ + + ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G G G G G G G G G G GG G
. (III.29)
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 En las siguientes secciones estudiaremos estos tres Hamiltonianos y sus 

contribuciones al proceso de construcción de la compuerta cuántica ( )swap α  y al 

entrelazamiento térmico. 

 

III.3.1 La compuerta (swap)α 

 

 En general el Hamiltoniano (III.7) se le conoce como Hamiltoniano de Heisenberg, 

que describe el sistema de dos espines electrónicos acoplados. Al expresar dicho 

Hamiltoniano en la base computacional, 

1 , , 2 , , 3 , , 4 ,= ↑ ↑ = ↑ ↓ = ↓ ↑ = ↓ ↓  (III.30)

obtenemos el siguiente sistema matricial, 

1 2

1 0 0 0
0 1 2 0
0 2 1 04
0 0 0 1

JH JS S

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟= ⋅ =
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G
, (III.31)

En donde consideramos el caso a J > 0 para considerar el caso antiferromagnetico, ya que 

experimentalmente se han utilizado esta situación [Petta et al., 2005]  

La solución del eigensistema tiene como resultado los siguientes vectores y energías 

( )1
1 2 2

1
3 42

, , , , ,

, , , ,

v v

v v

= ↑ ↑ = ↑ ↓ + ↓ ↑

= ↑ ↓ − ↓ ↑ = ↓ ↓
 (III.32)

31
1,2,4 34 4,T SE E J E E J= = = = − , (III.33)

en donde los vectores iv  i=1, 2 y 4, forman el triplete con energía TE  y son los estados 

excitados del sistema, el singulete 3v  con energía SE  es el estado base del sistema.  

Es verificable que concurrencia de  los elementos de la eigenbase (III.32) se puede 

calcular utilizando (II.59), 

. 1 2 3 4( ) 0, ( ) 1, ( ) 1, ( ) 0C V C V C V C V= = = =  (III.34)

 La magnetización para el espín 1 es calculada con (II.75) y  (II.78), 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 1
1 2 3 42 2( ) , ( ) 0, ( ) 0, ( )z z z zV V V Vσ σ σ σ= = = = . (III.35)

 Si consideramos el efecto de la compuerta ( )swap α  (II.21), en los elementos 2  y 

3  de la base computacional (II.56), ya que son los elementos del subespacio 0zS = , en 

el subespacio del Hamiltoniano del sistema, que es el subespacio que rige la evolución 

del sistema y por lo tanto será este subespacio el que controla a la compuerta (II.11). 

 Al aplicar la compuerta II.(21) a los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑  se obtiene 

( ) ( )1
22 1 , 1 ,i ie eα πα πα⎡ ⎤= + ↑ ↓ + − ↓ ↑⎣ ⎦ , (III.36)

( ) ( )1
23 1 , 1 ,i ie eα πα πα⎡ ⎤= − ↑ ↓ + + ↓ ↑⎣ ⎦ , (III.37)

los cuales tienen, respectivamente, los siguientes valores de concurrencia 

( ) ( ), senC
α

απ↑ ↓ = , (III.38)

( ) ( ), cosC
α

απ↓ ↑ = . (III.39)

La magnetización para el espín 1 para los estados (III.39) es 

( )1
1 2 cosz
ασ απ= . (III.40)

Sin embargo, si observamos el proceso dinámico (II.11) es necesario compararlo con la 

compuerta (II.21), esta comparación es precisamente la fidelidad definida en (II.69). Si 

consideramos que la condición inicial es ( 0) ,tΨ = = ↑ ↓  tenemos que la evolución 

dada por (II.21) sobre este estado será precisamente la ecuación (III.36), que rescribimos 

como 

( ) ( )1
2 1 , 1 ,i i

I e eπα παψ ⎡ ⎤= + ↑ ↓ + − ↓ ↑⎣ ⎦  (III.41)

que es la función de onda ideal del proceso, por lo que podemos encontrar  

( ) ( )
( ) ( )

1
2

1 cos , , sen , ,

sen , , 1 cos , ,
I I I

i

i

απ απ
ρ ψ ψ

απ απ

⎧ ⎫⎡ ⎤+ ↑ ↓ ↑ ↓ + ↑ ↓ ↓ ↑⎣ ⎦⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
⎡ ⎤− ↓ ↑ ↑ ↓ + − ↓ ↑ ↓ ↑⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

. (III.42)

Además de (III.41) y (III.42) es fácilmente verificable que para esta condición inicial, 

( 0) ,tΨ = = ↑ ↓ ,  los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑  tendrán una probabilidad de ocupación 

igual a, 
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( )2 1
22 cosPα απ=  (III.43)

( )2 1
23 sinPα απ= . (III.44)

 Si la condición inicial fuera ( 0) ,tΨ = = ↓ ↑ , en lugar de ( 0) ,tΨ = = ↑ ↓  los 

resultados (III.40) – (III.44) son intercambiables. 

 Si consideramos correcciones espín – orbita al Hamiltoniano de intercambio 

obtenemos el Hamiltoniano efectivo  (III.15) (apéndice C). 

 Se ha demostrado que la magnitud de 0β
G

 es de 0.01 J  para estructuras 

bidimensionales en GaAsy de 0.1 de ( )J t  en bulto de GaAs. El término Γ
I

 es de orden 

superior en el acoplamiento espín – orbita y por lo tanto no lo consideramos. En 

particular al trabajar en el subespacio 0ZS =  nos restringimos a la componente z y 

consideramos al vector anisotrópico constante 0 0k̂β β=
G

 a lo largo de z. Por lo que el 

hamiltoniano bajo estudio esta dado por, 

( )1 2 0 1 2 z
H J S S S Sβ⎡ ⎤= ⋅ + ×⎣ ⎦

G G G G
. (III.45)

En la base computacional podemos expresar este hamiltoniano como 

( ) ( )
( )

0
1 2 0 1 2

0

1 0 0 0
0 1 2 1 0
0 2 1 1 04
0 0 0 1

z

iJH J S S S S
i

β
β

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ × =⎣ ⎦ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G G G
,  (III.46)

Para el cual los eigenestados y las eigenenergías del sistema son 

( )
( )

2
0

0

2
0

0

11
1 2 12

11
3 412

, , , , ,

, , , ,

i

i

V V

V V

β
β

β
β

+
−

+
−

= ↑ ↑ = ↑ ↓ + ↓ ↑

= − ↑ ↓ + ↓ ↑ = ↓ ↓
 (III.47)

( ) ( )2 21 1 1
1,4 3 0 2 04 4 4, 1 2 1 , 1 2 1E J E J E Jβ β= = − + + = − − + , (III.48)

de las cuales podemos observar que a causa del término DM la degeneración del triplete 

se rompe. Se identifica al estado base como 2V  con energía 3E . 
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Capítulo IV 

 

Efecto del término DM en la compuerta (swap)α 

 

 Como se he descrito en capítulos anteriores, los puntos cuánticos son excelentes 

candidato para la construcción de circuitos cuánticos. En particular estamos interesados 

en estructuras definidas por compuertas electrónicas en el mar bidimensional creado en 

interfases de heteroestructuras de GaAs/GaAsAl. Es posible en estas estructuras controlar 

el tamaño de dichas estructuras en el orden de decenas de nanometros, y controlar la 

cantidad de electrones confinados hasta uno. Además, técnicas de medición, como la 

presentada en la referencia [Hanson et al., 2005], permiten detectar el espín de un solo 

electrón. 

 Si consideramos correcciones espín – orbita al Hamiltoniano de intercambio se 

obtiene, con el formalismo de Feshbach, el Hamiltoniano efectivo de súperintercambio 

(III.15), cuya deducción se presenta en el apéndice B. 

 Se ha demostrado que la magnitud de 0β
G

 es de 0.01 J  para estructuras 

bidimensionales en GaAs de 0 0.1Jβ =
G

 en bulto de GaAs [Kavokin, 2001]. El término Γ
I

 

es de orden superior en el acoplamiento espín – orbita y por lo tanto no lo consideramos. 

En particular al trabajar en el subespacio 0ZS =  nos restringimos a la componente z y 

consideramos al vector anisotrópico constante 0 0k̂β β=
G

 a lo largo de z, 

( )1 2 0 1 2 z
H J S S S Sβ⎡ ⎤= ⋅ + ×⎣ ⎦

G G G G
 . (IV.1)

En la base computacional podemos expresar este hamiltoniano como 

( ) ( )
( )

0
1 2 0 1 2

0

1 0 0 0
0 1 2 1 0
0 2 1 1 04
0 0 0 1

z

iJH J S S S S
i

β
β

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ × =⎣ ⎦ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G G G
,  (IV.2)
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 Los eigenestados iV  y las eigenenergías Ei del sistema son, 

. 
( )

( )

2
0

0

2
0

0

11
1 2 12

11
3 412

, , , , ,

, , , , ,

i

i

V V

V V

β
β

β
β

+
−

+
−

= ↑ ↑ = ↑ ↓ + ↓ ↑

= − ↑ ↓ + ↓ ↑ = ↓ ↓
 (IV.3)

( ) ( )2 21 1 1
1,4 3 0 2 04 4 4, 1 2 1 , 1 2 1E J E J E Jβ β= = − + + = − − + , (IV.4)

de las cuales podemos observar que a causa del término DM la degeneración del triplete 

se rompe. Se identifica al estado base como 3V  con energía 3E . Es fácil demostrar, con 

ayuda de las relaciones (II.75) y (II.78) que la magnetización  del espín 1 es igual a 0 para 

los estados 2V  y 3V  y será de ½ para 1V  y –½ para 4V . 

 Al considerar la propuesta de Loss y DiVincenzo para espines electrónicos acoplados 

es posible la construcción de compuertas cuánticas de 2 qubits. Considerar a la variable 

de intercambio como una variable dinámica tiene como resultado obtener control sobre 

los estados del sistema y logran producir compuertas. 

 En este capítulo presentamos, al considerar al término de intercambio como una 

variable dinámica, resultados analíticos y numéricos del efecto del término DM en la 

compuerta ( )swap α . Para este propósito se presentan cálculos para  las propiedades: 

probabilidad de estado, magnetización, entrelazamiento y fidelidad de la operación. 

 Específicamente trabajaremos en el subespacio 0ZS = , en donde el espín total del 

sistema es igual a cero, esto base a los experimentos de Johnson y Petta [Petta et al., 

2005: Jonson et al., 2005] 

 

IV.1 RESULTADOS  

 

 A continuación presentaremos la solución de la ecuación de Schrödinger dependiente 

del tiempo para el Hamiltoniano de intercambio dependiente del tiempo, J(t),  en donde 

se incluye el término DM. En particular consideremos, como se ha mencionado. al vector 
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anisotrópico en la componente z, 0
ˆ( )t kβ β=

G
, que asegura que el la interacción de espín – 

órbita se localiza en el subespacio 0zS = .  

IV.1.1 El Hamiltoniano dinámico de intercambio con correcciones DM 

 

 Bajo la propuesta de Loss y DiVincenzo la variable de intercambio se convierte en 

una variable dinámica la cual convierte al Hamiltoniano de intercambio (III.7) en uno 

dinámico (III.27). La base de la propuesta es utilizar a la variable de intercambio para 

controlar los estados del sistema y de esta forma generar compuertas lógicas, tal como la 

presentada en (III.28). 

 Sin embargo antes de poder definir un esquema como el presentado en (III.29) es 

necesario analizar el proceso de evolución dado por  

 ( ) ( )
( )

0
1 2 0 1 2

0

1 0 0 0
0 1 2 1 0( )( )
0 2 1 1 04
0 0 0 1

z

iJ tH J t S S S S
i

β
β

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ × =⎣ ⎦ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G G G
 (IV.5)

Podemos describir la evolución temporal del sistema mediante la función de onda, la cual 

representada en la base computacional es de la forma: 

0 0 0 0( ) ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,t a t b t c t d tΨ = ↑ ↑ + ↑ ↓ + ↓ ↑ + ↓ ↓  (IV.6)

donde las amplitudes evoluciona de acuerdo a la ecuación dependiente del tiempo de 

Schrödinger  (TDSE, de sus siglas en ingles) , 

 ( ) ( )( )ti t H t t∂
∂ Ψ = Ψ= . (IV.7)

 Por simplicidad, utilizaremos la condición inicial, ( 0) ,tΨ = = ↑ ↓ , lo cual implica 

que 0 0( ) ( ) 0a t d t= = . Por simple inspección del Hamiltoniano (IV.4) la dinámica del 

sistema esta restringida al subespacio 0ZS = , que esta compuesta por los estados ,↑ ↓  y 

,↓ ↑ . Que conducen a las siguientes amplitudes,  

( )
[ ]

2
0

0
0

1
( ) ( ) ( ) ,

2 1
b t b t c t

i
β
β

+
= −

−
 (IV.8)
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[ ]0
1( ) ( ) ( ) ,
2

c t b t c t= +  (IV.9)

donde 

( )2
04 1 2 1 ( )

0
2
0

1( ) ,
2 2

i x tib t e
ββ

β

⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦−
=

+
 (IV.10)

( ) ( )2
04 1 2 1 ( )0

2
0

1
( ) ,

2 2

i x ti
c t e

ββ

β

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
− −

=
+

 (IV.11)

donde los valores de 2
0 ( )b t  y de 2

0 ( )c t  son respectivamente las probabilidades de la 

ocupación de los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑  y ( )x t  es el parametro de control en estas 

amplitudes y se asigna al área total de la variable de intercambio con la relación, 
max

max( ) ( )
t

x t J dτ τ
−∞

= ∫   (IV.12)

 Al considerar a la variable de intercambio como una variable dinámico, J(t), como la 

de un pulso se obtiene suficiente control sobre los estados para producir compuertas de 

dos qubits. En particular para la ecuación (IV.4) con 0 0β = y con la ecuación (III.11) 

tenemos, 

max 1 2( ) exp ( )iU t T x t S S⎡ ⎤= − ⋅⎣ ⎦=

G G
.  (IV.13)

 Específicamente la compuerta ( )1/ 2swap  utilizada en el circuito para producir CNOT, 

presentado en la relación (III.28), es el resultado de imponer la condición, max( ) / 2x t π=  

en el área del pulso en la ecuación (IV.13). Sin embargo, si max( )x t π= , se obtiene la 

compuerta swap. De forma más general se puede obtener la compuerta ( )1/ 2swap , 

ecuación (II.23), al imponer la condición max( )x t απ= . Esto se estudia en las ecuaciones 

(II.22) y (II.23) podemos definir el efecto de la compuerta ( )swap α  sobre elementos 

,↑ ↓  y ,↓ ↑  de la base computacional (108) (excluyendo los estados de doble 

ocupación) como, 

 
( ) ( ) ( )1

2, , 1 , 1 ,i i
swap

U e eα
α πα πα
↑ ↓

⎡ ⎤Ψ = ↑ ↓ = + ↑ ↓ + − ↓ ↑⎣ ⎦  (IV.14)

y 
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( ) ( ) ( )1
2, , 1 , 1 ,i i

swap
U e eα

α πα πα
↓ ↑

⎡ ⎤Ψ = ↑ ↓ = − ↑ ↓ + + ↓ ↑⎣ ⎦ . (IV.5)

 Al considerar al término DM ( 0 0β ≠ ) en la operación de compuerta, de la ecuaciones 

(IV.12) y (IV.13) que un término adicional debe ser agregado, por lo que, al conservar la 

misma condición del pulso J(t) aparecerá un error en la operación de compuerta.   

 Se ha reportado [Kaplan y Piermatocchi, 2004] que para un sistema isotrópico de dos 

espines acoplados, la magnetización, en el subespacio 0zS = , de uno de los dos espines 

es condición suficiente para evaluar la operación de la compuerta ( )1/ 2swap . Por lo tanto 

realizamos cálculos de la magnetización del espín 1, 1S
G

, que son análogos para el espín 2, 

2S
G

, se determina con la ecuación (II.75). Para tiempos largos se requiere que la 

magnetización resultante tenga el valor de la magnetización del estado-α, dada por la 

ecuación (III.40). 

 Por otro lado el entrelazamiento del sistema es una propiedad necesaria, ya que de las 

ecuaciones (III.40) se observa que la compuerta ( )swap α  genera combinaciones lineales 

de los estados de la base computacional, en el subespacio 0zS = ,  y por consecuencia 

debe generar entrelazamiento entre ellos, por lo que consideramos que el entrelazamiento 

(medido por la concurrencia) puede ser utilizada como una herramienta de evaluación 

para la operación de compuerta. Para el estado-α., dado en las ecuaciones (III.38) y 

(III.39) 

 Específicamente, la compuerta ( )1/ 2swap , 

( )1/ 2

1 0 0 0
0 1 1 01
0 1 1 02
0 0 0 1

swap

i i
U

i i

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, (IV.16)

produce estados en la superposición, 

( ) ( ) ( )1/ 2
1/ 2 1

2, SWAP
, 1 , 1 ,U i i

↑ ↓
⎡ ⎤Ψ = ↑ ↓ = + ↑ ↓ + − ↓ ↑⎣ ⎦ , (IV.17)

los cuales tienen concurrencia máxima de C=1, 



 

 

63

( ) ( ) ( ) ( )1/ 2 1/ 2 1/ 2 1
2, , ,, 1 , 1 ,y yC i iψ σ σ

↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓
⎡ ⎤= Ψ Ψ Ψ = ⊗ − ↑ ↓ + + ↓ ↑⎣ ⎦

� � . (IV.18)

Mientras que la compuerta swap, α=1, 

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

swapU

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, (IV.19)

produce un estado de la forma, 

1
SWAP, , ,U

↑ ↓
Ψ = ↑ ↓ = ↓ ↑ , (IV.20)

que es un estado separable con concurrencia nula, C=0, 

( ) ( )1 1 1
, , ,, ,y yC ψ σ σ

↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓
= Ψ Ψ Ψ = ⊗ ↓ ↑� � . (IV.21)

 Es posible determinar tanto la magnetización como la concurrencia como función del 

tiempo para diferentes condiciones anisotrópicas (DM) en la compuerta ( )swap α . Las 

expresiones generales, para la magnetización y la concurrencia, se obtienen en función de 

las amplitudes dinámicas 0 ( )b t  (para el estado ,↑ ↓ ) y 0 ( )c t  (para el estado ,↓ ↑ ). 

Utilizando la función de onda (IV.6) en (I.75) en donde se ha considerado el hecho que 

0 0( ) ( ) 0a t d t= = . La magnetización esta dada por, 

( ) ( ) ( )* *1
0 0 0 02

1 0 0 0
0 1 0 0

( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,
0 0 1 0
0 0 0 1

z t b t c t b t c tσ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ↑ ↓ + ↓ ↑ ↑ ↓ + ↓ ↑
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

 (IV.22)

de donde encontramos la siguiente expresión general para la magnetización, 
2 21

0 02( ) ( ) ( )z t b t c tσ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ . (IV.23)

 Con las ecuaciones (IV.5) y (II.59) se obtiene una expresión para la concurrencia 

( ) ( ) ( )* * * *
0 0 0 0

0 0 0 1
0 0 1 0

( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,
0 1 0 0
1 0 0 0

C b t c t b t c tψ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ↑ ↓ + ↓ ↑ ↑ ↓ + ↓ ↑
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

 (IV.24)

que tiene como resultado, 
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2 2
0 0( ) 4 ( ) ( )C t b t c t= . (IV.25)

 De las cuales podemos encontrar una relación interesante. Consideremos el cuadrado 

de (143) 

( )

( )

2 4 2 2 41
0 0 0 04

22 2 2 21
0 0 0 04

2 21
0 04

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 4 ( ) ( )

1 4 ( ) ( )

z t b t b t c t c t

b t c t b t c t

b t c t

σ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦
⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= −⎣ ⎦

, (IV.26)

comparando este resultado con la ecuación (4.24) podemos observar que,    

2( ) 1 4 ( ) .zC t tσ= −  (IV.27)

 La ecuación (IV.27) presenta una relación entre una observable, la magnetización en 

sitio, y una propiedad cuántica abstracta que caracteriza el grado de entrelazamiento, la 

concurrencia. Esta ecuación es válida solo en el subespacio 0ZS = .  

 Ambas propiedades tienen información de las probabilidades de los estados. Sin 

embargo hasta ahora no se ha presentado ninguna propiedad que exprese la información 

dada por las coherencias agregadas al introducir el término DM a la operación de 

compuerta.  

 Es necesario determinar una propiedad que incluya tanto las probabilidades de 

estados como las coherencias de la operación de compuerta. Por lo que es indispenble 

incluir en nuestros cálculos de la fidelidad de la operación de compuerta, tal como es 

presentada en la ecuación (II.69). 

 La matriz de densidad ( )p tρ  esta dada por la ecuación (II.29) y se obtiene, 

( ) ( ) ( )p t t tρ = Ψ Ψ ,  (IV.28)

2 2
0 0

* *
0 0

( ) ( ) , , ( ) , ,

( ) ( ) , , ( ) ( ) , , ,

p

o o

t b t c t

b t c t c t b t

ρ = ↑ ↓ ↑ ↓ + ↓ ↑ ↓ ↑

+ ↑ ↓ ↓ ↑ + ↓ ↑ ↓ ↑
 (IV.29)

donde la forma exacta de las amplitudes es dada por la solución de la ecuación de 

Schrödinger dependiente del tiempo dados por las ecuación (IV.7) – (IV.10).  
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 Para la compuerta ( )swap α , la matriz de densidad ideal, , ,( )I It α α αρ ρ
↑ ↓ ↑ ↓

= = Ψ Ψ  

esta dada por la ecuación (III.42) escrita aquí nuevamente, 

( ) ( )
( ) ( )

1
2

1 cos , , sin , ,

sin , , 1 cos , ,
I

i

i
α

πα πα
ρ

πα πα

⎧ ⎫+ ↑ ↓ ↑ ↓ + ↑ ↓ ↓ ↑⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎡ ⎤− ↓ ↑ ↑ ↓ + − ↓ ↑ ↓ ↑⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 , (IV.30)

en donde se observa que los elementos diagonales tienen el término ( )cos πα  y las 

coherencias tienen el término ( )sen πα  que adquieren su valor máximo cuando 1
2α =  y 

serán cero para 1α = . 

 La dependencia temporal en nuestro modelo se expresa en términos de la función x(t), 

ecuación (IV.13), el área al tiempo t de la variable de intercambio J(t). Utilizando las 

ecuaciones (IV.23) y (IV.25) y con las amplitudes (IV.8) – (IV.11) se calcula la 

magnetización y la concurrencia dependiente de tiempo. Al sustituir  (IV.10) y (IV.11) en 

(IV.8) y (IV.9), 

 
( )
4 21

0 02( ) cos 1 ( ) ,
x tib t e x tβ⎡ ⎤= +

⎣ ⎦
 (IV.31)

( )
4 20 1

0 022
0

1( ) sen 1 ( ) ,
1

x tiic t e i x tβ β
β

− ⎡ ⎤= − +
⎣ ⎦+

 (IV.32)

La magnetización se obtiene al sustituir (IV.31) y (IV.32) en (IV.22), 

 ( ) ( )2 2
2 21 1 1
0 02 2 2( ) cos 1 ( ) sen 1 ( ) ,z t x t x tσ β β⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (IV.33)

después de simplificar tenemos, 

21
02( ) cos 1 ( ) .z t x tσ β⎡ ⎤= +

⎣ ⎦
  (IV.34)

 En donde, el valor asintótico que esta función debe alcanzar en un tiempo máximo de 

la interacción, maxt , para producir la operación de compuerta ( )swap α  deseada estará 

dado por la ecuación (IV.34) y el valor de la magnetización del estado-α. Esto es z
ασ , 

1
max 2( ) cos( )z t tσ πα= =   (IV.35)

de la cual es posible extraer una condición para el área del acoplamiento de intercambio, 

x(t). Las ecuaciones (IV.34) y (IV.35) deben ser iguales para producir la operación de 

compuerta deseada, por lo que la función x(t) debe satisfacer , 
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max 2
0

( )
1

x t t απ
β

= =
+

, (IV.36)

para el tiempo  maxt .  

 Con respecto a la condición general de la compuerta ( )swap α , ( )maxx t απ= , la 

corrección anisotrópica, reduce en un factor de 
2
0

1
1 β+

 al área total del pulso, x(t), debido 

al término DM.  

 De manera similar se obtiene una relación para la evolución temporal de la 

concurrencia, sustituyendo las ecuaciones (IV.34) y (IV.5) en (IV.25), 

2
0( ) sen 1 ( ) .C t x tβ⎡ ⎤= +

⎣ ⎦
 (IV.37)

 Al considerar en esta expresión la condición del área del pulso (IV.36), se recupera el 

valor asintótico de la concurrencia del estado-α, 

( ) ( ) ( )( )max SWAP
,C t t Sen C U ααπ= = = ↑ ↓ , (IV.38)

que es la concurrencia del estado-α dada por la ecuación (IV.14). Esta propiedad es un 

indicador, que la compuerta ( )swap α es un entrelazador dinámico de estados, y que el 

grado de entrelazamiento esta controlado por el parámetro α. También es fácilmente 

verificable que las relaciones específicas para la concurrencia (IV.37) y magnetización 

(IV.34) satisfacen a la ecuación general (IV.27). 

 La magnetización y concurrencia son propiedades necesarias y requeridas para 

evaluar la operación de compuerta ya que producen las probabilidades de estado 

correctas. Sin embargo aun cuando la magnetización, y la concurrencia, presentan 

condiciones necesarias para evaluar la operación de compuerta, no son suficientes, 

debido a que dichas propiedades solo presentan información sobre las probabilidades de 

los estados (en el subespacio 0zS = ), ( ) 2
0b t y ( ) 2

0c t  y no de las coherencias del 

sistema.  

 Al incluir la fidelidad, (II.69), en la evaluación de la operación de compuerta se 

obtiene información de las fases agregadas por las coherencias en la matriz de densidad, 

I
αρ . Dicha información es necesaria para producir y obtener una operación de compuerta 
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exitosa y completa. A partir de las ecuaciones (II.69), (IV.29) y (IV.30) y de la forma 

explicita de las amplitudes (IV.34) y (IV.35), obtenemos el valor de la fidelidad al tiempo 

t, 

( ) ( )

( ) ( )2 2
0 02

0

1 11 cos cos 1 ( ) sen sen 1 ( ) .
2 1

P IF Tr t t

x t x t

αρ ρ

απ β απ β
β

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + +⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦+⎪ ⎪⎩ ⎭

 (IV.39)

El valor asintótico de la fidelidad se encuentra al considerar la corrección de pulso dado 

por la condición (IV.36),   

( ) ( )2 2

2
0

1 11 cos sen .
2 1

F απ απ
β

⎧ ⎫⎪ ⎪= + +⎨ ⎬
+⎪ ⎪⎩ ⎭

 (IV.40)

 Es claro que al considerar, 0 0β =  la fidelidad siempre tendrá el valor máximo de 

1F =  para cualquier valor de α, de tal forma que es posible producir la compuerta 

( )swap α . Sin embargo, para valores 0 0β ≠ la fidelidad solo tendrá el valor de 1F =  solo 

para aquellos casos donde 1α =  y ( )2
0

1 1
2 1

1F
β+

= +  donde 1
2α = , que siempre será menor 

a 1. Como se menciono previamente, la amplitud del término DM, 0β  varia del 1% al 

10% del término de intercambio, J, en heteroestructuras de GaAs. Por lo tanto podemos 

expandir la fidelidad para 0β  pequeños, 

( ) ( )

( )

2 2 2 4
0 0

2 2
0

1 1 31 cos sen 1
2 2 8

11 sen .
4

F απ απ β β

απ β

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + − + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

…
 (IV.41)

 Por lo tanto, la fidelidad muestra un error intrínsico que aparentemente no puede ser 

corregido en la operación de compuerta ( )swap α  con el esquema de modificación del 

pulso del término de intercambio. Los valores de la fidelidad presentado en la ecuación 

(IV.41) se observa que no son igual a 1, disminuyen de manera cuadrática con 0β y son 

modulados con el parámetro α mediante la función ( )2sen απ , que tiene la forma del 

cuadrado de la concurrencia dada en (IV.10). 
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 Es importante resaltar que los resultados presentados en esta sección son generales y 

no dependen explícitamente de la forma del modelo de parámetro de acoplamiento ( )J t . 

Los resultados escritos están dados en función del área total del pulso, x(t), por lo que los 

resultados son bastante generales y pueden ser aplicados a cualquier forma arbitraria del 

pulso o dependencia temporal de J(t). 

 

4.2 RESULTADOS NUMÉRICOS 

 

 En particular, para los cálculos numéricos realizados utilizamos la siguiente forma del 

pulso de la variable de intercambio, J(t) [Bonesteel, et al., 2001],  

( )0 0( ) sech 2 t - tJ t J λ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , (IV.42)

donde 0J , λ y 0t  son respectivamente la altura del pulso, el inverso del ancho del pulso y 

un desplazamiento del tiempo. Utilizamos unidades de energía y tiempo determinadas por 
3

0 1.52 10J −= × meV y 1== . El parámetro λ se utiliza para controlar el área del pulso, 

x(t)  y consecuentemente la dinámica del sistema para obtener la operación de compuerta 

deseada. En la figura 7 presentamos una familia de pulsos para diferentes valores de la 

variable de control λ. Se observa una relación inversa de la amplitud del pulso con el 

valor de λ. A un pulso mas estrecho lo consideramos un pulso “más rápido”. 

 

 
Figura 7: La variable intercambio J(t), como función del tiempo y de la variable λ, que es el 
inverso del ancho del pulso. 
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 Específicamente, para la forma de pulso (IV.42), encontramos los valores de λ, para 

cada valor de α dado por la condición (IV.36), 

( ) ( )max 2
max 0 0 20

0

sech 2 ' ' ,
1

t
x t J t t dt απλ

β
⎡ ⎤= − =⎣ ⎦

+
∫  (IV.43)

Que al ser una ecuación trascendental, esta debe ser resuelta numéricamente para el par 

de valores ( )0,α β .  

 Los resultados numéricos que se presentarán a se eoncontaron resolviendo la 

ecuación de Von Neumann (IV.43) para ( )p tρ  en (149), con la condición inicial,  

( 0) , ,p tρ = = ↑ ↓ ↑ ↓ . (IV.44)

 Los resultados numéricos están en total de acuerdo con los resultados analíticos 

presentados en la sección anterior. 

  
Tabla I. Parámetros de pulso utilizado en los cálculos numéricos. Para cada α se presenta un 
valor de referencia que reproduce απ=max( )x t  con un valor de λr  y β =0 0  necesarios para 

producir la compuerta cuántica ( )αswap . Después para el mismo valor de λr  y una amplitud de 
DM diferente de cero, β ≠0 0 , se evalúa el error introducido a la operación de compuerta. 
Finalmente para los mismos valores de la amplitud de DM se utiliza el esquema de corrección 

del pulso, απ β= + 2
max 0( ) 1x t  para calcular el nuevo valor de λc  que produzca los valores 

asintóticos adecuados para las amplitudes 0( )b t y 0( )c t . 

α λ 0β  

1
4  1.2731rλ =  0 

 1.2731rλ =  0.4 

 1.3712cλ =  0.4 

1
2  0.6366rλ =  0 

 0.6366rλ =  0.4 

 0.6857cλ =  0.4 

1 0.3172rλ =  0 

 0.3172rλ =  0.4 

 0.3421cλ =  0.4 
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La tabla I muestra 3 valores distintos de α que han sido utilizados para obtener resultados 

numéricos. Para cada valor de α se establece una curva de control con un valor del 

inverso de pulso rλ λ= , con la amplitud DM de 0 0β =  que corresponde a la condición 

del área del pulso, max( )x t απ= . Este valor de rλ garantiza que los estados cuánticos 

resultantes producirán la operación de compuerta ( )swap α  deseada. Así mismo, para el 

mismo valor de rλ  y un valor de DM distinto de cero, 0 0β ≠ , evaluamos el error 

introducido en la operación de compuerta. Finalmente para 0 0β ≠  y con la condición 

(IV.43) encontramos el valor de cλ  modificamos y cambiamos el área total del pulso x(t) 

con lo que se corrigen los valores finales de las probabilidades de los estados ,↑ ↓  y 

,↓ ↑ , concurrencia, magnetización en sitio y fidelidad. 

 En la tabla II, para la compuerta ( )swap α  se presentan los valores asintoticos 

calculados de dichas propiedades para valores de α = ½, ¼, y 1. La primera columna 

muestra los valores asintóticos para el pulso que satisface max( )x t απ=  y 0 0β = , que son 

caracterizados con rλ . En la segunda columna se presentan la misma condición del pulso 

pero con el término DM con 0 0.4β = . Desde el punto de vista de compuertas cuánticas, 

el término DM genera un desplazamiento en cada una de las propiedades, es decir, un 

“error” en la operación de compuerta. Este desplazamiento puede ser visto como una 

manifestación de la presencia del campo espín – orbita (término DM) para sistemas de 

espines acoplados. En la tercer columna se incluye el porcentaje del error relativo 

agregado por el término DM. Después del esquema de corrección del pulso presentado en 

las ecuaciones (IV.36) y (IV.43) se calculan nuevamente las propiedades y después el 

error. Se nota que todas la s propiedades regresan a su valor de referencia, excepto la 

fidelidad la cual sigue el patrón de comportamiento presentado por la expansión de la 

ecuación (IV.43). 
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Tabla II. Valores asintóticos para diferentes condiciones de área de pulso x(t) para tres valores 
de α y β0  para la magnetización en sitio, concurrencia C, fidelidad F, y probabilidad de 

ocupación de los estados ↑ ↓,  y ↓ ↑, , ↑ ↓,P  y ↓ ↑,P  respectivamente. Los valores del 

parámetro λ están dados en la tabla I. 

α max( )x t απ=  max( )x t απ=   % de error max 2
0

( )
1

x t απ

β
=

+
 % de error 

 0 0β =  0 0.4β =   0 0.4β =   

1
4  0.35355zσ =  0.33153zσ =  6.23 % 0.35355zσ =  0 % 

 0.70711C =  0.74857C =  5.86 % 0.70711C =  0 % 

 , 0.85355P
↑ ↓

=  , 0.83153P
↑ ↓

=  2.58 % , 0.85355P
↑ ↓

=  0 % 

 , 0.146447P
↓ ↑

=  , 0.16847P
↓ ↑

=  13.07 % , 0.146447P
↓ ↑

=  0 % 

 F  = 1 F = 0.98016 1.98 % F = 0.98212 1.79 % 
1
2  0zσ =  0.06035zσ = −  12.07 % 0zσ =  0 % 

 C = 1 C = 0.99269 7.3 % C = 1 0 % 

 , 0.5P
↑ ↓

=  , 0.43965P
↑ ↓

=  12.07 % 
, 0.5P

↑ ↓
=  0 % 

 , 0.5P
↓ ↑

=  , 0.56035P
↓ ↑

=  12.07 % 
, 0.5P

↓ ↑
=  0 % 

 F  = 1 F = 0.96084 3.92 % F = 0.96424 3.58 % 

1 0.5zσ = −  0.48543zσ = −  2.91 % 0.5zσ = −  0 % 

 C = 0 C = 0.23965 23.965 % C = 0 0 % 

 , 0P
↑ ↓

=  , 0.01457P
↑ ↓

=  1.457 % 
, 0P

↑ ↓
=  0 % 

 , 1P
↓ ↑

=  , 0.98543P
↓ ↑

=  1.457 % 
, 1P

↓ ↑
=  0 % 

 F  = 1 F = 0.98543 1.457 % F  = 1 0 % 

 

 El esquema de pulso mostrado presenta la posibilidad de determinar la presencia del 

término DM  en un sistema de espines acoplados. Para una condición particular del pulso 

conocemos el valor de expectación de la magnetización con 0 0β =  y experimentalmente 

podemos medir la magnetización asintótica, estos valores pueden ser comparados y de 

esta extraer la manifestación de la amplitud DM. Otra metodología podría ser utilizando 

la diferencia entre la magnetización entre dos condiciones arbitrarias del área del pulso 

1x  y 2x , dadas de acuerdo a (150), 
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( ) ( )(1) (2) 2 21
0 1 0 22 cos 1 cos 1z z x xσ σ β β⎡ ⎤− = + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

, (IV.45)

y de esta, podemos calcular el valor del término DM. Es posible medir la magnetización 

de estos sistemas, por ejemplo, utilizando la técnica de resolución temporal de rotación 

de Faraday (FR) [Chutia, et al., 2006; Meier et al,m 2007; Crooker et al., 1997]. 

  El esquema de pulsos quizás no sea la forma mas eficiente de determinar la 

amplitud del término DM, 0β , por lo cual proponemos una enfoque alternativo basado la 

frecuencia de oscilación inducida por la presencia del término DM. Se ha mostrado en 

experimentos recientes para sistemas no interactuantes [Meier et al., 2007], que al medir 

la frecuencia de oscilación del campo magnético inducido, es posible medir la magnitud 

del campo espín – orbita. Si consideramos a la variable de acoplamiento J, constante (un 

pulso cuadrado) en un intervalo de tiempo [ ]max0, t , este método puede ser aplicado 

también a nuestro modelo de compuertas cuánticas, y medir, con la técnica FR, las 

oscilaciones de la magnetización (IV.30), que tendrán una frecuencia 
0

2
01Jβω β= + , 

inducida por el término DM, y de análisis espectral es posible determinar el valor del 

término 0β  conociendo el valor de J 

 En la figura 8, se presentan resultados para la evolución temporal de la probabilidad 

de los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑ , para los casos α = ½, ¼, y 1 y sus correspondientes 

condiciones de pulso rλ  y cλ  tal como se presentan en la tabla I. En particular para la 

operación de compuerta con α = ½ y 1 los valores finales de probabilidad son muy 

intuitivos. El sistema, para  con α = ½, después de la operación de compuerta se 

encontrara en un superposición simétrica de estados, en donde las probabilidades de los 

estados  ,↑ ↓  y ,↓ ↑  están dados por la ecuación (IV.14) y (IV.15) respectivamente, 

específicamente el estado, 

1
1/ 2 2 (1 ) , (1 ) ,i iα=

⎡ ⎤Ψ = + ↑ ↓ + − ↓ ↑⎣ ⎦ , (IV.46)

por lo tanto las probabilidades de los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑  serán ½ cada una, 

1/ 2 1/ 2
, ,

1
2

P Pα α= =
↑ ↓ ↓ ↑

= = . (IV.47)
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Figura 8: Probabilidad de los estados ↑ ↓,  y ↓ ↑,  como función del tiempo, para α = ½, ¼, y 1. 

Para los mismos valores de α con β =0 0  los valores λr  para la curva de referencia dada en la 
tabla I e incluidos en la figura. El error a la compuerta ocurre al considerar una amplitud de DM 
distinta  a cero, β =0 0.4  y con el mismo valor de referencia, λr . Utilizamos el esquema (IV.41) 
para corregir el ancho del pulso con el valor λr , también en la tabla I y producir curvas con las 
probabilidades correctas. 
 

 La operación de compuerta cuántica resultante serÍa la compuerta “half - swap” o 

“Raíz cuadrada de la compuerta swap”. Para 1α = , la compuerta resultante será la 

compuerta swap, por ejemplo para la condición inicial ( 0) ,tΨ = = ↑ ↓  la operación 

seria , ,↑ ↓ → ↓ ↑ , las probabilidades resultantes serían, 

1 1
, ,0, 1P Pα α= =

↑ ↓ ↓ ↑
= = . (IV.48)
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 La curva de referencia muestra que la probabilidad del estado ,↑ ↓  se invierte de 1 a 

0 y ,↓ ↑  de 0 a 1. Para 1
4α =  las probabilidades finales pueden ser calculadas de (134) 

y (IV.15) y están dadas por, 

{ }1 1 1
1/ 4 2 2 2

1 (1 ) , 1 (1 ) ,i iα=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤Ψ = + + ↑ ↓ + − − ↓ ↑⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , (IV.49)

con probabilidades 

( ) ( )1/ 4 1/ 41 1 1 1
2 2 2 2, ,1 , 1P Pα α= =

↑ ↓ ↓ ↑
= + = −  (IV.50)

 Se observa que después de  “encender” el término DM, el valor final de cada 

probabilidad cambia y un error en la operación aparece (como se muestra en la tabla II). 

Utilizando el esquema de corrección presentado en la ecuación (II.63) y el valor del 

término DM 0 0.4β = , modifica el parámetro de rλ  a cλ  para cada valor de α = ½, ¼, y 

1. Esto tiene la probabilidad de corregir las propiedades de los estados-α. La tendencia 

general es utilizar pulsos mas cortos cuando se encuentra presente el término DM. Los 

resultados numéricos de la Figura 8 están de acuerdo con los resultados presentados en la 

tabla II. 

 En la figura 9 se muestran resultados numéricos, bajo las mismas condiciones de la 

figura 8, para la magnetización del sitio 1, ( )z tσ . Para la condición inicial  

( 0) ,tΨ = = ↑ ↓ , es fácil observar que la magnetización inicial es de ½. Para la curva 

de referencia rλ  y 0 0β = , después de la operación de compuerta, la magnetización 

cambia de este valor a 1
2 2

, 0 y -½ para α = ½, ¼, y 1 respectivamente. El error inducido 

por el término DM, con amplitud 0 0.4β = , cambia esta propiedad a los valores finales de 

0.3315 para α = ¼, -0.060 para α = ½, y -0.4854 para α = 1. El error en esta propiedad 

también se corrige a los valores correctos, si se cambia el valor del inverso de la amplitud 

a cλ . 
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Figura 9: La evolución temporal para magnetización en el sitio 1, ( )z tσ , para valores de α = ½, 
¼, y 1. La figura tiene parámetros y condiciones definidas en la figura 8: (a) para cada caso se 
presenta una curva de referencia, λr  y β =0 0 , (b) al “encender” el término DM, β =0 0.4 , con el 
mismo valor β =0 0.4 , aparece un error en la operación, y (c) se calcula la curva corregida con 
λc  y β =0 0.4 .  
 

 Resultados de la concurrencia dependiente del tiempo se presentan en la figura 10. El 

estado inicial ( 0) ,tΨ = = ↑ ↓  es un estado completamente no entrelazado, con 

concurrencia 0C = . Después de la operación de compuerta ( )1/ 2swap , el estado 

resultante  es una combinación que produce un estado completamente entrelazado con 

concurrencia 1C = . Para 1/ 4α = , el estado final es un estado entrelazado parcialmente, 
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con concurrencia igual a 1
2

. Para el caso 1α =  el estado final ,↑ ↓  tiene concurrencia 

igual a cero. Al “encender” el término DM a 0 0.4β =  podemos ver el mismo efecto 

descrito en las propiedades previas. Para 1/ 4α =  y 1/ 2α =  las concurrencias cambian a 

0.7485C =  y 0.992C = . Un caso más interesante de esta propiedad se observa para 

1α = . Alrededor del punto 2.96t =  ns, donde la concurrencia alcanza el valor mínimo 

igual a cero, y posteriormente asciende nuevamente hasta un valor alrededor de 0.2. Esto 

puede ser explicado al considerar que la concurrencia es un valor absoluto y es definida 

por la ecuación (IV.29), y no puede tener valores negativos. El incremento súbito se debe 

al continuo efecto de la variable de intercambio dinámico J(t), que hasta este punto solo 

ha actuado con el 86% de su fuerza. Al cambiar el área total del pulso, cλ , se observa una 

corrección en los valores finales de esta propiedad. 

 En la figura 11, presentamos resultados numéricos para la dinámica de la fidelidad, 

tal como es determinada por la ecuación (IV.39). La fidelidad tiene un valor máximo de 1 

para curva de referencia, rλ . Al considerar al término DM distinto de cero, se puede 

observar una variación en el valor final con respecto a las curvas de referencia. Para 

1/ 4α =  el valor de la curva seria aproximadamente de 0.9801F = , 0.9608F =  para 

1/ 2α =  y para 1α = , 0.9854F = . Después del esquema de corrección, con rλ , se 

puede observar que la fidelidad no alcanza el máximo, sino que alcanza valores de 
2
00.981 ~ 1 / 8β−  para 1/ 4α =  y 2

00.964 ~ 1 / 4β−  para 1/ 2α = . Esto muestra que para 

estos caso la aproximación (IV.37) es razonablemente válida. Después del esquema de 

corrección se presenta un incremento del 0.19% y de 0.31% en la fidelidad. Para 1α = la 

fidelidad si alcanza el máximo de 1F = . Esto se puede obtener debido que la matriz de 

densidad para 1α =  no tiene elementos fuera de la diagonal, y por lo tanto las 

coherencias agregadas por la operación de compuerta ( )swap α  es igual a cero. Se puede 

observar que para valores pequeños de α  el valor inicial de la fidelidad se aproxima al 

valor máximo de 1. Este resultado implica que es necesario un pulso más rápido para 

generar la compuerta cuántica deseada. 
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Figura 10: La evolución temporal de la concurrencia ( )C t , para α = ½, ¼, y 1. La figura tiene 
parámetros y condiciones definidas en la figura 8: (a) para cada caso se presenta una curva de 
referencia, λr  y β =0 0 , (b) al “encender” el término DM, β =0 0.4 , con el mismo valor β =0 0.4 , 
aparece un error en la operación, y (c) se calcula la curva corregida con λc  y β =0 0.4 . 
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Figura 11. La evolución temporal de la fidelidad ( )F t , para α = ½, ¼, y 1. La figura tiene 
parámetros y condiciones definidas en la figura 8: (a) para cada caso se presenta una curva de 
referencia, λr  y β =0 0 , (b) al “encender” el término DM, β =0 0.4 , con el mismo valor β =0 0.4 , 
aparece un error en la operación, y (c) se calcula la curva corregida con λc  y β =0 0.4 . 
 

 Finalmente, en la figura 12 se presentan curvas que muestran el comportamiento de 

cλ  como función de la amplitud de DM, 0β  y se especifican en la condición (IV.45). Se 

presentan tres curvas para α = ½, ¼, y 1 que ilustra como cλ  crece como una función de 

la amplitud 0β . Para valores mayores de cλ  la forma de J(t) debe ser más angosta, por lo 

que el área, ( )x t , deber ser menor.  
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Figura 12: El parámetro de control, λc , el inverso de la amplitud del pulso, como función de la 
amplitud β0 , bajo la condición del pulso (IV.40), para α = ½, ¼, y 1. El parámetro λc  puede ser 
ajustado a un comportamiento cuadrático con la amplitud β0 . 
 

 Por lo tanto, para valores de α menores el pulso tiene que ser más rápido para 

producir la operación de compuerta deseada. La interacción DM tal como fue introducida 

en la ecuación (IV.41), modifica el valor de cλ y con el área total ( )x t  del pulso ( )J t , lo 

cual se traduce un pulso mas rápido (es decir cλ  mayor). Lo cual implica que para un 

valor mayor de la amplitud de término DM, 0β , es necesario un pulso mas rápido para 

incluir el efecto neto de dicho término en la operación de compuerta, considerando las 

limitaciones discutidas a través del texto. Estas curvas pueden ser ajustadas bastante bien 

con  una dependencia cuadrática del término 0β , específicamente de la forma 

2
0c r Aαλ λ β= + , donde las amplitudes para valor de α están dadas por 1/ 4 0.53A = , 

1/ 2 0.26A =  y 1 0.13A = . De tal forma que entre mas pequeño sea el parámetro α, mas 

rápido sea el crecimiento de cλ  mientras el término DM aumenta. 

 

IV.3. Comentarios Finales 

 
Hemos presentamos resultados analíticos y numéricos del efecto del término DM 

sobre la compuerta ( )swap α . Se mostraron resultados que demuestran que a través la 
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elección adecuada de la forma del pulso de intercambio, J(t), es posible inducir las 

probabilidades, concurrencia y magnetizaciones deseadas en los estados-α del sistema, 

sin embargo se demostró que las coherencias del sistema agregan un error a la dinámica 

del sistema el cual se refleja en los resultados de la fidelidad. Para valores pequeños de 

DM este error es proporcional a 2 2
0 4Cα β  que es modulada por la concurrencia del 

estado-α. Este error al parecer es intrínseco al sistema y no encontramos una relación que 

lleve la concurrencia al los valores deseados, y solo para 1α =  fuimos capaz de 

reproducir un estado con fidelidad 1. Para otras condiciones de α y con valores de 0β  

fuimos capaces de generar estados con fidelidad cercanas a 1. Calculamos la fidelidad 

para la operación de compuerta ( )swap α , y se encontró que para todos excepto 1α =  la 

fidelidad es distinta a 1 y es error incorregible. 

También se han escrito resultados sobre la evolución temporal de la concurrencia del 

sistema. Se determinó que la expresión para la concurrencia y magnetización (IV.28), 

puede ser confirmada experimentalmente al considerar situaciones en donde al 

configuración experimental se encuentre en el subespacio 0zS = , como aquellos 

presentados en los experimentos de Jonson y Petta [Jonson et al., 2005; Petta et al., 

2005], y por mediciones de la magnetización en uno de los sitios, es posible determinar el 

valor de la concurrencia del estado-α. Consideramos que un experimento que realice estas 

mediciones es posible e interesante ya que la habilidad de medir la concurrencia 

(entrelazamiento), una propiedad cuántica, mediante una observable, presenta la 

habilidad de medir indirectamente uno de los recursos mas utilizados en los protocolos de 

información cuántica. 

Presentamos una metodología para determinar la presencia del término DM en el 

sistema. Esta metodología es posible que no sea la más eficiente, en el mismo capítulo 4 

se presentan algunas formas alternas quizás mas recomendables, sin embargo es un 

resultado encontrado de la manipulación de pulsos de intercambio. 
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 Capítulo V 

 

Efecto de la interacción hiperfina en la compuerta (swap)α 

 

En el capítulo anterior discutimos el efecto del acoplamiento espín – órbita en el sistema 

de espines electrónicos acoplados, sin embargo, como se detallo en el capítulo 3 el 

sistema puede también acoplarse con los espines nucleares de la red vecina. Una 

suposición basica hecha en la literatura, es considerar el efecto de los espines nuclareas 

sobre los electrónicos, como un campo magnético efectivo [Khaetskii et al., 2002; 

Mernulov et al., 2002]. Sin embargo un campo magnético de este tipo solo induce 

presesión y no la decoherencia observada en experimentos [Khaetskii et al., 2002; 

Mernulov et al., 2002]. Por lo tanto es necesario considerar al campo nuclear como un 

campo estocástico [Coish y Loss, 2005, Taylor et al., 2007]. Mas aún, los gran diferencia 

en los tiempos de relajación de los espines nucleares y electrónicos permite utilizar la 

aproximación quasi estática [Burkard et al., 1999; Khaetskii et al., 2002; Coish y Loss, 

2004; Coish y Loss, 2005; Witzel et al., 2005; Yao et al., 2006; Deng y. Hu, 2006; Taylor 

et al., 2006]. El tiempo de relajación, nuclear, tnuc, tiene una escala en el orden de 

segundo e inclusive minutos [Merkulov et al., 2002]T2, mientras que el de los electrones 

se encuentra entre 1 - 100 μs [Kikkawa y Awschalom, 2001; Golovach et al., 2004]. Debe 

ser claro que para una configuración particular de espines nucleares el espín electrónico 

evoluciona de forma diferente en presencia de una configuración alterna del baño 

nuclear, por lo tanto, se considera que una descripción estadística representa 

eficientemente la evolución de los estados del sistema. La estadística de las propiedades 

que dependen de este baño se realizan sobre un número grande de realizaciones del baño 

nuclear, que varían de acuerdo alguna distribución estadística [Merkulov et al., 2002;  

Taylor et al., 2006], en particular utilizaremos una distribución Gaussiana, caracterizada 

por la varianza, σ , del campo hiperfino. 
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En este capítulo estudiamos el efecto del campo magnético nuclear sobre la operación 

de la compuerta ( )swap α . Debido a la naturaleza estocástica del sistema presentamos 

resultados numéricos. 

 

V.1. Modelo Básico para espines acoplados. 

 

  Como mencionamos, la diferencia de los tiempos de decaimiento entre los espines 

electrónicos y nucleares permite describir el sistema en la aproximación cuasi-estática, lo 

que implica que la descripción de cualquier propiedad del sistema se hace a través de un 

promedio estadístico de la distribución del campo magnético, ecuación (III.21), y de la 

variación del ahora campo magnético nuclear efectivo. 

 Consideremos al Hamiltoniano (III.23), que rescribimos aquí de nuevo, 

( ) ( ) ( )1 2 0 1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ

ez
H J S S S S B S S dB S Sβ γ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ⋅ + × + ⋅ + + ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G G G G G G G GG G
, (V.1)

con 1, 2,

2
nuc nuc

ext

B B
B B

+
= +

G G
G G

 y 1, 2,

2
nuc nucB B

dB
−

=

G G
G

 [Taylor et al., 2007], donde 1,nucB
G

 y 

2,nucB
G

 son el campo nuclear en el primer y segundo sitio. 

 En la base computacional podemos escribir a (V.1) como, 

( )
( )

* * * *

* *

* *

int

0

0

2 0
2 0
0 2

0 2

1 0 0 0
0 1 2 1 0
0 2 1 1 04
0 0 0 1

,

z

z

z

z

nuc

e

B d d
d dB d
d dB d

d d B

H H H

iJ
i

β
β

γ

Θ + Θ Θ − Θ

Θ+ Θ − Θ − Θ

Θ− Θ Θ + Θ

Θ− Θ Θ+ Θ −

= +

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(V.2)
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en donde intH  es el Hamiltoniano de intercambio, descrito en el capítulo IV, ecuacion 

(IV.1), nucH  es el Hamiltoniano de interacción nuclear y de campo magnético externo y 

x yB iBΘ = +  y x yd dB idBΘ = + . 

  Consideremos un campo magnético externo finito a lo largo de z y con una energía de 

Zeeman asociado muy grande, tal que nuczB B� ,  en donde los valores de estos son  

100zB ≈  mT y 1nucB ≈  a 5 mT [Petta et al., 2005], lo que implica que Θ  y dΘ  están 

muy separados de energía de zB  y zdB  y del resto del Hamiltoniano lo cual hace las 

transiciones 
,

,
,

↑ ↓
↑ ↑ →

↓ ↑
 y 

,
,

,

↑ ↓
↓ ↓ →

↓ ↑
 tengan probabilidades que no sean 

relevantes.. 

lo que nos permite separar el sistema [Taylor et al., 2005] y la matriz (V.2) se puede 

reducir a, 

( )

( )

0

0

0 0 0
4

0 2 1 0
4 4

0 2 1 0
4 4

0 0 0
4

e z

e z

e z

e z

J B

J JdB i
H

J Ji dB

J B

γ

γ β

β γ

γ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − +⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − +
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎝ ⎠

 (V.3)

donde las componentes perpendiculares de B y dB se encuentran separadas en energía del 

los elementos del Hamiltoniano (V.3). El Zeeman uniforme en la componente z asegura 

que el sistema satisface [ ], 0zH S =  [Taylor et al., 2005]. 

 

V.1.1. Propiedades del estado base con J constante. 

 
 Al resolver el eigensistema, con J constante, encontramos los siguientes valores y 

vectores propios, 

1 1, , ,
4 e z
J Bλ γ ν= − = ↑ ↑  (V.4)
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( )

1
2 4

2
0

2 2
0

2 # ,

1 2 # , , ,
12 # 2 #

e z

e z

J

J dB
J idB

λ

β γν
βγ

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ +
= − ↑ ↓ + ↓ ↑⎢ ⎥

−⎢ ⎥− ⎣ ⎦

 (V.5)

( )

1
3 4

2
0

3 2
0

2 # ,

1 2 # , , ,
12 # 2 #

e z

e z

J

J dB
J idB

λ

β γν
βγ

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ −
= − ↑ ↓ + ↓ ↑⎢ ⎥

−⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

 (V.6)

4 4, , ,
4 e z
J Bλ γ ν= + = ↓ ↓  (V.7)

en donde el estado 3ν  (V.5) es el estado base y ( ) ( )22 2
0# 1 2 e zJ dBβ γ= + + .  

 Utilizando las ecuaciones (II.77) y (II.59) podemos calcular la magnetización en sitio 

y concurrencia del estado base (V.5), y tenemos 

( ) ( )
1 22 2

01 2
e z

z

e z

dB

J dB

γσ
β γ

=
+ +

, (V.8)

( ) ( )

2
0

22 2
0

1

1 2 e z

J
C

J dB

β

β γ

+
=

+ +
, (V.9)

 Al calcular el valor promedio de dichas propiedades, como promedio del campo nuclear 

con ayuda de la ecuación, ( ) ( ) ( )z z zF F dB P dB d dB
∞

−∞

= ∫ , se obtiene 

( ) ( )

2

2
( )

2

1 22 20 0

1 ( )
2 1 2

zdB

e z
z z

e z

dB e d dB
J dB

σγσ
πσ β γ

−∞

=
+ +

∫ , (V.10)

( ) ( )

2

2
( )

2 2
0

22 20 0

11 ( )
2 1 2

zdB

z

e z

J e
C d dB

J dB

σβ
πσ β γ

−
∞ +

=
+ +

∫ . (V.11)

donde 2 2
zdBσ = . La ecuación (V.10), es una función impar con dBz y por lo tanto el 

promedio de la magnetización en sitio será cero, y el promedio de la concurrencia, 

ecuación (V.11), no puede ser calculada analíticamente, por lo tanto se calculan el 

promedio estadístico del cuadrado de estas propiedades, 
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( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

2

2

2 2
0

22

( )
2 2

2
1 22 2

0 0

12 2 2 2
0 02 2

2 22 2

1 ( )
2 1 2

1 11 1 erfc ,
4 2 2 2 2

z

e

dB

e z
z z

e z

J

e e

dB e
d dB

J dB

J J
e

σ

β

σ γ

γ
σ

πσ β γ

β β
π

σ γ σ γ

−
∞

+

=
+ +

⎧ ⎫⎛ ⎞+ +⎪ ⎪⎜ ⎟= −⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∫
 (V.12)

y  

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

2

2

2 2
0

22

( )
2 2 2

02
22 2

0 0

12 2 2 2
0 02 2

2 22 2

11 ( )
2 1 2

1 1
erfc ,

2 2 2 2

z

e

dB

z
e z

J

e e

J e
C d dB

J dB

J J
e

σ

β

σ γ

β

πσ β γ

β β
π

σ γ σ γ

−
∞

+

+
=

+ +

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
 (V.13)

en donde la función erf(x) es la función error y se define como 
2

0

2erf ( )
x

tx e dt
π

−= ∫ . Las 

ecuaciones (V.12) y (V.13) satisfacen (IV.22), es decir, 2 2
14 1zC σ+ = . A la propiedad 2C  

se le conoce también como “tangle” y es utilizada para medir el grado de entrelazamiento 

para sistemas tripartitos 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

( ) ( )
22 2 2 2

0
2 22 2 2 2

0 00 0

( )
22 2 2

0

22 2
0 0

1 21 1( ) ( )
2 21 2 1 2

1 21 ( ) 1.
2 1 2

z z

z

dB dB

e z
z z

e z e z

dB

e z

z
e z

J e dB e
d dB d dB

J dB J dB

J dB e
d dB

J dB

σ σ

σ

β γ
πσ πσβ γ β γ

β γ

πσ β γ

− −∞ ∞

−
∞

+
+

+ + + +

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦= =
+ +

∫ ∫

∫

 (V.14)

 Consideremos el comportamiento de los límites asintóticos de las ecuaciones (V.12) y 

(V.13). Primero consideremos el límite en donde 
( )
( )

2 2
0

22

1

2 2 e

J β

σ γ

+
→∞  que implica 0σ →  o 

0β →∞ . Bajo este límite  tenemos  
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( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

2 2 2 2
0 0

2 22 2

1 12 22 2 2 2
0 2 2 2 2 22

2 2 2 2 22
0 0

22
2

2 2
0

1 2 2 21 1
1 12 2

2
1

1

e e

J J

e

e

J
C e e

J J

J

β β

σ γ σ γβ σ γ σ γ
π

π β βσ γ

σ γ
β

+ +
− ⎡ ⎤+

⎢ ⎥≈ −
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

= −
+

 (V.15)

y 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

2 2 2 2
0 0

2 22 2

1 12 22 2 2 2
0 2 2 2 2 22

1 2 2 2 2 22
0 0

22
2

2 2
0

1 2 2 21 1 1
4 4 1 12 2

2
4 1

e e

J J

e
z

e

J
e e

J J

J

β β

σ γ σ γβ σ γ σ γπσ
π β βσ γ

σ γ
β

+ +
− ⎡ ⎤+

⎢ ⎥≈ − −
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

=
+

 (V.16)

cuyo resultado esta de acuerdo con los resultados numéricos de la figura 13 (curva sólida-

negra) es cuadrática con la fluctuación. Al considerar el límite inverso  
( )
( )

2 2
0

22

1
0

2 2 e

J β

σ γ

+
→  

que implica σ →∞  o 0 0β → , se tiene 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

2 2
0

22

12 2 2 2 2 2
0 0 02 22

2 2 22 2 2

1 1 12 ,
2 2 2 2 2

e

J

e e e

J J J
C e

β

σ γβ β β
π

πσ γ σ γ σ γ

+
+ + +

≈ =  (V.17)

que muestra un decaimiento cuadrático con la varianza. 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

2 2
0

22

1 22 2 2 22
0 02 22

1 2 22 22 2
0

1 12 21 2 11 1 ,
4 412 2 2

e

J

e
z

e e

J J
e

J

β

σ γβ βσ γ
σ π

π βσ γ σ γ

+⎧ ⎫ ⎧ ⎫+ +⎪ ⎪ ⎪ ⎪≈ − = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
+⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

 (V.18)

que llega a un valor asiático de ¼ los resultados de igual forma se pueden verificar en las 

curvas numéricas.  

 Las figuras 13 (a) y 13 (b) presentan respectivamente resultados numéricos de 2C  y 
2
14 zσ , como función de la amplitud del término DM, para valores del varianza del campo 

nuclear de σ =0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT, y se observa de las figuras y de la ecuaciones 

(V.15) y (V.16) que el valor de estas propiedades, para valores grandes de 0β  dependen 

inversamente del valor de 0β . Mientras que para valores pequeños de 0β  las ecuaciones 
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(V.17) y (V.18) Muestran que la concurrencia aumentara como función del término D, 

mientras que la magnetización disminuirá. 

 

  

  
Figura 13: Promedio estadístico de la concurrencia y magnetización de espín 1. En (a) y (b) se 
muestran dichas propiedades respectivamente como función del término DM, β0 , para valores 
de varianza, σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2, 18.4. En (c) y (d) se muestran las mismas propiedades como 
función de la varianza para varios valores del término DM, β0 = 0, 0.1, 0.4 y 1.0. 

 

 Las figuras 13 (c) y 13 (d) se presentan resultados de las mismas propiedades con 

respecto a la varianza del campo nuclear,σ , para valores del término DM de, 0β = 0, 0.1, 

0.4 y 1.0, que en donde estos valores en gran parte estan sustentados por la referencias 

[Kavokin, 2001; Sucismita et al., 2006]  y de la figura y de la relaciones (V.17) y (V.18) 

que para valores grandes de σ  la concurrencia diminuye como función de la varianza, 

mientras que la magnetización aumenta de la misma manera hasta un valor asintótico de 

¼. Mientras que para valores pequeños de σ  la concurrencia aumentara a medida que σ  
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disminuye y la magnetización diminuirá. Ya que estas propiedades satisfacen la ecuación 

(IV.4) ambas son completarías y tendrán un comportamiento reciproco. Es claro de las 

ecuaciones (V.8) y (V.9) que el estado base en ausencia de campo hiperfino tendrán 

valores estacionarios de 0 para la magnetización y de 1 para la concurrencia.  

 El campo hiperfino, tiene como efecto inmediato, modificar los valores de la 

concurrencia y de la magnetización para valores pequeños del término DM, 0β  y de la 

varianza, σ . El valor de la magnetización para valores pequeños de σ  aumenta miestras 

que el de la concurrencia disminuye. 

 También incluimos variaciones del término DM y se nota que ambas propiedades 

sufren cambio, la magnetización diminuye y la concurrencia aumenta. Al parecer el 

término DM presenta une efecto restaurador en presencia del campo hiperfino, por lo que 

podría ser utilizado como elemento generador de entrelazamiento. 

 

V.2. Efecto del campo hiperfino en la operación compuerta 
(swap)α en el modelo de intercambio dinámico J(t). 

 

 En el capítulo anterior se presentaron resultados para el Hamiltoniano de intercambio 

(IV.3) en el contexto de producción de la compuerta ( )swap α . Este Hamiltoniano incluye 

a la interacción DM. Ahora consideramos el caso donde la interacción de intercambio, 

J(t), como una variable dinámica. 

 Se demostró que la interacción DM agrega error en la operación de compuerta, y bajo 

manipulación del pulso de intercambio (IV.42), J(t), es posible eliminar el error agregado 

por el término DM en algunas las propiedades utilizadas para evaluar la operación. Por lo 

que es natural preguntarnos la capacidad del siguiente Hamiltoniano para producir la 

compuerta ( )swap α , 

( ) ( ) ( )1 2 0 1 2 1 2 1 20 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
z

z z

eS S S
H t J t S S S S B S S dB S Sβ γ

= = =

⎡ ⎤⎡ ⎤= ⋅ + × + ⋅ + + ⋅ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G G G G G G G GG G
, (V.19)

el cual incluye ahora el acoplamiento al campo nuclear mediante la interacción hiperfina. 

La expresión (V.19) puede expresarse en la base computacional como, 
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( )

( )

0

0

( ) 0 0 0
4

( ) ( )0 2 1 0
4 4( )

( ) ( )0 2 1 0
4 4

( )0 0 0
4

e z

e z

e z

e z

J t B

J t J tdB i
H t

J t J ti dB

J t B

γ

γ β

β γ

γ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − +⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − +
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎝ ⎠

.  (V.20)

Por lo tanto el objetico de este es capítulo evaluar el efecto que tiene la interacción 

hiperfina sobre la operación en la compuerta, y como compite con la interacción DM. 

 Suponemos las mismas condiciones de pulso como las que se presentaron en el 

capítulo anterior y evaluamos los errores inducidos por la presencia del campo magnético 

hiperfino mediante el parámetro σ . 

 La naturaleza estocástica del campo hiperfino hace difícil obtener expresiones 

analíticas de las propiedades mencionadas, por lo que los resultados en esta sección serán 

enteramente numéricos. 

 

V.2.1. Resultados  

 

 Haremos uso de la ecuación (IV.62) para generar el pulso de la variable de 

intercambio, que escribimos nuevamente, 

( )0 0( ) sech 2 t - tJ t J λ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ .  (V.21)

 Con el propósito de evaluar el efecto de la interacción hiperfina en la operación de 

compuerta ( )swap α  utilizaremos los mismos parámetros α, λ y 0β , y evaluamos el efecto 

de la interacción hiperfina modificando el valor de la varianza del campo entre los 

valores σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT y calculamos la evolución dinámica de las 

probabilidades de los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑ , la magnetización del espín uno, la 

concurrencia del sistema, y la fidelidad de la operación de compuerta. 

 A continuación presentamos resultados numéricos para las probabilidades de 

ocupación, magnetización en sitio, concurrencia y fidelidad. Para cada una de estas 

propiedades, separaremos los resultados en los grupos que se presentan la tabla III en 



 

 

90

grupos. El grupo A muestra para cada valor de α el valor de rλ  tal que asegura una 

operación de compuerta exitosa, max( )x t απ= , con 0 0β = . En el grupo B, se presentan 

los mismo valores de rλ  pero ahora con 0 0.4β =  y por ultimo en el grupo C se presentan 

los valores pulso corregido cλ , con  0 0.4β = ,  tal que satisfacen 2
max 0( ) 1x t απ β= +  . 

 
Tabla III. Parámetros de pulso utilizado en los cálculos numéricos. Para el grupo A, se presentan 
para cada α, valores de λr  que satisfacen απ=max( )x t  con β =0 0 . Mientras que para el grupo 
B se presenta para cava valor de α el mismo valor de λr  que en el grupo A pero ahora con 
β =0 0.4 . En el grupo C se presenta, para cada valor α, la corrección de λc  utilizando el 

esquema de pulsos de tal forma que απ β= + 2
max 0( ) 1x t  con β =0 0.4 . 

 α λ max( )x t  0β  

1
4  1.2731rλ =  απ  0 

1
2  0.6366rλ =  απ  0 Grupo A 

1 0.3172rλ =  απ  0 

1
4  1.2731rλ =  απ  0.4 

1
2  0.6366rλ =  απ  0.4 Grupo B 

1 0.3172rλ =  απ  0.4 

1
4  1.3712cλ =  2

01απ β+  0.4 

1
2  0.6857cλ =  2

01απ β+  0.4 Grupo C 

1 0.3421cλ =  2
01απ β+  0.4 

 
 

V.2.1.1 Probabilidades de ocupación 

V.2.1.1.1 Valores de pulso max( )x t απ= , con 0 0β =  

  

En la figura 14,  presentamos curvas de probabilidad para los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑  para 

los valores del grupo A de la tabla III. 
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Figura 14: Probabilidad de los estados ↑ ↓,  y ↓ ↑,  como función del tiempo. Se presentan tres 

series de curvas para tres valores de α = ¼, ½ y 1. El valor del término DM es igual a β =0 0 . Se 
asegura que los valores de λ , para el pulso J(t), para los tres valores son los ideales para 

producir la operación de compuerta ( )αswap , es decir, απ=max( )x t , Grupo A. Se muestran 
curvas del efecto del campo hiperfino a través de cuatro valores de la varianza del campo 
nuclear σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT. 
 

 Las curvas para 1
4α = son las curvas azules, para 1

2α =  son las curvas negras y para 

1α = , las curvas negras. Las curvas sólidas aseguran que en ausencia de campo hiperfino 

una operación de compuerta ( )swap α satisfactoria, es decir ( )x t απ= . Con el propósito 

de observar el efecto de campo hiperfino en la operación de compuerta incluimos 4 

curvas adicionales en donde la varianza del campo hiperfino, σ, serán respectivamente de 

2.3 mT (línea rayada), 4.6 mT (línea punteada). 9.2 (línea raya - punto) y 18.4 mT (línea 

continua – punto -punto).  
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Figura 15: Probabilidades asintóticas. (a) Para α = ½ de los estados ↑ ↓,  y ↓ ↑,  con 

λ = 0.6366 . (b) Para α = ¼  el estados ↑ ↓,  con λ = 1.2731. c) Para α = 1 para el estado ↑ ↓,  

con λ = 0.3172 . Para las figuras (b) y (c) las probabilidades finales del estado ↓ ↑,  no se 
presentan aquí ya presentan variaciones iguales a las mostradas.   
 

 En la figura 15 se presenta la región asintótica de las probabilidades en el rango de 

2.3 ps y 4.3 ns, y se observa que el campo hiperfino para las curvas de 1
4α = , 1

2  y 1, 

figuras 15 (a), (b) y (c) respectivamente, tiene como efecto agregar un error en las 

probabilidades asintóticas, que crecen al aumentar la varianza del campo nuclear, σ . 

Cualitativamente, se observa que el error, con respecto al mismo valor σ , aumenta al 

incrementar α, y quizás este error sea corregible por medio de un esquema de pulsos. 

Con el propósito de evaluar mejor el error asociado al campo nuclear, en la Tabla IV 

presentamos las probabilidades finales de los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑  de la operación de 

compuerta ( )swap α , para las condiciones mencionadas de pulso que asegura una 

operación exitosa, con 0 0β = , para cada uno de los valores de α. También se incluye el 
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error agregado por la interacción hiperfina, el cual se calcula con respecto a la 

probabilidad final del sistema, en ausencia de campo hiperfino, 0σ = . Se observa que el 

error aumenta como función de la varianza del campo nuclear, σ  y más aun como 

función de α. Es claro que a medida que el valor de α aumenta el error de la interacción 

hiperfina se vuelve más apreciable. 

  

Tabla IV. Valores asintóticos de las probabilidades de los estados ↑ ↓,  y ↓ ↑,  en la operación 

de compuerta ( )αswap , para σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT del campo nuclear. Los resultados 
se presentan para: λ = 1.2731para  α = ¼, λ = 0.6366  para α = ½ y λ = 0.3172  para α = 1 con 
β =0 0 , que corresponden al grupo A. Las condiciones del pulso dadas aseguran una operación 
exitosa con σ = 0. 

 

0 0β =  ,Pα
↑ ↓

 0,
,Pα β

↑ ↓
Δ  % de error ,Pα

↓ ↑
 0,

,Pα β
↓ ↑

Δ  
% de 

error 

σ = 0 0.85352295 0 0 0.14647705 0 0 

σ = 2.3 0.85364948 0.00012653 0.015 % 0.14635052 0.00012653 0.015 % 

σ = 4.6 0.85402678 0.00050383 0.059 % 0.14597322 0.00050383 0.059 % 

σ = 9.2 0.85550284 0.00197989 0.231 % 0.14449716 0.00197989 0.231 % 

1
4α =  

σ = 18.4 0.86093316 0.00741021 0.868 % 0.13906684 0.00741021 0.868 % 

σ = 0 0.5 0 0 0.5 0 0 

σ = 2.3 0.50171059 0.00171059 0.342 % 0.49828941 0.00171059 0.342 % 

σ = 4.6 0.50677985 0.00677985 1.356 % 0.49322015 0.00677985 1.356 % 

σ = 9.2 0.52542506 0.02542506 5.085 % 0.47457494 0.02542506 5.085 % 

1
2α =  

σ = 18.4 0.58191944 0.08191944 16.38 % 0.41808056 0.08191944 16.38 % 

σ = 0 0 0 0 1 0 0 

σ = 2.3 0.01370853 0.01370853 1.371 % 0.98629147 0.01370853 1.371 % 

σ = 4.6 0.05152995 0.05152995 5.153 % 0.94847004 0.05152995 5.153 % 

σ = 9.2 0.16717518 0.16717518 16.175 % 0.83282482 0.16717518 16.17 % 

1α =  

σ = 18.4 0.39444211 0.39444211 39.44 % 0.60555789 0.39444211 39.44 % 

  

 En la figura 16 presentamos curvas del error con respecto a la varianza, σ . 
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Figura 16: Curvas de error, α β
↑ ↓

Δ 0,
,

P  de las probabilidades como función de σ  para los valores 

presentados en la tabla III. Los valores del error α β
↑ ↓

Δ 0,
,

P  pueden ajustarse adecuadamente con 

una curva de la forma α β β β β
α α ασ σ

↑ ↓
Δ = + +0 0 0 0, 2 4

,
P a b c , en la figura (a) se presenta la curva para α 

= ¼, en (b) para α = ½ y en (c) para α = 1. Los parámetros de ajuste se incluyen en cada figura.  
 

 El error al ajustarlo presenta una relación con σ  de la forma 
0 0 0 0, 2 4

,P a b cα β β β β
α α ασ σ

↑ ↓
Δ = + + , para α = ¼, figura 16 (a), los valores de ajuste son: 

0 7
1/ 4 3.647 10a −= ×  ± 93.359 10−× , 0 5

1/ 4 1.2 10b −= ×  ± 99.92 10−×  y 0 9
1/ 4 5.9206 10c −= − ×  

± 112.81 10−× ; para α = ½, figura 16 (b), los valores serán: 0 5 7
1/ 2 4 10 4 10a − −= × ± × , 

0 4 6
1/ 2 3.2 10 1.285 10b − −= × ± ×  y 0 7 9

1/ 2 2.2975 10 2.297 10c − −= − × ± − × ; para α = 1, figura 16 

(c), tenemos que: 0 3
1 2.25 10a −= ×  ±  52.03 10−× , 0 3

1 2.23 10b −= ×  ±  76 10−×  y 

0 6
1/ 4 3.1626 10c −= − × ± 76.701 10−× . Es interesante observar que el error en la 

probabilidad de ocupación aumenta de forma cuadrada con respecto a la varianza del 

campo hiperfino. Para evaluar adecuadamente el efecto del campo hiperfino es 

necesario considerar el efecto de este en error a la operación de compuerta que muestra 
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que a medida que el valor de α aumenta incrementa el valor de 0aβ
α , 0bβ

α  y 0cβ
α  indicando 

que el error aumenta de manera mas drastica para valores mayores de α. 

 

V.2.1.1.2 Valores de pulso max( )x t απ= , con 0 0.4β =  

 

 En la figura 17 se “enciende” el término DM con 0 0.4β = , para las mismas 

condiciones del grupo B. Las curvas azules corresponden a 1
4α = , para 1

2α =  las curvas 

negras y para 1α =  las curvas negras.  

 

 

 
Figura 17: Probabilidades de los estados ↑ ↓,  y ↓ ↑,  en las mismas condiciones del pulso y σ  

que la figura 14, pero con la interacción DM β =0 0.4 , para grupo B. Se observa que el término 
DM agrega una desviación del valor asintótico que unido con el del campo hiperfino genera un 
error corregible. 
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 Presentamos varias curvas para cada valor de α en donde se varia σ , como lo 

hicimos en la subsección anterior. Las curvas se comportan similarmente a las 

presentadas en la figura 14, lo cual que indica que el proceso de modificación del pulso, 

presentado en el capítulo anterior es eficiente aún en presencia del campo hiperfino. 

  

  

 
Figura 18: Las probabilidad asintóticas  de los estados ↑ ↓,  y ↓ ↑,  de la figura 14 en el 
intervalo de tiempo 2.3 a 4.3 ns. (a) Para α = ¼  y para (c) α = 1 se muestra solo la probabilidad 
del estado ↑ ↓,  y (b) Para α = ½ se muestran ambos estados.  

 

 En la figura 18 presentamos las curvas asintóticas de las probabilidad para α = ¼, ½. 

y 1. Observamos, para α = ¼ y ½, que el error agregado por la interacción DM disminuye 

a medida que aumenta el valor de la varianza, σ , del campo nuclear. En particular, para 

α = ½ se observa la probabilidad del estado ,↑ ↓  aumenta a medida que σ  se 

incrementa mientras que la probabilidad del estado ,↓ ↑  disminuye, hasta que las 

probabilidades son tales que dichas curvas no se crucen, tal como lo hacen para valores 
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de σ = 0 a 9.2 mT. Este comportamiento nos hace pensar, que para combinaciones 

adecuadas de 0β  y σ , el error inducido por la intercción hiperfina y el término, 0,
,Pα β

↑ ↓
Δ , 

puede ser corregido. 

 
Tabla V. Valores asintóticos de las probabilidades para las mismas condiciones de la Tabla IV 
excepto que el valor del término DM es aquí de ↑ ↓, . En gris se muestran los valores 

correctos de las probabilidades para una operación de compuerta, ( )αswap  exitosa, 
απ=max( )x t . 

0 0.4β =  ,Pα
↑ ↓

 0,
,Pα β

↑ ↓
Δ  

% de 

error ,Pα
↓ ↑

 0,
,Pα β

↓ ↑
Δ  

% de 

error 

Curva de referencia (asegura las probabilidades correctas de la compuerta) 
σ = 0 

0.85352295 0 0 0.14647705 0 0 

σ = 0 0.83149432 0.02202863 2.581 % 0.16850568 0.02202863 2.581 % 

σ = 2.3 0.83163993 0.02188302 2.564 % 0.16836007 0.02188302 2.564 % 

σ = 4.6 0.83207412 0.02144883 2.513 % 0.16792588 0.02144883 2.513 % 

σ = 9.2 0.83377272 0.01975023 2.314 % 0.16622728 0.01975023 2.314 % 

1
4α =  

σ = 18.4 0.84002164    0.01250131 1.582 % 0.15997836 0.01250131 1.582 % 

Curva de referencia (asegura las probabilidades correctas de la compuerta) 
σ = 0 

0.5 0 0 0.5 0 0 

σ = 0 0.43962481    0.06037519 12.08 % 0.56037519 0.06037519 12.08 % 

σ = 2.3 0.44156693    0.05843307 11.69 % 0.55843307 0.05843307 11.69 % 

σ = 4.6 0.44725631    0.05274369 10.55 % 0.55274369 0.05274369 10.55 % 

σ = 9.2 0.46818063    0.03181937 6.364 % 0.53181937 0.03181937 6.364 % 

1
2α =  

σ = 18.4 0.53156473    0.03156473 6.313 % 0.46843527 0.03156473 6.313 % 

Curva de referencia (asegura las probabilidades correctas de la compuerta) 
σ = 0 

0 0 0 1 0 0 

σ = 0 0.01457064 0.01457064 1.457 % 0.98542935 0.01457064 1.457 % 

σ = 2.3 0.02825871    0.02825871    2.826 % 0.97174129 0.02825871    2.826 % 

σ = 4.6 0.06598595 0.06598595 6.598 % 0.93401405 0.06598595 6.598 % 

σ = 9.2 0.18101866    0.18101866    18.10 % 0.81898134 0.18101866    18.10 % 

1α =  

σ = 18.4 0.40586015    0.40586015    40.06 %  0.59413985 0.40586015    40.06 % 
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Con el propósito de evaluar el error presentamos los valores finales de las probabilidades 

en la Tabla V, presentamos las probabilidades finales de los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑ , pero 

con 0 0.4β =  y para los valores de α presentados en la figura 17. Además se incluye el 

error agregado por la interacción hiperfina, 0,
,Pα β

↑ ↓
Δ . Este error se calcula con respecto a 

la probabilidad final del sistema en ausencia de campo hiperfino, 0σ =  y con 0 0β = , 

presentado en gris en la tabla.  Al comparar los errores con aquellos de la tabla III se 

observa una pequeña disminución en el error en la operación de compuerta.. 

 Para α = ¼, de los se observa el error en la operación de compuerta diminuye como 

función de la varianza del campo hiperfino. Si realizamos una extrapolación lineal, 

0P P mσ= + , se determina que la probabilidad alcanza el valor asintótico de 

0 0.85352295P = , para un valor de 38.8σ =  mT. Para α = ½, en la figura 18 (b), se 

observa que el error disminuye como función de la varianza,  desde σ = 0, 2.3, 4.6 y 9.2 

mT. Sin embargo, para σ = 18.4 mT el error aumenta de nuevo. Al realizar una 

interpolación lineal 0P P mσ= +  muestra que para un valor de 13.82σ =  mT la 

probabilidad alcanza el valor asintótico de  0 0.5P = . Para α = 1, se observa que el error 

aumenta a medida que aumenta la varianza. En general la varianza tiene como efecto el 

reducir la probabilidad final del estado ,↑ ↓  y aumenta aquella del estado ,↓ ↑ .   

 El campo hiperfino, es un campo magnético estocástico, pero su presencia genera 

polarización en los estados electrónicos, y es esta polarización lo que causa el error en la 

operación de compuerta, 

 La figura 19 muestra, para 0 0.4β =  y para los valores 1.2731λ =  para α = ¼, 

0.6366λ =  para α = ½ y 0.3172λ =  para α = 1, el error en la operación de compuerta, 

0,
,Pα β

↑ ↓
Δ , presentado en la tabla V, como función de la varianza. A estos valores se les 

ajusta muy bien una curva descrita por 0 0 0 0, 2 4
,P a b cα β β β β

α α ασ σ
↑ ↓

Δ = + + . Los parámetros de 

ajuste son: para α = ¼ , 0.4 8
1/ 4 0.02203 5.247 10a −= ± × , 0.4 6 12

1/ 4 3.6 10 1.55 10b − −= − × ± ×   y 

0.4 10
1/ 4 8.942 10c −= ×  ±  124.39 10−× ; para α = ½, 0.4

1/ 2 0.06036a =  ±  51 10−× , 0.4 5
1/ 2 4 10b −= − ×   
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±  73.5 10−×  y 0.4 10 12
1/ 2 8.942 10 4.39 10c − −= × ± × ; para α = 1, 0.4 5

1 0.0146 2 10a −= ± × , 

0.4 6 7
1 8.5483 10 6.97 10b − −= − × ± ×  y 0.4 9 9

1 2.4941 10 1.97 10c − −= − × ± × . Observamos que el 

error en la operación de compuerta disminuye como función de la varianza, σ  y se 

refleja en el signo del término cuadrático, 0bβ
α .  

 La figura 19 muestra que el error disminuye como función de la varianza. Mientras 

que la figura 15 muestra un comportamiento inverso, es decir, el error, 0,
,Pα β

↑ ↓
Δ , aumenta 

como función de la varianza.  

 

 

Figura 19: Curvas de error, α β
↑ ↓

Δ 0,
,

P  para los valores de este presentados en la tabla IV. Las 

figuras se presentan para tres valores de α = ¼ (a), ½ (b) y 1 (c). Las condiciones del pulso, 
απ=max( )x t , aseguran una operación exitosa para en la ausencia de campo hiperfino, σ = 0  y 

0 0.4β = . Se observa que los valores del error α β
↑ ↓

Δ 0,
,

P  pueden ajustarse adecuadamente con 

una curva de la α β β β β
α α ασ σ

↑ ↓
Δ = + +0 0 0 0, 2 4

,
P a b c . Los parámetros de ajuste se muestran en las 

figuras. 
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V.2.1.1.3 Valores del pulso corregido 2
max 0( ) 1x t απ β= + , con 0 0.4β =  

 
 Consideramos ahora el esquema de corrección de pulso, 2

0( ) 1maxx t απ β= + ,  con 

el caso 0 0.4β =  para en las compuertas ( )swap α , para α = ¼, ½ y 1. En la figura 20 

presentamos curvas de probabilidad para los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑ . Las probabilidades 

tendrán el valor asintótico adecuado para satisfacer la operación de compuerta ( )swap α .  

 

 
Figura 20: Probabilidad de los estados  ↑ ↓,  y ↓ ↑,  como función del tiempo. Se presentan 

curvas para aquellas condiciones de pulso que satisfacen απ β= + 2
max 0( ) 1x t , λ = 1.3712  

para α = ¼, λ = 0.6957  para α = ½ y λ = 0.3421 para α = 1, grupo C. Para σ = 0 se presenta 
una curva de referencia (negra sólida) en donde se asegura que las probabilidades de los 
estados sean los adecuados para compuerta ( )αswap . Las curvas consecuentes son para 
valores de la varianza σ = 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT. 
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 En particular los parámetros son aquellos del grupo C de la tabla III. Las curvas 

azules corresponden a 1
4α =  para 1

2α =  las curvas negras y para 1α =  las curvas 

negras. La curva sólida en ausencia de campo hiperfino (aseguran una operación de 

compuerta ( )swap α satisfactoria.  

 La figura muestra una corrección en los valores de la probabilidad a aquellos valores 

en ausencia del término DM, 0 0β = , y con su correspondiente condición de pulso, tal 

como los presentados para la figura 14. 

 

Tabla VI. Valores asintóticos de las probabilidades de los estados ↑ ↓,  y ↓ ↑,  en la operación de 

compuerta ( )αswap , para los valores de la figura 20. 

0 0.4β =  
,Pα

↑ ↓
 0,

,Pα β
↑ ↓

Δ  
% de 

error ,Pα
↓ ↑

 0,
,Pα β

↓ ↑
Δ  

% de 

error 

σ = 0 0.85352295    0 0 0.14647705 0 0 

σ = 2.3 0.85363798    0.00011503 0.013 % 0.14636202 0.00011503 0.013 % 

σ = 4.6 0.85396355    0.00044060 0.052 % 0.14603645 0.0004406 0.052 % 

σ = 9.2 0.85524107    0.00171812 0.201 % 0.14475893 0.00171812 0.201 % 

1
4α =  

σ = 18.4 0.8599919     0.00646895 0.758 % 0.1400081 0.00646895 0.758 % 

σ = 0 0.5 0 0  0.5 0 0  

σ = 2.3 0.50153971 0.00153971 0.308 % 0.49846029 0.00153971 0.308 % 

σ = 4.6 0.50592674    0.00592674    1.185 % 0.49407326 0.00592674    1.185 % 

σ = 9.2 0.52223735    0.02223735    4.448 % 0.47776265 0.02223735   4.448 % 

1
2α =  

σ = 18.4 0.57320615    0.07320615    14.64 % 0.42679385 0.07320615    14.64 % 

σ = 0 0 0 0 1 0 0 

σ = 2.3 0.01193130    0.01193130    1.193 % 0.98804687 0.01193130    1.193 % 

σ = 4.6 0.04523377    0.04523377    4.523 % 0.95476623 0.04523377    4.523 % 

σ = 9.2 0.14974258    0.14974258    14.97 % 0.85025742 0.14974258    14.97 % 

1α =  

σ = 18.4 0.36677377    0.36677377    36.68 % 0.63322623 0.36677377    36.68 % 

 

 En la tabla VI se presentan los valores asintóticos de las probabilidades, así como el 

error asociado a la operación 0,
,Pα β

↑ ↓
Δ , el cual se calcula con respecto a la probabilidad 

asintótico en ausencia del campo nuclear, Al comparar los valores de las probabilidad 
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asintóticos de la tablas IV y VI se observa que son muy similares y la diferencia entres 

los valores puede asociarse a diferencias numéricas.  

 En este caso no hacemos análisis del error ya que el esquema de corrección de pulsos 

elimina el error del término DM en la operación de compuerta, y por lo tanto el error 

mostrado aquí es exclusivo a la varianza y estos se mostraron previamente. 

 

V.2.1.2. Magnetización 

 

 A continuación presentamos resultados sobre la magnetización del espín 1 para la 

operación de compuerta ( )swap α  en las mismas condiciones presentadas para las 

probabilidades.  

 

V.2.1.2.1 Valores de pulso max( )x t απ= , con 0 0β =  
 
 
 De la misma manera que se hizo para la probabilidad, presentamos primero un 

conjunto de curvas para las condiciones de referencia de grupo A.  

 En la figura 21,  presentamos curvas de magnetización para los valores para 1
4α =  

(curvas azules), para 1
2α =  (curvas negras) y  para 1α =  (curvas negras), los cuales se 

ha señalado en ausencia de campo hiperfino (curvas sólidas) aseguran una operación de 

compuerta ( )swap α  satisfactoria, ( )maxx t απ= . Estas curvas se repiten para valores del 

campo hiperfino en donde la varianza, σ, serán respectivamente de 2.3 mT (línea 

continua), 4.6 mT (línea punteada). 9.2 (línea raya - punto) y 18.4 mT (línea continua – 

punto - punto).  

 En la figura 21, se ve que la diferencia entre los valores finales para  α = ¼ son muy 

cercanos entre si por lo que el error en la operación no es apreciable, por lo que en la 

figura 22 presentamos los valores finales de la magnetización en el intervalo de tiempo 

2.6 a 4.3 ns para α = ¼, los valores para el término DM y de σ  son los mismos que los 

presentados en la figura 22.  
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Figura 21: Evolución dinámica de la magnetización del espín 1 en la operación de compuerta 

( )αswap , con la condición del pulso tal que απ=max( )x t , que corresponde a λ = 1.2731 con 

β =0 0  para 1
4α =  (curvas azules), 0.6366λ =  con β =0 0  para 1

2α =  (curvas negras) y 

λ = 0.3172  con β =0 0  para 1α = , para β =0 0  y la condición de pulso que asegura una 
operación de compuerta exitosa para la curva de referencia σ = 0  (curva sólida), grupo A.Se 
presentan, además,  σ = 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT. 
  

 De las figuras 21 y 22 se observa que el error en la magnetización aumenta como 

función de la varianza del campo nuclear y  más aún el este error aumenta a medida que 

aumenta el valor de α.  

 Con el propósito de cuantificar el error en la operación, presentamos en la tabla VII 

los valores finales de la magnetización, para los mismos valores de α, 0β  y de σ  de la 

figura 21, y calculamos el error en la operación, 0,
1z
α βσΔ , debido al valor de la varianza 

del campo hiperfino. 

  



 

 

104

 

 
Figura 22: Valores finales en la región asintótica para la magnetización del espín 1 para α = ¼  

bajo las mismas condiciones de la figura 18. 

 

 La Tabla muestra el error agregado, 0,
1z
α βσΔ , por la varianza, σ . También incluimos 

el porcentaje de error con respecto al valor de referencia , 0σ = , el cual observamos 

incrementa como función de la varianza y con el valor de α. 

 En la figura 23 presentamos las curvas del error, 0,
1z
α βσΔ  presentados en la tabla VII 

y se observa que también se puede ajustar con una curva del 

tipo 0 0 0 0, 2 4
1z a b cα β β β β

α α ασ σ σΔ = + +  similar a las usadas para las probabilidades. Los valores 

de ajuste están dados por: 0 5 5
1/ 4 5 10 5 10a − −= × ± × , 0 5 6

1/ 4 2 10 1.46 10b − −= × ± ×  y 

0 9 9
1 9.236 10 4.15 10c − −= × ± × ; para α = ¼, 0 5

1/ 2 4 10a −= ×  ±  54 10−× , 0 4
1/ 2 3.2 10b −= ×  ±  

61.235 10−×  y 0 7
1/ 2 2.298 10c −= − ×  93.64 10−± × ; para α = 1,  0 3

1 2.25 10a −= × 32.03 10−± × , 

0 3 5
1 2.23 10 6 10b − −= × ± ×  y 0 3 7

1 3.163 10 1.7 10c − −= − × ± ×  para α = 1. 
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Tabla VII. Valores asintóticos de la magnetización para las mismas condiciones de valores α, β0  

y de σ  de la figura 22. El error de operación, α βσΔ 0,
1z , se calcula con respecto la curva de 

referencia σ = 0 . 

0 0β =  0,
1z
α βσ  0,

1z
α βσΔ  % de error 

σ = 0 0.35352295 0 0 

σ = 2.3 0.35364948 0.00012653 0.036 % 

σ = 4.6 0.35402678 0.00050383 0.143 % 

σ = 9.2 0.35550284 0.00197989 0.560 % 

1
4α =  

σ = 18.4 0.36093316 0.01580865 2.096 % 

σ = 0 0 0 0 

σ = 2.3 0.001710585 0.001710585 0.171 % 

σ = 4.6 0.006779853 0.006779853 0.678 % 

σ = 9.2 0.025425064 0.025425064 2.543 % 

1
2α =  

σ = 18.4 0.081919442 0.081919442 8.192 % 

σ = 0 -0.5 0 0 

σ = 2.3 -0.48629147 0.01370853 2.742 % 

σ = 4.6 -0.44847004 0.05152996 10.31 % 

σ = 9.2 -0.33282482 0.16717518 33.43 % 

1α =  

σ = 18.4 -0.10555789 0.39444211 78.89 % 

 

 En la figura 23 se ve, que el error, 0,
1z
α βσΔ , en la magnetización del espín 1 

incrementa de forma cuadrada con la varianza y se observa que la curvatura, 0bβ
α , 

incrementa con α, lo cual indica que el error crecerá mas rápido con valores de α 

mayores. 

 La operación se compuerta se ve afectada por el campo hiperfino, lo cual era 

esperado, sin mebargo el incremento del error para valores mayores de α no lo era. Estos 

resultados indican que las compuertas que requieran un pulso de J(t) más rapido, por 

ejemplo α = ¼, serán menos afectadas que aquellas con pulsos de J(t) con mayor area.  
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Figura 23: Curvas de error, α βσΔ 0,
1z  para los valores de este presentados en la tabla VI. Las 

figuras se presentan para tres valores de α = ¼  (a), ½ (b) y 1  (c). Las condiciones del pulso 
aseguran una operación exitosa para en la ausencia de campo hiperfino, σ = 0  y para β =0 0 . 

Se observa que los valores del error α βσΔ 0,
1z  pueden ajustarse adecuadamente con una curva 

de la α β β β β
α α ασ σ σΔ = + +0 0 0 0, 2 4

1z a b c , donde los parámetros de ajuste están expresados en cada 

figura. 
  

V.2.1.2.2  Valores de pulso max( )x t απ= , con 0 0.4β =  

 

 Consideramos ahora la misma condición de pulso que se utilizó en la figura 22 pero 

ahora “prendemos” el término DM, 0 0.4β =  y con las condiciones de pulso del gripo B 

de la tabla III calculamos la magnetización del espín 1, obtenemos nuevas curvas que se 

presentan en la figura 24. 
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Figura 24: Evolución dinámica de la magnetización del espín 1 para las mismas condiciones de 
la figura 21 excepto que el término DM aquí tiene un valor de β =0 0.4 , grupo B.  
 

 La figura 24 muestra una desviación en la curva de referencia, 0σ = , con respecto a 

las de la figura 21. El término DM tiene como resultado modificar la magnetización, sin 

embargo, para las compuertas α = ¼ y ½ observamos que la interacción hiperfina corrige 

hasta cierta medida el error asociado, más aún, para α = ½, podríamos afirmar que un 

valor, no conocido, entre el rango de valores dados de la varianza, σ = 0 a 18.4 mT, 

corrige la operación. Sin embargo,  para α = 1, observamos que el error agregado por el 

término DM solo incrementa al aumentar los valores de la varianza 

 Por completes, en la tabla VIII presentamos los valores asintóticos de la 

magnetización mostrados en la figura 24, así como el error inducido a la operación de 

compuerta. En gris mostramos el valor correcto de la magnetización para la compuerta 

( )swap α  y usando esta como base calculamos el error y el porcentaje de error para valor 

de σ . 
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Tabla VIII. Valores asintóticos de la magnetización para las mismas condiciones de la tabla VII 
excepto que aquí β =0 0.4 . Se agrega, en gris, el valor correcto de la magnetización para valor 
de α. 

0 0.4β =  0,
1z
α βσ  0,

1z
α βσΔ  % de error 

Valor asintótico 0.35352295 0 0 

σ = 0 0.33149432 0.02202863 6.231 % 

σ = 2.3 0.33163993 0.02188302 6.190 % 

σ = 4.6 0.33207412 0.02144883 6.067 % 

σ = 9.2 0.33377272 0.01975023 5.587 % 

1
4α =  

σ = 18.4 0.34002164 0.01350131 3.819 % 

Valor asintótico 0 0 0 

σ = 0 -0.060375193 0.060375193 6.038 % 

σ = 2.3 -0.058433075 0.058433075 5.843 % 

σ = 4.6 -0.052743692 0.052743692 5.274 % 

σ = 9.2 -0.031819365 0.031819365 3.182 % 

1
2α =  

σ = 18.4 0.031564733 0.031564733 3.156 % 

Valor asintótico -0.5 0 0 

σ = 0 -0.48542935 0.01457065 2.914 % 

σ = 2.3 -0.47174129 0.02825871 5.652 % 

σ = 4.6 -0.43401405 0.06598595 13.20 % 

σ = 9.2 -0.31898134 0.18101866 36.20 % 

1α =  

σ = 18.4 -0.094139852 0.405860148 81.17 % 

 

 Observamos de la tabla VIII que el porcentaje de error para α = ¼ disminuye para 

valores mas grandes de la varianza del campo nuclear, se puede extrapolar por medio de 

una aproximación lineal, 0P m Pσ= +  y se obtiene 38.3σ =  mT.  Para α = ½ observamos 

que el porcentaje de error disminuye a medida que crece σ , sin embargo, se ve que los 

valores asintóticos han aumentado como función de σ , desde aproximadamente -0.06 

hasta 0.032 mientras que el valor de la magnetización debe ser 1/ 2,0.4
1 0zσ = , por lo que 

realizamos una interpolación lineal 0P m Pσ= +  y encontramos que para 18.82σ =  mT 

la magnetización seria 1/ 2,0.4
1 0zσ = .Esto presenta, de la misma manera que en las 
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probabilidades, la opción de control con σ  y 0β en la compuerta ( )swap α  Para α = 1 se 

observa que el porcentaje de error incrementa con σ . El error en las condiciones, 

0,
1z
α βσΔ , puede ajustarse utilizando una curva polinomial del tipo, 

0 0 0 0, 2 4
1z a b cα β β β β

α α ασ σ σΔ = + + .  

 

V.2.1.2.3  Valores del pulso corregido 2
max 0( ) 1x t απ β= + , con 

0 0.4β =  

 

  
Figura 25: Evolución dinámica de la magnetización del espín 1 en la operación de compuerta 

( )swap α
, para aquellos valores λ que satisfacen απ β= + 2

max 0( ) 1x t , grupo C, λ = 1.3712  

para 1
4α =  (curvas azules), λ = 0.6857  para 1

2α =  (curvas negras) y λ = 0.3421 para 1α = , 
para β =0 0.4  y la condición de pulso, después del esquema de corrección, aseguran una 
operación de compuerta exitosa para la curva de referencia σ = 0  (curva sólida).Se presentan, 
además,  σ = 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT. 
 

Ahora si 0 0.4β = , y utilizamos el esquema de pulsos presentado en el capítulo anterior 

los parámetros de pulso se ven modificados. En particular los valores del parámetro son 

aquellos del grupo C. Las curvas azules son para 1
4α = , para 1

2α =  las curvas negras y  
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para 1α =  las curvas negras, los cuales se ha señalado que en ausencia de campo 

hiperfino (curvas sólidas) aseguran una operación de compuerta ( )swap α satisfactoria.  

 La figura 25 muestra, las magnetización después del esquema de corrección de pulso 

presentado en el capítulo IV, se ve que el efecto del término DM se puede eliminar, si 

embargo, los resultados muestran que este término podría ser utilizado como parámetro 

de control para corregir los valores de la magnetización para una compuerta ( )swap α  e 

implicaría tener alguna clase de control sobre el efecto espín – órbita del sistema. 

 

V.2.1.3. Concurrencia 

V.2.1.3.1  Valores de pulso max( )x t απ= , con 0 0β =  

  

 
Figura 26: Concurrencia como función del tiempo. Se presentan tres series de curvas para tres 
valores del grupo A, λ = 1.2731 para 1

4α =  (curvas azules), λ = 0.6366  para 1
2α =  (curvas 

negras) y λ = 0.3172  para 1α = , los cuales satisfacen απ=max( )x t . El valor del término DM es 
constante e igual. Se asegura que los valores de λ  son los ideales para producir la operación de 

compuerta ( )αswap . Se muestran curvas para diferentes valores de la varianza del campo 
nuclear σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT. 
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 En la figura 26,  presentamos curvas de concurrencia para los valores de λ del grupo 

A, en donde las curvas azules corresponden a para 1
4α = , para 1

2α =  las curvas negras y 

para 1α =  las curvas rojas. Las curvas sólidas aseguran una operación de compuerta 

( )swap α satisfactoria. Con el propósito de observar el efecto de campo hiperfino en la 

operación de compuerta incluimos como antes 4 curvas adicionales en donde la varianza 

del campo hiperfino, σ, serán respectivamente de 2.3 mT (línea rayada), 4.6 mT (línea 

punteada), 9.2 (línea raya - punto) y 18.4 mT (continua – punto -punto). 

 Observamos, en la figura, que la varianza tiene como efecto agregar error a la 

concurrencia final de la operación y que incrementa como función de la varianza, σ  y 

del parámetro de compuerta α. Para α = 1 con σ = 18.4, el valor final de la concurrencia 

es mucho mas cercano al valor deseado de la concurrencia para α = ¼  lo cual presenta el 

cuestionamiento, ¿es posible mediante condiciones de pulso para una compuerta ( )swap α  

generar otra compuerta? o ¿al menos conseguir que los valores de algunas propiedades, 

como por ejemplo concurrencia, sean los de esta otra compuerta? Aparentemente la 

respuesta es si, sin embargo mas trabajo en este tema es necesario y lo dejamos para 

investigación futura. 

 Sin embargo es interesante el cambio en la conducta de la concurrencia para los tres 

valores de α. Mientras que el valor final de la concurrencia es menor para α = ¼ y ½ a 

medida que aumenta el valor de σ  para α = 1 el valor de la concurrencia aumenta. 

 Para α = ½, el sistema al final del tiempo de operación se encuentra en una mezcla 

simétrica de los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑  que tendrá concurrencia igual a 1, sin embargo, al 

encender la interacción hiperfina es precisamente esta nueva energética la que genera 

transiciones que llevaran al sistema a un estado fuera la configuración simétrica y fuera 

de un sistema con concurrencia igual a 1. Sin embargo para α = 1 la situación es 

completamente inversa, el sistema después del tiempo de operación se encuentra en uno 

de los estados ,↑ ↓  o ,↓ ↑  los cuales tienen concurrencia igual a 0, sin embargo es el 

campo magnético nuclear el que genera transiciones entre estos y los mezcla a un estado 

con concurrencia diferente a cero. 
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Tabla IX. Valores asintóticos de la concurrencia para las mismas condiciones de los valores 
α, β0  y de σ  de la figura 21. El error de operación, α βσΔ 0,

1z , se calcula con respecto la curva de 

referencia σ = 0 . 

0 0β =  0,Cα β  0,Cα βΔ  % de error 

σ = 0 0.70716765 0 0 

σ = 2.3 0.70691438 0.00025327 0.036 % 

σ = 4.6 0.70615598 0.00101167 0.143 % 

σ = 9.2 0.70314408 0.00402357 0.569 % 

1
4α =  

σ = 18.4 0.69145148 0.01571617 2.222 % 

σ = 0 1 0 0 

σ = 2.3 0.9999828 0.0000172 0.002 % 

σ = 4.6 0.99973822 0.00026178 0.026 % 

σ = 9.2 0.99654835 0.00345165 0.345 % 

1
2α =  

σ = 18.4 0.96817893 0.03182107 3.182 % 

σ = 0 0 0 0 

σ = 2.3 0.18559976 0.18559976 18.56 % 

σ = 4.6 0.34962071 0.34962071 34.96 % 

σ = 9.2 0.57087047 0.57087047 57.09 % 

1α =  

σ = 18.4 0.67899738 0.67899738 67.90 % 

  

 En la tabla IX presentamos los valores asintóticos de la concurrencia así como el error 

asociado a la operación y su porcentaje de error con respecto al valor de referencia, 

0σ =  de la compuerta. 

 Se observa que el error en la compuerta aumenta como función de la varianza y del 

parámetro de compuerta α, y lo hace de una forma polinomial que se puede ajustar con 

una curva del tipo 0 0 0 0 0, 2 4 6C a b c Dα β β β β β
α α α ασ σ σΔ = + + + , en donde los parámetros de 

ajuste están dados para α = ¼ por: 0 9 9
1/ 4 2.86 10 4.35 10a −= − × ± × , 0 5

1/ 4 5 10b −= − ×  

104.69 10−± × , 0 9 12
1/ 4 4.27 10 6.52 10c − −= − × ± ×  y 0 13 14

1/ 4 3.045 10 1.53 10d − −= − × ± × ; Para α 

= ½, 0 6 6
1/ 2 2.477 10 3.77 10a − −= − × ± × , 0 6 7

1/ 2 1.633 10 4.063 10b − −= × ± × , 0 7
1/ 2 5.26 10c −= ×   
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95.65 10−± ×  y 0 10 11
1/ 2 7.49 10 1.13 10d − −= − × ± × ; Para α = 1, 0

1 0.0359 0.0547a = ± , 

0 3
1 0.01947 5.9 10b −= − ± × , 0 4 5

1 1.9 10 8.5 10c − −= − × ± ×  y 0 7 7
1 4.8 10 1.93 10d − −= × ± × . 

  

V.2.1.3.2  Valores de pulso max( )x t απ= , con 0 0.4β =  

 

 En la figura 27 se presentan curvas para la concurrencia bajo los mismos parámetros 

de la figura 26, excepto aquí el término DM tiene un valor de 0 0.4β = . Se ve que el 

término DM genera un error en las curvas de referencia, 0σ = . El cambio súbito de 

comportamiento para α = 1 fue discutido en el capítulo anterior. Vemos que para los 

casos α = ¼ y 1 el término DM tiene como efecto elevar la concurrencia del sistema, 

mientras que para α = ½ la reduce, que se lógico ya que el valor máximo de la 

concurrencia es 1 y por lo tanto el único cambio posible es reducir este valor. 

 

 
Figura 27: Concurrencia como función del tiempo, para los mismos valores de la figura 26 
excepto que aquí β =0 0.4 , grupo B. 
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 En la tabla X presentamos los valores finales de la figura 27 así como el error 

asociado a la concurrencia y el porcentaje del mismo con respecto al valor de referencia 

que se encuentra en gris para caso de  α. 

  
Tabla X. Valores asintóticos de la concurrencia y el error asociado. Los parámetros son iguales a 
aquellos presentados en la tabla VIII  pero aquí el termino DM tiene un valor de β =0 0.4 . 

0 0.4β =  0,Cα β  0,Cα βΔ  % de error 

Valor asintótico 0.70716765 0 0 

σ = 0 0.74862945 0.04146180 5.863 % 

σ = 2.3 0.74837126 0.04120361 5.827 % 

σ = 4.6 0.74759785 0.04043020 5.717 % 

σ = 9.2 0.74452204 0.03735439 5.282 % 

1
4α =  

σ = 18.4 0.73252642 0.02535877 3.586 % 

Valor asintótico 1 0 0 

σ = 0 0.99268290 0.0073171 0.732 % 

σ = 2.3 0.99313310 0.0068669 0.687 % 

σ = 4.6 0.99420442 0.00579558 0.580 % 

σ = 9.2 0.99529067 0.00470933 0.471 % 

1
2α =  

σ = 18.4 0.97624448 0.02375552 2.376 % 

Valor asintótico 0 0 0 

σ = 0 0.23965260 0.23965260 23.97 % 

σ = 2.3 0.31790927 0.31790927 31.79 % 

σ = 4.6 0.44206530 0.44206530 44.21 % 

σ = 9.2 0.62725485 0.62725485 62.73 % 

1α =  

σ = 18.4 0.70676753 0.70676753 70.68 % 

 
El error asociado al varianza del campo nuclear muestra un comportamiento creciente el 

cual puede ser ajustado mediante una curva polinomial del tipo 
0 0 0 0 0, 2 4 6C a b c Dα β β β β β

α α α ασ σ σΔ = + + + , en donde los parámetros de ajuste están dados para 

α = ¼ por: 0.4
1/ 4 0.04146a = ± 107.7 10−× , 0.4 5

1/ 4 5 10b −= − × ± 116.3 10−× , 0.4 9
1/ 4 3.8 10c −= ×  ±  

121.15 10−×  y 0.4 13 15
1/ 4 8.34 10 2.72 10d − −= × ± × ; para α = ½, 0.4 3 6

1/ 2 7.31 10 5.6 10a − −= − × ± × , 

0.4 5
1/ 2 9 10b −= − × 76.04 10−± × , 0.4 7 9

1/ 2 7.58 10 8.4 10c − −= × ± ×  y 0 9
1/ 2 1.05 10d −= − ×  
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111.97 10−± × ; y para α = 1, 0.4
1 0.2482a =  ±  0.01305 , 0.4

1 0.01134b =  ±  31.41 10−× , 

0 3
1 1 10c −= − × 41.41 10−± ×  y 0 7 8

1 2.03 10 4.6 10d − −= × ± × . 

 Es interesante observa que el valor de la concurrencia para α = 1 con σ =18.4 mT es 

muy similar al valor asintótico para la concurrencia de la compuerta ( )1/ 4swap  de hecho 

la diferencia entre ambos es 0.0004, es decir, el resultado de la concurrencia compuerta 

swap para σ = 18.4 mT es 99.94 % el valor asintótico de la concurrencia para ( )1/ 4swap . 

 En el capítulo 4 se discutió, el hecho que experimentalmente no es posible, 

actualmente, generar pulsos lo suficientemente cortos para producir la compuerta 

( )1/ 4swap sin embargo se han reportado experimentalmente que las compuertas ( )1/ 2swap  

y ( )swap  han sido generadas (Petta et. a., 2005). En base a nuestros resultados podemos 

proponer que a partir de la compuerta ( )swap  y con un valor adecuado de la varianza y 

de 0β  seria posible generar los valores adecuados de la probabilidad, magnetización y 

concurrencia de la compuerta ( )1/ 4swap . 

  

V.2.1.3.3  Valores del pulso corregido 2
max 0( ) 1x t απ β= + , con 

0 0.4β =  

 

  Por último, presentamos en la figura 28, curvas de la concurrencia, para los 

valores del grupo C. La curvas para 1
4α =  se identifican con las curvas azules, para 

1
2α =  las curvas negras y para 1α =  las curvas negras, los cuales se han señalado que en 

ausencia de campo hiperfino (curvas sólidas) aseguran una operación de compuerta 

( )swap α satisfactoria.  

 La figura 28 muestra corrección de los valores para 0σ =  de la concurrencia a los 

valores asintóticos esperados (líneas rosas). Se ve además el mismo comportamiento 

mostrado en las figuras 25 y 27. 
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Figura 28: Concurrencia como función del tiempo en la operación de compuerta ( )swap α
. Las 

condiciones satisfacen el grupo C y son απ β= + 2
max 0( ) 1x t  para valores de λ = 1.3712  para 

1
4α =  (curvas azules), λ = 0.6857  para 1

2α =  (curvas negras) y λ = 0.3421 para 1α =  
(curvas negras), para β =0 0.4  y la condición de pulso, después del esquema de corrección, 
aseguran una operación de compuerta exitosa para la curva de referencia σ = 0  (curva 
sólida).Se presentan, además,  σ = 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT. 
 

 La tabla XI muestra los valores asintóticos de la concurrencia así como el error en 

cada operación en estas condiciones. Los valores para el parámetro de pulso, son los 

mismos que los de la figura 28. También incluimos el valor correcto de la concurrencia 

para cada operación α. El esquema de corrección  cancela el error debido al término DM, 

el error presentado es mínimo.  

 El error debido a la interacción hiperfina es tal que, aparentemente podría corregirse 

con un esquema de pulsos como el utilizado en el capítulo IV. 
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Tabla XI. Valores asintóticos de la concurrencia y el error asociado. Los parámetros para σ  y α 
son iguales a los presentados en la figura 28  pero aquí el termino DM tiene un valor de 
β =0 0.4 . 

0 0.4β =  0,Cα β  0,Cα βΔ  % de error 

Valor asintótico 0.70716765 0 0 

σ = 0 0.70715577 0.00000995 0.001 % 

σ = 2.3 0.70693743 0.00023022 0.033 % 

σ = 4.6 0.70628346 0.00088419 0.125 % 

σ = 9.2 0.70368366 0.00348399 0.493 % 

1
4α =  

σ = 18.4 0.69354769 0.01361996 1.925 % 

Valor asintótico 1 0 0 

σ = 0 1 0 0 

σ = 2.3 0.99998680 0.00001320 0.001 % 

σ = 4.6 0.99980205 0.00019795 0.020 % 

σ = 9.2 .997344030 0.00265597 0.266 % 

1
2α =  

σ = 18.4 0.97425654 0.02574346 2.574 % 

Valor asintótico 0 0 0 

σ = 0 0.00003420 0.00003420 0.003 % 

σ = 2.3 0.17354645 0.17354645 17.35 % 

σ = 4.6 0.32925519 0.32925519 32.93 % 

σ = 9.2 0.54941928 0.54941928 54.94 % 

1α =  

σ = 18.4 0.68098581 0.68098581 68.10 % 

   

V.2.1.4. Efecto de la interacción hiperfina en la relación  
2 2

1( ) 4 ( )zC t tσ+  

 

 En el capítulo IV encontramos que en la relación 2 2
1( ) 4 ( ) 1zC t tσ+ =  es valida para 

cualquier combinación de valores de λ  y 0β , siempre que las propiedades mencionadas 

se encuentren en el subespacio 0zS = . Sin embargo, la interacción  hiperfina es un 

campo estocástico y por  lo tanto es necesario analizar el efecto de este en dicha relación 

numéricamente.  
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 En la figura 29 presentamos curvas de 2 2
1( ) 4 ( )zC t tσ+ , para 4.6σ = mT (curvas 

rayadas) y 9.2 mT (curvas sólidas) para dos valores de 0 0β =  y 0 0.4β = . La figura (a) 

presenta curvas para los valores del grupo A de la tabla III, la curva negra corresponde a 

α = ¼, la roja a α = ½ y la verde a α = 1. La figura (b) presenta curvas para los valores del 

grupo B de la tabla III con la misma notación de colores para las curvas de α. Las figuras 

(c) y (d) presentan las regiones de 2 a 4 ns y de 0.994 y 1.0005 de 2 2
1( ) 4 ( )zC t tσ+ para las 

curvas en (a) y (b) respectivamente. 

 Se observa que la relación, en presencia de campo hiperfino, es valida para valores 

menores a los 2 ps, y después de  la curva sufre un decaimiento, que es más pronunciado 

a medida que aumenta α, es alrededor de este tiempo que el pulso J(t) también tiene su 

máximo.   

 

  

  
Figura 29: Curvas de la relación σ+2 2

1( ) 4 ( )zc t t  para σ = 4.6 mT y σ = 9.2 mT como función del 
tiempo (a) para los valores del grupo A de la tabla III  (b) para los valores del grupo B de la tabla 
III. Las figuras (c) y (d) presentan respectivamente los valores finales de las figuras (a) y (b) en 
los rangos de 2 a 4 ps y de 0.994 a 1.0005. 
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 Se nota en la figura 29 que la varianza, σ , después de 3 ps, causa que la relación  
2 2

1( ) 4 ( )zC t tσ+  presente un decaimiento mas pronunciado como función de la misma 

para cualquier valor de α . 

 De las figuras 29 (a) y (c), podemos obtener los valores asintóticos de 2 2
1( ) 4 ( )zC t tσ+  

para α = ¼, son 0.999996 y 0.99993, para α = ½ 0.99966 y 0.995696 y para α = 1 

0.927089 y 0.7693459 para 4.6σ = mT y 9.2 mT respectivamente. Para las figuras 29 (b) 

y (d), en donde, tenemos para α = ¼, 0.999995 y 0.99943, para α = ½ 0.999585 y 

0.994665 y para α = 1 0.948959 y 0.801333. Es claro que el decaimiento de 
2 2

1( ) 4 ( )zC t tσ+  es más pronunciado a medida que α aumenta. Para 4.6σ =  no podemos 

inducir nada ya que la cercania entre estos valores es numéricamente indistinguible. Para 

α = 1 es claro que 2 2
1( ) 4 ( )zC t tσ+  aumenta ligeramente con 0 0β ≠ . 

 

V.2.1.5. Fidelidad 

 

 La ultima de las propiedades utilizadas para evaluar la operación de compuerta es la 

fidelidad, la cual dejamos al final y de muchas formas excluimos de la discusión hecha 

durante el desarrollo de la sección ya que, como se vio en el capítulo anterior, incluye 

información sobre las coherencias del sistema, a diferencia de las probabilidades, 

magnetización y concurrencia que solo incluyen información sobre las probabilidades de 

los estados (diagonal principal en la matriz de densidad). La discusión sobre las curvas se 

hará de la misma manera que se hizo para el resto de las propiedades. 

 

V.2.1.5.1  Valores de pulso max( )x t απ= , con 0 0β =  

 

 En la figura 30 se presentan curvas sobre la fidelidad  para el grupo A de valores 

presentados en la tabla III para α = ¼, (a), ½, (b) y 1, (c). Cada figura presenta curvas 

para valores de la varianza del campo nuclear de σ =0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT  
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 La fidelidad de la compuerta aumenta continuamente como función del tiempo y 

alcanza un máximo, que como veremos depende del valor del campo hiperfino, sin 

embargo, si el valor de la varianza del campo nuclear 0σ ≠  se observa un drástico 

decaimiento a cero del valor de la fidelidad, el tiempo de decaimiento depende del valor 

de la varianza. En particular para α = 1 no se presenta este comportamiento. 

 Podemos asignar este comportamiento al pulso utilizado en cada una de las 

compuertas ( )swap α , ya que a medida que el término λ aumenta el ancho del pulso 

disminuye, lo cual permite que el sistema interactué directamente con el campo hiperfino 

 

 
Figura 30: Fidelidad de compuerta como función del tiempo, para β =0 0 , y con condición de 

pulso λ que garantiza una operación exitosa, απ=max( )x t , para σ = 0, 1
4α = , figura (a), 

λ = 0.6366  con β =0 0 para 1
2α = , figura (b), y 0.3172λ =  con β =0 0  para α = 1, figura (c). 

Se muestran curvas para σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT.  
 

 La tabla XII muestra el valor del máximo y  valor final de la fidelidad así como el 

porcentaje de error respecto al valor ideal de la fidelidad, 1F = . 
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Tabla XII. Valores asintóticos de la Fidelidad para α = ¼, ½ y 1, y para σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 y 
18.4 mT.  Las condiciones del pulso son iguales alas presentadas en la figura 29. El valor ideal 
de la fidelidad debe ser igual a F = 1. 

0 0β =  finalF  % de error maxF  % de error 

α  σ  1 0 1 0 

0 1 0 1 0 

2.3 0.97927797 2.072 % 0.99941002 0.059 % 

4.6 0.92684368 7.316 % 0.99824883 0.175 % 

9.2 0.81284715 18.715 % 0.99501910 0.498 % 

1
4  

18.4 0.75640312 24.360 % 0.98672544 1.327 % 

0 1 0 1 0 

2.3 0.95393066 4.607 % 0.99477128 0.523 % 

4.6 0.83953058 16.047 % 0.98457056 1.543 % 

9.2 0.60386205 39.614 % 0.95735468 4.265 % 

1
2  

18.4 0.49668731 50.331 % 0.89567362 10.433 % 

0 1 0 1 0 

2.3 0.98629147 1.309 % 0.98689670 1.310 % 

4.6 0.94847004 5.153 % 0.95315943 4.684 % 

9.2 0.83282482 16.718 % 0.85575214 14.424 % 

1 

18.4 0.60555789 39.444 % 0.66083800 33.916 % 

 

 Primero analicemos los puntos máximos de la curva. Para las curvas con varianza 

0σ = se observa tanto en la figura 29 como en la tabla XI, que el valor máximo de la 

fidelidad es de 1 y permanece constante, este resultado ha sido discutido en el capítulo V. 

Sin embargo, después de “encender” el campo hiperfino se observa que el 

comportamiento de las curvas cambian drásticamente, en particular para aquellas curvas 

que corresponden a los valores α = ¼ y ½, ya que presentan un decaimiento drástico, para 

α = 1 las curvas después del máximo tienen una pendiente mucho menor, que las 

correspondientes a los otros valores de α. Debe notarse que el error tanto para la fidelidad 

final y el máximo aumenta a medida que aumenta a medida que aumenta el valor de α 

para correspondientes valores de σ, esto último se ha notado que es un resultado 

constante para el campo hiperfino. 
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V.2.1.5.2  Valores de pulso max( )x t απ= , con 0 0.4β =  

 

 En la figura 31 se presentan curvas de la fidelidad para el grupo C de valores de la 

tabla III. Tal como se observo en el capítulo anterior al considerar la interacción DM en 

las curvas 0σ =  se presenta un desplazamiento de las curvas debido a la amplitud del 

término DM, en particular para α = 1 este error no se presenta tal como fue discutido en 

dicho capítulo. 

 

  
Figura 31: Fidelidad de compuerta como función del tiempo. La condición son las mismas que las 
presentas para la figura 30, excepto con β =0 0.4 . Se muestra el error agregado debido a la 
operación debido al campo hiperfino Las curvas consecuentes son para (a) α = ¼, (b) α = ½ y (c) 
α = 1 para valores de la varianza de σ =  0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT. 
 

 El comportamiento decreciente que se muestra en la figura 31 es similar al presentado 

en la figura 30, sin embargo en este caso el término DM es de 0 0.4β = , que como se 

mostró en el capítulo IV agregara un error a la operación de compuerta, que aquí se 
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observa en la brecha mas amplia entre el valor esperado de F = 1 y el máximo de la 

curva, este error ha sido caracterizado por la ecuación (IV.37). 

 

V.2.1.5.3  Valores del pulso corregido 2
max 0( ) 1x t απ β= + , con 

0 0.4β =  

 

 La figura 32 muestra resultados de la fidelidad después de haber aplicado el esquema 

de corrección del pulso y refuerzan la conclusión del capítulo anterior, que la interacción 

DM agrega un error a la evolución dinámica de la fidelidad de la compuerta que no puede 

ser corregido. Ahora la incluir el campo hiperfino y al corregir el pulso observamos que 

el error aún se encuentra presente en la operación. 

 A lo largo del capítulo se observó que al aumentar la varianza del campo hiperfino 

aumenta el error agregado a la operación de compuerta y este ha sido caracterizado 

mediante un análisis numérico de las curvas las cuales han sido ajustado curvas analíticas 

que nos dan una idea básica de cómo la interacción hiperfina modifica el error. 

 A medida que aumenta el valor de α, también aumenta el porcentaje de error para una 

valor dado de la varianza σ, una explicación a este fenómeno puede ser que a medida que 

aumenta el valor de α el valor del parámetro del pulso λ disminuye haciendo de esta 

manera que el pulso sea mas amplio, lo cual incrementa el tiempo de operación del pulso, 

( )J t , sobre los espines, y es de alrededor de 1Jt λ≈ , mientras que el tiempo de 

decaimiento debido al campo nuclear, es proporcional al valor de la varianza del campo 

nuclear y es de la forma 1nuc et γ σ≈ , [Taylor et al., 2005; Coish y Loss, 2005] y por lo 

tanto depende inversamente del valor de la varianza, σ, por lo que a medida que aumenta 

el ancho del pulso el campo hiperfino tendrá mas tiempo para afectar la dinámica de la 

compuerta causando error en la operación. Para ejemplificar este comportamiento 

presentamos algunos tiempos característicos. Para σ  = 18.4 mT el tiempo asociado será 
18.4 1403nuctσ = ≈  ps, mientras que para σ  = 2.3 mT  2.3 11235nuctσ = ≈  ps. Para α = 1, 

0.3172λ =  y por lo tanto 3.16Jt ≈  ps que solo el 0.22% de 18.4
nuctσ =  mientras que es el 

0.028% de 2.3
nuctσ =  con lo que se muestra que el sistema se vera mas afecto por la 
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interacción hiperfina para valores grandes del mismo. Para α = ¼, 1.2731λ =  el tiempo 

de operación es 0.79Jt ≈  ps que es el 0.056% del tiempo 18.4
nuctσ =  y 0.007% del tiempo  

2.3
nuctσ = , es decir, en el tiempo de operación de la compuerta se afectado menos por el 

campo hiperfino que aquel para α = 1, por lo que podemos afirmar que el efecto del 

campo nuclear será mas importante en sistemas con pulsos mas amplios, valores de α 

mayores. 

 

 
Figura 32: Fidelidad de compuerta como función del tiempo, para β =0 0.4 , y con para valores 

que satisfacen απ β= + 2
max 0( ) 1x t , 1.3712λ =  para α =  ¼  (a), 0.6857λ =  para α = ½  (b) 

y λ = 0.3421 para α = 1 (c). Se muestra el error agregado debido a la operación debido al 
campo hiperfino Las curvas consecuentes son para valores de la varianza de σ =  0, 2.3, 4.6, 9.2 
y 18.4 mT. 
 

V.3. Comentarios finales. 

 
 En este capítulo evaluamos el efecto del campo magnético nuclear, a través de la 

interacción hiperfina, en la operación de compuerta ( )swap α . Presentamos la solución al 
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eigensistema así como expresiones para el promedio estadístico para el cuadrado de la 

magnetización y de la concurrencia del estado base. Se demostró que estas propiedades 

satisfacen la relación (IV.22) y que la concurrencia aumenta con el término DM y 

disminuye como función de la varianza del campo nuclear. La magnetización presenta un 

comportamiento inverso al mostrado por la concurrencia. 

 La naturaleza estocásticas del baño hiperfino, hace muy difícil obtener expresiones 

analíticas para las propiedades dinámicas de la concurrencia, magnetización, probabilidad 

de los estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑  y fidelidad para el Hamiltoniano (V.20), por lo que no es 

posible presentar resultados analíticos para cuantificar el efecto del campo hiperfino en la 

operación de compuerta. Aún cuando es necesario un campo magnético externo grande 

20extB > mT para obtener el Hamiltoniano (V.20), esta no será una variable que afecte la 

evolución del subespacio 0zS = , que es precisamente la región del sistema que contiene 

a los estados involucrados en la operación de compuerta. 

 En general encontramos en las propiedades de probabilidad, magnetización y 

concurrencia que la interacción hiperfina agrega un error que crece como función de la 

varianza, σ , de forma 0 0 0 0, 2 4a b cα β β β β
α α αξ σ σΔ = + + , donde ξ  es cualquiera de las tres 

propiedades mencionadas. Además el error parece ser corregible con esquema de pulsos 

como el presentado en el capítulo IV, sin embargo, la fidelidad muestra un 

comportamiento totalmente diferente, ya que esta es un propiedad más completa, y tiene 

información sobre las coherencias del sistemas y un esquema de corrección de pulsos en 

donde la variable de control sea el inverso del ancho del pulso no será suficiente para 

realizar un corrección. Nosotros observamos que quizás con un esquema que modifique 

la amplitud del mismo o con pulsos diferente forma se podría realizar alguna clase de 

corrección o presentar un cambio en el comportamiento. 

 Se observo que el término DM, 0β , agrega un error adicional a la operación de la 

compuerta, sin embargo, es interesante observar que el error es “opuesto” al agregado por 

la varianza del campo nuclear lo nos hace concluir que si fuera posible controlar a la 

varianza del campo nuclear y/o al término DM podríamos corregir el error en las 

probabilidades, concurrencia y magnetización. 
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Capítulo VI 

 

Acoplamiento a reservorio térmico 

 

 Estamos interesados en estudiar al  sistema descrito por el Hamiltoniano (IV.3) en la 

condición de contacto con un reservorio térmico en equilibrio termodinámico a 

temperatura T. En este capítulo cosnideramos al Hamiltoniano estacionario, 

( ) ( ) ( )1 2 0 1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ

ez z z
H J S S S S B S S dB S Sβ γ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ⋅ + × + ⋅ + + ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G G G G G G G GG G
, (VI.1)

que reescribimos nuevamente aquí en la base computacional por comodidad para el lector 

y utilizamos las aproximaciones utilizadas en la ecuación (V.19),  

( )

( )

0

0

0 0 0
4

0 2 1 0
4 4

0 2 1 0
4 4

0 0 0
4

e z

e z

e z

e z
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H

J Ji dB

J B

γ

γ β

β γ

γ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − +⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − +
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎝ ⎠

. (VI.2)

Nuestro objetivo en este capítulo es describir sus propiedades de entrelazamiento y de 

magnetización como función de la temperatura en este modelo. 

 En el capítulo 5, se resolvió el eigensistema del Hamiltoniano (VI.2), por lo tanto, 

aquí nos limitamos a reescribir los cuatro eigenvalores y eigenvectores del sistema., 

1 1, , ,
4 e z
J Bλ γ ν= − = ↑ ↑  (VI.3)

( )

1
2 4

2
0

2 2
0

2 # ,

1 2 # , , ,
12 # 2 #

e z

e z

J

J dB
J idB

λ

β γν
βγ

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ +
= − ↑ ↓ + ↓ ↑⎢ ⎥

−⎢ ⎥− ⎣ ⎦

 (VI.4)
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( )

1
3 4

2
0

3 2
0

2 # ,

1 2 # , , ,
12 # 2 #

e z

e z

J
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λ

β γν
βγ

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ −
= − ↑ ↓ + ↓ ↑⎢ ⎥

−⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

 (VI.5)

4 4, , .
4 e z
J Bλ γ ν= + = ↓ ↓  (VI.6)

en donde el eigenvector (VI.5) es el estado base y ( ) ( )22 2
0# 1 2 e zJ dBβ γ= + + . 

Estos pares eigenestado – eigenfunción son la base para determinar la matriz de densidad 

térmica y de ahí las propiedades del entrelazamiento y magnetización. 

 

VI.1 Entrelazamiento y Magnetización térmica. 

 

 La matriz de densidad del sistema en equilibrio termodinámico se escribe, en término 

de eigenfunciones y eigenestados (VI.3) – (VI.6) como 
4

1

1
i

i i
i

e
Z

βλρ ν ν−

=

= ∑ , (VI.7)

la cual al ser expresada en la eigenbase (VI.3) – (VI.6) se tiene, 
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 (VI.8)

en donde, HZ Tr e β−⎡ ⎤= ⎣ ⎦  es la función de partición del ensemble canónico, 1
Bk Tβ =  y  

kB es la constante de Boltzmann, 

[ ]1 1
4 4 1

22 2 #J J
e zZ e Cosh B e Coshβ ββγ β− ⎡ ⎤= + ⎣ ⎦ . (VI.9)

 La matriz de densidad (VI.8) se encuentra expresada en la eigen base (VI.3) – (VI.6), 

sin embargo, la metodología presentada en las ecuaciones (II.67) y (II.68), para la 

concurrencia térmica, esta desarrollada para matrices de densidad expresadas en la base 
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computacional, por lo tanto, es necesario expresar la matriz de densidad (VI.8) en la base 

computacional. La transformación canónica de base, es del tipo †U Uρ ρ= , en donde, 

1 0 0 0
0 0
0 0
0 0 0 1

A B
U

C D

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (VI.10)

y constantes A, B, C y D están dadas por las amplitudes de los eigenvectores (VI.4) y 

(VI.5) 

[ ]1 1
4 4 1

22 2 #J J
e zZ e Cosh B e Coshβ ββγ β− ⎡ ⎤= + ⎣ ⎦ . (VI.11)

( )
( )

2
0

0

1 2 #

2 1 # 2 #

e z

e z

dB
A

i dB

β γ

β γ

+ +
= −

− +
, (VI.12)

2
01

2 # 2 #e z

J
C

dB

β

γ

+
=

+
, (VI.13)

( )
( )

2
0

0

1 2 #

2 1 # 2 #

e z

e z

dB
B

i dB

β γ

β γ

+ −
= −

− −
, (VI.14)

2
01

2 # 2 #e z

J
D

dB

β

γ

+
=

−
. (VI.15)

finalmente, la matriz de densidad en la base computacional queda expresada como, 

1
2 2 * *

2 3 2 3
* * 2 2

2 3 2 3

4

0 0 0
0 0
0 0
0 0 0

A B AC BD
A C B D C D

ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (VI.16)

en donde los i sρ  son los elementos de la matriz de densidad (VI.8). 

 La estructura de bloques de la matriz de densidad (VI.16) permite utilizar la 

metodología presentada el cálculo de la concurrencia, ( )−+−= uuzC ,0max2 , 

presentada originalmente en la expresión (II.68), en donde z son las coherencias entre los 

estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑ , tal como se puede ver en la matriz de densidad (II.67) además 
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u+ y u−  son las probabilidades de los estados ,↑ ↑  y ,↓ ↓  respectivamente. Donde 

identificamos, 

( )
( ) ( )1

4

2
0* * 1

2 3 2
0

11 #
# 1

JJ
z AC BD e iSenh

Z i
ββ

ρ ρ β
β

+
= + =

−
, (VI.17)

donde, 

( )1
4

2
0 1

2

11 #
#

JJ
z e Senh

Z
ββ

β
+

= ,  (VI.18)

y de la misma forma, 

1
4

1 Ju u e
Z

β−+ − = . (VI.19)

 Aplicando los resultados (VI.9), (VI.18), (VI.19) en la relación (II.68), obtenemos la 

siguiente expresión para la concurrencia térmica en termino de z, u+ y u− , 

( )
( ) ( )

1
2

1
2

2
0 1

2

1
2

1
Senh # 1

#0,
Cosh # Cosh

J

J
e z

J
e

C Max
e B

β

β

β
β

β βγ

⎧ ⎫+
⎪ ⎪−
⎪ ⎪= ⎨ ⎬

+⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

, (VI.12)

esta propiedad expresa la capacidad del sistema de generar estados entrelazados como 

función de la temperatura. La concurrencia tiene un valor máximo de 1 y un valor 

mínimo de 0 que implica respectivamente un estado con máximo entrelazamiento o 

completamente desentrelazado. La ecuación (VI.19)  predice un valor de la temperatura 

en donde el sistema pierde la capacidad de generar estados entrelazados, la cual recibe el 

nombre de temperatura crítica cT . Esta puede encontrarse al considerar que el numerador 

de la ecuación (VI.20) igual a cero. Lo que se obtiene es la condición, para 1
c

B ck T
β = , 

( )1
2 2 1

0 21 Senh # #cJ
ce Jβ β β+ =  (VI.21)

 Utilizando la relación [ ]1 1z zTr Sσ ρ=  y la matriz de densidad (VI.16) podemos 

calcular también el valor esperado de la magnetización del espín 1 como función de la 

temperatura, 
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( ) ( )
( ) ( )

1
2

1
2

e 1
e 2

1
1 2 1

e 2

2Senh Senh #
#

Cosh Cosh #
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z

z J
z

dBB e

B e

β

β

γβγ β
σ

βγ β

−
=

+
. (VI.22)

 En el trabajo presentado en los capítulos 4 y 5, la evolución del los estados, y en 

consecuencia las propiedades calculadas, se localizada exclusivamente en el subespacio 

generado por los estados 2 ,= ↑ ↓  y 3 ,= ↓ ↑ , que es el subespacio con 

magnetización total 0zS = . Sin embargo, en el estudio de propiedades térmicas es 

necesario incluir todos los estados de la base computacional, ya que el baño térmico 

genera transiciones entre los cuatro estados del sistema, y es en gran parte esto lo que 

genera la relajación de las probabilidades de ocupación de los estados del sistema y la 

perdida de las propiedades de entrelazamiento del sistema. 

 Estamos interesados es estudiar las propiedades de entrelazamiento y magnetización 

como función de la temperatura, para diferentes valores del campo magnético externo, 

del campo nuclear, caracterizada por σ  y del término DM, 0β . 

 Primero presentaremos un análisis de la concurrencia, magnetización y temperatura 

critica como función de la temperatura en ausencia de campo nuclear, estudiaremos el 

efecto del campo magnético externo sobre dichas propiedades, en la siguiente sección 

analizaremos el efecto del término DM, 0β , sobre estas propiedades. Estos cálculos al ser 

independientes del campo hiperfino no requieren un promedio estadístico y son 

relativamente directas de determinar. 

 Estos resultados servirán como referencia al incluir la interacción hiperfina en los 

cálculos de concurrencia, magnetización y temperatura critica, en donde, es necesario 

realizar un promedio estadístico sobre realizaciones del campo magnético, como 

mencionamos el campo nuclear es considerado como una variable estocástica y por lo 

tanto relaciones analíticas para este caso no son fáciles de obtener. 

 

VI.2. Propiedades térmicas en ausencia de campo hiperfino 
 
 Consideremos el caso en donde, en el Hamiltoniano (VI.1), el campo hiperfino es 

nulo ( 0 0NBσ = → = ) y consideramos el campo magnético externo diferente a cero. Las 
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propiedades (VI.20) – (VI.22) se reducen de acuerdo con z
extB B=

G G
 y 0dB =

G
, y por lo 

tanto las propiedades de concurrencia, y magnetización se reducen a, 

( )
( ) ( )

1
2

1
2

21
02

21
0 ,2

Senh 1 1
0,

Cosh 1 Cosh

J

J
e ext z

e J
C Max

e J B

β

β

β β

β β βγ

⎧ ⎫+ −⎪ ⎪
= ⎨ ⎬

+ +⎪ ⎪
⎩ ⎭

,  (VI.23)
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1 2 21

e , 02

Senh

Cosh Cosh 1
ext z

z J
ext z

B

B e Jβ

βγ
σ

βγ β β
=

+ +
,  (VI.24)

y de la relación (VI.23) con la condición C = 0 se obtiene la siguiente relación para la 

temperatura crítica 

( )1
2 21

02Senh 1 1J
ce Jβ β β+ = . (VI.25)

 

VI.2.1. Propiedades térmicas en función del campo magnético 
externo 
 
 La figura 33 muestra curvas de la concurrencia y de la magnetización térmica, 

expresadas por las ecuaciones (VI.23) y (VI.24), para 0 0β =  y varios campos magnético 

externo. 

 

  
Figura 33: Concurrencia (a) y magnetización (b) como función de la temperatura en 
ausencia de campo hiperfino (σ = 0 ) e interacción DM ( β =0 0 ). Se muestran curvas para 
valores del campo magnético externo desde 0 mT hasta 50 mT en paso de 10 mT.  
 

(μeV) (μeV) 
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 La concurrencia, figura 33 (a), muestra que para valores grandes del campo 

magnético, mayores a 39 mT se presenta un máximo local a una temperatura T1, mientras 

que para la magnetización, figura 33 (b) el comportamiento es inverso, se observa un 

máximo local a una temperatura T2, para valores de hasta 39 mT. En la figura 34 

ampliamos el rango de valores del campo magnético externo, de 39 mT a 50 mT de 2 mT 

para detallar el cambio de comportamiento de la naturaleza del máximo local que se 

presenta en la figura 33 y caracterizar la temperatura Ti. 

 

  
Figura 34: La concurrencia (a) y magnetización (b), en ausencia de campo hiperfino σ = 0 ) e 
interacción DM ( β =0 0 ). Se incluye como referencia la curva con = 0extB . Para la concurrencia 
variamos el campo magnético externo desde 39 mT hasta 50 mT en pasos de 2 mT, para la 
magnetización se varia desde 30 mT hasta 50 mT. 
 

 Se observa de las figuras 33 (a) y 34 (a), para campos magnéticos menores a 39 mT, 

aproximadamente, la concurrencia decae monótonamente como función de la 

temperatura. Al aumentar el campo magnético externo, más halla de 39 mT, el valor de la 

concurrencia para temperaturas bajas disminuye, para después aumentar hasta un valor 

máximo de la concurrencia, extB
MaxC  a una temperatura T1. 

 El comportamiento monótono para valores pequeños del campo magnético externo se 

debe a que el factor dominante en el sistema es el término de intercambio, sin embargo, 

para valores superiores a 39 mT el comportamiento dominante es el Zeeman debido al 

campo magnético externo. La disminución de la concurrencia a temperaturas bajas, para 

valores del campo magnético externo grandes, se debe a que el campo externo polariza 

(μeV) (μeV) 
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los estados de espín y evoluciona al estado a bajas temperaturas a una aproximación del 

estado ,↑ ↑ , que tiene concurrencia C = 0. 

 Se observa que la magnetización muestra un comportamiento inverso al presentado 

por la concurrencia, para valores menores a 39 mT presenta a una temperatura T2, un 

mínimo local, el cual, desaparece al aumentar el campo externo en valores superiores a 

39 mT. 

 El comportamiento general de la temperatura de inhibir las propiedades de 

entrelazamiento y de magnetización, se explica al considerar que el acoplamiento con el 

baño térmico causa relajación y pérdida de coherencia en el sistema, que se refleja en la 

perdida de la habilidad del sistema de generar entrelazamiento entre estados y en generar 

una mezcla cuasi simétrica de los eigenestados del sistema. Esta mezcla tendrá 

magnetización en el sitio 1 igual a cero, siempre y cuando las probabilidades de los 

estados ,↑ ↓  y ,↓ ↑  sean iguales, así como la los estados ,↑ ↑  y ,↓ ↓ .  

 El máximo local para la concurrencia se presenta alrededor de 0.3 kT, los valores 

exactos de los máximos, extB
MaxC  y de su posición, 1T   se presentan la figura 35. Observamos 

que la amplitud del máximo disminuye a medida que el campo magnético externo 

aumenta, figura 35 (a). Por otro lado, la posición del máximo se desplaza a la derecha a 

medida que aumenta el campo magnético externo, como se muestra en la figura 35 (b). 

 

  

Figura 35: En la curva (a) se muestra la amplitud del máximo local de la concurrencia, extB
MaxC , 

como función del campo magnético externo. La curva (b) muestra la posición del máximo, 1kT , 
como función del campo magnético externo. 
 

(mT) (mT) 
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 Al hacer un análisis de las probabilidades de ocupación térmicas de los eigenestados 

del sistema, ecuaciones (VI.3) – (VI.6), podemos entender cualitativamente el esquema 

energético que lleva al sistema a tener un incremento local en la concurrencia. En este 

caso los eigenvectores son, 

1 , , 0Cν = ↑ ↑ = , (VI.26)

( )

2
0

2
0

1
, , , 1

1
C

J i
β

ν
β

+
= − ↑ ↓ + ↓ ↑ =

−
,  (VI.27)

( )

2
0

3
0

1
, , , 1

1
C

J i
β

ν
β

+
= ↑ ↓ + ↓ ↑ =

−
, (VI.28)

4 , , 0Cν = ↓ ↓ = , (VI.29)

en donde, hemos incluido la concurrencia de cada eigenvector, en base al esquema 

presentado en la ecuación (III.59), ( ) ψψψ ~=C  con *~ ψσσψ yy ⊗=  ecuación 

(III.55). Es interesante notar que, aun cuando los eigenestados (VI.27) y (VI.28) tienen 

concurrencia máxima de 1, una suma simétrica de los estados 2v  y 3v  tendrá como 

resultado un estado con concurrencia igual a 0. 

 Las probabilidades de estos estados dada por
iE

i
eP

Z

β−

= . La figura 36, presenta el 

comportamiento de la concurrencia y como las probabilidades de los eigenestados afectan 

la concurrencia. En la figura 36 (a) se presentan estas propiedades para valores grandes 

del campo magnético externo, 50 mT, y en la figura 33 (b) para valores pequeños del 

mismo, 20 mT. La figura 35 (a) muestra, para 0 0.4β =  y extB = 50 mT, las 

probabilidades como función de la temperatura, y para propósitos de la discusión 

agregamos la curva de la concurrencia.  
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Figura 36: Probabilidad de los estados de la base computacional, 
β−

=
iE

i
eP

Z
 para y con una 

amplitud del término DM, β =0 0.4 . La figura (a) muestra las probabilidades y la curva de la 
concurrencia para un campo magnético externo =extB 50 mT. La figura (b) muestra las 
probabilidades y la curva de la concurrencia para un campo magnético externo =extB 20 mT. 
 

 El máximo, para este caso, se encuentra entre de 0.2 y 0.28 meV y se observa que 

solo los estados 1ν  y 3ν  tienen probabilidad significativas. De los cuales solo el 

estado 3ν  tiene concurrencia distinta a cero, por lo que toda la contribución de la 

concurrencia del sistema esta dada por este estado. Después del máximo la probabilidad 

del estado 2ν , que es un estado con C = 1,  es diferente a cero y se ver una desviación 

de la concurrencia con el valor de la probabilidad del estado 3ν , lo cual indica, que la 

temperatura a generado transiciones entre los estados 1ν  y 3ν , y dicha interacción 

afecta la concurrencia, que alcanza su máximo al aumentar la temperatura. Para 

temperaturas mayores las transiciones entre ambos estado se vuelven más probables, por 

lo tanto el valor de la concurrencia decaerá rápidamente a una combinación de estados 

con concurrencia igual a cero. 

 En la figura 36 (b), presentamos en el otro caso para 0 0.4β =  y extB = 20 mT, se 

observa que la concurrencia tiene un valor máximo de 1 y se mantiene para bajas 

temperaturas, de 0 hasta alrededor de 0.2 kT y en este mismo intervalo vemos que la 

contribución principal a las probabilidades es por el estado 3ν , la probabilidad de este 

decae rápidamente mientras que la probabilidad de los otros engestado sube, es 

precisamente la contribución cuasi simétrica lo que reduce la concurrencia total, y para 

(μeV) (μeV) 
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altas temperaturas vemos que las probabilidades son básicamente iguales para los cuatro 

estados lo que hace que el sistema pierda propiedades de entrelazamiento. 

 Ahora, discutiremos la magnetización. Este tiene un comportamiento inverso al 

mostrado para la concurrencia. Para valores pequeños del campo magnético externo y de 

hasta un valor de alrededor de 39 mT, la magnetización presentara un mínimo local 

alrededor de 0.5 meV, tal como se ve en las figuras 33 (b) y 34 (b), y para valores 

superiores a este campo magnético externo el máximo local desaparece y la 

magnetización diminuye monótonamente como función de la temperatura. 

 De la figura 34 (b) se nota, que para valores del campo magnético externo, menores a 

39 mT, se presenta un mínimo local de la magnetización. Para el rango de  temperatura, 

donde se presenta este comportamiento, se observa en la figura 37, que la concurrencia y 

la magnetización satisface la condición, 2( ) 1 4 ( )zC t tσ= − , ecuación (IV.27), para 

valores pequeños de la temperatura ( 1
2kT ≤ ), y el rango de valores de la temperatura en 

donde esta relación es valida disminuye a medida que aumenta el campo magnético 

externo, en particular en la figura 37 presentamos 6 valores de [0, 50] mT en paso de 10 

mT. 

 y por lo tanto en este intervalo, la magnetización tiene un comportamiento inverso al de 

la concurrencia, y el máximo local se debe a una mezcla cuasi simétrica de los estados 

,↑ ↑  y ,↓ ↑ .  

 Para valores de la temperatura mayores a 0.5, observamos en las figuras 33 y 37 que 

la condición (IV.27) deja de satisfacerse. La figura 36 muestra que para valores de la 

temperatura mayores a 0.5 las probabilidades de los estados comienzan a mezclarse y por 

consiguiente la magnetización del espín 1 tiende a cero a medida que las probabilidades 

tienden a alcanzar valores simétricos. 

 Para valores del campo magnético externo mayor a 39 mT se observa que la 

magnetización térmica es una curva monótona decreciente, en donde, el decaimiento de 

la magnetización se debe a la combinación simétrica de los estados de la base 

computacional, es decir, el valor de la energía de Zeeman, que polariza a los espines de 

tal forma que entre mas grande el campo magnético mas cercano el valor inicial a 0.5, 
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compite con la energía térmica, la cual incrementa a medida que aumenta la temperatura 

combinando los estados, y por perdiendo polarización en los espines. 

 Resultados para la temperatura critica, se dejaran para las siguientes secciones, ya que 

esta propiedad no depende del valor del campo magnético externo, como se ve en las 

expresiones (VI.24) y (VI.25). 

 

 
Figura 37: Curvas para la condición σ+2 2

14 zc , como función de la temperatura, para valores del 
campo magnético de 0 mT hasta 50 mT, en pasos de 10 mT. 
 

VI.2.2 Propiedades térmicas en función del término DM  
 
 Hemos discutido el efecto del campo externo en la concurrencia y magnetización 

térmica. Sin embargo hemos excluido hasta este momento el efecto de la interacción DM 

en estas propiedades. 

 En la figura 37, presentamos curvas de la concurrencia (a) para 20 mT y (b) 50 mT y 

de la magnetización (c) para 20 mT y (d) para 50 mT para varios valores del término DM 

de [0,10] en incremento de 0.2 que asegura que observemos los comportamientos 

presentados en las figuras 33 y 34. 

 

(μeV) 
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Figura 38: Concurrencia y magnetización como función de la temperatura, para diferentes 
valores de la amplitud del término DM, β0 , desde 0 hasta 1 en paso de 0.2. Las figuras (a) y d) 
muestran estas propiedades para campo magnético =extB 20 mT y las figuras (b) y (c) para 

=extB 50 mT. 
 

 Se observa, para ambos valores del campo magnético externo, que la concurrencia 

aumenta como función del término DM, por lo que podría pensarse en alguna 

metodología que involucre materiales con un acoplamiento espín – órbita grande para 

estados de mayor entrelazamiento en comparación a otros materiales con menor 

acoplamiento. 

 Es claro de la figura 38 (b) que la concurrencia presenta un máximo local para 

campos grandes, dicho máximo se incrementa con respecto al valor del término DM, 0β . 

El valor del máximo puede demostrarse, mediante un ajuste numérico, que presenta un 

incremento de la forma ( ) ( )0 0 0

1 2 4

2 4
0 0MaxC P P Pβ β ββ β= + + , [véase figura 39 (a)], en donde 

los parámetros de ajuste son 0

1
Pβ =0.25632± 0.00016, 0

2Pβ =0.17671± 0.00098 y 0

4
Pβ =-

(μeV) (μeV) 

(μeV) (μeV) 



 

 

139

0.00785± 0.00102.  También se observa que la posición del máximo disminuye al 

aumentar el valor del término DM. Un ajuste numérico también demuestra que será del 

tipo ( ) ( )0

0 0 0

2 4
max 0 0kT a b cβ

β β ββ β= + + , véase la figura 39 (b), en donde 

0
aβ = 0.33105± 0.00024, 

0
bβ = -0.02246± 0.00147 y 

0
cβ = -0.04142± 0.00153.  

 

  

Figura 39: (a) Valor del máximo local de la concurrencia, extB
MaxC  como función del término DM, 

β0 . (b) Posición del máximo, β0
maxkT , como función del término DM, β0 . Para externo =extB 50 

mT. 
 

 La magnetización como función de la temperatura se presentan en la figuras 38 (c) 

para 10extB =  mT y 38 (d) para 50extB =  mT para un rango de valores del término DM, 

0β , desde [0, 1] en incrementos de 0.2. En la figura 38 (c) se observa que para valores 

pequeños del campo magnético externo a medida que aumenta el término DM, 0β , la 

amplitud del máximo local disminuye. Para valores del campo magnético externo 

grandes, figura 38 (d) con 50extB =  mT, se observa que a temperaturas bajas la 

magnetización disminuye con 0β . Para temperaturas altas se observa que la 

magnetización decae a cero. 

 Las figuras 39 (a) y 39 (b) muestran que el sistema pierde la capacidad de generar 

estados entrelazados hasta una temperatura critica, cT , la cual incrementa a medida que 

aumenta el valor del término DM. Este resultado es presentado de forma mas clara en la 

figura 40, en donde presenta la curva de la temperatura critica, calculada numéricamente 

con ayuda de la ecuación (VI.25), la cual depende del término DM, 0β  y se demostró que 
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puede ser ajustada con una curva del tipo ( ) ( )0

0 0 0

2 4
2 0 3 0cT A B Cβ

β β ββ β= + + , con 

parámetros de ajuste  
0

Aβ =0.91024± 0.00002, 
0 2Bβ =0.30213± 0.00055 y 

0 3Cβ =-

0.06851± 0.00216 

 

 
Figura 40: Temperatura critica, cT , como función del término DM, 0β . La curva puede ajustarse 

utilizando una curva del tipo  β
β β ββ β= + +2 4

0

2 4o

o o
c o oT A B C . 

 

 La figura 41 muestra la suma del cuadrado de la concurrencia mas el cuadrado de la 

magnetización del espín 1, 2
14 s

zC σ+ , como función de la temperatura, para varios 

valores del término DM. En particular, presentamos esta relación para dos valores del 

campo magnético, 20 y 50 mT, que presenta los dos comportamientos de la concurrencia 

y de la magnetización, para valores del término DM que varian en incremento de 0.2 de o 

hasta 1. Se observa en esta figura que esta relación decae mas rápido para valores 

pequeños del campo magnético que para campos grandes. 

 Se observa en la figura 41, que para valores pequeños de la temperatura, la relación 
2 2

14 1zC σ+ =  es valida, sin embargo al aumentar la temperatura esta relación deja de ser 

valida pero se ve, en la figura 41 (a), para campos magnéticos externos pequeños, 

20extB =  mT, que el intervalo de temperaturas donde es valida, aumenta ligeramente 

como función del término DM, 0β .  
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Figura 41: Presentamos curvas para la relación σ+2 2

14 zc  como función de la temperatura. Las 
curvas se presentan para (a) Bext = 20 mT y para  (b) Bext = 50 mT.  
 

 La figura 41 (a), se observa que el aumentar el valor del término DM, aumenta el 

rango de valores en donde la relación, 2 2
14 1zC σ+ = , es valida, además se observa que el 

termino DM aumenta el valor esta relación, sin embargo, para valores de la 

magnetización grandes, 50extB =  mT, tal como lo muestra en la figura 41 (b), el rango de 

valores donde la relación, 2 2
14 1zC σ+ = , es valida disminuye ligeramente como función 

del termino DM. 

  

VI.3 Propiedades térmicas en presencia de campo hiperfino 
 

 Hemos discutido el efecto del campo magnético externo, y del término DM en la 

concurrencia y magnetización térmica del espín 1, así como en la temperatura crítica. 

Encontramos que el campo magnético externo tiene como efecto reducir el valor de la 

concurrencia a bajas temperaturas y aumentar los de la magnetización, además, se 

observa un valor del campo magnético en donde, para ambos casos la curva cambia de 

comportamiento, la concurrencia cambia de ser una curva estrictamente decreciente con 

la temperatura a una curva con un máximo local, mientras que la magnetización tiene un 

comportamiento inverso, para valores bajos del campo presenta curvas con un máximo 

local, para valores superiores del campo magnético la magnetización se convierte en una 

curva monótonamente decreciente. 

(μeV) (μeV) 
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 Observamos, que la interacción DM, tiene como efecto en general incrementar el 

valor de la concurrencia y disminuir el valor de la magnetización. También se noto que la 

temperatura crítica aumenta como función de 0β . 

 En la figura 42, presentamos figuras de la concurrencia térmica como función de la 

temperatura, para 0 0.4β = . En cada figura se presenta una curva de referencia con σ =0 

y 0extB =  mT (curva negra sólida). Además, en cada figura se muestran curvas para los 

valores de la varianza del campo nuclear de σ = 0 (rayada roja), 2.3 (punteada verde), 4.6 

(línea punto azul), 9.2 (línea doble punto azul claro) y 18.4 (línea corta magenta), para un 

valor especifico del campo, el cual toma los valores de extB =  20, 30, 35, 36, 37, 38 y 39 

mT que se muestran en las figuras 42 (a) - (h), respectivamente. 

 

   

   

 
Figura 42: Concurrencia térmica, para β =0 0.4 . Se presentan curvas para los valores de la 
varianza del campo hiperfino, σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT. Se presenta una curvas de 
referencia, para los valores σ = 0 y = 0extB mT. Concurrencia para el campo externo de:  
(a) =extB 20 mT. (b) =extB 30 mT. (c) =extB 35 mT. (d) =extB 36 mT. (e) =extB 37 mT. (f) 

=extB 38 mT. (g) =extB 39 mT. 
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 Se observa que en el rango de 20 a 39 mT del campo magnético externo, la varianza 

genera una reducción en el valor de la concurrencia a bajas temperaturas, mientras que 

para valores grandes de la temperatura, el sistema pierde completamente las propiedades 

de entrelazamiento. En general la concurrencia, en este rango de valores del campo 

magnético externo, presenta un comportamiento estrictamente decreciente. 

 

   

   

 
Figura 43: Concurrencia térmica para las mismas condiciones que las presentadas en la figura 
39, excepto a los valores del campo magnético externo. (a) =extB 40 mT. (b) =extB 41 mT. (c) 

=extB 42 mT. (d) =extB 43 mT. (e) =extB 44 mT. (f) =extB 45 mT. (g) =extB 50 mT. 
 

 En la figura 43 presentamos curvas para la concurrencia térmica, bajo los mismos 

parámetros de la varianza y del término DM que aquellos de la figura 42, excepto que 

aquí el campo magnético externo toma los siguientes valores extB =  40, 41, 42, 43, 44, 45 

y 50 mT. En este rango de valores del campo magnético observamos un cambio de 

comportamiento de la concurrencia, las curvas presentan un máximo local, alrededor de 
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0.3 kT y se observa que a temperaturas cercanas a cero la concurrencia aumenta como 

función de la temperatura. Estos comportamientos indica una competencia energética 

entre el campo externo, fijo en la componente z, y con el campo hiperfino, cuya 

naturaleza estocástica genera rotaciones en los espines electrónicos, alejando al estado 

inicial del estado  ,↑ ↑  y por lo tanto aumentando la concurrencia del sistema.  

 En general se observa que el comportamiento de la concurrencia para campos 

magnéticos externos pequeños es inverso que para campos magnéticos externos para 

grandes. 

 

  
Figura 44: (a) amplitud del máximo de la concurrencia, σ

maxC , (b) posición, σ
maxkT , como función 

del campo magnético externo extB . Las curvas se presentan para valores de la varianza σ = 0 , 
2.3, 4.6, 9.2 y 18.4 mT y para un valor de β =0 0.4  para la interacción DM. 
 

 Los valores numéricos de de los máximos, maxCσ , y de su posición, maxkT σ  como 

función del campo externo, se presentan en las figuras 44 (a) y (b) respectivamente. 

Observamos, en la figura 44 (a), que la amplitud del máximo, maxCσ , disminuye como 

función del campo magnético y en general aumenta como función de la varianza del 

campo nuclear, σ . Mientras que la posición de este máximo, maxkT σ , como se muestra en 

la figura 44 (b), se recorre a valores mayores de la temperatura como función del campo 

magnético, es decir, se recorre a la derecha, mientras que como función de la varianza, 

σ , el valor de la posición se recorre a valores menores de la temperatura, es decir se 

recorre a la izquierda. Observamos que mientras el campo magnético mueve al máximo 

hacia la derecha de la figura el campo nuclear lo recorre a la izquierda, entonces, 
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podemos asociar el efecto del campo estocástico unido como el campo magnético como 

si el sistema estuviera sometido a un campo externo de menor intensidad. 

 Ahora consideremos la condición (VI.21) para la temperatura crítica, la cual indica 

aquella temperatura en donde el sistema ha perdido la capacidad de generar estados 

entrelazados.  En la figura 45 se presentan los valores de la temperatura crítica obtenidos 

al resolver numéricamente la ecuación (VI.20) para diferentes condiciones del campo 

hiperfino definido por σ . 

  

  
Figura 45: Temperatura crítica, cT , como función de (a) la varianza, σ , con valores del término 
DM de β =0 0 , 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5  y como función (b) el término DM, β0  con valores de la 
varianza igual a σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4. 

 

La figura 45 (a) muestra, para valores del término DM igual a 0β = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 

0.4 o 0.5, la temperatura crítica, cT , como función de la varianza. Se observa que la 

temperatura crítica aumenta como función de la varianza, σ , y muestra un incremento 

polinomial, tal como se demuestra al ajustarle una curva del tipo 
0 0 0 0, , , ,2 4

0 2 4cT P P Pσ β σ β σ β σ βσ σ= + + . Además, la figura muestra que la temperatura crítica se 

incrementa con el valor del término DM, 0β . La figura 45 (b) muestra, para valores de la 

varianza igual a σ =0, 2.3, 4.6, 9.2 0 18.4, la temperatura crítica como función del 

término DM, 0β . Se observa que la temperatura crítica aumenta también de forma 

polinomial a medida que el término DM aumenta,  y se le puede ajustar con una curva del 

tipo ( ) ( )0 0 0 0
2 4, , , ,

0 2 0 4 0cT P P Pβ σ β σ β σ β σβ β= + +  .  
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 Las curvas muestran un incremento, al aumentar la varianza del campo hiperfino, ya 

que valores mayores de la varianza implican valores mayores del campo magnético 

nuclear, polarizando el espín electrónico y produce estados entrelazados. 

La magnetización, se ha demostrado cumple con la relación 2( ) 1 4 ( )zC t tσ= − , que 

la es una propiedad complementaria a la concurrencia. Por lo tanto presentamos 

resultados de la magnetización en la figura 45, que presenta resultados para la 

magnetización, para un valor de DM igual a 0 0.4β = , como función de la temperatura. 

Se presenta un curva de referencia para cada figura con valores, 0σ =  y 0extB = , y en 

general se presentan 5 valores adiciones de la varianza σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 o 18.4 con un 

valor del campo magnético externo especifico, el cual variamos de 20 a 50 mT en 

intervalos de 10 mT. 

La figura 46 (a) muestra la magnetización para extB = 20 mT y se observa que muestra 

un máximo local en alrededor de 1 kT, y además se nota que la amplitud de este máximo 

aumenta a medida que aumenta el valor de la varianza a temperaturas grandes se observa 

que la magnetización decae a cero. Para la misma figura, notamos que el valor de la 

magnetización a temperaturas cercanas a cero, aumenta como función de la varianza, σ . 

Estos resultados son evidentes ya que el campo hiperfino no deja de ser un campo 

magnético que polariza los espines y por lo tanto aumenta la magnetización. 

 Las figuras 46 (b) – (d) muestran que al aumentar el campo magnético externo el 

valor de la magnetización para valores de la temperatura cercana a cero aumenta, y 

además el máximo local desaparece para campos magnéticos grandes 

 Podemos observar de estos resultados y aquellos presentados para la concurrencia, es 

que estos resultados son complementarios y tienen comportamiento inverso, por lo que, al 

menos a baja temperaturas, la relación, 2( ) 1 4 ( )zC t tσ= − , es valida 
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Figura 46: Magnetización del espín 1 como función de la temperatura en donde el valor del 
término DM, tiene un valor de β =0 0.4 . Se presentan curvas para la varianza del campo 
hiperfino iguales a σ = 0, 2.3, 4.6, 9.2 y 18.4. El valor del campo magnético externo se mantiene 
constante en cada figura y se muestra la variación de este de figura a figura. (a) =extB  20 mT, 
(b) =extB 30 mT, (c) =extB 40 mT, (d) =extB 50 mT.  En cada figura se incluye una curva de 
referencia con σ = 0  y =extB 0 mT. 
 

VI. Comentarios finales 

 
 Hemos presentado resultados analíticos y numéricos para la concurrencia térmica, y 

de la temperatura crítica, además, como complemento, se presentaron resultados para la 

magnetización del espín 1. 

 Se mostró que las propiedades de concurrencia dependen de la intensidad del campo 

magnético externo, y la conducta de estas propiedades tiene comportamiento diferente 

para valores pequeños y grandes del campo magnético externo. Para valores pequeños de 

(μeV) (μeV) 

(μeV) (μeV) 
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este, el valor de la concurrencia para valores cercanos a cercanos a cero de la temperatura 

disminuyen a medida que aumenta el campo externo. Para valores grandes del campo 

externo se demostró que las curvas de la concurrencia presentan un mínimo local que 

disminuye su amplitud de forma polinomial con el campo externo y además que a medida 

que el campo aumentaba el máximo se presentaba a temperaturas mas altas. En este 

rango de valores del campo magnético la concurrencia a temperaturas muy próximas a 

cero incrementaba como función del campo magnético.  

 Las relaciones analíticas mostraron que bajos las condiciones establecidas para el 

Hamiltoniano (VI.1) la temperatura crítica no presenta dependencia con el rango de 

valores del campo magnetico externo utilizado en trabajo. Sin embargo la relación 

(VI.12) que la condición C = 0 para temperatura crica tambien sera válida para valores 

del campo magnetico externo excesivamente grandes en el rango de 1 T o mayores. 

 La influencia del término DM en la concurrencia se mostró para valores pequeños y 

grandes del campo magnético externo y se demostró que la concurrencia presenta un 

incremento en presencia de dicho término. Para valores grandes del campo magnético, se 

observo que la amplitud del máximo local aumenta polinomialmente como función del 

término DM y la localización de este se presenta a menores temperaturas a medida que 

aumenta la amplitud 0β . La temperatura critica presenta un crecimiento cuadrático con el 

término DM. 

 Estos resultados muestran que en sistemas en equilibrio termodinámico con un 

reservorio el térmico el término DM es un habilitador para las propiedades de 

entrelazamiento, por lo que experimentalmente es conveniente utilizar sistemas con 

valores grande de 0β , sin embargo a los resultados de los capítulos IV y V muestran que 

valores grandes de este término afectan a la operación  de compuerta. 

 El campo hiperfino causa, para valores del campo magnético externo 39extB <  mT, 

que la concurrencia, a valores cercanos a cero de la temperatura, disminuya, mientras que 

para campos externos grandes la concurrencia aumenta.  

 Además, para valores grandes del campo magnético externo, se muestra que la 

varianza del campo nuclear, σ , causa que la amplitud del máximo local aumente, 

mientras que ocurre a menores temperaturas  a medida que σ  aumenta. 



 

 

149

 La temperatura critica se demostró que aumenta  ligeramente como función del la 

varianza, sin embargo, es dominante el efecto del término DM. 

 Los resultados de la magnetización se presentaron como complemento a los de la 

concurrencia y presentan una conducta inversa al presentado por la concurrencia, que 

demuestra que la relación 2( ) 1 4 ( )zC t tσ= −  es válida para el sistema a bajas 

temperaturas. 
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Capítulo VII 

 

Conclusiones y trabajo futuro 

 

 Hemos considerado al sistema de dos espines electrónicos acoplados, localizados en 

puntos cuánticos laterales, en donde, hemos incluido la interacción DM, causada por el 

potencial debido a la falta de simetría de inversión en materiales con estructura 

zincblenda o wurtzita y la interacción hiperfina con el campo magnético causado por los 

espines nucleares vecinos. 

 El efecto del término DM en la dinámica de la compuerta ( )swap α  fue presentado en 

el capítulo IV. Se encontró que dicho término agrega un error proporcional a 
2 2

0
4

Cα β  , 

donde Cα  es la concurrencia del estado-α, a la operación de compuerta y se encontró que 

mediante un esquema de corrección del pulso de la variable de intercambio es posible 

eliminar el error causado por el término DM en las probabilidades de estado, 

magnetización y concurrencia de la operación de compuerta. Sin embargo demostramos 

que el término DM agrega un error intrínseco a la operación de compuerta, que se refleja 

solamente en la fidelidad de la operación y que no puede ser corregido. Más aún, en este 

capítulo introducimos una relación, 2( ) 1 4 ( )zC t tσ= − , que expresa al entrelazamiento, 

medido a través de la concurrencia,  como función de la magnetización del espín 1, una 

observable, que consideramos puede ser demostrada bajo una preparación experimental 

adecuada. 

 En el capítulo V, se observó que la interacción hiperfina agrega error a la operación 

de compuerta ( )swap α . En particular para las propiedades de probabilidades de estado, 

magnetización y concurrencia se observo que el error  puede ser corregido con un 

esquema de pulsos y además se demostró que el error agregado varía de forma polinomial 
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con la varianza del campo magnético nuclear, es decir de la forma 2 4
0 2 4P P Pξ σ σ= + + , 

en donde ξ  es cualquiera de estas propiedades. La fidelidad, sin embargo, presenta un 

comportamiento diferente, muestra un máximo local, el cual para valores del campo 

magnético externo menores que un valor crítico, ext cB B� , varía inversamente con la 

varianza del campo nuclear, después de este máximo la fidelidad se reduce drásticamente. 

Este efecto es evidente que está asociado con la naturaleza estadística del campo nuclear, 

y se observó que el esquema de pulsos presentado en el texto no es útil para corregir este 

error. 

 En el capítulo VI, se presentaron resultados para la concurrencia y magnetización 

térmica. Se demuestra que el comportamiento de ambas propiedades depende de la 

magnitud del campo magnético externo. Para valores pequeños de éste, la concurrencia 

presenta un comportamiento monótonamente decreciente con la temperatura mientras que 

para campos magnéticos externos presenta un máximo local. Mientras que la 

magnetización presenta a bajas temperaturas un comportamiento inverso al de la 

concurrencia lo cual demuestra, que al menos a bajas temperaturas la relación 

2( ) 1 4 ( )zC t tσ= −  es válida. 

 Observamos que el máximo en la concurrencia disminuye a medida que aumenta el 

campo magnético externo, mientras que la posición de éste se localiza a mayores 

temperaturas a medida que aumenta el campo magnético. También se observó que la 

relación entre la concurrencia y la magnetización es valida para bajas temperaturas, 

además, el rango donde esta relación es válida se vuelve mas corto al aumentar el campo 

magnético. El término DM tiene como efecto aumentar la amplitud del máximo local, 

siempre y cuando la condición del campo magnético sea la adecuado. Se demostró que la 

posición del máximo se presenta a menores temperaturas a medida que crece el valor de 

0β . El máximo en la magnetización diminuye con el término DM. La temperatura crítica 

aumenta a medida que aumenta el valor del término DM. La relación 2 2
14 zC σ+  es valida 

a bajas temperaturas y el rango de valores de la temperatura donde es valida se 

incrementa con el término DM. Para valores pequeños del campo magnético, se demostró 

que la concurrencia disminuye como función de la varianza,σ , del campo nuclear, 
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mientras que para campos magnéticos grandes el valor de la concurrencia, para 

temperaturas bajas, aumenta como función de la varianza. La amplitud del máximo en la 

concurrencia aumenta con la varianza, mientras que la temperatura, en donde se localiza 

el máximo disminuye a medida que la varianza aumenta. La temperatura critica aumenta 

de forma polinomial con la varianza, σ . 

 En resumen, estos resultados indican que el campo magnético externo, en general 

destruye las propiedades de entrelazamiento mientras que la interacción DM promueve 

las propiedades de entrelazamiento y aumenta la temperatura crítica del sistema. Mientras 

que el campo hiperfino tiene un comportamiento mixto, para valores pequeños del campo 

magnético externo la interacción hiperfina disminuye las propiedades de la concurrencia, 

mientras que para campos grandes promueve el entrelazamiento del sistema. 

 En general nuestro trabajo ha sido realizado en el subespacio 0zS = , lo cual ha 

restringido al término DM a sólo su componente en z. Por lo tanto, sería interesante 

considerar a todas las componentes del término DM, en el proceso de evaluación de la 

compuerta ( )swap α , que implicaría una análisis mas detallado para determinar si un 

esquema de modificación del pulso de intercambio, como el presentado aquí, es 

suficiente para controlar los estados del sistema para obtener alguna corrección en alguna 

de las cuatro propiedades presentadas en esta tesis. Consideramos que un análisis 

completo de esta situación deberá incluir condiciones en donde ( ) ( ) ( )0 0 0z x y
β β β= =  y  

( ) ( ) ( )0 0 0z x y
β β β≠ = .  

 En nuestro trabajo hemos considerado la propuesta de Loss y DiVincenzo, que 

consiste en considerar a la variable de intercambio, J, como una variable dinámica con el 

fin de controlar los estados del sistema. Sin embargo, es posible considerar al término 

DM como una variable dinámica, por lo que un análisis del efecto de este sobre la 

operación de compuerta es interesante. Un análisis de este tipo lleva a la considerar en 

que clase de sistemas la interacción espín – órbita es controlable, la respuesta evidente, en 

sistemas bidimensionales con espín – órbita tipo Rashba, por lo tanto es interesante 

considerar una interacción tipo Rashba al momento de calcular el Hamiltoniano de súper 

intercambio, esperamos que este Hamiltoniano sea muy similar al presentado en el texto, 
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ecuación (III.14) y en donde la variable 0β  tenga una relación intíma con la β  de 

Rashba. 

 El Hamiltoniano (III.23) es el resultado de considerar al campo magnético externo 

mucho mayor al campo magnético nuclear, lo cual provoca una separación de los 

subsistemas de (III.23). Sin embargo, es interesante considerar este sistema para campos 

magnéticos pequeños, en donde se consideran todos los términos del campo nuclear. Bajo 

esta consideración veríamos una modificación de las eigenenergías y eigenvectores del 

sistema lo cual modificaría a los resultados para la concurrencia y magnetización térmica. 

También, bajo la propuesta de Loss y DiVincenzo, modificaría la dinámica del sistema. 

 Nos hemos enfocado en gran parte a medir la capacidad del sistema en generar 

estados entrelazados y en utilizar dicho recurso como una medida del proceso de la 

operación de compuerta, esto no es un evento único en la investigación en computación e 

información cuántica, ya que se ha identificado al entrelazamiento como el recurso 

principal en ambas áreas. El entrelazamiento de sistemas bipartitos, como dos espines 

electrónicos acoplados, está bién caracterizado [Wooters, 2008], sin embargo el 

entrelazamiento para sistemas tripartitos es una área relativamente joven y aún no se ha 

caracterizado y explorado lo suficiente [Röthlisberger et al., 2008]. Por lo tanto con la 

experiencia obtenida en el análisis de sistemas bipartitos es interesante extender a 

sistemas tripartitos en donde podemos caracterizar el efecto del término DM, del un 

campo magnético externo, campo nuclear y el efecto de un reservorio térmico sobre 

procesos de entrelazamiento en sistemas de tres espines. 
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Apéndice A 

 

Hamiltoniano de intercambio: formalismo de intercambio 

 
 El surgimiento de interacciones entre espines debido a interacción Coulombiana es 

claramente ilustrado por cálculos hechos por Heitler y London (figura 47) [Heitler y 

London, 1927]. 

 Para propósito de ejemplificación consideremos dos átomos adyacentes, separados 

una distancia, 2112 RRR
GGG

−= , y sean ( )rG1φ  y ( )rG2φ  funciones de onda espaciales de los 

electrones en las capas superiores de los átomos 1 y 2. Estas funciones de ondas se 

determinan al considerar a los átomos separados infinitamente, y sin interacción entre 

ellos, las fuerzas Coulombianas serán consideradas como perturbaciones [Marder, 2000]. 

 

 
Figura 47: Dos electrones localizados con 

G
1R  y 

G
2R , con espines posiblemente distintos, rodean 

al núcleo. El traslape de sus funciones de onda inducen correlaciones entre los espines. 
 

 Las funciones de onda ( )rG1φ  y ( )rG2φ  no son ortogonales, ya que las funciones de 

onda se determinan cuando estas se encuentran separadas infinitamente y por lo tanto la 

matriz de traslape [Marder, 2000], 

( ) ( ) ( ) ( )rrrrl GGGG
212

*
1 φφφφ == ∫  (A1.1)

no es cero. 

R1 R2
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 Cuando los electrones se acerquen, y siempre y cuando los estados excitados de los 

dos átomos permanezcan irrelevantes, la función de onda de los dos electrones consistirá 

de la combinación lineal del producto antisimétrico de  ( )rG1φ  y ( )rG2φ .  Sin embargo, no 

es suficiente solo considerar la dependencia espacial de los electrones, es también 

necesario considerar el espín de estos, ya que los electrones utilizan su espín para reducir 

su energía, por lo tanto, el espín debe incluirse explícitamente en los cálculos [Marder, 

2000]. 

 Sin embargo, el Hamiltoniano del sistema no depende explícitamente del espín, por lo 

tanto las funciones de onda ( )rG1φ  y ( )rG2φ  conmutan con los operadores 2Ŝ  y ZŜ .  

 Las eigenfunciones de espín son, 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]21212
1 σχσχσχσχ ↑↓↓↑ −  (A1.2)

con eigenvalores 0ˆˆ 2 == ZSS  y define el estado singulete. El triplete esta dado por 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1
1 2 1 22

1 2

χ σ χ σ

χ σ χ σ χ σ χ σ

χ σ χ σ

↑ ↑

↑ ↓ ↓ ↑

↓ ↓

⎡ ⎤+⎣ ⎦      
1;1

0;1
1;1

−==
==
==

Z

Z

Z

SS
SS
SS

 (A1.3)

 El producto de las funciones de onda espacial y de espín debe ser antisimétrica bajo 

intercambio de partículas. Debido que la función de onda del singulete es impar, es 

necesario que sea multiplicada por una función de onda espacial que sea par, mientras 

que las funciones de onda del triplete son pares, es necesario una función de onda 

espacial impar. Solo una función para y una impar pueden ser construidas a partir de las 

funciones 1φ  y 2φ , y al considerar la integral de traslape (A1.1), las combinaciones 

normalizadas son [Marder, 2000]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]12212211221
22

1, rrrr
l

rrs
GGGGGG φφφφφ +

+
= , (A1.4)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]12212211221
22

1, rrrr
l

rrt
GGGGGG φφφφφ −

+
=  (A1.5)

 Ya que el Hamiltoniano no incluye al espín es necesario incluir en las ecuaciones 

(A1.2) y (A1.3) las funciones de onda que describen los grados de libertad del sistema 

(A1.4) y (A1.5). El espacio generado por el producto de las cuatro funciones de onda, 
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describen el comportamiento del sistema y más aún serán soluciones a la ecuación de 

Schrödinger. 

 Sea 0ε  la energía de cada átomo cuando están infinitamente separados, de tal manera 

que 

( ) ( )11011
11

22
1

2

ˆ
rr

Rr
e

m
P GG

GG φεφ =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
− . (A1.6)

 Al acercar a los dos átomos el Hamiltoniano será, 

12

2

21

2

21

2

22

2

22

22
2

11

22
1

2

ˆ

2

ˆ
ˆ

Rr
e

Rr
e

RR
e

rr
e

Rr
e

m
P

Rr
e

m
P

H GGGGGKGGGGGG
−

−
−

−
−

+
−

+
−

−+
−

−= , (A1.7)

en donde el primer y tercer termino describen la energía cinética, segundo y cuarto la 

energía potencial del electrón con el núcleo, el cuarto describe la interacción electrón – 

electrón, la interacción núcleo – núcleo esta dada en el sexto termino, los dos últimos 

términos es la interacción de cada electrón con el núcleo vecino. 

 Entonces los elementos de matriz del Hamiltoniano son, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) UrdrdrrHrrrdrdrrHrr +== ∫∫ 0121122
*
11

*
22122112

*
21

*
1 2ˆˆ εφφφφφφφφ GGGGGGGGGGGG  (A1.8)

donde 

( )
( )∫ ⎥

⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

−
+

−⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= 21

12

2

21

2

21

2

22

2

2
22

2
11 rdrd

Rr
e

Rr
e

RR
e

rr
e

r
r

U GG
GGGGGKGGG

G

φ
φ

 (A1.9)

y 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) VlrdrdrrHrrrdrdrrHrr +== ∫∫ 2
0111221

*
11

*
12122112

*
11

*
2 2ˆˆ εφφφφφφφφ GGGGGGGGGGGG  (A1.10)

con 

( ) ( )
( ) ( )∫ ⎥

⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

−
+

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 21
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2

21

2

21

2

22

2

211
*
2

221
*
1 rdrd

Rr
e

Rr
e
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e

rr
e

rr
rr

V GG
GGGGGKGGGG

GG

φφ
φφ

 (A1.11)

 Con estas encontramos 
2

0 0 0
02 2

2 2ˆ 2 2
2 2 1s s s

U l V U VH
l l

ε εε φ φ ε+ + + +
= = = +

+ +
 (A1.12)

2
0 0 0

02 2

2 2ˆ 2 2
2 2 1t t t

U l V U VH
l l

ε εε φ φ ε+ − − −
= = = +

− −
 (A1.13)
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y la diferencia entre las energías del singulete y triplete se define como, 

J
l

VUl
st −≡

−
−

=− 4

2

1
22εε  (A1.14)

 El signo de la diferencia entre las energías del singulete y triplete pueden variar de 

acuerdo a las magnitudes de las integrales l, U, y V [Marder, 2000]. 

 Dirac y Heisenberg demostraron que debido a que las funciones de onda espaciales de 

dos electrones están indudablemente correlacionados con los funciones de onda espín, 

por lo tanto el Hamiltoniano (A1.7), que actúa solo en los grados de libertad espaciales 

del sistema, pueden ser remplazado por un Hamiltoniano que actué solo en los grados de 

libertad espinóricos. 

 Los cuatro estados electrónicos creados por el producto de (A1.2), (A1.3), (A1.4) y 

(A1.5) tienen dos energías. Los estados triplete comparten la misma energía y están 

relacionados por simetría. Las energías del triplete y singulete son invariantes a la 

rotación simultánea de ambos espines [Marder, 2000]. Esta observación sugiere un 

Hamiltoniano del tipo 

[ ]( )−+−+ +++=⋅+= 12212
1

2121
ˆˆˆˆˆˆˆ SSSSSSbaSSbaH ZZ

GG
 (A1.15)

 Cuando este Hamiltoniano actúa en el triplete resulta en 4
ba + , mientras que al 

actuar en el singulete se obtiene 4
3ba − . J la deferencia entre las energías del singulete y 

triplete es igual a –b y 2
1

04 1
2 U V

l
a J ε −

−
= + + , entonces 

JSS
l
VUH ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−+

−
−

+= 2120 4
1

1
2ˆ GG
ε  (A1.16)

 Un valor positivo de J causa que ambos espines en el estado base apunten en la 

misma dirección. 

 El cuarto término de (A1.16) es el Hamiltoniano de Heisenberg  [Marder, 2000; 

Sakurai, 2001; Schwabl,  1995], 

21
ˆ SJSH ⋅=  (A1.17)

el cual describe la interacción entre dos espines acoplados y sus eigenvectores son la base 

singulete – triplete y sus energías correspondientes. 
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 Apéndice B 

 

El Hamiltoniano de súper intercambio 

 

 En este apéndice discutimos la deducción del Hamiltoniano con acoplamiento espín – 

orbita de súper intercambio el cual será utilizado en el transcurso del trabajo.

 Consideremos el Hamiltoniano [Moriya, 1960; Dzialoshinski, 1958. Shekhtman, et 

al., 1992], 

( ) ,† † †
1 2 2 1 0 ', '

, , '

ˆ ˆ
i j

i s s s s is jsi i s s
i s i j s s

i j

H U n n t d d d d d C dσ↑ ↓

≠

⎡ ⎤= − + + ⋅⎣ ⎦∑ ∑ ∑∑
G G  (B.1)

en donde †
isd  y isd son operadores de creación y aniquilación de espín, en los orbítales 

ortogonales 1,2i = , con espín s, localizados en los puntos cuánticos y †ˆi i in d d↑ ↑ ↑=  y 

†ˆi i in d d↓ ↓ ↓= . 

Por cuestión de claridad en nuestros cálculos separamos de la siguiente manera 

0 ˆ ˆi i
i

H U n n↑ ↓= ∑  (B.2)

que es el Hamiltoniano de Hubbard que describe la energía del electrón por doble 

ocupación. 

( )† †
1 1 2 2 1s s s s

s
H t d d d d= − +∑  (B.3)

da la energía de tunelaje de los electrones. 

†
2 0 ', '

, , '
is jss s

i j s s
i j

H d C dσ
≠

⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦∑∑
G G  (B.4)

que es el Hamiltoniano de espín – órbita. 
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El espacio de Hilbert de (B.1) esta expandido por los elementos de la base 

computacional y estados de doble ocupación. En término de los operadores de creación y 

aniquilación estos estados se definen como, 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2 1 2

1 0 ,0 ; 4 0 ,

2 0 0, ; 5 0 ,

3 0 , ; 6 0 ,

t t t t

t t t t

t t t t

d d d d

d d d d

d d d d

↑ ↓ ↑ ↓

↑ ↓ ↓ ↑

↑ ↑ ↓ ↓

= = ↑↓ = = ↑ ↓

= = ↑↓ = = ↓ ↑

= = ↑ ↑ = = ↓ ↓

 (B.5)

El efecto de Hamiltonianos (B.2) – (B.4) sobre estos estados están dadas por los, 

0

0

0 0 0 0

1 1 ,

2 1 ,

3 4 5 6 0,

H U

H U

H H H H

=

=

= = = =

 (B.6)

1 1

1 1

1 1

1 2 5 4

3 6 0

4 5 1 2

H H t t

H H

H H t t

= = − +

= =

= − = +

 (B.7)

2 21 21 21 21

2 12 12 12 12

2 12 21

2 12 21

2

1 3 4 5 6

2 3 4 5 6

3 1 2

4 1 2

5

H C C C C

H C C C C

H C C

H C C

H C

σ σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ

σ σ

↑↓ ↓↓ ↑↑ ↓↑

↑↓ ↑↑ ↓↓ ↓↑

↓↑ ↓↑

↓↓ ↑↑

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= −

G G G GG G G G

G G G GG G G G

G GG G

G GG G

G
12 21

2 12 21

1 2

6 1 2

C

H C C

σ σ

σ σ
↑↑ ↓↓

↑↓ ↑↓

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⋅ + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

GG G

G GG G

 
(B.8)

 A partir de estos estados podemos utilizar el formalismo de Feshbach [Feshbach, 

1962] para encontrar el Hamiltoniano efectivo en el espacio (B.2) – (B.6), 

1
effH PHP PHQ QHP

E QHQ
= +

−
 (B.9)

En donde P es el proyector del subespacio de ocupación sencilla de H  y Q es el 

proyector del subespacio de doble ocupación, 

3 3 4 4 5 5 6 6 ,

1 1 2 2 .

P

Q

= + + +

= +
 (B.10)
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 En donde separamos los estados de doble ocupación Q, del subespacio de los estados 

de ocupación sencilla P. Esta separación se permite ya que los dos subespacios se 

encuentras desacoplados y separados en energía. 

Con 0 1 2H H H H= + +  podemos separar los diferentes termino de (B.9) como, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1 2 0 1 2

0 1 2 0 1 2

0 1 2 0 1 2

0 1 2 0 1 2

,

,

,

P H H H P P H H P P H P

P H H H Q P H H Q P H Q

Q H H H Q Q H H Q Q H Q

Q H H H P Q H H P Q H P

+ + = + +

+ + = + +

+ + = + +

+ + = + +

 (B.11)

Aplicando las ecuaciones (B.6) y (B.7) en (C.11),  

{ }
{ }
{ }

0 1

0 1

0 1

0 1

( ) 0

( ) 4 1 4 2 5 1 5 2

( ) 1 1 2 2

( ) 1 4 1 5 2 4 2 5

P H H P

P H H Q t

Q H H Q U

Q H H P t

+ =

+ = + − −

+ = +

+ = − + −

 (B.12)

2 2

21 12

21 12

2

21 12

21 12

12 21

2

( ) ( ) 0

3 1 3 2

4 1 4 2
( )

5 1 5 2

6 1 6 2

1 3

( )

P H P Q H Q

C C

C C
P H Q

C C

C C

C C

Q H P

σ σ

σ σ

σ σ

σ σ

σ σ

↑↓ ↑↓

↓↓ ↑↑

↑↑ ↓↓

↓↑ ↓↑

↓↑

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⋅ + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪= ⎨ ⎬

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⋅ − ⋅⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪− ⋅ + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ − ⋅⎣ ⎦ ⎣

=

G GG G

G GG G

G GG G

G GG G

G GG G

12 21

12 21

12 21
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C C
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σ σ

σ σ

σ σ

↓↑

↓↓ ↑↑

↑↑ ↓↓

↑↓ ↑↓

⎧ ⎫
⎦⎪ ⎪

⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⋅ + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪
⎨ ⎬

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⋅ − ⋅⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪− ⋅ + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

G GG G

G GG G

G GG G  

(B.13)

Aplicando (B.12) y (B.3) en (B.9) obtenemos, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0 1 2
0 1

1
effH P H H Q P H Q Q H H P Q H P

E Q H H Q
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦− +

 (B.14)

En donde utilizando la identidad, 

( ) ( ) 1
00 1 0 0

1 1 1
n

n
QH Q

E Q H H Q E Q H Q E QH Q

∞

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

∑  (B.15)
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se puede expandir el término como una expansión de perturbación  y considerando como 

valor de referencia a E = 0, se obtiene 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 1 2 0 1 2

0 1 2 0 1 2

0 1 0 1 0 1 2

2 0 1 2 2

1

1

QP H H Q P H Q Q H H P Q H P
U

P H H Q P H Q Q H H P Q H P
U

P H H QQ H H P P H H QQ H P
U P H QQ H H P P H QQ H P

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎧ ⎫+ + + +⎪ ⎪= − ⎨ ⎬
+ + +⎪ ⎪⎩ ⎭

 
(B.16)

Si cada término de la última ecuación se desarrolla independientemente se identifican 

varios Hamiltonianos 

( ) ( ) { }
2

0 1 0 1
1 2 4 4 4 5 5 4 5 5tP H H QQ H H P
U U

+ + = − − − +  (B.17)

Expresando este operador en forma matricial en el subespacio P tenemos 

( ) ( )
2

0 1 0 1

0 0 0 0
0 1 1 01 2
0 1 1 0
0 0 0 0

tP H H QQ H H P
U U

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟+ + = −
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (B.18)

Si modificamos este matriz con el factor 
2t I

U
 

1
4

12 1 1 2 2
42 2

11 1
42 2

1
4

0 0 00 0 0 0 1 0 0 0
0 0 00 0 0 1 2 04 4 4 1
0 0 00 0 0 2 1 04
0 0 00 0 0 0 0 0 0 1

t t t
U U U

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − =
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− −
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (B.19)

En donde podemos identificar al término 
24tJ

U
≡  y a la matriz como 1 2S S⋅

G G
, por lo que 

( ) ( )
2

0 1 0 1 1 2
1 tP H H QQ H H P I JS S
U U

+ + + = ⋅
G G

 (B.20)

Ahora para tenemos en forma matricial el segundo y tercer termino de (B.16) con 

0ij jiC C C= =  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0 1 2 2 0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ0 0

ˆˆ ˆ ˆ ˆ0 2
2

ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 0

ˆ ˆ ˆ ˆ0 0

P H H QQ H P P H QQ H H P

i ij i ij

i ij k i ijtC
U i ij k i ij

i ij i ij
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⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟= ⎜ ⎟− + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − +⎝ ⎠

 (B.21)

El cual lo podemos identificar con el elemento 0 1 SS Sβ ⋅ ×
G G G

 con 
2t I

U
, por lo que 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 2 0 1 0 1 SP H H QQ H P P H QQ H H P S Sβ+ + + = ⋅ ×
G G G

 (B.22)

El último término de la ecuación (B.16) se  expresa como 

( ) ( )

21 12 21 12

21 12 21 12

12 21 12 21

12

2 2

3 3 3 4

3 5 3 6

3 3 3 4
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C C C C

C C C C
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P H QQ H P
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σ σ σ σ
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El cual puede identificarse con,  

( ) ( )2 2 1 2
1 P H QQ H P S S
U

= ⋅Γ ⋅
G G

 (B.24)
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En donde 0 04C C
U
⋅

Γ =
G G

 y 0ij jiC C C= = . 

 Por lo tanto se obtiene el Hamiltoniano efectivo de superintercambio 

( )1 2 0 1 2 1 2effH J S S S S S Sβ= ⋅ + ⋅ × + ⋅Γ ⋅
G G G G G G

, (B.25)

en donde los coeficientes, 
24tJ

U
= , 0

0
4tC
U

β =
G

 y 0 04C C
U
⋅

Γ =
G G

  son variables de súper 

intercambio [Moriya, 1960; Dzialoshinski, 1958. Shekhtman, et al., 1992], la variable β0 

es el vector de Moriya – Dzialoshinski y Γ  es un tensor de segundo orden.  
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