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El andlisis lagrangiano del campo de velocidad de una regién oceanica es fundamental
para entender los procesos de transporte y mezcla que en ella ocurren. Para realizar este
andlisis se utilizan técnicas de sistemas dinamicos que permiten identificar regiones donde
las particulas permanecen atrapadas por largos periodos (remolinos o puntos elipticos), y
regiones de compresion y estiramiento donde las particulas se acercan o se alejan de estas
zonas (puntos hiperbdlicos) y su interaccion.

Para investigar la evolucion temporal de estas regiones en el Mar Caribe y el Canal de
Yucatan, se utilizaron velocidades superficiales del modelo de circulacién ocedanica ROMS
(Regional Ocean Modeling System). Para determinar las regiones donde domina el esti-
ramiento y la vorticidad se aplicé el criterio de Okubo-Weiss, con el cual, al promediar en el
tiempo se visualizan las posibles regiones donde domina el estiramiento (puntos hiperbdli-
cos) o la vorticidad (remolinos o puntos elipticos). Asi mismo se determind las regiones
donde la mezcla es maxima al aplicar la técnica de los exponentes de tamano finito de Lya-
punov, con la que se puede visualizar de forma sencilla las variedades estables e inestables.
Por ultimo se determinaron las variedades estables e inestables y se aplicé la dinamica de
l6bulos la cual permite cuantificar el posible intercambio de masa entre el remolino y el
flujo. Se determino un punto hiperbélico en el canal de Yucatan, asi como las variedades
asociadas a dicho punto. Ambas variedades se acercan asintoticamente al punto hiperboli-
co, lo que sugiere la existencia de una trayectoria hiperbdlica en el Canal de Yucatan por
la presencia de dos remolinos, uno en el Mar Caribe y el otro en el Golfo de México. En las
variedades estables e inestables se encuentran lébulos que son responsables del transporte
entre el remolino y el flujo ambiental. Se utilizé el método de dinamica de l6bulos para
determinar el porcentaje de particulas que entran y salen de los remolinos y cuantificar la
interaccion de estas estructuras con las corrientes existentes en la region.
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LAGRANGIAN ANALYSIS OF SURFACE CIRCULATION IN THE CARIBBEAN
SEA AND YUCATAN CHANNEL

The lagrangian analysis of the velocity field in an oceanic region is essential to understand
transport and mixing processes. This analysis uses techniques from dynamical systems
theory, which allow to identify regions where particles remain trapped for long periods
(eddies or elliptic points), and regions where particles approach or move away from them
(hyperbolic points).

To investigate the trajectories of particles regions in the Caribbean Sea and Yucatan Chan-
nel, we use surface velocities from ROMS (Regional Ocean Modelling System) model. Three
different methods are employed to identify regions or manifolds with different dynamical
properties. First we use the Okubo-Weiss criterion to visualize regions where the strain or
vorticity dominate. Then, the finite scale Lyapunov exponent (FSLE) technique is applied
to determine regions of maximum mixing.From the FSLE it is posible to identify the faster
particle separation regions associated to stable and unstable manifolds. Finally , time-slice
and lobe dynamics methods are applied to the problem which allow quantification of the
mass exchange between different regions of the flow. A hyperbolic point, found in the Yu-
catan Channel, and the stable and unstable manifolds associated whit it are identified.
Both manifolds approach the hyperbolic point which suggest the existence of a hyperbol-
ic trajectory in the Yucatan Channel. The intersection of stable and unstable manifolds
produces lobes, which are responsible for transport between eddies and the ambient flow.
We use the lobe dynamics to determine the percentage of particles coming or leaving the
eddies, and quantify the interaction of the currents with these structures in the region.

Key Words: hiperbolic point, lobes, stable and unstable manifold, Caribbean Sea, surface
circulation, lagrangian analysis.
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I. Introducciéon

I.1. Generalidades del Mar Caribe

El Mar Caribe es un mar semicerrado adyacente a las masas continentales de América
Central y Sudamérica. Este mar interactia con el Océano Atlantico a través de las islas
de Guadalupe hasta Granada, localizadas al este y conocidas como las Antillas Menores
y al noreste con las islas de Cuba, Espanola, y Puerto Rico, conocidas como las Antillas
Mayores. El espacio semicerrado entre dichas islas (canales), los bancos y los umbrales de
los arcos antillanos actian como un filtro para el flujo que entra del Océano Atlantico
(Murphy et al., 1999; Andrade y Barton, 2000). EI Mar Caribe se encuentra altamente
estratificado entre la superficie y los 1200 m de profundidad, débilmente estratificado entre
los 1200 y 2000 m y casi homogéneo debajo de los 2000 m. Esta estructura de densidad
estd directamente relacionada con la profundidad del arco de las Antillas, puesto que este
ultimo impide el flujo de agua profunda en el Caribe (Gordon, 1967).

El Mar Caribe se encuentra dividido en cinco cuencas como se aprecia en la figura 1. De este
a oeste las cuencas son la de Granada, Venezuela, Colombia, Caiman y Yucatan (Andrade
y Barton, 2000; Sheng y Tang, 2003). Esta topografia resulta ser un factor importante en
la generacion y deformacién de remolinos (Andrade y Barton, 2000). La circulacién media
en el Mar Caribe consiste de un flujo intenso, cédlido y persistente denominado Corriente
del Caribe, ésta tiene una velocidad promedio de 50 ¢m/s con velocidades méximas de 150
cm/s.

La Corriente del Caribe estda formada por la union de la Corriente Norecuatorial con la
Corriente de Guyana, la cual también se le conoce como la Corriente del Norte de Brasil.
Esta corriente entra al Caribe por los estrechos norte y sur de las Antillas menores, prin-
cipalmente por los canales de Granada, San Vicente, Santa Lucia, Dominica y Guadalupe.
Fluye hacia el oeste a lo largo del eje principal este-oeste de la cuenca hasta alcanzar la
elevacion de America Central, en donde gira hacia el norte y penetra a la cuenca de Caiman

via el Canal Chibcha. Ahi retoma su direccion hacia el oeste para luego virar hacia el norte
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Figura 1: Area de estudio con los rasgos geograficos y geolégicos mds importantes: (a) divisiones
del Mar Caribe y circulacién superficial, (b) principales cuencas y pasajes del Mar Caribe; las
regiones marcadas por lineas punteadas representan cordilleras con profundidades menores a 1000

m. Figura modificada de Andrade y Barton (2000).



formando la Corriente de Yucatan. Dicha corriente es considerada una de las corrientes de
frontera oeste més intensas del mundo (Sheinbaum et al., 2002), la cual tiene una veloci-
dad media de 150 em/s y aporta la mayor parte del transporte del Mar Caribe al Golfo
de México al atravesar el Canal de Yucatan. Depués de pasar por el Canal de Yucatan la
corriente se convierte en la Corriente de Lazo.

La Corriente de Yucatan juega un papel muy importante en la circulaciéon dentro del Golfo
de México. Donald y Molinari (1979) explican cémo el flujo que alimenta al Golfo de México
a través del canal de Yucatan es el principal mecanismo de forzamiento de su circulacion.
Uno de los fendmenos mas caracteristicos de la regién es el desprendimiento intermitente
de remolinos de la Corriente de Lazo en el Golfo de México (Maul y Vukovich, 1993).
Diversos estudios, tanto de simulaciones numéricas como de datos observados, indican que
la Corriente de Yucatan esta relacionada con la formacién de dichos remolinos.

Por ejemplo a partir de datos observados de velocidad de corriente a lo largo del Canal
de Yucatan y de observaciones altimétricas en el Golfo de México, Candela et al. (2002)
encuentran que el flujo de vorticidad de la Corriente de Yucatéan influye en la liberacién
de giros en la Corriente de Lazo; los periodos con flujo de vorticidad negativa estan rela-
cionados con una mayor extensién de esta corriente mientras que los periodos con flujos de
vorticidad positiva estan relacionados con la retraccion de la misma.

A partir de una simulacién numérica en el Atlantico Norte, Oey et al. (2003) sugieren
que la conservacion de vorticidad potencial indica que los remolinos del Caribe inhiben la
extension de la Corriente de Lazo hacia el Golfo de México causando que los periodos de
liberacién de remolinos de la Corriente de Lazo sean mayores (14 — 16 meses). Los procesos
que dan lugar a la generacion de los giros de la Corriente de Lazo estan poco entendidos y

son tema de intensa investigacion.

I.2. Remolinos en el Caribe

La Corriente del Caribe presenta gran variabilidad espacial y temporal debido a procesos

de mesoescala como meandros y remolinos. Estudios diversos sugieren que estos procesos



estan relacionados con la retroflexion de la Corriente Norte de Brasil (Kinder et al., 1985;
Fratantoni et al., 1995); estas estructuras también pueden ser formadas en las cuencas de
Granada y Venezuela por la interacciéon de la corriente con la topografia, asi como por el
rotacional del esfuerzo del viento (Andrade y Barton, 2000) o la inestabilidad de la corri-
ente (Carton y Chao, 1999).

La retroflexién de la Corriente Norte de Brasil libera regularmente de 8 a 9 remolinos anti-
ciclonicos al ano, estos tienen un diametro de 400 km y se trasladan en direccion norte hacia
el Caribe a una velocidad de 15 em/s (Johns et al., 2003). La mayoria de estos remolinos se
trasladan en direcion norte justo al este de las Antillas Menores alrededor de los 14 — 18°N
donde se detienen y decaen (Fratantoni y Richardson, 2004). Algunos de estos remolinos
desaparecen después de chocar con la masa continental a los 14°/N. Sin embargo ciertos
remolinos o parte de ellos logran penetrar al Caribe, a través de los pasajes formados por
las islas a los 18°N (Fratantoni y Richardson, 2004). Estas estructuras, al chocar con las
Antillas Menores aparentemente inyectan vorticidad anticiclénica en el Mar Caribe.
Trabajos diversos sugieren que los remolinos y meandros de mesoescala no se encuentran
distribuidos aleatoriamente a lo largo del Caribe, sino que se forman o se regeneran cerca
de rasgos topograficos grandes como la Elvacién de las Aves, la Dorsal Beata, la Dorsal
de Caiman y la Elevacion de América Central con una profundidad menor a los 200 m
(Andrade y Barton, 2000). Tales rasgos topograficos son responsables de incrementar la
variabilidad de la corriente superficial y la formacién de remolinos al oeste de las eleva-
ciones, los cuales son advectados por la Corriente del Caribe (Molinari et al., 1981).
Richardson (2005) menciona que la mayoria de estas estructuras son anticiclénicas aunque
también menciona la existencia de estructuras ciclénicas. Asi mismo menciona que cier-
tos remolinos anticiclénicos que aparecen en el Caribe Oriental resultan ser residuos del
impacto de los remolinos de la retroflexion de la Corriente Norte de Brasil en las Antil-
las Menores. Ciertas estructuras anticiclonicas pueden ser amplificadas o generadas por
las inestabilidades de la corriente en su region anticiclécnica, y menciona la presencia de

remolinos ciclénicos relacionados al corte ciclénico de la Corriente del Caribe cerca de la



costa de Sudamérica.

El didmetro de los remolinos es del orden de 100 — 500 km y viajan al oeste a lo largo del
eje de la Corriente del Caribe con una velocidad de propagacién de 12 —15 em/s (Molinari
et al., 1981; Murphy et al., 1999). El tiempo de vida de estos remolinos es de 3 a 6 meses
y en la mayoria de los casos estd determinado por la interaccién con la topografia y las
costas. Estos remolinos son generados y regenerados en un periodo que oscila entre los 50
y 200 dias (Andrade y Barton, 2000). Las aguas del Caribe estdn compuestas por masas
de agua, tales comé el agua profunda del Atlantico Norte, Agua Intermedia Antartica,
Agua Subtropical, etc. La parte superficial esta influenciada por aguas del Amazonas, del
Orinoco y otros rios. Estas aguas son advectadas y mezcladas por la presencia de los re-
molinos caribenos que al interactuar con las fronteras o rasgos topograficos arrastran agua
cercana de la costa a regiones profundas y viceversa. La interaccion de estas estructuras
con las corrientes presentes tienen implicaciones importantes para la dispersién de larvas

y contaminates en la region.

I.3. Técnicas de estudio de la circulacion lagrangiana

Para estudiar las caracteristicas de la circulacion lagrangiana generalmente se han uti-
lizado técnicas o analisis estadisticos. Sin embargo, recientemente se ha empezado a uti-
lizar técnicas de sistemas dinamicos en el problema, lo que ha permitido entender diversos
fenémenos a partir de las propiedades geométricas del campo de velocidades. Uno de estos
métodos consiste en calcular el llamado parametro de Okubo-Weiss con el cual se pueden
determinar las regiones donde domina la vorticidad (posibles remolinos) y las regiones de
estiramiento y compresion (posibles regiones donde la mezcla es méxima). Este parametro
ha sido utilizado para el seguimiento e identificaciéon de remolinos en el Caribe y en otras
regiones como el Mediterrdaneo (Guerrero, 2005; Isern-Fontanet et al., 2002), y experimen-
tos numericos (Elhmaidi et al., 1993)

Otro método es el de los exponentes de tamano finito de Lyapunov utilizado para visu-

alizar las posibles fronteras entre los remolinos y el flujo exterior, asi como también las



posibles regiones donde la mezcla es maxima. Estos exponentes se han utilizado tanto en
la atmdsfera (Koh y Legras, 2002) como en el océano (d’Ovidio et al., 2004).

Otros métodos analizan la circulaciéon lagrangeana considerando directamente la evolucion
espacio-temporal de las variedades estables e inestables y sus intersecciones (16bulos) para
entender los procesos de intercambio y mezcla en el fluido (Malhorta y Wiggins, 1998;
Haller, 2000). Estos métodos se han aplicado usando salidas de modelos de circulacién
ocednica en el Golfo de California (Velasco Fuentes y Marinone, 1999) asi como en el Golfo

de México (Toner y Poje, 2004; Kuznetsov et al., 2002).

I.4. Justificacién y area de estudio

El Mar Caribe es una zona de gran importancia ecolégica y econdémica puesto que en
la regién noroeste se encuentra el Sistema Arrecifal Mesoamericano, la segunda barrera
arrecifal més grande del mundo después de la Gran Barrera Arrecifal en Australia. Este
ecosistema tiene zonas que han sido decretadas parques marinos o reservas ecoldgicas para
garantizar su conservacion, pero se ven afectadas por la circulacion oceanica y el desarrollo
turistico.

Este sistema arrecifal se encuentra situado en las costas de México, Belice, Guatemala
y Honduras, con una extension aproximada de mil kilometros, y se caracteriza por su
fragilidad y gran biodiversidad de especies, como la langosta espinosa, el caracol rosado,
tortugas blancas y mas de 60 tipos de corales. Entender el mecanismo de retenciéon y
expulsién de larvas y huevos de un banco arrecifal a otro es de vital importancia para su
sobrevivencia como ecosistema. Ello requiere de una comprension detallada de la circulacion

oceanica en la zona y de los procesos de transporte, intercambio y mezcla.



II. Métodos de sistemas dinamicos

Los métodos de analisis que se utilizan en esta tesis son relativamente novedosos, y se
basan en conceptos matematicos usados en la teoria de sistemas dinamicos. A continuaciéon
se hace un recuento y se ilustran las ideas fundamentales de sistemas dinamicos utilizando
campos analiticos sencillos, pero a la vez relevantes para el problema central de esta tesis,
el cual se discute en el capitulo 4.

Las conceptos principales pueden comprenderse al analizar campos o flujos independientes
del tiempo. Los resultados que de ahi se derivan se generalizan posteriomente a flujos con
perturbaciones periddicas o flujos arbitrarios dependientes del tiempo.

En las siguientes secciones se hace un estudio de sistemas dindmicos de un fluido bidi-
mensional e incompresible. Primero se realiza un anélisis dindamico de una funcién de
corriente independiente del tiempo que semeja la presencia de dos remolinos estacionarios
y se discuten conceptos fundamentales. Posteriormente se estudia el caso en que este flujo
se perturba con una funcién peridédica y se discute la extension de los resultados del caso

estacionario para el problema.

II.1. Analisis dinamico de una funcion de corriente independi-

ente del tiempo

En esta seccion se describe el andlisis para una funciéon de corriente independiente del

tiempo, en el cual se determinan sus puntos fijos, se describe su clasifcacion y se obtienen
las variedades estables e inestables.
Con el objetivo de representar un problema de advecciéon similar a dos remolinos y dos
corrientes con direcciones opuestas, tal como puede suceder en la regién del Caribe y el
Canal de Yucatan, se considera una funciéon de corriente que represente dos remolinos.
Dicha funcién corresponde a la de dos vértices puntuales.

La funcién de corriente para un vortice puntual U, en la posicién Ty = (g, yo) estd definida



por

w=0(T —T), (1)

Yy < Inir, (2)

donde w es la vorticidad, r es la distancia al vértice puntual, siendo la vorticidad infinita
cuando r es cero. En este ejemplo, para que la funcion de corriente represente a un remolino
ésta debe ser 1), = s-inr, donde 7 es la circulaciéon. Considerando dos remolinos sobre el

eje yen (0,79) y (0,—7r9), donde g es la distancia a y = 0, se obtiene

77Z)UP1 = %lnﬁ, (3)
Y
7vZ)Um = %lnrb (4)
con 1y = (/o2 + (y—10)% y r2 = /2% + (y +70)%. De modo que la funcién de corriente
total esta dada por:
Y Y
Y = Yyp, + Yy, = %lm“l + %lnrg. (5)

Las componentes de la velocidad estan definidas por

0 3

El célculo de las componentes v y v se hace por separado para cada vortice y luego se

suma para obtener el campo de velocidades del flujo:

» Vortice puntual uno:

o (y—ro)

e oy 21 (22 + (y —1ro)?’
oy — x

T T @y o)
= Vortice puntual dos:
U — oY _ 0 (y + 7o)
T oy 2 (2 + (y+7o)?
oYy  —v x
Vo =

T 0r 21 (24 (y+r0)?
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Figura 2: Campo de velocidades producido por dos vértices puntuales, en el cual se representa a
dos remolinos centrados en el eje y.

De tal forma que el campo de velocidades del flujo total queda como:

U — Y (y - TU) (y + TO) ] (7)

2 l(l‘? +y—r)? (@4 (y+r0)*

_ 1 B 1
T on [(ﬁ +y—r0)?® (2 + (y+r0)? ] (8)

En la figura 2 se muestra el campo de velocidades del flujo, en la que se aprecia un punto

fijo o de estancamiento (e). El andlisis y clasificaciéon de los puntos fijos se describe a

continuacion.
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Puntos fijos

Los puntos fijos son aquellos donde la velocidad es igual a cero. Son también conocidos
como puntos de equilibrio o en mecanica de fluidos como puntos de estancamiento. Para

localizar estos puntos se resuelven las ecuaciones u =0y v =0 para z y y:
u=0 'y v=0. 9)

Una vez identificado el punto fijo la estructura a su alrededor puede determinarse anal-
izando el movimiento de una particula cuya posicion inicial es cercana al punto fijo.
aT

Sea 7' un punto fijo del sistema = 7(?) Para analizar las soluciones con posicién

. . . ﬁ é ~ . . . .
inicial en Ty + 0, donde 0 es pequena, en el caso bidimensional se tiene:

75 = (70, %0), (10)
= (5907511)7 (11)
T =9, (12)

d
77 (o +02) = f(wo + 0z, 90 + 0y)),

d
%(yo + 6y) = 9(% + 5x>y0 + 531))7

linealizando alrededor de (xq,yo) se obtiene:

%51, = af(g(;, s, ¢ af(g”y’ s, 4.
%% _ 89(2(; v)s 39(3; yo)(;y L
entonces:
45 =M,
donde:
— Oz
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y con ello se define la matriz M como:

9f(x0,y0) 9f (%0,y0)

99(z0,y0) 99(z0,y0)
ox oy

Los puntos fijos de las ecuaciones 7 y 8 se obtienen de

N Yy—To n Yy+ro —0
2w |22+ (y —ro)?  a? 4+ (y +1o)? ’

YT 1 " 1 _ 0
om |22+ (y —1o)2 22+ (y+19)2|

encontrando un solo punto fijo en (0,0). En este caso se tiene:

f:l Yy—To n y+ro
Aol T ()

2

¥ T T
= —— _|_ ,
1=~5 [rrg = T TR

por lo que
ﬁ:_ﬁ[ (y — o) y+7‘o 1
or 2w (@t -roPP T @)
ﬁ:l[J’2+(?J—To)2—2(y—7“0)2+90 + (y+10)* —2(y +7“0)]
Oy 2m (2% + (y —70)?)? (22 + (y +70)?)?
@:_l[xz—l—(y—ro)Q—ZxQ 2?4 (y — 1o)? —|—2x]
Ox 2m | (2?4 (y —ro)?)? (22 + (y +10)?)?
99 _ 7w [:L‘Q—i-(y—ro)Z—Q(y—ro) x2+(y+rg)2—(y+ro)]
oy  2m (% + (y — r0)?)? (@2 +(y+m0)?)* |

y evaluando en el punto (0,0), la matriz M queda como:

0 —~ /27
v/ (13)
—v/2m 0
Autovalores

Los autovalores de M determinan la estructura del flujo alrededor del punto fijo, en tanto
que sus autovectores indican la direccién del flujo. La soluciéon para 5 puede expresarse

Ccomo

R —
— dle)\lt + d2€)\2t7
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donde A\; y Ay son los autovalores y, d; y dy son los autovectores correspondientes. Al
clasificar los puntos fijos podemos encontrar el comportamiento de las particulas de fluido

en dicho campo de velocidad.
Clasificacion de los puntos fijos
Los puntos fijos tienen la siguiente clasificacién con base en los eigenvalores asociados:

i) nodo estable, ambos autovalores son reales Ay < X2 < 0 (fig 3). En este caso la
particula, partiendo de la posicion inicial en la que se encuentre llegara al punto fijo

en forma directa.

Figura 3: Ambos autovalores reales y A1 < A2 < 0, nodo estable; en este caso el flujo partiendo
de las condiciones iniciales en las que se encuentre llegara al punto fijo.

ii) nodo inestable, ambos autovalores son reales y Ay > Ay > 0 (fig 4). En este caso la

particula partira de la posicién inicial para alejarse en forma directa del punto fijo.

iii) punto hiperbdlico, ambos autovalores son reales y A\; < 0 < Ag, también se le conoce

como punto silla. (fig 5). En estos puntos el fluido es advectado en las direcciones de

Figura 4: \; > Ay > 0, nodo inestable;en este caso el flujo partiendo de las condiciones iniciales
en las que se encuentre se alejara del punto fijo.
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compresion hacia el punto fijo y conforme se acerca a éste, el flujo es advectado en
las direcciones de estiramiento alejandose del punto fijo; en la figura 5 se aprecia la
direccién de compresion y la de estiramiento (la direccién de compresién es hacia el

punto fijo y la de estiramiento es la que se aleja de éste).

Figura 5: A\ < 0 < Ag, punto hiperbdlico o punto silla; en este caso la trayectoria se acerca
inicialmente para luego alejarse del punto fijo.

iv) espiral estable, \y = —a + i, \y = —a — i (fig 6). En este caso las trayectorias se

acercan en forma de espiral al punto fijo.

Figura 6: \y = —a — i3, A2 = —a + if3, espiral estable ; en este caso las trayectorias se acercan
en forma de espiral al punto fijo.

v) espiral inestable, \ = o+ i, s = a — i (fig 7). En este caso las trayectorias se

alejan en forma de espiral del punto fijo.

vi) punto eliptico, \; = iw, Ay = —iw (fig 8). En este caso las trayectorias dan vueltas

alrededor del punto fijo en forma de circulos o elipses.

Considerando la ecuacién det[M — AI] = 0, en la cual I es la matriz identidad y A son los

autovalores, evaluando en el punto (0,0) se tiene para el flujo dado por las ecuaciones 7 y
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Figura 7: Ay = a — 10, Ao = a+1i0, espiral inestable ; en este caso las trayectorias se alejan
en forma de espiral del punto fijo.

Figura 8: \; = —iw, Ay = iw, punto eliptico; en este caso las trayectorias dan vueltas
alrededor del punto fijo en forma de circulos o elipses.

8 que
)\ - 2
det N % =0, (14)
T
—L -
y los autovalores quedan como:
A\ = —%7 (15)
do= oo, (16)

Puesto que los autovalores estan dados de la forma A; < 0 < Ay, el punto fijo en (0,0) es
del tipo hiperbdlico.
Para calcular los autovalores se resuelve la ecuacién det[M — M| = 0, una vez que se

tienen los autovectores se encuentran resolviendo [M — AI|V = 0 donde V es el autovector.
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Resolviendo la ecuacién se obtienen los autovectores para el punto hiperbdlico.

Vi=— : (17)

Vo= | | (18)

donde V; corresponde a la direccién de compresion, ya que el autovalor asociado a A; tiene
parte real negativa; consecuentemente V5 corresponde a la direccion de estiramiento, puesto
que el autovalor asociado A, tiene parte real positiva.

Variedades estables e inestables de los puntos hiperbdlicos
Una variedad estd definida como un conjunto que localmente tiene la estructura del espacio
euclidiano. En advecciéon de fluidos estas variedades son curvas o superficies.
El subespacio £ que tiene como base a los autovectores asociados a autovalores con parte
real negativa se denomina la variedad estable para el punto fijo. El subespacio E* que
tiene como base a los autovectores asociados a los autovalores con parte real positiva se
conoce como vartedad inestable del punto fijo.
Las orbitas que inician en E* se acercan asintéticamente al punto fijo cuando ¢ — oo y las
que inician en K" se acercan al punto fijo cuando t — —oo. Esto nos lleva a las siguientes

definiciones:

= Variedad estable W* es el conjunto de érbitas que se acercan al punto fijo cuando

t— o0

= Variedad inestable W" es el conjunto de drbitas que se acercan al punto fijo cuando

t— —00

Los puntos fijos junto con las variedades determinan las propiedades generales de las trayec-
torias. Las variedades definen el comportamiento del flujo puesto que el futuro de una
trayectoria es completamente distinto cuando esta localizada a uno u otro lado de la var-

iedad, por ello se les denomina separatrices. En la figura 9 se muestran la variedad estable



16

e inestable del flujo producido por dos vértices puntuales en color rojo y azul respectiva-
mente, ambas se acercan al punto hiperbdlico (*). A dichas estructuras se les considera
barreras para el transporte, puesto que una particula que se encuentre dentro del remolino
no podra cruzar la variedad y salir del remolino, de la misma forma si una particula se en-
cuentra fuera del remolino esta no podra cruzar la variedad y por lo tanto no podré entrar
al remolino.

Es posible encontrar campos de velocidades definidos para —oo < t < oo solamente para
modelos altamente idealizados. De tal forma que para el caso en el que se tiene un inter-
valo de tiempo finito 0 < ¢ < t4, la variedad estable se determina colocando una linea de
particulas en la direccién de compresion en ¢+ At e integrando hacia atras hasta el tiempo
t. Para el caso de la variedad inestable se coloca una linea de particulas en direccién de
estiramiento al tiempo ¢t — At y se integra hacia adelante hasta el tiempo t.

Con el calculo de las variedades se puede determinar la trayectoria hiperbolica, la cual
estd caracterizada por tener propiedades similares a las de un punto hiperbdlico, es decir
dichas trayectorias repelen y atraen a dos conjuntos distintos de particulas (exponencial-
mente en el tiempo). La trayectoria hiperbdlica ~(t) se define cuando el conjunto de
variedades estables e inestables se acercan asintéticamente al punto hiperbdlico asociado
a la trayectoria «y(t) cuando t — 0o y t — —o0, respectivamente (Rogerson et al., 1999).
En la figura 10 se puede apreciar cémo las variedades estables e inestables, en color rojo
y azul respectivamente, se acercan al punto fijo relacionado a la trayectoria hiperbélica,

linea negra.
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Figura 9: Flujo sin perturbacién en donde se presenta la variedad estable W* (linea roja) y
variedad inestable W* (linea azul); ambas variedades se acercan al punto hiperbdlico (*).
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Figura 10: Trayectoria hiperbdlica (t) linea negra; la variedad estable comienza su evolu-
cién en la direcién de compresion al tiempo t + At (rojo) y la variedad inestable comienza
su evolucién en la direccién de estiramiento al tiempo ¢ — At(azul). Ambas variedades se
acercan al punto hiperdlico asociado a la trayectoria hiperbdlica al tiempo t.
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I1.2. Analisis dinamico de una funcién dependiente del tiempo

El analisis anterior considera un flujo independiente del tiempo. En esta seccién se
analiza un caso en el que se anade al flujo estacionario dado por la ecuacién (5) una
pertubacién dependiente del tiempo de la forma Aysen(t), donde A es la amplitud y ¢ el

tiempo, de este modo la funcién de corriente esta dada por:

Y = Yy, + Yoy, + Aysen(t) = %lm‘l + %lnrg + Aysen(t), (19)

de donde se obtienen las velocidades:

_ (y—1) (y+1) on
o7 l(q:Q +(y—1)2 (22 + (y+ 1)2] + Asen(t), (20)
_ 1 B 1
T [(332 Fy—12 @+ (@y+ 1)2] ’ (21)

Para flujos periddicos como éste, es posible aplicar el mapeo de Poincaré, el teorema KAM,
por Kolmogorov, Arnold y Moser (Wiggins, 1990), y la dindmica de 16bulos con las cuales
se puede analizar el transporte e intercambio de particulas entre el flujo exterior y los
remolinos. Sin embargo, como el objetivo es estudiar el caso general dependiente del tiempo
aqui sélo veremos la aplicacion de la dinamica de 16bulos la cual, sin embargo, puede usarse
tanto con flujos periddicos como con flujos no periédicos.
Para flujos dependientes del tiempo es dificil determinar o visualizar las regiones donde
exista una trayectoria hiperbdlica. Por tal motivo a continuacion se describen otros métodos
como el criterio de Okubo-Weiss, los exponentes de tamano finito de Lyapunov y el calculo
de las variedades estables e inestables para encontrar las trayectorias hiperbdlicas.
Primero se discute la base y la aplicacion del criterio de Okubo-Weiss , posteriormente
el método de los exponentes de tamano finito de Lyapunov y finalmente el calculo de las
variedades y dinamica de lobulos.

Criterio de Okubo-Weiss(Q)
El criterio de Okubo-Weiss permite identificar las regiones de un flujo donde domina el
estiramiento (puntos hiperbdélicos) y las regiones donde domina la vorticidad (puntos elipti-

cos o remolinos). Sin embargo, este criterio tiene ciertas limitaciones. En este trabajo lo
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utilizamos considerando el siguiente argumento:

En flujos dependientes del tiempo es probable que regiones donde a un cierto tiempo domi-
na el estiramiento (o vorticidad) modifiquen sus caracteristicas para tiempos diferentes. Sin
embargo, si nos fijamos en el valor promedio del parametro de Okubo-Weiss en el periodo
de interés, éste identificara las regiones que en promedio mantienen sus propiedades de
hiperbolicidad o elipticidad, y por lo tanto serd un buen indicador de donde puede ser
posible encontrar particlas hiperbdlicas.

El criterio de Okubo-Weiss (Okubo, 1970; Weiss, 1991) considera fluidos bidimensionales
incompresibles y no viscosos en los que la evolucién temporal estéd gobernada por la ecuacion

de Euler:

donde 7 es la velocidad para un flujo en dos dimensiones y P es la presion.
Para el estudio de los campos de deformacion y vorticidad, el criterio de Okubo-Weiss
propone una ecuacion de evolucion del gradiente de vorticidad Vw, el cual se obtiene de la

diferenciacion de la ecuacién (22):

d
% + D'Vw =0, (24)

donde w es la vorticidad, D es el tensor del gradiente de velocidad (V)

ou  Ou
ox 16]
b= v ai ’ (25)
ox oy
y
0 0
wzvXﬁza—Z—a—Z, (26)

es la vorticidad que se conserva en cada elemento de fluido, ‘fl—f =0.

Suponiendo que el tensor del gradiente de la velocidad D varia lentamente (de aqui surge

una de sus limitaciones) respecto al tensor del gradiente de la vorticidad, la ecuacién 26
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se reduce a una ecuacion lineal con coeficientes constantes. Bajo esta hipotesis el criterio
infiere que el comportamiento del gradiente de vorticidad esté localmente determinado por
la naturaleza de los valores propios del gradiente de velocidad. Estos autovalores son las

raices de la ecuacién:

(0% —w?), (27)

donde o es la deformacion,

o =0} + 03, (28)

y 01y 09 son parte de la componente simétrica del gradiente de velocidad:

ou Ov
- _ 29
17 Be oy’ (29)
ou  Ov
= — 4+ —. 30
2= 5, " o (30)
De tal forma que el pardmetro de Okubo-Weiss queda definido como
Q=0"—w’=0}+0)—w (31)
o bien
Q = 0,u0yv — Oyud,v. (32)

Esta claro entonces que si < 0 domina la rotacién (regiones elipticas) y cuando @ > 0,
domina el estiramiento (regiones hiperbdlicas).

Con la intencion de visualizar las regiones donde en promedio se mantienen las propiedades
de vorticidad o estiramiento, se obtuvo el promedio de Q) para el periédo de t — At a t + At.
En la figura 11 se muestra el promedio de Q, los valores positivos indican a regiones donde
domina el estiramiento, mientras que las regiones negativas domina la vorticidad. En esta
figura se observa la presencia de dos regiones con valores negativos y alrededor de dichas
estructuras se aprecia valores positivos en la que se puede apreciar un contorno centrado
en (0,0) donde los valores son positivos y conforme se alejan de dicho punto los valores

decaen, esto sugiere la posible presencia de una particula hiperbdlica en la region centrada

en (0,0).
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Figura 11: Grafica del promedio del parametro de Okubo-Weiss para la ecuacion 19 en el
que se aprecia la presencia de dos regiones donde el valor es negativo (vorticidad) y una
region centrada en (0,0) con valores positivos (estiramiento).
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Exponentes de tamano finito de Lyapunov
La técnica de los exponentes de tamano finito de Lyapunov permiten visualizar las regiones
donde la mezcla es maxima asi como posibles barreras para el transporte entre los remoli-
nos y el flujo exterior, por lo que resulta una técnica diferente para visualizar las variedades
estables e inestables.
Una forma matemaética de caracterizar el estiramiento en un fluido es por medio de los
exponentes de Lyapunov, A, que pueden ser definidos como la razén de separacién expo-

nencial de dos trayectorias separadas infinitesimalmente al tiempo inicial(Lacorata et al.,

2001):
C o(t)
A= tll>rgo 5(1&)12() ; In m, (33)
donde § = ||z (t) — 2@ (¢)|| es la distancia entre dos trayectorias al tiempo t. Los expo-

nentes de tiempo finito de Lyapunov se obtienen omitiendo el primer limite ¢ — oo en la
ecuacion 33. Con ello se encuentra la razon de crecimiento sobre un intervalo finito 7

_ o(7)
= 5(13120 ;l 5(0)° e

El exponente v, es 1til para determinar las diferentes regiones de mezcla en diversos fluidos.
Sin embargo, resulta imposible aplicar limites infinitos o infinitesimales a un campo de
velocidades finito. Asi mismo, Haller (2000) senala que v, no siempre permite ver con
claridad las variedades. Un método menos confuso para caracterizar dichas regiones es el
de los exponentes de tamano finito de Lyapunov (ETFL). Este término es inversamente
proporcional al tiempo en que dos particulas pasivas inicialmente separadas una distancia
dp alcanzan una separacién predeterminada dy. De esta forma, el exponente de tamano

finito de Lyapunov se define como:

A= 1ln Ji

5 (35)

donde ¢ es el tiempo en el que el par de particulas alcanzan la separacién 6. Estos expo-
nentes han sido utilizados para caracterizar procesos de dispersion (Lacorata et al., 2001),

asi como, para visualizar estructuras lagrangianas tales como barreras de transporte (Koh
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y Legras, 2002; d’Ovidio et al., 2004). Para ello se hacen mapas espaciales de estos expo-

nentes. En nuestro caso el procedimiento fue el siguiente:

1. Se crea una malla cuadrada con una separacion inicial §p tanto en el eje x como
el eje y que cubre la malla original del modelo y se fija la distancia maxima de
separacion entre dos particulas d; y el periodo de integracion 7. Estas particulas
son advectadas por el flujo por lo que pueden permanecer juntas por periodos largos
o bien puede que se separen exponencialmente en el tiempo. Cuando la separacion
entre estas particulas no llega a la separacién predeterminada 0y al cumplirse el
tiempo de integraciéon predeterminado 7, la integracién de su trayectoria se detiene
y se considera la separacion final entre las dos particulas A. Si las particulas se
separan rapidamente de modo que alcancen la separacién predeterminda 0 f antes
del tiempo 7 entonces se detiene la integracion y se toma el tiempo At. De esta

forma los exponentes pueden ser calculados de la siguiente manera:

= A0, A, 7)=1In % — cuando no alcanzan la separacién méaxima.

5 . ..
» A\(dg, 0, At) = Ait In % — cuando alcanzan a la separacién maxima.

2. Para mayor precision en la obtencién de estos exponentes se toma de la malla una
quinteta de particulas en lugar de un par, esta metodologia esta basada en d’Ovidio
et al. (2004) en la cual seleccionan el valor maximo del exponente considerando cuatro
trayectorias inicialmente separadas un ¢y de la particula de referencia. En resumen,
se toma la quinteta, tomando la particula central como particula de referencia y las
otras cuatro separadas inicialmente dy, dos en el eje x y las otras dos en el eje y.
Estos cuatro pares de particulas son advectados por el campo de velocidad usando
las ecuaciones ‘fl—f = u, % = v y se calcula el valor del exponente tomando el par
de particulas que alcanza la separaciéon d; en el menor tiempo. Si ninguno de los
pares de particulas llegan a la separacién d; en el intervalo de tiempo 7, se detiene la

integracion y se toma la separaciéon maxima de las cuatro respecto a la particula de

referencia. Este procedimiento puede ser mas eficiente si se evalia la separacion de
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dos pares de particulas, en lugar de la quinteta, uno en el eje x y otro en el eje y. Estos
dos pares se evalua la separacién maxima de forma similar al método mencionado

anteriormente.

Este procedimiento se realiza integrando hacia adelante y hacia atras en el tiempo por
un periodo +At centrado en t. Y los valores obtenidos en cada punto se mapean. Los
resultados de la integracién hacia adelante se denominan A, (z,y) y de la integracién hacia
atras se denominan \_(z,y). Para el flujo dado por la ecuacién 19 se tomé como separacion
inicial dp y como separacién maxima ¢¢. El periodo de integracion 7 fue de At. Se colocé la
malla de particulas al tiempo t, y se integré hacia delante en el tiempo para de obtener A
y hacia atras para calcular A\_.

Para visualizar dichas estructuras se grafica A = A, — A_. En las regiones donde las
particulas permanecen juntas largos periodos tanto A, como A_ son minimos, por lo que
A=A, — A_ =~ 0; este tipo de valores se pueden apreciar en la figura 12. Al considerar las
regiones donde la compresion y el estiramiento son dominantes el término puede quedar
como A = Ay o A = —A_. Los valores positivos representan las regiones de compresion

mientras que los valores negativos representan las de estiramiento.
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Figura 12: Campo de A = A, — A_, donde se puede apreciar los valores positivos asociados
a regiones de compresion y los valores negativos a regiones de estiramiento.
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Obtencién de las variedades para un flujo dependiente del tiempo

Para obtener las variedades en este caso, se analizo el campo de velocidades por las ecua-
ciones 20 y 21 para el intervalo de tiempo ¢t — At a t+ At. Al considerar un flujo dependiente
del tiempo se debe encontrar los puntos fijos en diferentes tiempos, para ello se determina
el punto hiperbdlico para t + At, de forma similar a como se obtuvo para el flujo inde-
pendiente del tiempo. De la misma manera se obtuvo el punto hiperbdlico en t — At. Al
determinar los puntos hiperbdlicos se clasifican los autovalores y determinar asi la direccién
de compresion y estiramiento a cada tiempo t-At y t+At.

Para encontrar la variedad estable se coloca una linea de particulas en la direccién de com-
presion al tiempo t+ At y se integra hacia atras en el tiempo hasta t — At. Para encontrar la
variedad inestable se coloca la linea de particulas en la direccién de estiramiento al tiempo
t — At y se integra hacia adelante hasta t + At. En la figura 13 se muestra la variedad
estable (rojo) e inestable (azul) al tiempo ¢, las cuales se acercan asintéticamente al pun-
to fijo (e). Se puede apreciar como ambas variedades comienzan a cruzarse al acercarse
al punto hiperbdlico, a consecuencia de que el flujo cambia con el tiempo, formando las
regiones conocidas como lobulos, dichas estructuras son las responsables de intercambio
de fluido entre los remolinos y el flujo exterior, puesto que las variedades representan bar-
reras para el transporte. A continuacién se describe la dinamica de l6bulos, técnica con la
que se analiza el proceso de transporte y mezcla generado por un campo con dependencia

temporal.
Dinamica de Ldébulos

Los l6bulos son el resultado de la interseccion de las variedades estables e inestables y tienen
un papel importante en el transporte en los flujos periédicos y cuasiperidédicos (Malhorta
y Wiggins, 1998). Estas estructuras son zonas donde ocurre el transporte de particulas,
siendo el area de los l6bulos proporcional a la masa transportada. Para determinar estas
estructuras es necesario definir los limites de las regiones formadas por las intersecciones

de las variedades, denominados puntos de interseccién primaria p.¢.p.
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Figura 13: Variedades estables (rojo) e inestables (azul) al tiempo t, donde las particulas que
conforman a las variedades se acercan asintéticamente al punto fijo (e).
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Definicién. Sea un punto ¢ eW*(po)YW*(po), donde W* y W™ se refieren respectivamente
a la variedad estable e inestable correspondientes al punto fijo py. Sea S[po, q] el segmento
que conecta a py con g sobre W#(po) v Ulpo, q] el segmento que conecta a py con ¢ sobre
W"(po). Entonces ¢ es un punto de intersecciéon primaria (p.2.p) si S[po,q] y Ulpo,q] se

cruzan solo en q y pg, ver fig 14.
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-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

Figura 14: Se muestra el punto fijo pg la variedad estable S[po, q] (rojo) y la inestable U(po, q)
(azul), siendo la interseccién de estas variedades S(po,q)\U(po,¢) al punto de interseccién pri-
maria p.i.p.

Definicién. Sean p y q puntos de interseccién primaria adyacentes donde S[q, p| y Ulq, p)
son segmentos de W*(py) v W"(pg) respectivamente, que tienen a ¢ y p en sus extremos.
La regién limitada por los segmentos S[q, p] y Ulg, p| se define como un I6bulo, (ver Fig.15).

Los 16bulos son regiones materiales del fluido, esto significa que el fluido contenido dentro
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del 16bulo en cualquier instante de tiempo permanecera dentro del mismo durante todo el
tiempo que éste exista. Esto se debe a que el 16bulo estd formado por superficies invariantes,
por tanto las particulas dentro de estas estructuras no pueden salirse del I6bulo. Asi mismo,
la cantidad de masa transportada es proporcional al area de los 16bulos. Para definir el

l6bulo de captura y el de expulsién se debe definir previamente una pseudo-separatriz:

-0.051

|
o
-
T

-0.151

|
o
no
T

-0.25[

~035r U(p.a)

| | | | | |

-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1

Figura 15: Los puntos de intereseccién primaria p y q, definen una region limitada por los
segmentos U(p, q) vy S(p,q) denominada l6bulo.

Definicién. Para definir el area interior y exterior de un remolino es necesario definir un
p.i.p. cualquiera tal que geW*(po) W ™" (po); entonces, el contorno Slgq, po]UU]q, po] se de-
nomina pseudo-separatriz; el contorno formado por los segmentos de las variedades estables

e inestables que pasan por py (punto hiperbdlico) y q (punto de interseccién primaria p.i.p.)
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esta definido como pseudo-separatriz; como se aprecia en la figura 16. La region limitada
por la pseudo-separatriz (linea discontinua) que encierra al punto eliptico es definida como
la regién interior R.I., la regién exterior es R.FE.

Puesto que la perturbacién es periddica, entonces existe un ntimero infinito de puntos de
interseccién primaria (Malhorta y Wiggins, 1998) por lo que es conveniente definir a la
seudo-separatriz de la forma mas parecida a la separatriz del flujo no perturbado.

Para explicar el proceso de captura y expulsion de particulas, consideremos la presencia de
dos lobulos, uno en la region delimitada por la seudo-sepratriz, es decir la region interior
R.I y el otro en la regién exterior R.FE.; ver figura 17. Nétese el 16bulo que se encuentra
dentro de la region interior, definida previamente, es denominado el 16bulo de captura,
mientras que el 16bulo que se encuentra fuera de la region interior es definido como 16bulo
de expulsion, consecuentemente dicho proceso da lugar al intercambio de particulas entre

los remolinos y el flujo exterior.

Resumen

En este capitulo se analizé una funciéon de corriente independiente del tiempo, en dicho
analisis se determinaron los puntos fijos, su clasificacion y la obtenccién de las variedades
estables e inestables, con lo que se determiné una trayectoria hiperbdlica. Al determinar
los puntos fijos y su clasificacion es posible caracterizar las propiedades del flujo.

Para el flujo con una perturbacion peridédica en el tiempo se aplico el criterio de Okubo-
Weiss, los exponentes de tamano finito de Lyapunov con lo que se determinaron las regiones
donde domina el estiramiento y vorticidad asi como las regiones de estiramiento y com-
presiéon que convergen precisamente a la zona de estiramiento ubicada por el criterio de
Okubo-Weiss. Una vez determinadas estas regiones se obtuvieron las variedades estables
e inestables para cada tiempo, al graficar dichas variedades a tiempos distintos es posi-

ble caracterizar las propiedades del flujo a cada tiempo. Estas estructuras al acercarse al
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Figura 16: La regién limitada por la pseudo-separatriz (linea discontinua) y que encierra a punto

eliptico es la region interior R.I., R.E es la regién exterior.
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Figura 17: Lébulo para el flujo estacionario asociada a 2 vértices puntuales con una perturbacién
Aysen(t) en la funcién de corriente, en el que se determinan tres puntos de interseccion primaria
con lo que se tienen dos l6bulos. El l6bulo en color rojo es el de captura (LC') mientras que el de
color azul es el de expulsién (LFE) los cuales se encuentran dentro y fuera del remolino.
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punto hiperbdlico comienzan a cruzarse a medida que el flujo cambia de velocidad. Dichas
intersecciones ocasionan que se formen estructuras definidas como 16bulos, los cuales son

los responsables del intercambio de fluido entre el flujo exterior y los remolinos.
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III. Descripcién del modelo y los datos de velocidad

Para analizar la circulacion superficial del Mar Caribe y el Canal de Yucatan utilizare-
mos las técnicas descritas en el capitulo anterior. Para ello se requiere de un campo de
velocidad de alta resolucién espacial y temporal. Como no existen observaciones suficientes
con estas caracteristicas se decidid utilizar salidas de modelos de circulacién ocednica en
lugar de datos reales.

Para este trabajo se utilizaron datos del modelo de circulacién ocednica ROMS (Regional
Ocean Modeling System). Este modelo es un sistema de simulacién ocednica el cual re-
suelve las ecuaciones primitivas para un sistema en rotacion. Las ecuaciones primitivas en

coordenadas cartesianas son:

ou 09
E%—u-Vu—fv—%jLEfl—Du, (36)
ov 09
E—i—roqufU—ay—i—Fy—l—DU, (37)

que expresan el balance de momento en las direcciones z e y respectivamente, donde ¢

representa la presion dinamica.

T
88—t+60VT:FT+DT, (38)
aa—f—FﬁOVS_FS—FDs, (39)

son la ecuaciones de calor y balance de salinidad,

p=p(T,S,P), (40)
es la ecuacién de estado
2_r (41)
0z Po

es la ecuacién de momento vertical (balance hidrostético) y

ou OJv Ow
%+3_y+§_0’ (42)
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la ecuacién de continuidad para un fluido incompresible.

El modelo usa la aproximacién de Boussinesq, la cual considera despreciables las varia-
ciones de densidad en las ecuaciones de momento excepto en la fuerza de flotacion en la
ecuacion de momento vertical. Ademads, el modelo resuelve explicitamente la variacion de
la superficie libre. Los forzamientos y la disipacién se encuentran representados por los
términos F y D, respectivamente.

En la vertical, las ecuaciones primitivas son discretizadas sobre una topografia variable
usando coordenadas generalizadas (Song y Haidvogel, 1994). Las coordenadas verticales
generalizadas permiten incrementar la resolucién en regiones de interés (superficie y fon-
do). En la horizontal pueden usarse coordenadas curvilineas ajustadas a las fronteras. El
modelo utiliza tiempos mas cortos para evaluar la elevacién en la superficie y momentum
barotrépico y utiliza tiempos mas largos para evaluar los cambios en temperatura, salin-
idad y momentum baroclinico, para después combinar ambos resultados. En su aplicacion
al Golfo de México y Mar Caribe, el ROMS tiene 30 “niveles sigma”, que siguen a la to-
pografia en aguas someras manteniendo alta la resolucién superficial en aguas profundas.
El modelo tiene una resolucién horizontal de 1/10 de grado, esta forzado por flujos de calor
y vientos obtenidos de la climatologia COADS (Comprehensive Ocean-Atmosphere Data
Set).

El modelo ROMS para el Caribe y Golfo de México utiliza una topografia modificada en
algunos lugares con datos generados por los cruceros oceanograficos CANEK. Este modelo
se corre por un tiempo equivalente a 5 anos tomando los valores de frontera abierta de los
ultimos 5 anos generados por un modelo ROMS para el Atlantico Norte de una corrida de
20 anos. El dominio numérico estd rotado para optimizar el nimero de puntos de malla
sobre el nivel del mar, como se puede apreciar en la figura 18.

Los datos utilizados son las velocidades horizontales a una profundidad de 30 m por un
periodo de un mes, los datos tienen una resolucién temporal de 6 horas. Se utiliza un
mes de datos basados en estudios anteriores que sugieren que las variedades lagrangeanas

pueden tener esta escala temporal en la zona (Kuznetsov et al., 2002). Considerando la
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dificultad para trabajar con una malla irregular rotada, el campo de datos se interpold a
una malla regular utilizando la rutina griddata de MATLAB (basada en la triangulacién

de Delaunay). La malla regular tiene una resolucién de un cuarto de grado.

30

28

24t

ool

Latitud

-95 -90 -85 -80 -75 -70 -65
Longitud

Figura 18: Campo de velocidades a 30m de profundidad del modelo ROMS en una malla rotada
para optimizar el nimero de puntos de malla sobre el mar

Con la intencién de analizar el intercambio generado por remolinos y el flujo externo, se
analizé la regién ubicada entre 30°N y 17°N y —95°W y —78°W como se muestra en la
figura 19. La figura muestra claramente la presencia de dos remolinos anticiclénicos, uno

en el Caribe y otro en el Golfo de México.
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Figura 19: Campo de velocidades a 30m de profundidad del modelo ROMS interpolado a la
malla rectangular, en la que se muestra la regiéon de estudio para este trabajo
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IV. Analisis de la circulaciéon superficial del Mar Caribe
y el Canal de Yucatan

La metodologia explicada en el capitulo dos puede generalizarse y aplicarse a flujos mas
complicados, como por ejemplo a salidas de modelos niimericos. Los resultados matematicos
que permiten dicha generalizacion a flujos arbitrarios dependientes del tiempo se han
obtenido recientemente, ver Kuznetsov et al. (2002); Toner y Poje (2004); Velasco Fuentes y
Marinone (1999). Por ello en este capitulo analizaremos los resultados obtenidos aplicando

diferentes técnicas de analisis de estructuras lagrangeanas en flujos més realistas.

IV.1. Obtencion de la geometria euleriana

Las propiedades geométricas de un flujo bidimensional estan determinadas por las car-
acteristicas de los puntos criticos o puntos fijos (donde la velocidad es cero) y las lineas
de corriente asociadas a estos puntos. En particular los puntos fijos de interés son los pun-
tos elipticos y los puntos hiperbdlicos discutidos en el capitulo dos. Para el caso del flujo
dependiente del tiempo los puntos hiperbdlicos pueden existir para un instante o perédo
y desaparecer luego, por ello, para el caso del flujo instantaneo a este tipo de punto se
considerara como punto silla. Para el campo mensual de velocidades del modelo ROMS,
los puntos elipticos incluyen las espirales estables e inestables, asi como los puntos elipticos,
ya que este tipo de puntos describen estructuras descritas como remolinos. Estos elementos
geométricos determinan la adveccion de particulas en el flujo, es decir las particulas cer-
canas al punto eliptico rotan alrededor de dicho punto, mientras que particulas en regiones
cercanas al punto hiperbdlico, se acercan o se alejan del punto.

La velocidad (U, V') para posiciones arbitrarias (z,y) es calculada a partir de las veloci-
dades sobre la malla por el algoritmo bilineal de cuatro puntos, (ver Hockney y Eastwood

(1981)):
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Ulz,y) | 1 | %y Wiy Wigh Uigige
Vi) | A Vij Vitlj Vigtl Vil
(A —d)(A-by)
e | )
(6 — 0x)dy
I oxdy |

donde dx = x —iA y dy =y — jA, con A la separacién entre punto y punto de la malla, e
(i,7) denota la esquina baja a la izquierda de la celda donde se encuentra el punto (z,y).
Para determinar los puntos fijos y caracterizarlos se siguié la metodologia descrita por
Velasco Fuentes y Marinone (1999), en la cual los puntos fijos son calculados encontrando
las celdas donde u; ; 0 v; ; no tienen el mismo signo en las contra- esquinas. Las propiedades

de estos puntos esta dada por el determinante de la matriz:

ou U

J — ox 8y , (44)
v v
ox oy

Los autovalores de esta matriz son las raices del polinomio:
N — (U + VYA + UV, — U,V,, (45)

donde los subindices indican la aproximacion por diferencias finitas de las derivadas sobre
el punto fijo. Los autovalores de J determinan si el punto fijo es hiperbdlico o eliptico, como

se menciond en el capitulo dos.

IV.2. Calculo de particulas hiperbdlicas

Como se mencioné en la seccién anterior, el célculo de trayectorias hiperbdlicas en flu-
jos arbitrarios dependientes del tiempo es relativamente complicado pues pueden existir

puntos silla a un cierto tiempo pero estos pueden desaparecer o moverse de lugar. Por
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Figura 20: Geometria euleriana en la que se pueden ver los puntos hiperbdlicos y elipticos (*) y

las lineas de corriente asociadas a estos puntos.
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ello, los calculos deben hacerse en periodos finitos y debe garantizarse que las variedades
identificadas correspondan a los puntos silla encontrados inicialmente aunque estos se mue-
van. Esta situacién hace que la busqueda de puntos fijos tenga que realizarse a diferentes
tiempos y que las propiedades que definen una trayectoria hiperbdlica puede que no se
satisfagan en el intervalo de tiempo escogido; por ello en este andlisis se considera la exis-
tencia de una particula hiperbdlica, la cual esta definida como una particula material que
atrae a un conjunto de particulas y repele otro exponencialmente en el tiempo.

Al analizar el campo superficial de velocidades para el Mar Caribe a un tiempo dado
es posible determinar los puntos fijos de una manera sencilla al igual que en el ejemplo
analitico presentado en el capitulo anterior. Sin embargo, al considerar la evoluciéon tem-
poral de estos puntos resulta complicado determinar o visualizar las regiones donde existe
una particula hiperbdlica. Esto es consecuencia de la alta variabilidad de las corrientes,
asi como la adveccion de los remolinos en la zona, entre otros factores.

Por lo tanto resulta complicado tratar cada punto silla como una posible regiéon hiperbélica.
Por tal motivo se utiliza el criterio de Okubo-Weiss, los exponentes de tamano finito de

Lyapunov y el calculo de variedades con el objeto de encontrar las particulas hiperbdlicas.
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Criterio de Okubo-Weiss(Q)

El criterio de Okubo-Weiss permite identificar las regiones de un flujo donde domina el esti-
ramiento (puntos hiperbdlicos) y las regiones donde domina la vorticidad (puntos elipticos
o remolinos). Este método ha sido utilizado con éxito en experimentos numéricos (Elhmaidi
et al., 1993) y en el andlisis basados en datos de altimetria en el océano (Guerrero, 2005;
I[sern-Fontanet et al., 2002). Para analizar el campo de velocidades para el Mar Caribe y
el Golfo de México se aplicé el criterio para cada tiempo utilizando la siguiente expresion

del parametro de Okubo-Weiss
Q = 0,u0yv — Oyud,v, (46)

o bien

Q = 02 - Cd27 (47>

donde o es la deformacion o estiramiento, y w la vorticidad. Esta claro entonces que
regiones donde ) < 0 domina la rotacién (regiones elipticas) y cuando @ > 0, domina el
estiramiento (regiones hiperbdlicas).

Sin embargo, en flujos dependientes del tiempo es probable que regiones donde a un cierto
tiempo domina el estiramiento (o vorticidad) modifiquen sus caracteristicas para tiempos
diferentes. Sin embargo si nos fijamos en el valor promedio del parametro de Okubo-Weiss
para el periodo de interés, este identificara las regiones que en promedio mantienen sus
propiedades de hiperbolicidad o elipticidad, y por lo tanto en principio parece ser un buen
indicador para encontrar posibles particulas hiperbdlicas. La figura 21 muestra el promedio
de @) para todo el mes de datos. En el Canal de Yucatan se puede apreciar una regiéon donde
los valores son positivos junto con la presencia de dos regiones con valores negativos, una
en el Mar Caribe y la otra en el Golfo de México, esto sugiere la posible persistencia de
un punto silla junto con dos remolinos para el mes de datos, y en consecuencia la probable

existencia de una partiula hiperbdlica.
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Figura 21: Promedio temporal del parametro de Okubo-Wiess para el mes de datos donde se
pueden observar las regiones donde los valores negativos indican que domina la vorticidad, mien-
tras que los valores positivos se encuentran relacionados al estiramiento. Como se puede apreciar,
en la regién del Canal de Yucatan dominan los valores positivos, por lo que es posible considerar
la presencia de una particula hiperbdlica en dicha zona.
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En la figura 22, panel izquierdo (22a) se grafican las lineas de corriente junto con sus
puntos fijos para el promedio del campo de velocidades correspondiente al promedio del
mes de datos de la simulaciéon del ROMS y en el panel derecho se grafica el parametro de
Okubo-Weiss para el mismo campo (figura 22b). En la figura 22a se aprecia varios puntos
hiperbdlicos y elipticos; sin embargo, en la figura 22b se puede notar que que no domina
la vorticidad (valores negativos) o de estiramiento (valores positivos) en ciertas regiones.
Tanto en la figura 21 como en 22 se puede apreciar una region donde domina el estiramiento
( posible trayectoria hiperBolica) centrada en el Canal de Yucatédn, la cual parece persistir

y mantener su integridad a lo largo del mes de datos disponible.

{
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Figura 22: El panel (a) muestra las lineas de corriente, junto con los puntos elipticos e hiperbdlicos
para el promedio de la simulacién del mes. El panel (b) muestra el promedio del parametro de
Okubo-Weiss para la misma simulacién. Como se puede apreciar en el panel (a) la regién cercana
a la Isla de Cuba parece tener varios remolinos ya que hay varios puntos elipticos ahi. Sin embargo
al comparar con el panel (b), el pardmetro Okubo-Weiss en esa regién muestra valores neutros.
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Exponentes de tamano finito de Lyapunov

La técnica de los exponentes de tamano finito de Lyapunov es apropiada para aplicaciones
oceanograficas (d’Ovidio et al., 2004; Koh y Legras, 2002). Estos exponentes han sido
utilizados para caracterizar procesos de dispersién (Lacorata et al., 2001), asi como, para
visualizar estructuras lagrangianas tales como barreras de transporte entre los remolinos
y el flujo exterior, (Koh y Legras, 2002; d’Ovidio et al., 2004), para ello se hacen mapas
espaciales de estos exponentes.

En este caso el procedimiento fue similar al descrito en el capitulo dos, en el cual se
utilizé una quinteta de particulas en lugar de dos. Por ello que se creé una malla con una
separacién inicial dp de 0,01° (1,1km) que abarca la regién de interés. Asi mismo se fijo
la separacién méxima 0 de 1° (110km) con un periodo de integracién 7 de 12.5 dias. Al
igual forma que en el capitulo dos, se consideré que si la separacion entre las particulas no
llega a la separacién predeterminada dy, la integracién de su trayectoria se detiene cuando
se llega al tiempo de integracién predeterminado 7, tomando la separacion final entre las
dos particulas A. Del mismo, modo si las particulas se separan rapidamente de modo que
alcancen la separacion predeterminda ¢ f antes del tiempo se detiene la integracién y se
toma el tiempo At. Los exponentes de tamano finito de Lyapunov son calculados de la

siguiente manera:
A(bo, A, 7)=1In % — cuando no alcanzan la separacién maxima.
5 . (.
A(6o, 0, At) = 2 In 5 — cuando alcanzan a la separacion méxima.

Para encontrar los exponentes de tamano finito de Lyapunov con los cuales se podran
visualizar las estructuras lagrangianas se coloco la malla de particulas al tiempo 12,5 dias
del mes de datos disponibles, y se integré hacia delante en el tiempo con la intencién de
obtener A\, y hacia atras para calcular \_.

Para visualizar dichas estructuras se grafica A = A, — A_. En las regiones donde las
particulas permanecen juntas largos periodos tanto A, como A_ son minimos por lo que

A=A, — A_ =~ 0; este tipo de valores se pueden apreciar en la figura 23. Al considerar las
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Figura 23: Campo de A = Ay —\_, los valores positivos corresponden a las regiones de compresiéon
y los valores negativos a las regiones de estiramiento.

regiones donde la compresion y el estiramiento son dominantes el término puede quedar
como A = Ay o A = —A_. Los valores positivos representan las regiones de compresion
mientras que los valores negativos representan las de estiramiento. Las regiones donde los
valores tanto negativos como positivos son maximos representan barreras para el transporte
entre el flujo exterior y el interior del remolino, por lo valores méaximos de A se encuentran
asociados a las variedades, donde los valores positivos de A\ estan asociados a la variedad

estable y los valores negativos de A a la variedad inestable.
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Obtencion de las variedades estables e inestables

Antes de hacer el cédlculo explicito de las variedades estables e inestables podemos resumir
los resultados obtenidos con el paramétro de Okubo-Weiss y los exponentes de tamano

finito de Lyapunov de la siguiente manera:

= Al hacer un promedio del pardmetro de Okubo-Weiss para el mes de datos del campo
de velocidad encontramos que en el Canal de Yucatan hay una regién donde domina
el estiramiento con dos regiones adyacentes, una al norte y otra al sur, en las que

domina la vorticidad.

= Usando los exponentes de tamano finito de Lyapunov se obtienen las regiones de
estiramiento y compresion que se intersectan precisamente en la zona de estiramiento

ubicada por el criterio de Okubo-Weiss.

Estos resultados son hasta cierto punto “heuristicos”, por tal motivo para demostrar la
existencia de una trayectoria hiperbdlica en el Canal de Yucatan se debe determinar las
variedades estables e inestables. Para determinar dichas estructuras se visualizé la evolu-
cion de los dos remolinos adyacentes a la posible particula hipérbolica, por medio de las
lineas de corriente con sus respectivos puntos fijos para cada tiempo t. Al visualizar dichas
estructuras, el remolino ubicado al sur comienza a decaer entre los dias 24 y 26. Conse-
cuentemente, se consider6 como periodo de itegracion del primer dia al dia 25 del mes de
datos para el calculo de las variedades.

Una vez determinado el periodo de integraciéon se procedio de la siguiente manera:

1. Se calcularon las direcciones de compresion y estiramiento asociadas a los puntos
silla localizados en el Canal de Yucatan para los dias 1 y 25 del campo de velocidad

correspondientes.

2. Para encontrar la variedad inestable se integraron las ecuaciones ‘Cil—f = u, % =0

usando un conjunto de particulas colocadas a lo largo de la direccién de estiramiento

en el primer dia. La integracion se realiza hasta el dia 25 y se obtiene la posicién de

las particulas en cada tiempo.



50

3. La variedad estable se calcula poniendo particulas en la direccion de compresién
del punto silla en el dia 25 e integrando hacia atras en el tiempo hasta primer dia,

obteniendo la posicion de las particulas para cada tiempo.

En la figura 24 se muestran las variedades estables (rojo) y las inestables (azul) para el
dia 12.5; Como se puede apreciar, ambas variedades se acercan asintéticamente al punto

hiperbdlico, con lo que se demuestra la existencia de una particula hiperbélica.
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Figura 24: Variedad estable (rojo) e inestable (azul).

En la figura 25a se pueden apreciar las regiones obtenidas por medio de los exponentes
de de tamano finito de Lyapunov y en la figura 25b las variedades estables (rojo) e in-

estables(azul). Al comparar ambas graficas, se puede apreciar notable semejanza de las
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estructuras calculadas con los exponentes de tamano finito de Lyapunov con las variedades

estables e inestables.

0.15

0.1

r 10.05

Latitud
Latitud

r 1-0.05

-87 -86 -85 -84
Longitud Longitud

Figura 25: (a) Exponentes de tamano finito de Lyapunov, (b) las variedades estables (rojo) e
inestables (azul). Los valores méximos de los exponentes forman estrucuras muy similares a las
variedades.

Dinamica de lobulos

Con la finalidad de analizar el transporte o intercambio de particulas entre los remolinos
y el flujo exterior, utilizamos la dinamica de l6bulos. Como se mencion6 en la seccién
anterior, las variedades representan una barrera entre el flujo exterior y el interior del
remolino, es decir si una particula se encuentra dentro del remolino esta no podra cruzar

la variedad y permanecera dentro de este; del mismo modo, una particula en el exterior
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Figura 26: Variedades estables e inestables junto con tres puntos de interseccién primaria
(p.i.p.), dando lugar a dos l6bulos L1 y L2 en la regién del Golfo de México

no podra introducirse dentro del remolino. Sin embargo, existen regiones limitadas por
segmentos de ambas variedades definidos como lobulos los cuales permiten el transporte
entre estas dos regiones; la cantidad de masa transportada es proporcional al drea de los

16bulos.

En la figura 26 se muestran las variedades estables e inestables para el dia 12 en la region
del Golfo de México. Ambas variedades se intersectan en tres puntos, definidos como puntos
de interseccién primaria (p.i.p.), dando lugar a dos l6bulos L1 y L2.

Al considerar que dichas estructuras son importantes en el proceso de intercambio de fluido
entre el exterior e interior del remolino es importante definir al lI6bulo de captura y al de

expulsién. Para ello se debe definir la regién interior y exterior de dicho remolino, por
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lo que se determiné la seudo-separatriz del mismo modo que en el capitulo dos, es decir
se determiné el contorno formado por las variedades estables e inestables que pasan por
el punto hiperbdlico y el punto de interseccion primaria. Por lo que se definié la region
interior y exterior del remolino como se muestra en la figura 27 donde la linea punteada
es la variedad inestable euleriana, la variedad estable en color rojo y en azul la variedad

inestable.
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Figura 27: La variedades estable (rojo) e inestable (azul). Asi mismo se muestra la seudo-
separatriz (linea punteada), que permite identificar la region interior RI y la region exterior
RE. Donde la region interior RI delimitada por la linea punteada tiene un area aproximada de
78, 000K m?

Al definir la region interior y la exterior del remolino se determiné al 16bulo L1 como el de

captura (LC) y L2 el de expulsién (LE). En la figura 28 se muestra al 16bulo de captura
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(verde) y a de expulsién (amarillo).
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Figura 28: Lébulos de captura LC (verde) y expulsion LE (amarillo). EL 1ébulo de expulsién
tiene un area de 4200.0km? y el de captura de 1390.0km?

Como se mencioné anteriormente ,los 16bulos son estructuras donde ocurre el intercambio
de fluido entre los remolinos y el flujo exterior, siendo la cantidad de masa transportada
proporcional al area de los 16bulos. Por tal motivo, se calculd el area evaluando la region
delimitada por la seudo-separatriz, ver figura 27, siendo de 78,000 km?2. De forma similar se
calcul6 el area de los 16bulos, evaluando la regién delimitada por la interseccion de las dos
variedades en los puntos de interseccién primaria (p.i.p.), siendo de 1398.149 y 4220.2208
km? para el drea de captura y expulsién, respectivamente. Puesto que la masa transportada

es proporcional al area del l6bulo, se determiné el porcentaje de masa transportada, siendo
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de 1.8 y 5.4 por ciento, respectivamente.

Los lobulos son regiones materiales del fluido, lo que significa que el fluido contenido dentro
del mismo en cualquier instante permanecera dentro del mismo para todo el tiempo que
éste exista, por tal motivo se integro la trayectoria de un cierto nimero de particulas que se
encontraban dentro de dichos l6bulos a un tiempo t=12.5 dias y se integro hacia adelante,
en la figura 29 se muestra la evolucién de los 16bulos con dicho conjunto de partiulas y se
puede apreciar como dichas particulas permanecen dentro de los 16bulos.

En dicha figura se aprecia la presencia de dos 16bulos, por lo que no es posible afirmar que
el intercambio de particulas entre el remolino y el exterior es nulo; sin embargo, se debe
tomar en cuenta que solo se trabajo con un mes de datos. Este hecho da lugar a analizar
la evolucién temporal de los dos remolinos incluyendo el mes anterior al utilizado en este
trabajo con el fin de determinar si existe tal intercambio de particulas entre los remolinos

y el flujo exterior.
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pueden cruzar las variedades.
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V. Resumen final y conclusiones

En este trabajo se utilizé un mes de datos de velocidades superficiales (30 metros de
profundidad) del modelo ROMS del Golfo de Mexicé y Mar Caribe. Las caracteristicas de
la circulacién lagrangiana asociada a estas velocidades fue analizada utilizando métodos de
sistemas dinamicos. Algunas de las técnicas utilizadas son hasta cierto punto heuristicas
y estan mas bien basadas en lo que se espera desde el punto de vista fisico, pues no hay
todavia demostraciones matematicas que garanticen sus resultados al cien por ciento. Entre
estas metoologias tenemos el calculo de valores promedio del pardmetro de Okubo-Weiss

y el de los exponentes de tamano finito de Lyapunov. Con lo que se determiné:

» Utilizando el criterio de Okubo-Weiss se encontraron las regiones donde podrian
existir remolinos en el campo de velocidades a cada tiempo. Al hacer un promedio
para el mes de datos se determind que en el Canal de Yucatan existe una regién
donde domina el estiramiento junto con la presencia de dos regiones adyacentes, una

al norte y otra al sur, donde domina la vorticidad.

= Al aplicar los exponentes de tamano finito de Lyapunov se confirmé que en el Canal
de Yucatan existe una regién donde domina el estiramiento. También se determinaron

las regiones donde la compresion y el estiramiento son dominantes.

Considerando los resultados anteriores se realizé el calculo de las variedades, con lo que
se determind la particula hiperbdlica, confirmando la utilidad de las técnicas mencionadas
anteriormente. Al comparar las variedades con los exponentes de tamano finito de Lya-
punov, se aprecia una clara similitud. Al utilizar dichos exponentes es posible obtener una
buana aproximacion de las variedades de forma sencilla y eficaz.

Al aplicar la dindmica de 16bulos, se analizd la presencia y evolucion de dos l6bulos lo-
calizados en el remolino del Golfo de México y se investigarén los posibles mecanismos
de transporte entre los remolinos y las corrientes presentes. Sin embargo el mes de datos
no fue suficiente para determinar si existe intercambio de fluido. Por lo tanto se pretende

extender dicho andlisis para un ano de datos incluyendo el mes mencionado en este trabajo.
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Con base en lo anterior se establecen las siguientes conclusiones:

» Los tres métodos utilizados para caracterizar la propiedades dindmicas del flujo dan
resultados consistentes y similares. Siendo cada método de utilidad para analizar
ciertas caracteristicas de la circulacién, ya sea utilizando un solo método o la com-
binacién de los tres, dependiendo de las caracteristicas del flujo y los objetivos del

estudio que se desee realizar.

» Kl pardmetro de Okubo-Weiss es una herramienta til para la caracterizacién de
remolinos y regiones donde domine el estiramiento y vorticidad. Asi mismo este
pardmetro permite caracterizar de una forma sencilla y eficiente posibles regiones

donde pueda existir una trayectoria hiperbdlica.

= Los exponentes de tamano finito de Lyapunov permiten detectar las barreras de
transporte entre los remolinos y el flujo exterior, asi como regiones donde la mezcla

es maxima.
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= A su vez al aplicar estos exponentes permiten de una forma sencilla la caracterizacion

de trayectorias hiperbdlicas en la regién de estudio.

= Al determinar las variedades estables e inestables para cada tiempo, se pudo aplicar
la dinamica de 16bulos con la cual se puede apreciar los posibles mecanismos de

transporte entre los remolinos presentes en el Golfo de México y Mar Caribe.
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