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RESUMEN de la tesis de ANGELICA MARIA ROMERO ARTEAGA, presen-
tada como requisito ,parci/al para la obtencién del grado de MAESTRO EN CIENCIAS
en OCEANOGRAFTIA FISICA . Ensenada, Baja California, marzo de 2011.

VORTICES ESLABONADOS CUASI-ESTACIONARIOS

Resumen aprobado por:

Dr. Oscar Uriel Velasco Fuentes

Director de Tesis

En esta tesis se estudia la dindmica de dos o maés vortices filiformes toroidales
—es decir, vortices infinitamente delgados enrollados sobre un toro inmaterial— en
un fluido ideal. Si los vortices son idénticos e igualmente espaciados en una seccion
meridional del toro, la evolucion del flujo depende de la razén de aspecto del toro
(r1/ro, donde 7 es el radio del toro y r; es el radio de su seccién transversal), el
nimero de vértices (N) y la topologia de los vértices (V,,,, donde p y ¢ son enteros
co-primos que indican el nimero de vueltas alrededor del eje de simetria del toro y
de la linea central del toro, respectivamente). El movimiento del conjunto de vértices
NV, se calculé numéricamente mediante la aproximacion de Rosenhead-Moore a la
ley de Biot-Savart. El campo de velocidades se calculé con un esquema de Runge-
Kutta de cuarto orden y paso de tiempo fijo. Se encontré que cuando un pequeno
numero de voértices estan eslabonados en un toro delgado el sistema avanza a lo largo
y rota alrededor del eje de simetria del toro de manera uniforme. Ademads, los vértices
conservan aproximadamente su forma en los siguientes casos. Vértices Vi y Vis @ para
N=23y0.10<7/rp <0.16, y para N = 4,5y 0.10 < /1o < 0.12. Vértices Vi3 :
para N =2,3y 0.10 <7 /rp <0.14 y para N =4,5y 0.10 < ry/ro < 0.11.

Palabras Clave: vortices filiformes toroidales
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ABSTRACT of the thesis presented by ANGELICA MARIA ROMERO ARTEAGA,
in partial fulfillment of the requirements of the degree of MASTER OF SCIENCES in
PHYSICAL OCEANOGRAPHY . Ensenada, Baja California, March 2011.

QUASI-STEADY LINKED VORTICES.

In this thesis we study the dynamics of two or more toroidal filamentary vortices,
i.e. thin tubular vortices coiled on an immaterial torus in an otherwise quiescent, ideal
fluid. If the vortices are identical and equally spaced on a meridional section of the
torus, the flow evolution depends on the torus aspect ratio (ry/rg, where rq is the
radius of the centreline and r; is the radius of the cross section), the number of vortices
(N), and the vortex topology (V,,,, denoting a vortex that winds p times round the torus
symmetry axis and ¢ times round the torus centreline). The evolution of sets of NV,
vortices was computed using the Rosenhead—Moore approximation to the Biot—Savart
law to evaluate the velocity field and a fourth order Runge-Kutta scheme to advance
in time. It was found that when a small number of vortices is coiled on a thin torus
the system progressed along and rotated around the torus symmetry axis in an almost
steady manner. Furthermore the vortices approximatly preserved their shape in the
following cases. Vj; and Vi vortices: for N = 2,3 and 0.10 < r;/ry < 0.16; and for
N =4,5and 0.10 < ry/rg < 0.12. Vi3 vortices: for N = 2,3 and 0.10 < ry/ry < 0.14
and for N = 4,5 and 0.10 < ry/ry <0.11 .

Keywords: toroidal filamentary vortices
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Capitulo I

INTRODUCCION

I.1 Vortices anulares

Los vértices anulares son estructuras tridimensionales en forma de una dona (rosquilla)
o un neumatico. Su forma corresponde a un tubo de vorticidad que se cierra en sus
extremos. Por lo general siempre se considera que son axialmente simétricos, con una
seccién transversal pequena comparada con su apertura.

Los vortices anulares se mueven en el fluido que los rodea, trasladandose a lo largo
de su eje de simetria en ocasiones preservan su forma anular por largo tiempo. Unas de
sus propiedades dindmicas es la capacidad para transportar masa, momento o energia
de forma eficiente. Este tipo de estructuras se encuentran en la naturaleza a diferentes
escalas. Fenémenos como la exhalacion de humo por las chimeneas de volcanes pueden
producir vortices anulares, con diametros de hasta 180 metros y permanecer sin cambios
en su forma durante mas de 10 minutos. Otro ejemplo es el vortice de humo gener-
ado por los fumadores al expulsar el humo a través de su boca, estos vértices tienen
diametros del orden de centimetros y desaparecen rapidamente por efectos disipativos.
Los delfines también generan vértices anulares al expulsar burbujas de aire a través de
su respiradero. Estas estructuras duran solamente algunos segundos antes de romperse
en el agua (Shariff y Leonard (1992)). Los vdrtices anulares también aparecen en el
nado de los peces (Eliot y George (2000)), en el vuelo de las aves o durante la propulsién
de algunos tipos de medusa (Dabiri (2009)).

La figura (1| muestra algunos ejemplos de vortices anulares que existen en la natu-



raleza. A escala més pequena, se encuentran por ejemplo aquellos vortices formados

a) b)

A\

Wi

Figura 1. Vértices anulares en la naturaleza. a) Vértice producido por el respiradero de
un delfin (de www.dolphinspiritofhawaii.com), b) Vértice de humo producido por la
exhalacién del volcan Etna (de www.decadevolcano.net), c) Vdrtice generado por el aleteo
de un ave (modificado de Dickinson (2003)), d) Vértice generado por el movimiento de la
aleta de un pez (modificado de Eliot y George (2000)).

por la caida de gotas al interior de un fluido en reposo. Estos vortices también se cono-
cen como vortices filiformes, su nombre proviene del latin filum que significa forma o
apariencia de hilo. En los vértices filiformes la vorticidad esta confinada en una linea

de vorticidad conocida como el nucleo de vorticidad.
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I.2 Movimiento vortiginoso

El movimiento de un volumen de fluido ideal sujeto a fuerzas conservativas fue descrito
por Helmholtz en 1858. El muestra que este volumen puede moverse con una compo-
nente traslacional y una componente rotacional, mientras que experimenta cambios en
su forma (vea por ejemplo Meleshko (2010)). Para describir estos resultados, Helmholtz
introduce dos nuevos conceptos: linea de vorticidad, definida como una linea en donde
todos sus puntos son tangentes al vector vorticidad y, tubo de vorticidad, que es una
porcién de liquido limitado por todas las lineas de vorticidad que pasan a través de
un elemento de area infinitesimal. Con base en estas definiciones, Helmholtz establecid
las tres leyes de movimiento del vértice, expresadas de la siguiente manera (vea por
ejemplo Velasco Fuentes (2007)):

[. Particulas de fluido originalmente libres de vorticidad permanecen libres de vor-
ticidad.

II. Particulas de fluido que en cualquier tiempo forman una linea de vorticidad se
mueven continuamente como una linea de vorticidad.

III. El producto del area transversal y la vorticidad de un tubo de vorticidad es
constante sobre toda la longitud del tubo y no cambia con el tiempo.

Helmholtz estudié el movimiento de un caso particular al que llamé ”voértices fil-
iformes circulares”, determiné que estos vértices se trasladan a lo largo de su eje de
simetria conservando su forma.

En la dinamica de vértices, este tipo de vértices han sido objeto de diversos estudios
analiticos, numéricos y experimentales. El movimiento, formacion, velocidad, estabil-
idad y fusién de estos vortices son algunos de los temas de interés. Incluso en 1867
William Thomson (Lord Kelvin), intenté construir una teoria del dtomo basada en los

vortices anulares.



I.3 Lord Kelvin, J.J. Thomson y la teoria del atomo
vortiginoso

A finales del siglo XIX Kelvin suponia que los vortices de Helmholtz podrian ser la base
de una nueva teoria atémica, al considerar que las estructuras atémicas podrian ser
formadas por diversas configuraciones de tubos de vorticidad anudados o encadenados
en la superficie de un toro inmaterial (vea por ejemplo Odifreddi (2006)). Kelvin(1875)
conjeturd que dichas configuraciones conservarian su forma indefinidamente en un fluido
ideal y serian estables bajo las ecuaciones de Euler, si eran lo suficientemente delgadas.

A diferencia de Kelvin, anos mas tarde J.J. Thomson abord6 analiticamente el
movimiento de N-vértices eslabonados entre si sobre la superficie de un toro de radio
ro ¥y cuya seccion transversal tiene radio r;. Debido a la curvatura y torsiéon de los
vortices filiformes, Thomson lo simplificé al considerar el radio ry del toro infinito,
vortices infinitamente largos e infinitamente delgados de igual intensidad I', paralelos
entre si y que intersectan un plano meridional en los vértices de un poligono regular.
Demostré que dicha configuracién tenfa un movimiento estacionario y los cambios en el
arreglo poligonal estaban acotados cuando el nimero de vortices era N < 6 (Thomson

(1883)).

I.4 Topologia de los vértices filiformes

La topologia de un vértice filiforme describe su curvatura y torsién sobre la superficie
de un toro de radio ry y radio r; en su seccién transversal. La topologia de un vértice
filiforme permanece invariante bajo deformaciones continuas del vortice. La topologia
estd en funcion de dos nimero enteros co-primos p y ¢, donde p indica el ntimero de

vueltas que da el vortice alrededor del eje de simetria del toro y ¢ es el niimero de vueltas



alrededor de la linea central del toro (Velasco Fuentes (2010)). Asi, cada vértices Vj,
da p y q vueltas antes de cerrarse en si mismo.

El esquema de los vértices filiformes eslabonados en un toro inmaterial se muestra
en la figura 2 donde los vértices filiformes se representan por delgados tubos en color
verde y rojo sobre la superficie de un toro en color azul. En este ejemplo, cada uno de

los vértices filiformes posee topologia V7 y ambos forman el conjunto 2V;;.

Linea central I\ Eje de simetria
|

Figura 2. Los vértices se representan por delglados tubos en color rojo y verde, los cuales se
encuentran eslabonados sobre la superficie de un toro inmaterial (superficie azul) de radios
ro y r1. Los angulos 6 y ¢ indican el angulo alrededor del eje de simetria del toro y de la
linea central del toro, respectivamente.

Sip=1yq = 0 el vortice filiforme no se anuda y se le conoce con el nombre
de voértice anular, esta topologia corresponde al vortice que Helmholtz estudio y cuya
permanencia llamé la atencién de Kelvin para crear su teoria del atomo vortiginoso.
Cuando p > 1y ¢ > 1 el vortice filiformes es llamado nudo toroidal, cuando p > 1y
q = 1 se le conoce como lazo toroidal y para p = 1y ¢ > 1 se le conoce como hélice
toroidal (vea figura [3|). Estas tres ultimas topologias también fueron planteadas por
Kelvin como estructuras estacionarias y estables si eran lo suficientemente delgadas.

Se han obtenido resultados sobre la permanencia de un nudo toroidal sobre la su-



Figura 3. a) Nudo toroidal , b) Lazo toroidal , c) Hélice toroidal.

perficie de un toro, mediante el estudio numérico de la ley de Biot Savart (BS). Un
vortice anudado con topologia Viy y Vag, preserva su forma por largo tiempo cuando
la ley de BS es usada (Ricca et al., 1999). Para ambos vértices el radio del toro fue
ro = 1 y un radio transversal r; = 0.10. El movimiento del vértice anudado es descrito
como un movimiento estacionario y estable al trasladarse y rotar a lo largo del eje de
simetria del toro (Ricca et al., 1999).

Velasco Fuentes (2010) analizé el movimiento y el flujo inducido por nudos, lazos y
hélices toroidales sobre la superficie de un toro de radios ro = 1 y vy = 0.10. El campo
de velocidades inducido por la presencia del vértice filiforme se determiné mediante la
aproximacién de Rosenhead-Moore a la ley de BS (vea Leonard (1985)). Los resultados
numéricos mostraron que nudos, lazos y hélices toroidales sobre la superficie de un toro,
también describen una rotacion y una traslacién a lo largo del eje de simetria del toro
(Velasco Fuentes (2010)). El estudio numérico de los vértices filiformes mediante la
ley de BS y la aproximacién de Rosenhead-Moore se obtuvieron al considerar solo un
filamento sobre la superficie de un toro de radios constantes (ro = 1 y r; = 0.10).

Por lo anterior es de interés estudiar el problema original planteado por J.J. Thom-
son sobre la invariancia de la forma de N vortices filiformes eslabonados en la superficie
de un toro de radio ry y radio r; en su seccién transversal.

En esta tesis abordamos este problema al considerar N = 2,3,4,5 vortices es-



labonados sobre la superficie de un toro de radio ro = 1 y razén de aspecto acotada
entre 0.10 < ry/ry < 0.16. También se consider6 el nimero de vueltas ¢ alrededor de
la linea central del toro entre 1 < g < 5.

Se analiz6 la dependencia de las velocidades de traslacién U, velocidad angular ma-
terial €2; alrededor del eje de simetria del toro, velocidad angular material {25 alrededor
de la linea central del toro y velocidad de fase angular 23 alrededor del eje de simetria
del toro, en funcién de los parametros N y r1/r.

La permanencia de la forma de los vortices NVj, se analizé cualitativamente con
base en su proyecciéon meridional. Cuantitativamente con la longitud de uno de ellos,
la permanencia de un poligono meridional y la variacién temporal de los radios (g y
r1) del toro.

Con base en el andlisis de estos cédlculos, los resultados mas importantes fueron los
siguientes : Existe un ntimero N; de vértices eslabonados a partir del cual el conjunto
NV, no se mueve de manera uniforme cuando se consideran vértices con una secciéon
transversal grande (r; = 0.16).

Los conjuntos 2V7; y 3Vi; preservaron mejor la forma de los vértices cuando la razén
de aspecto es grande (r1/ro = 0.16). Para preservar la forma del conjunto 4V}, estos
vortices se eslabonaron en un toro con razén de aspecto acotada entre 0.10 < ry < 0.12.
Para conservar la forma del conjunto 5V;; fue necesario disminuir la razén de aspecto
del toro entre 0.10 < r; < 0.11.

Para preservar la forma del conjunto NVis, NVi3, NViy y NVis con N = 2,3,4,5
fue necesario que el conjunto éste eslabonado en un toro delgado cuya razén de aspecto

se acota entre 0.10 < 7y /rg < 0.14.



Capitulo 11

TEORIA Y METODOS

En este capitulo se describen las ecuaciones que rigen el movimiento de los vortices
filiformes, los cuales existen dentro de un fluido incompresible, sin viscosidad, en un
medio infinito y sin fronteras. Es decir, consideramos un fluido ideal gobernado por las
ecuaciones de Euler.

También se definen los parametros que determinan la topologia de los vértices, se
delimitan los valores de los radios del toro y del filamento. Posteriormente se especifica
la condicién para eslabonar vortices filiformes alrededor de un toro inmaterial y se
describe el modelo numérico que se usa para calcular las velocidades inducidas debido
al propio filamento. Por ultimo se describen los métodos empleados para evaluar la

permanencia de la forma de los vortices.

II.1 Descripciéon del movimiento

I1.1.1 Ecuacién de movimiento, vorticidad y circulacién

El movimiento de un fluido incompresible en ausencia de viscosidad esta descrito por
el campo de velocidades u(t,¥) = (u,v,w) que satisface las siguientes ecuaciones:

Ecuaciéon de conservacion de masa

Ecuacion de Euler
ou

4 i-Vi P = 9
8t+u Vi+V 0 (2)



El rotacional del campo de velocidad es la vorticidad & = V X #, que indica una
medida de la rotacion local del fluido. La direccién de & es a lo largo del eje de giro y
su magnitud es w = 2€2, donde ) es la velocidad angular de rotacion. La ecuacion de

vorticidad para tal sistema es

%%:@ww@ (3)
Si todas las particulas del fluido cumplen que & = 0, se dice que el fluido tiene un
movimiento irrotacional. Sin embargo si alguna regién del fluido en que & # 0 entonces
el fluido posee un movimiento rotacional, un ejemplo en 2D es el vértice de Rankine (vea
Saffman (1995)) donde toda la vorticidad estd concentrada dentro de una circunferencia
de radio a. Cuando varias lineas de vorticidad se agrupan y forman circuitos cerrados
donde toda la vorticidad esta confinada en su interior, se le conocen como vortices

tubulares. La relacién entre el concepto de vorticidad y circulacién, se puede obtener

al aplicar el teorema de Stokes al campo de velocidades (t, Z) = (u, v, w) :

P_%ﬁwﬁ_/wdi (4)
C A

donde A es el area del contorno cerrado C', ds es un elemento del contorno que delimita
el campo de vorticidad &@. Es decir que la circulacién alrededor de un contorno C'
es igual al flujo de vorticidad a través del drea A. El teorema de la circulacién de
Kelvin establece que la circulacién sobre un contorno material permanece invariante

(vea Batchelor (1977)).
Dr

- =0. (5)
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I1.2 Métodos

11.2.1 Parametros del problema.

De acuerdo al problema original planteado por J.J. Thomson, los parametros necesarios
para estudiar vértices filiformes eslabonados sobre la superficie de un toro inmaterial
son:

N: Numero de filamentos eslabonados en la superficie del toro.

p: Numero de vueltas alrededor del eje de simetria del toro.

q: Numero de vueltas alrededor de la linea central del toro.

a: Radio de la seccién transversal del vértice filiforme.

[': Intensidad o circulacién del vértice filiforme.

ro: Radio del toro.

r1: Radio de la seccién transversal del toro.

Los valores considerados en este trabajo para estos parametros fueron los siguientes:

1<NZH

T(]:l

0.10 <r; <0.16
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11.2.2 Analisis dimensional

Los parametros fundamentales del problema son el radio del toro rg, el radio de la
seccion transversal r; del toro, el radio a del filamento, el nimero N de vortices es-
labonados, el nimero de vueltas p alrededor del eje de simetria del toro y el nimero de
vueltas ¢ alrededor de la linea central del toro. De tal forma, la matriz de dimensiones

se expresa de la siguiente manera :

Tabla I. Matriz de dimensiones

ro|m|la|N|pl|gq

M{O|]O]OLO0]0O]O0O

Donde M representa unidades de masa, L de longitud y 7' de tiempo. El nimero
total de variables es igual a 6 y el rango de la matriz es igual a 1, por lo que podemos
escoger cinco grupos adimensionales : N, p, q, a/ro y r1/70o.

El tiempo T caracteristico del problema es el tiempo que tarda un vortice anular

Vio de intensidad I' y seccién transversal ma? avanzar una distancia iguala a un radio

To-
To
T=—
Uy’
donde Uj es la velocidad del vértice anular
r 87"0 1
Uy = log — — -
0 4rrg [log a 4]

I1.2.3 Condiciones iniciales

Para realizar las simulaciones numéricas del movimiento de los vértices filiformes es-
labonados, primero fue necesario indicar la topologia del vértice en términos de p y

g, una vez definida la topologia del vortice V), se especificé el nimero N de vortices
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eslabonados y finalmente se designé una razén de aspecto r1/ry. En todos los conjuntos
NV, se utilizaron vértices filiformes de radio a = 0.05 e intensidad I" = 1, el radio del
toro siempre fue de ro = 1.

El vector de posicion & de cada uno de los vértices filiformes sobre la superficie
del toro se determiné con las siguientes ecuaciones en coordenadas cartesianas (vea
Velasco Fuentes (2010))):

x; = (ro + 71 cos¢)cosb,

yi = (10 + r1cos ¢)siné,

z; = rysinf, (6)

donde 7 = 1, ..., N representa cada vértice eslabonado, ¢ indica el angulo alrededor de
la seccion transversal del toro y € es el angulo alrededor del eje de simetria del toro.
Los angulos se representan en términos del niimero de vueltas p y ¢ de la siguiente

manera (vea Velasco Fuentes (2010))) :

¢ =qs—2n(N —1i)/N, (7)

0 = ps, (8)

donde s es un parametro a lo largo del filamento que varia de 0 < s < 27. La ecuacién
7 indica el eslabonamiento ordenado de los NV vértices filiformes.

En la figura , se muestran algunos ejemplos de distintos vortices eslabonados (2V]2,
2Vi3, 3Vi4 y 3Vi5) en la condicién inicial. Note que vértices con topologia Vig se pueden
acomodar en el toro sin eslabonarse o bien estar eslabonados, pero en éste tltimo caso

los vértices no quedarian acomodados sobre la superficie de un toro.
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Figura 4. Distintas condiciones iniciales NV}, sobre la superficie de un toro.

1I1.2.4 Condiciéon de eslabonamiento

De acuerdo a la descripcion que realizo Thomson para eslabonar vortices filiformes en
la superficie de un toro, nosotros supusimos que en la condicién inicial el conjunto NV,
de vértices filiformes intersectan un plano meridional arbitrario en N puntos (uno por
cada vértice). Estos N puntos forman una figura geométrica a la que denominaremos
poligono meridional. Por construccion el poligono meridional es un poligono regular (es

decir, un poligono con todos sus lados iguales) en la condicién inicial.
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En la figura [p] se muestra la interseccién de tres vértices Vi; en un plano meridional

del toro en los N = 3 vértices de un poligono regular.

Eje de simetria

|
|
Linea central : /
|
|

Poligono
meridional

Poligono
meridional

Figura 5. Condicién inicial del poligono meridional de N = 3 vértices.

Otra condicién es considerar que la seccién transversal del toro 7r? es pequeiia

comparada con su apertura es decir que 1y >> r; y ademas que r; >> a.

11.2.5 Modelo numérico del vértice filiforme

En condiciones ideales el campo de velocidad @(Z) debido a un vértice filiforme de

intensidad T" estd gobernado por la ley de Biot - Savart (BS) (Saffman (1995).

205 = F%(:ﬁ;?(s))xd:? o)

dm —7(s) *

donde 7 es un punto en el interior del fluido donde se desea calcular la velocidad, 7(s)
es una posicion sobre el filamento y la integral es a lo largo de todo el filamento cerrado.

Las soluciones analiticas explicitas a la ley de Biot- Savart (BS) s6lo son conocidas
para un nimero muy limitado de casos y la simulaciéon numérica basada en ella requiere
mucho tiempo de cémputo. Una de las desventajas de utilizar la aproximacién de BS es
la existencia de una singularidad cuando se desea calcular la velocidad inducida debido

al propio filamento (vea por ejemplo Batchelor (1977)), como resultado la integral en
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(9) se vuelve divergente. Una buena aproximacién a la ley de BS para un vértice
con seccién transversal delgada es la ecuacion de Rosenhead- Moore (vea por ejemplo

Leonard (1985)), que se expresa como

r (& — 7(s)) x d§

U == P U= P 12y

(10)

donde p corresponde a una distribucién constante de vorticidad del filamento de radio
a.

En la simulacién consideramos a lo més cinco vortices eslabonados, cuya evolucién
fue resuelta al aplicar el método de Runge -Kutta de cuarto orden (RK4) con paso de

tiempo fijo.

I1.2.6 Movimiento de vortices filiformes

Un cuerpo rigido es descrito por dos componentes de velocidad, estas componentes son:
Velocidad de traslacion. Es el desplazamiento o cambio de posicién que un

cuerpo realiza en un intervalo de tiempo, es decir

Ty -1 Ar
to —t; At

(11)

U=

Velocidad angular. Para describir el movimiento de rotacién de un cuerpo que gira
alrededor de un eje arbitrario, se usan cantidades angulares como la velocidad angular,
ésta determina el desplazamiento angular de un punto P sobre un circulo de radio r

durante un intervalo de tiempo, como

¢2 - ¢2 _ % (12)

0= —
ty —t At’

donde ¢, y ¢, son los angulos inicial y final en el intervalo de tiempo At.
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I1.2.7 Velocidad de traslaciéon U a lo largo del eje de simetria

del toro

Es conocido que un voértice anular se traslada a lo largo de su eje de simetria (vea
Thomson (1875),Thomson (1883)). Con base en este resultado, nosotros calculamos la
velocidad de traslacién de un vortice con topologia V,,, a lo largo del eje de simetria del
toro, que en nuestro caso coincide con el eje z. Entonces en la ecuacién 11, sélo tenemos
que considerar la posicién promedio a lo largo de z para todos los intervalos de tiempo
At. A estos datos posteriormente se les realizo un ajuste lineal, donde la rapidez del
cambio es la pendiente de la grafica de z en funcién de . Mientras mayor sea el valor de
la pendiente mayor es la velocidad v,, esta puede ser positiva si la particula se mueve

en la direccion creciente de z o negativa si se mueve en direccién contraria.

I1.2.8 Velocidad angular material {2; alrededor del eje de simetria

del toro

Se considerd el movimiento de un solo nodo que forma parte del filamento. Este nodo
se ubica a una distancia d; desde el punto A al punto P (vea figura @ En la condicién
inicial ésta distancia es igual al radio 7y del toro. En el plano del movimiento la linea
de referencia AP que conecta al punto P con el eje de simetria del toro hace un angulo
0 con la direccion del eje z. Para obtener la velocidad angular primero calculamos el
desplazamiento angular de P para todos los tiempos t1, ts, t3..., posteriormente se realizé
un ajuste lineal con los datos obtenidos, siendo la pendiente de la recta la velocidad

angular material a lo largo del eje de simetria del toro.
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a) b)
Y
Pent,
d, A8
Pent
82 d1
/ O\ . 0,
X Y X

Figura 6. a) Punto P que gira alrededor del eje de simetria del toro (eje z). b) La linea de
referencia AP se halla en la coordenada angular 6, en el tiempo t; y 05 en el tiempo t,. El
desplazamiento angular neto en At =ty —t; es AO =6y — 04.

I1.2.9 Velocidad angular material (), alrededor de la linea cen-

tral del toro

Se considerd el movimiento de un solo nodo que forma parte del filamento. Este nodo
se ubica a una distancia dy desde el punto B al punto P (vea figura . En la condicién
inicial ésta distancia es igual al radio r; del toro. En el plano del movimiento la linea
de referencia BP que conecta al punto P con la linea central del toro hace un angulo
@ con la direccion del eje y. Para calcular la velocidad angular primero calculamos el
desplazamiento angular de P para todos los tiempos %1, t9, t5..., posteriormente a los
datos obtenidos se les realizé un ajuste lineal donde la pendiente de la recta fue la

velocidad angular material alrededor de la linea central del toro.

I1.2.10 Velocidad de fase angular {23 alrededor del eje de simetria

del toro

Se refiere a la velocidad de traslacion de un punto de una onda. Por ejemplo, el

movimiento de una cresta mientras la onda se desplaza en el espacio. La velocidad de
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Pent

B

Yy

Figura 7. Punto P que gira alrededor de la linea central del toro. La linea de referencia BP
se halla en la coordenada angular ¢, en el tiempo t; y ¢, en el tiempo t2. El desplazamiento
angular neto en At =1y —t1 es Ap = vy, — ;.

desplazamiento de la cresta es la velocidad de fase angular Q3 (vea figura

Pent

o]

X

Figura 8. Punto P que gira alrededor del eje de simetria del toro. La linea de referencia
OP se halla el desplazamiento A; de la cresta en el tiempo t; y A, en el tiempo t5. El
desplazamiento de la cresta en At =t, —t; es AA = Ay — Aj.

11.2.11 Proyeccion meridional

La invariancia de un vértice sobre la superficie de un toro, ha sido estudiada en términos
de la conservacién de su geometria cuando se desplaza largas distancias (Ricca, 1999).
Para analizar la permanencia de la forma del filamento desde un punto de vista cualita-
tivo, se trasladaron todos los puntos que definen el vértice filiforme en el espacio (z, y, 2)

a un plano meridional del toro (/22 + y2, 2) (figura @) El analisis de la permanencia
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de la forma para un conjunto de N vértices eslabonados se simplifica al considerar la

evolucion de uno de ellos.

JxZ+y?
Figura 9. a) Proyeccién de un vértice filiforme con topologia V3; en un plano meridional

del toro (v/22 + y2, 2).

I1.2.12 Poligono meridional

Como medida de la permanencia de la forma del conjunto NV, se calculd el area del
poligono meridional. La permanencia se establecié cuantitativamente con el criterio de
que el area del poligono se encuentra acotado entre el —5% y 5% de su area calculada en
su condicion inicial. La figura [10] muestra en circulos la interseccién de N = 3 vértices

con topologia variable V,, en los tres vértices del poligono meridional.
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Nrare

Figura 10. Interseccidn de tres vértices (circulos) en un plano meridional (/2% + 42, z) del
toro en los vértices de un poligono de tres lados (niimeros).
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Capitulo I1I

RESULTADOS

A continuacién se exponen los resultados sobre el movimiento y la permanencia de la
forma de los siguientes conjuntos: NVi;, NVis, NViz, NViy y NVi5. En todos éstos
casos el numero de vortices eslabonados estuvo acotado entre 1 < N < 5 y una razén

de aspecto entre 0.10 < 7y /ry < 0.16.

III.1 Vértices con topologia Vi,

I11.1.1 Uniformidad del movimiento

El movimiento de un conjunto de vértices filiformes eslabonados con topologia Vi se
muestra en la figura [[I] Cuando los vértices se mueven lo hacen a lo largo de las
siguientes componentes: Velocidad de traslacién a lo largo del eje de simetria del toro
(U), velocidad angular material €2; y velocidad angular material €.

Con el fin de determinar la uniformidad del movimiento de los vértices filiformes,
se analiza el desplazamiento espacial en z y los dngulos 6., ¢ y 0; para un vértice con
topologia 2V7;.

Los desplazamientos espaciales y angulares del conjunto 2V;; eslabonado en una
razon de aspecto igual a 1 /rg = 0.10 se muestra en la figura . Los desplazamientos
a lo largo del eje de simetria del toro muestran que los vortices se trasladan con veloci-
dad uniforme U a lo largo del eje de simetria del toro. El desplazamiento angular 6,
muestra que los vortices rotan con una velocidad angular material €2, aproximadamente

constante, como si fueran cuerpos rigidos en rotacién. El dangulo ¢ con respecto a la
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Figura 11. Evolucién del conjunto 2V7;. El conjunto se mueve a lo largo del eje de simetria
del toro mientras conserva su forma. La posicion de los vértices se muestra en los siguientes
tiempos: T'=0,T =4y T =8.
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linea central del toro decrece linealmente con una velocidad angular material €2, aprox-
imadamente constante. Por ultimo se observé que el desplazamiento angular de fase 0

crece linealmente con una velocidad de fase angular €23 aproximadamente constante.

10} ]
O /
—Z
—=0
e
- ¢
—=6
_107 f L L L ]
0 2 4 6 8

T
Figura 12. Desplazamiento en z, desplazamiento angular 6. alrededor del eje de simetria
del toro, desplazamiento angular ¢ alrededor de la linea central del toro y desplazamiento
de fase angular 0 alrededor del eje de simetria del toro.

La tendencia de las curvas de los distintos desplazamientos (espaciales y angulares)
del conjunto 2V}, son similares a todos los demas casos (Vi2, Vi3, Vi4yVis) en los cuales

se incrementa N y r1 /7.

I11.1.2 Velocidades del vértice en funcién de N y r/rg
Velocidad de traslacion U a lo largo del eje de simetria del toro

La figura [13| muestra los contornos de U en funcién de N y ri/ry para los vértices con
topologia V;;. Los puntos negros representan el nimero N de vértices eslabonados con

distintas razones de aspecto r1/ro en donde se calcul6 la velocidad.
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Figura 13. Velocidad de traslacién U de un vértice filiforme V3, en funcién de N y ri/ro.

Donde N es el nimero de vértices eslabonados y /7 es la razén de aspecto de los radios
del toro. La velocidad de traslacién U esta escalada por I'/27r.

0.1

2

Podemos observar que las maximas velocidades de traslacion U se encuentran en
razones de aspecto pequenas y numero de vértices grande, de hecho U =~ 3/4NUj,
donde Uy es la velocidad de un voértice anular 1Vj, de intensidad I'; radio r y secciéon

transversal ma?:

Velasco Fuentes (2010) obtuvo un resultado similar para un vértice tubular anudado
(p > 1), con U =~ 3/4pU,, donde su velocidad de traslacién U resulté ser proporcional
al nimero de vueltas p que da el vortice alrededor del eje de simetria del toro.

En la figura se muestra el conjunto 2Vj;, donde cada uno de los dos voértices
con topologia Vj; da una vuelta p = 1 alrededor del eje de simetria del toro y una
vuelta ¢ = 1 alrededor de la linea central del toro. La velocidad U del conjunto 2Vi; es

aproximadamente igual al vértice V51 que se muestra en la figura [14b.
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a)
Linea central I\ Eje de simetria

b)

Linea central \ Eje de

Figura 14. a) Dos vértices eslabonados, cada uno con topologia V};. Antes de cerrarse en si
mismo, cada vértice da una vuelta p = 1 alrededor del eje de simetria del toro y una vuelta
g = 1 alrededor de la linea central del toro. b) Un vértice tubular anudado con topologia
V51 con p = 2 vueltas alrededor del eje de simetria del toro y una vuelta ¢ = 1 alrededor de
la linea central del toro.

Velocidad angular material €); alrededor del eje de simetria del toro.

Se realizé el calculo para €2 con los mismos casos que se mencionaron para la velocidad
de traslacién. La figura muestra los contorno de la velocidad angular ; para N
vortices eslabonados NVjq, con N = 2,3,4,5 sobre un toro cuya razon de aspecto fue

0.10 < ry/rp < 0.16. La magnitud de €y crece uniformemente con N y decrece con

T‘l/To.
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Figura 15. Velocidad angular material 2; alrededor del eje de simetria del toro, en funcién
de Ny ri/ryo. Donde N es el nimero de vértices eslabonados y 71 /7 es la razén de aspecto
de los radios del toro. La velocidad angular 2; estd escalada por T'/47r?.

Velocidad angular (), alrededor de la linea central del toro

Nuevamente consideramos los casos NVij; con N = 2,3,4,5, y una razon de aspecto
acotada en 0.10 < ry/rg < 0.16. La velocidad angular s se muestra en la figura ,
donde se observa que )y crece con incrementos de r;/ry y decrece conforme se aumenta

el nimero N de vortices eslabonados.

Velocidad angular de fase ()3 alrededor del eje de simetria del toro

La figura [17| muestra la velocidad angular de fase 23 al considerar los casos NVi; con
N =2,3,4,5, y una razén de aspecto acotada en 0.10 < r/ryp < 0.16. Los resultados
muestran que 23 disminuye conforme aumenta r1/ry y crece con N. Otro resultado fue

que la magnitud de €23 ~ (.
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Figura 16. Velocidad angular 2, material alrededor de la linea central del toro, en funcién
de Ny ri/ryo. Donde N es el nimero de vértices eslabonados y 71 /7 es la razén de aspecto
de los radios del toro. La velocidad angular 2, esta escalada por T'/47r?.
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Figura 17. Velocidad angular de fase (23 alrededor del eje de simetria del toro, en funcién de
Ny ri/rog. Donde N es el nimero de vértices eslabonados y 71 /7 es la razén de aspecto
de los radios del toro. La velocidad angular Q3 esté escalada por T'/47r3.
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I11.1.3 Permanencia de la forma del vortice

La invariancia o permanencia de la forma del vortice sobre la superficie de un toro, fue
estudiada con su proyeccion en un plano meridional del toro, en términos de la longitud
(L(t)) y de los radios del toro (ro(t) y r1(t)). Decimos que el conjunto de vértices
conserva su forma cuando las variables antes mencionadas varian entre el —5% y el 5%

de su valor inicial.

Proyeccion meridional de los vértices NVj; con N =2,3,4,5

Los vértices no modifican su topologia cuando estos se trasladan y rotan a lo largo
del eje de simetria del toro, ya que el campo de vorticidad cumple con la condiciéon
de Lipschitz, y en consecuencia una linea de vorticidad no puede atravesar a otra
linea de vorticidad. Sin embargo, su forma se ve modificada debido a que los vortices
experimentan contracciones y estiramientos.

La figura [I18 muestra la evolucién de las proyecciones para N = 2 y N = 3 voértices
eslabonados en razones de aspecto igual a r1/ry = 0.10, r1/rqg = 0.13 y r1/ry = 0.16.
Inicialmente las proyecciones poseen un radio igual a la razén de aspecto utilizada, éstas
proyecciones permitieron observar que los conjuntos 2137 y 3V4; mantienen su forma en
toros cuya seccién transversal es grande (/g = 0.16).

Al incrementar el nimero de vértices eslabonados a N = 4 y N = 5 fue necesario
acotar la razon de aspecto entre 0.10 < r;/rg < 0.12 para que las proyecciones del

vortice NVj; preservaran aproximadamente su proyeccién inicial (vea figura [19)).

Longitud

Cuantitativamente la variancia del conjunto NVj; en funcién de su longitud se muestra
en la figura 20l Donde L es la longitud de un filamento y Ly es la longitud inicial. El

nimero de vértices eslabonados fue N = 2,3,4,5 y las razones de aspecto para cada
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Figura 18. Deformacién de vértices con topologia Vi; con N =2y N = 3. Las razones
de aspecto son ri/rg = 0.10 (rojo), r1/ro = 0.13 (verde) y r1/ro = 0.16 (azul). La
deformacién de ambos conjuntos se muestran en los siguientes tiempos adimensionales :
T=0T=2T=4,T=6.
conjunto fueron ry/ry = 0.10, r1/ro = 0.13 y r1/ry = 0.16.

Como se aprecia en la figura las longitudes de los vortices NVj; con razones
de aspecto entre 0.10 < /71y < 0.13 siempre se mantuvieron por abajo de la cota de

estabilidad, mientras que para una razén de aspecto igual a ri/ry = 0.16, se observd

que los conjuntos 4Vi; y 5V} presentaron un crecimiento mondtono en su longitud.
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Figura 19. Deformacién de vértices con topologia Vj; con N =4y N = 5. Las razones
de aspecto son r1/ry = 0.10 (rojo), r1/ro = 0.11 (verde) y r1/ro = 0.12 (azul). La
deformacién de ambos conjuntos se muestran en los siguientes tiempos adimensionales :
T=0T=2"T=4,T=6.

Radios del toro

A continuacién se muestra la variacién de los radios ro(t) y 71(t) del toro cuando se se
eslabona el conjunto 2V, (ﬁgura. Se observé que ambos radios permanecen invari-
antes a incrementos en la razén de aspecto de 0.10 < r1 /19 < 0.16. Independientemente
del valor de N, en términos generales el valor de 7 (t) crece antes de que lo haga ()
cuando 7y /ry aumenta.

También se observé que al considerar un toro delgado (r1/ro = 0.10) y un nimero

mayor de filamentos eslabonados (IV), las fluctuaciones de los valores de r(t) dismin-
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Figura 20. Evolucién de la longitud de un filamento con topologia NVj;. El nimero N de
filamentos eslabonados son: N =2, N =3, N =4y N = 5. Las razones de aspecto en
todos los casos son: /1o = 0.10 (rojo), r1/ro = 0.13 (verde) y r1/ro = 0.16 (azul).
uyen. La figura muestra éste resultado, donde el radio ri(t) del conjunto 5V;; es
mas estable que el del conjunto 2V7;.

Para poder visualizar las fluctuaciones del radio r;(t) éstos valores se acotaron entre
el 0.1% y —0.1% de su valor inicial. No se eligi6 el radio ro(t) para analizar la perma-
nencia de la forma de los vortices, ya que las variaciones se encontraron acotadas entre
el 0.01% y —0.01% de su valor inicial.

De acuerdo a los resultados anteriores, se concluye que la forma de los conjuntos

2V11 v 3Vi1 sobre la superficie de un toro se mantiene durante toda su evolucion y que
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Figura 21. Variacién de los radios del toro ro(t) y radio 71 (t) de la seccién transversal del
toro en color azul. El ndmero de vértices eslabonados con topologia Vi, es igual a N = 2
con las siguientes razones de aspecto: (a) 1 /r¢o = 0.10, (b) 1 /1o = 0.13, (c) r1/ro = 0.16.
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Figura 22. Variacién del radio 7 (t) para los conjuntos 2V3; y 5V;1, ambos con una razén
de aspecto de ry/rg = 0.10

la forma de los conjuntos 4V7; y 5Vj; se preserva solo hasta T = 7.

Permanencia del poligono meridional

Se analizé el drea del poligono meridional de tres, cuatro y cinco vértices (N = 3,4, 5)
para razones de aspecto r1/rg = 0.10 y r1/ro = 0.14 (figura 23). Donde A es el drea

del poligono de N vértices y Ay el area de la condicion inicial. Para ambas razones de
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aspecto los poligonos estuvieron en la cota de estabilidad.

0.05F T
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_0-057 | | | | | | 1
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Figura 23. Evolucién del 4rea de los siguientes poligonos: triangulo, cuadrado y un
pentdgono generado con N = 3 (morado), N = 4 (azul) y N = 5 (negro) vértices.
La razén de aspecto es ry /1o = 0.10 y r1 /1o = 0.14.

La figura muestra el caso N =3, N =4y N = 5 vértices con r1/rqg = 0.10,
r1/ro = 0.12 y r1/rg = 0.14. El caso N = 3 preserva la forma del poligono meridional
durante toda la evolucién del vortice Vi, mientras que los casos N = 3,4 s6lo preservan
la forma del poligono para una razén de aspecto entre 0.10 < ry/rg < 0.12.

De acuerdo a los resultados que se obtuvieron al analizar la longitud, los radios
del toro y la permanencia del poligono meridional concluimos que los vértices con
topologias 2V7; y 3Vj; conservan mejor su forma cuando la razén de aspecto es grande
r1/ro = 0.16. Para que la forma de los vértices sobre la superficie del toro permaneciera
cuando el numero de vértices se incrementé a N = 4,5, fue necesario eslabonarlos en

toros delgados ( 0.10 < ry/rg < 0.14).
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Figura 24. Evolucidn del drea de un poligono meridional. a) Poligono meridional con N =3
vértices. b) Poligono meridional con N = 4 vértices. c) Poligono meridional con N =5
vértices.

II1.2 Vértices con topologia Vi,

IT1.2.1 Velocidades del vértice en funcién de N y /7

Los contornos de U, €0y, 25 y Q3 al variar el nimero N de vértices eslabonados entre
2 < N < 5y una razén de aspecto r1/rg entre 0.10 < 71 /ry < 0.16 se muestran en la
figura [25]

En ella se observa que la velocidad de traslacion U y la velocidad angular material
0 de todos los vértices NViy, decrece uniformemente con 71 /rg y crece con N (figuras
y ). Se observa también que los vértices poseen una velocidad angular material
Qs que crece con r1/rg y N (figura ) y una velocidad de fase {23 que crece con

incrementos en N y decrece con 7 /ro(figura [25().
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Figura 25. a) Velocidad de traslacién U, b) Velocidad angular material €2, alrededor del
eje de simetria del toro. c) Velocidad angular material €2, alrededor de la linea central del
toro. d) Velocidad angular de fase (23 alrededor del eje de simetria del toro. La velocidad
de traslacién U esté escalada por T'/27rg. €, Qo y Q3 estén escalada por T'/47r?.

Cuando las razones de aspecto estuvieron acotadas entre 0.10 < r/rg < 0.16, la

velocidad de traslacion U y la velocidad angular material (25 fueron aproximadamente

iguales al conjunto NVi;.

Para éstas mismas razones de aspecto, se obtuvo que la

velocidad angular material €2, y la velocidad de fase angular {23 del conjunto NVj; es

aproximadamente el doble de la que se observé en el conjunto NVi,.
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I11.2.2 Permanencia de la forma del vortice
Proyeccion meridional de los vértices NV con N =2,3,4,5

Cualitativamente las deformaciones de los vortices se analizaron con la proyeccién de
uno de los vértices del conjunto NVjs en un plano coordenado (v/z?+ y2,2). En la
figura se observan las deformaciones de los vértices 2Vis v 3Vis, ambos conjuntos

con razones de aspecto de ry/rg = 0.10, r1/ro = 0.13 y r1 /1o = 0.16.

N =2 N=3
Yelo!
.00
.00
- 00

Figura 26. Deformacién de vértices con topologia V35 para los casos N =2y N = 3. Las
razones de aspecto son ry /19 = 0.10 (rojo), ry /1o = 0.13 (verde) y 11 /ro = 0.16 (azul). La
deformacién de los vértice se muestran en los siguientes tiempos adimensionales : 7' = 0,
T=2"T=4,T=6.

Las deformaciones de los casos 4Vi5 y 5Vis se observan en la figura Pero la

complejidad del problema al aumentar el nimero de vortices eslabonados implicé que
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la razén de aspecto del toro tuviese que acotarse entre 0.10 < r;/ry < 0.12 para que

los vértices preservaran su forma.

N=4 N=5

Wele
- 00
- 00
. 00

Figura 27. Deformacién de vértices con topologia V5 para los casos N =4y N =5. Las
razones de aspecto son 7y /19 = 0.10 (rojo), ry /1o = 0.11 (verde) y 11 /ro = 0.12 (azul). La
deformacién de los vértice se muestran en los siguientes tiempos adimensionales : 7' = 0,
T=2"T=4,T=6.

Cualitativamente las proyecciones meridionales de los vértices Vi, fueron similares

al caso Vi1 cuando N = 2,3, 4, sin embargo cuando el nimero de vortices eslabonados

aument6 a N = 5 las deformaciones ocurrieron en un menor tiempo.
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Longitud

Otra de las medidas de la permanencia de los vortices Vi es la métrica de su longitud.
La evolucién temporal de la longitud de uno de los vértices del conjunto 2V,, 3Vis, 4V
y 5Vi2 se muestra en la figura . Los conjuntos 2Vi5 y 3Vi5 preservaron su longitud
cuando la seccién transversal del toro fue grande (r1/ro = 0.16), cuando el nimero de
vortices eslabonados aumenté a N = 4 y N = 5 la razén de aspecto decrecié hasta

r1/r0 = 0.12, ambos resultados fueron similares al conjunto V;;.
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Figura 28. Evolucién de la longitud de un filamento Vi5. La razén de aspecto para N = 2
y N =3 esr/rg=0.16. La razén de aspecto para N =4y N =5 es r;/ry = 0.12.

Radio r; de la seccién transversal del toro

La figura muestra la variacién del radio de la seccién transversal del toro. Para
preservar la forma de los vértices con topologia 2Vis y 3Vis la razén de aspecto fue
r1/ro = 0.16. Cuando en ntimero de filamentos eslabonados aumenté a N =4y N =5,
el maximo valor de la razén de aspecto en donde los vértices fueron invariantes fue de

r1/ro = 0.12. Nuevamente ambos resultados fueron similares al caso Vi;.
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Figura 29. Evolucién temporal del radio ;. La razén de aspecto para N =2y N = 3 es
r1/70 = 0.16. La razdn de aspecto para N =4y N =5es 1y /rg = 0.12.

Permanencia del poligono meridional

En la figura |30| se compara la evolucion temporal del area del poligono meridional con
N = 3 vértices y N = 5 vértices. Para comparar las distintas areas de los poligonos, se
considero la razén de aspecto r1 /1o = 0.12 porque de acuerdo a los resultados anteriores,
se observé que los vortices 5Vis fueron invariantes sélo para razones de aspecto entre

0.10 S 7"1/’/“0 S 0.12.

0.05F ‘
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Figura 30. Evolucién del drea de un poligono generado con N = 3 vértices (linea verde) y
N =5 vértices (linea azul). La razén de aspecto es 11 /rg = 0.12.

De acuerdo a los resultados obtenidos para evaluar la permanencia de la forma de los
conjuntos 2Vis, 3Vio, 4V15 v 5V, se tiene que los conjuntos 2V}, y 3V, son invariantes
en su forma durante toda su evoluciéon cuando la razén de aspecto se encuentra entre

0.10 < 71 /rp < 0.16. Cuando los conjuntos son 4V}, y 5Vis, la forma de estos vortices
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se mantiene durante toda su evolucién, si la razoén de aspecto se encuentra entre 0.10 <

7“1/7"0 <0.12.

III.3 Vértices con topologia Vi3

IT1.3.1 Velocidades del vértice en funciéon de N y /7

Las velocidades U, €21, Q5 y Q3 del conjunto NVj3 para 2 < N < 5 y diferentes razones
de aspecto entre 0.10 < ry/rg < 0.14, se muestran en la figura . Se observa que
la velocidad de traslacién U y la velocidad angular material €2; de todos los vortices
NVi3, decrece uniformemente con /7y y crece con N (figuras y [31b). También
se observa que los vortices describen una velocidad angular material €25 que crece con
ri/ro y N (figura BIk) y que las velocidades de fase Q3 crecen con incrementos en Ny
decrece con r1/ry (figura[314).

Cuando las razones de aspecto estuvieron acotadas entre 0.10 < ry/ry < 0.14, las
velocidades de traslacion U y la velocidad angular material 25 del conjunto de vértices
NVi3 fueron aproximadamente iguales a las observadas en el conjunto NVj;. Para
éstas mismas razones de aspecto, se obtuvo que la velocidad angular material €2; y la
velocidad de fase angular Q23 del conjunto NVj; fueron aproximadamente el triple de la

que se observa en el conjunto N V3.

I11.3.2 Permanencia de la forma del vortice
Proyeccion meridional de los vértices NVi3 con N =2,3,4,5

Las deformaciones del vortice se analizaron cualitatiavamente con la proyeccion de uno
de los vértices del conjunto NV, en un plano coordenado (/22 + y2,2). En la figura

se observan las deformaciones de dos topologias diferentes, uno es la proyeccion de
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Figura 31. a) Velocidad de traslacién U, b) Velocidad angular material €2, alrededor del
eje de simetria del toro. c) Velocidad angular material €2, alrededor de la linea central del
toro. d) Velocidad angular de fase (23 alrededor del eje de simetria del toro. La velocidad

de traslacién U esté escalada por T'/27rg. €, Qo y Q3 estén escalada por T'/47r?.

un vortice perteneciente al conjunto 2Vi3 (derecha) y otro es la proyeccién de un vértice

perteneciente al conjunto 3V)3 (izquierda). Ambas proyecciones con razones de aspecto

dery/ro =0.10, r1/ro = 0.13 y r1 /7o = 0.16 en color rojo, verde y azul, respectivamente.

La complejidad del problema al aumentar el nimero de vértices eslabonados (casos

4Vi3 y 5Vi3) implicé que la razén de aspecto del toro tuviese que acotarse entre 0.10 <

r1/ro < 0.11, para poder preservar la forma de los vértices (vea figura .
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Figura 32. Deformacién de vértices con topologia Vi3 para los casos N =2y N = 3. Las
razones de aspecto son /1o = 0.10 (rojo), ry/ro = 0.12 (verde) y 1 /ro = 0.14 (azul). La
deformacién de los vértice se muestran en los siguientes tiempos adimensionales : 7' = 0,
T=2T=4,T=6.

Longitud

La evolucién temporal de la longitud de uno de los vértices Vi3 para distintos N y 71 /rg
se muestra en la figura Los conjuntos con N = 2 y N = 3 vértices eslabonados
conservaron su forma cuando la seccién transversal del toro fue grande (r1/ro = 0.14),
cuando el nimero de vértices eslabonados aumenté a N = 4 y N = 5 la forma de
los vértices se mantuvo en una razén de aspecto acotada entre 0.10 < ry/ry < 0.12.

Observe que es necesario disminuir la razén de aspecto para que el mismo ntmero de
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Figura 33. Deformaciéon de vértices con topologia Vi3 para los casos N =4y N = 5. Las
razones de aspecto son 71 /r9 = 0.10 (rojo) y 71 /79 = 0.11 (verde). La deformacién de los
vortice se muestra en los siguientes tiempos adimensionales : T'=0,T =2, T =4, T = 6.
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Figura 34. Evolucién de la longitud de un filamento V3. La razdn de aspecto para N = 2
y N =3 esry/rg=0.14. La razén de aspecto para N =4y N =5 es r;/rog = 0.12.

vortices que se eslabonaron en el caso NV'11 preserve su forma sobre la superficie del

toro.
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Radio r; de la secciéon transversal del toro

La figura 35| muestra la variacién del radio de la seccion transversal. Cuando la razén de
aspecto fue 71 /rg = 0.14, el niimero de filamentos que se pudo eslabonar para preservar
la forma de los vortices con topologia Vi3 fue N = 2 y N = 3. Cuando el niimero de
filamentos eslabonados aumenté a N =4 y N = 5, los vortices fueron invariantes sélo

para razones de aspecto pequenas entre 0.10 < 7y /rg < 0.12 igual que en el caso NVi;.

0057 | T T T T T T
no
r.(0) _
1 r./r =0.14 —_— N=2
10 N=3
_0.05 C | | | | | 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
T
0.05

rler: 0.12

0 1 2 3 4 5 6 7 8

-0.05

Figura 35. Evolucién temporal del radio ;. La razén de aspecto para N =2y N = 3 es
r1/ro = 0.14. La razén de aspecto para N =4y N =5es r/ry = 0.12.

Permanencia del poligono meridional

La evolucion temporal del area del poligono meridional con N = 3 y N = 4 vértices se
muestra en la figura |36, Para comparar las distintas areas de los poligonos, se considerd
la razén de aspecto r1/rg = 0.12 porque de acuerdo a los resultados anteriores, los
vortices 4V13 son invariantes sélo para razones de aspecto entre 0.10 < r1/rg < 0.12.
De acuerdo a los andlisis para evaluar la permanencia de la forma de los conjuntos

2Vis, 3Vis, 4Vi3 y 5Vis, los resultados son los siguientes. Los conjuntos 2Vi3 y 3Vi3
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Figura 36. Evolucién del drea de un poligono generado con N = 4 vértices (linea verde) y
N =5 vértices (linea azul).La razén de aspecto 71 /ry = 0.11.

son invariantes en su forma durante toda su evolucion cuando la razoén de aspecto se
encuentra entre 0.10 < r;/ry < 0.14. La forma del conjunto 4Vi3 se mantiene durante
toda su evolucién si la razén de aspecto se encuentra entre 0.10 < r1/rg < 0.11. La
forma del conjunto 5Vi3 se mantiene sélo para razones de aspecto pequenas (rq/rg =

0.10).

III.4 Vértices con topologia Vi,

I11.4.1 Velocidades del vértice en funcién de N y r/rg

Las velocidades U, €21, €25 y {23 para cada uno de los conjuntos N'Vi,4 al variar la razén
de aspecto entre 0.10 < r1/rg < 0.12 se muestran en la figura . Se observa que la
velocidad U de todos los vortices N'Vj4 decrecen uniformemente con r1/rg y crece con
N al igual que la velocidad angular material €2, (figuras y ) Se observa también
que los vértices describen una una velocidad angular material {2y que crece con 1 /rg y
N (figura|37kc) y por tltimo se observa que la velocidad de fase {23 crece con incrementos
en N y decrece con r1/ro(figura [37d).

Cuando las razones de aspecto estuvieron acotadas entre 0.10 < ry/ryg < 0.12, las
velocidades de traslacion U y la velocidad angular material {25 del conjunto de vértices
NV, fueron aproximadamente iguales a las que se observaron en el conjunto NViy.

Para éstas mismas razones de aspecto, se obtuvo que la velocidad angular material €2,
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Figura 37. a) Velocidad de traslacién U, b) Velocidad angular material €2, alrededor del
eje de simetria del toro. c) Velocidad angular materia €25 alrededor de la linea central del
toro. d) Velocidad angular de fase (23 alrededor del eje de simetria del toro. La velocidad
de traslacién U esté escalada por T'/27rg. €, Qa y Q3 estén escalada por T'/47r?.
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y la velocidad de fase angular €23 del conjunto NVi; fue aproximadamente cuatro veces

mas de la que se observo en el conjunto NViy.

I11.4.2 Permanencia de la forma del vortice
Proyeccion meridional de los vértices NVi3 con N =2,3,4,5

Cualitativamente las deformaciones de los vértices se analizan con la proyeccion de uno

de los vortices del conjunto NVy4 en un plano coordenado (1/x2 + 42, z). En la figura
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se observa la evolucion temporal del vortice 2Vi4 v 3Vi4 en los mismos tiempos que
el conjunto Vi;. Debido al aumento en el nimero de vueltas ¢, las razones de aspecto
para ambos conjuntos son menores que los empleados en el caso Vi, de tal forma que

las razones de aspecto para éste caso fueron : r/rg = 0.10, 1 /rg = 0.11 y ry /1o = 0.12.

Z
I
N
Z
I
w

T=0

T=2

T=6

OO0
910100,

Figura 38. Deformaciéon de vértices con topologia V4 para los casos N =2y N = 3. Las
razones de aspecto son ry /19 = 0.10 (rojo), ry /1o = 0.11 (verde) y 71 /ro = 0.12 (azul). La
deformacién de los vértice se muestran en los siguientes tiempos adimensionales : 7' = 0,
T=2T=4,T=6.

La complejidad del problema al aumentar el niimero N de vértices eslabonados y el
numero de vueltas ¢ alrededor de la linea central, como por ejemplo los casos 4V y 5Vy,
implicaron una disminucién en la razén de aspecto del toro entre 0.10 < ry/ry < 0.11.

Para que los vortices se movieran de manera uniforme, el tiempo disminuy6 hasta T' = 4

(vea figura [39)).
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Figura 39. Deformacién de vértices con topologia V4 para los casos N =4y N =5. Las
razones de aspecto son ry/rg = 0.10 (rojo), r1/ro = 0.11 (verde). La deformacién de los
vortice se muestran en los siguientes tiempos adimensionales : T'=0, T'=2, T' = 4.

Longitud

El conjunto con topologia 2V, y 3Vi4, conservaron su forma durante toda su evolucion
cuando la seccién transversal del toro estuvo entre 0.10 < 71/rg < 0.12. Cuando el
nimero de vértices eslabonados aumenté a N = 4 y N = 5, la razén de aspecto
decrecié entre 0.10 < ry/rg < 0.11. Estos vértices ya no se mueven de forma uniforme

cuando T = 4, tiempo a partir del cual el conjunto no preserva su forma (vea figura

10).

Radio r; de la seccion transversal del toro

La figura [41] muestra la variacién del radio de la seccién transversal del toro. Cuando
la razén de aspecto fue ri/rg = 0.12, el nimero de filamentos que se puedo eslabonar
para que la forma de los vortices se preservara fue N = 2 y N = 3, igual que en el
conjunto V;;. Cuando el nimero de filamentos eslabonados aumenté a N =4y N = 5,
el maximo valor de la razén de aspecto en donde los vortices fueron invariantes fue igual

ary/ro=0.11.
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Figura 40. Evolucién de la longitud de un filamento V4. La razdn de aspecto para N = 2
y N =3 esry/rg =0.12. La razén de aspecto para N =4y N =5 es r;/ro = 0.11.
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Figura 41. Evolucién temporal del radio ;. La razén de aspecto para N =2y N = 3 es
r1/ro = 0.14. La razdén de aspecto para N =4y N =5es ry/ro = 0.11.

Permanencia del poligono meridional

La evolucion temporal del area del poligono con N = 3 y N = 4 vértices se muestra en
la figura[d2] Para comparar las distintas dreas de los poligonos, se considerd la razén de
aspecto 1 /19 = 0.11 porque se observé que los vértices 4V, fueron invariantes sélo para
razones de aspecto entre 0.10 < r1/ry < 0.11. En términos generalas, la forma de los
vortices 2V14 v 3Vi4 se mantiene invariante durante toda su evolucién cuando la razén

de aspecto se encuentra entre 0.10 < 71 /rg < 0.12. Los conjuntos 4V, y 5V, preservan
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Figura 42. Evolucién del drea de un poligono generado con N = 3 vértices (linea verde) y
N = 4 vértices (linea azul). La razén de aspecto r; /1o = 0.11

su forma si la razén de aspecto se encuentra entre 0.10 < r1/rq < 0.11. La diferencia
entre éstos conjuntos es el tiempo en el cual preservan su forma, ya que el conjunto
4V14 lo hace durante toda su evoluciéon mientras que el conjunto 5V}, permanece sélo
hasta 7' = 4. El movimiento de éste tipo de topologias (V14) cada vez més complejas,

preservan su forma en menos tiempo en comparacion con el conjunto N V.

III.5 Vértices con topologia V5

IT1.5.1 Velocidades del vértice en funcién de N y r/rg

Las velocidades U, €y, Qs y 23 para cada uno de los conjuntos N'Vij5 con 71 /rg = 0.10 y
r1/ro = 0.11 se muestran en la figura . Se observa que todos los vortices NVi5 posen
una velocidad U y velocidad angular material €; que decrecen uniformemente con 4 /rg
y crecen con N (figuras y ) Los vértices también poseen una velocidad angular
material {2y que crece con ri/rg y N (figura ) y cuyas velocidades de fase €13 crecen

con incrementos en N y decrece con r1/ry (figura [43(d).

I11.5.2 Permanencia de la forma del vortice
Proyeccion meridional de los vértice NVj5; con N =2,3,4,5

Cualitativamente las deformaciones de los vértices se analizan con la proyeccién de

uno de los vértices del conjunto NVi5 en un plano coordenado (4/z2? + y2,2). En la
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Figura 43. a) Velocidad de traslacién U, b) Velocidad angular material €2, alrededor del
eje de simetria del toro. c) Velocidad angular material €2, alrededor de la linea central del
toro. d) Velocidad angular de fase (23 alrededor del eje de simetria del toro. La velocidad
de traslacién U esté escalada por T'/27rg. €, Qo y Q3 estén escalada por T'/47r?.

figura |44] se observa la evolucién temporal del vértice 2Vi5 y 3Vis. Estos preservan su

forma en los mismos tiempos que el conjunto NVj; pero en razones de aspecto pequenas

(0.10 < ry/rp < 0.11). Cuando el nimero de vértices eslabonados fue N =4y N =5,

éstos preservan su forma en una razén de aspecto entre 0.10 < r1/ry < 0.11 pero sélo

mantuvieron su forma hasta 7' = 5, por lo que a continuacién solamente se analizaran

los vortices 2Vi5 v 3Vis.
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Figura 44. Deformaciéon de vértices con topologia Vi5 para los casos N =2y N = 3. Las
razones de aspecto son 7 /19 = 0.10 (rojo) y 71 /rg = 0.11 (verde). La deformacién de
los vértice se muestran en los siguientes tiempos adimensionales : T"=0, T'=1, T = 2,
T=4yT=6.

Longitud

Los conjuntos con topologia 2Vi5 y 3Vi5 en comparacion con el caso NVj; conservaron

su forma durante toda su evolucién en una razén de aspecto igual a r1/ry = 0.10 (vea
figura .
Radio r; de la seccién transversal del toro

Para preservar la forma del conjunto NVis5, éstos tinicamente pueden eslabonarse en

una razén de aspecto igual a 1 /ro = 0.10. En la figura [46| se muestra la variacién del
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Figura 45. Evolucién de la longitud de un filamento con topologia 2V;5 y 3Vi5 en una razén
de aspecto 7y /19 = 0.10.

radio 71 del toro cuando los vortices eslabonados tienen topologia 2Vi5 y 3Vis5.
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Figura 46. Evolucién temporal del radio r; para los vértices 2Vi5 y 3Vi5 con r1/ry = 0.10.

Poligono meridional.

La evolucion temporal del area del poligono meridional con N = 3 vértices se muestra
en la figura Se observa que el drea se mantiene dentro de la cota de estabilidad y

por lo tanto la forma del vortice 3V;5 se preserva durante toda su evolucién.
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Figura 47. Evolucién del drea de un poligono generado con N = 3 vértices cuando la razén
de aspecto es 71 /ry = 0.10.

La permanencia de los los vértices con topologias mas complejas (2Vi5 y 3Vis5) se

mantienen invariantes en su forma durante toda su evolucién temporal cuando la razén

de aspecto es ry/ro = 0.10.
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Capitulo IV

Conclusiones

De los resultados numéricos presentados concluimos que conforme se aumenta el niimero
N de vortices eslabonados, mayor serd su velocidad de traslaciéon U y su velocidad
angular material {2;. Ambas velocidades decrecen uniformemente cuando los vortices
se eslabonan sobre la superficie de un toro cuya razén de aspecto crece. Los vértices
rotan con mayor velocidad angular material {25 al aumentar r;/ro y N, mientras que
la velocidad de fase €23 decrece con incrementos de r1/rg y crece con incrementos de
N. Para tener permanencia de la forma de los vortices al incrementar la razén de
aspecto del toro 71 /rg, es necesario disminuir el nimero N de vértices que se eslabonan.
Para razones de aspecto entre 0.10 < r/ry < 0.16, los vértices filiformes son cuasi
estacionarios sélo cuando el nimero de filamentos eslabonados es pequeno (N = 2, 3).

El aumento en el numero de vueltas ¢ alrededor de la linea central del toro, no
favorece la permanencia de la forma de los vortices.

Los vértices con ¢ = 1 presentan un movimiento cuasi estacionario cuando la razén
de aspecto se encuentra entre 0.10 < 71 /rg < 0.16 y el nimero de filamentos eslabonados
varia entre 2 < N < 5.

Para preservar el estado cuasi estacionario de vortices con ¢ = 2, sélo es posible
eslabonar N = 2, 3 vértices con una razén de aspecto acotada entre 0.10 < r1/rg < 0.16,
mientras que con N = 4, 5 vortices se requiere una razon de aspecto entre 0.10 < 7 /1y <
0.12.

Cuando g = 3y N = 2,3, el estado cuasi estacionario se preserva cuando la razén de

aspecto estd acotada entre 0.10 < 7y /rg < 0.14, mientras que si N = 4 se requiere una
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razén de aspecto acotada entre 0.10 < r;/ry < 0.11, cuando N = 5, sélo se conserva
éste estado para una razén de aspecto igual a r1/ry = 0.10.

Para conservar un estado cuasi estacionario de vortices con ¢ = 4, es necesario
disminuir el nimero de vértices hasta N = 3 y sélo es posible eslabonarlos en toros
delgados (0.10 < ry/rg < 0.12).

Los voértices con ¢ = 5 mantienen un estado cuasi estacionario cuando el nimero
de vortices eslabonados es hasta N = 3 y la razon de aspecto del toro es pequena
(0.10 < 7y /ro < 0.11).

Con base en estos resultados, concluimos que los vértices filiformes que conservan
un estado cuasi estacionarios con més de dos vortices eslabonados en toros con razén
de aspecto grande (0.10 < r1/ro < 0.16) son los vértices con topologia Vi;.

A partir de nuestros resultados, ahora sabemos que las conjeturas realizadas por
J.J. Thomson sobre la permanencia de la forma y del movimiento uniforme de vortices
eslabonados en la superficie de un toro estan acotadas en funcién de los radios del toro

y del nimero de vueltas alrededor de la linea central del toro.
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