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Resumen de la tesis de Jeasson Fabian Gonzalez Sierra, presentada como requisito parcial para
la obtencion del grado de Maestro en Ciencias en Oceanografia Fisica

Calculo analitico de la velocidad de traslacion de vortices eslabonados

Resumen aprobado por:

Oscar Uriel VVelasco Fuentes

En esta tesis se estudia la traslacion de vortices tubulares de seccion transversal finita
cerrados sobre si en una configuracion eslabonada. Para lograr que esta configuracion se traslade
de forma uniforme los vortices eslabonados se encuentran sobre la superficie de un toro. El
movimiento es calculado a partir de la ley de Biot-Savart en términos del potencial vectorial,
utilizando el método de expansion multipolar a primer orden en la razon de aspecto. El estudio
analitico permite revisar la distribucion de vorticidad en la seccion transversal de los vortices
tubulares y su efecto sobre el movimiento de los mismos. Se encuentra que el estiramiento y
doblamiento del vértice especifican una distribucion de vorticidad lineal en la seccidn transversal
del vartice.

Los términos a primer orden en el método de expansion multipolar retienen los efectos de la
curvatura del vortice, mediante un arreglo dipolar a lo largo de la linea central del mismo. Lo cual
establece, para la traslacion, resultados analiticos mas exactos a medida que el vortice se
considera mas delgado. La precision del resultado encontrado mejora respecto al obtenido por
Thomson (1883), quien retiene los efectos equivalentes al orden cero del método de expansién
multipolar. Orden para el cual la distribucion de vorticidad en la seccion transversal es
considerada como uniforme. La precision de la expresion analitica para la traslacion se evalud
por comparacion con un modelo numérico, donde se evidencio una diferencia de alrededor del
2% para el caso de dos vortices eslabonados.

Palabras clave: vortices eslabonados, traslacion, expansion multipolar.



Abstract of the thesis presented by Jeasson Fabian Gonzalez Sierra, as a partial requirement to
obtain the Master degree in Physical Oceanography

Analytical calculation of the translation velocity of linked vortex

Resumen aprobado por:

Oscar Uriel Velasco Fuentes

In this thesis we study the translation of closed tubular vortices of a finite transversal cross
section in a linked configuration. To make this configuration travel in a uniform manner, the
linked vortices must be found in the surface of a torus. The movement is determined by the Biot-
Savart law, in terms of the vector potential, using the multipolar expansion method to a first order
in the aspect ratio. The analytical study allows us to determine the vorticity distribution in the
transversal cross section of the tubular vortices and the effects on its own movements. It is found
that the stretching and bending of the vortex specify a linear vorticity distribution cross section of
the vortex.

The first order terms of the multipolar expansion retain the effects of the curvature of the
vortex, through a dipolar configuration along its central line. This establishes, for the translation,
better analytical results as the vortex becomes thinner. The precision of the obtained result is
improved with respect of the classical one, obtained by Thomson (1883), which retains the
effects equivalent to the O-th order of the multipolar expansion, order for which the vorticity
distribution in the cross section is considered a constant. The precision of the translation given by
the analytical expression is evaluated by comparing it with a numerical model, where a difference
of around 2% is found for the case of 2 linked vortices.

Keywords: linked vortex, translation, multipolar expansion.
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Capitulo 1

Introduccion

La vorticidad es fundamental en la comprension de la dinamica de fluidos y mateméaticamente
es definida como el rotacional del campo de velocidades. La vorticidad es el doble de la

velocidad angular local del fluido.

Junto con la vorticidad, w, la circulacion, T', es otro concepto importante en la dinamica de
flujos vorticales y es definida como la integral curvilinea de la velocidad del fluido, u, a lo largo

de un circuito cerrado C.

La descripcion de los flujos vorticales, hace uso de conceptos como tubo de vorticidad
(entendido como el fluido acotado por una superficie de vorticidad, construida por las lineas de
vorticidad que pasan a través de un curva cerrada), vortice tubular (entendida como una region
tubular de fluido dando vueltas) y vértice filiforme (entendido como el caso particular de un
vortice tubular con grosor muy pequefio), los cuales permiten especificar la concentracion de
vorticidad en una regidén del espacio. La diferencia fundamental entre ambas estructuras
corresponde al grosor asociado a las mismas. Los vortices filiformes son infinitamente delgados y
los vortices tubulares son de seccion transversal finita, cuyo interior se encuentra constituido por
vortices filiformes (figura 1). Por lo anterior, la influencia de una distribucion de vorticidad
arbitraria en el interior del vortice resulta pertinente para el caso de un vortice tubular mas no
para un vortice filiforme. Entonces, toda aproximacion realizada sobre la distribucion de

vorticidad interior al vortice es mas exacta en la medida que su grosor es mas pequefio.



o

Figural. A la izquierda la estructura de un vdrtice tubular, a la derecha un vértice filiforme curvilineo.

Las ecuaciones de Helmholtz (Batchelor, 1967 ec. 7.1.5) que gobiernan la evolucion de la
vorticidad establecen una dependencia con la deformacion y el estiramiento de las lineas de
vorticidad. Asi, una distribuciéon de vorticidad inicial y una geometria del vortice especifica,
resultan suficientes para determinar la distribucion de vorticidad en todo momento. Esta
dependencia, puede ser bien ilustrada para el caso de vortices rectilineos (estructuras vorticales
cuya geometria es establecida por una linea recta de extension infinita) y vortices anulares
(estructuras vorticales que se cierran sobre si mismas en forma de circulos). Donde la ausencia de
curvatura en los  vortices rectilineos mantiene invariable la distribucion de vorticidad
inicialmente dada. Por el contrario, los vortices anulares al poseer curvatura no nula, reorganizan

su distribucion de vorticidad interior debido al estiramiento de los filamentos interiores.
1.1 Motivacioén

El conocimiento sobre los vortices se desarrolla a partir de estructuras basicas, como son los
vortices rectilineos y anulares. Kelvin (1867a) establece originalmente el movimiento de
traslacion uniforme para éste ultimo, bajo la consideracion que el vortice es tubular y tiene

asociada una distribucion de vorticidad lineal en su seccidn transversal, propia de su curvatura.

Como continuacion a los estudios de Kelvin, Thomson (1883) demuestra analiticamente la
velocidad de traslacién de vértices anulares y vértices eslabonados. El desarrollo de Thomson
(1883) considera una distribucion de vorticidad uniforme sobre la seccion transversal del vortice,
lo cual resulta de no retener los efectos de curvatura en dicha distribucion. Las restricciones del

modelo mencionado, suponen una seccidén transversal circular e indeformable y un



eslabonamiento definido por un toro inmaterial, que garantice la estacionaridad del movimiento
(Kelvin, 1875).

Los resultados de Kelvin (1867a) y Thomson (1883) para la traslacion uniforme de un vortice
anular, difieren entre si, como consecuencia de las diferentes distribuciones de vorticidad que son
consideradas. Por otra parte, resultados para la traslacion de vortices eslabonados que retengan
efectos de curvatura en la distribucion de vorticidad no han sido establecidos hasta la fecha. La
figura 2, ilustra la diferencia mencionada de los resultados analiticos para la velocidad de
traslacion de vortices anulares, V, y eslabonados, U. El caso para el cual la distribucion de
vorticidad en la seccién transversal del vortice es promediada, equivale al orden cero de la
expansion multipolar asociada a la distribucion de vorticidad real. Finalmente, el caso para el
cual la distribucion de vorticidad en la seccion transversal retiene los efectos de la curvatura,

equivale al primer orden de la expansion multipolar asociada a la distribucion de vorticidad real.

Orden cero Primer orden
r 3?1;, r Br,;. 1
1’=—(Lo [— -1 1-':—(La — ——)
4y % ] 4mry 9% 173
I Thomsen (1883) W Thomson (1867)
r 64ry°] 7 {}
U=——I|log --
dmry de 4 '

1J. Thomsaon (1883)

Figura2. Se presenta el estado del arte en lo que se refiere a resultados analiticos para la velocidad de
traslacion de vortices anulares y vortices eslabonados. Expresiones correspondientes a dos ordenes de
aproximacion diferentes para la distribucion de vorticidad en la seccion transversal del vértice.

En la figura las velocidades de traslacion se encuentran en la direccion perpendicular al plano
del circulo, en el caso del vortice anular, y al plano del toro en el caso de los vodrtices
eslabonados. Donde T es la circulacion de cada vortice, r, el radio de la linea central del toro, d
la distancia minima entre los vortices eslabonados (que resulta ser igual al diametro de la seccién

transversal del toro) y e el radio de la seccion transversal de los vértices.

La importancia de este trabajo se manifiesta por la existencia misma de estas estructuras
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vorticales y sus propiedades de estabilidad y estacionaridad, en que se basan las hipotesis de
Kelvin (1875) y las cuales se corroboraron numéricamente por Velasco Fuentes & Romero
Arteaga (2011). Experimentalmente, las configuraciones de vortices toroidales han sido creadas
recientemente por Kleckner & Irvine (2013). Sin embargo, los vortices creados resultan ser aun
inestables, dado que su creacion no brinda la misma energia a cada region del vértice, lo que
establece eventos de reconexién rapidamente. Probablemente, la causa de estos resultados se
encuentre en el hecho que los vortices creados no tienen las condiciones iniciales requeridas por

las hipétesis de Kelvin sobre soluciones estacionarias (Velasco Fuentes, 2013).

Finalmente, el estudio de estructuras vorticales en general, resulta de importancia dada su
constante presencia en los flujos de fluidos. Leonard (2003) establece que dentro de la gran
diversidad de tipos de fluidos existentes, como lo son los incompresibles, los magnéticos, los
geofisicos y los cuanticos, por decir solo unos cuantos, la presencia de estructuras vorticales en
flujos turbulentos es un hecho. Irvine (2008) establece como las lineas de campo eslabonadas
son soluciones estaticas de las ecuaciones de Maxwell,  por lo que sus propiedades de
propagacién resultan importantes para la teoria de cristales liquidos y vértices en helio super
fluido.

1.2 Problema

Establecida la motivacion que impulsa el presente estudio, se formula concretamente el

problema de interés como sigue

Calcular analiticamente la velocidad de traslacion de un par de vértices anulares eslabonados,

cuyas lineas centrales se encuentras sobre un toro inmaterial de razon de aspecto pequefia.

El problema formulado, requiere que se satisfagan las siguientes consideraciones iniciales:
Primero, la condicion inicial de la configuracion es tal que la distancia minima entre un anillo y
otro es el diametro de la seccion transversal del toro. Segundo, se considera la seccion
transversal de cada vortice permanentemente circular. Tercero, se considera una distribucién de
vorticidad en la seccion transversal del vortice acorde con los efectos generados por la curvatura
del vortice. Cuarto, la estructura vortical se encuentra en un fluido inviscido, incompresible y no

acotado.

La configuracion de vortices en la formulacion del problema es ilustrada por la figura 3



Figura 3. Representacién geométrica de la configuracién de vortices en el caso de anillos eslabonados.
ro es el radio del toro sobre el cual se encuentran los vortices anulares, r;y es el radio de la seccion
transversal del toro, mientras 6 es el angulo longitudinal del toro y ¢ su angulo meridional. Tomada de
Velasco Fuentes & Romero Arteaga, 2011, p. 573.



Capitulo 2

Preliminares y métodos generales

2.1 Introduccién

El estudio tedrico de vortices anulares fue originalmente planteado por Helmholtz (1858)
mediante una serie de teoremas con los que demuestra que en un fluido ideal y de extension

infinita, los vortices filiformes que se cierran sobre si formando anillos persisten en el tiempo.

El interés por las estructuras vorticales tiene su aparicion como area de estudio cuando
Thomson (1867) posteriormente Lord Kelvin, escribiera su trabajo “On vortex atoms”, en el que
sugiere que los vortices anulares mencionados por Helmholtz corresponden al verdadero atomo.
A partir de esta consideracion, los &tomos se consideran como una forma especial de movimiento
rotacional en un cierto fluido homogéneo, con lo cual la materia corresponderia a un modo
particular de dicho movimiento. Durante los siguientes afios se desarrollaron las bases
matematicas de la teoria de vortices bajo la pretension de construir una formulacion adecuada
para este modelo atébmico. Sin embargo, tal proposito pasé al olvido afios antes de la muerte de
W. Thomson en 1906, debido a los constantes exitos del modelo atémico asociado a J.J.
Thomson, Ernest Rutherford y Niels Bohr. No obstante, la teoria de vortices y el interés que ésta

impulso, se convirtié en objeto de investigacion para la hidrodindmica tedrica.

Por otra parte, en lo que se refiere a los anillos de vértice su estudio ha sido extenso y
relevante para la comprension de los flujos vorticales, por medio de diversas perspectivas
analiticas, experimentales y numéricas, como lo muestra Widnall (1975). En lo que respecta a
modelos analiticos, se identifican dos tipos de solucion al problema de traslacion de vértices
anulares, correspondientes a una distribucién uniforme o lineal de vorticidad en la seccion

transversal del vértice.

En este capitulo, se muestran los métodos de solucién que han sido utilizados mas
frecuentemente para el problema de la traslacion de vortices anulares de seccion transversal
pequefia. Donde son distinguibles dos tipos de formulacion: la primera basada en una solucion
integral del potencial asociado al anillo y la segunda basada en la solucion diferencial de su

funcién de corriente, propia de la simetria axial del vortice. La recapitulacion de estas técnicas y



sus consideraciones, cobra importancia en esta investigacion dado que ello brinda las
herramientas para resolver de manera analitica la traslacion de vortices eslabonados. Sin
embargo, antes de presentar estas técnicas se introduce la ley que determina los efectos que un

vortice tiene sobre la region espacial exterior a éste, conocida como la ley de Biot-Savart.

La fig.4 muestra una fotografia del tipo de vortices anulares que fueron inicialmente

investigados en los comienzos de la dindmica de vortices

Figura 4. Fotografia transversal de un vortice anular.
Tomado de Lim & Nickels: Fluid Vortices, 1995, p. 96.

2.2 Ley de Biot-Savart

En mecénica, el movimiento de un sistema fisico es establecido completamente cuando es
determinada su evolucién temporal. Para ésto, se establecen las interacciones de los elementos
internos que constituyen el sistema y los efectos externos capaces de trasmitir momentun. En un
fluido, igualmente, el movimiento viene especificado por el campo de velocidad, generado ya sea
por interacciones internas o externas al fluido, cuya dependencia con el tiempo determina la
estacionaridad del movimiento. A partir, del teorema de descomposicion de Helmholtz (J.Z. Wu,
et al 2005), se encuentra que todo movimiento (representado por un campo vectorial de
velocidad) puede ser descompuesto por dos campos bases; uno de los cuales es solenoidal, u,

(sin divergencia o sin compresibilidad) y el otro irrotacional, u, (sin vorticidad).

Para el caso de vortices eslabonados, conocer los efectos de la vorticidad en el campo de

velocidad resulta fundamental para el problema de traslacion. Pues el campo de velocidad
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asociado permite el movimiento la estructura vortical. Los efectos mencionados son discutidos
por Batchelor (1967), quien parte por reescribir el campo de velocidad, u, para la region interior

al voértice como
u=u,+u, (D

Donde u, es un campo solenoidal e irrotacional propio de las condiciones de contorno del
sistema y u,, el campo asociado a la vorticidad existente en el fluido. Note, que u, ha sido
omitido, ya que el fluido sobre el que se encuentra la estructura eslabonada es incompresible,

entonces
V-u,=0 ; VXu,=w (2)
De suerte que resulta natural definir un potencial vectorial, A, tal que
u,=VxA (3)

De las definiciones anteriores y usando la identidad vectorial V x (V x 4) = V(V - A) — V2A
junto con la condicion de norma, V - A = 0, se obtiene que
w(x")

1
VA = —w - A(x) = yp f TalV(x’) (4)

Donde x' es la posicién sobre la cual se define el vértice, x es la posicion sobre la cual se

desean evaluar los efectos del mismo y s = |x — x'| . Se sustituye (4) en (3) y se encuentra para
(1) que

1 !
w0 =~ [ 2 vy (5)

Es importante resaltar la analogia existente entre la ecuacion (5) y la formula
electromagnética que relaciona la distribucion estacionaria de corriente en un volumen dado con

su campo magneético asociado (figura 5), quedando de manifiesto la siguiente analogia:

Al igual que la corriente eléctrica induce un campo magnético en el espacio bajo

consideracion, la vorticidad induce un campo de velocidad en su entorno

El campo inducido al que se hace referencia, es un campo exterior a la region donde es

establecida la vorticidad y para el cual hay un campo de velocidad interior desde el que ésta se



define. El campo exterior como el interior debe acoplarse continuamente en la superficie que
divide dichas regiones, que resulta ser la superficie del vortice. Entonces, el campo exterior se
modifica a medida que el campo interior también lo hace, es decir, a medida que la vorticidad

cambia de una distribucion a otra.

Caso Hidrodinamico Caso Electromagnético

Figura 5. Representacion de los campos inducidos correspondientes a la ley de Biot-Savart para los
casos hidrodindmicos y electromagnéticos donde w es la vorticidad, u el campo de velocidad inducido,I la
corriente y B el campo magnético inducido.

2.3 Los anillos de Helmholtz

En lo que se refiere a la hidrodindmica teorica el trabajo de Helmholtz es el punto de partida
de cualquier investigacion. Por este motivo, resulta de interés mencionar como su trabajo y
formulacién abrié las puertas al problema de los vértices anulares o, como él los Ilama, al de

filamentos circulares.

El estudio de Helmholtz (1858) surge a partir de la importancia que le da a los flujos que no
admiten un potencial de velocidad asociado, para los cuales en su momento no era conocida
ninguna integral de las ecuaciones de movimiento. Helmholtz (1858), llega a la existencia de
flujos vorticales, y a su importancia, al demostrar que en un fluido acotado bajo la condicion de
no penetrabilidad en el contorno la existencia de un flujo potencial no es posible. A partir de
ésto, dos tipos de flujos excluyentes caracterizan el comportamiento de los sistemas fluidos, a
saber, los flujos potenciales que no admiten rotacion de sus elementos de fluido y los vorticales
que si la admiten. Helmholtz (1858), encuentra la ecuacion de vorticidad bajo el supuesto que las
fuerzas actuantes sobre el fluido son potenciales, con lo que obtiene los teoremas que deben

satisfacer las regiones con vorticidad, a saber
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v" No es posible que un flujo adquiera vorticidad diferente a la inicial cuando las
fuerzas actuantes sobre el sistema son derivadas de algin potencial.

v' Las particulas de fluido que pertenecen a una linea de vorticidad evolucionan
trasladandose sobre dicha linea.

v" Bajo las condiciones donde se cumple el teorema de Kelvin, el flujo neto de
vorticidad es nulo a lo largo de un filamento de vorticidad. Entonces, los vortices
filiformes pueden terminar en los contornos del fluido, cerrdndose sobre si mismo o
terminando en puntos dentro del fluido en donde la vorticidad es nula, (Velasco Fuentes,
2007).

Para encontrar una integral a las ecuaciones hidrodindmicas correspondientes a los flujos
vorticales, con la consideracion de incompresibilidad, Helmholtz (1858) estableci6 el campo de
velocidad en términos de las funciones potenciales (P, L, M, N). Donde el potencial (P) satisface
la ecuacion de Laplace (propia de la condicion de incompresibilidad) y los potenciales (L, M, N)
satisfacen ecuaciones de Poisson (propias de las componentes de vorticidad). Las soluciones de
este sistema diferencial, para el caso de un filamento anular en un fluido no acotado, permiten
concluir que el vortice se mueve aproximadamente uniformemente y paralelo al eje del vortice.
La estacionaridad del movimiento se encuentra en el caso limite en que el radio de la linea

central del vortice es muy grande respecto a las otras dimensiones del vértice.

La uniformidad del movimiento encontrado por Helmholtz (1858), para los vortices anulares,
es establecida por la constancia de la energia cinética durante su movimiento. Sin embargo,
Helmholtz (1858) no determina una expresién analitica para este movimiento. Lo cual motivo a
diferentes investigaciones, con diferentes interpretaciones en relacién a la geometria de los
filamentos, las dimensiones fisicas de los vértices y la distribucion de vorticidad en su seccion

transversal.

Las interpretaciones y por tanto los resultados que surgieron en relacién a la velocidad con la
que se trasladan los vortices anulares son de tres tipos (Meleshko & Aref, 2007). Los cuales se
diferencian entre si por el valor de la constante C en la expresion a continuacion

r 8
Vanitio = Fro (log =0 C) (6)

1
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Donde T es la circulacion del vortice, r, el radio de la linea central del vortice y r; el radio de
su seccion transversal. Entonces, para diferentes consideraciones de la distribucién de vorticidad,

C tiene los siguientes valores caracteristicos

1. Cuando la distribucién de vorticidad dentro de la seccion transversal varia
. . . . , . 1
linealmente con la distancia al eje del vortice anular, C = "

2. Cuando la distribucion de vorticidad dentro de la seccion transversal se considera
uniforme, C = 1.

3. Cuando el vértice se considera hueco, caso en el cual el fluido dentro de la seccion

. . 1
transversal se considera una zona de estancamiento, C = >

En lo que sigue se discuten los métodos que relacionan las distribuciones de vorticidad
. 1 . . . . ;. P
asociadasaC =1y C = " Es decir, que se determinan las consideraciones fisicas y los métodos

matematicos utilizados para encontrar la solucion al problema de traslacion.
2.4 Distribucion de vorticidad lineal

Como se menciono en la introduccion Kelvin fue el principal pionero en la construccion de la
formulacién de la dinamica de vértices, y su mayor contribucion es el teorema de circulacion.
Kelvin (1867) inspirado en el trabajo de Helmholtz (1858) sobre los filamentos circulares
establece sin demostracion por primera vez una expresion analitica para la velocidad de traslacion

de un vértice anular. Donde es considerada una seccion transversal con distribucion de

vorticidad de la forma lineal er' Tal que
0

V=— (log%—l) (7)

4TTT) T1 4

Donde r; es la seccion transversal del vortice, considerada pequefia respecto a la dimension
del radio de la linea central del vortice, r,. La velocidad de traslacion V en términos de la

velocidad del fluido en la superficie de su seccion transversal (V; = wry) y de la velocidad en el

. r . .
centro del anillo (V, = ;) satisface las relaciones
0

V—rl—lls(log%—l)

- 27Ty 71 4



12

y o),

27T

Las cuales permiten concluir que V >V, y V < V.. Los esfuerzos por corroborar el resultado
de Kelvin, establecieron métodos Utiles para solucionar el problema de traslacion por

autoinduccion en estructuras vorticales.

Hicks (1885) se basa en el hecho que los potenciales propuestos por Helmholtz (1858)
satisfacen una ecuacion de Poisson y que su combinacion permite construir una funcion de
corriente de Stokes, para el campo de velocidad exterior al vortice. La solucion para la funcién de
corriente, es encontrada en términos de armonicos toroidales, que son soluciones a la ecuacion de

Laplace para un dominio toroidal.

Dyson (1893) desarrolla alternativamente el calculo para determinar el movimiento
estacionario de vortices anulares basado en los calculos para los potenciales de los anillos de
fluido en Saturno. Dyson (1893) supone una distribucion de vorticidad lineal para la seccién
transversal del vortice anular. Encuentra la solucion al problema de traslacion mediante el uso del

operador desplazamiento, que en general simplifica los célculos de induccién.

En el estudio del problema de traslacion de vértices eslabonados, el método de Dyson (1883)

resulta fundamental, como se vera en el capitulo 3.
2.5 Distribucion de vorticidad uniforme

Hasta el momento se han mencionado los métodos de solucion desarrollados para determinar
la traslacion de vortices anulares, con distribucion lineal de vorticidad en la seccién transversal.
En lo que sigue, se considera el problema de traslacién de un vértice anular con distribucion de
vorticidad uniforme en la seccidn transversal. Consideracion que resulta valida para vortices
infinitamente delgados, donde un promedio de la distribucion de vorticidad real en el interior del

vortice resulta ser una buena aproximacion.

Thomson (1883) soluciona el problema de traslacion de vortices anulares y eslabonados
(figura.1), basado en las soluciones explicitas de la ecuacion de Biot-Savart (5). Un aspecto que
caracteriza principalmente el analisis de Thomson (1883) es la forma en que realiza la
evaluacion del efecto autoinducido del vortice debido a su campo inducido, con el fin de evitar

los problemas de convergencia existentes en (5). Para esta evaluacion, procede a partir de dos
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hechos puntuales: Primero, la superficie del vértice es una superficie material. Segundo, el campo
inducido puede ser evaluado en la superficie del vortice para evitar cualquier tipo de singularidad.
Thomson (1883) encuentra la traslacion del vortice, por comparacion, entre la velocidad obtenida
por el caracter material de la superficie del vortice y la velocidad obtenida por la ley de Biot-
Savart. Es importante resaltar que el campo inducido con el que trabaja Thomson (1883),
corresponde al de un vortice anular muy delgado. Consideracion que permite despreciar la
distribucion de vorticidad en la seccion transversal del vortice y considerar, por el contrario, su

valor promedio concentrado en la linea central del vortice.

La principal razén de las discrepancias en los resultados mostradas en la figura 1, esta ligada
al hecho que para ambas categorias de vortices (filiformes y tubulares) hay distribuciones de
vorticidad caracteristicamente asociadas (la uniforme y la lineal). Esto, limitado a la importancia
que se le dé a los efectos de la seccidn transversal del vortice, tanto por su tamafio como por la

distribucion de vorticidad que pueda organizarse alli.

El trabajo de Thomson (1883) es importante para la presente investigacion ya que su

metodologia se utiliza para evaluar los campos asociados a los vortices eslabonados de interés.
2.6 Limitaciones metodoldgicas

En el capitulo 1 se expuso el problema de investigacion y hasta el momento en lo que se lleva
del capitulo 2 se han presentado los métodos de anélisis clésicos para la solucion al problema de
traslacion de vortices anulares. Sin embargo, aunque los métodos aqui expuestos hacen referencia
al problema de traslacion, la geometria de los vortices de interés (figura 3) es diferente a la
configuracién de los filamentos clasicamente estudiados (figura 4), para el caso de una
distribucion lineal de vorticidad. Por el contrario, para el caso de una distribucion uniforme de
vorticidad, la geometria de los filamentos de la investigacién clasica coincide con los propdsitos
de investigacion presentes mas no con los correspondientes a los efectos de la seccion transversal
del vortice. Donde es importante resaltar que es objeto de esta investigacion presentar resultados
de traslacion en los que los efectos de la distribucion de vorticidad en la seccién transversal del

vOrtice son tenidos en cuenta.

Las diferencias mencionadas anteriormente, hacen que los métodos expuestos anteriormente
no puedan ser aplicados de manera directa. A continuacion, se listaran las razones por las cuales

no es posible esto



i) Los métodos en los que se emplea la funcion de corriente de Stokes (por
ejemplo el método de Hicks) suponen una simetria axial para la distribucion de
vorticidad. Sin embargo, los vortices de interés resultan ser no coaxiales y en
forma de circulos armoénicamente perturbados. Con ésto, la seccion transversal del
vortice cambia de direccion por su propia curvatura y torsion a lo largo del &ngulo
axial del toro sobre el cual se encuentran los vortices.

i) Los métodos de induccion (por ejemplo el método de Thomson) resultan
ser muy apropiados (en su planteamiento mas no en su solucion analitica) para
filamentos con geometrias arbitrarias. Dado que estos métodos sobrepasan las
dificultades generadas por las asimetrias presentes en la configuracion de los
vortices de interes. Sin embargo, el método es insatisfactorio a la hora de
introducir los efectos de la seccion transversal debidos a la distribucion de

vorticidad alli.

14
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Capitulo 3

Método de expansion multipolar

3.1 El método

El método de expansion multipolar se basa en la idea los campos solucién de la ecuacion de
Biot-Savart, son fundamentales para conocer el movimiento inducido y autoinducido por una
region con vorticidad arbitraria. En este sentido, este método resulta ser en esencia similar al
planteado por Thomson (1883). Su principal diferencia radica en el hecho que el método
multipolar brinda informacion sobre los efectos adicionales que tiene la existencia de una

distribucion de vorticidad en la seccion transversal del vortice, por la curvatura del vortice.

La velocidad fuera del vortice tubular se determina como solucion de la ley de Biot-Savart
para un dominio estipulado. Sometido a condiciones de frontera que garanticen la continuidad de
las variables fisicas en todo el espacio. La importancia que se satisfaga este acoplamiento permite
resaltar el hecho que: EI movimiento del filamento no depende Unicamente de la distribucion de
vorticidad en la region interior de la seccion transversal sino también de la geometria del
filamento de vortice que define su frontera. Como discuten Callegari & Ting (1978), trabajo que
en adelante seréa citado como CT (cuando se haga referencia a una ecuacion en ese articulo se

usard, por ejemplo, CT Al).

El método de expansion multipolar ha sido utilizado por Fukumoto & Okulov (2005), trabajo
que en adelante sera citado como FO (cuando se haga referencia a una ecuacion en ese articulo se
usara, por ejemplo, FO 5), para la determinacion del campo inducido por un vortice helicoidal
inmerso en un fluido no acotado. La relevancia inmediata de este método para los propésitos de
esta investigacion, radica en el hecho que los autores presentan un mecanismo basado en

aproximaciones asintéticas del parametro &, expresado como

radio seccion trasversal del vortice

radio de curvatura del vortice

que permite tratar de manera aproximada a la ley de Biot-Savart para distribuciones de

vorticidad localizadas en estructuras tubulares de seccién transversal finita.
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La idea fisica que sustenta el uso de métodos asintéticos para establecer soluciones correctas
al problema del movimiento de vortices filiformes o tubulares nace de las caracteristicas
observables experimentalmente en los flujos con vorticidad. Donde se puede considerar que la
totalidad de vorticidad en estos flujos estd concentrada en regiones delgadas parecidas a tubos y
lejos de estas regiones considerar campos de velocidad basicamente irrotacionales.

Antes de empezar con la descripcion formal del método y su aplicacion a la categoria de
vortices de interés se considera pertinente presentar con antelacion un esquema maés cualitativo
del método. Esto, con el proposito de hacer mas comprensible la formulacion presentada en este

capitulo.

El método de expansion multipolar es Gtil para solucionar indirectamente de manera analitica
la ley de Biot-Savart, dada una cierta distribucion de vorticidad. EI método plantea su
formulacidn a partir del potencial vectorial, A, del campo inducido por un vértice tubular, el cual

es descrito mediante un sistema coordenado local de Frenet-Serret. Donde

w(x") )

Mm=£f ]

El método de expansion multipolar analiza el potencial, separadamente, por las cantidades
constituyentes que lo definen, a saber la configuracion geométrica del vortice y la distribucion de
vorticidad en el mismo. El término correspondiente a la geometria es simplificado haciendo uso
de la expansién en Taylor del operador desplazamiento de Dyson. Por otro lado, la distribucién
de vorticidad es rescrita como una expansion en series de potencias del parametro €. Sin
embargo, la expansion asociada a la distribucion de vorticidad es restringida a los requerimientos

impuestos dindmicamente por las ecuaciones de movimiento.

Una vez son llevadas a cabo las expansiones, se introducen en la expresion para el potencial.
Donde se encuentran todos los efectos del grosor del vortice concentrados a lo largo de su linea
central. Cada término en esta nueva expresion integral representa un efecto adicional
correspondiente a la seccion transversal del vortice. Asi por ejemplo, el primer término
encontrado representa el efecto de la geometria del vértice, con una distribucién de vorticidad
media concentrada a lo largo de su linea central. EI segundo término representa los efectos de la
curvatura sobre la distribucion de vorticidad en la seccion transversal del vortice y el tercer

término representa los efectos correspondientes a la deformacion de la seccion transversal del
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vortice. Finalmente, la traslacién del vértice se determina siguiendo el método de Thomson
(1883) descrito en la seccion 2.5, una vez es solucionado el problema integral al que se reduce el

calculo analitico de la velocidad inducida.

Asi descrito el método, lo que resta del capitulo se encuentra organizado como sigue: En la
seccion 3.1.1 se describe localmente el vortice desde un sistema de Frenet-Serret. En la seccion
3.1.2 se establece la forma en que debe ser expandida la vorticidad para soluciones interiores de
las ecuaciones dindmicas de movimiento en términos de una distribucion inicial dada. En la
seccidn 3.1.3 se establece la expansion geométrica del potencial vectorial del campo inducido en
términos del sistema coordenado local y con esto se expresa la ecuacion integral para el
potencial. En la seccion 3.2 se aplica el método al caso bien conocido de un vortice anular para
establecer su velocidad de traslacién. En la seccidn 3.3 se aplica el método al caso de un vértice
anular perturbado que vive sobre la superficie de un toro. En la seccion 3.4 se encuentra la
velocidad de traslacion de un par de vortices anulares perturbados formando una configuracién
eslabonada. Finalmente, en la seccion 3.5 se presentan las discusiones de dicho resultado de

traslacion.
3.1.1 Descripcion local de un filamento de vorticidad

Una manera adecuada en que puede ser presentada la ley de Biot-Savart para facilitar
desarrollo en expansiones, es mediante la descripcion de un sistema coordenado local (Frenet-
Serret) el cual se mueva con el filamento. La descripcion a partir de dicho sistema es ilustrado en

la figura 7.
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R — radio local de

X curvalura
1 — normal
b— Binormar

Figura 6. Sistema coordenado para la linea central de un vértice tubular

En la figura se tiene una curva que representa la linea central de un vortice tubular el cual se
mueve en el espacio y es descrito por el sistema coordenado rectangular fijo con vectores
unitarios (i, k). Si s representa la longitud de arco de la linea central del vortice tubular desde
un punto de referencia P, en un tiempo de referencia, t, entonces la linea central del vortice puede
ser descrito paramétricamente como X(s,t) = X(s, t)i + Y(s,t)j + Z(s,t)k (CT, p. 167). De
manera que desde un sistema coordenado local dicho filamento resulta ser especificado por los
vectores unitarios tangente (%), normal (i) y binormal (B) los cuales satisfacen las formulas
Serret-Frenet (CT A.1) para la curva dada X (s, t), tal que

oX 0t ob on

5= 1o ; S KOR 5 o= —ToRi 5= (Th — k%)o (8)

Donde k es la curvatura, T la torsion y o un factor de normalizacion. Los cuales estan

definidos explicitamente como sigue (CT A.2 a,b,c)

10b _ 95
= —_——— . g =

1 a%|
o 0s

:; & = |Xs| (9a,b,c)

K

o1
(%)

Donde 3(s, t) la longitud de arco en el tiempo t.
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El vector posicion de un punto P en el fluido fuera de la region en que es definida la linea

central del vortice tubular es expresado como (CT A.3)
Xp=xi+yj+zk=X+rf (10)
O de otra manera en un sistema local rectangular, se tiene que (FO 1)
Xp = X + rCosfi + rSinpb (10a)

Donde el punto coordenado P es medido a partir del sistema de referencia curvilineo (?, P, §)
local sobre el vortice filiforme. # es un vector unitario sobre el plano definido por los vectores
normal y binormal, ¢ es el &ngulo medido desde el eje marcado por el vector normal, en un plano

normal a 8, con § el vector unitario a lo largo del filamento.

El sistema coordenado curvilineo (7, ¢, $), tal como fue obtenido, presenta una dificultad
basada en el hecho que el sistema curvilineo no es ortogonal en general. La no ortogonalidad, es
debida en particular a la torsion que presenta el vortice, la cual cambia el origen del angulo ¢
respecto al vector normal a lo largo de la linea central del vortice. Por este motivo, se reescribe la
coordenada angular del sistema curvilineo, tal que la referencia del &ngulo se mantenga fija a
pesar de los cambio en la normal por la torsion del vortice. Con lo que se establece el sistema
ortogonal (7,8, 8). Donde (CT A.4yA.5)

06,

0=¢—206, donde Fya

—oT (11)

Los vectores unitarios asociados a este sistema ortogonal, son definidos como (CT A.6y A.7)
7 =17(0,s,t) = iCos(0 + 6,) + bSin(6 + 6,) (12)
8 =0(6,s,t) = bCos(6 + 6,) — ASin(6 + 6,) (13)

El diferencial de un punto coordenado cualquiera x estd dada a partir de la expresion

diferencial de (10), como
dx = dX + vdr + rdr (14)

Que en términos de las propiedades del sistema coordenado local de las formulas de Frenet-

Serret (8) se tiene que
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dX = tod : d'\—a?d +a?d9 14
= %ods : P=ocds oo (14a)

A partir de las ecuaciones (12), (13) y (8) se encuentra que (CT A.9y A.10)

Toe o To C(9+9)A+(690+T>§ 14b
5= ; o5 = ~KaCos )+ (o= +To (14b)

Sustituyendo las ecuaciones (14a,b) en (14) se encuentra que (CT p.168)
R R _ a6, _
dx = o[1 —krCos(0 + 6,)]Tds + rdr + r0d6 + r (E + Ta) 0ds (14)

Sin embargo, de la definicidn (11) el dltimo término de (14) es nulo. Entonces, los factores de

escala propios de este sistema coordenado quedan definidos como (CT A.12)
h,=1 ; hg =71 ; hs = o[l —krCos(6 + 6,)] (15)

Como se ha mencionado con anterioridad, una de las cantidades més relevantes en el problema
del movimiento de vortices tubulares es la de su distribucion de vorticidad. Entonces, resulta
pertinente expresar dicha cantidad a partir del sistema de referencia local. Por definicion, se tiene
que la vorticidad es definida como, @ = V X u. Donde el campo de velocidad es expresable en
términos del sistema local como u = X + uf + v@ + wi con X = (X - #)? + (X - 8)8. La razon
por la cual X -8 =0, esta basada en la condicion que al vortice ser una region material la
velocidad del fluido debe ser igual a la velocidad del vortice en al menos un plano normal a la

linea central del vortice (CT p. 169). Con lo anterior se tiene para la vorticidad que

h,# heB ht
1 9 9 9
hyhohs\ or 00  0s
hrur heue hsus

Donde u, = (X - #)7 + u, ug = (X-0)0 + v y u; = w, donde se encuentra que (FO 4,5y 6)

_1ow 16v+0 Sin(6 + 6,) 16}(,9 16
Or=3960  hyos hg M o) " Bs (16a)
O L T Cos(8 +60) + 0K 16b
0= T 9r Thos TR, WO8 o) T as T (16D)
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wg = (=——F—-— (16C)

La importancia de los resultados de esta seccion en el método de expansion multipolar radica
en que a partir de una descripcion local se definieron las ecuaciones (16) para las componentes
de vorticidad. Las definiciones de estas componentes resultan Gtiles en la expansion de la
ecuacion de vorticidad para soluciones interiores. Ademas, los factores de escala (15) permiten
redefinir el elemento de volumen asociado al dominio en el que se encuentra el vértice en

términos de sus propiedades geométricas como se lleva a cabo en la seccién 3.1.3
3.1.2 Expansion de vorticidad para soluciones interiores

La expansion propuesta para la vorticidad, que facilite los célculos de induccion deseados, no
es arbitraria sino que debe seguir los requerimientos impuestos por las ecuaciones dinamicas que
gobiernan el flujo en la regién interior al vortice. Para establecer estos requerimientos se
escribiran las ecuaciones de Euler y de Helmholtz de manera adimensionalizada, donde las

variables adimensionalizadas ( )* son distinguidas por el siguiente escalamiento (FO A1)

r = 0oygr ; S = Rys ;0 X =RyX ; K=R—O ; T=R_0 ; t=Tt
(,0,w) = — (v, W) p=t 5 x=ix ; Zo(DYp e
uv,w)=—(wW",v,w ; = ; == vy —=\—/—]| P
0o Ro Pr 0o

Donde pf es la densidad del fluido, p la presion del fluido, o, y R, son el radio de la seccion

transversal del vortice y el de curvatura, respectivamente. (u, v, w) son las componentes de la
velocidad orientadas radialmente, angularmente y a lo largo del filamento, respectivamente. A
0o

partir de estas definiciones generales, la razon de aspecto & queda expresada como & = -
0

Sean las ecuaciones de Euler con ausencia de fuerzas de cuerpo
Du Vp
Dt p

y las ecuaciones de Helmholtz

Dw
—=(w-VYu—w-Vu
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Entonces, a partir del escalamiento (17) las ecuaciones de Euler toman la siguiente forma (FO

A2, A3, Ad)

Jdu

eX-e. +e?lu+w(-e) — (e, - eg)ag

+£[ (e )] X +6u+ c i 6u+ (E)u_)
hSW er(t-e, sas e, 35 okw(Cos¢ 5 50 v

op

= __F 1
3 (18a)
.. . . . dv
e3X - eg + €2 [v+w(t-e9)—(er-e9 )%
£ W+ e2r(t - e))] 0X +6v - N v LY (av )
h w+e‘r(t- e, sas €p s okwSing ua Y
10dp
__1lop 18b
r a6 (18b)
.. . ow
3% T+ 2 [W—u(t-er)—v(t-ee)—(e,,-eg)%
£t etree 2 p s 2% _ _usi
+ . [w+e“r(t-e,)] (s R T+ R ok(uCos¢p — vSing)
d wva e dp
_ = - 1
+(u6r+r69> h, s (18¢)

Similarmente, la componente longitudinal de la ecuacién de Helmholtz queda definida como

sigue (FO A5) a partir de las ecuaciones (18a) y (18b)

e2[{ — (i -e)w, — (T eg)wg| + £ [w+ e2r(i-e,)] X %_ ok(w,Cos¢p — a)gSiml))]

hg ds
6{ ¢ wvad
—& (er eg) ua—+;%

6w+w96w (0w &0 e Sing) +52 oX 184
“rar 90 T En a5, ulosh —vSing)¢ | Fo T )¢ (18d)

Por la definicion del campo de velocidad (3), se tiene que u = V x A. Para el caso en que la

componente tangencial del potencial se defina en términos de la funcion de corriente 1, tal que
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A-T= hil,[). Las componentes de velocidad en el plano normal a la linea central del vortice
S

quedan establecidas como (FO A7 y A8)

0 0Y €04, N Y o
u_Eﬁ_h_SK_g[(X n)Cos¢>+(X b)Sln¢] (1961)
ocdyY ¢ 0A N .~
V= _h_sﬁ-i_h_s asr+£[(X-n)Slnq,’>— (X-b)Cosqb] (19b)

El pardmetro ¢ en las ecuaciones (19) aparece por el escalamiento realizado a la funcion de

corriente y a los factores de escala (FO p. 15)

Resulta aparentemente contradictorio que en el anélisis de un vértice filiforme de geometria
arbitraria pueda ser posible hablar de funcion de corriente. Termino usado frecuentemente para el
caso en que los flujos se consideran bidimensionales o axialmente simétricos. Sin embargo, la
introduccién de una funcién de corriente en la especificacion de las componentes de velocidad
(19), bajo la descripcion local, corresponde a la proyeccion del flujo sobre su seccién
transversal. Esta aproximacion requiere que las contribuciones transversales de la vorticidad sean
lo suficientemente pequefias. Requerimiento que resulta valido para el movimiento cuasi
estacionario de los vortices. Entonces, resulta valido introducir la funcion de corriente i (FO 24),

tal que Y(x) = (1 — krCos¢)A - 7, la cual queda escrita a partir de los factores de escala (15)

COMOA-T= hilp.

S

Si se sustituyen las ecuaciones (19) para (u, v) en la componente longitudinal de la vorticidad
(16c) se encuentra una condicion auxiliar que relaciona la funcion de corriente, ¥, con la
componente de vorticidad, {. A primer orden en & esta condicidén auxiliar queda establecida
como (FO A9)

10/ 0P\ 10% eo (9P Sing oy hy
;a(rﬁ)h—zwm—f(a 0s$p —— %)—‘;f (19¢)

Donde se ha hecho uso de la condicion de norma.

La expansion de la vorticidad, supone la posibilidad de expresar las soluciones de las

ecuaciones (18) en términos de una expansion en series de potencias en el parametro €. Tal que

u=eu®+-  ; v=vO0@r)+ev®@+. ; w=eaw®+2w®@ +... (20)
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ayp©
or

Y =90, t) +ep® + .. donde v©® =-—

La componente angular de la velocidad tiene una contribucion a orden cero a diferencia de las
otras dos componentes. Diferencia que se encuentra acorde con el hecho que la componente de la

vorticidad dominante es la longitudinal.

La importancia que tiene la contribucién a orden cero de la velocidad angular, v (r, t), es el
hecho que a partir de su dependencia temporal el estiramiento de las lineas de vorticidad puede
ser introducido (FO 15). Esta dependencia se manifiesta cuando velocidades angulares diferentes,
correspondientes a dos secciones transversales del vortice, vecinas entre si, causan un gradiente
de presidn que estira o contrae la region entre las secciones. Sin embargo, en el caso estacionario
dicha dependencia no existe y el perfil de v(? resulta ser de la forma v(® (r). Adicionalmente, el
caracter inviscido de las ecuaciones de Euler permiten considerar a v® como un perfil inicial

arbitrariamente escogido.

La sustitucion de la expansion (20) en las ecuaciones de vorticidad (16a —c) permite
encontrar soluciones para las componentes de vorticidad en la forma de las ecuaciones (21a).
Los términos asociados a cada orden hacen referencia a procesos fisicos caracteristicos segun el
tamafio de la razdn de aspecto del vértice. Los coeficientes que acompafian a €™ se determinan

por las ecuaciones de gobierno a orden n. Entonces

w, = ezw,gz) + ; wy = ezwéz) + -

; (= Z(O)(r) + g((l) + (21a)
La ecuacion (18) a orden cero, establece para el coeficiente ¢(? la siguiente definicion

1d
Z(O) = ;E[rU(O)] (Zlb)

Por otra parte, la ecuacién de Euler (18a) a orden cero establece una expresion para la

presién al mismo orden, tal que (FO B6)

AROTNE
p(O)zj [UO(T)] d_r/
0

,r.l

Similarmente, a primer orden la ecuacion de vorticidad (18d) resulta expresada como (B7)
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ROOT I
u@® gr +— 20 = kv @O¢OSing (22)

Donde el coeficiente de la expansion (™ es obtenido por integracion de la ecuacion (22). Sin
embargo, su determinacion requiere conocer la contribucion a primer orden de la componente de
velocidad u, es decir u™. La cual es obtenida a partir de las ecuaciones (19a, b) a primer orden.
Donde la funcién de corriente a primer orden, por simplicidad se considera satisface la siguiente
relacién (FO B9)

Yp® = [Kl[}(l) + rBl(i)]Cosqb + [m/)(l) + rBS)]Sinqb (23)
Con
(0) 0
104 o 104 :
€) 1 0 : W _ 2 (0) =
B, —Ja—;—TATZ —X©.p ; B, —;a—;+TAT1 +XO©.q

Donde la componente radial del potencial A( ) es descompuesta como A(O) = A(O)Cosqb +

A(O)Slmp Por tanto, las expresiones a primer orden en las componentes de velocidad son
obtenidas, tal que (FO B11y B12)

K[ ~(1) ... ~
u® = ——[${PSing — Py Cosg| (24)

@)
p@ — {[azg _ o ©

0 (1D
Cos + %Sinq’)} (24b)

La sustitucion de la ecuacion (24a) en (22) permite la determinacion de {9 via la integral de

la ecuacion (22) con respecto a 6, donde se encuentra que (FO B13 'y B14)
(W = K[ 1)Coscp + ((I)qub] + (él)(r) (25a)

con

1 d((O)
v©® gr

P - [at/)(l) + r((o)] ; P - at/)(l) donde a= (25b)

Donde la funcion axialmente simétrica {él)(r) puede ser absorbida dentro de la funcion

arbitraria ¢(© para el caso inviscido. Por otra parte, las ecuaciones para 1,[1(1) y lpg), que definen
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la funcién de corriente (23), son determinadas por la sustitucion de la ecuacion (25a) en la

condicidn auxiliar (19¢), con lo que se encuentra que (FO B15y B16)

(02 10 1 1 .
ﬁ + ;a — (T_Z + a) l/)ii) = U(O) + 27"((0) (26a)
5t ra (ra)|i =0 (26b)

La solucion de este conjunto de ecuaciones, que garantice que la solucion sea finita en r = 0,
es de la forma (FO B17 y B18)

(1) _ @ (D . >~ _ ()
11 =W e v©® ; 12 = €12 v©

Con

2 T d ! re
™ __ o)’ f r f 1] (0) (ot N2 ot
Y. =v + r vV (r dr
H {2 o @012 ), [ ( )]
(€] €]

Con c¢;;" Y ¢;5 constantes que dependen de la posicion del origen » = 0 en el sistema local.

Para el caso en que el origen se encuentre en un punto a lo largo de la direccion de la normal al

7 - . s .. 5
vortice y donde su seccion transversal resulte ser simétrica, se encuentra que cﬂ) = —5002 y

¢P) = 0, (Fukumoto & Moffat 2000).

Hasta el momento se ha presentado la expansién tipo perturbativa para una distribucién de
vorticidad arbitraria, en la region interior del vortice. Donde los coeficientes de la expansion
resultan establecidos segun los requerimientos de las ecuaciones de movimiento. La importancia
de los resultados de esta seccion en el método de expansion multipolar radica en la ecuacion

(25), la cual determina los efectos a primer orden en & de la distribucion de vorticidad.
3.1.3 Expansion asintética de la ley de Biot-Savart

En esta seccion se analiza la ley de Biot-Savart correspondiente a un vortice tubular, en el cual
la distribucién de vorticidad es principalmente dominada por la componente longitudinal a lo
largo de la linea central del vortice. El analisis es llevado a cabo a partir del potencial vectorial
asociado al campo inducido, el cual es definido por (5) como sigue
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10 = [l e

Como se ha mencionando, la expansion multipolar de la ley de Biot-Savart requiere la

descripcion de ésta en términos de un sistema coordenado local. En el cual el elemento

diferencial dV’ es definido a partir del determinante de la trasformacion jacobiana aE~¥ Zi Tal

que,
dV' = h hghs = ro(1 — kX)drdfOds = (1 — kX)dXdjds.

Con (%, ¥, s) son las componentes cartesianas de un punto interior al vortice, descrito a partir
de un sistema coordenado local. El plano formado por X — ¥ se encuentra normal a la linea
central del vortice y paralelo a su seccion transversal. Donde s es la componente a lo largo del

vector tangente 7. Por definicion, se tiene que ¥ = rCosf 'y y = rSiné (ver figura 7a).

Establecido el elemento de volumen, las coordenadas locales y el hecho que la componente de
vorticidad longitudinal, w(x") = {%, es dominante. Se encuentra para el potencial la siguiente

expresion

_ i ((f, 5;' S)f-(l - Kf) ’
AN =47 ﬂ |x — X — %A — b| v (27a)

Donde el vector posicion del vortice, se encuentra definido como, x' = X + ¥f + 7b.

El subindice || indica el hecho que se esta representando la contribucion longitudinal de la
vorticidad unicamente, lo que supone a dicha componente dominante en los efectos de induccion.
Sin embargo, para mayor claridad en la notacién dicho subindice ser4 omitido de aqui en

adelante.

Con el proposito de hacer més simple la ecuacion (27a), se hace uso del operador
desplazamiento, andlogamente a Dyson (1893). EI mecanismo esencial del operador
desplazamiento es tal que cuando es aplicado a una funcién su aplicacién resulta en una funcion
idéntica a la original pero trasladada un cierta cantidad propia del operador. Por ejemplo, para el

caso unidimensional, dado el operador L se tiene que (Dyson 1893, p. 1082)

LIf)] = flx+ 1) donde Lt = et;_x
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Entonces si f(x) = Fl)ﬂ se puede definir el operador £ = exp[—%(fi- V) — 5(b - V)], tal que
(FOp.3)

1
Xl |x—X-zn - yb|

L] = expl-5-W) - 3(B- V)] —

El operador nabla esta definido respecto al argumento de la funcién, es decir a lo largo del

vortice. Entonces, la ecuacion (27a) toma la siguiente forma (FO 12)

1 -
A(x) = Ef ds Uf {(%,7,5)8(1 — k%) exp[-%(A-V) — (b - V)] . Xl}da?dfz
(27b)

En lo que sigue, se expande en series de Taylor el operador desplazamiento. Con lo que el
potencial vectorial queda expresado como (FO 13)

A(x)
1 o~
=Efds{f ((az,y,s)(l—Kf—f(ﬁ-V)—fl(b'V)

+%[£2(ﬁ V)% + 2850 V)(b- V) + 72(b - V)°| + k22 (@ - V) + k57%( - V)

+ ) o) }dazdy (27¢)
lx — X|

Esta ecuacion representa la expresion que deben satisfacer los campos inducidos debido a un

voértice con geometria y distribucion de vorticidad arbitraria. La expansion establecida entre

paréntesis es propia de la geometria del vértice y principalmente del grosor asociado a éste. Los

términos aqui involucrados representan los efectos en la induccion, debidos al grosor del vértice

y por ende a la distribucion de vorticidad existente en la seccién transversal del mismo.

La expansion del potencial vectorial correspondiente al método de expansién multipolar,
requiere se introduzca la forma expandida de la vorticidad {(X,¥,s). Entonces, a partir de las

ecuaciones (21) y (25) la vorticidad queda reescrita como (FO 14)

((X,3,5) = {o + C11C0s¢ + {12Sing + (51 Cos2¢p + -+ (28)

Donde
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La potencia en k indica el orden de la expansion asintética. En fi(;‘),

el supraindice k
indica el orden de la expansion, i el modo de Fourier con j=1 y 2 correspondiente a las
componentes independientes Cos(i¢) y Sin(i¢g), respectivamente. (Recuerde: x representa la

curvatura del filamento)

La importancia que tiene la ecuacion (28) en el método de expansion multipolar es
fundamental. La descripcion local de la vorticidad en esta ecuacidn, relativa a la linea central del
vortice, descompone la vorticidad en efectos independientes entre si que contribuyen a la
distribucion de vorticidad. La dominancia de cada efecto resulta representada por el orden de la
expansion. Asi, a medida que son retenidos los primeros ordenes de la expansion, los efectos
asociados resultan ser mas apreciables para vortices de razon de aspecto mas pequefia. Por
ejemplo, a orden cero (contribucion monopolar), {,, representa la condicion inicial en la
distribucion de vorticidad del vortice. Donde dicha condicién inicial (como un promedio de la
distribucion en la seccion transversal) es concentrada a lo largo de la geometria prescrita por la
linea central del vortice (ver figura 7b). Por otro lado, los términos correspondientes al primer
modo de Fourier (contribucién dipolar) representan el efecto de los déficits y excesos de
vorticidad alrededor de la condicion inicial establecida a orden cero, y los cuales son debidos a la

curvatura del vortice (ver figura 7b).

(@)
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©

& @&

Monopolo (remolino) Dipolo (fuente - sumidero)
(b)

Figura 7. a) Coordenadas interiores a la seccion transversal del vortice, (%,¥), para el caso de un vortice
tubular anular de radio de linea central a, seccion transversal e sobre un plano a una altura 3. b)
visualizacién de los campos de velocidad referidos a los efectos de orden monopolar y dipolar, arriba
caso 2D y abajo caso 3D.

Una escogencia apropiada del origen del sistema coordenado local, permite en el termino

a primer orden de (28) omitir el segundo modo de Fourier, ya que cg) = 0. Entonces, el primer

modo de Fourier a primer orden representa una distribucién dipolar con su eje a lo largo del

vector binormal, debido a que el angulo, ¢, es medido respecto al vector normal.

La dependencia entre la distribucion de vorticidad en el interior del vértice y su geometria,
resulta mas clara a partir de las definiciones (22) y (24a) involucradas en el primer orden de la
expansion (28). El analisis de la seccién anterior permitio encontrar la ecuacién diferencial (22)
que satisface a primer orden el coeficiente no nulo, {;,, del primer modo de Fourier. Donde se
encuentra que la dependencia de este coeficiente con el angulo 6 existe en la medida que exista la
curvatura asociada al vortice (lo cual se obtiene mediante una sustitucion de 24a en 22).
Fisicamente, la curvatura trae consigo estiramiento en las regiones interiores al vortice lo cual da
origen a cambios en la seccién transversal de dichas regiones dado su caracter material. Sin
embargo, este proceso debe satisfacer el teorema Kelvin, para lo cual surgen distribuciones de

vorticidad propias de la curvatura del vortice (ver figura 9).
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En lo que sigue, se retienen los términos a primer orden en la expansion (28), tal que (FO

p. 3) {(X,¥,s) ={(X,y) = + KZS) (r)Cos¢. Donde se introducen en la ecuacion (27c¢). Por
tanto, el potencial resulta descompuesto aproximadamente por dos contribuciones, la debida a

efectos monopolar y a efectos dipolares.

A(x) = A(X)y + A(X)g (29)
Donde (FO 17-18)
T z(s)
Am(X) = E |x——X(s)|dS (30)

A(x)y = %j {r@ (%[(ﬁ W2+ (b-V) + k(@ \7)])

- 7(s)
- KZS) [K + (n : V)]}lx——X(s)ldS (31)
Con T lacirculacion y T'® y Zﬁ) los momentos de vorticidad, que se definen como sigue

(FO 19)

0]

PO . _ . @ _ 5 (7 2,
I = 271]0 r{Odr : ré = 271]0 r3¢@dr 7 = 27‘[J0 ri{; dr

El primer termino en (29), representa a primer orden el potencial asociado al campo de flujo
inducido por un vortice tubular, cuya distribucion de vorticidad es promediada y concentrada a lo
largo de su linea central, ecuacion (30). Por otra parte, las formas de z§11> y T'®) hacen evidente
que el termino de correccion A(x), tiene en cuenta la estructura interna de la seccién transversal
del vértice. Sin embargo, una simplificacion adicional es realizada sobre el potencial dipolar

A(x)4, con el proposito de hacer mas simples los célculos correspondientes.

Las segundas derivadas en la ecuacion (31) pueden ser rescritas al establecer la identidad

A-v)?2+(b- V)2 = V2 — (% - V). Donde se hace uso del hecho que (FO 20)

1

VR x®l

0 para x+X (32)

como especifican Fukumoto & Okulov (2005), el corazon del método de expansion

multipolar es cancelar la mayor cantidad de términos en la etapa de la formulacién del problema,
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a partir del uso combinado del operador desplazamiento y la naturaleza armoénica de la ecuacion
(32). Por lo que la ecuacion (31) puede ser simplificada teniendo en cuenta que (FO 21)
R 1 . 1 0 1
(307 P W PO N S R S
|lx — X(s)| X/ |x — X(s)| ds |x — X(s)|
Por tanto, después de una integracion parcial la ecuacion (31) toma la siguiente forma (FO 22
y 23)

1((r® - 1
A(x)”d = _Ef {g (Ksﬁ + KTb) + d(l)K‘i’(K + (ﬁ : V))}lx_—x(s)ldS (330,)

Donde el subindice s en la curvatura indica una diferenciacion parcial con respecto a s, con

1 © 1 °°
d® = —{[271 f rZ{ﬁ)drl ——[271 f r3{(°)drl} (33b)
4m 0 2 0

las ecuaciones (33) suponen que el perfil @ es uniforme a lo largo del vortice y que la

derivada de I'® respecto a s es despreciable durante la integracion parcial.

Obtenido el potencial vectorial (30), Fukumoto & Okulov (2005) concluyen que el termino
dipolar es una correccién a los efectos de la distribucion de vorticidad en la seccion transversal
del vortice. Esta correccion, resulta representada por el campo inducido de una linea de dipolos a
lo largo de la linea central del vértice con su eje en direccion binormal (ver figura 8). La
distribucion de vorticidad en esta correccion, resulta como consecuencia de la curvatura del
vortice. De manera que, las lineas de vorticidad sobre el lado convexo se estiren y las del lado
céncavo se contraigan. Consecuencia de este proceso, sobre el lado convexo la vorticidad
aumenta y sobre el lado concavo disminuye, lo que genera zonas de vorticidad opuesta en la
seccidn transversal del vortice (dipolos), ver figura 9. Finalmente, resulta importante notar que el
dipolo en mencion corresponde a un dipolo fuente sumidero ya que éste mantiene la singularidad

del problema sobre la linea central del vortice.
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Vortice tubular

convexo

Figura 8. Se representa el efecto que la curvatura tiene sobre las regiones interiores al vortice tubular y
el cual se manifiesta mediante estiramiento y contraccion de las regiones interiores a la seccion transversal
del vortice.

Una vez establecido el método formalmente, en la siguiente seccién se aplicara la expansion
multipolar para el caso de un vortice anular. El proposito de esta aplicacion es familiarizarse con
la técnica y el método en un caso bien conocido y discutido. Para asi, proceder mas seguramente

en el caso de nuestro interés, a saber, el caso correspondiente a vortices eslabonados.
3.2 Traslacién de un vortice anular

La solucion del problema de traslacion para vortices anulares, se obtiene a partir de la
evaluacion del campo inducido en la superficie de dichos vdrtices. La obtencién de este campo
mediante el método de expansion multipolar, requiere establecer la distribucion de vorticidad
inicial, (@, en la seccion transversal del vértice. El vértice anular en cuestion, se considera posee
una distribucién de vorticidad, inicialmente uniforme, con una seccion transversal circular e
indeformable. En este caso, el perfil inicial de velocidad angular, v(®), se supone proporcional a
la distancia radial sobre la seccion transversal del vortice e inversamente proporcional en la

region exterior a ésta.
El vortice anular de esta seccidn posee un radio de seccion transversal ;. Donde el potencial
(29) queda definido en términos de los parametros (F(3),d(1),((°),2511)). La especificacion

explicita de estos parametros, para el vortice anular, es posible a partir de la definicion arbitraria

para el perfil v (r). Tal que
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( r r (r<n)

2
vO() = {2 (34)
o >
Por tanto
r
1d 27 ] (r<mn) o <
(@ = ;E[W(O)] Jr ar Lamr, = {mr (r<m) (35a)

rdr [271] r>r) 0 (r>mr)

De las ecuaciones (25) se define una expresién para a. A partir de un escalamiento adecuado
para (35a) que permita establecer la funcion Heaviside H, tal que

¢© 1 0<r<r
H(r—r1)=—={0 r>ri

(F/ m"f)

d . d
Por tanto —[H] = §(r —r1), 0 lo que es lo mismo 5[5(0)] = lﬂ/ﬂr12 8(r — ;). Entonces

2nry T 2 . -
a= 7;1m6(r -1) = T—S(r — 1), para lo cual se ha evaluado la velocidad en la superficie
1 1

del vortice, es decir, se ha hecho v® = v (r,). Con lo que se encuentra que (FO 37)

r
- <
(1) I:allj(l) + T{(O):l T[le r r= TI (35b)
0 r>n

Se usan las ecuaciones (35a) y (35b) para definir la intensidad del dipolo d™,
correspondiente al primer orden de la expansion multipolar, definida por (33b). Donde se

encuentra que

1 m nr 3
dW = — —Zﬂf —r3dr —= an =——TIr? (35¢)
4m o T nr1 lém

Finalmente, para el momento de vorticidad I'® se tiene que

T r
r® = an —r3dr = -1 (35d)
o TTY 2
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A continuacion, se especifica la geometria del vortice anular en el sistema coordenado local de

Frenet-Serret. Con el proposito de llevar a cabo el calculo de las integrales (30) y (33a).

El problema de convergencia que presenta el campo de velocidad inducido obtenido por la ley
de Biot-Savart, debe tenerse en cuenta para la evaluacién de los efectos inducidos y
autoinducidos. En la figura 9, se ilustra el hecho que la induccidn al ser una evaluacion exterior
no tiene problemas de convergencia. Sin embargo, para la autoinduccion el problema de
convergencia es claro sobre la linea central del vortice. Por lo cual todo efecto de autoinduccion

es evaluado sobre la superficie del vortice.

Efecto autoinducido

Efecto inducido

&

Figura 9 A la izquierda la evaluacion del campo inducido, a la derecha la evaluacién correspondiente al
caso autoinducido, en la figura x representa la posicion de evaluacion, x” la posicion del vortice y A la
diferencia entre dichas posiciones.

La geometria para el vortice anular resulta especificada por el siguiente conjunto de vectores

unitarios
T = —Sinfi + CosBj tangente unitario
n = —CosOi — Sinj  normal unitario
b=k binormal unitario
1
K=— curvatura
To

T=0 torsion
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Donde 6 representa la coordenada angular, respecto al eje x, y 1, el radio de apertura del

vortice. De suerte que el potencial monopolar (30) queda expresado como

—Sinfi + Cosbj

Frof
Jr2 + 18 + &2 = 2rrgCos(p — 6)

A, (x)=— do

Donde las coordenadas (ry,0,z") especifican un punto sobre el vortice filiforme y las
coordenadas (r, ¢, z) un punto arbitrario fuera del vértice. Donde se define § = z — z'. Entonces,
de la definicién (5) el campo de velocidad monopolar queda expresado como sigue, una vez el

potencial vectorial es descompuesto como A,,(x) =Am(x)xi+Am(x)yj+Am(x)ZE Con

A, (x),k = 0 para el caso de un vértice anular. Por tanto

u, = V X Am(x) — aAm(x)y i+ aAm(x)xj + <6Am(x)y _ aAm(x)x)E

0z 0z dx oy

= Ui + Vppf + Wik

Por simplicidad se define g = r2 + 2 + &2. Por lo que se encuentra explicitamente que

n 1,C0s6 m 1oSind .
m____f Ql———j ae|j
0z |4m \/q — 2rryCos(p — B) 0z|4m )y \[q — 2rryCos(p — 6)

( 2n roC0s0 dal
dx |4 0 +/q—2rryCos(p —6)
ofr rer 7,5iné -
+=— —f do| | k
dy [4m J \/q — 2rryCos(p — 6)

. . . . a
Para determinar el campo monopolar inducido, es necesario tener en cuenta que: a—‘Z’ = 2¢,

09 _ . 0r 24 _, 0o : _o) =
o = 2T oy 2ray. Ademéas del hecho que 2rryCos(p —0) = 2rry[CospCosO +

SinpSinf=2r0xCos6+ySinb. Las cuales que resultan ser expresiones Utiles en el calculo de las

componente del campo monopolar inducido. Asi que por diferenciacion directa se obtiene que

r r@r éryCosB 1 (36a)
Uy = — a
"o4m), [q — 2rryCos(p — 9)]3/2




37

r (%- ErySind 10 (36b)
Uy = —
" An), [q — 2rryCos(p — 9)]3/2

Y para la componente vertical

r 2 Cos@ 1\ /0 0
Wy, = _{J. 70205 = (——) (_q — —[2rryCos(¢ — 9)]) do
4t (Jo  [q - 2rryCos(p —6)]/2\ 2/\0x 0x

+L2n ’ —2rr0rgiir(l<i—0)]3/ ( 1) (Zz aa [2rryCos(p — 9)]) }

r {J‘Z" 10C0s0
w,
A, [q — 2rryCos(p — 0)]

m r,Sind
+ j (TOSmH —rSing)do
o [q—2rryCos(p — 0)]

(ro CosO — rCosp)do

Asi que simplificando se tiene que

I' (*"1ry2 —15(xCosO + yS m@)
Wy, = —
" an ), [q — 2rryCos(p — 60)] /2

(360)

El célculo del campo dipolar como la correccion sobre los campos de induccion obtenidos
por las ecuaciones (36a, b, ¢), es establecido para determinar los efectos que tiene la distribucion
de vorticidad en la seccidn transversal del vortice. Para lo cual se usara la ecuacion (33), que

resulta simplificada por la geométrica del vortice anular, tal que

1 2(s)
= —— (€] n -
A(x)4 > f dOk(xc+ (R V) = XG)] ds
3rr? (2™ (1 —Sinfi + Cosbj
. ~+ @V do
32 fo (ro + (@ )> X — X(s)|

A(x), = 3”12[2” Sind [~ + (C 00 _ sino )]
Ma=""3; 0 m o 0y T |x — X(S)I

21 1 0
Cosf |—+ | —Cosf — — Sinf ——dfj
[ os0 oo+ (oo g sim0 ) oy }

resolviendo las derivadas, el potencial dipolar queda expresado como
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1>(8q 21 C 0)
2 ax T'O 0S

1>(aq 218 9) doi
2) 5y roSin i

1>(aq 21.Si 9)
2) 5y roSin

1)(0‘7 21 C 9) 46 i
2 ax T'O 0S ]

1
(— E) (=2rCos¢p — 2ryCos8)

1
) (—2rSing — ZTOSinH)} doi

1
) (=2rSing — 21,Sind)

1
_ (— E) (=2rCosq — ZrOCOSB)} dejl

3Fr1 2 Sin@
Ax)g = f
7 \/q 2rryCos(p — 6)
Sin8Cos6
+ 3 (
[q — 2rryCos(p — 6)]72
Sin?6
+ 3 (
[q — 2rryCos(p — )] /2
2”{1 Cosb6
o
o \To4/q— 2rryCos(p — 6)
SinfBCosO (
[q — 2rryCos(¢p — 9)]3/2
Cos?6 (
lq — 2rryCos(p — 6)]°/2
3Ir2 1 Sin6
Ax)g = - U {__
32m | J, To\/q — 2rrCos(p — 6)
Sin8Cos0O
+ 3
[q — 2rryCos(p — 6)]72
Sin?6
+ 3 <__
[q — 2rryCos(p — 0)] 2\ 2
2”{1 Cosf
; f —
o \To/q—2rryCos(p — 6)
SinBCos0O (
[q — 2rryCos(p — 9)]3/2 2
Cos?6
[q — 2rryCos(p — 6)]7/2
3[‘7-12 Sin6

1Sind

Ax)q =

1
N +
32m Uo { To\/q — 2rryCos(p — 0)

l[q — 2rryCos(p — 0)]/2
Cos6

[q = 2rryCos(p — 6)]
Sinf(rCospCosO + rSin(pSinH)} 104
— i

15C0s60

2 1
[T -
o (To\/q —2rryCos(p — 6)

[q — 2rryCos(p — 0)] %

l[q — 2rryCos(p — 9)]3/2
CosH(rCosq)CosB + rSmgoSmH)} i A]
J

(37)
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Descomponiendo el potencial dipolar, se tiene que
A(x)g = Ag(x) i+ Ag(x)yj + Ay (x),j

Con A4 (x),k = 0 para el caso de un vértice anular. Por tanto, el correspondiente campo de

velocidad dipolar queda determinado como

04q(x)y - 044 (x)xj 4 <aAd(x)y _0A4a()x ) 2

ud=V><Ad(x)=— >k=udi+vdf+wdk

0z 0z 0x dy
3T rf fZ” éryCosf 46 3T Zfz" 3¢ryCos6 46
321y )y [q — 2rryCos(p — 9)]3/2 32m = Jg [q — 2rryCos(p — 0)]5/2
3r 2T 38Cos6(xCosO + ySind
L3 ZJ‘ &CosOB(xCosh + ySinh) 6 (380)
32w = J [q — 2rryCos(p — )] */2
3l 1} jzn érySind 4 3r ZIZ" 3¢1,Sind 46
Vg =——— — T
¢ 32 15 Jo [q — 2rryCos(p — 0)]3/2 32m o [q—2rryCos(p — 9)]5/2
3r 2 38Sin0(xCosO + ySinh
L ZJ‘ &SinB(xCosb + ySin ) (38h)
32w = J [q — 2rryCos(p — )] /2

3T [rlz J‘Z" 1,C0s6 ( 1) <6q oy 9) i
wy =—|= —=){==—2r,Cos
32m |15 Jo  [q — 2rryCos(p — )2\ 2/ \ox °
2m 1,C0s0 3\ /0
-1 f 0 = (— —> (_q — ZrOCOSG) de
o [q—2rryCos(p — 0)] 2\ 2/ \0x

2 12”{ CosO(xCosO + ySinh) ( )(aq oy C 9)
T = |{=—=—2r,Cos
"o [q — 2rryCos(p — 9)]5/2 2/ \ox °

Cos?6
N _ }d@l
[q — 2rrCos(p — 6)] /2




3T [r2 (%" 1oSind 1\ /9q _
+37 —2.[ 3 (—E> (a——ZTOSln9> do
T Jo [q — 2rryCos(p — 0)] /2 y
m 1,Sind 3\ /0
— 17 f ° - (— —) (—q - ZTOSin9> do
o [q—2rryCos(p —0)] /2\ 2/ \0y

2 fz"{ Sinf(xCosH + ySind) ( 3) (aq 2y Si 0)
T — =) (== - 2r,Sin
' [q — 2rryCos(p — 0)]5/2 2/ \dy ’

Sin20
4 _ }dgl
[q — 2r7oCos(p — O)] /2

_— 3T [rlz J‘Z"rOCOSH(—rCoscp + 21,Cos0) 40
i =—|=
32m |1y [q — 2rryCos(p — 0)]3/2
12” 31,Cosf(—rCosq + ZrOCOSO)
—r
! 0 [q — 2rryCos(p — 6)] 2
2 j‘Z” {Cos@(xCosH + ySin@)(—rCosp + 2r,Cos0H)
T
! 0 [q — 2rryCos(p — 9)]5/2

+

[q — 2rryCos(p — 0)]7/2
27 31,Sinf (—rSing + ZrOSmH)

e jo [q — 2rryCos(p — )] 2

o jZ” {3Sln9(XC059 + ySmB)(—rSingoS+ 21,Sind)
0 [q — 2r7yCos(p — 6)]/2

Sin20
+ i }del
[q — 2rryCos(p — 6)] /2

Resolviendo, se encuentra que

Cos?6 } ﬁ 2T 1, Sinf(—rSing + 21,Sind) 40
15 Jo [q — 2rryCos(p — 9)]3/2

Wq =

32m q — 2rryCos(p — 0)] /2

N j‘zn 31ry(xCosO + ySinB) — 3(xCosO + y.‘5mt9)2
T
! 0 [q — 2rryCos(p — 6)] */z

2T 1
+r12f = dé?l
o [q—2rryCos(p — 0)] /2

3T [rlz fZ” — 19(xCos8 + ySin) 46 — fZ” 3192 — 31ry(xCosh + ySLnB)
— T
7o [ o [q—2rryCos(p —0)] */2

40
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3T 2T 210% — 19(xCosO + ySmH)
32m 1o J. [q — 2rryCos(p — 6)] /2
5 2T 3192 — 615(xCos0 + ySinh) + 3(xCosh + ySmH)2
e fo [q — 2rryCos(p — 0)] 2

Wq =

3T lrf fZ"ZrO —ro(xCost9+ySm9)
wy =—|=
47 32m To [q — 2rryCos(p — 0)] /2
27 [y — (xCosO + ySinH)]?
e [ro — ysind)] del
o [q—2rryCos(p —6)] /2

(38¢)

Con el fin de simplificar las ecuaciones (38a, b, ¢), no son retenidos en las componentes de

velocidad los términos a orden O (1/r5)' Entonces

3T 2 (27 &ryCosf
Ug = ——Zf 7~ do (38a)
32mrs Jo  [q — 2rryCos(p — 6)] /2
3T 2 (27 r,Sind
Vg = ——Zf —do (38b)
32mrs Jo [q — 2rryCos(p — 6)] /2
3T 12 (272192 — 19(xCos6 + ySind
Wy = n 0 o Y )dH (38¢)

32m o [q — 2rryCos(p — 9)]3/2

El desarrollo de las integrales (36) y (38), necesario para la obtencién explicita del campo de

1
[q—2rroCos(@—0)1/2

velocidad, se lleva a cabo mediante una expansion en Fourier del término

1

Para lo cual se expandird el caso mas sencillo d& ———— =~
[qr—Cos()] /2

donde la expansion resulta

expresada como

1
[q' — Cos()] 72

= ¢y +c1CosyY + c,Cos2Y + -+- + ¢, Cosny (39a)

Donde los coeficientes de Fourier ¢, resultan definidos como sigue

dp  (39b)

Cp =— Co=17—

1]‘2” Cosny i _ 1 (%® 1
o [q' - Cos()]*/2 ' 21y [q' — Cos()]’/2
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La solucion para los coeficientes de Fourier (39b) es llevado a partir del modelo de Thomson
(1883). Donde se indica un método practico para determinar los coeficientes de Fourier de una
serie en términos de coeficientes de Fourier mas sencillos de obtener. Por ejemplo, determinar c,,

a partir de los coeficientes b,, correspondientes a la expansion

1
[q' — Cos()] /2

= by + b,Cosy + b,Cos2y + -+ b, Cosnyp (40a)

b .on Cosny a . ) :i 2m 1
"ol [q’—Cos(lp)]l/z ’ °2m o [q"—Cos(¥)]

——dy  (40b)
/2

De la comparacion entre las ecuaciones (40) y (39), es posible obtener las siguientes

relaciones (Thomson 1883, 22)

2n+1

@ =D (q'bn — byy1) (41)

Ch =

donde

con k? =

T[
2 z d¢
b0: - f :
nJq +1Jo 1 —k2Sing

T
. . - d 4
Para el caso en que k sea cercano a la unidad, la integral es f&#@,: logk—, con
- 1

k, = V1 —k? (no confunda este k con el asociado a la curvatura). Con ésto, los coeficientes

(3.33b) quedan definidos como

b, =£{1—%G—nz)x}{log@—élf(n)}—ng—nz) con x=q -1

Donde f(n) =1+ § + % + -+ ﬁ Entonces, de la ecuacion (41) se tiene para (39b) que

Cp = E 2 (nz — %) {log@— 4f(n)} — (nz +§>l (42)

T |x 4
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Obtenidos los coeficientes de Fourier (42) asociados a la funcion (39a), los coeficientes son

1

—. Por lo cual las
[q—2rr¢Cos(p—6)] /2

reescritos de manera adecuada para la funcion de interés

integrales que definen los coeficientes de Fourier, toman la siguiente forma

C, = 1 .f 2n Cosnp dy entonces c, = ! f 2” Cosny
"ol [q—2rryCos()]*2 " @)’ do g - Cos)]
con
, q {r—1)?+¢% {r+1)2+8&) 24x {(r+n)*+¢&%
q ;X = ;o 2+ x = ; =

~ 2, 217, 217, ox {r—r)? 482

Establecida la expansion de Fourier. El calculo explicito del campo de velocidad inducido
resulta simplificado, como se muestra a continuacion
r (%« &ryCosf I (2% &ry[CospCosy — SinpSinp] p

Uy = — dg = —
" An ), [q — 2rryCos(p — 6)]3/2 4 J_, [q — erOCosw]B/Z

r

Uy = ———————
" 4n(2rr0)3/2

2m—@
f érg[CospCosy — SinpSiny][cy + c,Cosyp + -+ + c,Cosnp|dy
-

Simplificando por las condiciones de ortogonalidad, u,,, es expresada como sigue

r

Uy = ————
" 47r(2rr0)3/2

2m—@
Eroclf CospCos?ydy
-9

Entonces

Uy = ——Erpc1Cos@ (43a)
" 4(2rr0)3/2 o
Igualmente, para v, se tiene que
r (%« éryCosf 1 [ (29 &r[SinpCosg + SinpCosy]
v, = — - —
™ An), [q — 2rryCos(p — 9)]3/2 4m)_, [q — erOCosd)]B/Z
r 2T—¢@
% f &rg[SinCos + SinpCosyl[cy + ¢,Cosy + -+ + c,Cosnp|dy
-

" 4n(2rr0)3/2
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Simplificando por las condiciones de ortogonalidad, v,, es expresada como sigue

r 2m—¢@
Uy = —3/57‘001[ SingCos*ydy
4 (2rry) /2 -
Entonces
r
Uy = —EroclSlncp (43b)
4(2rr0)

Finalmente, para la componente vertical del campo monopolar se tiene que

I' (?"1ry? —19(xCosO + yS mH)
Wy = —
" an), [q — 2rryCos(p — 60)] /2

T (%" o2 2T ro(xCos(P + @) + ySin(y + ¢)) }
=— dip — d
4m {fo [q — eroCos¢]3/2 v J0 q — eroCosw]B/Z v

l" ,roz fZTL'
w,, = —3—— co + ciCosyp + -+ c,,Cosny|d
m 4T {(2rr0)3/2 o [ 0 1 lp n lp] lp

rox[CospCosy — SinpSiny]
f l[q — 2rryCosy] *a
J‘ 0y Smt/)Cos<p + SingpCosy] dt/)}
— 2rryCosy] */2

dy

r { 2¢oTo”

w, = —{——

" 4w (2rr0)3/2
ToX

2
- —3f [CospCosy — SinpSiny][cy + ¢;Cosy + -+ + ¢, Cosny|dy
(2rry) /2 Jg

T 2T
— ﬁj; [Sim/JCos<p + Sin(pCOSl/J] [CO + C1COSl/) + -+ CnCOSnl/J]dl/)}
0

Simplificando por las condiciones de ortogonalidad, w,,, es expresada como sigue

I ZCOT‘OZ ['ryxc,Cos ['ryxc,Sin I 260r02 ' ryeur

42rr)*e A @) 4 @)’ A e A2y’
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r
Wy, = —(Zcoro — roclr) (43c¢)
4(2rr0)

De esta manera, a partir de las ecuaciones (43) es determinado explicitamente el campo
monopolar inducido por un vortice anular. A continuacion, se procede igualmente con el célculo
correspondiente a los campos de correccion dipolares. Los cuales representan los efectos, en la
velocidad, debidos a la distribucion de vorticidad en la seccion transversal del vortice, que es

afectada por curvatura del mismo. Entonces, de las ecuaciones (38)se tiene que

3r r érgCosB
Ug = 3 do
32mrg 5 [q — 2rryCos(p — 0)] /2
= 33 2 (2rr0)3/2 . os(yY + ¢)lcy + c,Cosy cpCosnp|dy
3l rf T 2n=¢
Uy = iz o 3 f [CospCosy — SinpSin][cy + c,Cosyp + -+ + ¢,Cosny]dyp
321 TO (ero) /2 —

3T 77 Erochosgofzn_‘PCOSdew _ 3T 1 {ryc1Cos

Ug = -
321 TO (ero) /2

32 TOZ (2rr0)3/2

3
Ug = —S/ZfrochOS(p (44a)
32(2rry) 72

Por otro parte,

3l rf (% £r,Sind
Va = __zj —do
321y Jo [q — 2rryCos(p — 6)]72
3r 2 éry jZn ‘PS. W+ D)lcs + ciCosip + -+ ¢ Cosmapldip
= ) cee n
32mry (2rT0)3/2 _ m P)lCo T 1008 tnLOS
Va = 3o 3 J [Cos@Siny + SinpCosy][cy + c,Cosy + -+ + ¢,,Cosny|dy
Ty (2rry) /2~

3T rZ &ryc, Sing
327‘[1‘02 (2rr0)3/2

3Fr1 éryc Sing
32 TO (27‘1‘) /2

Vg =

2m—¢
J Cos*ydy =
-
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3Irf
= 281904 Sing (44b)

Vg=—""7
32(2rry) /2

Y finalmente,

ii 2T 2102 — 19 (xCosO + ySind) 0

YT )y g - 2rmCoste — )] 2
_3r ﬁ[ 21,2 fzﬂ-fp 1 "
32m75 |(2rre) /2 )= [q' = Cosyl™/2
ToX 2=¢ Cos(y + @) oY ¢ Sin(y + @)
_<2rro>3/zf-¢ [q' — Cosy]”/2 _<2rr0)3/zf-<p [q' — Cosy]/2
3l r? 1 2n=¢ 1 =% Cos(y + @)
" = 327 ) eroz Lo @ —cosy L,, [a' - cliszp(%/z W

. fzw Sin(p +¢) l
)y = cosyl

Se resuelve mediante la expansion en Fourier establecida y se simplifica a partir de

propiedades de ortogonalidad, tal que

3rr? 1
Wy = =
‘7 32 (2rr0)3/2

[41y%mcy — roxme,Cosep — royme,Sing]

31

= ——=————[4ry%cy — 1orc4]
321y (2rr0)3/2

Wq
Notese que el primer término dentro de los corchetes cuadrados tiene un factor de 2,

“adicional”, el cual resulta de la diferencia entre las definiciones de los coeficientes c, Yy ¢qy. Por

tanto

3r rf

=————[8rry,c, — 2r%c 44c

Wy

Los resultados dados por (44) especifican el campo de velocidad inducido por el vértice, con
la correccion dipolar deseada. Por tanto, el campo inducido total queda expresado como la

superposicion de las contribuciones monopolar y dipolar dadas por las ecuaciones (43) y (44),

tal que
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3Irf
¢roc1Cosp + ——————

U=Up+U = —5— 2¢érc Cosg (45a)
" 4(2rry) 2 32(2rr,) />
r _ 3Ir? _

V= Uy + Vg = ———5- 8190 Sing + —————2¢rc; Sing (45b)

4(2rry) /2 32(2rry) /2

r 5 3r rf 5

W= Wt Wy = g (2coro® — ToC7) + PR [8rryco — 212¢q] (45¢)

4(2rry) /2 (2rry) /2

La determinacién de la velocidad de traslacion se obtiene a partir del hecho que la superficie
que acota el vortice anular es material. La cual es especificada en coordenadas cilindricas como

sigue, vease figura 10
p =19 +1rCosy (46a)
z =3+ nrSiny (46b)

Donde 3 representa la posicion a lo largo del eje z del plano del vortice

n

/-\ o To X
/

Figura 10 Representacion en el plano meridional de un vortice anular

La aplicacion de la condicidon de una superficie material sobre la superficie del vortice anular,
a saber que la variacion material sea nula, es posible para la ecuacion (46b). Entonces, la

componente vertical de esta condicion resulta especificada por

_ W

=7 (47)

d
w =d—i+r1C05)(.X con X

Con lo que se evidencian dos contribuciones a la velocidad vertical, la primera debida a
efectos de traslacion (primer termino de la ecuacion (47)) y la segunda debido a los efectos de

rotacion internos en el vortice (segundo término de la ecuacion (47)).

La relevancia de la ecuacién (47) para el problema de la traslacion del vortice, radica en el

hecho que esta expresion permite una comparacion con la velocidad vertical, evaluada en la
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superficie, obtenida a partir de la ley de Biot-Savart (45c¢). Para lo cual se debe tener en cuenta
que
{r—m)?+8%}  rf

r=p ;i §=nSmy ;  x=———r——=—
0 0

Donde 77, = 1 + riryCosy =~ r¢. Asi, los coeficientes de los que depende la componente
vertical del campo de velocidad inducido (45c) quedan expresados como.

b V2 4r0 1 " 64 3 \/‘ 4r0 6472\ 3
=7 72 4 log 72 4

V2[arg 3 6418 71 V2[4r¢ 3 641\ 5
C1—7 T__<lg —4f(1)>—zl— - T—Z<l0g T12)+Zl

Donde se utilizaron las siguientes relaciones f(0) = 0y que f(1) =1

Los términos asociados a la contribucion interna, distinguidos por ser coeficientes de Cosy,

son omitidos. La velocidad de traslacion del plano del vortice queda definida como

d3 I'ry? 30 112
— =————(2¢y — 1) + —=———=[8c(y — 2¢4]
dt 4(2rr0)3/ 1 32( T-r ) / 0 1
donde
dg T (l 81 1) N r (3) 48
dt  4mr, °9 7 4mtry \4 (48)

3.2.1 Discusioén

La expresion (48) resalta como el primer término a la derecha resulta ser la contribucién a la
traslacion debida al efecto puramente monopolar (equivalente al resultado de Thomson 1883).
Donde se considera el promedio de la vorticidad en la seccion transversal al vortice concentrada a
lo largo de su linea central. Por otra parte, el segundo término representa la contribucion a la
traslacion debida al efecto dipolar. La cual tiene en cuenta la distribucion de vorticidad en la
seccion transversal del vortice, debida a los efectos de curvatura del mismo. Finalmente, la suma

de ambas contribuciones, resulta en la siguiente expresion para la velocidad de traslacion
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dg T (lo 81, 1) (48)

E_élrtro r_l_z

Que equivale a los resultados de Kelvin 1867. La importancia de esta seccion mas que la
obtencion correcta de las expresiones analiticas es la interpretacion fisica asociada a cada
término en la solucion (48). Adicionalmente es importante notar como a partir de la
consideracién inicial de una distribucion de vorticidad uniforme, el resultado del método de
expansion multipolar concuerda con el resultado del modelo de Kelvin. Para el cual la
distribucion de vorticidad lineal era considerada como una condicion inicial estacionaria, ver
Fukumoto & Moffat (2000)

3.3 Campo inducido de un vortice anular perturbado

En la seccion anterior se uso el método de expansién multipolar para familiarizar al lector con
la técnica y el procedimiento requerido para conocer la traslacion de un vértice tubular
correspondiente a su autoinduccion. Ahora bien, la formulacion del problema (capitulo 1)
requiere que los vortices involucrados en el eslabonamiento se supone sean de la forma mostrada
en la figura 11. Entonces, el campo inducido por los vortices involucrados en el eslabonamiento
resulta diferente al encontrado en la seccidn anterior, debido a la perturbacion armonica que sufre

el vortice anular para encontrarse sobre la superficie del toro deseado.

Figura 11. Representacion geométrica de los vortices involucrados en el eslabonamiento. r, es el radio
del toro sobre el cual se encuentran los vortices anulares, r; es el radio de la seccidn transversal del toro, e
es el radio de la seccidn transversal de los vortices, mientras 6 es el angulo longitudinal del toro y ¢ su
angulo meridional . Tomada de Velasco Fuentes (2013).
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Para determinar el campo inducido por el vortice de la figura 11, mediante el método de
expansion multipolar, se comienza por establecer su geometria. De suerte que a partir de un

sistema coordenado cilindrico, se tiene que
p =19+ a,Cos(nf) + B,Sin(nb) (49a)
z =3+ y,Cos(nf) + §,Sin(nb) (49b)

Que en coordenadas cartesianas toma la siguiente forma

x = pCos(0) = [ry + a,Cos(nB) + B,Sin(nB)]|Cos(6) (50a)
y = pSin(0) = [ry + a,Cos(nh) + B,Sin(nd)]Sin(H) (50b)
z =3+ y,Cos(nb) + §,,Sin(nh) (50¢)

Donde los pardmetros (a,, Bn, Yn, 65) SON cantidades pequefias, dada la razon de aspecto del
toro inmaterial. Entonces, a partir de las ecuaciones (50) se establece el sistema coordenado de

Frenet-Serret (ver apéndice A), tal que

Vector tangente:

T= ri{—rOSin(B) — Sin(0)[a,Cos(n@) + B,Sin(nbd)]
0

—nCos(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nb)] i+ ryCos(6)
+ Cos(0)[a,Cos(n@) + B,Sin(nd)] — nSin(0)[a,Sin(nb) — B,Cos(nb)l|j
— nly,Sin(n) — §,Cos(nd)]k} (Al.1a)

Vector normal:

~ an ﬁn .
= {—Cos(mﬁ) — Cos(8) [— Cos(n@) + —Sm(n@)] (1+n?
To To

. an .. B .
+ 2nSin(mo) [—Sln(nﬁ) — —Cos(n@)] i
To To
Si , an Bn .. 2 Un . Bn o
—Sin(8) — Sin(0) [E Cos(nb) + r—OSm(nH)] (1+n*) —2nCos(8) [r—OSln(nH) — ECos(nH)]]

o) —
—n? [)/_n Cos(n@) + L Sin(nh) k} (A1.1¢)
To To
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Vector binormal:

- 1) 1) ]
b = [—nzCos(H) [V_n Cos(n@) + —nSin(nB)] —nSin(0) [y—nSin(nH) — ZCos(n®) ||
To To To o ]

e—

) - ) '
+ [—n2Sin(0) [ﬁ Cos(n@) + —nSin(nH)] + nCos(0) y—nSin(ne) — —nCos(nQ)] j
To To [ 7, To
aTL ﬁn . 1+
+|1+ [— Cos(n@) + —Sin(nb) ]k (A1.1d)
To 7o -
Curvatura:
1 a p 2
K ~ —(1 + 2 [—n Cos(nd) + —nSin(nB)] (1+ n2)> (A1.1b)
To To To
Torsion:
n 0.
T=—0ﬂ—1ﬂﬁsm@wy~i6mowﬂ (Al.1e)
To To To

Las ecuaciones Al son introducidas en el potencial vectorial definido por el método de
expansion multipolar, similarmente a la seccion anterior. Donde la contribuciéon monopolar y

dipolar del potencial vectorial, se definen como (ecuacion 30 y 33)

r (s)

— | ———d
A ) |x — X(s)| s

A(X), =

3
A(x), = —%f {% (ks + kTh) + dVk(rc+ (R - V))}mds

La determinacién de la contribucion monopolar y dipolar, son calculadas analiticamente (ver
apéndice A2 y A3). A continuacién, se presenta la contribucion monopolar y dipolar de los
campos inducidos por un vértice anular perturbado. Donde son retenidos, Unicamente, los
términos a primer orden en los parametros geométricos del vértice, a saber (@, Bn, On, Vn)-
Encontrandose para la contribucién monopolar de la componente x de la velocidad la siguiente

expresion
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r
Unp = 4 (57”0141605(%0))

r ,
+— (ZynAn(ynSln(n(P) - 611605(”(:0))

+ [§10Brsr + {(n + Déan + (n — Droyn}Ang[Cos[(n + 1]
+ [§19Bry — {(n — Déan + (n + Droyn}An_1]Cos[(n — 1]
+ [§10Chs1 + {(n + DEBR + (n — D6} Ans11Sin[(n + D]

+ [§70Cn-1 — {(n = DEBn + (n + D198, }An_11Sin[(n — 1)¢])

(A2.4q)

Para la contribucion monopolar de la componente y de la velocidad

r r _
Uy = 7 (EroAlSinGp)) + 3 (—ann(ynSln(mp) + SnCos(mp))

—{n+ DEBn + (n — D1y, Apsq + E7CriaJCos[(n + 1)g]
—{{(n — DEBn + (n + D198, }An_y — ErgCps}Cos[(n — 1)g]
+{{(n + Déa, + (n — Droyp}Apss + EroBpasaJSin[(n + 1)g]
+{{(n — Déay + (n + Drgyp}An-1 — ErBp1}Sin[(n — 1)g])

(A2.60)
Para la contribucion monopolar de la componente z de la velocidad
Wy, = E(ZAOTOZ — Ayror + 19%(B,Cos(ng) + CpSin(ng))
+ 2ry[a,Cos(ng) + B,Sin(ng)lA,
42710 = DAy — (1 D) (@nCos(n) + B, Sin(ng)
— 07 (Braa + But)Cos(np) + (Cua + Coma)Sin(mp)])
(A2.7a)

Similarmente, para la contribucion dipolar de la componente x de la velocidad

3le?
327,

Ug = (§A1Cos(e)
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b ([eBuss +{r = Dyt [07 4 D (5 +2) + 1+ D] gi—:} Ay | Cosln + D]
+|meBas ~{+ Dy + [02 + D (5-2) + (- 1) Ei—:} A | Cosln = D]
[Ecn+1 + {(n —1)6, + [(n +1) ( + 2) +(n+ 1)] £ }An+1] Sin[(n + 1)¢]

+ [mEC% 1 {(n +1)5,, + [(n +1) (— - 2) +(n-— 1)] & }An 1]Sm[(n — D))
(A3.3a)

Para la contribucion dipolar de la componente y de la velocidad

3T e a sin(o) +
va = 35, (EAsSin(y

—( (s +{r= Do+ [0? + D (5 +2) +(n+1)]€ Ay | Cosl(n + D)

n
To

o
[mé”Cn 1 {(n + 1)6, + [(n +1) (— — 2 + (n— 1)]5 }An—l] Cos[(n — 1)¢]

[menH + {(n Dy + | (n? + 1) ( +2)+ (n+1)] fi—:}AnH] Sin[(n + 1)g]
— [mEBn {(n + Dy, + [(n +1) (— — 2 + (n— 1)]5 }An_l] Sin[(n — 1)¢]
(A3.4a)

Para la contribucion dipolar de la componente z de la velocidad

3Te?

o —(41yAy — A,

Wq =

+2mro{B,,Cos(ng) + C,Sin(ng)} + {3 + 4(n? + 1}A4,[a,Cos(np) + B,Sin(ny)]

1 1
_Er(Bn+1 + Bn—l)COS(n(p) - Er(cn+1 + Cn—l)Sin(nq))



54

Bn

_%{

— (&w) + <_ X(an + 3))
To 3 o
+ [(ﬁw) _ (-1(2112 + 3))
To 3 T
(ﬁ(nz—_i_ll-)) + <_1(2n2 + 3))
T 3 o
2
+ (ﬁw) + (-1(2112 + 3))
To 3 T
+1{[_ <ﬁ(nz—+4)> + <_£(2n2 + 3))
2 To 3 To
— <&M) + <_Z(2n2 + 3))
0 3 To
1 xn (n? + 4) X
=22 (2o

+ [(EM) + (— Z(2nz + 3))
0 3 0

an} Ap+1Cos[(n + o]

1
+§ ﬁn

an} An_lCos[(n - 1)@]

Br

+

an} ApiqSin[(n + D]

B

an} Ay_1Sin[(n — D]

(A3.5a)

El campo inducido establecido en esta seccién, corresponde a un vortice anular perturbado
armonicamente con cuatro parametros libres de amplitud, a saber (ay,Bn, Vn 6r), Y UNO
relacionado con el enrollamiento meridionalmente del vértice alrededor del toro, a saber n. En la
siguiente seccidén se evaluara el campo de induccion aqui obtenido para determinar la traslacion

de este vortice.
3.4 Traslacion de un unico vortice perturbado

En esta seccion se establecera la traslacion del vértice tubular de la seccidon anterior.
Similarmente a la seccion 3.2, se determinan las componentes de la velocidad obtenidas de la
condicion que la superficie del vortice es material, y se compara con las componentes obtenidas

por el célculo de induccién de la seccidn anterior.
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Donde la superficie del vortice tubular perturbado, es expresada por las siguientes ecuaciones
p =1y + a,Cos(nb) + B,Sin(nb) + eCosy
z =3+ y,Cos(nf) + 6,Sin(nb) + eSiny
La condicidén material para p queda expresada como sigue

dy
dt

Dp _day dp, . _ 4o |
Dt = g Cosmf) +——Sin(nd) n(a,Sin(nd) ﬁnCos(nH))E eSiny

Donde los parametros (a,,, Bn, ¥n, ) S€ han supuesto independientes de la posicion. En la

., D . . , . ..
ecuacion D—f = R representa la velocidad radial del vortice en su superficie.

En lo que sigue, se supone que el vortice no tiene giro, es decir que el movimiento del fluido

se sostiene con la mismas particulas de materia sobre las secciones transversales del vortice, por

e . : :
tanto — = 0. Por lo anterior, la velocidad radial queda expresada como

_ day dBn . _dy
R = WCos(nH) + WSm(n@) — eSm)(E (51)

En lo que respecta a los calculos del campo inducido de la seccién anterior, se tiene gque la

velocidad radial correspondiente a la ecuacién (51) puede ser reescrita de la forma
R = uCos(m@) + vSin(mo)
Con
U=uUy,+uy ; V=1, + vy

Dado que la ecuacion (51) corresponde a la superficie del vortice, las componentes u y v

deben ser evaluadas, también, en la superficie del vortice. Donde
r =1y + a,Cos(nd) + B,Sin(nd) + eCosy
& = y,Cos(nB) + 6,Sin(nh) + eSiny

Entonces, la velocidad radial queda expresada como sigue. Donde han sido retenidos,

Unicamente, los términos a primer orden en los parametros (a,, Bn, ¥n» On)-
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r 3e?
R= 7 <1 + m) ro{ynCos(n@) + §,Sin(nb) + eSiny}A,
0
r 3e?
+§ 1+ 82 ro¥nl(n — DA, 1 — (n+ 1)A,_1}Cos(nB)
0
r 3e? _
+ 3 1+ a2 100p{(n — DA 1 — (n+ 1)A,_1}Sin(ndh) (52)
0

Por comparacion entre las ecuaciones (51) y (52) se tiene que

dy r 3e?
E: —Z 1+8T_02 T'OA1 (53a)
da, T 3e? 1
d_tn =3 <1 + W) ToYn [A1 ol = Danyy — (n + 1)An—1}] (53b)
dg, T 3e? 1
d—t" = Z(l + W) T00n [A1 ol = DAnyy —(n + 1)An—1}] (53¢)
0

Como el analisis realizado es de primer orden en los pardmetros (ay, B, ¥n, 0,) €l coeficiente

A, = S, se define, aproximadamente, evaluando la superficie del vortice como; r = r, + eCosy

2
y & =eSiny. Por lo anterior, se obtiene que x =% (nota: Los coeficientes de Fourier

2
0

(A, By, C,) son definidos en el apendice A4). Entonces, S,, queda expresado como

-l ()] -3

A partir de lo cual las ecuaciones (53) quedan expresadas explicitamente de la siguiente

manera

dy T 1+3«32 1 [4r,? 31 641,> +5 (540)
dt ~ 4\ " 8r2)2mre2| ez 409\ ez |7 4

da, T 3e2\ vy, " 641,> , 3
W_Z<1+W02>2T[T‘02 —n lOg 62 +1 +3+2(n —Z)(f(n+1)+f(n—1))

5
+2n(n2 _Z) (fn+1) - f(n— 1))]
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A _ E(1 +3—92> On I—nz {log (62"2) + 1}+ 3 +2<n2 —2) Fn+ D+ f(n—-1)

dt 4 812 | 2mry?

5
+2n(n2 _Z) (Ffn+1)—f(n— 1))]

Reteniendo los términos mas importantes en las expresiones para —_— y —=, se encuentra que

da, T 3e?\ 1 l 647142 ”
Ea O P R R )4“”)“}1 G4

dB, T 3e*\ 1 641,°
W = Z(l + FOZ)FTOZSTL l {lOg < ) 4‘f(n) + 1}] (54c¢)

Las ecuaciones (54b, c) determinan, en términos del pardmetro de enredamiento meridional,

la evolucion temporal de las amplitudes de la perturbacion radial que caracterizan la geometria
del vortice tubular. Por otra parte, la ecuacion (54a) describe la rotacion que tienen los

elementos de fluido en el interior de la seccion transversal del vortice.

Procediendo similarmente, para la componente en z, la condicion material queda expresada

como
Dz d3 dy, dé, do dy
D= at ECOS( no) + —Sm(n@) nly,Sin(nd) — 6 Cos(nG)] — + eCosy—— Tt

D . . ;s ..
Donde D—i = w representa la velocidad vertical del vortice en su superficie. Entonces, la

velocidad vertical queda definida como sigue

_ B D osn0) + O Sin(nd) + eCosy X (55)
w—dt d oS d in(n e OSXd

d . . Los . . .
Donde d—i representa la velocidad de traslacion del vortice, el cual recuérdese no tiene giro.

En lo que respecta a los calculos del campo inducido de la seccion anterior, se tiene que la

velocidad vertical correspondiente a la ecuacion (55) puede ser reescrita de la forma
W =Wy, +Wwy

De suerte que
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r 3e?
w = Z (ZAOT'O Alror + (4‘1407'0 - AlT'OT')

2 2
(R {(n(n - 4)) + @t 43[4,
0

+ BpSin(ng)]

1
2T

[anCos(ng)

2

3e
+A,7, [2 + a2 (7 + 4n?) | [a,,Cos(ng) + B,Sin(ng)]
0

3e?
+152 (1 + m) (B,.Cos(ng) + C,Sin(ng))
0

1

2
—5Tor (1 + 838 ) [(Bpt1 + Bp—1)Cos(ng) + (Cpyq + Crq)Sin(ne)]) (56)

Por comparacion de las ecuaciones (56) y (56), una vez esta Ultima es evaluada con r en la

superficie del vortice, se encuentra para la velocidad de traslacion del vortice que

d3 _T i ’ :

dt 4 2AOT0 A1T0T0 + FOZ (4A0T0 - AITO ) (5761)
dy r 3e?
E 4 1+—= ar 0 TOAI (57b)

% = g(%roan l n—1) + {(n(n al 4)> —(2n®% + 3)}] A,

- (n +1) + {(n(n al )> + (2n? + 3)}] A

3e?
— 1+8TO2 AlT'OO.’n

(57¢)
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as, r(1 | 3¢’ D+
d_tz Z<§r0’3n [(n_ B +8:;2 {(n(n;+ >_ (2n? + 3)}]1‘171—1

3e? ((n(n?®) + 4
81,2 3

3e?
—\14+=——= AP

) +(2n? + 3)}] Apis "
0

—-(n+1)+

2

2 1 3e
- 57’02 (1 + _> (Cpy1 + Cooq)

3e )
+Anr0ﬁn 2 +W(7 + 4n )

812
" 3e?
+ 19 1+ FOZ Cn (57d)
Sustituyendo, explicitamente, los coeficientes de Fourier en las ecuaciones (57). Se encuentra
que
dg T l <8r0) 1 N 3e? 51 6412\ 11 (580)
dt  amry || %9 e 4" 8r,218%9\ e2 8 @
Donde los coeficientes establecidos en el apéndice A4, permiten encontrar que
dy r 3e2\ 1 [4r,% 3 6412\ 5
—=——(1 —=1 - 58b
dt 4( + 8r02> 211y I ez 409\ ez * 4 (58b)

dy, T < d

r 3e? d 1
o {an - E (Sn+1 + Sn—l)}

+ % l{(_n(n23+ 4)> —(2n?% + 3)}511—1 - {<—n(n23+ 4)> + (2n? + 3)}Sn+1l

7 ., d
—Sl+2<§+2n )Sn+r05{450—51}

Tal que
dy, T 1 , 6477\ , 3 , 1
I _ZZTET()Zan([(n —1)log<—e2 +n +§+2(n —Z)f(n)

- 3(n2 —%) Fr+D+f(n—-1)+ Zn(n2 —1747) (fn—1D—fn+ 1))])
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3e? 11 641‘02 17 21
+<Wl{?log< e? >+§—4f<n> + 2 (fr+ D+ (- 1)

~2(f(n+ 1)~ f(n— 1))}

647,
+n{log< >—3—4f(n)+8(f(n+1)+f(n—1))}

e’

+ n? {Zlog <6t20 >+1—67+ 16f(n) +5?6(f(n+ D+f(n—1)

19
—=(f+ D~ f(n- 1))}

641,>
+n3 {—4log< >—4+16f(n)+8(f(n+1)—f(n—1))}

e?

8 647,2 16
+n4{§<log< >+1>—?(f(n+1)+f(n—1))

e?

- % (Fn+ D+ f(n— 1))}])

(58¢)

. s .
Similarmente para d—t”, se obtiene que

ds, T 1 , 647> , 3 , 1
Tt —Zznrozﬁn<(n —1)log< =) tn +E+2(n —Z>f(n)

- 3<n2 —%) (F+ 1)+ f(n—1) + 2n(n2 —1747) (F(n-1 - f(n+ 1)

3+6 3n?
) n n
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3e? 11 641‘02 17 21
+<Wl{?log< e? >+§—4f<n> + 2 (fr+ D+ (- 1)

~2(f(n+ 1)~ f(n— 1))}

e’

647,
+n{log< >—3—4f(n)+8(f(n+1)+f(n—1))}

+ n? {Zlog <6t20 >+1—67+ 16f(n) +53—6(f(n+ D+f(n—1)

19
—=(f+ D~ f(n- 1))}

641,72
+n3 {—4log< )—4+16f(n)+8(f(n+1)—f(n—1))}

e?

8 6472 16
+n4{§<log< >+1>—?(f(n+1)+f(n—1))

ez
2
—§(f(n +1)+f(n— 1))}])

(584)

Las ecuaciones (58c, d), determinan la evolucién de las amplitudes de la perturbacién vertical
que caracterizan la geometria del vortice tubular en término del pardmetro de enredamiento
meridional. Por otra parte, la ecuacién (58a) establece la velocidad de traslacién del vértice en
términos de sus parametros fisicos y geométricos. Las ecuaciones (54b,c) y (58¢, d) evidencian
una relacion proporcional entre la razon de cambio de las amplitudes verticales con el valor en
cada instante de sus amplitudes radiales y viceversa. Donde en cada caso es dada de manera

diferente y determinada exclusivamente por el parametro de enredamiento meridional n.

Los resultados obtenidos en esta seccidn, son a primer orden en los parametros que
determinan la geometria del vortice filiforme y a primer orden en el parametro de razon de

aspecto del método de expansion multipolar.
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3.5 Velocidad de traslacion de vortices eslabonados.

El célculo de la velocidad de traslacion de vortices eslabonados, como se ha mencionado con
anterioridad, requiere del conocimiento del campo inducido asociado. La consideracion que los
vortices involucrados en el eslabonamiento tengan una seccion transversal circular, indeformable.
Es una aproximacién adecuada (Thomson, 1883) para el caso en que la distancia de separacion
entre ambos vortices resulta mucho mayor comparado con el tamafio del diametro de la seccién
transversal de cada vortice. Para el caso en que se da el eslabonamiento de vortices, el
requerimiento de Thomson, se presenta como un argumento tedrico para organizar los vortices
involucrados en el eslabonamiento mediante poligonos regulares inscritos en la superficie
transversal del toro. No obstante, esta organizacion es establecida principalmente por el caracter
estacionario que le brinda a la evolucién de la configuracién. En el caso de dos vortices
eslabonados el arreglo es tal, que las posiciones de los vortices se encuentran diametralmente

opuestas para cada plano transversal del toro.

En el caso de eslabonamiento, la geometria de los vortices sigue la geometria especificada por
el apéndice Al, de manera que al establecer el eslabonamiento de dos vortices, se tiene para el

vortice (I) la siguiente geometria
p =19+ a,Cos(nf) + B,Sin(nbd) (59a)
z =3+ y,Cos(n@) + §,Sin(nh) (59b)
E idénticamente para el vortice (II), se tiene que
p =1y +a, Cos(nd) + B,'Sin(nh) (60a)
z=3+7y, Cos(nb) + 6,'Sin(nd) (60b)

Para comenzar, ambos vértices seran diferenciados por la magnitud de sus intensidades y el
tamafio de sus secciones transversales. Tal que para el vortice (I) se tiene una intensidad
(circulacién) T' y un radio de seccion e, mientras que para el vortice (I11) se tiene una intensidad

(circulacion) T y un radio de seccion e’.

Permitase, AL! representar el valor del coeficiente A,, (ver apéndice A4) debido al vortice (1)
en un punto sobre su propia superficie. Igualmente, A% representa el valor del coeficiente 4,,

debido al vértice (I) en un punto sobre la superficie del vortice (II). A2! representa el valor del
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coeficiente A4, debido al vortice (1) en un punto sobre la superficie del vortice (I) y A2?

representa el valor del coeficiente A, debido al vortice (II) en un punto sobre su propia
superficie.

El uso de la ecuacién (52) expresada a primer orden en los parametros (., Bn, Yn» On),

permite establecer la velocidad radial inducida por el vértice (I) sobre el vortice (I1), tal que

r 3e?
Ry = 1 (1 + m) ro({yn'Cos(ng) + &,'Sin(np)}AL?
0
1
+ E{(n —DAR, —(n+ 1)A,112_1}(ynCos(n<p) + 6nSin(n<p)) (61a)

De la definicion de los coeficientes A,,, se evidencia la dependencia con la variable x. La cual

para el arreglo mencionado en los vortices eslabonados se encuentra satisface la siguiente

., d)? . . . .
expresion x = ;r)z. Donde d = 2r; es el diametro del toro inmaterial. Entonces, a partir de estas
0

definiciones (3.55a) queda explicitamente expresada como

4rg2 3 6412 5)
2

r 3e2\ 1
g =—=1+—)— / ICi 2 _Z Z
R 4< + 8r02> 22 ({yn Cos(ng) + 6, Sm(mp)}( 7 2 log PR + 2

[ D
+n[4<(n+1)2—%)f(n-l—l)—é}((n—l)z—%)f(n—l)—4n]
—[4((n+1)2—%>f(n+1)+4((n—1)2—%)f(n—1)

-2 (n2 + %)B (¥nCos(ng) + 6,Sin(ng))

Que al retener los términos mas importantes en la expresion, la simplificacion queda escrita
como

- T 1+3€2 1 [ "Cos(ng) + 6./Sin(no)) 41,2 3l 647,
o = 7\ 1+ 577 ) gz | U Cos(n) + 6,/ Sin(ne)} 75 = 7 log =33

41,2 3 647142
’ {_ % - (”Z - z) log dr;’ } (yaCos(ng) + 8,Sin(ngp)) (61b)
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Por otra parte, la velocidad radial debida al vértice (IT) en la superficie del mismo, viene

expresada por el resultado de las ecuaciones (3.47b) y (3.47c) como sigue,

2 2

/ 2\ _
Rion = E (1 + 3i>—n{yn'Cos(n<p) + §8,,'Sin(ng)} {log <64r0 > —4f(n) + 1}

4 812 ) 2mr,y? e?

Que al retener los términos méas importantes en la expresion, la simplificacion queda escrita

como

2

41y
) (61¢)

e?

I’ 3e*\ —n* | o 6
Riporr = 7|1+ >3 Wn' Cos(ng) + 6,'Sin(ng)}log

812 | 2mry?

Donde las ecuaciones (54b) y (54c), utilizadas, resultan de los términos mas significativos,

tal que

da, T 3¢\ v, | 641,> ]
—=—(1+-——|7——[n? -4 1
dt 4< + 8r02> 2mry? | ") log e? fl) + |

dg, T 3e?\ &, [ 6471,> ]
W—Z<1+8r—02>m-—n lOg 6—2 —4f(n)+1_
A partir de la componente radial de la condicion material obtenida a partir de (60a), se

encuentra que la velocidad radial neta del vortice (IT) queda definida, alternativamente, como

day’ dB," ..
Tt Cos(ng) +F5m(ng0) (62a)

R =

.. d d .. . . .
Donde los coeficientes ( In %) son definidos, por comparacion, a partir de las velocidades

)

radiales obtenidas por las ecuaciones (61b) y (61c), donde se define que

R=R_nu+Ri-n (62b)

Entonces

+I‘ 1_|_3e2 1 | ((4ro? (3)l 64r02+5 N 47,2 (2 3)1 641,72
4\ " T8z ) 2ar2 |\ Taz T \g) 09 gz Ty) T\ T gz T\ T )09 g
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(63a)
Donde se han supuesto dominantes los términos dependientes de d.

Por otra parte, de manera similar se obtiene para 3, la siguiente relacion
ag,’ 3e?\ 1 641,> 412 3 64r,?
=(1+— —n?l'8,'log| —— | + T8, | — — =1
dt < + 812 ) 811y ? o log\ T )t o (T T30 g

41,2 , 3 641,>
+10, (= == (n2 = 3) tos =5

(63b)

Definidas las ecuaciones (63a,b), resulta establecida la expresion correspondiente al
movimiento radial de un par de vértices tubulares que se encuentran eslabonados entre si, y en

donde han sido retenido los efectos monopolares y dipolares.

A continuacidn, se analizard el comportamiento correspondiente a la evolucion de vértices
eslabonados en la direccion vertical al plano del toro. Para comenzar, se requiere definir el efecto
vertical que tiene el vortice (1) sobre la superficie su propia superficie, y el efecto vertical que el

campo inducido por el vortice (1) tiene sobre la linea central del vortice (I11).

El uso de la ecuacion (56) expresada a primer orden en los pardmetros (ay, Bn, V> On),
permite establecer la velocidad vertical inducida por el vértice (I) sobre el vortice (I11). Donde la

contribucion monopolar de esta componente de velocidad es establecida como
I 2
Wm = Z (2AOT0 - AITTO
+7152(B,Cos(ng) + C,Sin(ng)) + 2r[a,Cos(ny) + B,Sin(ne)]A,
1 .
+57I( = DAy — (0 + DAnsal(@nCos(ng) + BrSin(ng))

_%ror[(Bn+1 + Bp—1)Cos(ng) + (Cpiq + Cp_y)Sin(ne)])

La cual debe ser evaluada sobre la superficie del vértice. De suerte que para esta contribucion,

el efecto inducido en el vortice (IT) por el vortice (I) resulta expresado como sigue
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w = Er (2A%2 1y — AY2,7)) —Er [a,'Cos(ng) + B,'Sin(np)]A?
m(~II) 370 0’0o 170 3 oldn 4 n @ 1

r 1/d d o
—7r2[a,’ 'S =4+ = 12 _ 9 g2
+370 [a,'Cos(np) + B,'Sin(ng)] > (dr’ + dr) {ZA 0T A 1}

(1 d d 1o
+ Z {E T'oz (F + E) {Alzn - ? (A12n+1 + Alzn—l)} + 27’0‘41211
0

1
+ Ero'[(n - DA - (n+ 1)A12n+1]} [anCos(ng) + BrSin(ng)]
(63a)

Similarmente, para la contribucion dipolar se encuentra que

3le?
Wd(l—>11) == 327"02 (4‘T02A120 - TT0A121

+21y%{B,,Cos(ng) + C,Sin(np)} + r,{3 + 4(n? + 1)}4*%,,[a,,Cos(ng) + B,Sin(ng)]

1 1
- ErrO(Blan +B'?,_1)Cos(ng) — E”’o(clznﬂ + C'%,_1)Sin(ng)

1 n
rgrilGee s o) e o) an,
- [(g (n? + 4)) +(2n2 + 3)] A12n+1} (anCos(ng) + BpSin(ne))

La cual debe ser evaluada sobre la superficie del vértice. De suerte que para esta contribucion,

el efecto inducido en el vortice (I11) por el vortice (I) resulta expresado como sigue

3le? 3le?

Wa-i) = Wro(‘mlzoro — A¥1g) — TTOZTO [, Cos(ng) + B,'Sin(ng)]A*%,

3Te?

—_— 1/d d y
+ 3apgz 0 [ Cos(ng) + B/Sin(ng)] 5(—, + —> {4,4120 _h A}

dr’ dr 7o



3re2 (1 rd d 7
32 Z{Er‘)z (d ’ dr) {2‘412 __(An" 1A 1)}”0 ( Z)Au"
0

l1”0' “(g (n? + 4)) —(2n?% + 3)] Az

— Kg (n? + 4)) + (2n% + 3)] A%

} [, Cos(ng) + BpSin(ng)]

A continuacion, se evaluan los coeficientes A, y se define la igualdad ry = 7. Con lo cual se
determina w;_,;;, que resulta ser la superposicion de las contribuciones independientes wy, ) Y

Wa-m- Tal que

8 8,
Win(1o11) = [log ( 0) 1] (an’Cos(mp) + Bn/'Sin(ng)) l —l og ( d0>l
, 47,2 , 1 641,72
+ p— (anCos(ng) + B,Sin(ne)) -t (n + Z) log( pE
T (3¢ N 15 e? [l (8r0) 11
Wat-m = g\ 2 a2 " 3272 1°9\a ) T 10
[ 3e2 9 /8r
Ry (an'Cos(ng) + B,'Sin(ng)) [— —7log ( - )l
r 3e?

4711" Amry2 167,
L1 (127 N 79)1 64707\ 4, (647"
a\3 " T )9\ gz 3" 09\ T2

La expresion para wy_,;; = W11y + Wa-ir), queda establecida como

r l (8r0) 1_|_3ez_l_15e o (8r0) 117
Wion = g 1799\ 4d2 " 32r,21"%9\ "2 ) " 10

82

(an’Cos(mp) + ,Bn’Sm(n(p)) —_ + —+ élog (_) _ 3e? 2[09 (%)}l

(anCos(ngo) + ﬁnSm(ngo)) [

 Amry? 8d? d 167,24
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82

1 6472
(anCos(mp) + BnSin(ng)) [ + 8dz + ( Z) log ( 72 )

, 3¢ 1(127 2+79)l 64rg?\ 4, (647’
lerg2 |4\ 3 * T4 )09\ Tz ) T3 09\ gz

Por otra parte, la determinacion de la velocidad de traslacion de dos vortices eslabonados,

4

requiere determinar el efecto vertical, autoinducido, correspondiente al vortice (II). A partir de
las ecuaciones (3.48) y (3.51a, c y d) se encuentra que

8r0) 1 I’

W(iiomm = %ro [log (7 — Z o (an Cos(ng) + B,'Sin(ny)) [Z(n —1Dlog (8;‘o>]

En lo que sigue, se encuentra la componente vertical de la condicién material aplicada a
(60b). tal que
d3 an ’

dé,
w = E it Cos(n@) + d—Sm(n@) (64)

La comparacion de (64) con la velocidad vertical, neta, obtenida por el calculo de induccion y
determinada como la superposicion de w_;y Y Wi, permite encontrar la velocidad con la

que se traslada el plano en el que vive la estructura vortical eslabonada. Donde se encuentra que

dg T [l <8r0) 1+ r l (8r0> 1+3e2+1582{l (8r0) 11} o
dt ~ amrg 1 09\e ) T 4l T amr, [°9\7a a2 T3z 09y ) 10| (6D

Expresion que representa la velocidad de traslacién de el vértice 11 en una configuracion de

vortices eslabonados con circulaciones I'" y T, sobre un toro, especificado, por su radio de linea
central r, y diametral transversal d. Los vdrtices involucrados en el eslabonamiento tienen
secciones transversales con radio e. Sin embargo, para que la traslacion de la configuracién sea
uniforme y su movimiento en general sea estacionario se debe satisfacer que I'" = T'. Con ésto, la

ecuacion 65) toma la siguiente forma

g _ T l 641,72 5+3e2+15e2{l (8r0) 11} 6
dt  amry|P9\Tde ) T2 aaz T 32721%9 0 ) " 10 (65a)

El resultado de la ecuacién (65a) ha sido establecido mediante un analisis a primer orden en

los parametros de la configuracion eslabonada, a saber (a,, Bn, ¥n 6n, d). Entonces, en los

calculos del campo de velocidad presentados en esta seccidon fueron omitidos los términos no
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lineales y mixtos asociados a estos parametros. Sin embargo, la contribucién de estos efectos fue

establecida por Thomson (1883), para el caso monopolar, por un valor de

2 % (Thomson 1883

41Ty

p.90). La contribucion no lineal, establecida por Thomson, resulta suficiente para reescribir

(65a)y establecer la siguiente expresion para la traslacion de vortices eslabonados.

dg T l 647142 1_|_3e2_|_15 e? {l (8r0) 11} 66)
dt ~ 4mr | 29\ " de 442 " 3212 1%9\ 0 ) " 10

3.5.1 Caso general: n vortices eslabonados

El caso general, corresponde a una configuracion de vortices eslabonados en los que se
involucran n vértices. Para este caso, la velocidad de traslacion de la configuracion requiere
calcular y evaluar la influencia sobre el vértice n debido a la induccion de los otros n — 1 vértices
y el efecto autoinducido del vértice mismo. De la ecuacion (61) el efecto inducido por losn — 1
vortices depende exclusivamente de su distancia al n-esimo vértice a lo largo del plano
transversal del toro sobre el cual se encuentran los vdrtices. La distancia entre vortices se
encuentra estipulada por el arreglo de los mismos sobre la superficie del toro en que se
encuentran. La cual por condiciones de estacionaridad se supone determinada por el poligono de
n vértices inscrito en la superficie transversal del toro, para cualquier plano meridional. Por lo

anterior, se tiene para la traslacion de n vortices eslabonados la siguiente expresion
2 o)
c— = (0] —
dt, 4mnr, g e
|

n-lp. 8r 3 e?
—Zl_l - log 0 —-14+-

o V2 * J 1— Cos (i 2n an2 [1 —Cos (‘ZTE)]

N 15 e? [l 87y \
32 rozl °9 / 10J

V2r, *\/1 — Cos (127”)

(67)

Tenga en cuenta que la condicion que
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dg d3  d3
dt; dt;  dts
Se satisface en el caso particular que I'y =T'y; = --- = T'y, la cual es una restriccion en los

vortices para garantizar la estacionaridad del movimiento de toda la configuracion. Recuerde: que
el resultado obtenido por la ecuacién (67) corresponde al caso de n vortices eslabonados con
seccidn transversal e. Los cuales se encuentran sobre un toro inmaterial y estan organizados por
medio de un poligono regular de n vértices. La circulacion I' de los vértices se considera idéntica
para todos. ElI toro posee un radio de la linea central de r, y un didmetro d de la seccion

transversal.
3.5.2 Discusion

La velocidad de traslacion (66), es el resultado de los efectos de induccion y autoinduccion
entre los vortices de la configuracion eslabonada. El efecto dipolar en la traslacion del vortice,
relativo a la autoinduccién, se manifiesta como una cantidad constante que hace mas rapida la
traslacion del vértice. Tal efecto depende del inverso del radio de la linea central del toro sobre el
cual se encuentran los vortices. Por otra parte, relativo a la induccion, se tiene que el efecto
dipolar, igualmente, hace mas rapida la traslacion del vortice. Sin embargo en este caso, esta
contribucion no solo depende del inverso del radio de la linea central del toro sino también del

cuadrado de la razon de aspecto entre las distancias transversales involucradas.

La validacion del resultado obtenido en esta seccion es llevada a cabo mediante la
comparacion con los resultados arrojados por el modelo numérico de Velasco Fuentes & Romero
Arteaga (2011). A partir del cual se calcula el movimiento de vortices eslabonados, basados en la
aproximacion de Rosenhead-Moore para la ley de Biot-Savart. Esta aproximacion soluciona el
problema de convergencia de esta ley mediante la adicién de una constante arbitraria referida a

los efectos de la estructura interna del vortice que deseen ser retenidos.

Los resultados de esta comparacion son visualizados por la figura 12 para el caso de vortices
con radio de seccion transversal, e = 0.05, de intensidad I' = 1 y sobre un toro inmaterial de

radio de seccion transversal r; = 0.1 y radio de la linea central, ry, = 1
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Comparacion numeérica de los resultados

. Modelo Numerico

06 Efecto Dipolar

U/ T

Efecto Monopolar
0.5 ' : : '
0.1 0.12 0.14 0.16

d_.l'lj“n

Figura 12. Velocidad de traslacion numérica (circulos negros) para la configuracion de dos vértices
eslabonados, velocidad de traslacion monopolar (linea azul) encontrada tedricamente por Thomson (1883)
y velocidad de traslacion dipolar (linea roja), encontrada teéricamente en esta investigacion, la cual retiene
efectos dipolares producidos por la distribucion de vorticidad en la seccion transversal de los vortices
eslabonados.

El resultado (3.60) establece que la velocidad de traslacion de los vortices eslabonados
aumenta considerablemente, respecto al modelo monopolar, en la medida que los efectos
dipolares son tenidos en cuenta. La velocidad (66) corrige en un 86% el error de los resultados
monopolares, que tienen un error del orden de ~14% respecto a los resultados numéricos. Con
ésto, el error de la ecuacién (66), resultado principal de esta tesis, es tan solo del 2% respecto a
los resultados numéricos (figura 12).

Con el propdsito de conocer mas detalladamente como es el comportamiento de la solucion
obtenida, ecuacion (66), se analiza el error asociado en términos del espacio de pardmetros que
caracterizan la configuracion eslabonada. En la figura 13a se presenta una comparacion entre los
resultados tedricos y numéricos para diferentes consideraciones del grosor del vértice. En la
figura 13b se ilustran los contornos de velocidad para diferentes valores del didmetro transversal
del toro inmaterial y de la seccion transversal de los vortices. En las figuras 13c-d se presentan

los aspectos caracteristicos del termino dipolar en la velocidad de traslacion de la configuracion.
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Figura 13 a) Comparacion entre la velocidad numérica (circulos negros) y la velocidad tedrica (linea)
para diferentes valores del radio transversal del vortice conforme cambia la separacion entre vortices
involucrados en el eslabonamiento, b) Contornos de la velocidad para valores diferentes del didmetro
transversal del toro inmaterial (eje-y) y de la seccion transversal de los vortices (eje-X), ) y d) representan
el efecto que la contribucidn dipolar tiene sobre la velocidad de traslacion de la configuracion eslabonada
segun cambie la separacion entre vartices o el grosor del vortice, respectivamente.

La figura muestra cdmo a medida que el vortice es mas delgado el resultado dado por la

ecuacion (66) se hace méas exacto, no obstante a medida que el vortice crece el error asociado no
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crece proporcionalmente tal como puede verse en la tabla 1. Por otra parte, los contornos de
velocidad evidencian el hecho que la velocidad de traslacion decrece a medida que incrementa el
grosor del vortice o la separacion entre los vortices involucrados en el eslabonamiento. La figura
13 c-d evidencia el hecho que la contribucion dipolar disminuye hiperbolicamente con el
incremento de la distancia de separacion entre los vértices, donde la razén de cambio de tal
decremento disminuye en la medida que el grosor del vdrtice sea menor. En contraste, la
contribucion dipolar incrementa parabolicamente segin como el grosor del vortice aumenta,
donde la razon de cambio de tal incremento disminuye a medida que la separacion entre vortices
es mas grande.

Tablal. Los errores relativos al modelo numérico correspondientes a los resultados para la velocidad de
traslacién, encontrada tanto por el modelo tedrico aqui desarrollado, el cual retiene los efectos dipolares
de los vortices involucrados en el eslabonamiento, como para el modelo clasico de Thomson, el cual

retiene solo efectos monopolares, (el signo menos indica que los valores numéricos estan por debajo de los
valores teoricos).

Dos vortices eslabonados
Radio transversal del 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
vortice
Modelo —3.18% 1.06% 2.08% 2.27% 2.33%
monopolar + dipolar
Modelo monopolar 5.60% 11.0% | 12.73% | 13.56% 14.06%

Por otra parte, la seccion 3.5.1 establece el caso general del resultado establecido por la
ecuacion (66), para el caso en que mas de dos vértices son eslabonados. A continuacion, se
presentan los errores relativos al modelo numérico asociados al modelo tedrico (67) y al modelo
monopolar, para 3 y 4 vortices anulares en una configuracion eslabonada. Similarmente al caso
de dos vortices eslabonados, en la figura 14 se presentan los resultados tedricos comparados con
los resultados correspondientes al modelo numérico para diferentes grosores del vortice, donde

dicha comparacion es numéricamente determinada por la tabla 2.

Cuantitativamente los errores asociados a ambos modelos (monopolar y dipolar) son

comparados por la siguiente tabla
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Tabla2. Los errores relativos al modelo numérico correspondientes a los resultados para la velocidad de
traslacion encontrada, tanto por el modelo tedrico aqui desarrollado, el cual retiene los efectos dipolares
de los vértices involucrados en el eslabonamiento, como por el modelo clasico de Thomson, el cual
retiene solo efectos monopolares. Nétese que los errores encontrados son dados para 3 y 4 vortices
involucrados en la configuracion de eslabonamiento, (el signo menos indica que los valores numéricos
estan por debajo de los valores teoricos).

Tres vortices eslabonados

Radio transversal del 0.005 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
vortice
Modelo —2.93%| 1.94% 5.32% 6.10% 6.17% 6.23%

monopolar + dipolar

Modelo monopolar 3.38% | 8.87% | 13.05% | 14.39% | 14.97% | 15.31%

Cuatro vortices eslabonados

Radio transversal del 0.005 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
vortice
Modelo 1.02% 5.02% 7.78% 8.33% 8.22% 7.83%

monopolar + dipolar

Modelo monopolar | 23.83% | 30.16% | 35.37% | 37.42% | 38.54% | 39.29%

3 vortices eslabonados 4 vortices eslabonados
1.05-
ed4=0.04 . e4=0.04
e3=0.03
. —_— 23=0.03 1.25F e2=0.02
002 el=0.01
el=0.01
R o115
5 o0sf =
1.05F
0.75 1 L L | L 093 1 L L L L
0.08 0.1 012 0.14 0.16 018 0.08 01 0.12 0.14 0.16 0.18

d..'"?‘g d.. *o
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Figura 14 Comparacion de los resultados, para la velocidad de traslacion, entre el modelo numérico y
el tedrico aqui desarrollado, para configuraciones eslabonadas involucrando 3(izquierda) y 4 (derecha)
vortices.

Conclusiones

El trabajo descrito en esta tesis respondié a la necesidad de conocer los efectos del grosor de
un vortice, relativos a la autoinduccién e induccion, asociados a una estructura de vortices
eslabonados que se encuentran sobre la superficie de un toro. La importancia de estos efectos en

la traslacion de la configuracion es fundamental y fue establecida aqui de manera analitica.

Los campos de velocidad asociados a los vortices fueron encontrados siguiendo el método de
expansion multipolar para la ley de Biot-Savart y evaluados para efectos de traslacion siguiendo
el método de Thomson. Las soluciones encontradas correspondientes al caso de vortices
eslabonados (figura 2) suponen un arreglo en el cual los vortices se encuentran sobre la superficie
de un toro inmaterial, tienen la misma intensidad (dado el caracter estacionario de dicha arreglo)
y se encuentran enrollados alrededor del toro un nimero n de veces (figura 12). Entonces, dada la
geometria de los vortices involucrados en el eslabonamiento, el método de expansién multipolar

resulta ser muy util para establecer los campos inducidos de esta configuracion.

Se encontr6 para una aproximacion de primer orden en la expansién multipolar de la ley de
Biot-Savart que el campo inducido asociado a los vortices de interés se encuentra influenciado
principalmente por dos aspectos: El primero, referido a la geometria del vortice, y el segundo,
propio del efecto de la distribucion de vorticidad en la seccion transversal del vortice
correspondiente a la curvatura del mismo. Lo cual permite aclarar el dilema al que
frecuentemente se llega cuando se debe determinar la distribucion de vorticidad en la seccion
transversal de los vortices. Donde se encuentra que tanto la distribucion uniforme como la lineal
resultan ser distribuciones independientes correspondientes a efectos dominantes de ordenes
diferentes, cuya superposicion resulta ser solo una aproximacion al perfil real de la distribucién

de vorticidad en la seccién transversal del vortice.

Asi, la distribucion de vorticidad en la seccion transversal de un vortice no es impuesta
arbitrariamente segin la complejidad que quiera considerarse. Esta consideracion corresponde
directamente con el nimero de efectos que quieran considerarse, en la evolucion del vortice,

debidos esencialmente a la geometria (forma) del mismo.
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Por otra parte, se encontré que el término dipolar hace mas veloces a los vértices. En la
autoinduccion este término es constante y dependiente Unicamente del radio de la linea central
del toro. En la induccidn, correspondiente a la interaccion mutua entre vortices, el término
dipolar depende de la razon de aspecto al cuadrado de las distancias transversales asociadas,
correspondiente a la minima separacion entre vortices y al radio de la seccién transversal del

vortice.

De suerte que una aproximacion de primer orden en los efectos de la distribucion de vorticidad
en la seccion transversal del vortice, introducen en la traslacion de una par de vdrtices
eslabonados una velocidad adicional a la configuracion. La cual se encuentra caracterizada por
los siguientes dos aspectos geométricos 1) el inverso del radio de la linea central del toro y 11) el
cuadrado de la razén entre el radio de la seccion transversal de los vortices y su distancia de

separacion.

En general se ha encontrado que la velocidad de traslacion de los vortices eslabonados
disminuye a medida que aumenta el grosor del vortice o la separacion entre los vortices
involucrados. Sin embargo, aumenta con el ndmero de vortices involucrados en el

eslabonamiento.

La formula encontrada en esta tesis para la velocidad de traslacion de dos vortices eslabonados

produce valores que difieren en 2% de los resultados numéricos obtenidos con la aproximacién

de Rosenhead-Moore a la ley de Biot-Savart. Para un rango de razon de aspecto ri mayor a 0.15,
1

dados los problemas de convergencia propias de la solucidn analitica de Biot-Savart cuando

e — 0. Similarmente, se encuentra una discrepancia dentro del orden del 6% y 8% para

configuraciones eslabonadas de 3 y 4 vortices. Por otra parte, los resultados analiticos

encontrados son validos para razones de aspecto, € /To’ no mas grandes que 0.21, las cuales se

encuentran dentro del 3% de error.
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Apeéndices

Al. Geometria de filamentos circulares perturbados arménicamente

A partir de las ecuaciones de la geometria del vortice (50), se establecen los vectores
asociados al sistema de Frenet-Serret para un vortice anular perturbado armonicamente. Para esta
descripcidn se ha introducido el pardmetro n (nimero entero) que indica el nimero de veces que
el vortice da vuelta alrededor del toro sobre su plano meridional. Ademas de ésto, la descripcion
geométrica del vortice se encuentra expresada en términos de los parametros relacionados con la
amplitud de su perturbacién, a saber (a,, Bn, ¥n,0n). Entonces dada la geometria de las

ecuaciones (50) se tiene que

x = pCos(0) = [ry + a,Cos(nB) + B,Sin(nB)]|Cos(H) (50a)
y = pSin(0) = [ry + a,Cos(nf) + B,Sin(nh)]Sin(H) (50b)
z =3+ y,Cos(nf) + §,Sin(nb) (50¢)

Mencionado lo anterior se tiene que el vector tangente unitario, tiene la forma

1 (dx dy dz>

"= \do'do’ do

T= rl{—rOSin(Q) — Sin(0)[a,,Cos(nB) + B,Sin(nd)] — nCos(8)[a,Sin(nd) — B,Cos(nb)],
0

r,C0s(8) + mCos(6)[a,,Cos(nd) + B,Sin(nh)]
—nSin(0)[a,Sin(nB) — B,Cos(nd)], —nly, Sin(nf) — 6,Cos(n6)]} (Al.la)

A partir de la ecuacion (A1.1a) se puede definir la curvatura del filamento, siguiendo la

definicion que

_ ”d%” dond d%_ 1 dt
“=la onae ds _ |lrezll do
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Donde aproximadamente ||r,T|| = 1,. Ademas

dt 1 (d*x d’y d’z
de 1,\d62’ de?’de?
dz

= l{—roCos(H) — Cos(0)[a,Cos(nB) + B,Sin(nd)](1 + n?)
do
+ 2nSin(6)[a,,Sin(nd) — B,,Cos(nh)], —r,Sin(6)
— Sin(8)[a,Cos(nd) + B,Sin(nd)](1 + n?)

— 2nCos(8)[a,Sin(nd) — B,Cos(nB)], —n?[y,,Cos(nB) + 5,Sin(n)]}
Asi

_ 1 d2x2+ d2y2+ dzz\*
T 15 | \d0? do? do?
1
K = r—z(roz + 21r,Cos(8){Cos(8)[a,Cos(nB) + B, Sin(nB)](1 + n?)
0

— 2nSin(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(n6)]}
+ 21,Sin(8){Sin(8)[a,,Cos(nB) + B,Sin(nd)](1 + n?)
+ 2nCos(0)[a,Sin(n@) — B,Cos(nB)]} + - )1/2

Omitiendo los términos de orden mayor en los pardmetros (a,,, B, ¥n, 05) S€ tiene que

1
6~ 5 (1 + 210[anCos(n0) + B, Sin(n)](1 + %))
0

1
/>
K~ l<1 +2 [ﬁ Cos(nd) + ﬁ—nSin(nH)] A+ n2)> (41.1b)
To To To

Por otra parte, para definir el vector normal se tiene que

. ., 1
Haciendo uso de la ecuacion (A1.1b) tal que se exprese la curvatura como k ~ —. Entonces, el

To
vector normal puede ser reescrito como sigue
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__ldt 11 (d?x d’y d*z 1 /d*x d?*y d?*z

e ds T k1,2 \d62'd6% d6%) ~ 1, \do2’ de?’ de?
Por tanto

n=—

1dz 11 (dzx d?y dzz> 1 (dzx d?y dzz>

kds Kkry2\d62'de2’d62)  1,\d6% do2’ de?

= {—Cos(m@) — Cos(0) [% Cos(nd) + %Sin(n@)] (1+n?
0 0
+ 2nSin(0) [%Sin(n@) — f—nCos(ne)] ,—Sin(0)
0 0
— Sin(6) [i—: Cos(nf) + f—:sm(ne)] (1+n?)
— 2nCos(0) [% Sin(n@) — & Cos(ne)] ,—n? [V_n Cos(n@) + %Sin(ne)]}
) ) 1o To

(Al.1¢)

Por su parte, el vector binormal queda determinado a partir de las ecuaciones (A1.1a) y
(Al.1c¢),tal que

i j k
ldx 1dy 1dz
rodd 1,d6 15d6
1d*x 1d%y 1d?z
r0d02 T1,d0? T1,d062

S0
Il
>
X
S)
Il
S
a
S




82

b = — [1oCos(md) ([, Cos(n0) + 5,in(e)])
+ n[ypSin(nd) — 6,Cos(m0)](~r,Sin(6))]i
N roiz [(~roCos(8)) (~nlynSin(n6) — 8,Cos(nd)])
+ 12 [ynCos(n6) + 8,Sin(nd)](~roSin(9))]j
+ roiz [(=10Sin(6))(=7,Sin(6) — mSin(m8)[a,, Cos(nB) + BSin(nh)]

—nCos(0)[a,Sin(nd) — B,,Cos(nh)])
— (—rOCos(H))(rOCOS(H) + Cos(8)[a,,Cos(nB) + B,Sin(nb)]
—nSin(0)[a,Sin(nd) — ,BnCos(nQ)])]E

Simplificando los términos, se tiene que

- 1) 1) ]
b = [—nzCos(H) [ﬁ Cos(n@) + —nSin(nH)] —nSin(60) [y—nSin(nH) — 2 Cos(n8)
o To o o ]

e—
~>

+

~>

8 8 '
—n2Sin(0) [ﬁ Cos(n@) + —nSin(nH)] + nCos(0) [y—”sm(ne) — —nCos(nH)]
To To To To

+

1+ [ﬁ Cos(n@) + &Sin(ne)]] k (A1.1d)
To o

Para completar la descripcion geométrica del vortice representado por las ecuaciones (50). a
continuacion es definida su torsion asociada, la cual esta definida en términos del vector normal y

binormal como sigue

Donde
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db 1db )
—=——= 2(n2 —1)Cos(0) [y—"sm(ne) - —nCos(nH)] i
ds 1,d8 1 7o 7o

1)
+ z (n? — 1)Sin(8) [y—nSin(nH) - —nCos(nQ)]j
To To To
_z [ﬁ Sin(n@) — & Cos(n@)] k
ToLTo To

Asi que haciendo uso de la ecuacion (A1.1c), se obtiene la siguiente expresién para la torsion

una vez son omitidos los términos de orden superior en los parametros (@, Bn, ¥n 0x), tal que
1 1)
T = —{n(n2 — 1)Cos?(0) [y—nSin(ne) - —nCos(nH)]
To To To
2 . 2 yTl . 61’1
+ n(n* —1)Sin“(6) |— Sin(nf) — — Cos(nh)
To To
Que maés simplificadamente resulta en
n o)
T=—m?>-1) [y—”sm(ne) - —nCos(nQ)] (Al.1e)
To To To

A2. Célculo del campo monopolar.

En lo que sigue de este apéndice, se desarrolla el calculo correspondiente al efecto monopolar
del campo inducido generado por un vortice anular perturbado arménicamente y descrito

geométricamente por Al. Tal que si

T= rl{—rOSin(H) — Sin(6)[a,,Cos(nO) + B,Sin(nh)]
0

—nCos(0)[a,Sin(nd) — B,,Cos(nO)]i,
r,Cos(0) + Cos(0)[a,,Cos(nb) + B,Sin(nh)]
— nSin(0)[a,Sin(nd) — B,,Cos(nd)j, —n[y,Sin(nd) — §,Cos(nd)]k}

Entonces

A0 = — [ F9__y (30)
m 4 | |x — X(5)|

Toma la siguiente forma
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A, (x) = % j (1oSin(8) — Sin(6)[anCos(nd) + BuSin(nd)]

—nCos(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nb)]i + r,Cos(H)
+ Cos(0)[a,,Cos(n@) + B,Sin(nd)] — nSin(0)[a,Sin(nb) — B,Cos(nb)lj
1

—nly,Sin(nd) — 6nCos(n6)]k}md9 (A2.1)

1 1
"Xl Ja-2rpCos(p-6)

la seccion 3.2. Sin embargo, para este caso g = r? + p? + &% es una funcion dependiente del

Co de manera similar a como se procedio con el vortice anular en

angulo 6, dada las relaciones p = p(6) y z' = z'(0).. Entonces desde (A42.1) se tiene que
Am(x) =Ap (x)xi + Am(x)yj + Am(x)ziE

Similarmente a como se procedid en el caso del vortice anular se tiene que la contribucion

monopolar del campo inducido queda expresada como sigue

U, =Vx Am(x)
<0Am (x), 04, (x)y> . <6Am (x), 04,(x) Z) N
= - L+ - J

dy 0z 0z 0x
0Am(x)y 04 (X)) ~ . . =
+< o dy k =u,l+vy,j+wyk

Evaluando la ecuacién para u,,, desde la ecuacion (A2.1) se obtiene

r 21

Um = 7— (n[ynSin(nB) — SHCOS(nH)](rSinfp - pSin(H)) + ¢éryCos(60)
0
—15C0s(0)[y,Cos(nB) + §,,Sin(nB)] + éCos(8)[a,,Cos(nB) + B,Sin(nb)]
—néSin(0)[a,Sin(nb) — ,BnCos(nG)]) ! do

[q — 2rpCos(p — 0)] />

Donde se ha tenido en cuenta que z—z = 2(¢ — [y,Cos(nB) + §,,Sin(nb)])
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21
Uy = %j (éryCos(0) + yn[y,Sin(nf) — §,,Cos(nh)]
0
— 1onSin(0)[y,,Sin(n@) — 6,,Cos(nb)] — ryCos(0)[y,,Cos(nb) + 6,Sin(nb)]
+ &Cos(0)[a,Cos(nf) + B,Sin(nd)]
—néSin(0)[a,Sin(nd) — B,,Cos(nh)]) 1 a6
[q — 2rpCos(p — )] 7/2
r 27T
Uy = E,f (ErOCos(H) + yn[y,,Sin(n@) — 6, Cos(nd)]
0

+2 {0+ DEa, + (1 — Dragi}Cosln + 1))

_ 1{(,1 —1Déa, + (n+ Dryy,}Cos[(n — 1)0]

2
+ %{(n + 1)éB, + (n — D1y, }Sin[(n + 1)6]
1 , 1
— E{(n — D¢+ (n+ Drydy}Sin[(n — 1)0]) 0 — ZroCos(p — 0)]3/2 do

(A2.2)

La solucion explicita de la integral para u,, es obtenida usando una expansion en series de

1

Fourier del término 3
[q-27pCos(p-6)]"/2

. Sin embargo, dada la dependencia de g con los parametros

de la perturbacién, la expansion en mencidn debe seguir unas caracteristicas particulares tal como
lo menciona J.J. Thomson (1883). Por lo anterior, la expansién para dicho termino queda

postulada como sigue
Z(AS + B;Cos(n@) + C,Sin(nB) + D;Cos(2n6) + ESSin(ZnG))Cos[s(qo —0)] (42.3)
N

Donde A es un término independiente a (&, B, ¥n» 0n), Bs Y Cs son términos a primer orden
en estos parametros y Dy y E, resultan ser términos a segundo orden. Entonces, una vez
establecida la expansion resulta mas comodo mediante la ortogonalidad de las funciones resolver

las integrales propuestas por la ecuacion (A2.2).
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La forma explicita en que quedan expresados los campos inducidos desde la ecuacién (A2.2)
resulta claramente diferenciada por el valor n. Luego, la solucion correspondiente a A2.2

comienza por formularse de la siguiente manera

F 2T
Uy = 1 f (EroCos(8)
0

X {A,Cos[(p — 0)] + B,;1Cos(nB)Cos[(n + 1) (¢ — )]
+ B,_,Cos(nB)Cos[(n + 1)(¢ — 8)] + C,11Sin(nB)Cos[(n + 1) (¢ — 6)]
+ C,—1Sin(n@)Cos[(n + 1)(p — 0)1}

+yny,Sin(nd)
X {A,Cos[n(p — 0)] + By,Cos(nB)Cos[2n(p — 0)] + CySin(nd)
+ Cyp,Sin(nB)Cos[2n(p — 0)]} — ynd, Cos(nb)
x {A,,Cos[n(p — 6)] + ByCos(nO) + B,,,Cos(nd)Cos[2n(p — 6)]
+ C,,Sin(nB)Cos[2n(p — 0)1}

+%{(n + 1)éa, + (n — Dryy,}Cos[(n + 1)6]
X {Ap+1Cos[(n + 1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — mB)]
+ Byp+1Cos(n@)Cos[(2n + 1) (¢ — 8)] + C,Sin(n6)Cos[(¢ — 0)]
+ Con1Sin(nB)Cos[(2n + 1) (¢ — 6)]}

2= D, + (0 + Droyi}Cosln — 1]
X {A,-1Cos[(n —1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]
+ B,,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — 8)] + C,Sin(nb)Cos[(p — 0)]
+ Cyp—_1Sin(nB)Cos[(2n — 1) (¢ — 6)]}

+%{(n + 1)éR, + (n— Dy, }Sin[(n + 1)60]
X {Apy1Cos[(n — 1) (¢ — 8)] + BCos(nd)Cos[(¢ — )]
+ Byp1Cos(n@)Cos[(2n + 1) (¢ — 8)] + C,Sin(n6)Cos[(p — 0)]
+ Con1Sin(nB)Cos[(2n + 1) (¢ — 6)]}
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—%{(n — DBy + (n + Dryb,}Sin[(n — 1)6]

X {Ap_1Cos[(n —1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]
+ B,,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — 8)] + C,Sin(n6)Cos[(¢ — 0)]
+ Cypn_1Sin(nB)Cos[(2n — 1) (¢ — 0)]})d6

Desarrollando la integral se obtiene que
r
Um = Z(f”fo X {A1C05(<p)
1 .
+ 5 BnsrCos[(n + Del + By Cos[(n — )] + Cpya Sin[(n + ]

+ CuosSinl(n — Do)}

1
+yny, X {AnSin(mp) + Cy + > (BZnSin(Zmp) - CZnCos(Zmp))} — ynd,

1
X {AnCos(nq)) + By + > (BZnCOS(Zn(p) + CZnSin(Zmp))}

42+ Déay + (- Droya)
x {,1Cosl(n + D]

+2 (BACoS(9) + BaaCosl(2n + 1)g] — CiSin(p) + ConaSinl(2n + D))

1
A= Dy + (0 + Droi)
x {1 Cosl(n — Dol

+ % (B1Cos(@) + By,_1Cos[(2n — 1) @] + C,Sin(@) + Cop_1Sin[(2n — 1)(,0])}

42+ DEB, + (= Drod,)
x Ay Sinl(n + D]

+3 (B1Sin(p) + BansaSinl(2n + D] + C1C05(p) — CaneaCosl(2n + VD)
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= DEBy + (n+ Dot}

x { A, 1Sinl(n — D]
+ % (—B;Sin(@) + By,_1Sin[(2n — 1)@] + C;Cos(¢)
~ CanesCosl(2n — VD) (42.4)

Reorganizando la expresion de una manera mas compacta, se obtiene

I
Up = 2 (5T0A1C05(<P))

r .
+— (ZynAn(ynSLn(RQD) - 511605("90))

+ [19Bpy1 +{(n + Déay, + (n — Drgyn}Ans1]Cos[(n + D]

+ [€19Bp—1 —{(n — Déa, + (n + Dryyn}An—1]Cos[(n — D]

+ [ rO n+1 + {(TL + 1)€ﬁn + (n - 1)7’0 n}An+1]Sln[(n + 1)(P]

+ [€19Cpo1 — {(n — DEBy + (n + D198,}An—11Sin[(n — 1e])
g(Zyn[yn{ZCo + B,,Sin(2np) — C,,Cos(2ne)} — 6,{2By + B,,Cos(2ng) + C,,Sin(2ne)}]

HEan — ro¥nlB1 + [§Bn — 106,1C1}Cos (@)

+n{[fﬁn - TOSn]Bl - [fan + To]/n]Cl}SiTl(QD)

1
+§{[(n + DE(anBant1 = BnCons1) + (m — D1o(¥nBons1 — 0nCont1)13Cos[(2n + 1) @]
1
_E{[(n — Dé(anBan-1 = BnCon-1) + (m + D1o(¥nBon—1 — 6,Con—1)1}Cos[(2n — 1) @]
+%{[(n + 1)5(.8n32n+1 + anCZn+1) + (n - 1)T0(5nBZn+1 + VnC2n+1)]}Sin[(2n + 1)(»0]

1
_E{[(n - 1)§(ﬁn32n—1 + anCZn—l) + (Tl + 1)r0(6nBZn—1 + ynCZn—l)]}Sin[(zn - 1)‘P])

(A2.4a)
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En lo que sigue se procedera a determinar la componente de velocidad v,,, la cual se obtiene a

partir de su definicion. Donde se establece que

_(0An(x)x  0AR(x),
Um_< 9z  ox >

Retomando nuevamente la ecuacion (A2.1) correspondiente al potencial monopolar, se tiene

que

A, (x) = %J‘{—rOSin(H) — Sin(6)[a,,Cos(nB) + B,Sin(nh)]

—nCos(0)[a,Sin(nf) — B,Cos(nB)]i + r,Cos(H)
+ Cos(6)[a,Cos(nd) + B,Sin(nd)] — nSin(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nb)]j

— n[y,Sin(n®) — §,Cos(nb)]k} (42.1)

x—x() %

Se obtiene la siguiente expresion integral

2T
Uy = %fo (érySin(0) + xnly, Sin(nd) — 6,Cos(nb)]

+ rynCos(0)[y,Sin(n@) — §,Cos(nb)] — r,Sin(0)[y,Cos(nd) + §,,Sin(nod)]
+ &Sin(6)[a,,Cos(n@) + B,Sin(nb)]
1

+ néCos(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nd)]) - aé
[q — 2rpCos(p — )12

r 21
Uy = Ef (frOSin(H) — xn[y,Sin(nf) — §,,Cos(nh)]
0

- %{(n + 1)éBn + (n — Dr6y}Cos[(n + 1)6]

= DB + (n+ Do, ICos[(m - 1)6]

2
+ %{(n + Déa, + (n — Dryy,}Sin[(n + 1)6]
1 ) 1
+ E{(n —1Déa, + (n+ Dryy,}Sin[(n — 1)9]) [0 — ZroCos(p - 9)]3/2 do

(A2.5)
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De manera similar a la anterior componente, la ecuacién (A2.5) es reescrita por la expansion

en Fourier propuesta y simplificada por la ortogonalidad de las funciones involucradas

F 2T
b= f (EroSin(6)
0

X {A,Cos[(p — 0)] + B41Cos(nB)Cos[(n + 1) (¢ — )]
+ B,_1Cos(nB)Cos[(n — 1) (¢ — 6)] + Cp11Sin(nB)Cos[(n + 1) (¢ — 6)]
+ C,—1Sin(n@)Cos[(n — 1)(p — 0)]}

—xny,Sin(nb)
x {A,Cos[n(p — 6)] + B,,Cos(nB)Cos[2n(p — 0)] + C,Sin(nd)
+ C,,Sin(nB)Cos[2n(p — 0)]} + xnd,Cos(nb)
x {A,,Cos[n(p — 6)] + ByCos(nO) + B,,,Cos(nd)Cos[2n(p — 6)]
+ C,,Sin(nB)Cos[2n(p — 0)]}

—%{(n + 1)¢éB,, + (n — D1y, }Cos[(n + 1)0]
X {Ap41Cos[(n+ 1)(@ — 0)] + B,Cos(nB)Cos[(¢ — )]
+ Byp1Cos(n@)Cos[(2n + 1) (¢ — 0)] + C,Sin(n6)Cos[(¢p — 0)]
+ Copp1Sin(nO)Cos[(2n + 1) (¢ — 6)]}

5 (= 1)EB, + (n + Db, JCosl(n — 1)6]
X {A,-1Cos[(n —1)(¢ — 0)] + B;Cos(nB)Cos[(p — 6)]
+ B,,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — B)] + C,Sin(nb)Cos[(p — 6)]
+ Cyp_1Sin(n)Cos[(2n — 1) (¢ — O)]}

+%{(n + Déa, + (n — Dryy,}Sin[(n + 1)6]
X {Ap+1Cos[(n+ 1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]
+ By 41Cos(mB)Cos[(2n + 1) (@ — 8)] + C,Sin(nd)Cos[(p — 6)]
+ Con1Sin(nB)Cos[(2n + 1) (¢ — 6)]}
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+%{(n — Déa, + (n+ Droyp}Sin[(n — 1)0]

X {Ap_1Cos[(n —1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]
+ By,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — 8)] + C,Sin(nd)Cos[(p — 6)]
+ Cypn_1Sin(nB)Cos[(2n — 1) (¢ — 0)]})d6

Desarrollando las integrales se obtiene que
I ,
Um = ) (§ro X {A15m(<ﬂ)
1 . .
+ 5 BriaSin[(n + Dol — By Sin[(n — D] — CnyqCos[(n + D]

+ C_aCosl(n — )}

1
—XNYy, X {AnSin(mp) + Cy + > (BZnSin(Zmp) - CZnCos(Zmp))} + xné,

1
X {AnCos(mp) + By + > (BZnCos(Zmp) + CZnSin(Zmp))}

1
— > {(+ DEBy + (= Drod,)
x {,1Cosl(n + D]

+ % (B1Cos(@) + Bopy1Cos[(2n + D] — C;Sin(@) + Crp41Sin[(2n + 1)§0D}

1
A= DEBy + (1 + Drody)
x {1 Cosl(n — Dol

+ % (B1Cos(@) + By,_1Cos[(2n — 1) @] + C,Sin(@) + Cop_1Sin[(2n — 1)(,0])}

4210+ Dy + (= Do)
x Ay Sinl(n + D]

+3 (B1Sin(p) + BansaSinl(2n + D] + C1C05(p) — CaneaCosl(2n + VD)
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+%{(n — Déay, + (n+ Droyy}

X {An_lSin[(n ~1)g]

+ % (=B1Sin(@) + Bzn-1Sin[(2n — D] + C,Cos(p)

~ CnesCosl(2n — DD (426)

Reorganizando la expresion de una manera mas compacta, se obtiene
I .
Um = 2 (ET0A15m(<P))

r
+3 (—xnd, (ynSin(ng) + 8,Cos(ng))

~{(n + DEBn + (n = D1o8p}Anss + EroCriaJCosl(n + o]
~{{(n = DEBy + (n + D168,}An_1 — E70Cp1}Cos[(n — o]
H{(n + Déay + (0 — Dro¥p}Anss + §roBnsa}Sin[(n + o]
+H{(n = Déan + (n + Dro¥n}An_1 — §70Bn_1}Sin[(n — D]
—xny,{2Cy + By, Sin(2ne) — C,,Cos(2ng)}
+x1n68,{2By + B,,Cos(2n@) + C,,Sin(2ne)}
[~ {EBn + 1o6n}B1 + {Etn + To¥a}C1]1Cos ()

+[{€an - TOVn}Bl + {Eﬁn - r06n}Cl]Sin(<p)

—%[{(Tl + 1)€(ﬂnB2n+1 + anC2n+1) + (TL - 1)r0(5nBZn+1+YnCZn+1)}]COS[(2n + 1)(.0]
1
_E [{(n - 1)§(ﬁn32n—1 + anCZn—l) + (Tl + 1)r0(6nBZn—1 + ynCZn—l)}]COS[(Zn - 1)(;0]

[{(n + 1)§(anBZn+1 - ﬁn62n+1) + (Tl - 1)r0(ynBZn+1 - 6nCZn+1)}]Sin[(2n + 1)(;0]

N =

+
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N =

+ [{(Tl - 1)€(an32n—1 - BnCZn—l) + (Tl + 1)rO(VnBZn—1 - 6nCZn—1)}]Sin[(2n - 1)@])

(A2.6a)

Finalmente, para completar el campo monopolar se calcula a continuacion la componente

vertical asociada, tal que siguiendo su definicion se tiene que

Wmn

(04 (x)y  0An(X),
_< ox Ay >

Recordando nuevamente la ecuacion (A2.1)

A, (x) = %f{—roSin(H) — Sin(0)[a,,Cos(nd) + B,Sin(nh)]

—nCos(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nB)]i + r,Cos(H)
+ Cos(6)[a,Cos(nd) + B,Sin(nd)] — nSin(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nb)]j

— n[y,Sin(n®) — 8,Cos(nb)]k} (42.1)

x—x) %

Se obtiene la siguiente expresion integral

r 2T
Wy, = —J (roCos(8)(pCos(8) — rCosp)
4m J,

+ Cos(8)[a,,Cos(nB) + B,Sin(nB)](pCos(0) — rCos¢e)
—nSin(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nB)](pCos(8) — rCosy)
+ 1,Sin(0) (pSin(8) — rSingp)
+ Sin(0)[a,,Cos(n@) + B,Sin(nd)](pSin(6) — rSing)
+ nCos(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nb)](pSin(0)

1

—rSin de
) [q — 2rpCos(p — )] /2

Omitiendo los términos de segundo orden en w,,, se tiene que
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I

Wm = 4

2
f (roCos(0)([ry + a,Cos(nB) + B,,Sin(nd)]Cos(8) — rCosy)

+ Cos(8)[a,Cos(nB) + B,Sin(nB)](r,Cos(0) — rCosp)
—nSin(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nb)](ryCos(8) — rCose)
+ 1,Sin(0)([ry + a,Cos(nB) + B,Sin(nb)]Sin(0) — rSing)
+ Sin(0)[a,Cos(nB) + B,Sin(nb)](r,Sin(8) — rSing)
+ nCos(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nb)](r,Sin(0)

1

—rSi do
rsine) [q — 2rpCos(p — )] /2

Wy, = Lf 7T(roCos(H)([rO + a,Cos(nB) + B,Sin(nb)]|Cos(6) — x)
4m J,

+ Cos(8)[a,Cos(nB) + B,Sin(nB)](r,Cos(0) — x)
—nSin(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nb)](r,Cos(0) — x)
+ 1,Sin(0)([ry + a,Cos(nb) + B,Sin(nd)]Sin(6) — y)
+ Sin(8)[a,,Cos(nB) + B,Sin(nB)](r,Sin(0) — y)
+ nCos(0)[a,Sin(n@) — B,Cos(nb)](r,Sin(0)

1

_ do
7Y [q — 2rpCos(p — )] /2

I

2
=1 (7‘02 + 21y, Cos(n@) + B,Sin(nd)] — ro(xCos(H) + ySin(G))
0

W

+ % (n+ 1) (yB,, — xa,)Cos[(n + 1)0] + % (n — 1) (yB, + xa,)Cos[(n — 1)0]

1 (n+ D(ya, + xB,)Sin[(n + 1)0]

2
- 1 (7’L - 1)(yan - Xﬁn)SlTl[(Tl - 1)6]> - 3 a6
2 [q — 2rpCos(p — 6)] /2

De manera que siguiendo la expansion en Fourier propuesta por (A2.3) y haciendo uso de la

ortogonalidad de las funciones, es posible reescribir la integral para w,,, como sigue

21
Wy, = %f (ry® x {4y + B,Cos(nB)Cos[n(p — 8)] + C,Sin(nd)Cos[n(p — 6)]}
0



+2rya,Cos(nb)
x {A,Cos[n(p — 6)] + ByCos(nO) + B,,,Cos(nd)Cos[2n(p — 6)]
+ C,,Sin(nB)Cos[2n(p — 6)]} + 21, B,Sin(nd)
x {A,Cos[n(p — 6)] + B,,Cos(nB)Cos[2n(p — 0)] + C,Sin(nd)
+ C,,Sin(nB)Cos[2n(p — 0)1}

—19xC0s(0) X {A;Cos[(¢p — 0)] + Bp+1Cos(nB)Cos[(n+ 1)(¢ — 6)]
+ B,_1Cos(nB)Cos[(n — 1)(p — 8)] + Cp11Sin(nB)Cos[(n + 1) (¢ — 6)]
+ C,—1Sin(n@)Cos[(n — 1)(p — 0)]}

—1,ySin(0) x {A,Cos[(¢ — 0)] + B,+,Cos(nB)Cos[(n+ 1)(¢p — 6)]
+ B,_,Cos(nB)Cos[(n — 1)(¢ — 8)] + C,11Sin(nB)Cos[(n + 1)(¢p — 6)]
+ C,—1Sin(n@)Cos[(n — 1)(@ — 0)]}

+ % (n+ 1) (yB,, — xa,)Cos[(n + 1)6]
X {Ap+1Cos[(n+ 1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(¢p — 6)]
+ By 1Cos(mB)Cos[(2n + 1) (@ — 8)] + C;Sin(nO)Cos[(p — 6)]
+ Cypp1Sin(nd)Cos[(2n + 1) (@ — 6)]}

+ % (n—1)(yB,, + xa,)Cos[(n —1)6]
X {A,_1Cos[(n—1)(¢ — 0)] + B,Cos(nB)Cos[(¢p — 6)]
+ B,,,_1Cos(nB)Cos[(2n — 1)(¢p — 8)] + C,Sin(nd)Cos[(¢p — 6)]
+ Cyp—1Sin(nB)Cos[(2n — 1) (¢ — 6)]}

— % (n+ 1D (ya, + xB,)Sin[(n + 1)6]
X {Ap,41Cos[(n+ 1)(¢ — 0)] + B,Cos(nB)Cos[(¢p — 6)]
+ By,41Cos(mB)Cos[(2n + 1)(¢p — 8)] + C,Sin(nd)Cos[(p — 6)]
+ Con1Sin(nB)Cos[(2n + 1) (¢ — 6)]}
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_%(n — D(yan — xp,)Sin[(n — 1)6]

X {Ap_1Cos[(n —1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]
+ By,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — 8)] + C,Sin(nd)Cos[(p — 6)]
+ Cypn_1Sin(nB)Cos[(2n — 1) (¢ — 0)]})d6

Desarrollando las integrales se obtiene

r
W = (ro> X {24 + BpCos(ng) + C,Sin(ng)}

1
+2rya, X {AnCos(n(p) + By + 5 (BZnCos(Zmp) + CZnSin(Zmp))} + 21y fn

1
X {AnSin(mp) +Cy + > (BZnSin(Zmp) — CZnCos(Zmp))}

—ToX X {AlCos(q))
+3 (BuasCos[(n-+ D] + B1Cos[(n — D] + GyaaSin(n + D]

~ CuosSinl(n — Do}

—ToY X {AlSin(go)
42 (BuysSinl(n + 1] + By Sinl(n ~ 1g] ~ Gy Cos{(n + 1]

+ Cy_sCosl(n — D}

4 (n+ DBy~ xay)
x {AnssCosl(n + D]

+2 (BACoS(9) + BanaaCosl(2n + )] — CiSin(p) + ConsSinl(2n + D))



97
1
+§ (n - 1)(ylgn + xan)
x {41 Cosl(n — Vo]

+2 (B,CoS(9) + Ban-1Cos[(2n — )] + C1Sin(p) + Con-1Sinl(2n — 1))

_%(n + 1)(yan + x.Bn)
x {AnsaSinl(n + Dol

+ % (B1Sin(@) + Bap41Sin[(2n + 1)¢] + €,Cos(¢) — Cop41Cos[(2n + 1)‘.0])}

1
_E(n - 1)(yan - xﬁn)

x {4, 1Sinl(n — D]
+%(—BlSin(<p) + By,,_1Sin[(2n — 1)¢@] + C,Cos(¢)
~ CanesCosl(2n — DD (42.7)

Reorganizando la expresion de una manera mas compacta, se obtiene
I 2
Wm = Z (2AOT0 - AlT'OT'
+7152(B,Cos(ng) + C,Sin(ng)) + 2r[a,Cos(ny) + B,Sin(ne)]A,

#5711 = DAy = 0+ D] (@,Cos(np) + uSin(ng))

1
_ETOT[(Bn+1 + Bp_1)Cos(ng) + (Cpiq1 + Cp_1)Sin(ng)]
+2T0 (anBO + ,BnCO) + ro{(anBZn - ﬁnCZn)COS(Zn(p) + (anCZn + ﬁnBZn)Sin(zn(p)}

+%{(n}’,3n —xa,)B; — (nya, + xB,)C;}Cos(p)

1
+ E{(_yan - nxﬁn)Bl - (yﬁn - nxan)cl}Sin((p)
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427101~ DBy — (+ DBaa(@aCos(ng) + BuSin(ng))

4271 = DCans — (1 + DCana) (@nsin(2ng) — b,Cos(2ng))
(A2.7a)

Con esto, el campo monopolar inducido por el vértice asociado a la geometria indicada por

las ecuaciones (50a, b y c) resulta especificado por (A2.5,6 y 7).
A3. Calculo del campo dipolar.

El calculo del campo dipolar inducido por el vortice especificado en Al es obtenido, por
definicion, mediante el rotacional del potencial dipolar (31). Donde

1[0(T® - oo R 1
A (x) = ——j {E (ksft + kTh) + dVk(k + (- V))}mds (31)

2
Donde TI'® y d® son cantidades especificados por las ecuaciones (35c — d),
respectivamente para el caso de un vortice anular. Sin embargo, en esta ocasion se define como e
a la seccidn transversal del vortice y a r; como la seccién transversal del toro sobre el que se

encuentran los vortices eslabonados (capitulo 1). Entonces

I 3
1"(3)=_ 2 . (1)=__l" 2
5 e ; d Ten € (35¢)
Por otra parte, siguiendo la ecuacion (41.1b) tal que
1/2
1 2 [a
K ~ —<1 +— [—n Cos(nd) + 'B—nSin(nH)] (1+ n2)> (A1.1b)
To To LTo To
Se encuentra que
19k  n (1+n? [—i—:Sin(nH) + E—:Cos(ne)]
— 39~ 2

1
<1 + 3—0 [% Cos(n@) + E—:Sin(ne)] (1+ n2)> i
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n a
Ky ~ r_2(1 +n?) —r—nSin(nB) + %Cos(ne) (43.1)
0 0 0

El célculo sobre el potencial dipolar se realiza a primer orden. Por otra parte, para simplificar

los calculos se supone que la curvatura puede ser definida de la siguiente manera

1 1ra
K~ — 1+—[—nCos(n6)+&Sin(n9)] (1+n2)+---]
TolTo To

To
Luego
Te? 1
Ajg(x) = — —— {12(1 +n?) [—ﬁsm(ne) +&Cos(n9)] [—Cos(8)i — Sin(8)j] + —
32m ) (r, T T To
n Yn .. 6n -~ ds
—(m? -1 [—Sln nd) — — Cos(nd ]-1k}—
7”0( ) To (n6) To (n6) |x — X(s)

_.|_

331;67; f {roiz [1 +2 [i—: Cos(nB) + f—:Sin(nH)] 1+ nz)] {—Sin(@)

— Sin(0) [% Cos(n@) + 'f—nSin(nH)] —nCos(0) [% Sin(nf) — i—nCos(nH)] i
0 0 0 0
+ Cos(0) + Cos(0) [? Cos(n@) + f—”sm(ne)]
0 0

—nSin(0) [ﬁSin(nﬁ) — & Cos(n@)]j —-n [y—nSin(nG) — 6—” Cos(n@)] 72}
To To To To

rod6

+ kiR V)}—lx T

Notese que

1

V 1
[q — 2rpCos(p — 6)] /2

) (
[q — 2rpCos(p — )] /2
+ (¢ = [y,Cos(nB) + 8,Sin(nd)k}

[x — pCos(6)]i + [y — pSin(0)]j

Entonces
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A (x) = — 32;0 f n {(1 +n?) [— i—:Sin(nﬁ) + f—: cOs(ne)] [—Cos(0)i — Sin(6)j]
Yn .. Oy - do
+(m?-1) [ESm(nH) - ECos(nH)] k}m

eZ

E f [1 +2 [i—: Cos(nf) + %Sin(n@)] 1+ nz)] {—Sin(e)

— Sin(0) [% Cos(n@) + %Sin(ne)]
—nCos(mB) [%Sin(n@) — %Cos(n@)] i+ Cos(60)
0 0

+ Cos(0) [ﬂ Cos(n@) + &Sin(ne)] —nSin(6) [ﬂSin(nQ) — &Cos(ne)] j
To To To To J

de
|x = X(s)|

1) -~
-n [ﬁSin(nB) — —nCos(nH)] k}
o To

3Te?
321

f [1 + [% Cos(nf) + %Sin(n@)] 1+ nz)] {—sm(e)

0 0

— Sin(0) [ﬁ Cos(n@) + 'B—nSin(nH)] —nCos(0) [& Sin(nf) — &Cos(ne)] i

To To To To
an ﬁn .
+ Cos(0) + Cos(0) [r_ Cos(n@) + T—Sm(ne)]
0 0
—nSin(0) [%Sin(ne) - & Cos(nG)]j -n [y—nSin(nG) - 6—“ Cos(n@)] 72}
ro TO TO rO

( C an Bn .. 2
—Cos(0) — Cos(0) [T_o Cos(n@) + T—OSLn(nG)] (1+n*)

[x — pCos(6)]
[q — 2rpCos(p — 6)]7/2

+ 2nSin(0) [%Sin(n@) - é—"Cos(nH)])
0 0

(S . an ﬁn . 2
— [ Sin(8) + Sin(6) [r_ Cos(n@) + T—Sm(ne)] (1+n*)
0 0

[y — pSin(6)]
[q — 2rpCos(p — 6)]7/2
[YnCos(nB) + §,,Sin(nd)])
3 }de
q — 2rpCos(p — )]/

+ 2nCos(8) [%Sin(n@) — %Cos(n@)])
0 0

—n? [V_n Cos(nf) + %Sin(ne)] €-
7o To [
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Dada la extension de la expresion que define el potencial dipolar, ésta se analizara por
componentes separadamente, de suerte que omitiendo términos de segundo orden se obtiene para

la componente x

Ajjg(x)y = — Le” f{ n(1 + n?) [ —Sin(nd) + B—Cos(n@)] Cos(@)}

1
do
32mry |x — X(s)|

N 3le?
32mr,

f{_gin(e) - [i—: Cos(nf) + %Sin(n@)] Sin(6)

-n [i—: Sin(nf) — %Cos(ne)] Cos(0)

do

an Bn . .
—2(1+n?) [E Cos(nf) + ESLn(nQ)] Sm(e)}lx——X(s)l

{(—Cos(@) — Cos(9) [% Cos(n@) + %Sin(ne)] (1+n?

[x — pCos(0)]
[q — 2rryCos(p — 9)]

+ 2nSin(0) [— Sin(n@) — B Cos(ne)D

_ (sm(e) + Sin(®) [r—” Cos(nd) + [j—”sm(ne)] (1 +n?)
0 0

[y — pSin(60)]
[q — 2rryCos(p — 6)] /2

+ 2nCos(6) [%Sin(n@) - %COS(HH)D
0 0

—n? [V_n Cos(n@) + %Sin(né?)] J 3 }
To To [q — 2rrCos(p — 6)] 72

+Sin(60) Cos(n9)+'B—S n(no)
o

{ Cos(0)[x —1,Cos(6)] B Sin(0)[y — r,Sin(6)] }
— 2rryCos(p — 6)] %/ [q — 2rryCos(p — 9)]3/2

Cos(0)[x —ryCos(0)]

— 2rryCos(p — 0)]3/2
Sin(8)[y — pSin(8)]

lq - 2rnCos(p — )1’ }

+nCos(0) [—Sm(n@) - 'B—C s(n 9)] {

—Cos(0)[x — ryCos(6)]
[q — 2r7yCos( — 6)] 72

+(1+n?) [i—: Cos(nd) + f—:sm(ne)] Sin(0) {

B Sin(0)[y — rOSin(G)g })d@
[q — 2rryCos(p — 6)] /2



Organizando aun mas la expresién para esta componente del potencial dipolar se obtiene

I‘ez Un ..
Aja(0)x = =g [ {= 5 m? 4 12) [~ 2 im(n)
'Bn Cos(nH)] Cos(mH)} ! ——do
[q — 2rryCos(p — mb)] /2

N 3le?
32mr,

f{-gin(e) — [i—: Cos(nB) + %Sin(n@)] Sin(6)

-n [ﬁSin(nH) — ﬁ—"Cos(nH)] Cos(0)
To To

do
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—2(1+n? [C;—: Cos(n) + %Sin(ne)] Sin(@)}

| 3re?
" 32mm,

f({( 15C0s(0)Sin(0)[x — ryCos(6)]

+ 1ryla,Cos(nB) + B,Sin(nB)]Cos(6)Cos(0)Sin(6)

— Cos(0)Sin(8)[x — ryCos(8)][a,Cos(nB) + B,Sin(nd)](1 + n?)
+ 2nSin(0)Sin(0)[x — ryCos(0)][a,Sin(nd) — B,,Cos(nh)])

— (1,Sin(6)Sin(8) [y — rpSin(0)]

—1r9la,Cos(nB) + B,Sin(nd)]Sin(8)Sin(6)Sin(6)

+ Sin(8)Sin(0) [y — roSin(0)][a,,Cos(nb) + B,Sin(nd)](1 + n?)
+ 2nCos(8)Sin(0)[y — r,Sin(0)][a,Sin(nB) — B,Cos(nb)])

— n?é[y,Cos(nB) + 6,Sin(nd)]Sin(0)}

—Cos(0)Sin(6)[a,,Cos(nf) + B,Sin(nd)][x — ryCos(0)]
— Sin(0)Sin(0)[a,Cos(nb) + B,Sin(nd)][y — r,Sin(6)]

—nCos(0)Cos(0)[a,Sin(nd) — B,,Cos(nb)][x — ryCos(6)]
—nSin(6)Cos(0)[a,Sin(nd) — B,Cos(nbB)][y — r,Sin(0)]

—(1 +n?»)Sin(8)Cos(8)[a,Cos(nB) + B,Sin(nd)][x — r,Cos(8)]
— (1 +n?)Sin(0)Sin(8)[a,Cos(nd) + B,Sin(nd)][y
1

—1pSin(6 do
1,5in(6)]) [0 — ZrroCos(p — O

[q — 2rryCos(p — 0)] 72

(A3.2a)
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Para la componente y del potencial dipolar se obtiene que

[e?

" 32mr, f { n(1+n%) [ o Sin(ng) + COS(nH)] Sm(H)} do

Ajja(x)y = lx — X(s)|

3le?
327,

f{Cos(@) + Cos(0) [i—: Cos(nf) + f—:Sin(nH)]

—nSin(0) [i—: Sin(n@) — %Cos(n@)]

do
[q — 2rryCos(p — 0)] /2

+2(1+n? [i—: Cos(nB) + %Sin(n@)] Cos(6) }

3le?
32m

+ j l—Cos(B) {(—Cos(@) — Cos(0) [ﬁ Cos(nd) + ﬁ—nSin(nH)] (1+n?

[x — pCos(0)]
— 2rpCos(p — 0)]

+ 2nSin(0) [—Sm(n@) — ﬁ—Cos(nG)D

- (sm(e) + Sin(6) [—" Cos(nf) + &Sin(ne)] (1 +n?)

[y — pSin(0)]
— 2rpCos(p — 6)] */2
— ynCos(nQ) + 6,Sin(n6)])
[q — 2rpCos(p — )] /2 }l

+ 2nCos(6) [—Sln( 0) — ﬁ—COS(ne)])

—n? [T_Z Cos(nB) + T—ZSin(nH)] ¢

[x — pCos(6)]
[q — 2rpCos(p — 6)] 7>
[y — pSin(0)] }
[q — 2rpCos(p — )] /2

—Cos(6) [‘i—;‘ Cos(nd) + 'ﬁ—:Sin(nH)] {(—cOs(a))

— (Sin(6))

[x — pCos(6)]
[q — 2rpCos(p — 6)] /2

+nSin(6) [‘i—;‘ Sin(nd) — f—:cOs(ne)] {(—cOs(a))

_ Sin(6) [y — pSin(6)] }

[q — 2rpCos(p — )] /2

[x — pCos(6)]
[q — 2rpCos(p — 6)]/2

—(1+n? [% Cos(nB) + &Sin(ne)] Cos(0) {(—Cos(me))
7o To

_ Sin(g) — 2 = PSn®)] _ }dG
[q — 2rpCos(p — )]/
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Organizando aun més la expresion para esta componente del potencial dipolar se obtiene

[e?

3217,
Bn

Ajja(x)y = — f{—n(l +n?) [—i—:Sin(ne)

do
[q — 2rryCos(p — 6)]'/2

Cos(n@)] Sm(H)}

N 3le?
32mr,

f{Cos(@) + Cos(0) [i—: Cos(nf) + f—:Sin(nH)]

—nSin(0) [i—: Sin(n@) — %Cos(n@)]

do
[q — 2rryCos(p — 0)] 72

+2(1 +n? [i—: Cos(nd) + 'f—:Sin(nB)] Cos(0) }

3Fe
32nr

f [{(rolx — 75Cos(8)1Cos(8)Cos(6)

—19la,Cos(nB) + B,Sin(nf)]Cos(0)Cos(6)Cos(H)

+ (1 +n?)[x — ryCos(8)][a,,Cos(nB) + B,Sin(nB)]Cos(8)Cos(H)
— 2n[x — ryCos(0)][a,,Sin(nd) — ﬁnCos(nB)]Sin(H)Cos(Q))

+ (ro [y — 1r,Sin(0)]Sin(6)Cos(0)

— 19|, Cos(nB) + B,Sin(nh)]Sin(8)Sin(0)Cos(6)

+ (1 +n?)[y — r,Sin(8)][a,Cos(nB) + B,,Sin(nB)]Sin(8)Cos(8)
+ 2n[y — r,Sin(0)][a,Sin(nd) — ﬁnCos(nG)]Cos(H)Cos(H))

+ n2[y,Cos(nB) + 8,Sin(nd)]Cos(6)}]

+[a,,Cos(nB) + B,Sin(nB)][x — pCos(8)]Cos(68)Cos(H)
+ [a,Cos(nB) + B,Sin(nd)][y — pSin(0)]Sin(6)Cos(H)

—nla,Sin(nf) — B,Cos(nb)][x — pCos(6)]Cos(0)Sin(6)
—nla,Sin(n@) — B,,Cos(nB) ][y — pSin(0)]Sin(0)Sin(H)

+(1 + n?»)[a,Cos(nB) + B,Sin(nd)][x — pCos(8)]Cos(8)Cos(8H)
+ (1 + n?)[a,Cos(nB) + B,Sin(nB)][y

1
— pSin(6)]Sin(6)Cos(6 de
pSin(0)]Sin(6)Cos(6)) [q—2rrOCos(<p—9)]3/2
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(A3.2b)
Finalmente, para la componente z del potencial dipolar se obtiene que
3le? )
Ajax), = f{—n y—nSin(nH) — —nCos(nH)]
32mr, To o
— n[y,Sin(nd) — §,Cos(nB)](xCos() + ySin(6))
1
+ n[y,Sin(n@) — 6nCos(n9)]ro} - aé (A3.2¢)
lq — 2rroCos(p — 6)] 2

Expresado explicitamente el potencial dipolar. Se encuentra el campo de velocidad dipolar
inducido por el vortice con la geometria correspondiente al apéndice Al. Antes de esto, se

reescribe el potencial como sigue
Ag(x) = Ajjg ()8 + Ajja (), + 1‘1||d(3‘f)zﬁ
De suerte que el campo dipolar inducido queda expresado como

u; =Vx A”d(x)

_(0Aja(x)z  94j1a(x)y ), N 0Ajja(®)x  0Aa(x)z) .
- dy 0z : dz 0x J

N 0Aq(x), B 0A)1q (%)
d0x dy

>/k:udi+vdj+wd,k

Entonces para la componente x del campo se obtiene la siguiente expresién en la cual se han

omitido los términos de orden superior como aquellos que son O (1/|x _ XIS)

jZ” 3le? n[y,Sin(nd) — §,Cos(n)]Sin(0)
Uy = —
“ 32mr, [q — 2rryCos(p — 9)]3/2

eZ

(¢ — [ynCos(nB) + 6,Sin(nd)])

+ 3
[q — 2rryCos(p — 6)]72

2 Ay ., Bn .
321y {n(l +n%) [_ r—OSln(nH) + ECOS(nB)] Sm(e)}
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3Te?

+
32mr,

{Cos(@) + Cos(0) [% Cos(n@) + %Sin(ne)]
—nSin(0) [% Sin(n@) — % Cos(nH)]
0 0

+2(1 +n?) [% Cos(noH)

.Bn }(E - [ynCos(nH) + 6n5in(n9)])

S 6)|Cos(6
nin )] os(8) [q — 2rryCos(p — 9)]3/2

)do

Reescribiendo la expresion y omitiendo todos los términos de segundo orden, se tiene que

3le?
327y,

Ug = f 7r( —n[y,Sin(nB) — §,,Cos(nh)]Sin(0)

—ln(l +n?)& [ﬁSin(nH) _bn Cos(n@)] Sin(6)
3 T 7o

+{ &Cos(0) — [y,,Cos(nB) + 6,Sin(nB)]|Cos(0) + & [% Cos(n@) + %Sin(n@)] Cos(8)
0 0
—né [ﬂ Sin(n@) — &Cos(ne)] Sin(6)
To o

+2(1 + n?)é [% Cos(noH)
0

Bu 1
—S 9)| Cos(6 do
+ 22 in )] os( )}) oo o

Organizando la expresion de un modo mas adecuado, se obtiene

3Irf
Ya = 300,

f (éCos(6)
r{onna s G2+ e o] costin s v

—%{(n + Dy, + [(1 + n?) (g - 2) +(n— 1)] Ei—:} Cos[(n — 1)6]

=

+ofm= o, + [a+n) (3 +2)+(n+1)]€ }Sm[(n+1)0]
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—%{(n +1)6, — [(1 + n?) (g - 2) + (- 1)] Eﬁ—:} Sin[(n —1)0]

1
) X do

[q — 2rrCos(ep — 6)]72

Encontrada esta expresion para la componente x del campo inducido dipolar. A continuacion,
se utiliza la expansién en Fourier (A2.3) y la ortogonalidad de las funciones involucradas para
desarrollar las integrales en cuestion, tal que

B 3le?
Y = 39mr,

2T
f (€Cos(6)
0

X {A;Cos[(p — 0)] + B,y 1Cos(nB)Cos[(n + 1) (¢ — )]
+ B,_1Cos(nB)Cos[(n — 1)(¢ — 8)] + Cp11Sin(nB)Cos[(n + 1) (¢ — 6)]
+ C,—1Sin(n@)Cos[(n — 1)(p — 0)]}

+%{(n — Dy, + [(n2 +1) (g + 2) + (n+ 1)] fi—:} Cos[(n + 1)6]

X {Ap+1Cos[(n+ 1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]
+ By,41Cos(mB)Cos[(2n + 1)(¢p — 8)] + C,Sin(nd)Cos[(p — 6)]
+ Con1Sin(nB)Cos[(2n + 1) (¢ — 0)]}

—%{(n — 1y, + [(n2 +1) (g - 2) + (n— 1)] fi—:} Cos[(n — 1)0]

X {A,_1Cos[(n—1)(¢ — 0)] + B,Cos(nB)Cos[(p — 6)]
+ B,,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — B)] + C,Sin(nb)Cos[(p — 6)]
+ Cyp_1Sin(nB)Cos[(2n — 1) (¢ — 6)]}

+%{(n — D)8, + [ + 1) (g +2)+(n+ 1) f%}Sin[(n +1)6]

X {Ap+1Cos[(n+ 1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]
+ By 41Cos(mB)Cos[(2n + 1) (@ — 8)] + C,Sin(nO)Cos[(p — 6)]
+ Cypp1Sin(n)Cos[(2n + 1) (@ — 6)]}
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—%{(n ~ D8, + @2 + D (5-2) + (e - D] 5%} Sin[(n — 1)6]
X {A,_1Cos[(n —1)(¢ — 0)] + B;Cos(nB)Cos[(p — 6)]
+ By,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — 8)] + C,Sin(nb)Cos[(p — 6)]
+ Cyn_1Sin(nB)Cos[(2n — 1) (¢ — 6)]}) d6

Desarrollando las integrales, se obtiene

B 3le?
Ya = 327,

(¢ x {A1Cos()
+2 (Buy:Cosl(n + 1)g] + By 1Cosl(n — D] + oy Sin(n + 1))

+ CousSinl(n — Do}

+%{(Tl—1))/n+ [(nz+1)(g+2)+(n+1)]fi—:}
x {An+1Cos[(n + 1]

+3 (ByCS(p) + Byny:Cos[(2n + 1] — CiSin(p) + CanaaSin(2n + DD}

—%{(n - Dy, + [(m2 +n?) (g — 2) +(n - 1)] fi—:}
x {4, 1Cosl(n — 1)g]

+ % (B1Cos(@) + By,_1Cos[(2n — D)@] + C,Sin(@) + Cop_1Sin[(2n — 1)(,0])}
+1{( — 18, + (% + 1) (E+ 2)+ (n+ 1) f&}
2 1" n 3 T

x {AsaSinl(n + 1ol

+ % (B1Sin(@) + Bap41Sin[(2n + 1) @] + €, Cos(¢) — Cop41Cos[(2n + 1)§0])}
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1 2 n Bn
—5{(n -8, — [0+ D (5-2) + (= D] EE}
x {1 Sinl(n — D]
+ % (=B;Sin(@) + By,_1Sin[(2n — 1)@] + C;Cos(¢)
~ CanesCosl(2n — VD) (433)

Reorganizando la expresion de una manera mas compacta, se obtiene

3le? 4,Cos(0)
32r0("; 1Cos(o

Ug =

v {0 = Dp+ (02 + 1) (542) + (14 D] €78 A | Cosln + g
+meBa_, @+ Dy + [+ 1) (5 -2) + (1= D] €52 4] Cosln - Do)
[eCn 4 {0 Do [07 4 D (G +2) + o+ D] 2 s sinlcn+ D)
+[¢Cu — {4 Do, + [ + D (5-2) + - D¢ }An o sintn = Dol
[t 20+ 1)+ 1072 Byt |6, 4 262+ D) + 1]5%] Ci} cos(@)
+ {[n8n + [g (n? +1) +n] fﬁ—;‘] B, — [nyn + [g (n? +1) +n] 50;—:] Cl}Sin((p)

[l -Dr+ [0+ D (G +2) + D)5 Y Bans

{(n 1)6, + [(n + 1)( + 2) +(n+ 1)]5 }C2n+1] Cos[(2n + 1)¢]

—%[{(n + Dy, + [(n2 +1) (E - 2) + (n— 1)] fﬁ} Ban-1

{(n+1)6 +[(n +1) (——2)+(n 1)]5 }62n 1] Cos[(2n — 1)g]
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[{(n—1)5 +|m? +1)( +2)+(n+1)]€ }an+1

+ {(n — Dy + (% +1) (§ +2)+ (n+ 1) Ei—:} 62n+1] Sin[(2n + 1g]

[{(n + Dy, + [(n +1) (—— 2) + (n— 1)]5 }Czn

+ {(n +1)8, + |2+ 1) (g ~2)+ (-1 gﬁ—:} an_l] Sin[(2n - 1)g]

(A3.3a)

Para la componente y del campo dipolar inducido se obtiene la siguiente expresion en la cual

se han omitido los términos de orden superior como aquellos que son O (1/|x _ X|5)

B l"eZ 2T 5 1 anS. 0
vy = 327‘[7‘0_]; ({—n(n + )[_E in(nd)
ﬁn cOs(ne)] Cos (9)} (& — [YnCos(nB) + 6nSingn9)])
[q — 2rryCos(p — 6)]72
2 (. Ay Bn .. .
+ {Sm(e) + [— Cos(nf) + —Sm(ne)] Sin()
32mr, T T

+n [ﬁSin(nﬁ) - & Cos(n@)] Cos(0)
To To

a
+2(n%*+1) [r_n Cos(nd)
0

4B

}(E — [ynCos(nB) + 6,Sin(nd)])

Sm(n@)] Sin(6) 3
[q — 2rryCos(p — mB)] /2

3re? n[y,Sin(nf) — §,Cos(nB)]Cos(H)
321, [q — 2rryCos(p — 6)] *a

)de

Reescribiendo la expresidon y omitiendo todos los términos de segundo orden, se tiene que

2 27T
Vg = 3le f (%n(n2 +1)¢& [%Sin(n@) - %Cos(n@) Cos(0)
0 0

327TT'0 0
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+ {fSin(B) — [ynCos(nB) + 6,Sin(nh)]Sin(0) + ¢ [? Cos(n@) + i—nSin(nH) Sin(0)
+ né [ﬁSin(nH) - ﬁ—"Cos(n@)] Cos(0)
To To
+2(n2 + 1)¢ [ﬁ Cos(nd) + ﬁ—"Sin(n@)] Sin(e)}
To To

+nly,Sin(n@) — §,,Cos(nb)]Cos(H)) ! do

[q — 2rrCos(ep — 6)]7/2

Organizando la expresion de un modo mas adecuado, se obtiene

e = 3mr f (€Sin(6)
1 ;
—{m- s, + |2 +1)( +2)+ (n+ 1) E—}Cos[(n+1)9]

1 P n 1.Pn
—Z {0+ D& + | +1)(§—2)+(n—1)_€—

1
{0 = D+ [07 + D (5 +2) + o+ D] ¢ 2 sinln + Do)

1
X de
) [q — 2rryCos(p — 0)]3/2

Encontrada esta expresion para la componente y del campo inducido dipolar, a continuacion

se utiliza la expansién en Fourier (A2.3) y la ortogonalidad de las funciones involucradas para
desarrollar las integrales en cuestion, tal que

3Fe

Va

f (mé&Sin(mao)

X {A,Cos[(p — 0)] + B, 1Cos(nB)Cos[(n + 1) (¢ — )]
+ B,_1Cos(nB)Cos[(n — 1) (¢ — 8)] + Cp,11Sin(nB)Cos[(n + 1) (¢ — 6)]
+ Cp—1Sin(n@)Cos[(n — 1) (¢ — )]}
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—%{(n ~ 16, + |2+ 1) (g +2)+ (n+ 1) Ef—:} Cos[(n + 1)6]
X {Aps1Cos[(n+ 1)(¢ — 0)] + BiCos(nB)Cos[(p — 0)]
+ Byp+1Cos(m@)Cos[(2n + 1) (¢ — 0)] + C,Sin(n6)Cos[(¢p — 0)]
+ Con1Sin(nB)Cos[(2n+ 1)(@ — 6)]}

—%{(n +1)8,, + [(n2 +1) (g - 2) + (n— 1)] Eé—:} Cos[(n — 1)0]
X {A,_1Cos[(n —1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(¢p — 6)]

+ By,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — 8)] + C,Sin(n6)Cos[(p — 6)]
+ Cyp_1Sin(nB)Cos[(2n — 1) (¢ — 6)]}

+%{(n — Dy + [(n2 +1) (g + 2) +((n+ 1)] fi—:} Sin[(n + 1)6]
X {Ap+1Cos[(n+ 1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]
+ By,41Cos(nB)Cos[(2n + 1)(¢p — 8)] + C,Sin(nd)Cos[(¢p — 6)]
+ Con1Sin(nB)Cos[(2n + 1)(p — 0)]}

+%{(n + Dy + |2+ 1) (g ~2)+ (-1 50;—:} Sin[(n — m)6]
X {A,-1Cos[(n —1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]
+ B,,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — 8)] + C,Sin(n6)Cos[(p — 0)]
+ Cypn_1Sin(nB)Cos[(2n — 1)(p — 6)]}) db

Desarrollando las integrales

2

= T2 € x {A1Sin()

Va
42 (BuysSinl(n + 1] ~ By 1 Sinl(n ~ 1g] ~ CoysCosl(n + 1]

+ Gy Cosl(n — D}
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—1{(71 —1)6, + [(n2 +1) (E+ 2) + (n+ 1)] E&}
2 n 3 To
x { A Cosl(n + D]
+3 (ByCS(p) + Byny:Cos[(2n + D] ~ CiSin(p) + CnaaSin(2n + VD)
—1{(n + 16, +[m2+1) (3 -2) + (- D) 5&}
2 n 3 To
x {41 Cosl(n — Vo]
+2 (B,CoS(9) + Ban_1Cos[(2n — )] + C1Sin(p) + Con-1Sinl(2n — D))
1 n
+E{(n — Dy + |2 + 1) (g+ 2) + (n+1)] 50;—0}
x A Sinl(n + D]

+3 (B1Sin(p) + BanssSinl(2n + 1g] + C1C05(9) — CaneaCosl(2n + VD)

+%{(n + Dy + [ + 1) (g —2)+ (-1 fi—:}
x {An_lSin[(n ~ D]
N % (~B1Sin(@) + Bop_1Sin[(2n — 1] + C;Cos(p)
~ Can-1Cosl(2n — D))}
(A3.4)

Reorganizando la expresion de una manera mas compacta, se obtiene

2

- 327,

Vg §A,Sin(yp)

3le?

e [+ [ = D8+ [0+ D (5+2) + ot 1] gf—:} Ay | Cosln + D]
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+ [gc {(n F 18, + [ + 1) (— ~2)+(n- 1)]5 }An 1] Cos[(n — 1]
+ [anH + {(n — Dy + |2 + 1) (g +2) + (n+ 1) fi—:} An+1] sin[(n + Dol
~[meBa_, ~{on+ Dy + [02 + D (5-2) + (1= D] €72 Ay Sinln — D
+ [{nc?n _ [g (n? +1) +1] Eﬁ"} B, + {—Tl)/n + [g (n? +1) +n] fi—:} Cl] Cos(p)

[{ 5, + [2(n% + 1) + 1]56(’:} + {—yn F 2%+ 1) + 1]50;—;"} Bl]Sin(<p)

—[{(n—1)6n+ (n? +1)( +2)+(Tl+1)]f }BZn+1

+i(n— Dy, + [(n +1) (§ + 2) +(n+ 1)] fi—:} CZn+1] Cos[(2n + 1)¢]

—[{(n+1)6n+ (2 +1) (5-2) + (- 1)]6 }BZn .

+i+ Dy + (02 + 1) (§ —2)+ (- 1) Ei—:} CZH] Cos[(2n — 1)¢]

+ [{(n - Dy, + (n +1) ( + 2) + (n+ 1)] 3 }BZn+1

—n—-1)8, + [(n + 1)( + 2) +(n+ 1)] £ }cz,m] Sin[(2n + D]

+{o+ Dp+ 02+ D (5-2) + (1= D] €72 Bancy
{(n+1)5 +[(n +1) (——2)+(n 1)]5 }CZn 1]Sm[(2n Dol

(A3.4a)

Finalmente para la componente z del campo inducido se obtiene la siguiente expresion en la

cual se han omitido los términos de orden superior como aquellos que son O (1/|x _ X|5)
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[x —1yCos(0)]
[q — 2rroCos(p — )] /2

Wy = .[()2”(31;;21«0 {n(n2 +1) [i—:Sin(nH) - f—:Cos(ne)] Sin(@)}

3le?
32mr,

{Cos(@) + [i—: Cos(n@) + ﬁ—:Sin(nﬁ)] Cos(0)

[an . ﬁn .
—n|—Sin(nf) — — Cos(n@)] Sin(6)
To o

[x — pCos(6)]
[q — 2rryCos(ep — 6)]7/2

+2(n*+1) [% Cos(nB) + %Sin(ne)] Cos(6) }

3le?
32mry

{(rOCos(H)Cos(H) + (n? + 1)[a,,Cos(nB) + B,Sin(nd)]Cos(8)Cos(H)

— 2n[a,Sin(n@) — ,BnCos(nO)]Sin(B)Cos(H))
+ [a,,Cos(nB) + B,,Sin(nd)]Cos(8)Cos(H)
—nla,Sin(n@) — B,Cos(nB)|Cos(6)Sin(6)
+ (n? + 1)[a,,Cos(nB)

1

Sin(nf)]Cos(8)Cos(6 “
+ BnSin(n6)]Cos(6)Cos(6))}) [q — 2rpCos(g — 8)]°/2

[y — oSin(6)]
[q — 2rryCos(ep — 6)]7/2

+ f 31;76;) {n(nz +1) [—i—:Sin(nH) + f—:COS(nG)] 605(9)}

2

j In Bn .. )
327, {5‘”(9) + [E Cos(nd) + ESln(nH)] Sin(6)

+n [&Sin(né?) — 'B—nCos(nH)] Cos(0)
To To

[y — pSin(0)]
[q — 2rreCos(p — 6)]7/2

2 Un Bn .. ,
+2(n°+1) [E Cos(n@) + T—OSm(nG)] Sm(@)}
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3le?
32mr,

+ {(rOSin(H)Sin(H) + (n? + 1)[a,,Cos(nB) + B,Sin(nd)]Sin(8)Sin(0)

+ 2n[a,Sin(n@) — BnCos(ne)]Cos(H)Sin(H))
+ [a,,Cos(nB) + B,Sin(nd)]Sin(6)Sin(6)
+ nl[a,Sin(n@) — B,Cos(nB)]Cos(6)Sin(0)
+Mm?+1) [ﬂ Cos(nB)

To

+ &Sin(ne)] Sin(@)Sin(@)}) - 3, a0
To [q — 2rryCos(p — 6)]72

Reescribiendo la expresion y omitiendo todos los términos de segundo orden, se tiene que

3F 2 21 1 n n .
Wy = 32:r0f0 (§{n(n2 +1) [C;—OSin(nH) — ﬁ—o(]os(ne)] Sm(@)} [x —15Cos(0)]

— {Cos(@) + [ﬁ Cos(n@) + &Sin(ne)] Cos(6) —n [& Sin(nf) — & Cos(n@)] Sin(6)
L) 1o To To

+2(n%+1) [% Cos(n@) + %Sin(ne)] Cos(m@) }[x —19C0s(0)]
0 0
+ [a,Cos(nB) + B,Sin(nB)]Cos?(6)

+{(r0Cos(6)Cos(9) + (n? + 1[a,,Cos(nB) + B,Sin(nd)]Cos(8)Cos(H)
— 2n[a,Sin(nf) — ﬁnCos(nG)]Sin(H)Cos(G))
+ [a,Cos(nB) + B,Sin(nd)]Cos(8)Cos(6)
—nla,Sin(n@) — B,Cos(nB)|Cos(6)Sin(6)
+ (n? + 1[a,,Cos(nd)

1
Sin(nB)]Cos(0)Cos(0 @
+ BaSin(nB)]Cos(6)Cos(9))}) [q — 2rpCos(p — 6)]/2

3le?
327y

2n 1 2 a, .. ﬁn :
fo ({-3n02 +1) [ES‘"("Q) —ﬁos(ne)] Cos(®)} [y - 1oSin(®)]

— {Sin(e) + [ﬁ Cos(n@) + 'B—nSin(nH)] Sin(6) +n [%Sin(ne) — &Cos(ne)] Cos(0)
To To To To

2 an Bn ... , ,
+2(n°+1) [E Cos(n@) + r—OSm(nH)] Sm(@)} [y — rySin(0)]

+ [a,,Cos(nB) + B,Sin(nd)]Sin?(0)
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+{(rSin(6)Sin(0) + (n® + D[a,Cos(nd) + B,Sin(nd)1Sin(6)Sin(0)
+ 2nfa,,Sin(n@) — ,BnCos(nH)]Cos(H)Sin(H))
+ [a,,Cos(nB) + B,Sin(nh)]Sin(0)Sin(H)
+ n[a,Sin(n@) — B,Cos(nB)|Cos(6)Sin(H)
+ (n? + 1)[a,,Cos(nb)

1
Sin(n6)1Sin(6)Sin(6 3, do
+ BnSin(nd)1Sin(9)Sin(8)}) g — 2rroCos(p — O)]'/2
Entonces
2 21
Wy = 332:;0 jo (%n(nz +1) [i—:Sin(nB) - /i—:c*os(na)] ([xSin(8) — yCos(6)]}

— {(xCos(H) + ySin(H)) + [% Cos(n@) + [j—nSin(nQ)] (xCos(B) + ySin(B))
0 0
+n [% Sin(nf) — %Cos(n@)] (yCos(8) — xSin(6))
0 0

+2(n%+1) [i—: Cos(nd) + %Sin(n@)] (xCos(8) + ySin()) }

+ [a,Cos(nB) + B,Sin(nod)]
+ {ro + 15 [i—: Cos(nd) + 'f—:Sin(nH)] +2(n% + D, [i—: Cos(nB) + f—:Sin(nO)] }

+{ro + (n? + D[a,Cos(nh) + B,Sin(nb)] + [a,Cos(nh) + B,,Sin(nbd)]

+ (n? + 1)[a, Cos(nB) + B,Sin(nB)]}) ! =—do
[q — 2rpCos(p — )]/

Organizando la expresion de un modo méas adecuado, se obtiene

B 3lre?
Wa = 300,

J 7121*0 — (xCos(8) + ySin(9))
0

+{3 + 4(n? + D}[a,Cos(nb) + B,,Sin(nd)]
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Bn

_%{

. (ﬁ (nZ + 4)) + (—X(an + 3)>
T 3 To
o 3 Ty
(ﬂ (n 4 4)) + (—Z (2n* + 3))
o 3 To
2
+ <ﬁ (n”+ 4)> + <—£(2n2 + 3))
o 3 Ty
To 3 T
T 3 T
1 xn (n? + 4) X
A (oo

T 3 T

1
) X deo

[q — 2rpCos(p — 0)] />

an} Cos[(n+ 1)0]

Bn

.1
2

an} Cos[(n — 1)0]

B

L
2

+

an}Sin[(n + 1)6]

B

an} Sin[(n — 1)0]

Encontrada esta expresion para la componente z del campo inducido dipolar. A continuacion,
se utiliza la expansion en Fourier (A2.3) y la ortogonalidad de las funciones involucradas para

desarrollar las integrales en cuestion, tal que

_ 3Te?
Wa = 32mr,

j 7T(Zro x {Ay + B,Cos(nB)Cos[n(p — )] + C,Sin(nB)Cos[n(p — 0)]}
0

—xCos(0) X {A;Cos[(¢ — 8)] + B,+1Cos(nB)Cos
+ B,_1Cos(nB)Cos[(n — 1) (¢ — 6)
+ Cp—1Sin(n@)Cos[(n — 1) (¢ — 6)1}

(n+1)(p —0)]

[
|+ Cpi1Sin(nB)Cos[(n + 1) (@ — 0)]



—ySin(0) x {A;Cos[(¢ — 6)] + B,+1Cos(nB)Cos[(n+ 1)(p — 0)]

119

+ B,_1Cos(nB)Cos[(n — 1)(¢ — 8)] + C,11Sin(nB)Cos[(n + 1) (¢ — 6)]

+ C,—1Sin(n@)Cos[(n — 1)(p — 0)1}

+{3 + 4(n? + 1)}a,,Cos(nB)
x {A,Cos[n(p — 6)] + ByCos(nO) + B,,,Cos(nd)Cos[2n(¢p — 6)]
+ C,,Sin(nB)Cos[2n(p — 0)1}

+{3 + 4(n? + 1)}B,Sin(nd)
x {A,Cos[n(p — 6)] + B,,Cos(nB)Cos[2n(¢p — 0)] + C,Sin(ndh)
+ C,,Sin(nB)Cos[2n(p — 0)1}

yn (n? + 4) Yoo,
—<E 3 >+(—a(2n +3))

xn (n? + 4) X
+ [(E 3 ) - (—a (21’1 + 3))
X {Ap+1Cos[(n+ 1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(¢p — 6)]

+ By 1Cos(mB)Cos[(2n + 1) (@ — 8)] + C;Sin(nO)Cos[(p — 6)]
+ Cony1Sin(nB)Cos[(2n + 1) (¢ — 6)]}

(ﬂ (n 4 4)> + <—Z(2n2 + 3))
T 3 T

T 3 T

X {A,-1Cos[(n —1)(¢ — 0)] + B;Cos(nB)Cos[(p — 6)]
+ B,,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1) (¢ — 8)] + C,Sin(nb)Cos[(p — 6)]
+ Cyp_1Sin(nB)Cos[(2n — 1) (¢ — 6)]}

Bn

_%{

an} Cos[(n + 1)8]

B

L
2

an} Cos[(n —1)0]
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Bn

+l{|:_ (& (nZ + 4)) + <_£(2n2 + 3)>
2 ) 3 To
2
o 3 To
X {Ap+1Cos[(n+ 1)(¢ — 0)] + ByCos(nB)Cos[(p — 6)]

+ Bypi1Cos(mB)Cos[(2n + 1) (@ — 8)] + C;Sin(nb)Cos[(p — 6)]
+ Con1Sin(nB)Cos[(2n + 1) (¢ — 0)]}

1 xn (n? + 4) X
‘E{Hr_o 3 >‘<‘E(Z”2+3)>

T 3 To

X {A,_1Cos[(n—1)(¢ — 0)] + B,Cos(nB)Cos[(p — 6)]
+ By,,_1Cos(n@)Cos[(2n — 1)(¢ — 8)] + C,;Sin(nd)Cos[(¢p — mb)]
+ Cyp_1Sin(n)Cos[(2n — 1) (¢ — 6)]}) d6

an} Sin[(n + 1)0]

Bn

an} Sin[(n — 1)6]

Desarrollando las integrales

3 3lre?
321,

Wy (2ry X {24, + B,Cos(ng) + C,Sin(ng)}

—x X {AlCos(fp)
#5(Ba o[+ 1)o] + B cos [ 1) o] + e usin G4 1) o
sl 1))
—y x {4,in(@)
+ % (Bns1Sin[(n + 1)¢] — By_ySin[(n — @] — Cry1Cos[(n + 1]

+ CousCosl(n — D))}

1
+{3+4(n% + D}a, X {AnCos(mp) + B, + 5 (BynCos(2ng) + CZnSin(Zn(p))}
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+{3 + 4(n? + 1)}B, X {AnSin(ncp) +Cy + % (B2Sin(2ne) — CZnCos(ano))}

yn (n* +4) y oo, xn (n? + 4) x o
_<E 3 >+(—%(2n +3)> ﬁ,ﬁ[(z 3 )—(—%(Zn +3))

x { s Cosl(n + D]

_%{

an}
+3 (B1CS(p) + Byny:Cos[(2n + D] — CiSin(p) + CanaaSin(2n + VD)
yn (n? + 4) oo, xn(n? +4) x

<E 3 >+ (—%(Zn + 3)) Pn + [(E 3 ) + (—E(Zn + 3)) an}

+2 (B,CoS(9) + Ban_1Cos[(2n — )] + C1Sin(p) + Con-1Sinl(2n ~ 1))

x {An_lcos[(n — 1)¢]
_ (ﬁ (n + ‘”) + <—3<zn2 ¥ 3)) - (ﬂ s 4)> + (—X (2n? + 3)) an}
7o 3 1o To 3 To

x A Sinl(n + D]
+2 (BySin(@) + BanaaSin[(2n + D] + C1C05(p) — ConasCos[(2n + D))

1 xn (n? + 4) x yn (n? + 4) y

1
2

Pn +

.1
2

A ¢
x {4, 1Sinl(n = Dol
+ %(—BlSin((p) + B,,_1Sin [(%l - 1) <p] + C,Cos(p)
~ Can-aCosl(2n — gl )
(A3.5)

Reorganizando la expresion de una manera mas compacta, se obtiene

3le?

Ya = 3or,

4r Ay — TA
(4104, 1



+21{B,,Cos(ng) + C,Sin(ng)} + {3 + 4(n? + 1)}4,[a,,Cos(np) + B,Sin(ne)]

2By + Bae1)CoS(1p) ~ 3Gy + Coo)Sin(ng)
_ <E (n? + 4)) n (_Z(an + 3))
To 3 To
N [(% (n : 4)) B (_%(an . 3))
(ﬁ (n + 4)> + (—Z(an + 3))
To 3 7o
xn (n? + 4) X
+ (E 3 >+(—a(2n +3))
xn (n? + 4) X
yn (n? + 4) Yoo
[ 220 (L)
1 xn (n? + 4) X
_E{[_<E 3 >—<—a(2n +3)>
To 3 To
yn (n? + 4) X
<ET> Bn + (— a (21’12 + 3)) ap

<—;(2n2 + 3)) Bn — <E — 4)> a”] C1> coste)
0

_%{

Bn

an} Apiq1Cos[(n+ o]

Bn

an} An—lcos[(n - 1)‘/’]

1
+§ ﬁn

an} An+1Sin[(n + 1)(/7]

Bn

an} An—lsin[(n - 1)(.0]

B,

7o 3
- (ﬁ@lz—‘i'@) Bn + (—3—0(2712 + 3)) an

7o 3
244
<—:—0(2n2 + 3)) Bn + <J:,—n o ; )> an] C1> Sin(e)

By

+

0
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+{3+ 4(n* + D} {(anBO + BnCo) + % (anBan — BnCzy)Cos(2ng)

1
+ 5 (BuBan + @uCo)Sin2np)

2 2
. (mw) s <_z (2 + 3)> 5+ [(ﬁw) _ <_£(2nz . 3)>
T 3 To Ty 3 T

X (Bzn41Cos[(2n + 1)@ + Crpi1Sin[(2n + 1) g])

1
2
2 2
(mw) s <_z(2nz s 3)> 5+ [(ﬁw) s <_£(2nz s 3)>
‘["0 3 T'O T'O 3 TO

1
1
X (Ban-1Cos[(2n — 1) g] + C,—1Sin[(2n — 1)@])
1 xn(n? +4) X yn (n® +4) Y .o 5
+Z{ _<ET>+<_E(2TL +3)> —<r—OT)+<—E(2n +3))
X (Ban+1Sin[(2n + 1)@] — Cop41Cos[(2n + 1) @])
1 xn (n? + 4) x
4{[ (ET>_<_%(Z” +3>) b

+ <&(n2—+4)> + (—X(an + 3)) an}
T 3 To

X (Bzn-1Sin[(2n — 1] — Czn—1Cos[(2n — ¢]))

Bn +

(A3.5a)
A4. Coeficientes de Fourier
En este apéndice se definen los coeficientes de Fourier, correspondientes a la expansion del

1
[q—2rroCos(@—6)]"/2

término . El cual interviene tanto en la definicion del potencial como en la del

campo inducido asociado. Estos coeficientes son obtenidos a partir de los coeficientes
encontrados en la seccion 3.2 para el caso del vortice anular. Sin embargo, la diferencia de éstos
con los coeficientes aqui establecidos, es la dependencia con los parametros de la perturbacion
(@n, Bn» Y 61)- Por lo anterior, la expansion de Fourier para este caso fue supuesta tal como se

estipula en la ecuacion (A42.3), donde
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Z(AS + B;Cos(n0) + CsSin(nf) + DsCos(2nh) + E;Sin(2n0))Cos[s(p — 6)]  (42.3)

Para determinar los coeficientes (A, Bs, Cs, D, ES), se definira S',, = ﬁcn, tal que la
Tp

expansion toma la forma

1
[q — 2rroCos(gp — 6)]72

=S50+ S Cos(p—0)+ -+ S5 ,Cos[n(p — )]

Donde g =72 + p(8)% + £(6)?, una expansion en Taylor de S’,, alrededor de p =1, y
E=z—3 , define S, =S",(p =19,& =z—3). Entonces, a partir de Thomson (1883) se
encuentra que la expansion en Taylor resulta dada en términos de ordenes diferentes de los
pardmetros (@, Bn, Yn, 0n), acorde con la forma de la ecuacién A2.3, tal que por comparacion se

tienen las siguientes definiciones, (Thomson, 1883 p.29)

A, =S5, (A4.1a)
as,  dS,
Bn = ay P) )/ng (A41b)
as, s,
Cn = Bu gt = 60— (44.1¢)
1 o\ 028, 9%y, 2y 9%Sn
Dn = Z{(“nz + ﬁn ) 9a2 - 2(anyn + Bné\n)m + (Vnz + 611 ) 072 (A4'1d)

1 , 025, 92s, 92S,
E, = E{anﬁn Y (@nbpn + Ynbn) 329, T Yn6n P (A4d.1e)



