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Se estudia el efecto de corrientes zonales centradas en
el ecuador sobre las ondas ecuateriales en el marco de un
modelo de "casi una capa".

El efecto de las corrientes sobre estas ondas resulta en
dos tipos de ssoluciones: estables e inestables. Para el
primer tipo de solucidn se encuentra que las ondas de Rossby
son las mds afectadas por la corriente (en una especie de
efecto Doppler); el efecto es mayor si dsta wva hacia el
Oeste. Del andlisis del segundo tipo de soluciones resulta
que la inestabilidad se débe principalmente a 1la interaccidn
de las ondas de Yanai y segundo modo de Rossby con las
corrientes. Asimismo. se encuentra que las corrientes al
Oeste (que son las que producen un mayor efecto Doppler) son
las mds inestables. |

Un resultado muq-impurtante que se obtiene en esta tésis
s -que  -las ondas ‘de - Kalvin ante la presencia de corrientes

Fuertes, se vuelven dispersivas.




Be encuentra también que las soluciones cumplen el

teorema de estabilidad encontrado por Ripa (1981a).
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EFECTOS DE CORRIENTES ZONALES SOBRE
ONDAS ECUATORIALES

I.- INTRODUCCION

En el estudio del océano es importante tanto las
proﬁiedades “medias" como su variabilidad. La circulacidgn
ocednica promedio es relativamente bien conocida, mds no la es
asi su variabilidad, Esta ditima puede ser debida tanto a las
fluctuvaciones de las fuerzas atmosféricas como  a la
inestabilidad de las corfientes medias (Philander, 197%a).

| El problema de estébili&ad consiste en lo siguiente. Si
se tiene wuna solucidn exacta de un modelo y s le agrega una
pequgﬁa perturbacién, ésta crecera en amplitud si es inestable
0 permanecerd acotada si‘es estable. Las escalas de tiempo y
espacio de‘ la solucidén inestable estén determinados por la
interaccidn de la perturbacidn inicial y la estructura de la
solucidn exacta (Pedlosky, 1979). |

Los estudios de estabilidad de Vcorrientes' pueden ser
clasificados de acuerdo a que dstas varfen sélo en la
direccidn vertical (inestabilidad baroclinica’ o tengaﬁ un
corte horizontal (inestabilidad barotrdpical. '

Existen muchos trabajos sobre el problema de esta?ilidad
barocifnica. entre las que des?acan Chérneq (194%)%__Eadg
(1949), Kuo (1952), Phillips (1954) y Pedlosky (19464},

Referente a la inestabilidad barotrépica, existen




estudios como 1los de Kuo (1949), Charney & Stern (19462),
gquienes encuentran bdsicamente ﬁue una condicidn necesaria de
inestabilidad es que el gradiente meridional de la vorticidad
absoluta cambie de signo. Pedlosky (1944) encuentra que una
condicidn necesaria de inestabilidad es que el producto de la
velocidad zonal y el gradiente meridional de 1la wvorticidad
absbluta sea magorique cero.

El problema de estabilidad ha sido estudiado en
"latitudes medias® ‘bajo el conte;tu de la aproximacién
geostréfica. El1 concepto de geostrofra ne puede ser
fdacilmente extendido a la zona ecvatorial y, por lo tanto, los
trabajos antes  mencionados no son aplicables para £l sistema
de corrientes trﬁpicales. |

Existen estudios de estabilidad de caerrientes
ecuatofiales. pof medio de modelos numéricos, comorlus hechos
por Philander (1974, 1i978a) y HKueo (1978). Aunque esastos
trabajos significan un aporte importante al conocimiento de la
dindmica ecuatorial, la fisica del problema estd aun muy lejos
de ser satisfactoriamente entendida,

La zona ecuatorial (cuya importancia en 1la variabilidad
del resto de 1los océdanos es ampliamente reconocidal) se
caracteriza por la existencia de wun sistema de corrientes
zonales con fuertes cortes tanto verticales como meridionales.
Asimismo, esta regidn actua como una guifa de ondas (Métsuno:
17266) en el sentido de que existeq modos de osciiacié&Aﬂs_ las
variables oceénicas. que estdn atrapados meridionalmenté y se

propagan a lo largo del ecuador.




Recientemente, Miyata (1981} y Ripa (i981a} han
encontrado criterios de estabilidad para la zona ecuatorial.
lL.os resultados de este dGltimo autor son 1a base de este
trabajo.

En esta tésis, se estudia el problema de estabilidad de
una corriente zonal centrada en el ecuador y el efecto de la
interaccidén de ésta con las ondas ecuatoriales, en el marco de
un modelo de "casi una capa®. Este permite simulav los
efectos no~lineales dentro de un modo vertical, pero ng
incluye los efectos del corte vgrtical de las corrientes.

De acverdo a los efectos de esta interaccidn, se pueden
diferenciar los siguientes objetivos:
| 1.~ Investigar el éfécto de. las corrientes sobre las
ondas ecuatoriales, Es decir, analizar las modificaciones de

la relacidén de dispersidn y 1los campos de velocidades y

presidn.
2.— De las soluciones inestables de la interaccian

corriente—ondas, encontrar razones de crecimiento de la

perturbacidn.

En la seccidn No. 2 se hace una descripcidn del modelo y
de las diferentes leyes de conservacidén que restringen la
evolucidn del sistema. En la tercera seccidn se presenta el
problema de auvtovalores planteado por 1las ecuaciopes de
movimiento del mo&elo y se prapon% yna manera de rési@verlo
mediante una expancidén en una base cumpleta y artogonai. En

la seccidn No. 4 se desarrollan las condiciones suficientes de




estabilidad obtenidas por Ripa (1981a). De estas condiciones
se obtiene una zona de estabilidad (Fig. 4) para una carriente
zonal centrada en el ecuador. En las secciones Nos. 5 & & se
presentan y discuten los resultados de las soluciones estables
e inestables rtespectivamente. -En la seccidn Na. 7 se

presentan las conclusiones de esta tdsis.




I11.- DESCRIPCION DEL MODELO

I1.1.~ Ecuaciones del modelo gy leyes de conservacidn

Se utiliza un modeleo ﬁidréstdtico de tres capas, en el
que las 'capas superior e in#erior son inertes, es decir.
carecen de movimiente horizontal (Fig. 1.

No se toma en cuenta la friccidn y se hace la
aproximacidén de plano-beta. Las ecuaciones del modelo son

(ver apdéndice A para su desarrolla)

dp VHV-VV+£ZXV+c*Th=0 |, (1)
3 h+V-E(1+h}YI=0 , (2)

donde V es la velocidad horizontal de la capa inftermedia, V
es el operador gradiente horizontal, X=(x,y4) son las
coordenadas hacia el Este y Norte respectivamente, £ es el
pardmetro de Coriolis  (f=pgy). Finalmente, h es definido en

forma tal que
H=H(1+h) , Y

donde H es la profundidad de 1la capa intermedia y H su

promedio horizontal. | ! .
' T . v

El pardmetro ¢ estd dado por




- 1] N
Modelo de "casi una capa’

Figura 1. Estructura vertical del modelo. La capa intermedia
con densidad f, y velocidad ¥ independiente de la profundidad

se encuentra entre dos capas inertes.

] <
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c*=gH(S ~ 3 (6 — R I/LR (R -F )T . (4)

Este pardmetro es el autovalor o constante de separacidn de la
ecuvacidn de la estructura vertical 4, de acverdo a Philander
(197%9c), determina la longitud de onda vertical efectiva y 1la
extensidn latitudinal de las ondas.

'Las tondiciones de #ébntera san las wutilizadas por
Philénder (1976; 1978a; 1978b) y McPhaden & Knox (197%9), es

decir
Y .h =30 para |y|=> 0. (53

Las distintas leyes de conservacidn que restringen la

evolucidn del sistema en este modelo son {ver Ripa 1981b):

i.- La ecuacidn (2) representa 1la ley de conservacidn de
volumen. Esta ecuacidn expresa que los cambios temporales de
la profundidad de 1la capa intermedia son debidos a la

divergencia del transporte horizontal.

2. - La vorticidad potencial puede ser definida como
q=(£+8)/(1+h) , (&}

donde

Z=Z.roty ‘ ET AT

es la componente wvertical de 1la vorticidad relativa (rot




indica el rotacionalsl. Tomando el rotacional de (1) y
vtilizando (2}, resulta que la wvorticidad potencial es

constante siguiendo una columna de #ldido, i.e.,
(¢ +V-V13ig=0 . (8)

El significado de esta ecuacidn es, que para cada columna
/s, . : -
elemental de fluido, su wvelocidad absoluta de rotacién es

inversamente proporcional a su altura.

3.—- El término fv de la componente x de (1) puede ser escrito
como !-V(Fllzfs ). 8i multiplicamos esta ecuacidén por (i+h) y

le sumamos (2)(u-F‘/2F'§ se desprende que

S U+ Ve (VU4 ), d=0 . ()
En ésta expresidn

U=(1+h) (u~F*/2p ) (103

es el momento zonal Q:d'egtd dado por

d=c*h(1+h/2) . (ii)

La ecvacidn (10} muestra que el momente zonal de una particula
de fldido no estd dado sola por mu: sino que tiene un término

adicional -m#*/28. i !

‘_.l-.

4. - La ecvuacidén de conservacidn de energia es




3 E+V-IV(d+EY1=0 , (12)

daonde

E=(1/230(1+h}V +c>h? ] (13)

es la densidad de energia mecdnica {por unidad de masa), suma
de las energias cindtics y potencial. La ecuacién (12} puede
ser obtenida haciendo: (1+h)ufcomp. x de (1)1 +

(1+h)vicomp.y de (1)1 + L[c*h+{u?+v>)/21(2).

II.2. - Expansiédn perturbativa

Las wvariables dindmicas del modelo puveden ser

descompuestas en la serie perturbativa- (Ripa 1i981a)}
YufireP+erfas, .., (14)

donde ‘F=(§h) =X £, £<<1 y el subindice indica el orden
de la expansidn. £l pri’mér términﬁ; VA reéresenta una
solucidn exacta del modelo y 1los términos restantes
representan -peque'r‘{as perturbaciones de orden .

Las ecuaciones de movimiento y las leyes de conservacién
pueden también ser expandidas en patencias de ¢ . L.as

ecuaciones del modelo en el orden-lmds bajo resultan: ! .;

Vo =0 (15)




fu, +c* hy =0 , (16}

es decir, el flujo es zonal y estd en balance geostréfico (la
prima significa derivada respecto de yl.

Al siguviente orden, las ecuaciones (1} gy {2} son

Bou, —(f~u, " }v, +*4h =0 , (17)

Dev, + fu, + c*dgh, =0, (18}

Dh, +V . Lii+h, )V, 1 =0 , (19)

donde D, =3 +u,dx . Este sistema de ecuationes puede ser
representado como

(3¢ +N+iC) Y, =0 , ' (20)

donde N es un operador lineal antihermitico y C contiene las

efectos del campo ¥, . Estas operadores tienen la forma

6 ~f e\
N = £ 0 cdy ) .

CIn c35 0

Uadx Uo O
iC = o Uoéx o
thodx chy +ghgdy Ugdx .5 “

Las ecuaciones de movimiento a segundo orden son

10




y_l'v y_i
(3 +N+iC) + =0 .,
V(h, ¥, )

Los dos primeros términos de 1la expansidn

verticidad potencial: resultan

Q= (f~u/)/(i+h,}

q, ={%: ~q.h, }/(1+hy}
Las correspondientes leyes de conservacidn son

D, q°=c ot

Doq,+v, g, =0 .

ii

(21}

de la

(225
(23)

(24)
(25)

La ecvacién (25) resulta de hacer la cperacidn (1B} 44(17) y

de vtilizar (19},

El momento zonal es expandido de igual forma, resultando

hasta segundo orden,

Us =Ci+he 3 u, ~£¥/2p8)
Uy =U, (F }=C1+ho du, + h, (u, #7728 3,
-
U-‘.:U. (‘P; )"'Uz, '
donde _ : i

G;=u.h.

(2461
(27}
(283

(29)




Las leyes de conservacién del momento zonal a primer y segundo

orden toman la forma

Dot + Ve(U VY, 3+ 3, Ec? (1+h, 3R, 1=0 , (30}

Dc(U.(1&))+Vﬁ{ug€y;+h.g./(1+h°)]}+3xt(1+hn)(c‘h;+2ﬁ72)]

~(i+he ¥ v, q, =0 , (313

Dolu, by 3+ 3xEc®hY +(1+ha }(u,* =v,* }/21+ 3yL (1+he Ju, v, 1

+(1+he ¥ v, ¢, =0 . (32)

La ecvacidn (30) resulta de hacer (17)(1+h°)+(19)(q;w¥&/2ﬁ )
Q 1a ecuacién (31) de la suma de los productos de la =primer
componente de (213{1+h,) y de 'ia tercera compenente de
(21)(u,~#*/28 ). Finalmente, la ecuacién (32) se obtiene

mditiplicando la ecuacién (17) por h, y a la ecvacidn (19} por

u y suma?do.

De igual forma, las expresiones para la energia son:

Eo=(i+h, }ul/2 +c*h,* /2 , (33)

E,=E, (¥ )=(i+hodueu, +h, {U,*/2 +c h,) . (34)

E.=E, (f2)+E, . | (35)
donde

-~ ’ * . a2

Ex={1i+h, }¥. 72+h, u, u, +c*h3/2 . (343

i by
. : ' Y
Las leyes de conservacidn quedan como sigue

i2




DoE, +dxEc* (i+hy du, h, I+ V-L (1+h, $ (u2/2

+c* ho YV 1=0 (373
2 2 b 2 - A
D, Ey +3x{(1+ho dLc*h, u, +u, (v, =V} /2]1+c u, h,” 72}

+ay [{i+hy dv, {c¥h, +u, u Y I+(1+h, } u v, q,=0 . (38)

La ecuacidn (37) se obtiene directamente de expandir la

ecuacidn (12), mientras que la ecuacidn (38} resulta de

efectvar la suma (17)C0(i+hgdu, +h,u,1 <+ (1YL (1+hodv, ] +
(1930 h, +u, uo 1.

13




II1.~ PROBLEMA DE AUTOVALDRES

Ya que t no aparecen explicitamente en (20}, podemos

buscar seluciones del tipo
¥ =Rel¥ (Xdexp(—iwt)] . {?‘.9)
Reemplazando (3%} en (20) results .
(N-iw+iC) Y (X3=0 , : - (40)

lo que constituye wun problema de autovalores, es  decir;
existen sniuciones que satisfacen (5) séleo para " ciertos
valores de w. 8i el autovalor es rveal (Im w=0}, la
interaccidn ondés~campo Ye rvesulta en un sistema estable,
-mientr?s que un autovalor complejo (Im w#0) indica que las
ondas son inestables ante la presencia del .campo . El
Jltimo caso implica wun FIQJd.neto de energia del campo medio
hacia las ondas.

Las autosoluciones de (40) en la ausencia de carrientes

(b =0), es decir,
L
(N-idi ) VX, a)=0 , (41)
rehresentan las ondas 'e;uatoria%es. Las soluciones ﬁg (41}

pueden ser etiquetadas (Matsuno, 1944} mediante el ndmero de

onda zonal. k (— 0Lk O}, el numero cudntico meridional, n

14




(n=-1,0:1,2,...) y un ¢ndice discreto “r* que numera las
diferentes soluciones para cada valor de k y n.

Las relaciones de dispersién resultan de resolver
w =ke n=—1 (42)
para la ondaide Kelvin,
wld-kec) = y-1- n= 0 | (43}
para las de Yanai, y
?u"=k"c‘+'/skc_"/a+<2n+n,ecA n21 | (44}

para las inercio-gravitatorias y la de Rossby, Estas
soluciones se muestran en la tfigura 2.
Los autovectores correspondientes pueden ser escritos en

términos de las funciones - parabélicas cilindricas

(Miller, 1946) en la forma

) Fad
"f‘.’,(_)La)“—“iAt(a)F(nii,rﬁfc'q)exp(ikx) .
A (45}
"}:(2(_:&)=A°(a)F‘(mlﬁ!c'g)e:p(ikx) .
donde los coeficientes A,y AL & A, estdén dados por las
#cvaciones (B.13), (B.14) y (B.1i5). Estas avtoefunciones son
o ~ ' T-.
ortogenales, es decir (Ripa, 198153, (£7¥ ¢*X= §¢a b}, " donde

el simbolo (T ) significa transpuesto-complejo conjugado y

1
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2T
—5 |{Mm
(c=lm/s)
0328 '
3 0328515
2 -
%;E [dias]
%) L 10
\I ¢
P (c=Im/s )
|- .
— 30
n=:
— 50
2 — 100
O 1 1 ] [ | |
-4 -3 -2 -1 0 ! 2 3 9

Figura 2. Relacidn de dispersidn para las ondas atrapadas en
. P
el ecuador. lLa frecuencia es W, k es el ndmero de onda zonal

’ . . . .
Yy n es el numere cudntico meridional. 8e muestran tambidn los

periodos y longitudes de onda para un valor particular;ﬁg ia

constante de separacién (c=1 m/s).
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Z §tabIF(b)=F(a) para
—} /2,
Z =Wy (g/c) j_dk 2. . (46)

Las funciones (45) forman, ademds, unad base completa (Ripa,

1981ib), lo que permite hacer la expansidgn
~
Yxr=) Vix arzcar . (47)
.
Esto es similar al formulismo utilizado por.Kasabara (1980},

quien expande wutilizando 1las funciones de Hough, - porque

trabaja en la esfera.

. n
Substituyendo (47) en (40}, multiplicande por v,

integrande en X y wutilizando (41) Yy 1la propiedad de

ortogonalidad se obtieﬁé
—wZ, +a, z‘,+1;cb,‘ Z,=0 . : | 48)
donde el C . es el e}emento de matri; de C
Ceo = fd*x ved | _(49)

Las integraciones en dx % dy pueden realizarse por separado,
ver ecuvacidn (45}, en la forma
b -
_ | A Tyt
Coo. =€ foxplilhka—ky yx3dx3< § ¥Tc¥a dy>
=21 & (ke~k, ¥ (c/8 VoB,, . (50)
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donde

f# -~
B = (dytgrey ied, | (51)
En la ecvacidn (50) se vé que, por ser ¥, independiente de x.
sdlo estdn acoplados estados con el mismo valor de k.
De (45), (4B) y (50) se desprende que

(W, ~w)Z +T B, Zo=0 , (52)

donde w es el avtovalor y Z el avtovector del problema (ver

apéndice B para la expresién desarrollada de Biool.

Las variables dindmicas v, , Vi 4 h, se pueden obtener de

los autovectores resultantes de la ecuacidn (52) come sigue

upfx,g.t}. U, (y)
v, {x,y, £ =Re Vi (yd | expbi(kx-wt)l '
hy (xey, &) H, (ydf.

donde U,, V, y H, son las amplitudes de los campos u, » v, 4 h,
respectivamente. Estas amplitudes se determinan vtilizando

(47) y (45}, es decir,

Ui (yd=iZ Z(a) LA, (a)F (n+1, fﬁ/c'g)-ﬂﬁ (a)F{n~1, J/sfc‘qnf{",tsm

V. (yd= X Z(aragtarFin, {A7¢ y) . | tL (54)

H,(g)miZLZ(a)£A+(a)F(n+1.J;Vc g}—A_(a)F(n~1,6§7? y31/ci2 . (55)
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Note que si U, (yt=u,(~y), se pueden buscar soluciones de
(32) tomande solo estados pares o impares (la paridad del
estado es determinada por el ndmero cuentico meridional n)

pues ambos grupos estén desacoplados.

Las auvtosoluciones de (52) son aproximadas truncande la
sumat;ria a un ndmero finito de (orden 10 a 20} estados base.
En todos los resultados que se presentan; se verificéd su
presicidn mediante el agregado de mds estados en la matriz a
diagonalizar. Mds coﬁcretamente.'se buscd que los cambios de
un determinado auvtovalar, al aumentar el orden de la matriz
fueran inferiores al i%. Tambidn se wverificd que las
amplitudes de los estados qué se agregaban fueran
despreciables.

A manera de eJemﬁlo; la Tabla I muestra tres avtovalores
correspondientes a un campo ¥ detérminado por A=0. 35 % B=0. 15
y para k[??ﬁ'ﬁ—E.O_. Los estados wtilizados pafa éste cdlculo
son (en este orden): inercio—gravitatorio con n=4 & 23;

Yanai; y Rossby con n=2,4,4,8,10 .
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Orden de
la matriz Autovalores
2 3
1 3.45 0.0
2 3.47 0.0} 2.79 0.0
3 3.47 0.0]1 2.79 0.0} 0.16 0.0
4 3.47 0.0 2.790.0[0.18 0.0
5 3.47 0.0 2.79 0.0 [ 0.22 0.0
é 3.47 0.0} 2.79 0.010.22 0.0
7 3.47 0.0} 2.80 0.010.23 0.0
8 3.47 0.0} 2.80 0.0{0.23 0.0
Tabla I.~ Andlisis del error de los autovalores de

interaccidn de diferentes estados para un valor de kJec/8 =~2.0

con el campo ‘Y. determinadg por A=0.35 & B=0.5 .

la
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IV.~ CONDICIONES DE ESTABILIDAD

Condiciones suficientes de estabilidad para el campo ‘P,

(es deciv, que implican Im(w)=0 para todas las soluciones de

(52)) pueden ser deducidas de 1la siguiente forma (Ripa.
i981a).
Efectuando la operacidn (36)- A(29), donde « es un

némero con unidades de velocidad, se obtiene

Eam % Uy =C1+ho Ju® /24 Cu, - & Ju, by +c*h, ™ /2

=[O —uodu, felBchy VBT +u™ [(1+he 1/2=(K —uo ¥ /2c*1

. ' . . - ~
de donde resulta que una condicidn suficiente para que E;~AU,

sea definido positivo es
(& —ug ¥ Ce™(1+he ) . . (56)

Por otra parte, introduciendo el desplazamiento

meridional ¥ mediante
v, =D § . (57)
de la ecuacidn (25) resulta
=, ;t’i__ . | : _ (58)

Substituyendo (57) & (5B) en (32} & (38}, integrando y




vtilizando las condiciones de frontera (5}, ée obtiene

%<0y - (1+h, ¥ q/ F¥/23=0 , (59)
N - N k3
0e<Ea—(i+ho ¥ uoq) & /25=0 , (60)
donde <....> significa promedio espacial,

De las ecuaciones (59) y (40) resulta
3¢ [<EL — o Gy 34< (140 1™ (o —uip 12 £ 37210 , (61)
la que puede representarse en la forma

Qe L<RI+CA>I=0 ", (6173
donde

P

~ . ;-,‘ .
R=Ez~ & U, §  @=(l+he ¥ (A ~uodq T

Una condicidn suficignte para que Q sea definido positivo
es (A ~u,)q,’>0 para todo .

- -V 'Vl ) )
De manera que si existe un numere o tal que,

(o —uo ' Ce*(1+ho) (623
oy,
(o —ualq ‘20 _ (63)
la perturbacién ¥ se encuentra acotada en el ¢$iempo. las

‘ctondiciones (&62) y_ (463) son suficientes para gque el.&lg[o an

consideracidn sea estable. Note ' que si hacemos o =B, se
gpnsideradcion sea estable

obtiene las condiciones suficientes de estabilidad de Miyata

r
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(1981)

Uoq, 20

ul 2e*(1+ho )

que son sélo un caso particular de (&62) y (&63).

IV. 1, ~ Condiciones particulares

De las condiciones suficientes de estabilidad encontradas

por Ripa (1981a) se desprende el siguiente corolario:

Si . 4,20 My (64)

y ) [max(u,)—min(uo)ngga{(1+min(h°)] ' - (65)

-

entonces el campo ¥ es estable; ya que cumpliéndose estas

condiciones, se satisfacen las ecuaciones (62) y (&3).

En este ‘trabajo se estudian las condiciones de

estabilidad para un flujo centrado en el ecuador de la forma
Uo(yd=u(Clexp(—y*/t™) - (44}
y (por geostrofia, ecuvacidn (16})| 7 P

ho (yd= ALY /(2> Yu, (y) . (67)
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En éste trabajo nos referiremos al campo ‘) en funcidn de

los pardmetros adimensionales
A=u,(0)/c % B=pL*/(2c) . (48)

Dado el valor de la constante ¢, Io; parometros A & B se
usan bara calcular 1la magnitud de la corriente en el ecyador
{y=0) y el ancho en que é&sta decae eh un factor i/e
respectivaménte (fig. 3). El pardmetro ¢ estd definido en

(4).

Una restriccidn importante de remarcar, es la zona del

plano A-B donde existe el modelo. Para su validez se debe

cumplir que, min(hg ¥>-1, pues de otra forma las interfaces

U 33 se cruzarian. .ESta condicidn implica (apéndice C) que
AB}—i_. (&F)

Las condiciones (44) & (&5) se satisfacen, para el campo

f. dado por (44) % (&7}, en

(64)  <=> A2(B) < A < AL(B) , (703
(45) <=2 A4(B) < A < A3(B) . (71}
respectivamente {ver apéndice |C para el 7 desaﬁrﬁ%lp y

expresiones en (49) y (70)) (fig. 4).
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Cz200 m/s

800

600 -

400
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Figura 3. Relacidn entre el pardmetro B y el ancho L de 1la
corriente para diferentes valores de 1la | constante de

separacidn c.
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uo (0) '[lp/s] )

(c=1m/s)
-2 -1 2
5
4 — “‘600
3 ] ho<"|
) 8 2 L {km)
B: 2¢ {c =1Im/s)
2 ]
- —400
l —
—~200 .
0 f i
-2 -1 0 I 2
A= uyp (0)/0
Figura 4. Zona de estabilidad segura. Entre las 1ineas

‘llenas y quebradas se cumplen las condiciones (&44) y (&5)
respectivamente y dondg se cumplen ambas 1la corriente .es
estable (drea punteada). La linea gruesa separa la zona dande
existe el modelo de acuerdo a la condicidén (&9). 8Se muestran

tambidn las magnitudes de la corriente en el ecuadmf;;g el

ancho de la misma para un valor particular de la constante de

separacidn (c=1 m/s}.
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V.~ BOLUCIONES ESTABLES DEL PROBLEMA

Para valores de A % B dentro de la zona de estabilidad
(Fig. 4) [Im{w)=03, 4 tales que el campo ¥ sea "débil", las
soluciones de (52) son las ondas ecuatoriales ligeramente
modificadas. Es asi, que para valores suficientemente
pequerios de A, los autovalores de (52) pueden ser aproximados

par
w~ &, +Bo., _ (72)

para cada estado. Note que w en ésta ecuacidén es real.

En las siguientes dos sectiones se desarrollan

expresiones de este tipo para las'ondas de Kelvin y de Yanai

respectivamente.

V.1.- Onda de Kelvin

El estado de una onda de Kelvin es definido per el ndmero
cudntico meridional n=-1, para ~ O<k< ™. De esta forma, en

la ecuacidn (72), se obtiene utilizando (42} ¢ (B. 13)

¥,
w~ kel B/c) [kUeo +kcHoo /21=0 . (73)

|
donde U,, & Hoo estén definidos en (B.11). Para el campo ‘Yo

definido en (&&) y (&67)
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Uoo =(c®/@)™ A [BB/T(I+28) & Heo =BUoo /c » (74

substituyendo en (73} tenemos finalmente

w=kc[i+A J 2B/ (142B} ' (1+B/2)1+0(A%) . (75)

Un hecho importante de remarcar es . gque a primer orden
las ondas de Helvin s8¢ mantienen como no-dispersivas, es
decir, wlkﬁconstante.

"McPhaden y HKnox (1979} estudiaron el mismol5 modelo,
haciendo una expansidn similar a (i4) cton € =A, suponiendo que
dste sea un nuUmero pequedo. _Estqs autores eipanden asimismo

el autovalor w, para el caso de la onda de Kelvin, en la . forma

w=w, +Au, + OC(A*) , (76)

obteniendo
m,=kc ’

w,=gcJQB/(1+EB)

(77}

Aw, rtepresenta el corrimiento Doppler a primer orden de 1la
onda de Kelwvin,
La ecuacidn (76) ditiere de la obtenida en este trabajyo

{72) en el término extra

kcABYZE/(1+28) /2 .- B/}

que representa una corrececidn al valor efectivo de la
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constante ¢, debido al campo ho(y). Por ejemplo, tomando el

limite de B tendiendo a infinito, la ecuacidn (75} se reduce a

w~kc[1+AB/21=kc  1+h, (01 +0(A*BY) , (79}

mientras que la ecuacidn (76} tiende a
w=keE1+AY ., (80}

resultado claramente incorrecto.

En la figura 5 se grafica la correccién-a.la velocidad Je
fase de las ondas de Kelvin respecto de aquellas con campo
¥o =0, de acuerdo a los resultados aqui ebtenidos y arlos de
McPhaden y Knox (1979). Para valores pequelos de B: ambhos
resultados son equivalentss, perb péra valores de B magoﬁés de
6.2, McPhaden y Knbx (1979) subestiman el corrimiento de la
frecuencia. .

En la figura & se muestran en el diagrama de dispersicdn,
los resultados obtenidos.péra Ié'onda de Kelvin resolviendo la
ecuacién (52) con un ndmero sﬁficieﬁfe de estados. Para A=0.2
la diferencia con el valor ﬁado ~por (758) es del S% en
lFrecuencias altas. Es ihportante notar que la onda de HKelvin

se vuelve dispersiva ante 1la presencia de corrientes con

velocidades comparables a su velocidad de fase.
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Figura 3. Diferencia entre los términos de correccidn a la

velocidad de fase para la onda de Kelvin de los resultados de

esta tédsis (linea llena} y los encontrados por. McPhaden % Knox

(197%) (linea quebradal.
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Figura & Relacidn de dispersién para la onda de Kelvin para
diferentes valores de A % B. fLas l{neas quebradas son el
resultados de la ecuacien (75) y las llenas de (32). !Néte el

cardcter dispersiveo de 12 onda de Kelvin para & 0.2 .




V.2.~ Onda de Yanai

El estado de la onda de Yanai esta definido por el ndmerec
cudntico meridional n=0, para - o0 {k< oo,
De la ecuacidn (72) tenemos que

W~Ga+ JB7C [(2k~Ga/cIATU,: +(2k+A/B0 ) A3 Uo o

I

A

4o AZHgo +(kc~B /23AFH,, 1=0 . (81)

los coeficientes A, % A, estdn definidos en (B.14), y de

(B.17) resvulta que

Ve ={c*78" AT0B/(1428) [-(8/(142B) 1T (14, $IFC(=1, -1, ;. 5-1} 1) /2
 Hy =B Ui /¢ .
donde
Via.sr=lT/2 & Fe-1.~1;~ Si2)=-28 ,

por lo que

Ui ={cSF 24B[2B/(1+28)/(1+28) .
(82>
~ Hy =B U, /c
Yy Uoo & Hao ya estén definidos en (74).
Substituyendo (74), (B2} y (B.14} en 1la ecuacidn (81}

resulta

w=w+AB{ 2B/ (1+28) L{X(i+B/2)+YT1/(20-ke) , (83)
donde . 4 o 7 ! .
X=2BW(2kc—5}/ (1+2B) |

Y=li-kc,  T=2kc+UB+cp/U
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y W estd definido en (43},

En la figura 7 se compara el resultado de (83) gy el de
(52) para dos valores de A. Al igual que Philander (197%h},
se encuentra que w/k, en la rama de Rosshy, no cambia de
signo, en contraposicidn a lo predicho por (B3} para AD0O Yy fkl
suficientemente grande.

La razdn del fuerte efecto de la corriente sobre la rama
de Rossby es que en este caso las velocidades de fase son
compafables a las corrientes, y los eFe?tos no—lineales
adﬁuieren‘gran importancia (Philander, 1979b Philander y
Pacancwski, 1981). Esto nb gé ciefto para las
inercio—gravitatorias, pues édsfas tienen velocidades de fase

mayores que las corrientes.

V.3.~ Ondas Ipercio—gravitatorias u gg'Rossﬁg

En la figura 8 se muestra la felaeién de dispersidn para
las ondas ecuvatoriales ante 1la presencia de un campo y A
determinado por A=B=0. 15 (de acuefdu a (70) y (71 kﬁara
B=0. 15, las - soluciones son necesariamente estables LIm(w}=01
para ~0.15 < A < 0. 35). Comparando con la #igufa 2 se observa
qué el efecto de .lg cnrrifpte sobre  las ;_;qndas
iﬁércio-gravitafbrias es menor al de las ondgs dg Rdssbq:
debido a que las dltimas tienen velocidades de tase

comparables a u, mientras que las primeras no. Para las ondas
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Figura 7. Relacidén de dispersién para las ondas de Yanai para

un valor particular de B=C. 15 . Las lineas llenas resultan de

la ecuacidén (52}, mientras
(83). i ' |

| Sy

que las quebradas de la ecuacian
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Figura B. Relacidn de dispersidn modificada por una corriente
al Este (A=B=0,15). El ndmero cudntico meridional n mostrado

corresponde a las ondas ecuatoriales sin la presencia de

corrientes.
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de Rossby se encuentra tambiédn una disminucidn de su
frecuencia mdxima.

En la figura 9@ se muestra la relacidn de dispersidn _para
B=0.15 & A=-0.15 . El efecto en las ondas de Rossby es mas

notable que para el caso de la figura 8 .

V.4 ~ Campos de velocjdades y presidn

En laé“Figuras 16, 11 y 12 se presentan ejemplos de
amplitudes U,, V, y H, (ver ecuvaciones (53}, (54) y (55})} para
laé ondas de Rossby (n=2), Yanai. ineicio-grgvitatoria (n=2) y
kelvin. Se resalta .eI efecto del t;mpo‘ﬂ + determinado por
los pardametros A & B, .cﬁmparando con la estructura
correspondiente é la ausencia de corrientes (A=0), Las
amplitudes U, y H, son imaginarias y V, es real, es decir,
eﬁtdn fuera de fase.

lL.os campos U, & H, correéhondiéntés al segundo modo de
Rossby (Fig. 10a) presentan unfiigera auheﬁto de sus latitudes
de inflexién (lugar 'doﬁdé. lé"esfructura pasa de ser
oscilatoria a ser exponencial). H, aumenta donde el corte de
Us (y) es méximo y W lo hace en la zona donde es%d la
corriente. En la figura i10b., para el caso de una corriente al
Oeste, los campos v, y h, presentan un aumento en la zona de
‘ maximo corte gy curvatura-de la cnrrieﬁte respectivaménéf, En
V.. una ligera atenvacién en el ecvador es evidente .g un

apreciable aumento ocurre en la zona de corte. Este resultado




Figura 9. Relacidén de dispersién modificada por una corriente

al Oeste (B=0.15 & A=-0.15).
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(a) - (b)

o
b

Figuré 10. Amplitudes U,, ¥, y H, en funcidn de 1la laﬁitud
para el segundo modo de Ros«sbg bajo el efecto de una corriente
determinada por: a} A=B=0 15 y, b) A=-0.15 & B=0.15. Estas
spluciones corresponden a un autoYalor w/ﬂEE‘= 0.21; i' Q.EB
ragpectivamente, para k=—i.9r/§7-‘. ta 1linea gruesa .es la

estructura correspondiente en la ausencia de corrientes.




es exactamente el contrario al caso de A=0.15 (Fig. 10a).

En 1la figura 1ia se presentan ilas amplitudes
correspondientes a la onda de VYanai para A=B=0.15. La
modificacién: respecto al caso A=0, es minima para V¥, y H,.
mientras qué U, se inténsi?ica en la zona de corte de u, y
disminuye mds alla de esta zona. También el caso contrario se

presenta para una corriente al Oeste (Fig. 11b}

La modificacidan del segundo mode inercio~gravitatorio

(Fig. 12a) es despreciable, 1lo que también se observa en el
diagrama de dispersidn (Fig. 8); esto es debido a que la
velocidad de fase de estas ondas es mayor que .gl valor
efective de u, (y). |

En la figura 12b se presenta él mismo fipo de resultados
para la onda de Kelvin. La dnica madificacién importante es

que aparece un campo V,, ausente en la solucidn para ¥ =0.

-

3%




(a) | (b)

Im(U) © = . 0 A

Im(H) 0+ 0 ‘ -

: x -1 S .
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Y\[p/c ‘ ) Y"IF’“

- Figura 11. Igual que figura 10 para la onda de VYanai con

auvtovalor w/Jﬂc=O. 33 y 0. 546 respectivamente,
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(a) : (b)

Im (U) O: S o/\

Figura 12. Igual que figura 10 para una corriente al Este
determinada por A=B=0. 15 para: ajl segundo modo
inercio~gravitatorio con mHﬁc-‘vQ;iBGB y: b} onda de Kell\:/;\ihn_con

w/ge=-1.94 .




VI. - SOLUCIONES INESTABLES

Eﬁ este capitulo se muestra la relaciédn de dispersidn de
las soluciones inestables, 1la razén de crecimiento de las
ondas inestables en funcién de los pardmetros de la corriente
(A% B y 1los campos dindmicos correspondientes a estas

soluciones.

Vi.1.~ Relacidn de dispersidn

En la figura 13 se muestra la relacidén de dispersidn para
A=-0.&6 y B=0.15, en la cudl,_'resalta'-la presencia de

avtovalores complejos 1los que evidencian la inestabilidad del

campo Yo . Estos autovalores se encuentran en la unidn de las

curvas que, permitiendo a A llegar a cero, corresponden a las
ondas de Yanai y segundo modo dg-Rossbg; 8in embargo, si en
la matriz (52) se incluyen sélo estos dos estados no se
encuentran soluciones inéétabléé“(Fig. i4}; es decir, para
que se tenganzsoluciunes inestables se necesita la interaccidn
de muchas andas con el campo ¥ .

Miyata (1981) asevera gque la inestabilidad ecuatoriai se
debe a 1la interaccidn entre la onda de Yanai y el primer modo
de Ressby, lo cudl, de nuestros resultados, vemos que es can
el segundo. Esto se debe a que los modos parés‘igstan
desacoplados de los impares, razén par la cuval ne pédemcs

tener soluciones inestables <como resultado.,de la interaccidn
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Figura 13. Relacién de dispersidn para A=-0.6 & B=0.15. La
linea quebrada representa la parte imaginaria del autovalor.
El ndmero cuéntico meridional corresponde a’ las ondas

ecuatoriales sin la presencia de corrientes.
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Figura 14, Seluciones obtenidas al incluir sdlo una onda de
Yanai y el segundo modo de Rossby en la matriz a diagonalizar.
Los pardmetrbs A % B son los de la figura 13; sin embargo,

los avtovalores son reales.
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de modos de distinta paridad con el campo ¥ .

En la figura B e observa como, en el diagrama de
dispersidén, la onda de VYanai se junta con el primer modo de
Rossby sin producir ningun efecto.

En la relacién de dispersidn de la figura 13, ademds de
la presencia de soluciones inestables, se observa el
comportamiento dispersivo de la onda de Kelvin ya menci;hado
en la seccidn 5. 2.

Otro razgo importante, que'aparece por wvez primera es,
una modiFicacién notable de las ondas inercio~gravitatnrias.
Esto es, aparte de contribuir en la interaccidn por la cudl
aparecen soluciones inestables, ellas por si mismas presentan
un pequeiio corrimiento Doppler (Fig. 13), es decir, las
frecuvencias que tendrian con el céﬁpo % =0, se han desplazado
a nimeros de onda mayovres, Como se vé, las ondas
ingrciu—gravitatorias necesitan corrientes fuertes para que su
modificacidn sea notable _debiﬂp 4 la alta velocidad de fase

que tienen.

VI.2 - Razén de crecimiento

‘En la figura 15 se " muestra  af mdximo- de - Im (w3 "Lver
figura 13) para valores de A entre -2 y 2, para dos valoyes de
B (0. 15 y O.5). La rvazén de jcrecimiento es nula;;para
—-0.2¢ A €0.35 para el primer valor de B y para el seéundo

-0.5€ A €1.3, lo que corresponde a la .zona de estabhilidad
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(Fig. 4},

Las corrientes al Este son mds estables que las hacia el
feste en el sentido de que: a) el umbral de ju (0} para que
haya inestabilidad es mayor para las primeras. y b} la mdxima
razdn de crecimiento‘es mayor para A<O que para A>0 (e igual
1aly.

Philander (1976) encuentra los mismos resultadbs aqui
sefalados.

Un hecho iﬁportante de remarcar, que se desprende de 1la
condicidn necesaria de estabilidad (&4), es el efecto
estahilizador de 8 . En la figura 146 se muestra la razdn de
décrecimiento en. funcidn de B (el pardmetro B es directamente
proporcional a 8 )} para diferentes valores de A. Este efecto

ya ha sido enceontrado {Charﬁeg; 1947; Pedlosky, 1944) en

latitudes medias, donde, bdsicamente, la condicidn (&4) es i1a

que controla la estabilidad. El efecte estabilizador de & ha

sido tambidn visto en modelosVnuméricus (Kuo, 1978).

VI.3. - Campos de Velocidadééfgrgresiéﬁ

En la figura 17 se presentan las amplitudes U,, ¥, y H,
correspondientes a la solucidn inestable con mayor razén de
crecimiento. En este caso, se escogio que V, (0} Fuera; real.
Se observa, respecto del caso ﬁyaor yna fyerte intensﬁ¥i%aci§n
en la zona de la corriente donde es mayor el corte de Qn(g).

Este aumento en médulo es mds marcade en U, . , O%ro hecho
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3,0

2.5

Figura 164, Efecto estabilizador de J<; y del ancho de la
corriente (por medio del pardmetro B) para diferentes

magnitudes de corrientes (A} al Este y Oeste.
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Figura 17. Amplituvdes Yy mddulos de los campos dindmicos u, ,
V. Y h, de la solucidn inestable de la figura 13 para el valor
mdximo de Im(w), i.e., w/lgc=(0.693+0. 187i) para k{c/p=-1.9 .
La linea gruesa corresponde a la onda de Yanai cuando‘ no hay

corrientes para el mismo valor de (k. -‘ ‘
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interesante de destacar es, cvando ¥ =0 (lineas solidas}) U, y
H, son imaginarios puros y, en este caso, vemos gque la parte
imaginaria de U, y H, (linea punteada) presenta
aproximadamente la misma estructura. La parte real {(que seria
cero si Yo =0) aparece como producto de la inestabilidad
oscilando respecto a la parte imaginaria. Para V,, que es
re;1 tuando no hay corriente, la parte real tiene la misma
estructura. Aparece, también, una parte imaginaria,
fundamentalmente en la zona de - méxima curvatura de la

corriente (u,’’)}.

VI. 4.~ Balance enerqétice de las ondas inestables

Un factor ﬁug importante 'para el entendimienta de la
fisica que tiene la interaccién de ondas con el campo griginal
Y, resulta del:’anéligis del balance energético. EIl balance
energético involucrado_en lﬁs proceﬁos dinémicos nos permite
evalvar el sentido del #iUJarﬁé enefgié entre los diferentes

cCampaos.

De la ecvacidn (13} tenemos que la energia cindtica es

TER=L(1+hIVT1/2 (B4)
y la energia potencial

EP=c*h*/2 . ' LT85y
T SR

De las ecuaciones (33), (34) y (35) separando <cada tipo
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de energia, resulta

EP=c* (hy +2h. h, ) /2+c* h* /2+0(e" ) (86)

et

ER=L (1+ho +he 3Va +2(1+h, IVo- Va 1/24L (1+h, 13,

———

+2h, Y-V 1/2+0(e" ) , (87)

donde la barra indica promedio en x.
Las variaciones de energia cindtica media {respecto de la
del campo‘ﬁr) debido al "campo medio" y a las "perturbaciones”

50N

EXM=(1+h, }u, U +utha /2 , |8
ERP=(1+h, }V,* /240, B 6, . (89)

Las variaciones de la energia potencial, a su vez, son

EPM=c"h, hy +c* ho /2 (590)

EPP=c*h* /2 . | (91}

Utilizando el sistema de ecuaciones (i7), (i8), (19} gy
(21), integrando en x y haciendo uso de las condiciones de
frontera (ver apéndice D) tenemos que la conservacidn de cada

tipo de energia para cada campo estd dada por (Fig. 18)
. :l ) : H ) “;._.
3y EPM+fu, (1+h, )V +fu RV, =0 , (92)

de EPP=fus by v; —c*(14h, }V,"V k, +fu b, v, =0 , (93)
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— 1 +h ——

), EKW | (1+ho) vy wdyy, 3, EkP
'y
fuoll+ho)¥ve ¢ ~ c2{l+ho) ¥+ Vh,
— ftue _TE

y |

Or EPM _ —— > 9y EPP
: —f Uo hl L _

Figura 18, Balance energético entre el "campo medio" y las

"perturbaciones®.




23.

JtEKH+uou°'{1+h.30;+(1+ho)uovaaatu
—fu, (1+h, )V =0 , _ (94)
Jde EKP+u U, hy v, +c¥(1+h, )V,  V b,

—fu. b, v, ~(1+hs YoV, 3y Oy =0 (95)

que hdsicamente son las -desarroiladas per Orlanski (i969;
1973) y Philander (1974).
El fluge de_energfa cindtica de las perturbaciones hacia

el campo medio estd dado por la integral de
TI=(1+ho du, Vidy U, . | (94)
Este puede ser escrito camo
—[.(1+h°)u."-—1°u5"/c’*]|ﬁ —(i+he Juo 6,8y v, (97)

donde vemos que el primgr té;ﬁino dél flujo de energifa entre
los dos campos es-a través de los esFugr;os-de Reynolds,

En la figura 19 se presenté el término de intercambio
(TI) entre las energias cindticas dado por (P46} para lsa
solucidn inestable correspondiente a la figura 17. En esta
figura se observa que Justamente donde 9, ‘<0 el término de
intercambio TI es positiQo y viceversa, es decir, la fuente de

energia de las perturbaciones es qonde q,/<0. T
- ) t‘.'




Figura 1i9.

energias cindticas

Término de intercambio TI (linea gruesa) entre las

del campo

medio y de las perturbacibnes.

lLa l{nea quebrada muestra los valores de qo'ﬁﬁ .
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U, y v, corresponden a los de la figura 17 .
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VII. - CONCLUSIONES

De los resultados obtenidos en esta tésis <ce puede

resumir lo siguiente.

1.~ Para 1las soluciones estables de ia interacidn

ondas~-campo ¥ tenemos que:

a) Las andas de Rossby estdn sujetas a un efecto Doppler mucha

-

mayor que el de las ondas inercio-gravitatorias.

b) Las corrientes  al Oeste producen un efacto Dopplgr mo.g

fuerte, en las ondas de'Russbg qoé aquellas al Este.

€} Para el corrimiento de 1la Frecuenéia de la onda de kelvin
aparece un término de correccidén al valor de la constante c
debido al ancho de 1la corriente [ver ecuacidn (75)1. Este
término es mds impartaﬁte Vpara corrientes mds anchas; su
efecto es despréciable'si la;cbrriente es mucho mds angosta
que una onda de Kelvin, Para corrientes fuertes se encuentra
que la anda de Kelvin es dispersiva (Fig.r &), es decir, las
velocidades de fase y de grupo dependen de la longitud de

onda.
2.— De las soluciones inestables se encontrd queh.;
3

a) Las corrientes_al Oeste producen una razdn de crecimiento
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mayor que las corrientes al Este con igual magnitud, es decir,

50N mds inestables.

b) Para corrientes al (Qeste, los modos que se exitan
£orresponden- cvando el campo ¥ =0, a las ondas de Yanai y
segundo modo de Rosshy {(Fig. i6}. Estos modos, por ser
pares, producen meandros en la corriente (que, de acuerdo a

Philander (1974) son las Mmds inestables).

c) De Ias'éhplitudes de los campos dindmicos (Fig. 17) tenemos
que:dbnde éstas aumentan es en la zona de mé.x imo corfe y
cdrvatura. por lo que [y de acuerdo a Kuo. (197831, se  puede
conciuir que la fuente prjdcipal de inestabilidad
(barotrdpica) es el corte horizontal, el cudl produce cambios
de signo en - PN |

De-loé dos tipqs‘de resulfaﬁos presentados (estables @
inestables), se tiene quewlas gb;fientes al Deste tienen mayor
efecto sobre las 6néés'ecuatgfiales respecto del producido por
corrientes al Este. Es detiﬁ;-p$6ducen: 'i) un afecto Doppler
mayor, 2) inestabilidades en las ondas para corrientes que al
Este son estables, 3) una razén de crecimiento mayor ‘para
magnitudes iguales que corrientes inestables al Este.

En esta #ésis queda una pregunta muy interesanfe- por
resnlver; d Repreéenté 1a condicién suficiente de eséaﬁ}lidad
encontrada por Ripa '(i?Bia} una condicidn necesarié de

inestabilidad ? De las razones de crecimiento mostradas en la

1)




figura 15 pareceria que la respuesta

embargo, estos son selo un par de casas,

es afirmativa,

ls que no prueba

que efectivamente sean una condicidn necesaria

inestabilidad.

sin
aun

de
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APENDICE A. Derivacidn de las ecuvacianes del modelo

Integrando la relacidn dP=- fgdz (que da el balance
vertical de momento en 1la aproximacidm hidrestdtica) desde

z="b" hasta z="a" (Fig. 1) resulta

P, =Py =P, +gL § (8—H- 33+ H(H+3 =323+ £(3,-a)1 , (A. 1}
donde P. gy §i (i=1,2,3) son la presidn y densidad de cada
capa, 4y 3 y 3z son la elevacién de las dos interfaces.

Si se exige que las capas superior e inferior no tengan
movimiento, es decir, que los gradientes horizontales de P, y
Ps sean nulos, resulta

3(52— 5 1+ 3(f - fo3=0 , (A. 2)
ya que 3 g 3. son funciones de X.

La altura de 1la <capa intermedia (Fig. 1} puede ser

expresada como
H=F+3 ~3.=H(1+n) . (A.3)
De (;\.2) tenemos que
L=~L(fh-f)/(h-S113, z' ‘(m 4)

y con (A.3) se obtiene
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=B -0/ -8 118k . 3a=—L(fi—-5)3/(FH -5 Y1Fh . (A. 5}

Las ecuaciones de movimiento, despreciando fuerzas de

friccidn, para la capa intermedia son

£fi{ 3¢ +M-gradiM+grad P+ £ £IXM=0 ., (A. &)
div M=0 , | (A. 7}

donde M=(u, v, 1) es el vector velecidad, grad={(dx, dy » ¢¢ )

div es la divergencia y
Po=P, +gL fi (b—Fi~ 30+ A(F+ 3 -2)7 (A.8)

Integrando (A.7) en toda la capa intermedia, es decir,

haciendo
R+3' #“'5;
Jdiv M=(Juxu+dy v} (H+3 -3:.)+w| =0 (A 9)
3. . o 32

y vtilizando condiciones de contorne en las dos interfaces,

D, 3 =u:) ¢ Dk =uw| . (A. 10)
H+3, Sz
resulta

(A u+ Jgvd (H+3 = 334D (3 - 32y=0 .

Utilizando {A.3) es
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( dxu+dyvIH(1+h}+D, Rh=0 ,

la que puede reescribirse como la ecuacidn (2},
Substituyendo (A.B) en la componente x de (A. &) y con
(A.3) se obtiene

utud, UHvdy Utwdy u—fv+ct by =0 (A. 11)
9% x 3 3

{donde ”=g;-|-(f3_--fz){fa.—.ﬁ)/Ef-,.(fs—f.)3} y sumando  u(A. 7}

resulta
Jptit T+ dg (uv i+ JaCuw) —fvac® hy =0 . (A 12)

Efectuando ahora la misma'integfalldue para la ecuacidn de 1la
divergencia, se lléga a
7 , Ht3, -
tatu+éxu‘+égtuy>—#v+cfhxJﬁ<1+h>+cum:L =0 , (A 13}
, S 2

donde, por {(A. 10}

i*a‘ o .
{uwd|  =uD (5 ~32) | (A. 14)
. 3. 4 .

Substituyendo (A.14) en (A.13) y desarvrollando las derivadas

parciales tenemos

Eagu+ua,u+v35u-Fv+c1h,]§(1+h)

+ (I urug VIR +h ) +uD (3 =3,)=0 b AL 15)

M reconociendo los dos dltimos terminos de (A.15) vemos que
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son exactamente cero, pues es u(2). Entonces, (A 15} queda

étu+03x U+VJ% U"'PV"'Cthx :O . (A. 16)

Y

8i tomamos la componente meridional de (A.&) Yy repetimos
el mismo procedimiento, salveo que en luygar de sumarle
ul{div M), le sumamos v{div M)}: se ohtiene

v Hudx vivd vHEureThy =0 , (A.17)

“la que junto con (A. 16} canstituye la ecuacidn (1} del texto.
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APENDICE B. Elementos de matriz del operador C

En la ecuacidn (51i) se define
l{ e A
BM=Jdg(p/c)L‘i’,f‘c%. (B. 1)

~ .
Tomando en cuenta que los Ya.b son las soluciones para

"B,=0,_ tenemos que
A‘t. F A* -~ ¥ -~ ‘-}\.“
Yo =t vt ochy )y Vo = | = '

donde # signiFica-'._cqmble‘go cqn“jt-‘i;'g-a'da. La matriz C esta
definida en el seqci.én I1.2 . ' |
8i desarr;olllar'n_o‘é el producto del lado derecho de (B.1) se

tiene

m_-(/é /c) jdg[ubup.;, Ua+c™ hb ho dx h +0F Uodx Vo +c? h., Uodx [N

T u,v,p*-c hoihb Va e ﬂ'h,aﬁ Va . (B. 2>
Los tres Jltimos términos de (B.2) pueden reescribirse como
Uy UE 95 Vo ~tg Vady GF-€" hy UL 3 hE+ dylu, DX Ga d+cH iy Chy RYT) (B, 3)
y los ‘dos dltimos términqs de (B.?) desaparecén al ap!ii.iar las
coendiciones de frontera (S5) despues de integrar. ‘

De las ecuvaciones (17}, (ig). (12}, (23 y (25) con

v, =h, =0 tenemos que
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e = (—idahatdn) | | (B. 4)
3y hF=—(it, GF+E0D) | (B. 5)
#Foa=—il, O +ik, & Bo & . (B. &)
U= O -#h —i g O/, (B.7)

y substituyendo las ecuaciones (B.4) a (B.7}) en (8. 3) d'este a

su ves en (B.2): resulta que eliminamos todos los gradientes.

El resultado es

L -~
By =i( g /c3™ {ay E2ku, (uf D +02V +c* hY )
+{p uo /8, +iiy ho IVa V1w, h, G 07
~ (ot ke ho Y (D h¥+ha0d1] . (B. &)
Utilizando el hecho de que
= TIAZ . =% 8 h=($ Py ,0B

tenemos que (B.B).puede expresarse como

fl A% ~ Aw oA
B,,,,=i€/3/c)h' jdguzhauc:uow@: +(2k+ B/, uot? P
-~ A g A “pa .
+(2k+bo /e Vg B 40, b BN - (kerar2in, PP %2
. P YN A% oA AF AN
+ke~Wa/2 o ¥ ¥ —Ba/2(hovr $- +holy” B 17 . (B. 9)

A o
Utilizando la definicidn de los ﬁkb de las ecuaciones “ﬁS)‘

B, =i(p/c)" qu{(ak—aojc)qu;A{F(n,‘-ﬂ. g IE g+l y* )
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+(2k+A/F\ Y u, ALASF N, » 4*)F (n,, y*)
+(2k+§;/c)q,A;A;F(nb—1.q*)F(nk—i.g*)+ﬁbh,A;A2F(nb,g*)F(nk.g*)
—(ke+Wlo /230, ACACF (n, =1, y* }F (no~1, y*)
+Cke~Tas/2Vhe AFALF(n, +1, y* IF (ng +1, y* )
~Wa /2C0he AFACF (N, +1, ¢* IF (np—1, y* )

+ho AyAXF(n, =1, y* IF (na+1, y*)13 , (B. 10)

donde d*=yé/c'g. Si definimos

Umon'= [dy u, (IF G g 3F (7, ¢*)
(B. 113
Hon o= jdq o Cy3FCm, g™ IF(m s y* )

]

y substituimos en (B. 10}, tenemos que la expresién (51) del

texto queda

an,:( p /C )11[ (Qk—!?h./t )A:A:Umb+g ? M“\*\
.;(2k+_[3/$5)A:A:_Umbmq_+(2k+$o./c)F\:A:Lﬁnb-: e
+(kc—ﬁ@/2)A§A§Hnm;.,ﬂ“¢~-(kc—$~/2)A:A;Hﬂ;, el i, AL A Hery 1

e /2(ATALH 1 ragt FAZATHa gt ) 1=0 (B. 12)
donde (Ripa, 1981b)

Ar =1, AL =As =0 En=-11,  (B.13)

para la onda de Kelvin.
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para las ondas de Yanai y

da,
A+ = sgn(i+s’) (145 }En+1/2+1/21 74
2 [n211, (B. 15)
Ao = sgn() [(2n+iss’)(i-e’ 3T /W

para las ondas inercio-gravitatorias y de Rossby., daonde
W= [4n+2435’'-5° ] & s’=(k/Qc .

8i tomamos el campo ¥ rvepresentado en las ecvaciones
(66) y (67) y expresamos las funciones parabelicas cilindricas
en términos de leos palinomios de  Hermite [H(m V3/c y)1,
tenemos '
; "‘ ] "’l ~ =Y
Untpo’= jdu*ATth Fmiy T @it

HY ¥

--n‘fvﬂ’ =B UM.M' ]

V =
exp(—yg*/SIH{m y* Y H{m ", y*)
' {B. 16)

donde
w'={@7c'y &  ©=(1+2B)/2B

U /=7 c® ’UM‘M"’ s Hodon = B/ Homymd

Yy A& B estdn definidos en (48).
La solucidn correspondiente (B. i4) de acuerdo a Busbridge

(1248) es
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- ~r -l -t -t - _K
UM:-«'=ATT'{(2 mti"™ (2 m’!?hsh(—zlgi VIK+1/2)F (~m, —m*i 1/2-K; z)

" - (B. 17)
H oy ‘=B U """l"’"" y
donde

z=(31+2B)/2 & K=(m+m )/2

y V' es la funcidn gamma y F es uvna funcidn hipergeamétrica.
La solucidén (B.17) solamente es védlida para m+m’=2K,

. 7 . .
donde K es un nodmere entero positive, de otro modo

UM‘M'-':HM,M’:().
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APENDICE C. Zonas de estabilidad
Desarrollando la ecuacidén (44) resulta
(L —uo" Y (i+h, 3+ (f-u,’ Yfu, /¢¥30 | (C. 13

SBubstituyendo las expresiones (&4} y (67) del texto en (C.1) y

dividiendo con /A la expresién es

e(x>=1+c2xcn*—1)/B+(B“+1>/BJAexpt-x>+A‘exp(;2x);p . (C.2)

donde

g=y* 7

Y A% B estdn definidos en (&48),

Para el ecuvador (y=0} tenemos

G(OI=1+A(B™+1)/B+A 20

= (A+B)(A+1/B) 20 ,

de donde resulta que
A>max(~B, ~1/B) . (. 3)

Derivando (C.2} respecto de x e igualando a cero tenemos

' ¥ N
i . ' N

2Aexp(—x)+2x(B-1/B}=B~3/B (C. 4}
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y substituyendo en (C.2} obtenemos

G(x)=1+2(B-1/B)Aexp (—x)-A%exp (-2x)30 ,

igualando a cero y resolviendo para Aexp{(-x)

Aexp(—x)=(B-1/B)+(B-1/B)>+1

'y substituyendo en (C.4) se Ilega a

2x(B~1/B)=—(B+1/B) % 2V (B-1/B V" +1

x=[B*+1+2BJ (B-1/BY +1 1/(2-2B™) ,

de (C.2) y (C.7) se desprende el siéuiente resul tado

G{x)=A exp(-2x)+Aexp (~x} [T 2/B V(B *=1)* +8* 34130

y resolviendo-para A tenemos

'AmtiDEJDLEI'jé;p(x)
A=C+D+{D*-1 lexpL(B +1+/3BD)/(2-28%}1 ,

donde

D=1/By (B*-11*+B"

y las scluciones de interes son: 1 b

A, =I[D- { D*-1" JexpL(B*+1+2BD)/(2-2B)3 para B<i ,

(C. 53

(C. &)

(C.7)

(C. 8)

(C. 2}
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A=C { D" 1 -DlexpL(B*+1-2BD)/(3-28 )1 para B>1 ., (C. 10}

con (C.3), (C.9) y (C.10) tenemos la zona donde se cumple

(7¢), es decir,

AL{B)=A, ,
. {C. 11}
A2(B)=maxf-B,-1/B,A.] . :

Para la condicién (&5} con las ecuaciones (&6} y (&7}

tenemos que, para valores positivos de A,
A, <1 AC. 12)

y para wvalores Vnegativas de A, tenemos que A1§1+AB y

résolviendo para A resulta

A=B/2+{B */4+1 ,

por lo que -

A2 B/2-JB%/2+1 , (€. 13)
entonces la zona donde se cumple (65) es

A4(B)=A|‘ !
(GC.14)
AZ(B)=A, .
En (C.11) y (C.14) tenemos las ecuaciones gque Hefimitan

la zona de existencia en el planoc A-B para las condiciones

(64) y (45) respectivamente. La zona de estabilidad serd par
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lo tantao
maxlAy A, =B, —-1/B] < A < minfA,,A,] .

Finalmente, sobre la zona de validez del modelo, tenemos

que
ho (y)>=1 (C. 15)

y por maximos y minimos tenemos que en y=0 se encuentra el

minimo valor de h,, es decir, h,=AB y por (C. 15) se tiene

aB>-1 ., (€. 16)

la ecvacidn (69) del fexto.
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APENDICE D. Ecuaciones del ciclo de energia

Las ecuaciones de conservacidn para (88), (89), (90) y
(?1) pueden ser obtenidas como sigue:
Para la ecuacidn (90}, multiplicando 1a tercer componente

de (21) por ¢“h, e integrando en x se llega a
el h by 3+c o dy [(1+h, 375 14 b, dy by vy =0 . (D. 1)

8i multiplicamos la ecuvacidn (19) por clh.iue igualmente

—

integramos, tenemos la conservacién para EPP

Sl € h* /2)4c b Ve [(1+h, 1Y, 1=0 . D2

~La ecvacidén de conservacisén dea EKM sa oebtiene
mutiplicando la primer tomponente de (21) por (1+h°)u° mos el

producto de 1a tercer componente de (21} poer h,u,. es decir,

JtEKwau,(i+ha>¢Z+u,u°”(1+h,)$z+(1+ho)u,v“% u, =0 . (B3
Finalmente, para Eﬁﬁ. efectuando ila operacidn

(17)0(1+hy du, +h, uy 1 +(183 (1+h, by, +(1?)u, u, tenemos

e ERP+(1+ho Yu' TV, +(1+he 3 V-V by —u, (£-u.’ 3, v, _

+up U, dy L (1+ha Dy, 3=0 . LD &)

La ecuacidn (D.1) puede ser reescrita uvtilizando el hecha
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de que Fégczéa(FG)_GA3Fi al integrar en y tenemos por (5) que
JQS(FG)=0. es decir, el primer  término. no interviene en 1la

dindmica del sistema. La ecuacidn (D.1) es as? reducida a
et ho By 1 HPu, (iah, ITare hody v, =0 (D. 5)

y vtilizando la ecuacidn (16}, se obtiene la ecuacién (92) del
texto. _
Las ecuaciones (93), (94) y (95} del texto se obtienen de

igual forma.

79




APENDICE E. Lista de simbealas

V={u, v) vector velocidad horizontal

-+

parometro de Coriolis

gradiente meridional de £

*m .

grad operadar gradiente

\V operador gradiente horizontal
X=(x,y) vector posicidn horizontal

c , constante de separacidn vertical
7 | versor vertical

h dilatacidn vertical

H prafundidad capa intermgdia
H promedio horizonfal'&e H

$ _densidad‘

P .presiéﬁ'

q vdrticidad pofencia}

z vorticidad vertical_relativa
U momenta ional -

m masa

VE densidad'dé“ehgrg{a

k ndmera de onda zonal

n ' nlmero cudntico meridional

w : frecuencia ondas ecuatoriales
w avtovalor

z ' éuéovectpr a i

(™) transpuesto complejo congjugado

Ao coeficientes de acoplamiento




ad

4 - - . . . -
numero paramétrice, condiciones estabilidad

desplazamiento meridional
ancho de la corriente
enargia cindtica

energia potencial

promedio horizontal de «x
promedio zonal de (x}
interfaces capas del modelo
divergencia

complejyjo conjugade

signo de (x}
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