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La presente tesis esta relacionada con la propuesta de una nucva metodologia en el discfio de
controladores para una clase de sistcrnas no lincales. Esta metodologia puede ser considerada comp la
extension de una técnica de disefio de aparicion reciente, aplicable a sistemas lincales invariantcs en
el tiempo. Esta utiliza técnicas de optimizacion convexa para encontrar los controladores que hagan
satisfacer ciertas especificaciones de desempefio impuestas de antemano.

Sc consideran dos tipos de sistemas no lincales: aquéllos para los cuales cxiste una
aproximacion lineal obtenida mediante ¢l truncamiento al primer orden de su cxpansion en series de
Taylor, y aquéllos que pueden ser transformados a un sistema lincal invariante mediante
retroalimentacion del estado y un cambio de coordenadas.

Se presenta un cjemplo de aplicacion utilizando ¢l modelo de un motor de induccion trifasico.
Para este sistema se establece un conjunto de especificaciones de desempefio directamente
relacionado con las caracteristicas dinamicas del mismo y que pueden formularse como funcionales
convexas dc matriz de transferencia en lazo cerrado resultante. Se muestra, en simulacién numérica,
que es posible obtener el desempefio dindmico deseado a pesar de Ia dinamica no trivial del modelo.
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The present disscrtation is related with the development of a new controlier design procedure
for a class of nonlinear systems. This mcthodology is an extension of a recent design technique for
linear time invariant systems. The methodology uses convex optimization techniques to find out
controllers that make the closed loop system mect some performance specifications cstablished
previously.

We consider two types of nonlincar systems: those for which it is possible to get a lincar
approximation to the first order Taylor's series expansion, and those which ar¢ linearizable by state
feedback and a change of coordinates.

We present the application of the proposed technique to an induction motor modeled by a set
of five nonlinear differential cquations. A sct of performance specifications dircctly related to the
dynamic behavior of the motor is established. These especifications can be represented as convex
functionals of the closed-loop transfer matrix. It is shown, by numeric simulation, the feasibility to
obtain the desired performance in spite of model's complexity.
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DISENO DE CONTROLADORES PARA UNA CLASE DE
SISTEMAS NO LINEALES EMPLEANDO TECNICAS DE
OPTIMIZACION CONVEXA

I. Introduccion

1.1 Antecedentes y motivacion

La ingenieria de control automético es una rama de la ingenieria que en general se
ocupa de mejorar el desempefio de un sistema dindmico mediante el empleo de
retroalimentacion. Para entender mejor lo que esto implica es necesario hacer una revision
de los ¢lementos fundamentales que forman parte de un sistema de control automatico, ast
como discutir el problema al cual esta disciplina pretende dar una solucion.

Sefiales Externas

Sefiales Sefiales
de de
Advertencia Mando

Figura 1. Diagrama esquemdtico de un sistema general de control automatico.

Un sistema general de control automético esta constituido en primer lugar, como se
muestra en Ja figura 1, por lo que denominaremos "la planta". Esta puede ser un motor, un
amplificador electronico, una central eléctrica, etc. En general la planta es aquel sistema al
cual se le quiere imponer un comportamiento determinado. Otro elemento lo constituye el
conjunto de los "sensores"; estos son los dispositivos encargados de medir las sefiales a ser
utilizadas por el sistema denominado "controlador". Este a su vez se encarga de procesar las
sefiales eniregadas por los sensores, junto con las "sefiales de mando" impuestas por el
operador, para generar las sefiales que excitaran la planta a través de los "actuadores" y las
"sefiales de advertencia” que alertan al operador de cualquier anomalia en el proceso. Las
"sefiales externas” son todas aquellas que afectan directamente la planta, pero que no forman
parte de las sefiales de los actuadores.




Uno de los problemas mas dificiles con que se enfrenta el ingemero de control al
implementar el esquema de la figura 1 es el de poder traducir los requerimientos dados por
el usuario en especificaciones sobre el controlador a disefiar.

La tendencia actual en las distintas &reas de la ingenieria es aumentar la eficiencia en
todo tipo de proceso, minimizar el consumo de energia y disminuir el tiempo de respuesta.

Lo dicho anteriormente tiene como resultado que los usuarios de sistemas de control
impongan requerimientos tales como, minima energia necesaria para realizar alguna accidn
de control, error minimo en estado estacionario, tiempo minimo de asentamiento, oscilacién
minima, facilidad en el manejo y ajuste del controlador, utilizacién del menor mimero posibie
de sensores, que el ruido en las mediciones afecte o menos posible a la salida, que el sistema
sea robusto a perturbaciones externas e internas, que exista desacoplamiento entre las
seflales de entrada y salida, etcétera. En la realidad, cuando el usuario impone sus
requerimientos de desempefio no establece valores especificos de ellos, sino a lo mas da un
margen de valores entre los cuales podrian variar estos requerimientos. Esto obliga a buscar
un método de disefio que permita cuantificar los requerimientos del usuario mediante
especificaciones definidas para el controlador a disefiar.

Podemos formular en forma general ¢l problema fundamental de control suponiendo
que se ha logrado traducir los requerimientos del usuario en especificaciones cuantificables.
Este problema fundamental de control se puede enunciar de la siguiente manera:

Dados una planta (P) y un conjunto de especificaciones de desempeifio
(D), verifiquese si existe 0 no uno o varios controladores (C) tales que el
sistemna completo, planta y controlador(fig.1), cumpla con las especificaciones
astablecidas.d

Debido a la complejidad que representa pretender establecer una metodologia que resuelva el
problema de control para todo el conjunto de sistemas dinamicos, se han hecho divisiones en varios
subconjnatos de sistemas, cada uno de los cuales estd formado por sistemas con caracteristicas
similares. También se hace la division de las especificaciones en subconjuntos para cada conjunto de
sistemas.

Actualmente se han desarrollado varias metodologias para resolver parte del problema de
eortvol para conjuntos de sistemas y especificaciones particulares. El desarrollo de la teoria de




control clasico se limita a tratar con el conjunto de plantas lineales e invariantes en el tiempo, con una
entrada de control y una sola salida, considerando ademas un modelo exacto del sistema. Esta
metodologia trabaja con la planta en su represen:cacién como funcién de transferencia, el disefio del
controlador se realiza sobre el sistema en lazo abierto. Ocasionalmente se considera cierto tipo de
sistemas con varas entradas y salidas; sin embargo, los procedimientos de disefio son a menudo

restrictivos y pueden clasificarse, en general, como procedimientos empiricos.

Algunas especificaciones importantes que se pueden manejar con esta metodologia
son: estabilidad de plantas estables e inestables que sean de fase minima, margenes de
estabilidad y respuesta temporal en lazo cerrado. Esta 0ltima se puede disefiar en forma
exacta para sistemas de hasta orden dos, mientras que para sistemas de orden superior se
utilizan procedimientos empiricos. Otras especificaciones son, por ejemplo, tiempo de
subida, sobrepaso, tiempo de asentamiento, anchura de banda, error en estado estacionario
para entradas de tipo escalén, tipo rampa, etcétera. Estas especificaciones se pueden lograr
con esta metodologia, utilizando en general procedimientos empiricos.

Es importante resaltar que con esta metodologia es imposible determinar si el
conjunto de las especificaciones impuestas es factible o no; mucho menos se puede
determinar el compromiso entre }as distintas especificaciones. Esto limita poder percibir las
relaciones entre las distintas especificaciones.

Otras metodologias denominadas no clasicas utilizan frecuentemente Ia
representacion en variables de estado del sistema. Los requerimientos de estabilidad,
regulacion y seguimiento son las especificaciones mas cominmente impuestas. Se hace una
extension de las especificaciones admisibies para el control clasico a sistemas de varias
entradas v salidas y se agregan especificaciones tales como rechazo a perturbaciones,
estabilidad robusta, criterios de optimalidad entre otros.

Para el conjunto de sistemas no lineales, el espectro de especificaciones consideradas
¢s bastante reducido y éstas tienden mas bien a ser cualitativas que cuantitativas. Estabilidad,
esigbilidad robusta, seguimiento y seguimiento robusto son las especificaciones que han
podido lograrse para ciertos tipos de sistemas no lineales. En este caso, la robustez se utiliza
gqueriendo decir que la especificacion utilizada se deteriorard lo menos posible bajo la
presencia de perturbaciones externas o internas. Técnicas de control adaptable, disefios
basados en la teoria de Lyapunov y control con estructura variable son algunas




metodologias seguidas para hacer frente a dichas perturbaciones. La utilizacién de una u
otra depende de la forma del modelo de planta y de la perturbacion considerada.

Es importante resaltar que uno de los métodos mas utilizados para el andlisis y
sintesis de los sistemas no lineales lo constituye la linealizacion convencional o por
expansion en series de Taylor. Este método, no obstante que presenta algunas restricciones
y desventajas importantes tuvo mucha influencia en el trabajo aqui presentado.

1.1.1 Resultados recientes

Recientemente, el desarrollo de una nueva metodologia para el disefio de
controladores lineales ha sido presentada en Boyd et al. [1988], Boyd et al. [1990], Boyd
and Barrat [1991]. En esta técnica se propone que, a partir de la parametrizacion de todos
los controladores lineales invariantes que estabilizan una planta también lineal e invariante,
se obtengan aquéllos que, conectados al sistema completo, hagan que se cumplan con unas
especificaciones establecidas de antemano.

Una caracteristica fundamental de esta metodologia es el hecho de que para una
clase de especificaciones dadas se puede determinar la existencia o no de controladores tal
que ¢! esquema mostrado en la figura 1 cumpla con ellas. Ademas, es posible determinar el
compromiso existente entre las distintas especificaciones, lo cual tiene un gran valor en el

disefio de controladores.

Las limitaciones principales que presenta esta metodologia es que sélo se aplica a
sistemas lineales e invariantes en el tiempo. Por otra parte, las especificaciones validas son
aquéllas que pueden ser expresadas como funcionales convexas de la matriz de transferencia
en lazo cerrado. Aunque si bien es cierto que muchas de las especificaciones convencionales
tales como el sobrepaso, tiempo de subida, seguimiento asintotico, etcétera, cumplen con
esta condicidn de convexidad, otras tales como el orden del controlador, la arquitectura del
mismo, asi como algunas especificaciones de robustez no Ia satisfacen. Otra limitante la
gonstituye también la necesidad de herramientas de computo poderosas.

Unos afios antes de que apareciese este desarrollo para los sistemas lineales, en el
drea del control no lineal se presentaron ciertos resultados, los cuales permiten obtener un
modelo lineal invariante mediante una transformacion de coordenadas y retroalimentacién




del estado [Isidori, 1989], [Nijmejer and A. van der Schaft, 1990]. Esta metodologia es
aplicable al conjunto de sistemas no lineales afines en €l control.

Algunas limitaciones de esta técnica son las singularidades introducidas por la ley de
control linealizante y la sensibilidad que presenta a las incertidumbres paramétricas. Esto
tltimo es un problema que no ha sido totalmente resuelto y constituye un tema de
investigacion actual [Slotine, 1993].

Una vez obtenido el modelo lineal mediante el procedimiento mencionado
anteriormente, es posible mejorar el desempefio del sistema por medio de alguna técnica de
control lineal. Las leyes de control utilizadas para el sistema linealizado van desde una
retroalimentacion estatica por ubicacion de polos como la utilizada en Kristjansson et al.
[1993] hasta ciertas leyes de control optimo como las utilizadas en Colledani et al. [1993].

La disponibilidad de una metodologia para el disefio de controladores para sistemas
lincales que engloba un gran nimero de los procedimientos de disefio desarrollados para esta
clase de sistemas, asi como la posibilidad de linealizar en forma exacta una clase de sistemas
no lineales mediante retroalimentacién de estado nos motiva a hacer una conexion entre
estas téenicas para resolver el problema de control para un conjunto mas grande de sistemas
que los que la sola metodologia propuesta en Boyd and Barrat [1991] puede abarcar.

Con este panorama podemos formular un problema que, a nuestro conocimiento, no
ha sido tratado en la literatura.

1.2 Formulacién del problema por resolver en este trabajo

Antes de formular el problema por tratar en este trabajo es necesario primeramente
esiablecer el marco dentro del cual nos desenvolveremos.

Los sistemas con los que trataremos son aquélios no lineales que pueden ser
Hevados, total o parcialmente, a un sistema lineal e invariante en el tiempo por medio de las
técnicas de linealizacién convencional y/o por retroalimentacion no lineal del estado. A estos
sistemas los definiremos como linealizables. Las especificaciones permitidas seran aquellas
gue, al ser traducidas a especificaciones sobre el sistena linealizado, puedan ser
representadas como funcionales convexas de la matriz de transferencia en lazo cerrado (del
gistema lincalizado). A tales especificaciones las denominaremos con el nombre de




especificaciones convexas. El problema especifico de control bajo estas definiciones se

enuncia entonces como sigue.

Dado un sistema no lineal, linealizable, y un conjunto de
especificaciones convexas, encontrar el conjunto de controladores que
. . o - *® . .
satisfacen dichas especificaciones™, o0 determinar que no existe alguno. [

Para resolver este problema se propone seguir la metodologia que se presenta a

continuacion.
L.3 Descripcién de la metodologia propuesta

La metodologia propuesta consta de las siguientes fases.

a) Linealizacion del sistema por cambios de coordenadas y retroalimentacion del
estado 0 linealizacién por el método convencional.

b) Traduccion de las especificaciones impuestas sobre el sistema original no lineal en
especificaciones sobre el sistema hinealizado.

¢) Verificacion de la condicion de convexidad de las especificaciones obtenidas en la
fase anterior.

d) Disefio del controlador con la metodologia propuesta por Boyd and Barrat
[1991].

e) Recuperacion de la ley de control en las coordenadas originales para su aplicacion
al sistema no hineal original. '

1.4 Contribucion

Este trabajo representa un pequefio primer avance para extender la metodologia
propuesta en Boyd and Barrat [1991] a una clase particular de sistemas no lineales.

Esta clase de sistemas no lineales estd constituida por aquellos sistemas de fase
minima, linealizables mediante retroalimentacion y cambio de coordenadas, y por aquéllos
linealizables por métodos convencionales. Una limitacion para la primer clase de sistemas es
gue deben tener el mismo nimero de entradas de control y de salidas. Se exige la invariancia
en el tiempo para aquellas plantas que deden ser linealizadas por retroalimentacion y la no

* "gontrolador que satisface las especificaciones”significa que el controlador, en coordenadas originales y
conectado a la planta, hace que el sistema completo curapla con las especificaciones.




existencia de soluciones periodicas para aquéllas que deben ser linealizadas por el método

convencional.

También se presenta una aplicacion del método al modelo de un motor de induccién
trifasico. Este modelo es representado por un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales
de orden cinco y cuenta con dos entradas de control y dos salidas.

1.5 Organizacion del trabajo

En el capitulo 2 se hace un analisis de lo que representa una aproximacion lineal, asi
como las condiciones bajo las cuales se puede lograr dicha aproximacion, También se
muestra en ese capitulo que no es posible obtener por este método una aproximacion
mediante un sistema lineal e invariante en el tiempo que represente al modelo del motor de
induccion.

En el capitulo 3 se presentan los fundamentos tedricos en los cuales se basa la teoria
de linealizacion por retroalimentacién no lineal del estado y cambio de coordenadas para

sistemas no lineales afines en el control.

En el capitulo 4 se describen los conceptos tedricos basicos que respaldan la teoria
de disefio de controladores en funcion de las especificaciones del desempefio impuesto, para
sistemas lineales e invariantes en el tiempo. Se muestra también como es posible expresar
ciertas especificaciones de disefio como una funcional convexa de la matriz de transferencia
en lazo cerrado. |

En el capitulo 5 presentamos la metodologia propuesta exponiendo los fundamentos
en los cuales se cimienta, asi como los problemas que es necesario resolver para una
sustentacién tedrica mas firme de la misma. También en este capitulo se aplica Ia
metodologia propuesta al modelo del motor de induccién v se presentan resultados en
simulacion.

En el capitulo 6 se presentan las conclusiones a las cuales se Hega al haber realizado
este trabajo y se expone una lista de recomendaciones para la continuacion del mismo.




II. Conceptos preliminares y
linealizacion convencional

I1.1 Introducecion

La existencia de herramientas poderosas para el analisis de los sistemas lineales
invariantes en el tiempo no es desconocida, ellas estan basadas en el principio de
superposicion. Al tratar con sistemas no lineales se presenta una situacion mas dificil, pues el
principio de superposicion deja de ser valido y se requieren herramientas matematicas mas
complejas. Debido a la existencia de herramientas poderosas para tratar con los sistemas
lineales, el primer paso en el analisis de un sistema no lineal debe ser su linealizacidn, de ser
posible, alrededor de un punto de operacion para asi analizar el modelo lineal resultante. No
hay dudas de que, cuando sea posible [Khalil, 1992], debemos hacer uso de la linealizacién
para entender tanto como sea posible el comportamiento del sistema no lineal original. En
muchos casos la linealizacion no sera suficiente para un analisis riguroso del sistema no
lineal. Esto se debe principalmente a dos grandes limitaciones que presenta la linealizacion.
Primeramente estd el hecho de que por ser la linealizacién una simple aproximacion
alrededor de un punto nominal s6lo es posible predecir con ella comportamientos locales en
la vecindad de dicho punto. La segunda limitacién es que la dindmica no lineal es mucho mas
rica que la lineal y presenta ciertos comportamientos que no tienen similares en los lineales.
Algunos ejemplos de comportamientos exclusivos de los no lineales son: tiempo de escape
finito, equilibrios mdltiples aislados, ciclos limites, oscilaciones subarménicas,
comportamientos cadticos, modos de comportamientos miltiples, etcétera.

Una gran limitante de la linealizacion es que sélo es aplicable para sistemas no
lineales que presenten orbitas hiperbélicas y ademaés tiene la inconveniencia de ser aplicable
en forma practica a sistemas no lineales con orbitas de dimension cero, i. e., puntos de
equilibrio.

En este capitulo se presentan los conceptos basicos necesarios para clasificar los
sistemas dindmicos continuos en el tiempo de acuerdo a caracteristicas del campo, asi como
a caracteristicas de las Orbitas descritas. Se discute también las condiciones necesarias para




realizar la linealizacion a lo largo de una trayectoria dada, generalizando asi el concepto de
linealizacion alrededor de un punto. También se presenta un modelo linealizado del motor de
induccion alrededor de una trayectoria nominal y se expone la dificultad de trabajar con este
modelo.

A pesar de que estos conceptos de linealizacion convencional no se utilizan mas
adelante, su presentacion en este capitulo obedece a dos razones principales.

En primer lugar la linealizacion convencional es una de las dos técnicas posibles que
constituye el primer paso en la metodologia propuesta en este trabajo. Estos conceptos
basicos son necesarios para saber cuando escoger o desechar esta técnica para la
linealizacion de un sistema particular dado.

Una segunda razdn y que esta relacionada con el ejemplo aqui presentado es el de
responder a la pregunta del por qué no utilizar técnicas mads sencillas para enfrentar ciertos
problemas, antes de tratar con técnicas mas complejas.

I1.2 Sistemas dinamicos continuos en el tiempo

Definicion 2.1 Un sistema dinamico auténomo de orden » estid definido por la
ecuacion diferencial siguiente:

x=1(x), x(to) =X

4y
donde x=dx/dt, x(f)eUcR",

T es un abierto en R , x(¥) es el estado en el tiempo £, f es un campo vectorial, es decir,
uin mapeo que asigna un vector tangente a cada estado x{7) € U. Como la solucion de (1) es

dependiente de las condiciones iniciales la podemos escribir como @, (#), donde @y, (0):

R, —>R7 g la trayectoria del estado a través de x,.
Definicion 2.2 Un sistema no auténomo de orden n esta definido por
x =f(x,), x(tp) = x¢. 2)

Ha esis caso el campo vectorial f depende explicitamente del tiempo 7 La solucién de (2)
gus vasa por X en el tiempo 7, es denotada como @,(x(,7;) . Si f es lineal con respecto a x
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se dice que el sistema no autonomo es lineal. Si existe 7 > 0 tal que f(x,f) = f(x,#+7) para
todo x y 7, entonces se dice que el sistema es periodico con periodo 7. El valor mas
pequefio de T que satisface la condicton anterior es denominado periodo minimo.

El estado estacionario de un sistema se refiere al comportamiento asintdtico del
mismo a medida que el tiempo tiende a infinito. Para que esto tenga sentido se requiere que
el estado estacionario esté acotado. La diferencia entre la trayectona y el estado estacionario
se denomina transitorio. Los conceptos de transitorio y estado estacionario son muy utiles
en el estudio de los sistemas lineales, pero para los no lineales, en los que es dificil
encontrar una solucion cerrada, estos conceptos pierden algo de su utilidad. Resulta muy util
estudiar los conceptos relacionados con el comportamiento del sistema en estado
estacionario ya que es una situacion sobre la que se tiene mucho interés desde el punto de
vista de control.

Los conjuntos limite, el equivalente del estado estacionario para la representacion en
el espacio de estados, se define de la siguiente manera.

Definicion 2.3 [Vidyasagar, 1993] Supongase que x5 € R", #; € R+. Entonces el
punto p € R"es llamado un punto limite de la trayectoria ®(z,7),x,) st existe una secuencia
{#,} de mimeros reales en [#),o0) tal que

ti{l{)nwllp - 0(t;,10,x0)]| = 0. 3

El conjunto de todos los puntos limite de ®(-,%,,x,) es llamado el conjunto limite y es
denotado por £2(7%,,x,).

WVeamos ahora distintos comportamientos en estado estacionario.

Definicion 2.4 [Parker and Chua, 1989] Un punto de equilibric se define como una
solucidn constante de (1) , es decir, Xoq = ®((x,) para todo 7.

El conjunto limite correspondiente 2 un punto de equilibrio es el mismo punto de
equilibrio, asi como el de todos los puntos sobre todas las trayectorias que convergen a X

Un simple ejemplo que tiene puntos de equilibrio multiples es la ecuacion del
wéndulo amortiguado [Parker and Chua, 1989].
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Definicion 2.5 [Parker and Chua, 1989] @(x¥) es una solucién periddica de (1) si
@, 7{x*) = ®,(x*) para algiin periodo minimo 7>0.

Una solucién periddica se llama aislada si existe una vecindad de la misma que no
contiene ninguna otra solucién periddica. En el caso autéonomo, una solucion periddica
atslada se denomina ciclo limite.

El comjunto limite correspondiente a un ciclo limite es la curva cerrada generada por
®,(x*) en un periodo 7. Un ejemplo es el ciclo limite encontrado en la ecuacion de Van Der
Pol[Parker and Chua, 1989].

Para sistemas no autonomos ®,(x~7,) es una solucién periddica si para todo 7 se

cumple que
Ofx*,1p) = Dy 1 (x41p) 4

para algin periodo minimo 7, >0.

La ecuacion de Duffing presenta este comportamiento de soluciéon periddicajParker
and Chua, 1989].

Existen otros comportamientos en estado estacionario tales como soluciones cuasi-
periddicas, soluciones cadticas, etcétera., las cuales no nos seran de mucha utilidad v por eso
no trataremos con ellas.

Estos conceptos relacionados con el comportamiento en estado estacionario de los
sistemas no lineales serdn muy importantes al analizar la teoria de linealizacion que se
presenta a continuacion.

13 Linenlizacién convencional

Los primeros intentos de introducir el concepto de linealizacién se dieron hace ya
mas de 120 afios y fue en el drea de la mecanica. En particular en la teoria de los
movinientos pequefios, se hacia la expansion en series de Taylor alrededor de un
punto(posicion de equilibrio mecanico).
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El primer estudio formal de linealizacién se presenta en 1934, dicho estudio es
realizado por N. Krylov y N. Bogohubov [Minorsky, 1969]. A partir de este resultado se
empieza a hacer aplicaciones en ¢l drea de control, dentro del cual se proponen varios
métodos que en algunos casos fueron una extension del trabajo realizado por Krylov como
es ¢l caso de la linealizacion arménica. También se presentd una propuesta tratando de dar
un significado fisico a la linealizacion, como fue el caso de la linealizacién de Aiserman o
cuasilinealizacion.

El problema de todos los métodos mencionados anteriormente es que formalmente
son validos solo para sistemas de hasta orden dos.

Un método mas reciente es el propuesto por Sharma y Zhao [1993], el cual obtiene
un modelo lineal que mejor aproxima (en el sentido que se minimiza alguna funcién de error)
la respuesta de un sistema no lineal dado, para unas entradas especificas.

La complejidad que para el analisis presentan los sistemas no lineales y las
innumerables herramientas matematicas existentes para tratar con los sistemas lineales han
hecho de 1a linealizacion el recurso mas utilizado para el estudio de los sistema no lineales. A
pesar de su gran limitacién, que consiste en la incapacidad de obtener resultados que se
verifiquen globalmente, la linealizacion sigue siendo una piedra fundamental para el analisis y
sintesis de un conjunto grande de sistemas no lineales. Es por eso necesario entender los
fundamentos tedricos en el cual se basa la linealizacion de sistemas no lineales.

A continuacién estableceremos en qué consiste el problema de la linealizacién y
haremos una revision de las soluciones propuestas en ia literatura.

Delinicion del problema: Sea un sistema no lineal de orden » definido por

x =f(x,u,1)
¥ =h(z,u,t)’ )

donde x €D R”, 1eR,, ueR™, yeR? conm < p < n Sea I'=(x,u) una trayectoria
definida 2n un imervalo 2 < R, . Encuéntrese un sistema lineal definido por

3= A()z+B()u

y=C({)z+D({(H)n’ ©)
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donde A e R™", BeR"™, CeRP™ D eRF*™, tal que (6) sea la mejor aproximacion
lineal de (5)en =. O

El término "mejor aproximacion lineal” significa que la linealizacién del mapa de
tramsicion de estados del sistema no lineal sea igual al mapa de transicién de estados

del sistema linealizado, en =.

El punto clave es que la definicién de mejor aproximacion implica una aproximacién
cualitativa mas que cuantitativa. Esto nos impide obtener un cuantificador para determinar el
grado de aproximacion o para determinar la vecindad en la cual esta aproximacion es valida.

Existen resultados que nos permiten afirmar [Sontag, 1990] que si el lado derecho
de (5) es de clase C! entonces la trayectoria generada por el mismo es también de clase Cl.
Esto nos ayuda a imponer condiciones sobre el campo para la obtencion de una
aproximacion lineal, sin tener que preocuparnos por la trayectoria. Es mas, es suficiente
imponer la condicion de diferenciabilidad sobre el campo para asegurar la existencia de "la
mejor aproximacion lineal".

Todo lo expuesto anteriormente nos lleva a investigar sobre las condiciones que se
deben cumplir para la diferenciabilidad del campo. Es importante, por lo tanto, tener claro el
concepto de diferenciabilidad para un mejor entendimiento de la linealizacién. Este concepto
de linealizacion se presenta a continuacion.

Definicién 2.6 [Figueiredo, 1993] Sean X y Y espacios lineales normados y € un
conjunto abierto en X. Un operador T:Q—Y se dice diferenciabie en el sentido de Fréchet
en ¢l punto x; € Q si existe un operador lineal acotado L(xp):X—Y dependiente de x,, tal
queparah € Xy x5+ h € Q, se verifique que

im I[T(XO + h) - T(Xo) - L(Xo)h"y o (7)
Jof, >0 I,

Necesariamente si L(xo) existe se verifica que J(xq) = L(x), donde J(x4) es el
jacobiano de T en x;,

Baséndose en la definicion anterior se puede demostrar que [Sontag, 1990]
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of of ch ch
A(f)x"é‘; d=d, » B(?) =E]d=dos C(f)=-“a;"d=do’ DUFE d=d, » (8)

donde dy=(xg, ug, ), V f €E, cumple con el concepto de mejor aproximacion.

A continuacion presentaremos una breve revision bibliografica de los resultados y
condiciones para la linealizacion que en todos los casos pueden ser deducidas de la

definicion anterior,

Constderemos el sistema no lineal auténomo dado por Vidyasagar [1993]
x =f(x(¢)). 9

Supongamos que f(0) = 0, es decir, el origen es un equilibrio para el sistema dado
por {9). Supongamos que f es continuamente diferenciable y definamos

of
A="a;|x=0: (10)

i.e., A es la matriz jacobiana de f evaluada en x = 0. Por la definicién de jacobiano y si
ademas definimos

fi(x)=f(x)- Ax, : (1D
se cumplira que
lim M =0 (12)

ko x|
dende || es la norma euclidiana. Ahora e] sistema dado por
z= Az(t) (13)

&3 la linealizacién, o el sistema linealizado de (9), alrededor del equilibrio en una vecindad
tan pequeiia como sea necesario.

Veamos shora qué pasa en el caso de un sistema no auténomo definido por

% =1(,x(2)). (14)
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Supongamos que
£(£,0)=0 V20, (15)

Ademas supongamos que f es continuamente diferenciable. Definamos ahora

a=TED) oy (16)
f,(2,x)=F(,x)-A()x.

Por (16) sabemos que para cada valor de >0 se cumple que

Iim Ine.o] 0. an

o x|

Sin embargo, aunque (17) se cumpla podria darse el caso en que

Ifs 2,%)]

Iim su =0, (18)

jo20  |x

no se cumpla. Podemos decir entonces que la convergencia de (17) podria o no ser uniforme
en £. Si (18) se cumple entonces el sistema dado por

z=A(H)z(?) (19)
es la linealizacion alrededor del punto de equilibrio de (14).

Vemos que estos resultados presentados en el libro de Vidyasagar [1993] tratan el
caso en que se tiene un punto de equilibrio(el origen) y se tiene interés en ese punto. A
continuacién presentamos una extension de este trabajo para un conjunto mas grande de
sisternas v que abarca los casos anteriores.

Proposicién 2.1 Sea % un sistema definido en D < R” y dado por (5), sea T = (x,u)
wna trayectoria descrita por £ en un intervalo de tiempo =. Existe un sistema lineal X1 que
mejor aproxima a X a lo largo de I' en = si y sélo si (7) se satisface para todo >0,
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Prueba: Las herramientas necesarias para la demostracién de esta proposicion se
pueden encontrar en Sontag {19901.0

Veamos ahora co6mo aplicar estos conceptos para obtener la linealizacién del motor
de induccion.

IL.4 Linealizacién del modelo del motor de inducciéon. Método
convencional

Los motores de induccion se han convertido en el caballo de batalla en muchas areas
de la ingenieria, especialmente, en el 4rea industrial donde las aplicaciones van desde
actuadores para generar movimientos en bandas transportadoras hasta actuadores que
generan fuerzas de corte en maquinas herramientas. Su rudeza, poca necesidad de
mantenimiento y generacion elevada de par con respecto al tamafio lo han hecho muy
atractivo para nuevas aplicaciones. Esto Gltimo ha motivado en afios recientes la realizacién
de estudios mas profundos para realizar el control del mismo.

Por otra parte una de las técnicas mas utilizadas para el anélisis y disefio de
controladores para sistemas no lineales en general han sido como ya se menciond la
linealizacion alrededor de un punto de equilibrio. En esta seccion se presenta la linealizacion
del modelo del motor de induccion {cuya obtencién se presenta en detalle en el apéndice A),
que a diferencia de los casos convencionales no se realiza alrededor de un punto de
equilibrio sino a lo largo de una orbita periddica que describe su funcionamiento en estado
estacionario.

El modelo del motor estd dado por

X= f(x) + gaua + gbub,
Y1=x (20)
Y2 =%y +%3

donde (%), g, 8v» ¥, -y estan definidos en (A.32) (ver apéndice A). Para u,=u,=T=0y
x5=y=y=x,=0 tenemos un continuo de puntos de equilibrio (la recta definida por
*5=%y=%3=%,4=0) el cual fisicamente carece de interés ya que implica que el par generado, el
aplicado, asi como los flujos y las corrientes, son nulos. Fisicamente este continuo de
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equilibrios significa que si iniciamos el rotor con cualquier velocidad permanecera en ella
indefinidamente, ya que el modelo no toma en cuenta la friccion mecéanica existente.

Luego de haber visto que no tiene sentido linealizar alrededor de algin equilibrio, se
realizara la linealizacién de (20) a través de una trayectoria nominal definida por
I' =(x,,u,), donde x,, es una trayectoria definida para una velocidad nominal x;, y #, es la

entrada que se debe aplicar para obtener esta x;,,.

Para comprobar si existe o no un sistema lineal que mejor aproxime a (20) a lo largo
de I'=(x,,u,) en I :=[0,00), debemos verificar que (20) cumpla con las condicion
necesaria y suficiente de la proposicion 2.1. No es dificil demostrar que (20) cumple con
dicha condicion. Al aplicar (8) al sistema dado por (20) tendremos que el sistema linealizado
vendra dado por

z=A()z+B(Hu

21
y=C(0)z+D(H)v’ @)
0 Digy  —Wisy Ay _ax5n— [ 0 0 ]
—X3, d ~X1n 0 (4 0 0
donde A(H)=| x5, Xin d e 0 |, B(®H)= 0 |, (22)
CX3, b Xy ~Y, O 1/c 0
| —¢xy, —exy,, b 0 -y, | | 0 l/o|
Ct)= 10000 D(t)=0 (23)
O=15 2 2 0 ofY PO~
siendo %, = {3, %gm> ¥an» Xan» X5, ). 12 solucion del sistema dado por
= f(x) T 8allan t Eplipy» ' (24)

para algln v, v 4, adecuados.

Existen problemas bastante claros al linealizar un sistema de esta clase al utilizar
téomicas de hinealizacién convencional. Estos problemas son expuestos a continuacion.
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Problema 1. Una aproximacion a la trayectoria nominal x, puede obtenerse por el
metodo del balance arménico [Zwillinger, 1993], o también puede obtenerse en forma
numérica al resolver la ecuacion nominal (24). Cualquiera que sea ¢l método empleado se
tienen dos grandes inconvenientes. Primero, la complejidad del procedimiento para obtener
la solucion aproximada para la trayectoria nominal. El segundo inconveniente se presenta al
obtener la solucion aproximada, ya que el sistema resultante es lineal y variante en el tiempo
el cual requiere, para su manejo, de otras herramientas adicionales no necesariamente

senciilas.

Problema 2. Aun si se conoce exactamente la solucion periddica, la linealizacion
sigue siendo una aproximacion, y se desconoce @ priori el tamafio de la zona del espacio de
estados donde dicha aproximacion pueda ser razonable.

Teniendo en cuenta los inconvenientes arriba mencionados podemos ver que la
linealizacion convencional para sistemas que presenten soluciones periddicas podrian hacer
el andlisis de una complejidad mayor que si se utilizase otra técnica de linealizacion como la
de cambio de coordenadas y retroalimentacion. Un estudio en detalle de esta Gltima se
presenta en ¢l capitulo siguiente.
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111 Linealizacion exacta de sistemas

dinamicos no lineales

11,1 Introdueccién

La linealizacion exacta es uno de los pocos procedimientos sistematicos para disefiar
algoritmos de control para sistemas no lineales. Esta metodologia ha sido aplicada a
numerosos problemas de investigacion que involucran estabilizacion, desacoplamiento a
perturbaciones, regulacién, seguimiento con técnicas de control adaptable, etcétera. La
mayor parte de estas aplicaciones son vélidas para el modelo nominal; sin embargo, la
estabilidad del sistema en lazo cerrado resultante bajo presencia de incertidumbres en la
planta y/o perturbaciones es un tema menos abordado y constituye un area de investigacion
actual.

L

Debido a la relativa facilidad para resolver problemas de control asociados con
plantas de dimenston finita, ineales ¢ invariantes en el tiempo(LIT), la clase de sistemas no
lineales que pueden ser transformados a un sistema lineal e invariante por medio de una
retroalimentacién de estado, ha recibido considerable atencion en la literatura [Kabuli and
Kosut, 1993].

En este capitulo se exponen los principios basicos de la teoria de linealizacién por
retroalimentacidn no lineal del estado, asi como las condiciones bajo las cuales se puede
realizar dicha linealizacion. Esta técnica constituye una de las dos posibilidades para el
primer paso eu la obtencion de un modelo lineal e invariante y forma parte del procedimiento
general de disetio de controladores que se propone en este trabajo.

L2 Linealizacion por retroalimentaciéon no lineal del estado

¥n su forma mas simple, la linealizacion por retroalimentacidén consiste en cancelar
lag no linealidades del sistema original al aplicar una ley de control que es una funcidén no
Tipeal del estado, de tal modo que la dindmica en lazo cerrado visto desde la nueva entrada a
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la salida escogida tenga un comportamiento lineal. Para explicar esta técnica se requiere
definir los conceptos de derivadas de Lie, paréntesis de Lie, grado relativo y forma normal.

Definicién 3.1 [Slotine, 1990] Sea #ZR" >R una funcion C® y f: R"—R" un
campo vectorial también C®. Entonces la derivada de Lie de 4 con respecto a f se define
como una funcién dada por

Leh = (8h/0x) 1(x) (25)

En otras palabras, la derivada de Lie es simplemente la derivada direccional de # en
la direccidn de f. En forma iterativa podemos escribir la derivada /-ésima de Lie como

Lh=h, . (26)
Leh = L Lf ) = (AL hy/éx) £(x).

Igualmente, si g es otro campo vectorial tendremos que
LeLh = (2(Li)/on) g. @7)

Definicién 3.2 Sean fy g dos campos vectoriales definidos en R” . El paréntesis de
Liede fy g esun campo vectorial definido como

[£:2](x) = (Fg/0x) f(x) - (6f/Ox) g(x). (28)

El paréntesis de Lie es cominmente escrito como adgg. En forma iterativa podemos
escribir los paréntesis de Lie como

addg=g, (29)

adrg = [fad{ 'g]
parai=12,...

A continuacion daremos la definicion de grado relativo, primeramente para sistemas
de una entrada-una salida y mas adelante lo haremos para el caso de varias entradas-varias

Wefinieitn 3.3 Considérese el sistema definido por
x=1(x)+g(x)u, (30) .
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y=h(x), @1
donde f'y g son campos vectoriales C® y / una funcién C®, x(¢) eR”, u(t) eR y y(¢) €R.

Este sistema tiene grado relativo r en el punto x° si;

i) LgL’fc h(x)=0 para todo x en una vecindad de x° y todo k<r-1
(ii) Lg L h(x0) = 0

Observemos que para todos aquellos 30 en los cuales LgL{f h(x)20 para todo x en la
vecindad de x0 y para algln & < », y es cero justo en x0, entonces, para estos puntos el
grado relativo no esta definido.

Una interpretacion interesante del grado relativo es la siguiente. Sea y=h(x) la salida
ya definida anteriormente. Derivandola con respecto al tiempo tendremos que

. dy hdx h
Sir>1, por definicién tendremos que Lgh(x)=0, por lo que y= Lgi(x). Siguiendo

de este modo, si derivamos y por segunda vez tendremos

J=Lh+(LyLehyu. . (33)
Sir > 2, entonces LgLeh = 0, de donde j = L%h. En general, si seguimos derivando

tendremos que:

® -1
y = Lih+ (LI hyu, conk<r. (34)

Por definicion, sabemos que si el grado relativo es 7, entonces LgL{r'lh:tO. Es decir,
el grado relativo sera el nimero de veces que se debe derivar y de tal modo que la entrada
"u” aparezca en forma explicita en alguna derivada de la salida.

Analicemos ahora el significado que tiene el grado relativo en los sistemas lineales.
Para ello calcularemos el grado relativo del siguiente sistema:

X = Ax +bu,
y=Cx,

(33)
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donde A e R pe R¥I ¢ cRIXM. De esto tenemos que f(x)=Ax; g(x)=b y A(x)=cx, por
lo tanto

th‘-'h = cA*x s
" i (36)
LyLth=cA"D.
Por definicion, sabemos que si el grado relativo es 7, se debe cumplir que
k [ .
cA"b=0 V k<r-1 37)

cA" b0

Es posible mostrar [Isidori, 1989] que el numero r que cumple con (37) es la
diferencia entre el mimero de polos y el nimero de ceros de la funcidn de transferencia dada
por

H(s)=c(sI- A)'b. (38)
I1.2.1 Forma normal

Una vez definido el grado relativo de un sistema debemos de analizar otro concepto,
el cual es de fundamental importancia en la teoria de linealizacién. Este concepto es el de
forma normal y se presenta a continuacion.

Definicién 3.4[Isidori, 1989] Se dice que el sistema afin en el control, de una
entrada-una salida y de orden n, definido por

x=f(x)+g(x)u (39)
y = h(x) . (40)

donde x(¢) e R”, u(f) € Ry y(t) R, esta dado en su forma normal si tiene la forma

J&I = xz,
.x'z = X3,
.t’._l =Xy, (41)

X = b(x*, /)] +a(x‘, Mu,
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7=w(x’, ),
donde r es el grado relativo, 7=[n, 7,...7,.1T y x*= [xp,%3,...,]T.

Evidentemente si r = n, la dindmica definida por 7 no existirs. Veamos ahora una de
las ventajas de tener un sistema en la forma normal.

Sabemos que por definicion de grado relativo, a(x*, 77) tiene inversa para toda x en
la vecindad de x0. Entonces la siguiente ley de control esta bien definida:

u(x", rz)=—-~i——-(v—b(x*, n)) 42)
a(x ,n)

donde v es una nueva entrada. Al aplicar esta ley de control al sistema en su forma normal
(41), tendremos que

il =:x2

Xy =X3

JE,,_I = xr (43)
X, =v

n=w(x ,n)

Con la aplicacién de (42) en (41) se obtiene un sistema lineal de orden 7, con una
entrada v y otro subsistema que constituye la dinAmica interna, la cual es no lineal ¥y no
observable. En la figura 2 se muestra un diagrama esquematico para (43). Lo interesante de
este diagrama es que nos muestra que la dinamica es lirieal de la entrada v a la salida v,
debido 3 que ¢l blogue controlador C cancela términos no lineales.

P,

g
L

H iy [
___maei o (x%g) +a(xtp)u| " [ *r k) [ Lokl SN

T

LOPRPUNS. 'y 35 S

RN

2| j-w(xtg)

Wigaza 2. Diageama esquematico del sistema linealizado.
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De este modo se pudo obtener un sistema lineal y controlable de orden r.

De todo lo visto hasta aqui podemos ver claramente que lo que se necesita para
llevar un sistema a la forma normal es que debe existir un cambio de coordenadas, por lo
menos en forma local. Es decir, debe existir una transformacién no lineal T

z = T(x), (44)
con
hi(x)
T(x)={ : |, (45)
T,(x)

tal que esta transformacion cumpla con las siguientes propiedades:

i) T(x) es invertible, i.e., existe una funcién T~ (x) tal que T~} (T(x))=x y T(T™ (z)) =1z,
ii) T(x) y T-'(2) son funciones C%, ie., todas sus derivadas parciales existen y son
continuas, Una transformacién de este tipo, st cumple con las condiciones i) y ii) para todo x
€ K", se llama difeomorfismo global.

Analicemos ahora qué implican estas dos condiciones: La primera condicién la
necesitamos para recobrar el estado original del transformado, i.e., para tener x =T l(z), La
segunda condicion la necesitamos para asegurar que el sistema transformado no pierda la
propiedad de suavidad de la funcién original.

Muchas veces es dificil encontrar una transformacién que cumpla con estas
condiciones para todo x. Lo que se hace entonces es buscar transformaciones que cumplan
estas condiciones por 1o menos en una vecindad de un punto dado del espacio de estados. Es
decir, s busca que la transformacién sea un difeomorfismo local. Por lo general, se trata de
encontrar que la transformacion sea vélida en la vecindad de un punto de equilibrio.

Un problema importante est4 relacionado con el calculo de T(x), de manera que
podamos llevar al sistema a 1a forma normal. La solucion a este problema la presentamos a

contiouaeion,
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Procedemos a la obtencion de la forma normal de un sistema dado por la siguiente
ecuacion:

X =f(x)+g(x)u,

»=h(x), (46)

donde x, f(x), g(x) y #(x) son los mismos que fueron definidos en BoO)y (3.

Supongamos que el sistema dado por (46) tiene un grado relativo n en x0.
Considérese ahora la transformacién, definida en un abierto que contenie a x¥. De la
definicién 1.9 vemos que %=, , ...,%,_;=x,. Una forma logica de obtener esto es haciendo

n-1
las siguientes asignaciones, x;= y, x,=3, x3=J, ..., x,= y . Por otro lado sabemos que

)
y = L}‘h para todo k<n-1. Teniendo en cuenta esto podemos elegir T de tal forma que:

7 = 5 (x) = h(x),
2 =D (x)= Leh(x),

2 =5 (x) = Lih(x), (47)
2y = 5,(3) = L{ h(x).

En Isidori [1989] se demuestra que A(x), th(x),...,lf”“I h(x), son funciones
linealmente independientes, y califican por tanto como una transformacién de coordenadas al
menos local. Existe, por tanto, la transformacion inversa x=T-1(z). De (47) se tiene que

2 =2,
2 =1z,
: (48)

4, = Lth(x) + LI "h(x)u.
Si hacsmos b(z)=LyH(T-Yz)) v a(z)=LgL'f’"'1h(T'1(z)), tendremos que

2.1 =29,

2.'2 = 23,
: (49)
Z, =b(z)+a(z)u.

Yeamos ahora qué pasa cuando el grado relativo "r" de (46) es estrictamente menor
us . Lomo ssbemos que b, Lh,........ ,L?‘lh, son linealmente independientes, nada mas nos




26

queda averiguar cémo hacer las (n-r) asignaciones restantes de tal modo a obtener una
transformacién que sea un difeomorfismo, al menos localmente. Para resolver esto,
recurrimos 2 la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1 [Isidori, 1989] Supongamos que el sistema tiene grado relativo "p"
en x0, con r<n. Hagamos las siguientes asignaciones:

h(x) = A(x),
L(x) = Leh(x),

L(x)= Lth(z), (50)
L.(x) = Lt 'h(x).

Entonces es siempre posible encontrar (-r) funciones adicionales; T 1(x), . T(x),
de tal modo que

5(x)
T(x)=| : (51

T (x)

tenga una matriz jacobiana no singular en x0, vy se puede asi utilizar (51) como una
transformacion local de coordenadas. Ademas, es posible elegir las (n-r) funciones Ty(x) de
tal modo que

L, Ty(x)=0, (52)

para todo »1<7<n y para todo x en la vecindad de x0.03

Yeamos ahora como utilizar alguno de los conceptos hasta aqui desarroliados, para
rzalizar Ya linealizacion.

{1.2,2 linealizacién completa -
Mostraremos ahora los pasos a seguir para la obtencion de un modelo lineal de una

eairada-una salida para el sistema descrito por la ecuacién (46). Esta linealizacion esta
basada en Jos conceptos de grado relativo y forma normal, expuestos anteriormente.
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Si el sistema tiene grado relativo »# procedemos como en la seccidn anterior,
haciendo la siguiente asignacion:

7 = 5(x) = h(x),

(53)
z, = T,(x) = I h(x).
Con esta asignacion se llega a
Z.l =2y,
2‘2 = Z3,
' (54)
2';n-l =2y

z, =b(z)+a(z)u,
donde b(z) =Lh(T ™ (2)), a(z) = L L7 h(T7\(z)).
Por definicion de grado relativo sabemos que LgL¥”1h(x)=a(z)¢0 en la vecindad de
20="T(z0). Por tanto podemos escoger una ley de control valida en la vecindad de 20, de tal

manera que #(z)=(1/a(z))* (v-b(z)), donde v es una nueva entrada de control. Al sustituir
esto en (54) se tendra que

Z'] =22,

2.2 =23,

; (55)
én 17 2y

Z, =v,

lo cual representa a un sistema lineal, controlable y con todos sus polos ubicados en el
origen. Podemos concluir que si x° es un punto de equilibrio para el sistema original y este
sistema fiene un grado relativo 7 en x0, entonces existe una ley de control valida en una
vecindad de %0, asi como un cambio de coordenadas también definido en una vecindad de x0,
que transforma al sistema no lineal original a uno lineal y controlable definido en una
vecindad del origen [Isidori, 1987].

En este sistema lineal obtenido se puede realizar el disefio de un controlador
madiante ¢l método de ubicacion de polos para dar al sistema el desempefio que el usuario
desse(i.e., dligiendo v en forma adecuada, e.g., v= Kz, donde K = tk; k.. .k,)).
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* Al decir que el sistema tiene grado relativo n, implicitamente estamos diciendo que la
salida fue tal que el grado relativo fue "n". En la mayoria de los casos esto no sucede yla
pregunta logica que sigue es: si para alguna salida A(x) el grado relativo es menor que #,
(exisiird alguna forma de elegir otra salida y(x) de tal modo que el grado relativo sea "»"? Es
evidente que las condiciones que y(x) debe cumplir para que el grado relativo sea # son:

Lgy(x) = LeLgr(x) = .= Ly Li™y(x) = 0 (56)
para todo x en la vecindad de x0 v,
Ly L 'y(x) = 0. (57)

La condicion (57) nos ayuda a evitar que (56) tenga la solucion trivial y(x) =0
ademas de asegurar que ¢l control linealizante esté definido.

Veremos shora que estas condiciones pueden ser transformadas a ecuaciones
diferenciales parciales en y(x). Las condiciones para la existencia de una solucién de éstas,
asi como la biasqueda de las mismas, estan bien establecidas.

Se puede demostrar [Isidori, 1989] que las condiciones (56) y (57) son equivalentes
a escribir :

Loy(x) = Loy v(x)=..= l?atﬂ—zg}’(x) =0 (58)
para todo x en la vecindad de x0, y
La‘#-:g'Y(xO) # Q0. (59)

Teniendo en cuenta la definicion de derivada direccional a lo largo de un campo
veetorial, {58) puede reescribirse como:

Zlga®) adigx?) ... %gx")]= 0 (60)

Las condiciones para la existencia de una solucién de (60) son bien conocidas y
estin dadas por el teorema de Frobenius, que lo presentaremos de la siguiente manera.
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Teorema 3.1 {Isidori, 1987] Consideremos la ecuacion diferencial parcial dada por

—?;[n](x) 1,(x)...1 (x)]= 0 (1)
en donde ki(x), Ix(x),...,[;{x) son funciones vectoriales de x € R”. Supongamos que la matriz
[Il(x) L (x).. 1, (x)] (62)
tiene rango & en x¥. Entonces la matriz
(LG L&) 1&® [1x).1,0]] (63)

tiene rango k para toda x en la vecindad de x0 y para cada (i,f), 1<i,j<k, siy solo si existen
(n-k) funciones escalares de x, y;(x), Y2(X),..., ¥,1(X), definidas en la vecindad de x0, las
cuales son soluciones de (61) y son tales que la matriz jacobiana:

T

Wele] -

Es evidente que lo que implica la condicion necesaria y suficiente de este teorema es

tiene rango (n-k) en x =x0.00

que el paréntesis de Lie [1(x), lJ(x)], debe de poder expresarse como una combinacion lineal
de todos los vectores 1, es decir;

k
L1 Jm= 2o, @@ v
p=
donde a;(x) es una funcién escalar de x.

La primera condicion dada en (63) se conoce también como involutividad de los

campos vectoriales {I;(x), L(x),..., I(x)}.

Con todo lo hasta aqui visto podemos resumir en una proposicién las condiciones
necssarias y suficientes para ver si existe una salida y(x) que haga al sistema de grado
relativo n.

Proposiciéon 3.2[Isidbﬁ, 1987] Dado el siguiente sistema

‘ :’:-: f(x)+g(x)u,
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es posible encontrar una funcién y(x) definida como salida que hara al sistema de grado
relativo #, si y s6lo si:

i) la matriz [g(x0) adg(x0)..ady1g(x")), tiene rango ny

it) ¢l conjunto {g(x?), adg(x),......,ad#2g(x%)} es involutivo en una vecindad de x0. O

Es posible concluir que las condiciones i} y ii) son necesarias y suficientes para la
existencia de una retroalimentacion de estado y un cambio de coordenadas valido al menos

en forma local que transforma al sistema no lineal original
x=f(x)+g(x)u,

en uno lineal y controlable.

111.2.3 Linealizacion de sistemas con grado relativo estrictamente
MEQOT que n

Supongamos que tenemos un sistema definido por:

x=f(x)+g(x)u, {65)
y = h(x), (66)

con grado relativo 7 < » en x0. Hagamos ahora las asignaciones como en la seccion anterior,
de manera a tener '

a= Ii(x) = h(X),
: (67
z, = T,(x) = I{ 'h(x).

También ea Ia seccién anterior vimos que las n-r siguientes funciones Tj(x), se
pusden elegir de forma tal que el sistema transformado quede como:

Z.l =2s,

z-r-l =2z : (68)
Z, =b(z,m+a(z, Mu,

7=w(z,17),

y = 21.

donde n={5, .- Gyuy ]T. Eligiendo como ley de control a
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1

u(z, m) = v—=5(z, m) (69)
a(z, n)
tendremos al sistema (68) como:
Z.l =25,
z.r__l = z,,, (70)
Z, =V,
n=w(z,7),
y=2z.

Tenemos ahora un sistema lineal y controlable de orden 7 y un sistema no lineal de
orden (n-7), cuya dindmica no aparece a la salida.

Como en la ley de control dada por (69) aparecen los estados z{que son parte del
sistema) de esta dinamica interna, tenemos que investigar la estabilidad de la misma; con
esto tratareros en la siguiente seccién.

111,3 Estabilidad del sistema linealizado

Cuando nos referimos a la estabilidad del sistema linealizado implicitamente nos
estamos refinendo a la estabilidad local del estado estacionario del sistema original.

Al tratar con la estabilidad es de fundamental importancia la introduccién de un
soncepto conocido como la dindmica cero, cuyo estudio facilita el analisis de estabilidad del
sisterna y €l cual lo presentamos a continuacion. '

I.3.1 Dindmica cero

£l concepto de la dindmica cero juega en muchos casos el mismo papel que los
ceros de una funcioén de transferencia, su nombre se lo debe a ese hecho.
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Hemos visto que en los sistemas lineales el grado relativo esta dado por la diferencia
existente entre el nimero de polos y el nimero de ceros del sistema. En particular si #<n, la
funcion de transferencia tendra ceros; sin embargo, si r=n el sistema no tendra ceros.

Hemos visto que al hacer la linealizacion del sistema dado por (46), obtenemos una

parte lineal y controlable y otra no lineal y no observable.

De (69) vemos que es importante asegurar la estabilidad de! sistema definido por
1= w(z, 7j). Ahora, como esta dinamica est acoplada a la dinamica de entrada-salida, una
forma mas sencilla de estudiar sus caracteristicas es analizando la dinamica cero, cuya
definici6n 1a damos a continuacion.

Definicion 3.5 [Isidori, 1987] La dinamica cero es la dindmica que describe el
comportamiento interno del sistema cuando las entradas y las condiciones iniciales han sido
elegidas de tal modo que se restringe a la salida a ser idénticamente nula para todo tiempo.

Por definicion restringimos a la salida a ser idénticamente nula para todo tiempo; por
lo tanto :

=0Vt =z=0Vyg
si z;=0 Vi =>z=0V{

; (71)
si z,,=0¥?t =z =0Vg
donde 7 es ¢l grado relativo del sistema. De lo anterior se obtiene que
2'1 = O,
2, =b(0,p+a(0, Pu=0, (72)
n=w(0,7).

Si ¥ 25 un punto de equilibrio, el punto correspondiente en el sistema linealizado
{2, 7)) = {8, 1), es también un equilibrio, I6gicamente escogiendo x¥ de tal modo que 7(x%) =
0. De {72) veros que

0=5(0,7) + a(0,pu. (73)
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Recordemos que por definicién de grado relativo a(0,7), es distinto de cero (si n(?)
esta en la vecindad del origen). Para asegurar que )(¢) sea cero para todo 7, #(f) debe ser tal
que (73) se cumpla, es decir,

u(t) = -b(oﬁ T])/ a((}, ’?) (74)

Con u(?) siendo lo indicado en (74), nos queda nada mas estudiar la dinamica dada
por

7= w(0,7) = wo(7)) (75)
que bajo las condiciones anteriores y con 7(0) = 0 es la dinamica cero del sistema.

Podemos deducir de todo lo hasta aqui visto que la dindmica cero del sistema va
evolucionando en una superficie lisa de dimension #-r (manifold), definida por

S={xe R/ h=LLéh=.=LI; h(x)h(x) = 0} (76)

Para nuestro caso la importancia de estudiar la dindmica cero est4 resumida en el
siguiente teorema.

Teorema 3.2 [Slotine, 1990] Sea el sistema dado en (46) de grado relativo 7 en x°
(punto de equilibrio) y su dindmica cero presenta en el origen estabilidad asintética local.
Sea

dp)=pr+o, o1+ +apt+oy (77)

un polinomio de Hurwitz. Entonces la ley de control siguiente:

1 , e
u(x):—lgr_—lhm[—th(x)-—a,_lLf "h(x)-... ~agh(x)] (78)

hace que ¢l sistema original sea en x0 asintéticamente estable en forma local.[d

Este resultado es de fundamental importancia, ya que con él ahora sabemos que
sstudiando la dinamica cero del sistema podemos obtener resultados sobre la estabilidad del

g




34

Hasta aqui hemos visto importantes resultados en cuanto a la linealizaciéon y
estabilidad para sistemas de una entrada y una salida. Es posible hacer la extensién de todos
los resultados anteriores para los sistemas de varias entradas-varias salidas.

1114 Linealizacion de sistemas de varias entradas y varias salidas

El anlisis presentado aqui se restringira a sistemas con igual nimero de entradas y
salidas.

Un sistema de varias entradas-varias salidas esta dado por

x=1(x)+3 g (),
i=l1
Y =h(x), (79)

Vm = 1 (%),

donde m es el mimero de entradas y salidas.

El concepto de grado relativo para (79) es similar que para el caso de una entrada-
una salida. Es decir, es el nimero de veces que tenemos que derivar la salida j-ésima A(x),
para que algin componente del vector de entrada aparezca en forma explicita. En este caso
trabajaremos con el concepto de vector de grados relativos, el cual lo definimos a

continuacion.

Definicion 3.6[Isidori, 1989] El sistema definido por (79) tiene un vector de grados
relativos [r) ry... 7,,,] en un punto x0 si:
DLGLEA(x)=0 V 1<j<m, V k<rj-1yV xenlavecindad de x".

1)La matriz de dimension mxm dada por:

LaLi'm(x) ... LguLi hy(x)
A(x) = : :
Ll hn(x) .. Lgnlf hu(x)

8 1o singular en x=x0.
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En este caso la condicién de que A(x%) sea no singular es 1a versién multivariable de
que a(x") = 0. ' '

Ahora veremos como llevar un sistema dado por (79) a la forma normal.

Proposicién 3.3 [Isidori, 1989] Supongamos que el sistema definido por (79) tiene

un vector de grados relativos [} 7, ... r,, ] en x0, de tal modo que
rytrpt.otr,<n (80)

Hagamos ahora las siguientes asignaciones paral <i < m

$i(x)=h(x),
¢ (x) = Lh(x),
: (81)
d. (x) = L h(x),

sip =7 +r, +...+ 1, es estrictamente menor que #, entonces es siempre posible encontrar
(n-r) funciones @, . 1(x), @y + 2(X), ..., $,(x), de tal modo que el mapeo

O(x) = Ol A (X),.., Gy - B (s, G (2, i1 (R, . 6, (X)] (82)

tiene un jacobiano el cual es no singular en x* y por lo tanto califica como una
transformacidn local de coordenadas en la vecindad de x°. Podemos decir ademas que si la
distribucién G = span {g;, g,,....8,,} €s involutiva en la vecindad de x0, es siempre posibie
elegir Py 1 1(x), P+ 2(X), .., #,(x), de tal manera que Lgpi(x} =0V pt+]l < i< n, para todo
1 £j < my para todo x en la vecindad de x%. La demostracién de esto se puede ver en
Isidori [1989]. Haciendo las asignaciones dadas en (81) se tiene que




bi=6,

éjrl'l—l = ¢;l'la

1 ¥ il r—1

= L@+ 3 Ly 1w,
J=

¢;:—] = ¢:-:,

- m -
o = Lph, (x)+ Zng,-L;’.m " (x)u;,
Jj=
n=w(z,17),
donde n=[¢ 41, P, T . En forma mas compacta podemos escribir;

3 =1z,

irl = bl(zs TI) + Zalj (Z, Q)u‘]
J=1

(83)
i, =b,(z, M+ jzz:lamj (z, mu,
n=w(z, 1)
dondez= @y ay = LgL'l'i"lh,-(x).
St aplicamos el siguiente vector de control
u=A"(@)[v-b(z, 1], (84)

donde A esta dado en la condicion ii) de 1a definicion 3.6,

36
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by (z, ) v

b(z,m=| : y v=l g (85)
b (2, 1) Vin

entonces (83) tomara la siguiente forma:

Z = z,,

: (86)

Z'rl = vl,

Z,=V,,

7=w(z,17),

Con esto tenemos al sistema definido por (79) en la forma normal y de nuevo lo que
se debe analizar es la estabilidad del sistema mediante métodos que son extensiones del caso
de una entrada-una salida.

Es conveniente discutir en este punto las diferencias y ventajas fundamentales que
existen al utilizar esta técnica o la de linealizacion convencional, para la obtencion de un
modelo linealizado. En el capitulo anterior vimos que la técnica de linealizacién
convencional es solo aplicable a sistemas cuya Orbita sea de dimensiéon cero, ya sea el
sistema auténomo o no auténomo, sin embargo, para la técnica de linealizacién por
retroalimentacién y cambio de coordenadas no existe esta limitante.

Un punto muy importante y que marca gran diferencia entre las dos técnicas es la
regidn de validez de la linealizacion. Para el caso de la linealizacion convencional esta regién
de validez no es cuantificabie y estd relacionada, por asi decirlo, con el grado de linealidad
del sistema original no lineal y se limita a una vecindad del punto de equilibrio sobre el que
se realiza la linealizacion.

Para el caso de la linealizacion por retroalimentacién la region de validez esta bien
defimida y es aquel volumen del espacio de estados donde el grado relativo esta definido v es
¢l mismo para todos los puntos de dicho volumen.
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La desventaja de utilizar la técnica de linealizacion por retroalimentacién en la
metodologia propuesta en este trabajo consiste basicamente en que es necesario realizar un
cambio de coordenadas. Este cambio de coordenadas nos obliga a hacer un estudio riguroso
sobre cémo expresar las restricciones impuestas sobre el sistema no lineal original en
restricciones sobre el sistema linealizado, especialmente aquellas restricciones relacionadas
con la ley de control y con la robustez del sistema. Para el caso de la linealizacion
convencional, debido a que se trabaja en las mismas coordenadas, no es necesario realizar
dicho estudio.
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1V. Disefio de controladores lineales
en funcion de las especificaciones del
desempeiio

1v.1 Introduceién

Una nueva metodologia de CAD (Disefio asistido por computador) para el disefio de
controladores lineales ha sido desarrollada [Boyd er a/, 1988). La arquitectura y los
procedimientos adoptados para esta metodologia estan basados en una teoria reciente que
permite encontrar el conjunto de todos los controladores que estabilizan una determinada
planta [Youla ef al, 1976). Estos procedimientos permiten transformar el problema de
disefio del controlador a un programa de optimizacion convexa, el cual puede ser resuelto en
forma numérica.

El problema basico que se trata aqui es, dada una planta lineal e invariante en €l
tiempo (y posiblemente inestable), encontrar un controlador también lineal e invariante en el
tiempo que estabilice la planta y que ademés haga que se satisfaga un conjunto de
especificaciones de disefio establecidas de antemano.

Hay que resaltar que existen muy pocos métodos analiticos para el disefio de un
controlador que haga satisfacer un conjunto de restricciones preestablecidas. Por lo general,

para esos metodos, este comjunto de restricciones se reduce a uno de dos elementos:
esiabilidad y una especificaciéon mas, v. gr., LQG, Hy.

Otro punto sobre el que también se conoce muy poco es la manera en que estan
relacionadas las diferentes restricciones que se ponen en el momento del disefio, [Boyd ez
al., 1988)], (e.g. sobrepaso y esfuerzo de control, tiempo de subida y tiempo de
sstablecimiento, etcétera.). La metodologia aqui presentada nos permite conocer en forma
exacta ol compromiso entre las distintas especificaciones.
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En este capitulo se exponen las ideas basicas y los fundamentos para el disefio de
controladores lineales en funcién de especificaciones referentes a un desempefio deseado. En
primer lugar se define el marco de trabajo dentro del cual nos vamos a desenvolver, luego se
expone el resultado tedrico reciente que ha hecho posible el desarrollo de esta teoria. Se
muestra también la geometria que tienen las especificaciones de disefio sobre el parametro a
disefiar y finalmente se muestra coémo traducir este problema de control en uno de
programacion convexa y como resolverlo en forma numérica.

1¥.2 Maxrco de trabajo

Para solucionar el problema bésico mencionado anteriormente es necesario
establecer una estructura o marco de trabajo donde se definiran las sefiales que intervienen
en el disefio, ya sean éstas generadas por el usuario, por el ambiente externo, por el
controlador o formen parte de sefiales sobre las que se tenga interés de imponer un
comportamiento determinado. La forma en la cual se agrupen las sefiales nos daran una
nueva definicién de lo que sera la planta. Este nuevo concepto de planta nos servird como
punto de partida en el disefio del controlador.

Defimicion 4.1 Las entradas a la planta estan divididas en dos vectores de sefiales
formados por:
o El vector de sefiales del actuador o de control, denotado por u y que consiste de
todas aquellas sefiales que pueden ser manipuladas por el controlador.
o Todas las demas sefiales que entran a la planta se denominaran sefiales exdgenas w,
formadas por ruido, referencias, sefiales de prueba, etc.

Definicion 4.2 Las salidas del modelo estan formadas también por dos vectores de
sefiales:
o  Elvector de sefiales sensadas y , definido como aquellas sefiales que son accesibles al
controlador, Estas sefiales son las entradas al controlador.
o ILas sefiales de salida sobre las cuales se tiene interés de controlar, sean medidas o
1o, conforman lo que definimos como el vector de sefiales a regular, z.

Todas 1as sefiales involucradas en las definiciones recién dadas son mostradas en la




41

#—  ——

Figura 3. Sefiales involucradas en el disefio del controlador.

Este concepto de planta incluye mas detalles del sistema que el esquema utilizado en
control clasico. En esta estructura se definen exactamente cuales sefiales son accesibles al
controlador, en control clasico esto es una informacion adicional que se da en otra etapa del
problema de disefio del controlador (ver Boyd ef al. [1990a] para mas detalles).

La mtencion es que z y w deben incluir todas las sefiales sobre las cuales fijaremos
las restricciones o especificaciones durante el disefio.

En la figura 4 vemos como conectar el controlador K con la planta . En conjunto a
la planta P y al controlador K conectados en esa forma lo llamaremos sistema en lazo
cerrado.

Figura 4. Sistema en lazo cerrado.

La funcién de transferencia [Boyd and Barrat, 1991] P puede descomponerse de la
fnanera siguiente: '

Pzw Pm |
Sl @)
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donde Py es la funcion de transferencia de w a z, y asi para las demas.

Supongamos que conectamos K a P como se muestra en la figura 4, donde P esta
dado por (87). Entonces la matriz de transferencia H en lazo cerrado estara dada por

H = Py + Pau K(I - PypuK) " Py, (88)
donde I es la matriz identidad, con dimensiones adecuadas. Esta matriz es tal que z = Hw.

Cada componente H; de H es la funcion de transferencia en lazo cerrado de una
entrada exdgena w; con respecto a una salida a regular, z;. Estas funciones de transferencia
pueden representar, por ejemplo, la relacion entre alguna sefial de perturbacion y alguna
sefial de control, o la relacion entre una sefial del sensor y una sefial interna al sistema, entre

otras.

En sintesis, cada componente de H debe contener todas las funciones de
transferencia que sean de interés para el disefio. Es posible incluir en H funciones de
transferencia que desde el punto de vista clasico seria informacién adicional a la de la
planta. Veamos mejor ésto con el siguiente ejemplo. En la figura 5 vemos sefiales que son
generadas en el interior de la planta, 4 y B. Si queremos obtener la funcion de transferencia
que relaciona 4 con B, simplemente debemos atender que la sefial 4 esté incluida como una
componente del vector de entradas exdgenas w y que la sefial B esté incluida en el vector de
salidas a regular z , asi como se muestra en la figura 6 [Boyd e al., 1990a], de tal modo que
sl nos interesa que esa sefial intema no perturbe mucho a alguna salida, simpiemente
pediremos que una norma adecuada de la funcién de transferencia en cuestion esté acotada.

e |y o= B

S

v D 4 y v G 4 v

+

X K

IMgura S.-Planta perturbada. Figura 6. Consideracion de la perturbacién,

{Un hecho muy importante asociado con esta arquitectura y con toda arquitectura en
general es la realizabilidad de la misma, que basicamente consiste en lo siguiente:
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"encontrar una matriz de transferencia H, perteneciente a una clase de matrices de
transferencia f.,),, que pueda ser realizada con algin controlador K. Mas especificamente,

H,ea,= {H/H = Ppy + Py K(I - P, K) 7' Py, para algin K) (89)

Una forma de interpretar H,.;, es como si se pusieran condiciones sobre las
relaciones entre los elementos H; que son componentes de H [Boyd and Barrat, 1991]. Lo
que en el fondo estamos expresando es la condicion de que el controlador esté conectado
como se indica en nuestro marco de trabajo.

Una vez analizado el marco de trabajo dentro del cual nos vamos a desenvolver, es
muy importante que estudiemos un resultado tedrico que tiene mucha trascendencia y es la
base para la metodologia aqui presentada. Este resultado es la parametrizaciéon de Youla y
fué presentado por primera vez para el caso multivariable en 1976 [Youla ef al., 1976].

IV.3 Parametrizacion de Youla

La idea basica de la parametrizacién de Youla es poder obtener una representacion
de todas las matrices de transferencia del sistema en lazo cerrado que sean estables a] variar
un parametro Q. Esto nos permite obtener todos los controladores que estabilizan la planta
al variar el parametro Q. Debido a que muchas especificaciones pueden ser expresadas como
funcionales de la matriz de transferencia en lazo cerrado vy el conjunto de todas las matrices
de transferencia pueden ser parametrizadas en (), es posible obtener el pardmetro Q
adecuado que haga cumplir las especificaciones y por lo tanto el controlador adecuado.

Un resultado muy importante de esta parametrizacién es que la matriz de
transferencia en lazo cerrado es afin en el parametro de disefio Q,' lo cual nos facilita la
ovtencién de] parametro adecuado que nos dé el desempefio exigido utilizando herramientas
de optimizacion.

Para entender la parametrizaciéon de Youla o parametrizacion ), es necesario
introduciv clerios ieoremas y conceptos como los que se presentan a continuacién. Estos
teoremas pueden ser vistos con mayor detalle en Maciejowski [1989].

Teorema 4,1 Toda matriz de funciones de transferencias G'(s) puede representarse
&n forma Faccional |, Le,
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G(s)=UEWV () =V (s)U(s) (90)

donde U, ¥, U y ¥ son matrices de funciones de transferencia estables, con U y V coprimas
derechas y U/ y ¥ coprimas izquierdas, si y sélo si G(0) = 8, i.e, G(s) es una funcién de

transferencia (matriz) racional y propia.[d

Los resultados tedricos que respaldan esta factorizacion se encuentran en
Vidyasagar [1985]. Un algoritmo practico para la misma se puede encontrar en Maciejowski
[1989]. Este resuitado de factorizacion de una matriz de transferencia lo utilizaremos para
liegar a la parametrizacion Q.

Para lo que sigue supondremos una retroalimentacién positiva en nuestro esquema
cOMO se ruestra en la figura 7.

»T— IS P ’
+

Figura 7. Sisierna en lazo cerrado con retroalimentacion positiva.

En Maciejowski [1989] se muestra que la estabilidad interna del sistema en lazo
cerrado de la figura 7 es equivalente a que la matriz

I -K7° o1
T o

sea asintoticamsnte estable (todos los valores propios con parte real negativa). Aqui G = P,

Teorema 4.2 Sean G’y K matrices con representacion fraccional G = NM ¥
yX =0y =7 Entonces el sistema en lazo cerrado es estable si y s6lo si

M UT?
[N V} (92)
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. .
vV U
. (93)
[
Teorema 4.3 Con la misma notacidn utilizada en el teorema 4.2, si el sistema en lazo

son estables.

cerrado es estabilizable, entonces M, N, U, V,M, N, U y ¥V pueden ser escogidos de tal

modo que

Uv ;J}W g}[; ﬂ 94

y ademas K = UV = V"0 es un controlador estabilizante. [

Una consecuencia fundamental de los teoremas 4.2 y 4.3 es que todos los
controladores K=UV! = P10, que cumplan con (94) son controladores estabilizantes.

£l resultado central de toda la teoria de parametrizacion viene dado en el siguiente
teorema.

Teorema 4.4 Sea K = Uy Vy' = V0, tal que (94) se cumpla. Sea QcHy, i.c.,

para () realizable, estable y de dimensiones adecuadas. Definase:

U =U,+MQ, V=V,+NQ, (95)
U=U0,+0M, V=V,+ON, (96)

entonces, N vi=p-ig yK = UV = P10 es un controlador estabilizante para G=NM !
= MUY :
if)Cualquier controlador estabilizante tiene una representacidon fraccional dada por (95) y
~ (96).1

Este teorema da un resultado sorprendente, ya que nos dice que una vez encontrado
un contrelador {nominal) estabilizante, podemos construir a partir de él todo el conjunto de
controladores que estabilizan la planta.

Una expresion para K muy util derivada del teorema anterior es [Maciejowski,
1989,
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K=K, +V QI +VyINO) Ty o7

El controlador dado por (97) lo podemos ver en la figura 8, la cual ia utilizaremos en
un anélisis posterior.

y

Figura 8. Controlador parametrizado.

Nos interesa saber como quedaria este parametro Q para el sistema en lazo cerrado y
como definir 2 para que el controlador aumentado contenga todos los controladores
estabilizantes. Toda la teoria de parametrizacion se basa en la representacion fraccional de la
planta y €l controlador, como lo hemos visto en los puntos anteriores. Doyle [Boyd et al,,
1990a] ha dado una interpretacién muy interesante de esta teoria. El sugiere que el
controlador nominal K., sea el controlador disefiado en base a un observador, como se
puede apreciar en la figura 9. En esta figura Kre es la ganancia de retroalimentacion del
estado estimado, e es el error de estimacion, y corresponde a la salida del observador.

Wy , ————————3 £

¥ > » ¥

D L e e e e e e e e o e e e e e o
H

?

Fiemra 9, Coatrolador basado en bservador.
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De la ecuacion (88) vemos que una condicidn para que la matriz H sea afin en K es
que Pyy = 0. Esta misma idea se utiliza para aumentar el controlador nominal y de lo que se
trata es de hacer que la funcién de transferencia de v a e sea cero. Esto dltimo se Jogra
mediante la construccion del controlador en la forma indicada en la figura 9, de donde se
puede apreciar que v no afecta a e, produciendo esto que la matriz de transferencia de va e
sea nula. Con este resultado podemos conectar el parametro de disefio Q entre v y e como
se muestra en la figura 10, para asi de esta forma con @ estable y de dimensiones adecuadas
obtener todos los controladores estabilizantes.

e — 2
F=
¥ + n ¥
T T T T T T T T T T S T e s T s ey 3
1 1
i X pom :
i H
: ¥ bosenadar + :
; :
) H
1] [}
: o~ N :
! X » :
H - -~ L o+ :
i R Kre A 'i ¥ ;
Temmiooomao Fo T se i - *
o M

Figanra 10. Controlador parametrizado basado en observador.

Para resumir, podemos decir que todos los controladores estabilizantes pueden ser
obtenidos a partir de un controlador basado en un observador.

Ahora que hemos visto como realizar la parametrizacion, es necesario ver coémo
queda ia matriz & en funcion del parametro de disefio Q. Considérese la ecuacion (97) y su
representacion en la figura 8, donde al bloque interno, se denota como J (figura 11).

K, |
J= [V;’ —V:"N]' (98)

Ahora combinaremos el bloque J con la planta P en uno solo al que denominaremos
T, vomo se mussira en la figura 12. De aqui se puede escribir
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FY —— £
& 7
— 7
- Y - w , — =
— L],
el o
Figura 11. Controlador nominal y pardmetro Q. Figura 12. Nueva planta y pardmetro Q.
z=F(T,Q)w (99)
2=[T; + T QI ~Tpp0) ' Ty Iw (100)

Resuita facil demostrar que T, = @ (ver Maciejowski [1989] paginas 289-91), de tal

modo que (100) queda como
2=[T1 + 1,07 ]w, (101)

de donde,
H=T;+T1,0T,. (102)

De (102) se puede apreciar que la matriz de transferencia en lazo cerrado H tiene
una dependencia sencilla de @, la cual la analizaremos mas adelante. Veamos ahora qué
realizacion tienen las T;/s. Suponiendo una realizacion minima para P dada por

P:(A,[B, B,], [gz] [g: I‘:;]) (103)

de tal modo que
By(s)=C,(sI-A)"B;+D

i bi=12. (104)
Puede ser demostrado que si F es una matriz de retroalimentacion de estado estabilizable
(i.e., A+B,F es estable) y E es una matriz (ganancia del observador) estable para la planta

(i.e., A+EC, es estable), entonces las realizaciones de Ty, T, y T»; estan dadas por;

ﬂ}ﬁi[

A-}‘Bzﬁ‘? -BQ_F } [ Bl
L]

+|Ci1+DyF -D,F|,D 105
¢  A+EC, Bz+ED2J [C1+Dy, 12F], D11) (105)




49

T)5:(A+B,F,B,, C; +D;,F, Dy;) (106)

T:(A +EC,, B, +ED,,,C,, Dy)) (107)

Notese que las matrices Ty, Ty, y T5; son estables. Con esto damos por finalizado
la parametrizacion de Youla. Una vez visto que Hyy, es afin en el parametro @, debemos ver
como se relacionan las especificaciones de disefio y la matriz en lazo cerrado Hyy, v por lo
tanto, las especificaciones y el parametro de disefio 0. De esto trataremos en la siguiente
seccion introduciendo el concepto de especificaciones de disefio .

1V.4 Especificaciones de disefio

Empezaremos esta seccidon dando la definicion de especificaciones de disefio dentro
del marco de trabajo en el cual nos estamos desenvolviendo.

Definicidén 4.3 [Boyd and Barrat, 1991] Una especificacion de disefio D es una
funcidn booleana de la matriz de transferencia H.

Esto quiere decir que para cada H € H, una D o se satisface o no. La D es una
funcidn que toma como argumento una H de dimensiones nznw y nos da un resultado
booleano; '

D:H — {si, no}

donde H representa todas la nz-nw matrices de transferencia.

Parece un tanto extrafio que la especificacion de disefio sea funcion de H y no de K,
siendo esto Gkimo lo que realmente disefiamos. El porqué de esto se aclarara en la siguiente
seccion.

Generalmente a la hora del disefio no sblo se tiene una especificacién sino un
conjunio de ellas, requeriéndose que todas se satisfagan simultaneamente. Este problema se
conoce como factibilidad de las especificaciones y se define a continuacién.

Dsfinicién 4.4 Dado un conjunto de especificaciones de disefio {D;,D,,....D;},
determainar 31 existe © no un conjunto de matrices de transferencia Hy,; que cumpla con D;,

tj
v
e
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Para dar una idea mas clara sobre las especificaciones de disefio y ¢l conjunto de
matrices de transferencia en lazo cerrado relacionadas con ellas se presenta la tabla L.

Tabla 1. Relaciones entre las especificaciones de disefio y H

Especificaciones de disefio Conjunto de matrices de Transferencia
H satisface D, H e HI

D, es mas estricta que D, HlcH2

D, es méas débil que D, H1 o> H2

D; AD, H1 ~H2

Dy no es factible Hl=0

D, es factible HizO

D; es propiamente mas estricta que D, H1 c H2, H1 = H2

Con estos conceptos analizaremos ahora la geometria de las especificaciones de
disefio.

1V.5 Geometria de las especificaciones de disefio

Empezamos esta seccion enunciando e] problema fundamental que queremos
resolver.

Problema fundamental: dado una planta especifica P y un conjunto de
especificaciones de disefio, encontrar si existe una matriz de transferencia en lazo cerrado H
que cumpla con las especificaciones, o determinar que no existe alguna.

Resulta entonces de vital importancia analizar la geometria que dichas
especificaciones presentan. Conceptos como conjuntos convexos, cuasiconvexos y afines,
funcionales convexas, cuasiconvexas y afines, seran necesarios para tratar dicha geometria
(ver por ejemplo, Kolmogérov [1978], Berberian [1974] para revisar estos conceptos).

El nimero de entradas ex6genas (nexog) y el nimero de salidas a regular (nreg) son
fijadas por la configuracion de control elegida. Llamaremos H al conjunto de todas las
matrices de transferencia de dimension nreg-nexog. A la especificacion de disefio D;

asociaremos el conjunto F; ¢ H de todas las matrices de transferencia que satisfacen D; .
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Como lo mencionamos anteriormente, durante el disefio se va a requerir que se
cumplan un conjunto de especificaciones Dy, Dy, ..., Dy a las cuales corresponde

Hspec = Hin...~HL.

Con esto podemos restablecer el problema fundamental de la siguiente manera: _
"encontrar una matriz de transferencia en lazo cerrado H € Hspec o determinar que Hspec
= g"

Una vez definido el concepto de especificacion de disefio y establecido el problema
fundamental definiremos ahora conceptos relacionados con propiedades geométricas de las
especificaciones de disefio.

Definicion 4.5 Una especificacion de disefio D; se dice convexa en lazo cerrado si el
conjunto de matrices de transferencias H; que la satisfacen es convexo.

La primera especificacion a analizar es la realizabilidad.

IV.5.1 Realizabilidad

Para analizar esta restriccion vamos a retomar la ecuacion (89), de donde
definiremos,

R=K(I-P,K)" (108)

Noétese que existe una correspondencia uno a uno entre K y R, de manera que K
puede expresarse como

K=(I+RPy,)"'R. (109)
Con este resultado (89) se puede reescribir como:
Hyeaty= {H/H = Ppy, + Py RP,, para algn R }. (110)

Demosiratemos que (110) es un conjunto afin. Supongamos que R, R ¢ H_ 1, de
tal modo que
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H=P, +P,RP,,
. " (111)
H=P, +P,RP,,.

Debemos demostrar que H; = AH +(1~ A)H pertenece a H_,, para todo AeR.
Reemplazando (111) en Hy, se tiene que

H, =P, +P,RP,., (112)
donde R; = AR+(1-A)R, por lo que H) € H,,,, con lo que demostramos que H_,;, es

un conjunto afin en Ry por lo tanto la realizabilidad es una especificacion afin.

Algo importante que se debe de tener en cuenta es que si X y K son controladores

que corresponden a H, H € H., , entonces, el controlador K, viene dado por

K, =(A+AB) ™ (C+ AD), (113)
donde

A=I+K(I-P,K) P,
B=K(I-PnK)'P,-K(I-P,K)'P,,
C=K(J-P,K)",
D= K(I-PyyK) - K - Py )71,

La forma especial de K3 dada por (113) es denomjnada-una dependencia bilineal o
lineal fraccional de A y obviamente no es afin. La forma de K3 en (113) es la causa por la

que las especificaciones de disefio se definen en funcidén de H y no de K.
1V.5.2 Tstabilidad Interna

Para tratar sie concepto recurriremos a la definicién de Desoer-Chan que se enuncia a

cottmacion.

Definicidn 4.6 El sistema en lazo cerrado formado por la planta Py el controlador
K es imternamente estable si las cuatro miatrices de transferencia

Hyy = K(I-PpK) Py, (114)
H,, = K(I-PnK)", | (115)
Hypyy =(I—PpK) ' Py, (116)
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Hyp,=(I- PWK)“, (117)
son estables. En este caso decimos que K estabiliza a P.[J

En Boyd and Barrat [1991] se da una interpretacion practica a estas cuatro matrices
de transferencia, que consiste en lo siguiente. Supongamos que vl y v2 son ruidos que
corresponden al ruido del proceso y del sensor respectivamente, como se muestra en la
figura 13. Una interpretacion simple dice que la estabilidad interna requiere que el efecto de
los ruidos pequefios del proceso y del sensor no resulten en una sefial de actuador o de
sensor muy grandes.

r

& r. ¢ ¢ r ¥

Figura 13. Diagrama para dar una interpretacion practica a la estabilidad interna.

Veamos ahora como representar la estabilidad interna en nuestro marco de trabajo.
Para esto debemos incluir los ruidos del proceso y del sensor en el vector de entradas
exogenas w y ademas se debe incluir u y y en el vector de variables a regular z. En dicho
caso las cuatro matrices de transferencia (114-117) aparecen como submatrices de la matriz
de transferencia en lazo cerrado H. Por lo tanto la estabilidad interna se expresara como el
requerimiento de que estas submatrices sean estables.

Consideremos ahora la especificacién de que H sea una matriz realizable por algin
controlador X que estabilice la planta:

Hygp= {H/H = Py, + P, K(I - P, K) ™' P,,, p/ algin K estabilizante }.(118)

Es evidente que Hoy, € H .y, por lo tanto H.g, es un conjunto afin. Esto implica
que Dy, ©5 una especificacion afin y logicamente, convexa.

1¥.3.3 Respuesta temporal

Exsten wvarias caracteristicas de la respuesta temporal que son de interés, por
gjstaplo, caracteristicas de la respuesta al escaléon como sobrepaso, bajo paso, tiempo de
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subida, tiempo de establecimiento, etcétera. Aqui hablaremos solamente de una de ellas. El
andlisis para los demas casos es similar.

1V.5.3.1 Sobrepaso

Supongamos que s(t) es la respuesta al escaloén de una entrada wl a una salida z1
de tal modo que
st == Zul®) oty
2777 jw

Supongamos que la restriccion en el sobrepaso es

sgg {s(t) - 1} < a,

donde o es el valor maximo del sobrepaso permitido. Esto se puede traducir como

¢ (H) 2 supls()-1} <a,
12
donde ¢ es una funcional cuyo argumento es la matriz de transferencia en lazo cerrado H.

Con esto tendremos que el conjunto de matrices de transferencia H, que cumplen con la
resiriccion anterior estara dado por:

Hy={H /o, (H)<a).
Es facil demostrar [Boyd ef al. , 1988] que este conjunto es afin y' por lo tanto convexo.

1V.5.4 Respuesta en frecuencia

Las especificaciones referentes a la respuesta en frecuencia son las mas utilizadas en
conirol clasico ya que pueden ser expresadas como restricciones sobre la funcion de
transferencia directamente. Estas restricciones tienen una limitante muy importante y es que
son expresadas especificamente sobre la funcion de transferencia en lazo abierto (margen de
ganancia, margen de fase, etcétera.). Aqui haremos referencia a las especificaciones en el
dominic de frecuencia sobre la matriz de transferencia en lazo cerrado. Dichas
especificaciones pueden ser seguimiento a sefial de referencia, desacople, rechazo a’
perturbacionss, etcétera,
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IV.5.4.1 Seguimiento de una referencia

Es también posible especificar qué tan bien una variabie a regular z, sigue a una sefial
de referencia w, en ¢l dominio de la frecuencia.

Definamos un error de seguimiento z2 = w1 - z1, con esto requeriremos que
Hy (o) sl(@) Vo,

donde /(@) es una funcién que es pequefia para O<w<wp, indicando esto Gltimo el ancho de
banda correspondiente a A, (jow ). Esta restriccién es convexa.

1V.5.4.2 Desacoplamiento

Si queremos que la salida z2 esté desacoplada de la entrada wl, la restriccién
consistira simplemente en verificar que

Hy1(w) =0.
Esta restriccion es afin y por lo tanto convexa.

IV.5.4.3 Rechazo a perturbacion: un caso sencillo

La especificacion de que la respuesta z a una perturbaciéon constante d tienda
asintéticamente a cero, estd dada por

H,£0)=0.

Similarmente, el rechazo a una perturbacién en una banda de frecuencia determinada
se puede especificar como

\H, (jo)|<a V o, <o<o,
Las dos especificaciones anteriores son convexas,
IV.5.5 Esfuerzo de control

En este tipo de especificacion la idea central es tratar de mantener el esfuerzo de -
comirol lo més pequefio posible o hacer que el consumo de energia sea minimo. Estas
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restricciones se traduciran en restricciones temporales para el primer caso y en restricciones
en el dominio de la frecuencia para el segundo caso. Considerando a u, (ley de control)
como parte del vector de salidas a regular z, el problema se vuelve similar a los casos
anteriores y las restricciones sobre el esfuerzo de control resultan ser convexas en lazo
cerrado.

1V.5.6 Especificaciones de desempeiio robusto

Las especificaciones de robustez tienen por objeto mantener dentro de ciertos limites
razonables unos objetivos fijados de antemano, bajo la presencia de variaciones en la planta.
Un concepto muy importante a tener en cuenta en esta seccién es el de planta nominal
PROM gue es la planta en ausencia de perturbaciones o incertidumbres. El desempefio mas
importante que trataremos de conservar siempre es el de estabilidad. Se sabe muy poco de
como mantener un determinado desempefio fuera del de estabilidad (e.g., un sobrepaso
menor al 10%), en la presencia de cambios en la planta. Definamos a continuacion lo que
para nosotros serd desempefio robusto.

Definicién 4.7 Decimos que la especificaciéon D se cumple robustamente para Ky I
si para cada Pret ¢ P, D se cumple para la matriz de transferencia

-1
PR+ PECK(I- PR )T PR
En esta definicion I® representa al conjunto de todas las plantas perturbadas.

Definicion 4.8 La especificacion robusta D, formada por D, Prom y PP esta dada
por:

D, D se cumple robustamente para Ky * y, para cada K que satisface

H =By + PR K (I - PR K) ™ Ppa,

Con estas definiciones expresaremos nuestra especificacion de desempefio robusto
COMo: :

D, ), donde Fom se sobre entiende. Esto quiere decir que D cumple para cada Prert
P
A comtinuacidn se vera brevemente lo que es estabilidad robusta.
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1¥.5.6.1 Estabilidad robusta

De las definiciones anteriores nuestra especificacién de estabilidad robusta estara
expresada como:

Dest_rob(Ps D est)-

Debido a la forma en que disefiamos el controlador K requerimos que las
restricciones para la estabilidad robusta estén dadas sobre la matriz de transferencia en lazo
cerrado Hyy,. Una restriccién para estabilidad robusta en el caso una entrada/una salida se
especifica de la siguiente manera. Sea

M = min dist(L""(j ), 1) = min|l - L (j o)), (119)
@ o

la cual podemos escribir como

donde M,;, es la restriccion que ponemos sobre la grafica de Nyquist como la maéxima
distancia que se puede acercar al punto +1. La restriccién dada por (120) puede ser
expresada como una restriccion sobre Hyy, como se muestra a continuacion

”H{‘f’"“w < %Am , (121)

donde H{y™ es la funcidn sensibilidad. Se puede demostrar [Boyd ef al., 1990a] que las
restricciones (120) y (121) son equivalentes. Todo esto sirve cuando tratamos con sistemas
con un solo actuador y un solo sensor. Una extension para el caso de miltiples actuadores y
multiples sensores lo trataron Doyle y Stein [1981]. La interpretacion de Doyle se puede ver
como sigue,
Sea

Lrom = PO"K,
de tal modo que (120} se convierte en

oI (jo)-IH =M Vo, (122)

donde of(-) denota el valor singular minimo. Esta especificacién se puede expresar como

una resiriccion convexa en la matriz de transferencia en lazo cerrado;

ﬂ(x\r-L“‘*m)'l|[u0 3 (123)
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Esta especificacion de desempefio robusto es un ejemplo de especificacion de
desempefio robusto "moderno". Un enfoque moderno para el estudio de estabilidad robusta
se basa en el teorema de la pequefia ganancia [Zames, 1966].

Una vez visto que muchas especificaciones de disefio se pueden expresar como
funcionales convexas de la matriz de transferencia H y por tanto en nuestro parametro de
disefio (J, veremos como convertir el problema de disefio de @ en uno de optimizacién
convexa y como resolverlo en forma numérica.

IV.6 Métodos numéricos para el disefio de @

Si recordamos de la seccion IL5, el problema fundamental consistia en que dado
Hge.=HlNn..~HL, determinar si este conjunto es vacio o no. La solucién de este
problema es de dimension infinita. Un problema de este tipo tiene soluciones analiticas para
casos bien especificos y en un gran numero de ellos no cuenta con solucién de este tipo. Por
esta razon es necesario hacer una reduccion del conjunto de soluciones factibles a uno finito,
de tal modo que en vez de buscar si Hg,. es vacio 0 no determinaremos mejor si Hpee
H,,rn(apfin: aproximacién finita) es vacio o no. Un problema evidente al hacer esto es que si
la mterseccion de estos conjuntos es vacio no implica que no existe algiin H que satisfaga
nuestras especificaciones. La aproximacion finita que se realiza se puede interpretar como
una especificacidn ficticia que agregamos a las ya existentes. Podriamos ver un eiemplo de
H,,r, en lo siguiente. Supongamos que tenemos una planta discreta de una entrada-una
salida y una especificacion que consiste en que la respuesta al escalon este acotada de la
siguiente manera,

1-0.95" <5,(1)<1+0.95, 1=0,1,2, ... (124)

(124) requiere que para f > 90, s1;(t) esté entre menos del 1% cercano a uno, lo que
practicamente implica que

Sll(t)=1 para 1 >890, (125)

Esto significa que la respuesta se establecid para ¢ = 90. Entonces (125) nos lleva a
una matriz H de dimension finita( a lo mas de dimensién 90), de tal modo que podemos
escribir;

Hype= {H/s () =1 p/ 290} (126)
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Un método general para generar la aproximacion de dimensién finita a Hgpe. €5
utilizando la representacion paramétrica Q (102), donde @ varia sobre todo el conjunto
infinito de matrices de transferencia de dimensiones nact- nsens. Se podria restringir a @ que
variase solo sobre un subespacio de dimension finita, por ejemplo, al subespacio de
combinacion lineal de algin conjunto fijo de matrices de transferencia estables @ [Boyd ef
al., 1990a]. Esta idea podemos verla de la siguiente manera. Sea

L
Q=3x0, (127)

i=l
donde x; € Ry los Q; son mapeos estables de la entrada e a la salida v, [Boyd et al., 1988].
Por ejemplo, si @ es SISO, podriamos tomar gi(r) = 5i(f), de tal modo que gi(f) sea la
respuesta al impulso de 0;, para que @ sea un filtro FIR con coeficientes x,(peso de cada
etapa). A X=[x,...x; ]T se le denomina variables de decision. Con esta restriccion
adicional (127) se convierte en un programa convexo de dimension finita L. Este programa
puede expresarse de la siguiente manera

minimizar f(X)

o 128
XeH (128)

donde fX) = &)(ix,.g,.) y H={XcRl ix,-Q,. cH}.
i=1 i=1

Veamos ahora como representar una especificacion de disefio en una restriccion
sobre las variables de decision x;. Por simplicidad, supongamos que trabajamos con una
planta discreta y que z, w, u y y son escalares. Supongamos que las variables de decision x;
son simplemente las componentes de la respuesta al impulso del filtro Q, esto es,

x, t=0,1,.,L-1
)=
q(?) {0 isL

donde g(?) es la respuesta al impulso def filtro (. Sean t1, t 2, t3 la respuesta al impulso de
T1, T2 y T3, sean h y s la respuesta al impulso y al escalén, respectivamente, de Hyy.
Supongamos ahora la siguiente especificacion en la respuesta al escalon:

ass(@i,)<p, i,20 | (129)
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Demostraremos que (129) es equlvalente a una restriccion de desigualdad lineal
sobre la variable de decision x

v<c'x<$ (130)

para valores apropiados dev,d € R, ¢ € R . Sabiendo que Hyy = T1 + T20QT3, tenemos
que:

i (L1
h(i)=tl(i)"'Z(ijts(k—j)}z(i"k), (131)

k=0\ j=0
de tal modo que

i i (L1
s(io):Z[’l(i)+Z{ijt3(k“f)}2(i—k)] (132)

i=0 k=0\_j=0
y (129) es equivalente a

iy L-1 By i iy
- 1)< ij(ZZI3(k—j)tz(i—k)J <p->n@), (133)

=0 j=0  \i=0 k=0 i=0

que también es equivalente a (130) donde

5(
r=a- Z} 25 (134)
5= B—S1 (i

B gl(l) : (135)

y 7 er3(k_.])t2(1_k)’ j=0319"'9L—1- (136)
=0k .
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Hemos mostrado asi que la conversion de la restriccion de disefio sobre Hyy a un
programa convexo para el parimetro de disefio { es matematicamente directa. Sin embargo,
es evidente que el manejo de dicha conversion es bastante complicada.

Podemos decir que el resultado fundamental de la teoria aqui expuesta consiste en
que es posible disefiar controladores lineales e invariantes para plantas de la misma clase en
funcién de las especificaciones del desempefio deseado, toda vez, claro estd, que estas
especificaciones puedan ser expresadas como una funcional convexa de la matriz de
transferencia en lazo cerrado.

La importancia de este resultado es que debido a la posibilidad de realizarlo en forma
numérica ¢l disefio de los controladores puede ser totalmente automatizado.

En los capitulos anteriores vimos que es posible obtener una representacién lineal e
invariante de cierta clase de sistemas no lineales. Sin embargo, como los sistemas lineales
obtenidos provienen de un sistema no lineal, muchas de las especificaciones vistas en la
seccion 1V.5 de este capitulo no tienen sentido al ser aplicados sobre los no lineales. Esto se
comenta con mas detalle el capitulo siguiente.
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V. Sintesis del controlador y simulacion

V.1 Introducciéon

En este capitulo se propone una metodologia de disefio de controladores, la cual es
aplicable a una clase de sistemas no lineales. Debido a la dificultad de formalizar todos los
procedimientos seguidos en la metodologia, nos limitamos a dar una prueba de
funcionamiento en simulacién de la misma, al ser ésta aplicada a un modelo no lineal que, en
forma simplificada, representa el comportamiento dinamico de un motor de induccion
trifasico tipo jaula de ardilla. La falta de formalismos matematicos nos impide presentar el
procedimiento aqui propuesto como una nueva metodologia de disefio propiamente dicho,
sin embargo, se muestra a través de simulacién que es un procedimiento factible, al menos
para el caso del motor de induccidén y puede ser extendido a muchos otros casos. La
eleccién del modelo del motor de induccién se basa en el hecho de que en los ltimos afios
se ha constituido en ¢l modelo mas utilizado para la prueba de cierto tipo de algoritmos de
control no lineal. Ademas, es un sistema sobre el cual se tiene en la actualidad la necesidad
de imponer més restricciones que aquellas basicas de estabilidad y seguimiento. En
particular, se hace necesario imponer especificaciones sobre el desempefio dinamico, asi
como en el consumo de energia.

El capitulo est4 organizado de la siguiente manera: primeramente hacemos una breve
descripcion de la metodologia propuesta, con los respectivos problemas que es necesario
resolver para dar una prueba formal de la validez de la misma; seguidamente se aplica la
metodologia propuesta al modelo del motor de induccidn al cual se impone restricciones en
la respuesta transitoria producida cuando se aplica un escalén en la entrada de referencia,
ademas, se pide una minimizacién de la varianza de la sefial de salida en la presencia de ruido
en la sefial medida asi como una cota en el esfuerzo de control lineal al imponer la forma de
la respuesta transitoria. Se presentan también los resultados obtenidos en simulacién.

El modelo utilizado para la simulacion es el denominado ab, los valores utilizados de
gada uno de los parametros se presentan en el apéndice A.
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V.2 Descripcion de la metodologia propuesta

El Unico antecedente del que se tiene conocimiento sobre la metodologia aqui
propuesta, se encuentra en Boyd and Barrat [1991], donde en un parrafo del capitulo 2 se
expresa lo siguiente:

"Un nuevo método para el control de plantas no lineales llamado linealizacién por
retroalimentacién ha sido desarrollado. Si la linealizacién por retroalimentacién resulta
exitosa, ella reduce el problema de diseflo del controlador para una planta no lineal al de
uha planta lineal ¢ invariante en el tiempo y de parametros concentrados”

Esta afirmacidn es falsa, ya que si bien la linealizacion por retroalimentacién
transforma la planta no lineal original a una lineal en otras coordenadas, el problema de
disefio del controlador para la planta no lineal no se transforma en el problema de disefio del
controlador para la planta lineal resultante. Esto es debido principalmente al cambio de
coordenadas y a la ley de control linealizante.

La metodologia aqui propuesta toma en cuenta estos problemas recién mencionados,
y otros que se presentan al querer combinar estas dos metodologias.

Para una presentacion clara y breve del procedimiento propuesto utilizaremos un
diagrama de flujo, el cual se muestra en la figura 14. Seguidamente hacemos una breve
descripcidn de los pasos a seguir en dicho disefio y comentamos los respectivos problemas
que podrian presentarse en cada uno de ellos.

Paso 1. Se cuenta con dos opciones para la linealizacion:

i)Linealizacién convencional. Las condiciones para llevarse a cabo fueron expuestas en el
capitulo 2. En general podremos aplicar este procedimiento a sistemas auténomos y no
autéonomos cuyo punto de operacion sea un punto de equilibrio. La gran limitante que
presenta esta metodologia radica en su naturaleza misma. La linealizacion tiene una validez
local en una vecindad tan pequefia como sea necesaria alrededor de algin punto de
equilibrio y no puede predecir, por lo tanto, lo que pasara lejos de ese punto de equilibrio.
La contra parte de esta limitante es el hecho de que como se trabaja en una vecindad de un
punto en el espacio de estados, el sistema linealizado se encuentra por asi decirlo, en las
mismas coordenadas que el sistema no lineal original. Esto Gltimo nos da la facilidad de
expresar las mismas restricciones impuestas sobre el sistema no lineal al sistema linealizado.
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Figura 14. Diagrama de flujo de 1a metodologia propuesta.

i)Linealizacion por retroalimentacion del estado. Este método es aplicable a sistemas que
tienen la estructura especial presentada en el capitulo 3. En el caso en que el sistema sea

linealizable en forma completa(sin dinamica interna) y considerando ademas un modelo sin
incertidumbres de ninglin tipo, el unico problema consistird en traducir los objetivos
relacionados con la ley de control en especificaciones sobre las variables del sistema

linealizado.

La situacion anterior es un caso bastante idealizado. En la realidad tendremos alguna
dindmica interna no observable Ia cual debe ser estable. Sin embargo, un problema ain mas
importante lo representa la no cancelacién en forma exacta de los términos no lineales
mediante la ley de control, debido a la existencia natural de incertidumbres paramétricas o
dindmicas no modeladas. En general, para resolver en forma parcial este problema se
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recurren a técnicas de control adaptable, técnicas de control robusto o técnicas de control de

estructura variable.

Para la metodologia aqui propuesta la técnica de control adaptable es la mas viable
ya que ella actiza sobre la ley linealizante y el sistema resultante para la ley de control v sigue
siendo lineal. La limitante de esta técnica es que reduce el conjunto de plantas a aquéllas que
sean lineales en los pardmetros que presenten incertidumbres. Por otro lado, con las demas
técnicas resulta necesario agregar otro lazo de control y la ley de control original se ve
afectada. Esto nos obligaria a hacer un nuevo estudio de como imponer restricciones de
control en el sistema linealizado. Existen también algunos resultados presentados en Boyd
and Barrat [1991] los cuales se consideran especificaciones de robustez en la presencia de
perturbaciones del sistema lineal. Estas especificaciones no resultan en funcionales convexas
sobre la matriz de transferencia en lazo cerrado, por lo que se debe recurrir a
aproximaciones, lo que hace que el disefio sea muy conservativo.

Paso 2. Los objetivos de control fijados sobre las variables del sistema no lineal
original no serdn en general directamente aplicables sobre las variables del sistema
linealizado, debido principalmente a la transformacion de coordenadas. Este paso sera
siempre necesario si los objetivos se refieren a la ley de control cuando la linealizacién se
realiza por retroalimentacion del estado. Esta situacion motiva a realizar estudios de cémo
traducir los objetivos de control de un sistema no lineal que es linealizable por
retroalimentacion, a especificaciones sobre el sistema linealizado.

Uno de los objetivos mas importantes en cualquier aplicacion practica es imponer
cotas sobre el esfuerzo de control. Para la metodologia que proponemos serad necesario
analizar la ley de control dada por la ecuacion (84) en el capitulo 3, y si nuestro interés es
imponer cotas sobre u debemos ver en qué tipo de restriccién se convierte al ser ésta
traducida sobre v. Es evidente, de la ecuacion (84), que si queremos imponer alguna cota
sobre u deberemos imponer una cota sobre v pero, en general, esta relacidén no sera directa
debido a la presencia de b(x) y A-}(x). Otra restricciéon de no menos importancia que debe
ser estudiada es la minimizacién de la disipacion energética de la ley de control u y su
traduccion sobre v.

Otro punto importante a considerar es que existen algunas restricciones utilizadas en
el disefio de controladores lineales que no tienen sentido al ser aplicados a los no lineales:
margen de fase, margen de ganancia, ancho de banda, son algunas de elias. Sin embargo, lo
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importante es que lo inico que necesitamos para el disefio es que las restricciones impuestas
sobre el sistema no lineal puedan ser traducidas como funcionales convexas de la matriz de
transferencia en lazo cerrado del sistema linealizado, sin importar, si estas restricciones
tienen o no algun sentido fisico para el sistema linealizado.

Paso 3. Este es un procedimiento independiente del sistema no lineal original y sélo
tiene que ver con las especificaciones obtenidas en la fase anterior, el sistema linealizado y
las sefiales de interés. Los detalles de este procedimiento estan especificados en el capituio
4. Los problemas de esta fase estan directamente relacionados con la programatica con que
se cuenta para la resolucion del problema de optimizacion convexa, asi como con el equipo
de computo disponible.

Paso 4. Esta fase consiste en conectar el controlador lineal e invariante en el tiempo
obtenido en el paso anterior a la ley de control linealizante, dado por la ecuacién (116) del
capitulo 3, para asi obtener la ley de control que ser4 aplicada al sistema no lineal original.

Paso 5. Esta fase nos sirve para verificar si los objetivos fijados en el paso 2 son
todos satisfechos; es decir, en este punto se comprueba el desempefio que se logra con el
controlador completo disefiado.

En la siguiente seccion aplicaremos este procedimiento al modelo del motor de
induccidn.

V.3 Linealizacion del modelo del motor por retroalimentacién

En el apéndice A se obtuvo un modelo(ec. A.31) para el motor de induccion dado
por:

x=f(x)+u,g, +u,g,, (137)
donde

x=[x, x, x; %, %17, 4,y u, son las entradas de control,
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[ (x5 = x3%4) = T/ T | [0 0
=Xy — X1X3 +MX4 0 0
f)=| xx-ay+oMys |.g,=| 0 y&=| 0
aﬁxz +ﬂx1x3 — ¥y 1/ als 0
| -Paxs+afg-ps | L O 1/ aLs

La linealizacion completa de (137) requiere verificar las condiciones impuestas en el
teorema 3.1. Esto se traduce en encontrar dos salidas 21(x) y A2(x), tal que (137), junto con
las salidas 41 y 42, tenga un vector de grados relativos cuya suma de elementos sea igual a
cinco. Para verificar si existen tales salidas debemos probar que la distribucion G=span{g,,
gy, adgg,, adgg,} es involutiva. Marino [1993] explica que [adg,, ad:g,] no pertenece a G,
implicando esto que G no es involutiva. Por esta razdn no podremos realizar una
linealizacion completa sino que sera una linealizacién parcial, buscando llegar al subsistema
lineal de mayor dimension. En ef mismo articulo se expone que el subsistema lineal de mayor
dimension que puede obtenerse es de cuarto orden. Con este resultado verificaremos que, si
con salidas que tengan un significado fisico, se logra obtener un sistema lineal de dimension
cuatro. Es necesario encontrar un compromiso entre las salidas que nos dan el sistema
linealizado de dimensioén mayor, y aquellas salidas que tienen un significado fisico y sean de
interés desde el punto de vista de control. |

En el caso del motor de induccidon es conveniente escoger como salidas el flujo y
alguna otra variable de interés como podria ser el par generado o la velocidad. La eleccion
del flujo tiene su fundamento en la teoria del control vectorial [Boldea, 1992] y esta
relacionada con cuidar que no se produzca la saturacién del campo del rotor. Ademas,
controlando el flujo se puede lograr un consumo 6ptimo de potencia [Kim, 1992]. Para un
consumo de potencia Optimo y un desempefio dinémico eficiente es necesario desacoplar la
dinamica del flujo del de la velocidad, ya que se ha demostrado [Kim, 1992] que bajo estas
condiciones existe una norma de flujo para cada velocidad que nos da el minimo consumo de
potencia. En nuestro caso escogeremos como salidas el fluyjo y la velocidad. Con estas
salidas el vector de grados relativos serd r = [ 2 2 ], donde la matriz de desacoplamiento es
no singular para x2 +x2 =0. Las nuevas coordenadas definidas en (81) estaran dadas por

»n=hlx)=x
Yo = Lehl(x) = u(xyxs = x3%4 )11 1 J
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J1=h00 = 4 - fef (138)
¥4 = Leh2(x) = -2a(x3 +x3 ) +20M (x,x, + x3%5)
¥s = h3(x) = arctan(x3 /x, )

Donde #3 representa ¢l angulo del flujo con respecto a un eje fijo en el estator
[Espinosa, 1993] y es utilizada para completar la transformacién de coordenadas.

La transformacion (138) esuno a uno en V = {x € RS/ x} +x§=0 }, pero es
sobreyectiva solo para y; > 0, -w/2 < y; < n/2. La transformacion inversa bajo estas
condiciones esta dada por:

1N

x2 = \/ZCOS}?S

X3 =+/z3sin ys (139)
yq+2023 1
X4 ={C08Yg () ——sin ye (¥, + I;/ J)) /~/23
4 5 20M P SV2 A
) Vg t2023 ]
Xg = (s yz(—————)+—cosyc (¥, + 0/ J)) /23,
5 5 2 oM 4 SV2 T

donde z3=y;+fref. _
De la ecuacion (83) vemos que el sistema transformado estara dado por:
=y
V2 = Lih\(x) + Ly Lehlu, + Ly Lehtu,
V3= Ya (140)
Y4 = Lth2(x)+ Ly Leh2u, + Ly Lih2u,
Y5 = Leh3(x)

Podemos reescribir (140) como:

jjl _ L%hl Uy
Gt

Vs =npy,+ Rr(Jyn + ) [ (3 + fref )np, (142)
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donde
D) Ly Ll Ly Leh (143)
x)= a B
Ly Lth2 L, Leh2
det(D) = 20Mu(x? +x2)/ (cLs)? (144)

de donde podemos ver que D(x) es no singular en V. De (84) podemos ver que la ley de
control linealizante para (140) viene dada por:

Ug | el —L%h1+va
[uj—D (X){—L%h3+vbj| (145)

donde va y vb son las nuevas entradas de control. Aplicando la entrada definida por (145)
tendremos a {140) como

V1=

Yy =va

3= 4 (146)
Ya=vb |

Vs =npyy+ Rr(Jn + 1)/ (33 + fref )np

Para este caso la dinamica cero esta dada por
Vs = Rel; [ (fref -np), (147)

la cual es la dinamica de un simple integrador. Puesto que ys es el angulo del vector de flujo
en el entrehierro y esta confinado a evolucionar en un espacio acotado, podemos decir que
la dinamica cero es estable. Con este andlisis cualitativo de la dindmica cero podemos inferir
la estabilidad de la dinamica no observable.

El sistema resultante en (146) esta compuesto por dos sistemas lineales desacoplados
de orden dos cada uno y un sistema no lineal de primer orden.
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V.4 Disefio del controlador lineal e invariante en el tiempo

Se procedera a la construccion de dos controladores: uno por retroalimentacion
estatica o ubicacion de polos y seguidamente el controlador Optimo denominado

controlador convexo.

V.4.1 Disefio del controlador por ubicacién de polos

La razén por la cual disefiamos el controlador por ubicacion de polos es que este es
muy utilizado para ser aplicado a sistemas lineales provenientes de la linealizacion por
retroalimentacion y nos interesa ver el desempefio que es posible obtener con el.

Habiendo visto en la seccién V.3 que la dinamica interna es estable, lo que nos queda
ahora es disefiar un controlador para el sistema dado por

fz :i (148.2)
f :’Z (148 b)
4 = V0. :

Vemos que (148) estd compuesto en realidad por dos subsistemas desacoplados,
cada uno de segundo orden. Sea va=-k;y,-k;),+refl. Encontremos entonces la ganancia de
retroalimentacion estatica para el primer subsistema de (148), reescrito de la siguiente forma
W +koy + k(¥ —ref1) =0, (149)

donde k; y k> son componentes del vector de ganancia estitica y refl es la sefial de
referencia que queremos que y; siga. El sistema dado por (149) se muestra en la figura 15.

refl :/:\ va 1 Ja . 1 4
s ]
K 2 P et .J 1 I

Figura 15 Sistema linealizado resultante con retroalimentacién estatica.
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Eligiendo 41 y 42 de tal manera que los polos estén todos ubicados en el lado
izquierdo del plano complejo y haciendo lo mismo para el segundo subsistema, se puede
asegurar que para una entrada acotada en ref1 se obtenga una salida acotada en y,. Es decir,
se puede lograr estabilidad del tipo entrada-salida. Para ubicar los polos de (148.a) en los
puntos pl = -10 y p2 = -5, tenemos que los valores para k1 y %2 seran 50 y 15,
respectivamente. Estos valores de pl y p2 dan una respuesta transitoria que se acerca a la
especificada. Contra este sencillo controlador conectado a la planta original compararemos
el controlador éptimo que se disefia a continuacion.

V.4.2 Disefio del controlador convexo

Para el disefio del controlador convexo seguiremos el procedimiento establecido en
el capitulo anterior. Notese que ahora se esta tratando con un problema que se considera
independiente del sistema original no lineal.

Como vimos en la seccion IV.3 del capitulo 4, podemos hacer uso del teorema 4.4
construir un controlador nominal con la estructura propuesta por Doyle y mostrada en la
figura 9 del capitulo 4. Para ello empecemos estableciendo cuales son las sefiales sobre las
cuales tenemos interés, para asi definir lo que denotaremos como "planta".

V.4.2.1 Definicion de la planta

De acuerdo con lo visto en la primera parte del capitulo 4, llamaremos "planta” al
sistema que incluye todas las sefiales sobre las cuales estemos interesados. En la figura 16
mostramos la planta de acuerdo con nuestro interés de control. En esta figura, refl indica

{rsj‘l :
we fe———— ¥
dis
uy ,cy/
» i + Y.+ d
N 1 }}r
Planta : refl

Figura 16. Diagrama esquemdtico de Ia planta.
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la sefial de referencia, valor al cual queremos que siga y; d es el ruido del sensor, el ruido
introducido en la medicion de la velocidad y;; u;, junto con #,, son sefiales introducidas para
el caso de querer imponer restricciones referentes al circulo de radio M como se explica en
la seccidn IV.5.6.1 del capitulo 4;  es la sefial generada por el controlador. En este caso,
y1+d y refl son las sefiales que estan disponibles para el controlador.

V.4.2.2 Diseno del controlador nominal basado en un observador

Debido a que el compilador disponible fué disefiado para trabajar con plantas
discretas, es necesario realizar la discretizacion de la planta dada por (148.2). Este
compilador disponible tiene muchas limitantes, como la del aumento excesivo del tiempo de
optimizacién al aumentar el tamafio de las matrices de respuesta al impulso. Esto altimo
limita la frecuencia de muestreo, pudiendo ocasionar problemas cuando se requiera razones
de muestreos elevadas. El inconveniente mas fuerte al utilizar este compilador estd en que es
necesario realizar la discretizacion teniendo en cuenta que la teoria de linealizacion exacta
para sistemas muestreados aliin no es muy clara.

Para la eleccion del periodo de muestreo tomaremos en cuenta la dinamica del
subsistema mas rapido y que en el caso particular del motor lo constituye la dinamica del
flujo. La eleccion del periodo de muestreo se realiza en forma empirica.

El sistema (148.a) discretizado estara dado por

1 7 7%/2
Adis=[0 1]’ Bdiszl: T ], Cdis=[1 0], Ddiszo'(lso)

Se elige una frecuencia de muestreo igual a 50hz, (148.a) queda como

1 0.02 0.002
Adz’s= 0 1 2 Bdis= 0.02 > Cdis:[l 0]! Ddiszo’ (151)

donde Ay, B, Cy, Dy, representan la realizacion del sistema discretizado.
Es facil demostrar que la pareja (Ay,, Cgy) es observable y que (Ag,, By, es

controlable. Por lo tanto podemos construir un observador de donde obtener la sefial de
control. Los valores de k) y k> se escogen para ubicar los polos en p=0.317210.6312; y




estan dados por [Kailath, 1980] &k} = 2161.6 y ko = 46.66. Estos polos fueron elegidos de
modo que la respuesta al escaidn presente una pequefia oscilacion y pueda ser apreciada en
forma clara el efecto de agregar el bloque Q. En la figura 17 vemos el observador y la
ganancia k que estabiliza el sistema.

-1
de‘s"%" z X Cd:’s
Ad’:‘s!‘

w

w

Figura 17. Diagrama esquemético del observador.

Inyectaremos ahora una sefial de referencia al controlador nominal{(como se indica en
la figura 18) y calcularemos Br de tal modo que en estado estacionario la ganancia desde
esta referencia a la salida y; sea unitaria. Es preciso para ello obtener primeramente un valor
adecuado de la ganancia L del observador, para ello haremos que los autovalores de A, -
LCy valgan 0001 y 0.0001 respectivamente. Con estos autovalores asi elegidos
pretendemos que el error de observacion sea cero tan pronto como sea posible. La ganancia
del observador vendra dada por

2
L= [49.945]' (152)

Con este valor de la ganancia podemos obtener ahora la ganancia de la referencia
que valdra

0
Br:[—lS.Sl’?} (153)
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refl =

B
By
[

r

w

Figura 18.Controlador nominal basado en observador y la referencia de velocidad.

Ahora necesitamos aumentar en forma adecuada el controlador de la figura 18 para
obtener todos los controladores LIT que estabilizan la planta nominal. Retomando la idea de
Doyle expuesta en el capitulo 4, aumentaremos el controlador nominal tal y como se
muestra en la figura 19.

va rj‘:\
b refl
w z
A Coom [ T Planta
: Cd:'sl L E
é Bd:'s !
3 g Knom
r Hve: 0 w w
v N— e
e v e

¥igura 19. Diagrama para aumento del controlador ~ Figura 20. Controlador nominal y planta

Sabemos [Maciejowski, 1989] que la funcion de transferencia de v a e en la figura 19
es nula. Con la introduccion de v y e al controlador nominal el sistema completo toma la
forma que se muestra en la figura 20, en donde Q es el parametro a variar para obtener
todos los controladores estabilizantes. De esta misma figura debemos de obtener las
realizaciones de Ty, T, y T3. Recordemos que T, es la matriz de transferencia de w a z, T,
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de vazyT; de wa e Estas realizaciones estan dadas por las ecuaciones (105), (106) y
(107)(capitulo 4) respectivamente, de donde se tiene que

1 0.02 —0432 —0.0093 0 0 0.0002
0 1 —4323 —0.933 0 0 002
Ta=Ta=Ta=\ 100 o _1431 00107 8| o0 1999 o
49945 0 -9318 0.067 _1582 49.945 0
0.0002
.t oo 0 po_[o 0 o | 002
€70 0 —21616 -46.70 D= o 1) 25 =10.0002 |’
0.02
0 0 00002
oo Jroo o 01 o 0] o _| O 0 0.02
270 0 21616 —46.7| P {10 ¥ET| g 1.999 o I

-15.82 49.945 0

S L o _[1 00
= 0 -1 of Y 70 1 0

A continuacién haremos un listado de los objetivos y restricciones en forma
cuantificada que se impondran para el disefio del controlador convexo y que fueron
obtenidos de las especificaciones fijadas al inicio.

V.4.2.3 Objetivos y restricciones

En nuestro caso tomaremos como objetivo la minimizacién de la varianza de la sefial
de salida de interés(en nuestro caso la velocidad), debido a ruido que se suma a la sefial
sensada{velocidad medida). Este objetivo lo podemos describir como

(154)

donde 5y, s 1a respuesta al impulso de la funcion de transferencia de la entrada de ruido a la

2
H

minimizar“hml

salida a regular yy.
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Veremos el conjunto de restricciones a las cuales esta sujeto este objetivo.

a). Restricciones temporales

Exigiremos que la respuesta de la salida de y; a un escaldn aplicado en la entrada
refl cumpla con las siguientes condiciones

-02<y{(k)<12 para k<24
0.8<y(k)sL2 para 25<k <34 (155)
0.95< 3 (k)<1.05 para 35<k<75

La primera restriccion nos da una medida del sobrepaso y del disparo inverso. La
segunda nos impone un tiempo de subida maximo, asi como el tiempo de asentamiento. La
tercera restringe la respuesta a valores cercanos a la unidad. El valor correcto de cada
restriccion est en funcion del periodo de muestreo escogido.

b). Restricciones en frecuencia

Sabemos [Boyd ef al., 1988] que el seguimiento asintdtico lo podemos poner como
una restriccion en el dominio de 1a frecuencia de la siguiente manera

0.98 < Hy (2)],_»<1.02, . (156)

lpe
donde Hy, es la funcion de transferencia de la referencia refl a la salida a regular que en
nuestro ¢aso es y{la velocidad). Esta restriccion exige un error en estado estacionario
maximo de 2%.

c). Cota sobre el esfuerzo de control

Esta restriccion nos estad indicando que para una entrada escalon unitario en la
referencia, 1a sefial de control va no sobrepase a 181 veces al escalon de entrada. Que la
sefial de conirol no sobrepase 181 veces el valor del escalon de entrada no implica que u, y
u, estarhn acotados de la misma manera. Lo Gnico que se puede asegurar es que bajo
sondisionss nominales, 4 e., sin incertidumbres ni perturbaciones, la sefial de control estara
asotada de la signiente manera

3

i) < 8(By +8,), (138)

i
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donde 0= maxND"l (x)“, o = max(“L%hlui—”I:%hz “ ), 8, = max|va|.
X X
El valor de 181 se obtuvo al fijar |s,,(#)] como objetivo a minimizar sujeto a (155),

Todas estas restricciones junto con el objetivo fueron formulados en un programa
fuente (programa del apéndice B). Este programa fuente es compilado y las restricciones y el
objetivo se traducen en un programa de optimizacion convexa, €l cual sera resuelto con un
algoritmo especial para ello e incluido en el mismo compilador. Para mas detalles sobre el
compilador utilizado se puede ver Boyd ef al., [1990b].

Si existe un conjunto de parametros que cumpla con las restricciones impuestas el
algoritmo encontrara aquél que minimice la funcién objetivo. Si no existe ningun parametro
que cumpla con las restricciones el compilador nos dara un mensaje diciendo que el conjunto
de parimetros que satisfacen las restricciones es vacio y que debemos relajar algunas o todas
ellas. Para averiguar qué restricciones son necesarias relajar es necesario revisar un archivo
de salida generado por el compilador y en el cual se indican cuéles restricciones son violadas
y los multiplicadores de Lagrange correspondientes a cada una de ellas.

Veremos ahora como utilizar el parametro que nos da como salida el compilador.
V.4,2,4 Obtencion del controlador convexo

La arquitectura impuesta para Q es la de un filtro de respuesta finita al impulso
(FRFI), el cual para este disefio especifico se muestra en la figura 21,

€,
24 B2 24
St 2 O 2 Al WVl e
“ 3 B2 4
€y

Tigura 24, Arquitectura para el bloque Q

La realizacién para el esquema de la figura 21 estd dado por
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11.781
0.308 |’
—0.062
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C,=[1 0 0 0], (159)

Los elementos B, y D, vienen dados en la matriz de salida del compilador. La

realizacion del controlador total [Boyd ef al., 1990b] que se muestra en la figura 22 vendra

dada por

Acror =

-~19.335
~11.781
-0.308

| 0.062

]

0
0
0

- - e B o

[ —0.699 0.107 002 0
-1.997 0.067 0.2

0
1
0
0
0

[T I = R e I e B

» Beror =

[ 0.497
3.393
~22.952
9.482
~5.808

| -3.939

1.267 ]
-2.326
19.335
11.781
0.308

~0.062

Ccoror =[14.986 —4.666 1 0 0 0], Depor =[24.871 ~36.601].

(160)

Una vez obtenido el controlador completo nos queda analizar en simulacion si este

controlador cumple con los objetivos fijados al ser aplicado al sistema no lineal original.

Cconv

Knom

Mgura 22, Controlador convexo,

A continuacion presentamos los resultados obtenidos en simulacion.
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V.5 SIMULACION

Las pruebas de simulacién seran realizadas con tres controladores; el controlador
por ubicacién de polos en el esquema de la figura 23, el controlador basado en observador
que denominaremos controlador nominal y se muestra en la figura 24 y finalmente el
controlader disefiado con la técnica aqui propuesta al cual denominaremos controlador
convexo y el cual es mostrado en la figura 25.

referencias : &

: K =fErg(u & >
Figura 23. Controlador por ubicacién de polos.
referencias Ley ) 3 o

B ~f(z)tglxu y=h(x) I

Figura 24. Controlador nominal.

s ¥
g Gl g » e

N g s

Figurs 25: Contzolador convexo.
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Las simulaciones a realizar con estos controladores se basan principaimente en
verificar si cumplen ‘con las especificaciones impuestas. Todas las simulaciones seran
realizadas suponiendo que los parametros son bien conocidos y se tiene acceso al estado. A
continuacion se explica en qué consisten cada una de ellas.

Primer simulacién. Aplicamos un escaldn en la entrada de referencia de velocidad
refl y vemos si la velocidad y; cumple con la restriccion impuesta en (155). El escalén se
aplica una vez que la velocidad alcanza su valor nominal en estado estacionario. Esto se
realiza manteniendo la referencia del flujo ref2 a un valor constante de 5 webers y con un
par nominal de 50 Nw/m, suponiendo ademas que la velocidad se mide libre de ruido. El
escalon va de -300 rad/s a +300 rad/s. Un experimento similar al anterior se realiza para la
referencia del flujo ref2, siendo el escalén de 2 a 5 webers. Ahora verificamos el
comportamiento de la norma del flujo y».

Segunda simulacién. Esta consiste en considerar que a la velocidad medida se le
suma una sefial aleatoria que tiene un promedio estadistico cero y una varianza unitaria, con
esto se observa qué tanto se deteriora el transitorio de la velocidad, asi como el estado
estacionario del mismo.

Tercer simulaciéon. Con la misma entrada dada en la primer simulacion para
velocidad, se observa el esfuerzo de control del sistema linealizado para ver si se cumple la
restriccion impuesta sobre el mismo en (159).

Cuarta simulacién. Aqui se analiza el desempefio que se logra con los
controladores cnando se aplica una perturbacion en el par del 40% de su valor nominal.

A continmacién se presenta el listado de graficas provenientes de las pruebas
realizadas en shaulacion.
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1
Velocittod N ) © JFlujo
LE- HUI I, ) 124 *
LR TR AT IR LTI TN
101 10
P AL M I R
0g+ o 08 T
3
[
05T = 0.5+
N
=
=
3
B tiermpo tiempo
¢ i + L \ + + #
G.5s 1.0s 1.5s 2ds 0.5s 1.0s 15s 2.0s

Figura 26. Primer simulacién. Controlador por ubicacién de polos.

En la figura 26 vemos el desempefio obtenido con el controlador con
retroalimentacién estitica o por ubicaciéon de polos. Esta claro en esta grafica que este
controlador no cumple con las restriccion del tiempo de establecimiento impuesto, por otro
lado vemos que ¢l efecto del escalon de la velocidad sobre el flujo es minimo.

|

Velocidad flujo
1.2 A 12+
TN T s T I3
1.0 1.0
1130 I R R T R R T R L
0.8+ 0 0.8 4
05+ 05+
& , tiempo ) , tiempo
0.5s L.0s 15s 2.0s 05s 1.0s 15s 2.0s

Figura 27. Primer simulacion. Controlador nominal.

En la figura 27 vemos la respuesta que se obtiene con el controlador nominal. El tiempo de
subida si s¢ satisface, pero no el sobrepaso. En la figura 28 vemos que el controlador

convexo cunple con todas la restricciones temporales impuestas.

|
Velocidod Flu jo
12 NI TN 124
LI I TN T i
10+ - H
0.8+ 0.8+
057 05
. . tienpo . , , tlempo
8.3s 108 - 15s 2ds 0.5s 1.0s 13s 20s

Wgarea 28, Primer simunlacién. Controlador convexo.

=3
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En las figuras 29, 30 y 31 se repite el experimento anterior, s6lo que ahora el escalén
es aplicado al flujo para un valor fijo en la velocidad. De wuelta vemos que el uUnico
controlador que hace satisfacer las restricciones temporales es el convexo.

y
Fiu jo

1p Ml
EIHHHHHHHHIHHHHNHINH/

10+

AR R TR TG
08+ T

. tiempo

"

0.5s I.ﬁs 135 2.63

Figura 29. Primer simulacién aplicado al flujo. Controlador por ubicacion de polos.

Fipjo
PR\ 22N
TR I RN 1802 1111100101
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!
054 —“-W§
; 9
Ex
=
05+ S
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I
k>
gy
~ ’ tiempo
0.5s 185 1.5s 2.0s

Figura 30. Primer simulacién aplicado al flujo. Controlador nominal.

Flujo
l..E"I LELLLELELEL P2

FELLEEEIII IR E I EE S i

104

08+

|

05+

TIITTTITTTTIITryyoy

. tiempo

05 105 155 2.0s

iFigura 31, Primer simulacién aplicado al flujo. Controlador convexo.

Enlas fguras 32, 33 y 34 vemos el efecto que produce la sefial aleatoria sumada a la
velocidad medida. Se puede apreciar que el efecto para el controlador nominal es el mas
notabls, le sigue el controlador convexo y aparentemente el menos afectado es el
congrolader por ubicacién de polos. No podemos hacer una comparacién directa entre los
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tres desempefios logrados ya que esta no es la Gnica restriccion impuesta sino que ademas se

debe cumplir con las anteriores.

|
Velogdad Flujo
Le_mmug/y/.rynfg el
LRI REE LRI L
10+ 10
TR LT TR TRR TR LT IR OR TR TR v L
0.8+ < 084
054 054
tempo | . 1iempo
05s L0s 5= cis DSs tis 1.5s 2.0s
Figura 32. Segunda simulacion. Controlador por ubicacién de polos.
J |
Velocidad Flu jo
1.2 4 124
1G4 1.0
08+ wmﬁ\ 0B+
3
~
05+ 3 05+
S
E . , tiempo , | Tiempo
05s 1.0s 13s c.ls 0.5s 1.0s 15s 20s
Figura 33. Segunda simulacién, Controlador nominal,
Velocidoet Flujo
1.0 ML 10 124
wf
1.0+ 1.0
0.8+ :\_WJ\ § pgt
0.5+ § 05+
3
& . tiempo , , tiempo
05s 1.0s 13s 2.0s 05s 1.0s 1.5s 20s

Figurra 34. Seguada simulacién. Controlador convexo.

Bn las figuras 35 a la 40 vemos el esfuerzo de control de Ia ley lineal v, asi como el

de la ley linentizante w. De nuevo el dnico controlador que cumple con las restricciones es el

CORVEXD,
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wasl i
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Figara 35, Tercer simulacién. Controlador por ubicacién de polos. Ley lineal.

Lo importante es ver el efecto de v sobre u, ya que es esta ultima la sefial de control
aplicada a la planta. Resulta necesario, por lo tanto, hacer un estudio mas profundo de la
forma en que estas dos sefiales estan relacionadas, especialmente en io que se refiere al
consumo de energia.

ultx1E3volts) uR{xIE3volts)
10 16
ost | 05
0.9+ '/\ 004
-054 -05
Tlempo ‘tiehpD
£l 02s 03s as 05s 0ls 02s 0.3s ass 055

Figura 36. Tercer simulacion. Controlador por ubicacién de polos. Ley no lineal.

L= wRIET
[ g P
04 104
s [t
LA LLLLLL, PALL, 2L 77’4 7 LS, 4 g LLLL
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N N
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B d LD
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e - tam [ it - 139 L73s [ (=7 o%e [T s [ [z 170 2hs

Flguirn 37, Tercer simenlacién. Controlador nominal. Ley lineal.

k=)
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ul{x1E3voltsy uP{x1EIvoits)
10+ 16
oSt ost
.04 .04 A/
-05 -05
tiempo tiempo
ls 02s 0.35 045 0.5s als 02s 03s 045 05s

Figura 38. Tercer simulacién, Controlador nominal. Ley no lineal.
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Figura 39. Tercer simulacién. Controlador convexo. Ley lineal.

ulxiE3vortsy WA(XIE3voltsy
10+ 10
651 05+
0.0 0.0
-0.5 “0.5
tlempo tiempo
01s ﬂ.és 0.3s tds D.és Qls b2s 0.3s D.Alis 053s

Figura 40. Tercer simulacién, Controlador convexo. Ley no lineal.

Bn las figuras 41 a 43 estamos viendo el desempefio del sistema ante una situacion
que no fie contemplada en el disefio. Sin embargo, como se puede apreciar en los resultados
de sirulacion, el controlador convexo es el que se ve menos afectado.
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Figura 41. Cuarta simulacién. Controlador por ubicacién de polos.

12 12
Lo 1
(2] [*]
o5 05

THADD tenpo
¥ 13 225 20s 04 s 200 20 40s

Figura 42. Cuarta simulacién. Controlador nominal.

Vetocwioa Frup

1 1 28s 305 pre 195 z0 208 03

Figura 43. Cuarta simulacion. Controlador convexo.

De todas las graficas obtenidas podemos apreciar que el desempefio logrado con el
controlador convexo es el mas proximo al desempefio deseado.

Lo mas importante de estas simulaciones es que se muestra que es posible disefiar un
controlador en funcién de un desempefio deseado, mas que comparar distintos desempefios
logrados con distintos controladores y decir que el desempefio de uno u otro es mejor.

¥s conveniente aclarar que las simulaciones relacionadas con incertidumbres
paramétisas no foeron incluidas, ya que para todos los controladores el sistema se
inegtabiliza, atm para pequefias variaciones en los parametros.

Un anélisis de los resultados de estas simulaciones se presentan en el capitulo

siguientie de conclusiones.
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V1. Conclusiones y recomendaciones

Se propuso una nueva metodologia que permite disefiar controladores en funcion
de especificaciones del desempefio deseado para un conjunto particular de sistemas no
lineales. Esta tiene como eje principal a otras dos de aparicion reciente. La técnica de
linealizacion por retroalimentacion y la de disefio de controladores lineales e invariantes
para plantas también lineales e invariantes, en funcidn de la especificacién del desempefio
deseado. La metodologia aqui propuesta puede ser considerada como una extension de la
ultima para el conjunto de aguellos sistemas no lineales que pueden ser transformados a
uno lineal e invariante mediante las técnicas de linealizacién convencional o por
retroalimentacion y cambio de coordenadas.

Con esta técnica es posible obtener resultados muy interesantes para la clase
especial de sistemas no lineales arriba mencionados. Estos resultados son ya conocidos
para los sistemas lineales y se obtienen mediante la metodologia propuesta en Boyd and
Barrat [1991] y que basicamente son el poder determinar los limites del desempefio asf
como el compromiso existente entre las especificaciones impuestas para el disefio.

Debido a la posibilidad de encontrar los limites del desempefio, es factible utilizar
este metodo para verificar qué tan bueno es el desempefio de los controladores disefiados,
e. g., si encontramos que el menor sobrepaso que se puede obtener con un sistema en
particular bajo ciertas condiciones es del 30% y vemos que bajo las'mismas condiciones un
P1 logra un scbrepaso de 35%, lo que se puede mejorar no es mucho vy podemos
considerar al PT como bueno, etcétera. Es conveniente aclarar que el limite del desempefio
serd obterido con algin elemento de la familia de todos los controladores lineales e
invariantes en ¢l tiempo conectados al sistema linealizado y en condiciones nominales.

La faciibilidad de poder determinar el compromiso existente entre las distintas
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Debemos recordar que el conjunto -de especificaciones permisibles para esta
metodologia es el de aquellas que puedan ser expresadas como funcionales convexas o
cuasi-convexas de la matriz de transferencia en lazo cerrado.

La facilidad para la automatizacion del procedimiento aqui presentado asi como la
disponibilidad cada dia mayor de herramientas poderosas de coémputo nos hace suponer
que esta metodologia tendrd gran aceptacién en el ambito ingenieril del control
automatico, aun antes de que sea totalmente formalizada.

Los resultados, obtenidos en simulacién con suposiciones muy idealizadas sobre la
planta, 7. e., acceso al estado y conocimiento de los parametros, han sido satisfactorios,
teniendo en cuenta que los objetivos de control fueron en su totalidad satisfechos. Se ha
disefiado una respuesta transitoria para el flujo y la velocidad, las cuales fueron satisfechas.
Se ha impuesto una cota sobre el esfuerzo de control (lineal), el cual también se pudo
satisfacer. Por otro lado se ha visto que el efecto del ruido sobre la velocidad en estado
estacionario y la respuesta transitoria, obtenidas con el controlador convexo, es
comparable a la de los otros controladores. Este resultado es favorable ya que los demas
controladores no cumplieron con las restricciones temporales.

Todos estos resultados nos hablan de la factibilidad en la aplicacion de la
metodologia aqui propuesta para los sistemas no lineales que puedan ser linealizados por
una de las dos técnicas vistas en los capitulos 2 y 3.

En base a los resultados obtenidos y a los problemas enfrentados durante el
desarrollo de este trabajo se presenta Ia siguiente lista de recomendaciones que podrian
motivar su continuacion, o el inicio de otro trabajo mas especifico.

o Hacer una prueba en simulacion para el control del motor de induccidn utilizando
¢l esquersa de control adaptable propuesto en Marino [1993] para hacer frente a las
incertidunbres paramétricas.

o Una vez obtenidos resultados en el punto anterior, hacer una revisién de los
trabajos mis recientes de esquemas de control adaptable para sistemas linealizables por

oo

refroglimentacién y ver cémo caracterizar el conjunto de sistemas no lineales para los
ceales esta watodologia pueda ser utilizada,
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o Estudiar los efectos de ruido en la medicion del estado al realizar la linealizacion.
Como primer paso se recomienda modelar adecuadamente el mido presente en los
sistemas caracterizados en el punto anterior.

 En lo referente al segundo paso de la metodologia aqui propuesta, es necesario
hacer un estudio mas detallado de las propiedades del mapeo de la ley de control
linealizante sobre Ia ley de control del sistema linealizado, para ast ver la posibilidad de
imponer restricciones sobre la disipacién energética de la ley de control, sobre Ia cota del
mismo o alguna otra restriccion de interés.

» Es necesario realizar un estudio en detalle de la estabilidad de los sistemas cuya
dindmica cero es estable pero no asintéticamente estable.

+ El estudio del problema de rechazo a perturbaciones desvanecientes y no
desvanecientes en el esquema de disefio aqui presentado es algo que se debe realizar para
que esta metodologia sea factible de aplicarse en el mundo real.

* El problema de estabilidad de los sistemas linealizados y muestreados es un tema
que también debe de ser resuelto para poder respaldar en forma rigurosa la metodologia
aqui presentada.
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Apéndice A

Modelado del motor de induccién

A.l Iatroduceidon

A medida que la teoria del control va avanzando, la necesidad de obtener modelos
mateméticos que describen un sistema fisico o algin evento en forma cada vez més precisa
es requerida.

En el caso de los motores de induccién, modelos estandares estan disponibles en la
literatura [Stephan, 1993]. Se considera importante la obtencién del modelo por ser éste el
sisterna al cual aplicaremos la metodologia propuesta y también por que asi tendremos una
idea mas clara de donde provienen los distintos modelos propuestos en la literatura. Krause
[1985] da los fundamentos tedricos basicos sobre el funcionamiento de las maquinas
electromecanicas en general, y Leonhard [1985] presenta la teoria béasica del control de las
mismas, asi como la tecnologia disponible para la realizacién de dicho control.

Un hecho muy relevante es la utilizacion de distintos modelos a lo largo de la historia
del control de los motores de induccion. Asi, para maquinas sincronas, R. H. Park propone
una transformacién de coordenadas, la cual proyecta las variables asociadas al estator como
variables que giran en un marco de referencia fijo en el rotor. Esta transformacion propuesta
por Park revoluciond el andlisis de las maquinas eléctricas, a pesar de que su tUnica
propiedad era la de eliminar Ia dependencia temporal de las inductancias. D. S. Berereton ef
al. y ®. C. Stanley, por su parte, obtuvieron una transformacion aplicada a motores de
induccibn que también eliminaba la dependencia temporal de las inductancias proyectando
las wariables asociadas al rotor a una referencia fija en el estator. El desarrolio de Park,
Berereton ef al. y Stanley fueron tomadas como transformaciones distintas unas de otras y
fue hasta 1965 cuando P. C. Krause propone que todas las transformaciones conocidas
hasta entonces podrian contenerse en una general, la cual consistia en proyectar todas las
variables, -ya sean éstas del rotor o del estator, sobre un sistema referencial girando a una
velocidad arbitraria.
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A.2 Obtencion del modelo no lineal del motor de induccién.

Es importante estabiecer primero las suposiciones que se manejaran  durante la
obtencion del modelo del motor. Las hipétesis para este desarrollo son las siguientes:

S1. Las bobinas del rotor se hallan en cortocircuito.

S2 El devanado esta sinusoidaimente distribuido, i.e., los armonicos espaciales de la fuerza
magnetomotriz y los armoénicos debidos a la presencia de las ranuras son despreciables
Boldea, 1992].

$3. Las fases son simétricas, el estator y rotor son concéntricos, la permeabilidad de los
micleos es infinita y los materiales magnéticos presentan caracteristicas lineales.

S4. Las fuerzas de friccion mecanicas son despreciadas.

Bajo las suposiciones anteriores la ecuacién que relaciona los voltajes, corrientes y
flujos magnéticos viene dada por

vi23 = Rii{p3 +p Wips, (A1)

donde vi,, if,, wi,; representan los vectores de voltajes, corrientes y flujos del estator,

respectivamente y R; es la matriz de resistencias del estator. Estas variables estan definidas

COomo
v rq 0 0 i Vf P

Vig =V [, Ry=[ 0 ry, 0 =i |, win=|y3 |V Pz'a‘,'r‘- (A2)
Vg 0 0 rsS ii.’:s yf;

El subindice indica el mimero de la fase y el superindice nos indica si la variable se
refiere al esiator o al rotor. Tomando en cuenta la notacion anterior podemos escribir para el

rotor ks signiente ecuacion

Viz =Rl +pyiy. (A3)
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La ecuacidén que relaciona el flujo y la corriente en el motor en virtud de la
suposicion $3 esta dada por )

v =L, % +L,, (1)il5, (A4
donde
boy+lysy ~0.51,, =0.51,, cos(y) cos(y—A) cos(y-+h)
Lop=| 050, doe s, =050, |, L(y)=L0(y)=1,|cos(y+h) cos(y) cos(y~h)|,
0.5, —0.51,,, bey +insr cos(y—h) cos(y+h) cos(y)

donde /j; es la inductancia de pérdidas, /,,; es la inductancia de magnetizacion, A#=2n/3 vy
es el angulo entre los flujos del rotor y del estator, /. representa la inductancia de
acoplamienio entre el rotor y el estator y es dependiente de la posicién relativa (v) entre
ambas. Para mas detalles ver Krause [1985].

Al obtener la representacion en variables de estado a partir de (A.1), (A.2), (A3) y
(A.4) se tendrian siete ecuaciones diferenciales. En la suposicion S3 se establece que se
esta trabajando con un sistema balanceado, en el cual la suma de voltajes y corrientes es
nula. Es decir, existen dos grados de libertad v tres ecuaciones, lo cual se puede aprovechar
para sliminar una de las variables y trabajar con un sistema bifasico. Esto se puede lograr a
través de una transformacion de coordenadas. A continuacién se presenta un esquema de
transformacion general de un marco referencial (xx) a otro (),

2. ="K”13,, (A5)

donde ®X? es ¢l operador lineal que lieva a cada funcién £ efZ a una S et Para
obtensr todas las transformaciones conocidas es necesario obtener una general; ésta se logra
hasiendo una proyeccion de las variables del rotor y estator sobre un marco referencial que
gira a una velocidad arbitraria # como se muestra en la figura A.1.
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Estator

Figura A.1. Marcos de referencia con respecto al estator.

En esta figura b= 6~ 6,, con & el angulo entre un marco fijo en el estator y el marco
arbitrario, &, el angulo entre el marco referencial fijo en el rotor y €l otro en el estator. Es
conveniente aclarar que , no es la posicion fisica del rotor con respecto al estator sino mas
bien el angulo en grados eléctricos entre las variables del rotor y ¢l estator. La relacion con
la posicion fisica viene dada por

0,= npe, 1, (A.6)

donde 6, es la posicion angular mecanica y np es el nimero de pares de polos. La
transformacion bajo estas condiciones vendra dada por '

fasgc =K. i, (A7)

foe =K, i, (A.8)

donde ;. representa al vector de nuevas variables en el sistema referencial definido por 8y
debidas a las variables del estator; lo mismo es valido para £, K; y K, son operadores

lineales sobre el estator y el rotor respectivamente, los cuales estan definidos al final de este
apéndice. Aplicando (A.7) y (A.8) en (A.1), (A.3) y (A.4) tendremos que

Vae =KRKJIS, +K p(K'yS), (A.9)

v =K R KNS +K, p(K 'y, (A.10)

¥ =K, LKN® 4K L (y)K‘llm, (A.11)

v =K LK% +K LI (K, (A.12)
donde

KRK =R, (A.13)

KRK =R, (A19)
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1, +1.51,, 0 0 ,
L =KLK = 0 h+151, 0, (A.15)
.0 0 b,
L +1.50,, 0 0
L =KLK]= 0 L +15, 0 y (A.16)
0 0 I
L5, 0 0
KLMK' =KL K =] 0 15, o] (A.17)
0 0 0

Sustituyendo (A.13), (A.14), (A.15), (A.16) y (A17) en (A9), (A.10), (A1) ¥
(A.12), tendremos que

0 10
0 0 0]
0 1 0]

W g g 6 )

Vope =Reily +5[~1 0 0 Wopet PWoges (A.19)

0 0 0] :
(15, 0 0]

v =LiS. +| 0 15, 0%y (A.20)

0 0 0

[1.5,,, ©0 ¢
ye =Li% + 0 15, 0T (A.21)
0 0 0

Teniendo en cuenta que estamos trabajando con un sistema balanceado, las variables

Vess Joss Yom or ¥ Wer 50D nulas. Con estas consideraciones y detallando las ecuaciones
{A.18) a (A 21) tendremos que

vas =’:fias +é¥’b¢ +PW¢¢

Vi =Py + by’as + PW s

(A22)
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Wﬂ.&' = ]SIGS +Miar

, . s A23
Wbs = lslb.s' +Mbr ( )
Var ¥ Relgy "'inl’br +PWar (A 24)
Vor =5l bWy + pyp,
Wﬂr = lriﬂ?' +Miﬂ$ (A 25)

Yor =iy, +Miy,

Si queremos obtener la transformacion ab, i. ¢, el eje de referencia fijo en el estator,
tendremos que & = 0 y las ecuaciones anteriores quedaran como

Vg =rd, +
as s'as PV/as’ (A.26)
Vis = ¥slps ¥ P¥ps

var = rriar + .6:- Wbr +PWar (A 27)

Vir = rsibr - gr Yar +py/br

Las ecuaciones para los flujos siguen siendo las mismas que en (A.23) y (A.25).
Utilizando (A.23) y (A.25) eliminaremos i,,,i,,, v,y v,, de las ecuaciones (A.26) y (A.27),

teniendo como resultado

T War /Ty =1, Migg 11, + 0y + 6,0, =0 .

BV /=1, My 1+ 4y, ~ 6,47, = 0 (A.28)
Figs + MW 11+l =M 11)i, = v,

Piips + My, 11, + (1 =~ M* (1) =v,,.

El par eléctrico generado se puede obtener facilmente haciendo un analisis de la
conversidn de energia que tiene lugar entre las partes eléctrica y mecanica [Krause, 1986] y
que expresado en funcion de las corrientes del estator y flujos del rotor estd dado por
Marino [1993]

T, =Mnp(y iy — Wyin ) 1. (A.29)

Con esto la dindmica del rotor queda descrita por Jao=7,~7;, donde Ty es el par de
carga, o 5 el momento de inercia del rotor y & =6, es la aceleracién angular del rotor.
Hligieado- como variables de estado la velocidad, los flujos del rotor y las corrientes del
estator apoyados en (A.28) y (A.29) tendremos que
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& =(Mnp(W s — Vo dn )1, ~T) 1T,
V./ar ==t War /Ir ~HPOY 4, +rrMia.sa

g.ybr ==ty 1, +npoy ar FHMipg, (A30)

MPr, +12r,
s = M,y o, (o 12) + npMay,, /(oislr)—#“-im +v, /{dl)

sTr

i szr+13fs A
Tps =Mrry/br /(dslf)"anmWar /(dslr)-_TIbs + Vs /(ds)

str

3

donde o=1-M?/14,.

Hagamos ahora la siguiente asignacién de los parametros y un cambio de variables
de la manera siguiente:
asnll, P=Ml(oll), p=npMI(J,), y=@r,+Br)(6li®), u,=v,, wuw,=v, y

X ={8, Yo, Vorsineiys )| . CON eStas nuevas asignaciones tendremos a {(A.30) reescrito como

x=f(x)+u,g, +u,g,, (A.31)
[ p(xyxs —x5%,) ] 0 [0
—Q Xy —HpX|X, +a My, 0 0
donde f(x)=|-ax +npxx;+aMyx; |, g,=| 0 | g, = © (A32)
aff x, +npf x%; -y x, 1/(cl) 0
| aB x; —npp xix; ~y x5 | 0 RACEN

Para obtener las demas representaciones lo Gnico que se debe hacer es elegir el
marco de referencia adecuado.

A continuacién presentamos el valor de los parametros a ser utilizados en el
desarrollo de la tesis, asi como las matrices K, y K, aqui utilizadas.

o Elmodelo del motor utilizado en la simulacién es [Marino, 1993] uno de 15 KW, con
un par promedio de 50Nm y velocidad promedio de operacién de 220rad/seg. Los
valores norinales para los parametros son los siguientes:
7=0.18C,
7,=0.1582,
1=0.06995,
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1;=.0699H,
M=0.068H,
np=1,
J=0.0586Kgm?.

» Las matrices que proyectan las variables del rotor y del estator sobre un gje que esta
girando a una velocidad arbitraria @ estan dados por

cosf cos(6+h) cos(8-h) cosb cos(b+h) cos(b~h)
K= 3 sen@ sen(8+h) sen(6~h)| vy .K, =§ senb sen(b+h) sen(b—h) |,
1/2 1/2 i/2 1/2 1/2 1/2

donde el factor 2/3 es utilizado para preservar la potencia total al trabajar con un sistema

bifasico.
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Apéndice B

Programa fuente para QDESv1.5

El programa que se presenta a continuacion es el fuente para el compilador QDES, el
cual lo compilara en un problema de optimizacién convexa y con un optimizador incluido en
el mismo compilador lo resolvera para dar como salida el pardmetro de disefio 0.

Se puede apreciar que este programa fuente esta en un lenguaje muy proximo al que
se utiliza para dar las especificaciones de disefio en ingenieria de control automdtico. Mas
detalles de como formular programas para el compilador aqui utilizado se puede encontrar
en Bovd ef al., [1990b)].

/*
* Programa fuente para qdes para el problema de la tesis
*

* Carlos Brizuela, 24 de julio de 1993

*/

/* entradas exogenas */

#define REF 1 /* entrada de referencia ref1*/

#define NOISE 2 /* ruido de entrada d*/

#define U_LOOP_IN 3 /* entrada de prueba de lazo u;*/
/* variables a regular */

#define POSN 1 /* velocidad del motor y; */

#define ACTUATOR 2 /* entrada a la planta v, */
/*Definicién de entradas del filtro Q */

#define REF OUT 1 /* referencia */

#dafine OBS ERR 2 /* error del observador */

/*Definicion de la planta*/

deglarations {
n_exog=3; /* Entradas exdgenas */
N reg=2; /* Variables a regular */
n_sens =2; /* Sefiales disponibles para el controlador */




n_act=1; /* Sefiales de control */
n_sample = 120; /* Nmero de muestras a considerar */
n_tap =5, /* Dimension del parametro Q */
/*Respuesta al impulso de las matrices T1, T2 y T3%/
t1_coeffs = {
#include "t1pepe.xat"
jR
t2_coeffs = {
#include "t2Zpepe.xat"
b
t3_coeffs = {
#include "t3pepe.xat”
b
}
/*Qbjetivo de control*/
minimize {
from t=0 to n_sample-1 sum {
h_sqr[POSN][NOISE](t),
}
}

/*Restricciones */
constraints {

/*  limites en la respuesta al escalon de REF a POSN */
for t=0 to 24 do
-0.2 <=u_step[POSN][REF](t) <= 1.2,
for =25 to 34 do
0.8 <=u_step[POSN][REF](t) <= 1.2,
for t=35 to 75 do
0.95 <= u_step[POSN}[REF](t) <= 1.05;

/* seguimiento asintotico */
0.98 <= Re H[POSN][REF](1,0) <= 1.02;

/* limites sobre el esfuerzo de control */
for =010 15 do
-181 <=u_step[ ACTUATOR]J{REF](t) <= 181;
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