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Los robots industriales modernos son capaces de realizar tareas a altas velocidades
con desempenos sorprendentes, sin embargo, esto se logra acondicionando rigurosa-
mente el robot y su entorno. Por otra parte, los robots avanzados, llamados asi por
tener marcadas caracteristicas de autonomia y por operar en ambientes adversos o
por ejecutar tareas de servicio, todavia se encuentran en etapas preliminares; debido
principalmente a que el acondicionamiento para estos robots avanzados es sumamente
complicado. En este sentido, trabajos recientes muestran que el uso adecuado de infor-
macién visual puede relajar la estructuracion realizada en un robot industrial y abrir
nuevos caminos para el desarrollo satisfactorio de los robots avanzados. De esta ma-
nera es que surge el control servo-visual como una estrategia de control que utiliza un
sistema de visién con una o mas camaras para establecer el movimiento de un sistema
robotico. El presente trabajo de tesis describe el desarrollo de un sistema computa-
cional de visién de tiempo real y aborda el problema de control servo-visual tanto en
manipuladores como en robots mdviles tipo uniciclo. Se disenan controladores servo-
visuales utilizando caracteristicas de imagen globales de objetos de interés planos con
forma arbitraria o irregular. La seleccion de las caracteristicas de imagen se realiza en
base a combinaciones de momentos de imagen de la proyeccion en el plano de imagen
de dichos objetos de interés. En lo que respecta a manipuladores, se disenan contro-
ladores basados en la estructura del controlador por Jacobiano transpuesto tanto para
la configuracion camara fija como para la configuracion camara en mano y la estabilidad
del sistema robdético y su robustez ante incertidumbres paramétricas se analizan en el
sentido de Lyapunov. En tanto que para los uniciclos, se disena un controlador para la
navegacién de un uniciclo en configuracién camara fija mediante la filosofia de campos
de velocidad, el cual es independiente de los parametros de la camara.
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REAL-TIME VISUAL CONTROL
OF ROBOTS

Modern industrial robots can achieve high—speed tasks with amazing performances,
however this is done by a rigid conditioning of the robot and its environment. On the
other hand, advanced robots, which are robots with marked characteristic of autonomy
that operate in adverse ambient or that execute service tasks, are still found in prelim-
inary stages; mainly due to the fact that the conditioning for these advanced robots
is extremely complex. In this sense, recent works show that an adequate use of visual
information can relax the setup on an industrial robot and can open new paths for the
satisfactory development of the advanced robots. In this way, visual servoing emerges
as a control strategy that uses a vision system with one or more cameras to establish
the movement of a robotic system. The present thesis work describes the development
of a real-time computer vision system and approaches the visual servoing problem both
to manipulators and to mobile unicycle-type robots. Global image features of a plane
target object with arbitrary or irregular shape are used to design the visual controllers.
The image feature selection are accomplished in base to image moments combinations
of the projection in the image plane of such target objects. Insofar as manipulators,
the controllers are designed under the transpose Jacobian structure both for the fixed—
camera configuration and for the camera—in—hand configuration; the robotic system
stability and parametric robustness are analyzed in the Lyapunov sense. While for
unicycles, it is designed a controller for the navigation of a unicycle in fixed—camera
configuration via the velocity fields philosophy, which is independent of the camera
parameters.

Keywords: Robotics, visual servoing, real-time vision systems.
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I Introducciéon

La robdtica es la ciencia que estudia el diseno, control y aplicacién de los robots. De
acuerdo a las caracteristicas de autonomia y a las aplicaciones analizadas en los robots,

la robética puede ser dividida en robdtica industrial y robética avanzada (Sciavicco y

Siciliano, 2000).

Por supuesto, la robotica industrial estudia lo concerniente a los robots industriales,
los cuales han sido definidos por la Federacién Internacional de Robética (bajo la norma
ISO/TR 8373) como maquinas manipuladoras con varios grados de libertad controladas
automaticamente, reprogramables y de miltiples usos, pudiendo estar en un lugar fijo
o mévil para su empleo en aplicaciones industriales (Kelly y Santibanez, 2003). Los
robots industriales modernos son capaces de desarrollar tareas a altas velocidades con
desempenos sorprendentes; debido a lo anterior se considera que la robdtica industrial
ya estd alcanzando su estado de madurez. Sin embargo, cabe mencionar que estos
excelentes desempenos se logran acondicionando rigurosamente el robot y su espacio de

trabajo.

La robdtica avanzada, en cambio, se refiere a la parte de la robdtica que estudia
robots con marcadas caracteristicas de autonomia y con aplicaciones que resuelven
problemas de operacién en ambientes adversos (espacial, submarino, nuclear, militar,
etc.) o que ejecutan tareas de servicio (aplicaciones domésticas, ayuda médica, asis-
tencia a discapacitados, agricultura, etc.). Como puede notarse, el acondicionamiento
del entorno en estas aplicaciones es mucho mas complejo que en el caso de los robots
industriales. El andlisis y estudio de la robdtica avanzada estd en etapas iniciales y

hasta el momento sélo se cuenta con robots prototipo.

Tomando en cuenta la capacidad de desplazamiento como una caracteristica impor-
tante, los robots pueden ser clasificados en robots manipuladores y robots moviles. Para
propésitos del desarrollo de este trabajo de tesis, los robots manipuladores (o simple-

mente manipuladores) serdn definidos como (Kelly y Santibanez, 2003; Arimoto, 1996):
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Figura 1: Estructura mecdnica de (a) un robot manipulador de n g.d.l., (b) un robot
moévil con ruedas de traccion trasera y (¢) un robot mévil tipo uniciclo.

brazos mecanicos compuestos por eslabones rigidos conectados en forma serial a través
de articulaciones desde una base fija hasta el dltimo eslabén denominado drgano ter-
minal. Las articulaciones pueden ser rotacionales o prisméticas' (traslacionales) y su
namero, es decir, la cantidad de articulaciones en un manipulador determina su ntimero
de grados de libertad (g.d.l.). La Figura 1.(a) muestra la estructura mecédnica de un
manipulador de n g.d.l. Para especificar la postura (posicién y orientacién) en el es-
pacio tridimensional del érgano terminal del robot son necesarios 6 g.d.l: 3 para la
posicién y 3 para la orientacién; aunque, dependiendo de la tarea a desarrollar, se

disenan manipuladores con un niimero mayor o menor de articulaciones.

En contraste, un robot moévil tiene la capacidad de desplazarse dentro de su ambiente
de trabajo; de esta forma se pueden encontrar robots moéviles terrestres con patas o
con ruedas, robots mdviles aéreos, espaciales y marinos. La Figura 1.(b) presenta
la estructura mecdnica de un robot movil terrestre con ruedas de traccién trasera,
mientras que la Figura 1.(c) muestra la estructura mecanica de un robot mévil tipo

uniciclo caracterizado por constar de 2 ruedas actuadas independientemente. En este

1O una combinacién de ambas, aunque aqui no se estudia este caso.



trabajo de tesis se trabajara sélo con robots manipuladores y con robots méviles tipo

uniciclo.

Como se menciond, los robots industriales modernos son capaces de realizar ta-
reas en forma sorprendente aunque acondicionando rigidamente tanto el robot como el
espacio de trabajo; y los robots avanzados, por el momento, sélo estan en etapas de
prototipo. Estudios recientes muestran que la incorporacién de percepcién visual en un
robot puede mejorar considerablemente su desempeno (Hutchinson et al., 1996). De
tal manera que, mediante el uso adecuado de la informacién visual obtenida por un
sistema de vision, se puede relajar la estructuracion realizada en un robot industrial y
abrir nuevos caminos para el desarrollo satisfactorio de los robots avanzados. Un sensor
de vision imita el sentido de la vista del ser humano y permite realizar mediciones sin

contacto.

En un sentido estricto, para que un robot interaccione con el medio ambiente, nece-
sita de sensores que le permitan obtener informacién de dicha interaccién. Este tipo
de sensores se denominan ezteroceptivos. En contraste, los sensores propioceptivos de-
tectan y miden el estado interno del robot. La mayoria de los robots comerciales vienen
equipados solo con sensores propioceptivos y las tareas que desempenan las realizan en
lazo abierto sin medir el estado del medio ambiente. Un sensor de visién es un sensor
exteroceptivo que permitiria cerrar el lazo de control para que el robot interaccione

adecuadamente con su entorno.

Particularmente, un robot con informacién visual no necesitaria conocer antici-
padamente las coordenadas de su espacio de trabajo ni la de otros objetos alrededor
de él, como frecuentemente ocurre. De esta manera, se podrian eliminar procesos de
ensefianza en un robot y permitir tareas que no sean estrictamente repetitivas. La
percepcion visual también provee el potencial de relajar la exactitud y rigidez mecénica
requeridas por un mecanismo robotico convencional y por consecuencia reducir costos.
En este sentido, las deficiencias del mecanismo podrian ser compensadas por el sensor

de visién y su retroalimentacién. Por ejemplo, en Jagersand et al. (1997) se muestra



como se incrementa la exactitud en el posicionamiento de un robot con juego mecéanico

significativo utilizando retroalimentacion visual.

De esta manera es que se justifica ampliamente la incorporacién de sensores de
visién en un robot para determinar su movimiento en una tarea dada. En la siguiente
seccion se veran algunas definiciones acerca del estudio de robots con vision, asi como

su historial.

I.1 Control servo-visual (visual servoing)

Los robots con visién han sido estudiados desde la década de 1970 (Corke, 1993).
Sin embargo, debido a las limitaciones tecnoldgicas, los primeros robots de este tipo
manejaban la estrategia de lazo abierto conocida como wver-y-mover estdtico (static
look-and-move) (Weiss et al., 1987). Esta estrategia de ver-y-mover estatico consiste
en varios pasos secuenciales para determinar el movimiento de un robot. Primero, un
sistema de visién debe extraer caracteristicas de imagen de un objeto de interés en
la escena. Luego, estas caracteristicas de imagen deben brindar informacion suficiente
para interpretar adecuadamente la escena. Y, finalmente, de acuerdo a la interpretacion
de la escena, tomar una desicién en el itinerario y trayectoria que el robot debe seguir.
Esta estrategia coloca al sistema de vision fuera del lazo de control, por lo que es
clasificada como una estrategia de lazo abierto; ademas, como puede notarse, depende

directamente de la exactitud tanto del sistema de vision como del robot.

En contraste, ver-y-mover dindmico (dynamic look-and-move) (Weiss et al., 1987)
incorpora el sistema de visién dentro del lazo de control. De esta manera se obtiene
retroalimentacién visual y se pueden aprovechar las ventajas que todo sistema de control
de lazo cerrado tiene; como por ejemplo, ser robusto ante perturbaciones e incertidum-
bres parametricas. Uno de los primeros trabajos que aparece en la literatura tratando el
tema de robots con retroalimentacién visual es debido a Shirai e Inoue (1973), donde se

describe c6mo esta estrategia (ver-y-mover dindmico) puede ser utilizada para corregir



la posicién de un robot e incrementar la exactitud de la tarea. Debido a que la infor-
macién visual se retroalimenta para, finalmente, controlar el movimiento de un robot,
esta estrategia de ver-y-mover dinamico también ha sido llamada “control servo-visual”
(visual servoing). Este nombre ha sido empleado a partir del trabajo de Hill y Park

(1979) y hoy en dia es el que se utiliza mas ampliamente (Hutchinson et al., 1996).

Referencia Robot
—=  Control -— + Senales
Objeto de interés internas del
| | robot Seiiales
| externas al
robot
]
Sistema
de vision

Figura 2: Esquema general del control servo-visual.

En virtud de los avances tecnoldgicos, el control servo-visual es una estrategia de
control que rapidamente madura y, concretamente, utiliza un sistema de visién con una
0 mas camaras para establecer el movimiento de un sistema robdtico relativo a un objeto
de interés localizado en el medio ambiente (Hutchinson et al., 1996). En la Figura 2
se puede apreciar el esquema general del control servo-visual. Las senales internas del
robot generalmente son sus posiciones y velocidades articulares y las senales externas
al robot son las intensidades de luz del medio ambiente (donde se localiza el objeto de

interés) que excitan a la cAmara para generar una imagen.

El control servo-visual es una fusiéon de resultados de muchas disciplinas elemen-
tales incluyendo procesamiento de imagenes, cinematica, dindamica, teoria de control y

computacion en tiempo real.

Existen basicamente 2 alternativas para el control servo-visual: la alternativa basada-
en-imagen donde una senal de error se mide directamente en la imagen y es mapeada
a las consignas de los actuadores; y la alternativa basada-en-posicion en donde se uti-

lizan técnicas de computacion visual para reconstruir una representacién del espacio de



trabajo del robot en 3 dimensiones y generar de ahi las consignas de los actuadores.
También existen métodos combinados que utilizan tanto técnicas basadas-en-imagen
como técnicas basadas-en-posicién para establecer el movimiento de un robot (Castano

y Hutchinson, 1994; Malis et al., 1999).

Cabe mencionar que el robot generalmente ha sido considerado como un dispositivo
controlado por velocidad, es decir, las senales de entradas del sistema son velocidades
y s6lo se utiliza su modelo cinematico. Sin embargo, recientes investigaciones también
han abordado el problema considerando el modelo dindmico no lineal del robot. A
esta estrategia que considera el modelo dinamico del robot se le conoce como control
servo-visual directo (direct visual servoing) (Hager, 1997). La primer solucién explicita

del problema de control servo-visual directo es debida a Miyazaki y Masutani (1990).

En general es posible tener multiples camaras que pueden ser montadas en el robot
(configuracién camara en mano); o que pueden estar fijas (configuraciéon camara fija)
observando sélo el objeto de interés (punto final lazo abierto) u observando tanto al

objeto de interés como al robot (punto final lazo cerrado).

Muchos investigadores utilizan sistema de visiéon con cdmaras comerciales que mane-
jan estandares de video RS170 o PAL con frecuencias de muestreo de 30 Hz o 25 Hz,
respectivamente. Actualmente existen cdmaras digitales disponibles con una amplia
variedad de frecuencias de muestreo y tamanos de imagen llegando hasta mas de 500
Hz y méas de 1280 por 1024 pixeles (Corke, 1997). En una cdmara andloga su senal
de salida (imagen) generalmente es digitalizada y guardada en un banco de memo-
ria en una tarjeta adquisidora de imagenes (framegrabber). Recientemente, el avance
se ha dirigido hacia la utilizacién de interfases con bus PCI (Peripheral Component
Interconnect o Interconexién de Componentes Periféricos) que debido a su velocidad
no necesitan bancos de memoria y lo que se hace es mandar la senal digitalizada por
medio de DMA (Direct Memory Access o Acceso Directo a Memoria) hacia la memoria
propia del procesador de una computadora. Las camaras digitales, sin embargo, tienen

el digitalizador y la memoria incorporados dentro de ellas mismas.



I.2 Trabajos representativos del control servo-visual

Los trabajos pioneros sobre el control servo-visual estuvieron principalmente enca-
minados hacia la solucién de problemas industriales; como por ejemplo, el ensamble de
piezas (Shirai e Inoue, 1973; Geschke, 1981), el atrapado de objetos en movimiento en
una banda transportadora (Rosen et al., 1976), el seguimiento de cordones de soldadura

(Clocksin et al., 1985) y la aplicacién de selladores (Sawano et al., 1983), entre otras.

Sin embargo, debido a las limitaciones tecnoldgicas, el mejor sistema de visién de
estos primeros trabajos alcanzaba una frecuencia de muestreo de 10 Hz. No obstan-
te, el avance tecnoldgico ha sido relativamente rapido. En Gilbert et al. (1980) y en
Allen et al. (1991) se describen sistemas visuales de seguimiento que operaban a 60
Hz; en tanto que en Corke y Paul (1989) se reporta un sistema de regulacién para un
robot planar que trabajaba también a la frecuencia de 60 Hz. Los sistemas de vision
de los robots actuales ya son capaces de alcanzar frecuencias de muestreo de 955 Hz
(Nakamura et al., 2001; Chen et al., 2006a) o de 1 KHz (Nakabo e Ishikawa, 1998;
Nakabo et al., 2002).

Trabajos que reportan robots con vision en aplicaciones diferentes a las indus-
triales se pueden ver en el robot que juega ping-pong (Andersson, 1987), en el robot
malabarista (Rizzi y Koditschek, 1991), en el robot que atrapa una pelota con una red
(Bukowski et al., 1991), en el robot submarino Starbug (Dunbabin et al., 2004) o en el

robot aéreo Colibri (Mejias et al., 2007), entre otros muchos més.

Un estudio mas detallado del estado del arte del control servo-visual puede verse
en Corke (1993), Hager y Hutchinson (1996), Nelson y Papanikolopoulos (1998) y en
Kragic y Christensen (2002). En las siguientes 2 subsecciones se describirdn algunos
trabajos representativos respecto al control servo-visual aplicado a manipuladores y a

robots moviles, respectivamente.



1.2.1 Manipuladores

Los primeros trabajos de manipuladores con visién generalmente utilizaban la con-
figuracion cdmara fija, como es el caso ya citado de Shirai e Inoue (1973) en donde se
trabajé con un manipulador de 6 g.d.l. con la alternativa de control basada-en-posicion.
Sin embargo, en la actualidad la configuracion camara en mano y la alternativa basada-

en-imagen son la mas cominmente utilizadas.

Como se menciond, en la alternativa basada-en-posicion las mediciones realizadas
en el plano de imagen son utilizadas para determinar la configuracién entre el robot y
el objeto de interés con respecto a la camara o a algiin marco coordenado fijo. En esta
alternativa de control servo-visual basada-en-posicién con la configuracién camara fija
podemos encontrar los trabajos de Houshangi (1990) y Zergeroglu et al. (1999) para
manipuladores planares y los trabajos de Ruf et al. (1997), Okhotsimsky et al. (1997) y
Stieber et al. (1999) para manipuladores moviéndose en el espacio 3D; ahora bien, con
la configuracién cdmara en mano estén los trabajos de Bell y Wilson (1996) y Wilson
(1996) para manipuladores planares y los de Gangloff et al. (1999) y Martinet y Gallice

(1999) para manipuladores moviéndose en el espacio 3D.

En contraste, en la alternativa basada-en-imagen el objetivo de control se especifica
directamente en el espacio de imagen eliminando la etapa de estimaciéon de postura de
las caracteristicas objetivo. Trabajos con esta alternativa para manipuladores planares
podemos verlos en Ahluwalia y Fogwell (1986), Kelly (1996) y Jarabek y Capson (1998)
para la configuracién cdmara fija y en Maruyama y Fujita (1997) y Han y Kuc (1998)
para la configuracion camara en mano; por otro lado, para el control servo-visual con
la alternativa basada-en-imagen para manipuladores moviéndose en el espacio 3D en-
contramos trabajos en Kragic et al. (2001) y Kelly et al. (2006a) para la configuracién
camara fija y en Hager (1997), Corke y Hutchinson (2001) y Chen et al. (2003b) para
la configuracién camara en mano. Algunos trabajos analizan las 2 configuraciones en

esta alternativa, tal es el caso de Tatlicioglu et al. (2007).



En Malis et al. (1999) se propone un método combinado entre las alternativas
basada-en-posicion y basada-en-imagen con la intencion de aprovechar sus respecti-
vas ventajas, de manera tal que no sea necesario el conocimiento del modelo 3D del
objeto de interés y se garantice convergencia del objetivo de control en todo el espa-
cio de tarea; el método se aplica para la regulacion de un manipulador de 6 g.d.l. en
la configuracién camara en mano con caracteristicas de imagen en funciéon de puntos.
En un trabajo posterior, con un planteamiento similar al anterior, Malis (2004) des-
cribe un controlador servo-visual robusto ante cambios en los parametros intrinsecos
de la camara. Otros trabajos que abordan la alternativa combinada podemos verlos
en Castano y Hutchinson (1994), Mezouar y Chaumette (2000), Chen et al. (2003a) y
Fang et al. (2002a).

A partir de principios de la década de 1990 el enfoque de muchas de las investi-
gaciones acerca del control servo-visual en manipuladores empezé a dirigirse hacia la
busqueda de controladores que fueran robustos ante incertidumbres en los parametros
del sistema de visién. De esta manera se desarrollaron multiples trabajos en esta di-
reccién, como por ejemplo en Hosada y Asada (1994) se desarrollé un algoritmo en linea
para estimar el Jacobiano de imagen, en Papanikolopoulos et al. (1995) se diseni6 un
método de estimacion en linea para determinar la profundidad de un punto de interés,
en Piepmeier et al. (2004) se presenté un método dindmico cuasi-Newton, en Lu et al.
(1996) se propuso un algoritmo en linea utilizando el método de minimos cuadrados
para calcular el Jacobiano de imagen, en Hespanha et al. (1998) se analizé en forma

teodrica las incertidumbres paramétricas de un sistemas de vision estéreo, etc.

La gran mayoria de los trabajos citados hasta aqui consideran el manipulador como
un dispositivo posicionador ideal con dinamica despreciable, es decir, sélo utilizan el
modelo cinematico en el andlisis. Ahora bien, como se dijo, el primer trabajo de con-

trol servo-visual que considera el modelo dindmico en el analisis es debido a Miyazaki y



10

Masutani (1990)2. En este sentido, del control servo-visual con el modelo dindmico del
manipulador considerado, tenemos los trabajos de Espiau et al. (1992) y Kelly et al.
(2000) que abordan el problema de un manipuladores de 6 g.d.l. bajo configuracién
camara en mano. En Kelly et al. (2004b) se aplica la filosoffa de los campos de ve-
locidad para el control servo-visual basado-en-imagen de un manipulador planar, con
modelo dindmico considerado y en configuracién camara fija. Dentro de los trabajos
que consideran el modelo dindmico del manipulador en el andlisis y robustez ante in-
certidumbre pardmetrica del sistema de vision pueden enlistarse los siguientes: Kelly
(1996), Zergeroglu et al. (1999), Fang et al. (2002a), Nasisi y Carelli (2003), Behal et al.
(2005), Cheah et al. (2007) y Wang et al. (2008).

Momentos de imagen en el control servo-visual de manipuladores

El movimiento de un manipulador mediante el control servo-visual debe establecerse
en funcién de caracteristicas de imagen determinadas a partir de objetos de interés tridi-
mensionales localizados en la escena. No obstante, gran parte de la teoria desarrollada
en el control servo-visual se basa en objetos de interés geométricos simples como puntos,
lineas, cilindros y esferas (caracteristicas de imagen locales); o, de acuerdo al conocido
problema de correspondencia (seguimiento e igualacién), en objetos de interés més com-
plejos cuya proyeccién al plano de imagen es procesada para finalmente reducirlo a un
objeto geométrico simple (Collewet y Chaumette, 2000; Chesi et al., 2000; Benhimane
y Malis, 2006). De tal suerte que encontrar caracteristicas de imagen globales de un
objeto de interés tridimensional arbitrario seria lo deseable. En en este sentido, los mo-
mentos de imagen cumplen con tal propiedad; ya que, precisamente, son caracteristicas
de imagen globales que pueden ser evaluados directamente de cualquier objeto de interés
arbitrario proyectado en el plano de imagen y estdn exentos del mencionado problema

de correspondencia.

2Cabe mencionar que los trabajos ya citados: Kelly (1996), Maruyama y Fujita (1997), Zergeroglu
et al. (1999), Fang et al. (2002a) y Kelly et al. (2006a) estan dentro de esta ultima categoria.
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En Bien et al. (1993) la definicién de los momentos de imagen como caracteristicas
de imagen para el control servo-visual fue expresada rigurosamente; aunque en este
trabajo, de manera aproximada, se utilizaron combinaciones de momentos de imagen
como el area, la orientacién y el centroide para controlar 4 g.d.l. de un manipulador.
La forma analitica de la variacion respecto al tiempo de los momentos de imagen fue
desarrollada primero en Tu y Fu (1995) y después en Chaumette (2002). Dicha variacién
respecto al tiempo se expresa en funcién de una matriz denominada Jacobiano de
imagen (debida a los momentos de imagen) la cual es esencial para el disefio de un
esquema de control servo-visual (Espiau et al., 1992; Hutchinson et al., 1996). Dicho
Jacobiano de imagen depende de parametros 3D tanto del objeto de interés como del
sistema de visién; y para determinarlo en Wells et al. (1996) se desarrolla un método
numérico basado en redes neuronales y, recientemente, en Giordano et al. (2008) se

presenta una estrategia construida mediante la teoria de obsevadores no-lineales.

En Nakabo et al. (2002) y en Komuro e Ishikawa (2007) se describen sistemas de
vision de alta velocidad para el seguimiento de un objeto con movimiento erratico
basado en los momentos de imagen. En Shen y Pan (2003) se presenta un control
servo-visual adaptable para el movimiento traslacional de un manipulador en donde
se aprovecha el hecho de que la postura de un objeto plano puede ser encontrada a
través de los momentos de imagen. En Li et al. (2005) se disefia un control basado
en la alternativa combinada propuesta en Malis et al. (1999) en donde el movimiento
traslacional del manipulador se establece en base a momentos de imagen. En Wang y
Cho (2008) se utilizan momentos de imagen para realizar un microensamble mediante un
manipulador de 4 g.d.l. con un controlador PD (Proporcional-Derivativo) sintonizado

con métodos genéticos.

Finalmente, en Chaumette (2004) se presenta un control servo-visual basado-en-
imagen para la regulaciéon de un manipulador de 6 g.d.l. en configuracién cadmara en
mano mediante 6 caracteristicas de imagen encontradas a partir de combinaciones de

momentos de imagen de un objeto de interés plano con forma arbitaria; y en Tahri
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y Chaumette (2005) se continua el trabajo anterior encontrandose 6 caracteristicas de
imagen basadas en invariantes de momentos de imagen para desacoplar los grados de
libertad del manipulador, lograndose con esto un dominio de convergencia mayor y una
trayectoria del robot mas adecuada. Cabe destacar que todos los trabajos de control
servo-visual que utilizan momentos de imagen han sido abordados sélo en manipu-

ladores con modelo cinematico considerado.

1.2.2 Robots modviles

En este trabajo de tesis se consideran los robots moviles terrestres con ruedas,
los cuales son sistemas no-holonémicos que presentan ciertas propiedades interesantes.
Por ejemplo, el sistema linealizado es no-controlable por lo que los métodos lineales
de analisis y diseno no pueden ser aplicados; y tampoco existe un ley de control con-
tinua que incluya solo retroalimentacién de estados capaz de estabilizar el sistema a
un estado de equilibrio (Brockett, 1983). El problema de estabilizacién se ha resuelto
utilizando retroalimentacién de estados variante en el tiempo, es decir, leyes de con-
trol que dependen explicitamente, no sélo de los estados, sino también del tiempo
(Samson, 1991; Campion et al., 1991; Canudas de Wit y Sgrdalen, 1992; Morin y Sam-
son, 1996); o mediante leyes de control discontinuas (Aicardi et al., 1995; d’Andrea~
Novel et al., 1995). Estos resultados han sido, convenientemente, trasladados hacia el

campo del control servo-visual.

En primera instancia, para sobrellevar la problemética de las restricciones no-
holonomicas, los trabajos previos de robots méviles con visiéon propusieron agregar
grados de libertad a la plataforma mdévil, es decir, incorporaron un manipulador a
bordo en la configuraciéon cdmara en mano (Rives et al., 1993; Pissard-Gibollet y
Rives, 1995; Tsakiris et al., 1997; Hager et al., 1998); no obstante, este agregado re-
sulta en un mecanismo méas complejo. Por ejemplo, en Tsakiris et al. (1997) un control

servo-visual basado-en-imagen fue propuesto con la consecuencia de que se necesitan
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distancias geométricas asociadas con el objeto de interés y depende del Jacobiano de

imagen el cual tiene singularidades para algunas configuraciones.

En Hashimoto y Noritsugu (1997) se presenta un control servo-visual basado en
imagen para un robot movil con camara a bordo, el cual es una extension del controlador
propuesto por Canudas de Wit y Sgrdalen (1992). En Conticelli et al. (1999) se describe
la regulacion de un robot mévil basado-en-imagen con camara a bordo a través de una
variante del controlador discontinuo de Aicardi et al. (1995). En Ma et al. (1997), Jung
et al. (1998), Kim et al. (2001) y Das et al. (2001) se utilizan técnicas de filtrado de
Kalman para la estimacion de parametros 3D en el diseno de controladores visuales con

el objetivo de seguimiento de trayectoria.

El problema de seguimiento de trayectoria también ha sido estudiado, por ejem-
plo, en Wang et al. (2001) donde se presenta un control adaptable para compen-
sar un parametro de profundidad constante en un robot mévil con cdmara a bordo;
en Carelli et al. (2006) donde se disena un sistema de control basado solamente en
retroalimentacién visual de una camara fija con cualquier postura, sin la necesidad del
conocimiento de los pardmetros de la camara ya que son estimados en linea; y en Chen
et al. (2006b) donde, también con cdmara a bordo, se describe un controlador adap-
table para el seguimiento de una trayectoria definida por una secuencia de iméagenes

previamente almacenadas.

Trabajos relacionados con el objetivo de control de postura de un robot mévil me-
diante el control servo-visual los podemos ver en Mariottini et al. (2004) donde una
estrategia de control basada-en-imagen con camara a bordo que consiste en tres pasos
independientes y secuenciales es presentada; en Fang et al. (2005) donde un control
servo-visual adaptable basado-en-imagen en configuracién cdmara a bordo con el error
de regulacién definido a través de una transformacién entre dos vistas de los puntos
de interés de un objeto es descrito; y en Lépez-Nicolds et al. (2006) donde una ley
de control basada-en-imagen (en configuracién cdmara fija o a bordo) obtenida de la

linealizacion entrada-salida del sistema y fundamentada en la igualacién de invariantes



14

a escala y rotacion de puntos de interés es disenada.

Una extensién del trabajo de Malis et al. (1999) para robots mdviles es presentada
en Fang et al. (2002b) donde se desarrolla un control servo-visual para la regulacion de
la postura de un robot mévil basado en la comparacion de las caracteristicas de imagen
de un objeto en la vista deseada con las caracteristicas de imagen del mismo objeto en
la vista actual, de tal manera que existe una reconstruccién del espacio tridimensional
a través de una transformacién que relaciona la retroalimentacion visual con la postura
del robot referente a un sistema coordenado fijo. Ahora bien, tanto en Kelly et al.
(2004a) como en Kelly et al. (2006b) se extiende la filosofia de los campos de velocidad
para el diseno de un control servo-visual basado-en-imagen para un robot movil en

configuraciéon camara fija.

En Dixon et al. (2001b) se aborda el control servo-visual para un robot mévil con
modelo dindmico considerado, en este trabajo se disena un controlador basado-en-
imagen con camara fija para el seguimiento de trayectoria que se adapta a incertidum-
bres asociadas a los parametros de la cdmara y a incertidumbres en los parametros

mecanicos del modelo dindmico del robot.

Finalmente, esfuerzos encaminados hacia el control servo-visual con el objetivo de
formacién de robots méviles podemos verlos en Das et al. (2001), Renaud et al. (2004),

Benhimane et al. (2005), Soria et al. (2006) y Mehta et al. (2006).

I.3 Objetivos

Este proyecto de tesis doctoral persigue dos objetivos complemetarios. El primero de
ellos es el desarrollo de un sistema computacional de vision de tiempo real para asistir y
facilitar la experimentacién de ciertos sistemas robdticos en donde la percepcion visual

juega un papel importante.

Para cumplir con este objetivo particular se ha disenado un sistema de vision de
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tiempo real denominado RTSVC (Bugarin y Kelly, 2008), el cual tiene las siguientes

caracteristicas (ver Apéndice A):

e Operacién bajo RTLinux, un sistema operativo de tiempo real con arquitectura

abierta y cédigo fuente libre.
e Capacidad de mostrar y almacenar tanto datos como imagenes.

e Editor integrado que facilita tanto la programacién del algoritmo de extraccion de
informacion de la imagen como la programacion de otras operaciones necesarias

en un lenguaje similar a C.
e Capacidad de comunicacién remota via puerto serie.

e Compatibilidad con diversas tarjetas y camaras.

El segundo objetivo de este proyecto de tesis doctoral consiste en abordar el pro-
blema de control servo-visual tanto en manipuladores como en robots méviles. Algunos
trabajos preliminares sobre los que se basa este segundo objetivo referentes al control
servo-visual tanto para robots manipuladores como para robots méviles podemos verlos

en Kelly et al. (2006a) y en Kelly et al. (2005), respectivamente.

En este sentido, uno de los principales propositos de este trabajo de tesis, es realizar
propuestas de solucién para el control servo-visual utilizando caracteristicas de imagen
globales de objetos de interés complejos. La mayoria de los trabajos de control servo-
visual (en manipuladores y robots méviles) se valen de objetos de interés con geometria
simple tales como puntos, lineas, esferas y cilindros; o utilizan objetos de interés mas
complejos procesando su proyeccién en el plano de imagen para finalmente reducirlo en

caracteristicas de imagen simples.

Ahora bien, el problema de navegacion de robots en general consiste en resolver la
planeacion del itinerario, la generacién de trayectorias y el diseno del control. Este

trabajo de tesis se concentrard en el andlisis y estudio de controladores, por lo que se
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supondra que las etapas de planeacién del itinerario y de generacion de trayectorias ya

han sido resueltas.

I.4 Organizaciéon del documento

A continuacién se describe la estructura de este documento de tesis.

El Capitulo I expone la introduccion del problema de control servo-visual junto
con las justificaciones sobre el uso de la percepcién visual en sistemas robodticos. Un
gran apartado de este capitulo es la presentacion de los trabajos més representativos
del control servo-visual tanto en manipuladores como en robots méviles. También se

describen los objetivos del presente trabajo de tesis.

En el Capitulo II se presentan conceptos, modelos y herramientas matematicas
necesarias para el buen entendimiento de los temas expuestos en capitulos posteriores.
Se definen formalmente los modelos de imagen y los modelos de robots. En el caso del
robot manipulador, se describe tanto su modelo cineméatico como su modelo dindmico;
mientras que en el caso de robots moéviles sélo se especifica el modelo cinematico del
robot movil tipo uniciclo. En este trabajo de tesis, se considerara el modelo dindmico

del manipulador y sélo el modelo cinematico en el robot moévil tipo uniciclo.

En este mismo Capitulo II, se describe la transformacion entre los momentos Carte-
sianos de un objeto de interés plano con forma arbitraria respecto a su plano de
definicion y los momentos de imagen producto de la proyeccion de dicho objeto de
interés en el plano de imagen. Esta descripcion ayudard en gran medida en el diseno

de los controladores presentados en los capitulos subsecuentes.

La principal aportacion de este trabajo de tesis se reporta en el Capitulo I1I, donde se
detalla el andlisis y diseno de un controlador servo-visual directo para manipuladores
planares tanto en configuracion cadmara fija como en configuracién cdmara en mano.

Asi mismo, se presenta una seleccion de caracteristicas de imagen globales basadas en
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momentos de imagen de un objeto de interés plano con forma arbitraria. El contro-
lador disenado se basa en la estructura por Jacobiano transpuesto y es robusto ante
incertidumbres en parametros 3D del objeto de interés, de la camara y del Jacobiano

geométrico del manipulador.

El Capitulo IV se dedica al diseno de un controlador servo-visual para un sistema
robdtico compuesto por un uniciclo y una cadmara fija. Dicho controlador se basa en la
filosofia de campos de velocidad y no necesita del conocimiento previo de los parametros
de la camara. Otra caracteristica importante de este controlador es que no requiere de
la medicién de velocidad de variable alguna. Sin embargo, depende de parametros 3D

de un objeto de interés plano y de forma irregular.

Finalmente, en el Capitulo V se exponen las conclusiones generales del presente

trabajo de tesis, asi como las propuestas de trabajos a futuro.

Este documento de tesis, también contiene cuatro apéndices. El Apéndice A pre-
senta la descripcion del sistema de vision de tiempo real disenado, el cual es parte
fundamental de este trabajo de tesis. El sistema de visién se valida mediante la experi-
mentacién de un control servo-visual para la navegacion de un uniciclo en configuracién

camara fija.

En el Apéndice B se enuncian el teorema multinomial y la ley distributiva para suma-
torias multiples. Estos enunciados matematicos serviran para encontrar la variacién
respecto al tiempo de los momentos de imagen descrita en el Apéndice C. Los resul-
tados detallados en este Apéndice C son de trascendencia considerable, debido a que
se presenta en forma explicita la variacién respecto al tiempo de cualquier momento
de imagen (regular o central). El Apéndice D detalla dos identidades de sumatorias

importantes para la solucién de los resultados del Apéndice C.
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II Preliminares

En este capitulo se presentan conceptos, modelos y herramientas matematicas nece-

sarias para el buen entendimiento de los temas expuestos en capitulos subsiguientes.

Los conceptos de imagen y modelos de imagen detallados en la Seccion I1.1 fueron
recopilados principalmente de Gonzalez y Woods (1992), Forsyth y Ponce (2002) y
Kelly y Reyes (2000); consultdndose también Corke (1997).

El tema de momentos de imagen de la Seccién I1.2 poviene principalmente de Prokop
y Reeves (1992); apoyandose en Sossa (2006). En esta misma Seccién 11.2, también se
desarrolla el tema de transformacién de momentos, el cual es un tema original de este

trabajo de tesis (Bugarin y Kelly, 2007).

La Seccion I1.3 del modelado de manipuladores se resume primordialmente de Sci-

avicco y Siciliano (2000) y de Kelly y Santibanez (2003).

Finalmente, gran parte del tema de modelado del uniciclo de la Seccién 11.4 fue

tomada de De Luca et al. (1998).

II.1 Modelos de imagen

El término imagen monocromdtica o simplemente imagen, se refiere a una funciéon
bidimensional de intensidades de luz f(y), donde y € IR? denota un vector de coorde-
nadas espaciales y el valor de f en un punto y es proporcional al brillo (o nivel de gris)
de la imagen en ese punto (Gonzalez y Woods, 1992). Si la imagen cambia respecto al
tiempo entonces la variable independiente t debe ser agregada. Una imagen a color es
una funcién vectorial f(y) formada por tres componentes de color. En este trabajo de

tesis se consideraran sélo imagenes monocromaticas modeladas por funciones continuas.

Debido a que la luz es una forma de energia, una imagen f(y) debe ser finita y
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distinta de cero, es decir,

0< f(y) < oc.

Las imagenes que las personas diariamente perciben normalmente consisten en luz
reflejada de objetos. La naturaleza basica de una imagen f(y) puede ser caracterizada

por dos componentes:

(a) La cantidad de luz incidente en la escena que esta siendo vista (iluminacidn).

(b) La cantidad de luz reflejada por los objetos de la escena (reflectancia).

La iluminacién y la reflectancia son denotadas por f;(y) v f(y), respectivamente.
Las funciones f;(y) y f-(y) se combinan como un producto para formar una imagen
f(y):

fy) = fi(y)f(y)

donde
0 < fily) < oo

0< fr(y) <1

Esto significa que la reflectancia esta acotada por cero (absorcién total) y uno (re-
flectancia total). La naturaleza de la iluminacién es determinada por la fuente de luz
y la de la reflectancia es determinada por las caracteristicas de los objetos en la es-
cena; esto es estudiado por la radiometria. Un estudio mas detallado al respecto puede

consultarse en Corke (1997) y en Forsyth y Ponce (2002).

El ser humano utiliza las imédgenes para percibir y entender el mundo que lo rodea.
Para que un robot haga lo mismo se deben realizar diversas tareas dificiles, vivimos
en un mundo tridimensional (3D) y cuando se trata de analizar objetos en el espacio

3D, los dispositivos visuales disponibles (por ejemplo, cdmaras) usualmente propor-
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cionan imégenes bidimensionales (2D), y esta proyeccién a un nimero de dimensiones
menor tiene como consecuencia una enorme pérdida de informacién. Ademads, escenas
dindmicas con objetos en movimiento hacen que la percepcion visual sea todavia mas
complicada. Todo esto es estudiado por el campo del conocimiento denominado vision
por computadora (computer vision), la cual se divide en dos areas: procesamiento de

imdgenes e interpretacion de imdgenes (Corke, 1997).

El procesamiento de imagenes es la mejora de imagenes tal que la imagen resultante
represente mas claramente algunas caracteristicas deseadas para un observador humano,
mientras que la interpretaciéon de imdgenes o la vision artificial (machine vision) es el
problema de describir fisicamente objetos en una escena dada una imagen, o varias
imédgenes, de esa escena; esta descripcion es en términos, generalmente numéricos, de

caracteristicas de imagen.

Una caracteristica de tmagen es cualquier caracteristica estructural que puede ser
extraida de una imagen (por ejemplo, una arista o una esquina). Tipicamente, una
caracteristica de imagen corresponde a la proyeccién en el plano de imagen de una
caracteristica fisica de algin objeto de interés tridimensional y pueden ser globales o
locales. Una caracteristica de imagen local corresponde a s6lo una parte del objeto
con propiedades especiales (puntos, lineas, etc.), en tanto que una caracteristica de
imagen global comprende el objeto completo (promedio de nivel de gris, drea, etc.)

(Sossa, 2006).

Basicamente, existen dos métodos de extraccion llamados segmentacion de la escena

completa y sequimiento de la caracteristica.

La segmentacion es el proceso de dividir una imagen en regiones o segmentos con
significado, estos segmentos de imagen generalmente son homogéneos con respecto a
ciertas caracteristicas. Los principales pasos para la segmentacion de la escena completa

So1:

1. Clasificacion. Conjuntos espaciales de la imagen son ordenados de acuerdo a
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caracteristicas de bajo nivel® (bordes, esquinas, etc.).

2. Representacion. Los conjuntos espaciales son etiquetados en una forma conve-

niente para futuras operaciones.

3. Descripcion. Los conjuntos son definidos en términos de caracteristicas valuadas

en forma escalar o vectorial.

La segmentacion binaria contempla la forma mas simple de clasificar una imagen.
Esta clasificacion, cominmente, es llevada a cabo aplicando pruebas de umbral en cada
punto de la imagen; de tal manera que si el nivel de gris de ese punto se encuentra por
debajo a por arriba de un umbral determinado se clasifica como punto de un conjunto
o de otro. Esta técnica se aplica ampliamente en laboratorios donde la luz y el medio
ambiente pueden ser acondicionados adecuadamente (por ejemplo, utilizando fondos
obscuros y objetos blancos); y se emplea principalmente para reducir significativamente
los tiempos de procesamiento e interpretacién (Corke y Paul, 1989; Feddema y Mitchell,

1989; Rizzi y Koditschek, 1991).

Ahora bien, el método de extraccion llamado seguimiento de la caracteristica puede
reducir atin mas los tiempos de procesamiento e intrepretacién de imégenes debido a
que solamente una pequena ventana (o regién) de la imagen es manipulada. La tarea de
localizar caracteristicas en escenas secuenciales es relativamente facil, ya que solo existen
pequenos cambios de una escena a otra y una interpretacion de la escena completa no
es necesaria; sin embargo, se vuelve importante conocer la posicién en la imagen de la
caracteristica tanto al inicio como durante el evento. Esto es conocido como el problema
se seguimiento de las caracteristicas objetivo y se han empleado diversos métodos para

resolverlo (Kalata, 1984; Allen et al., 1991; Wetsmore y Wilson, 1991).

3Las caracteristicas de alto nivel representan el conocimiento del contenido de la imagen, como por
ejemplo el tamano y forma del objeto o la relacién entre objetos en la imagen.
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I1.1.1 Modelos de cdmara obscura (pinhole camera)

Plano
de
imagen
I—— I
Orificio !’/ Imagen
virtual

Figura 3: Cdmara obscura (pinhole camera).

Bésicamente, una cdmara obscura (pinhole camera) es una caja con un orificio
de tamano despreciable en uno de sus lados. La luz de la escena que incide en este
pequeno orificio proyecta una imagen (de la escena) invertida horizontal y verticalmente
sobre una pelicula o placa translicida sobre el lado opuesto de la caja (ver Figura 3).
Si el orificio fuera realmente reducido a un punto (lo que es fisicamente imposible),
exactamente s6lo un rayo de luz pasaria a través de cada punto del plano de imagen, el
orificio y los puntos en la escena colineales a ese rayo de luz. Esto es modelado por la
proyeccion en perspectiva que se describira a continuacion junto con otros dos modelos

de formacién de imédgenes mas.

Proyeccion en perspectiva

La proyeccién en perspectiva describe un modelo de formacién de imagenes ideal
y extremadamente simple, ya que considera una camara obscura con un orificio re-
ducido a un punto y sin lente alguno. En la realidad, el orificio de dicha camara es
de un tamano finito; esto provoca que cada punto en el plano de imagen reciba luz
de un cono de rayos. Aun asi, este modelo de proyeccién en perspectiva (también
llamado perspectiva central), propuesto por Brunelleschi a principios del siglo XV, es
matematicamente conveniente y, a pesar de su simplicidad, frecuentemente provee una

aceptable aproximacién del proceso de formacién de imagenes.
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La proyeccién en perspectiva genera imagenes invertidas, por lo que en ocasiones
es conveniente considerar en su lugar una imagen virtual asociada con un plano puesto
enfrente del orificio a la misma distancia que el plano de imagen (ver Figura 3). Esta

imagen virtual no esta invertida y es estrictamente equivalente a la del plano de imagen.

Plano
de
imagen

L -

Figura 4: Geometria de la proyeccién en perspectiva.

La Figura 4 muestra la geometria de la proyeccién en perspectiva. Como puede
observarse se han colocado dos marcos coordenados: el marco X con origen en el
orificio de la cdmara obscura (denominado centro dptico) y con el eje C3 perpendicular
al plano de imagen (este eje es nombrado eje dptico); y el marco I; — I que conforma
el plano de imagen con centro en la interseccién del eje éptico con el plano de imagen
(lamado centro de imagen). Nétese que los planos I} — Iy y C; — Cy son paralelos,

estan alineados y quedan separados por una distancia \., la distancia focal efectiva.

Considere un punto ¢ = [r¢, Tc, o)’ (respecto a Y¢) como un punto de la
escena y a @y = [z, x1,]T (respecto a I} — I5) como la proyeccién de ¢ al plano de

imagen. Entonces por tridngulos semejantes se puede llegar a lo siguiente

{1311 o IL"Cl y [E]2 . [E02

- I
>\e ng )\e 'ICQ,

T Ae | TOn
Xy, Cs | Tey

Debido a que z¢, es la distancia del centro 6ptico al punto en la escena a lo largo

por lo tanto
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del eje optico, a esta variable se le conoce como la profundidad del punto en cuestion.
Cabe destacar que debido a que el segmento de linea que va de x¢ al centro 6ptico
y el segmento de linea que va del centro 6ptico a x; son colineales, se tiene que un
segmento de linea es proporcional al otro; y a partir de este hecho también se puede

llegar a (1).

La proyeccion en perspectiva, entonces, puede verse como un mapeo del espacio

tridimensional a un plano de imagen (bidimensional) con las siguientes caracteristicas:

e Lineas rectas tridimensionales se mapean a lineas rectas en el plano de imagen.

e Lineas paralelas (que no estén en un plano ortogonal al eje 6ptico) son proyectadas
en lineas que se intersectan en un punto en el plano de imagen denominado punto

de fuga.

e Figuras conicas tridimensionales son proyectadas en figuras conicas en el plano

de imagen (por ejemplo, un circulo se proyecta en un circulo o en una elipse).

e El mapeo no es uno-a-uno y una inversa tnica no existe.

Proyeccion ortografica escalada

La proyeccién en perspectiva es un mapeo no-lineal del espacio tridimensional al
plano de imagen. En muchos casos, es posible aproximar este mapeo por una proyeccion
ortogrdfica escalada o perspectiva-débil (weak-perspective). Bajo este modelo, las coor-

denadas de imagen para un punto x¢ en la escena estan dadas mediante

donde m es un factor de escala fijo.

El modelo de proyeccién ortografica es valido para escenas donde la profundidad

relativa entre puntos en la escena es pequena en comparacion con la distancia de la



25

camara a la escena, como por ejemplo la escena de la superficie terrestre vista por un

avion en vuelo.

Proyeccion afin

Otra aproximacién lineal para la proyeccién en perspectiva es la conocida como
proyeccion afin. En este caso, las coordenadas de imagen para la proyeccién de un
punto x¢ en la escena estan dadas por

xXr I

xr; = =Axc+0b
[E]2

donde A € IR*3 es una matriz arbitraria y b € IR? un vector también arbitrario.

Note que la proyeccion ortografica escalada es un caso especial de la proyeccion afin.
La principal ventaja de la proyeccién afin es que es una buena aproximacion local de la
proyeccién en perspectiva que toma en cuenta tanto la geometria externa (posicién y
orientacién) como la geometria interna de la cdmara. Debido a que el modelo es lineal,
los parametros A y b pueden ser facilmente calculados a partir de técnicas de regresion

lineal.

I1.1.2 Lentes

A diferencia de la camara obscura, la mayoria de las camaras comerciales estan
equipadas con lentes. Una de las razones principales para el uso de lentes en una
camara es mantener enfocada la imagen mientras se concentra la luz proveniente de

una escena amplia.

Ignorando la difraccién, la interferencia y otros fenémenos 6pticos y fisicos (como

por ejemplo las aberraciones), el comportamiento de las lentes es gobernado por las



Figura 5: Reflexién y refraccién en la interfase entre dos medios homogéneos.

leyes de la dptica geométrica* (ver Figura 5):

e La luz viaja en lineas rectas (rayos de luz) en un medio homogéneo.
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e Cuando un rayo de luz es reflejado por una superficie, el rayo de luz, su reflexién

y la normal a la superficie son coplanares; y los angulos entre la normal y cada

rayo de luz son iguales.

e Cuando un rayo de luz pasa de un medio a otro, el rayo de luz es refractado,

es decir, cambia su direccion y lo hace de acuerdo a la ley de Descartes: si rq

es el rayo incidente a la interfase entre dos materiales transparentes con indices

de refraccion nq y no, y 79 es el rayo refractado entonces r1, 7, y la normal a la

interfase son coplanares; y los angulos «; y as entre la normal y los dos rayos

estan relacionados por

nisena; = NgSenas.

(2)

Un sistema éptico catadidptrico incluye tanto el efecto reflectivo (mediante espejos)

como el efecto refractivo, sin embargo, una lente sélo contempla la refraccion.

Ahora bien, considérese la 6ptica geométrica de primer orden (o pararial) en donde

los dngulos entre todos los rayos de luz incidiendo en una lente y la normal a la superficie

4Nota: El indice de refraccién de un medio n,, es igual a la relacién entre la velocidad de la luz en

el vacio ¢, y la velocidad de la luz en ese medio v,,, es decir, n, = ¢, /vn.
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de refraccion de dicha lente son pequenos. También considérese que la lente es simétrica
respecto a una linea recta (el eje dptico) y que todas las superficies reflectivas son

esféricas.

d;

Figura 6: Refraccion paraxial.

Obsérvese el esquema de la refraccion paraxial de la Figura 6 en donde un rayo de
luz incidente en una interfase circular pasa a través del punto x; sobre el eje optico y
es refractado en el punto . La superficie circular es de radio r; y separa dos medios
transparentes con indices de refraccién n; y no. Denote a @5 como el punto donde el

rayo refractado instersecta el eje 6ptico y a O el centro de la interfase circular.

Las variables a; y as denotan respectivamente los angulos entre los dos rayos y la
cuerda que une O con x (la normal a la superficie). Si (31 (respectivamente (33) es el
angulo entre el eje 6ptico y la linea uniendo @; (respectivamente xy) con x, el dngulo
entre el eje éptico y la linea uniendo O con x es ;3 = oy — 1 = as + (> (observe la
Figura 6). Ahora, denote con h la distancia entre & y el eje 6ptico. Si se asume que
todos los dngulos son pequenos (significando que para un éngulo «a,: sena, =~ a, y

tan o, &~ «a,) entonces se cumple lo siguiente

a1:71+51%h[%+%] y 0422’71—52%“,%—%]-
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Finalmente, sustituyendo lo anterior en la ley de Snell (2) para dngulos pequenos
(n1o = maa) se llega a la siguiente ecuacién conocida como ecuacidn de refraccion

parazial:
ny D) N — N1

A A )

Geometria de la lente delgada

Figura 7: Formaciéon de imédgenes para el caso de una lente delgada.

La lente delgada es el modelo de una lente que se aproxima considerando su construc-
cién en base a dos superficies esféricas (ver Figura 7) de radio r; encerrando un medio
con indice de refraccién n;, también se considera que la lente estd rodeada de vacio (o
aire) con indice de refraccién igual a 1 y que es delgada (los rayos de luz que entran
a la lente y son refractados a un lado de su frontera son inmediatamente refractados

hacia el otro lado de su frontera).

El modelo de formacién de imagenes para el caso de una lente delgada se muestra
en la Figura 7. Obsérvese el marco coordenado Cy — C3 (comparable con ¥ en el
modelo de proyeccién en perspectiva) con origen O en el centro de la lente (o centro
éptico). Ahora, considere un punto o = [ro, 2c,]” en la escena. Denote a ry como
el rayo de luz que pasa por x¢ cruzando el eje éptico en g = [z, xocg]T y la lente
T

en x; = [$l02 xlcg]

/]T

o . . . P
Antes de construir la imagen de @, primero determinese la imagen x{, = [z, ¢, Lo,



29

de xy en el eje Optico: después de la refraccion en la frontera circular derecha de
la lente, ry es transformado en un nuevo rayo r; cruzando el eje éptico en el punto

T, = [93102 xlcg]T y de acuerdo a (3) tenemos

1 -1
= (4)

[EOCS —IElCS T

El rayo r; es inmediatamente refractado hacia la frontera izquierda del lente dando
un nuevo rayo 7 que cruza el eje optico en xj. En este caso la ecuacién de refracciéon

paraxial resulta

ng 1 1 1-— ng
S = .
517103 —$0C3 =T

()

Sumando (4) y (5) obtenemos

= (0

/
Lo, Lo, A

donde
r

A:ﬂm—u

> 0.

Denote a ry como el rayo que pasa tanto por & como por el centro 6ptico O;
., / o / / T . . .7
también denote como xy, = [ry, 7¢,]” (la imagen de x¢) a la interseccién entre 7y y

ry. Ahora, mediante tridngulos semejantes se puede llegar a lo siguiente:

Loy, Loy, —T0s | _ T (7)
[Elc2 [EOCS [EOCS
/ /
o _ _[xc;g xch] _ [1 . I,ICQ, ] (8)
—:Elc2 —:17663 mocg
M )
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Despejando z¢, de (9) y sustituyéndola en (7) tenemos que

/ / /
Yoy _ Toy  Toy

xlCQ JICS ],’ch

Ahora, igualando esta 1dltima ecuacién con (8) obtenemos

/ / /
Yoy Toy _ 4 "o

/ Y
Toy  Tog, L0,

por lo que
1 1 1 1

/ / :
'rc?) xC?, 'roc3 xOC?)
Y de acuerdo con (6), finalmente queda

1 1

1
, .
Toy  Tg, A

= (10)

Note que las ecuaciones que relacionan las posiciones de ¢ y @}, son exactamente
las mismas que bajo la proyeccién en perspectiva si se toma x, = A, esto es debido a
que tanto ¢ como x estdn en el rayo que atraviesa el centro de la lente. Sin embargo,
s6lo aquellos puntos que se encuentren con profundidad igual a z¢, estaran enfocados

cuando el plano de imagen esté localizado a una distancia r¢, en una lente que satisfaga

(10).

La distancia A es llamada la distancia focal de la lente y (10) se conoce como
la ecuacion de la lente delgada. Hipotéticamente, un punto con profundidad infinita
muestra que A es la distancia entre el centro de la lente y el plano donde dicho punto se
enfocarfa. La Figura 8 presenta dos puntos localizados a una distancia A del centro de la
lente sobre el eje 6ptico llamados los puntos focales de la lente. El modelo de formacién

de imagen se simplifica mediante esta figura, utilizando tridngulos semejantes se puede
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Figura 8: Puntos focales de una lente delgada.

llegar a lo siguiente:

_':Elc2 —)\
—2 =
Ley — 20, — A
—JICQ . JICS
/ - /e

Y puesto que en este caso x,, = x¢, entonces

—A Ty

Y

/ /
- [ng - )\] e
la cual es la misma ecuacién (10) que también puede ser expresada como

r_ )‘x03
ng = 7)\

(11)

Geometria de la lente gruesa

Un modelo de lente mas acercado a la realidad es el conocido como lente gruesa.
Las ecuaciones que lo describen son facilmente derivadas de la ecuaciéon de refraccién
paraxial y son las mismas que las de la proyeccion en perspectiva junto con la ecuacion
de proyeccién de la lente delgada, excepto por un agregado (ver Figura 9): si O y O’

denotan los puntos principales de la lente, entonces (10) se mantiene cuando & se mide
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respecto a un marco coordenado con origen en O y cuando x( se mide respecto a otro
marco coordenado con origen en O'. En el caso de la lente gruesa, el inico rayo de luz

que no se desvia es el que pasa a lo largo del eje 6ptico.

\ e

Figura 9: Esquema del modelo de una lente gruesa.

11.1.3 Modelo de la caAmara con lente delgada

En esta subseccion se detallara el modelo de una camara provista de una lente
delgada. La cdmara genera una imagen bidimensional del mundo tridimensional a través
de un mapeo basado en proyeccion en perspectiva y transformaciones de coordenadas,

este mapeo incluye los caracteristicos parametros intrinsecosy extrinsecos de la camara.

Los parametros extrinsecos de una camara son los que se relacionan con su postura,
es decir, con la posicién y orientacién de la camara en el espacio tridimensional. En
tanto que los parametros intrinsecos estan asociados con aspectos épticos y geométricos
de la camara tales como la longitud focal de la lente, factores de escala y posibles

coeficientes de distorsion.

Como puede apreciarse en la Figura 10, el modelo de la camara con lente delgada
describe el mapeo de un punto xc en la escena a un punto y en la pantalla de una
computadora, es decir, el modelo que aqui se presentard incluye la transferencia de
la imagen hacia una computadora. Para este efecto, el plano de imagen lo conforma

un arreglo discreto de sensores fotosensibles, generalmente un CCD (Charge-Coupled
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Plano
de

imagen

=y1 '
y\ ’ '
Yo
"y [’U’ ]
2 (/]

.,

Cs
Eje

optico

Pantalla de la computadora

Figura 10: Camara con lente delgada.

Device); la salida de este CCD es digitalizada, transferida a memoria de la computadora
y desplegada en pantalla con unidades en pixeles. Aunque cabe aclarar que no se

considerard el efecto de la cuantizacién.

En la Figura 10 pueden observarse varios marcos coordenados. El marco ¥ o marco
de la cdmara, el cual tiene el origen en el centro de la lente; el eje C3 se encuentra
alineado con el eje optico y esta apuntando hacia la escena. El plano I; — I o plano
de imagen (formado por el arreglo de sensores fotosensibles) con origen en el centro
geométrico del arreglo de sensores y con ejes paralelos a las direcciones de los elementos
en el arreglo; la interseccién del eje Optico con el arreglo de sensores es denotado por el
vector Oy, el cual puede no ser cero debido a posibles desalineaciones internas. El plano
Y1 — Yo con origen en la esquina superior izquierda de la pantalla de la computadora y

con ejes paralelos a los renglones y columnas de la pantalla.

El vector [uj v))” denota el centro de la imagen en la computadora correspondiente
al mapeo del origen del plano de imagen I; — I3 al plano y; — y» en pixeles (Lenz y
Tsai, 1988). Sin pérdida de generalidad, se definird el plano C; —Csy paralelo al plano de
imagen I; — I, apuntando C; en la misma direccion que I; y Cs en la misma direccion

que I.

Ahora bien, un punto ¢ = [z¢, o, Zco,)? en la escena (respecto al marco de la

camara) se mapea hacia el plano de imagen mediante el modelo de formacién de la lente
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delgada (10) o equivalentemente (11). Se considerara que el punto ¢ se encuentra bien
enfocado en el plano de imagen, esto significa que el plano I; — 5 se encuentra a una
distancia |/\/\_ITCC33| del plano C; — Cy (A > 0). De esta manera la posicién del punto
correspondiente ®; = [x;, z,]7 en el plano de imagen puede ser encontrado a partir
del modelo de proyeccién en perspectiva (1), resultando

A Ty
33]:7[ +OI

)\ - [EC3 xcz

El modelo de proyeccién en perspectiva produce una imagen invertida tanto hori-
zontal como verticalmente, por lo que si por medios computacionales se elimina esta

inversién, entonces se llega a lo siguiente

, A Tcy
;= ——
Loy — A T,

+0;. (12)

La ultima ecuacién es valida para puntos localizados enfrente de la caAmara tales que

su profundidad z¢, > A; y que estén bien enfocados (Horn, 1986). Note que solamente

A ~ A
mc3—)\ zTog "

para los casos en donde la profundidad z¢, > A se tiene que

Cabe mencionar que la geometria de la lente delgada establece que para tener un
conjunto de puntos exactamente enfocados, es necesario que todos los puntos residan

en un mismo plano perpendicular al eje dptico.

El paso que sigue es mapear el punto @ al plano y; — ys, esto se realiza mediante

la transformacion lineal siguiente (Feddema et al., 1991)

y = —_=
Y2 0 Qy

donde a,, > 0 y «, > 0 son los factores de escala en [pixeles/m| a lo largo de los ejes

(13)

I, e I, del arreglo de sensores fotosensibles, respectivamente. El vector [uj vj]” ya ha

sido descrito como el centro de la imagen en la computadora correspondiente al mapeo
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del origen del plano de imagen Iy — I al plano y; — y2 en pixeles.

Finalmente, el modelo explicito de la camara con lente delgada se obtiene combi-

nando (12) con (13), resultando
(1 A QT Cy a0
y = =— +
Yo Toy — A T, 0

Los parametrso extrinsecos de la camara lo conforman los parametros que definen

Ug

Or+ (14)

v

la ubicacion en el espacio del marco coordenado ¢ de la cdmara y los parametros

intrinsecos son A, ug, vy, @y, a, y las componentes del vector Oj.

Si se considera que los factores de escala a,, y «, son ambos iguales a una o > 0,

entonces (14) puede quedar expresada como

Y1 a Loy
y = = -
Yo Tog — A Tc,

Ahora, note que los dos ultimos términos de la ecuaciéon anterior son vectores cons-

!
Ug

+Oé01+

v

tantes que pueden ser denotados por su suma, de esta manera el modelo de imagen con

lente delgada simplificado es (Hutchinson et al., 1996; Kelly, 1996)

Y1 a\ Tcy Ug
Y= =— + (15)
Yo Tos — A | 20, U
donde
= a0 +
Vo v

Debido a que el mapeo entre el plano de imagen Iy — I y el plano de la pantalla
de la computadora y; — yo es una transformacién lineal; en este trabajo de tesis, a este
ultimo plano, el plano y; — y2, también se le llamara el plano de imagen. Ademas, cabe
destacar que bajo las suposiciones impuestas, los tres planos en el modelo de la cdmara

con lente delgada son paralelos y alineados entre si, es decir, y; —yo, Iy — I y C7 — C5
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son planos paralelos con ejes y;, I; y C apuntando en la misma direccién y ejes vy, Io

y Cy también apuntando en la misma direccion.

II.2 Momentos de imagen

De forma general, los momentos describen cantidades numéricas relacionadas con
distancias a puntos o ejes de referencia. Los momentos son utilizados en distintas areas
del conocimiento, como por ejemplo en estadistica para caracterizar un distribucion de
variables aleatorias o en mecanica para caracterizar cuerpos debido a su distribucién
espacial de masa. Asi mismo, los momentos en el andlisis de imagenes pueden usarse si
se considera una imagen segmentada, binaria o en escala de grises, como una funcién
bidimensional de distribucién de densidad. En este sentido, los momentos pueden ser
aprovechados para caracterizar un segmento de imagen y extraerle propiedades en forma

andloga a lo realizado en estadistica y mecanica (Prokop y Reeves, 1992).

Considere un objeto plano y denso Og localizado en el plano S; — S5 de un marco
coordenado Cartesiano g = {57, S, 53}, también considere que el objeto esta com-
puesto por un conjunto de contornos cerrados; entonces los momentos Cartesianos
bidimensionales Sm;; de Og (respecto a Yg), de orden i + j (i,j € {0,1,2,...}), son
definidos como

Smy; = / SiSIf(Sy,Sy) dSy dS, (16)
Os
donde f(S1,52) es la funcién de distribucién de densidad de Og.

Un conjunto completo de momentos de orden n,, consiste de todos los momentos
Smy;, tal que i+ j < ny, y que contenga 3[n., + 1][n, + 2] elementos. Note que Sj S]
es la funcion base para esta definicién de momento.

El uso de momentos para el andlisis de imagenes y para la representacion de objetos

fue propuesto por Hu (1962). El teorema de unicidad de Hu establece que si f(.S1,.55)

es continua a tramos y tiene valores no nulos solamente en una regién finita del plano
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S1 — S5, entonces los momentos de todos los 6rdenes existen. De esta manera, puede
ser mostrado que el conjunto de momentos {*m;;} es determinado de forma tinica por
f(S1,S2) y también f(Si, Ss) es determinada de forma tinica por {m;;}. Debido a que
un segmento de imagen tiene area finita y, en el peor de los casos, es continua a tramos,
los momentos de todos los 6rdenes existen y un conjunto de momentos puede describir
en forma tnica la informacién contenida en un segmento de imagen. Para caracterizar
toda la informacion contenida en un segmento de imagen se requiere, potencialmente,
un numero infinito de valores de momentos. El objetivo es seleccionar un subconjunto
significativo de momentos que contenga suficiente informacién para caracterizar de

forma tnica la imagen de una aplicacién especifica.

I1.2.1 Definicion

Especificamente, para la definicién de los momentos de imagen, considere un objeto
O, (respecto al plano y; —y») en una imagen binarizada f(y, y2), entonces los momentos

de imagen Ym;; de O, de orden i+ j (4,5 € {0,1,2,...}) son definidos por
Imi; = // Yivaf (y1,y2)dyrdys (17)
Oy

donde f(y1,y2) = 1 para un punto y = [y; y2|* contenido en O, y nula en cualquier

otro caso.

Los momentos de orden bajo representan propiedades geométricas fundamentales
de la distribuciéon de un objeto. A través de los momentos de imagen de orden cero y

uno obtenemos:

e [l drea del objeto O,

ymoo—// dy,dys.
Oy
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e Componente en direcciéon de y; del centroide del objeto O,

Yoy = ymlo _ ff@y yldyldyQ
T ymg ffoy dipndys

e Componente en direccién de y, del centroide del objeto O,

Ymor ffoy Yody1dys
Ymgg ffoy dipdys

Ygo =

El centroide y, = [yg, ¥g,]" define un sitio tinico del objeto O, y puede ser utilizado

como punto de referencia para describir la posicién del objeto en el plano de imagen
Y1 — Y.

Una clase especial de momentos son determinados colocando el objeto Og tal que
su centroide S, =[Sy, Sglt = [Pmio/“meo “moe1/“meo]? coincida con el origen del
plano S; — S5, estos momentos son llamados momentos centrales Cartesianos ° fij del

objeto Og, de esta manera

B // [Sl o Sgl]i[SQ - ng]jf(sl’ SQ)dSldS? (18)
Os

donde f(S1,92) es la funcién de distribucién de densidad de Og.

Asf mismo, los momentos centrales de imagen ?ji;; de un objeto O, son definidos

mediante
/ / — You]'[v2 = Yol f (Y1, y2)dyndye (19)
donde f(y1,y2) se define como en (17).

Existen ecuaciones que relacionan los momentos (regulares) con los momentos cen-

trales, las cuales son
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k l
Smg = YN Ser " Sgy" 5 tn (20)

donde .
t 7!

L) kG —k)

por lo que se puede calcular cualquier momento central a partir de los momentos (regu-

lares) y viceversa.

En particular, la relacion entre los momentos regulares y los momentos centrales

hasta de orden tres son los siguientes

S oo = Mmoo Spp = Smayy — Sy, %mag

Spo =0 Spizo = Smag — 355, mag + 2531577110

Stior =0 Stios = Smoz — 35g25m02 + 253257”01

Sliag = Smag — Sy, 5 mag Sliar = Smay — 25, 9m11 — Sy, mag + 2531577’&01
Sz = Smoz — Sy, mor Spaa = Smag — 28,,5myy — Sy, Smgy + 252, 5 mag.

I1.2.2 Momentos de orden dos

Los elementos del conjunto de los momentos de orden n,, = 2 son “magy, “mgs y
9myy; los cuales son conocidos como momentos de inercia. Esto momentos pueden ser
utilizados para determinar diversas caracteristicas del objeto, como las que se describen

enseguida.

Ejes principales

Los momentos de orden dos son utilizados para determinar los ejes principales de
un objeto. Los ejes principales pueden ser definidos como el par de ejes alrededor de los
cuales existen los segundos momentos maximo y minimo (eje mayor y menor, respec-

tivamente). En términos de los momentos, la orientacién “3 de un eje principal estd
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dada por

1 s
Snp_ = -1 2 Pui1
ﬁ - 2 tan ( S 20— po2 ) ’

Cabe mencionar que °3 representa el dngulo del eje principal més cercano al eje S;
y que su valor se encontrard en el rango —7/4 < 3 < 7/4 [rad]. La Tabla I ilustra
cémo puede determinarse el dngulo del eje principal mayor °3y; a partir de “uyq, de la

diferencia [% a0 — “pige] y del dngulo 9.

Tabla I: Orientacién del eje principal mayor.

S,un S,uzo — S,u02 Sﬂ SﬁM

0 - 0 /2

+ - —m/4 <53 <0 | 7w/4< Py <72
+ 0 0 /4

+ + 0<93<m/4 0< By <m/4
0 0 0 0

- + —m/4<SB<0| —7/4<By <0

- 0 0 —7/4

- - 0< B<m/d | —m/2 <58y < —7/4

El eje principal mayor puede ser usado como eje de referencia tinico (del objeto)
para que a partir 8y se describa la orientacién del objeto dentro del plano. Nétese
que °fBy; no garantiza una orientacién tnica debido a la ambigiiedad existente en 7
[rad]. Esta ambigliedad puede ser resuelta usando el signo de los momentos de orden
tres, como se verd més adelante; o mediante la funcién “atan2( )” la cual da como

resultado un dangulo entre —m y 7 [rad].

Elipse imagen (image ellipse)

Los momentos de primer y segundo orden permiten definir una aproximacion iner-
cialmente equivalente del objeto original, conocida como la elipse imagen (Teague,
1980). La elipse imagen es un disco elipsoidal con la misma masa y momentos de orden
dos que el objeto original. Si esta elipse imagen se define a través de un semi-eje mayor

a 'y de un semi-eje menor b (ver Figura 11), entonces a y b pueden determinarse a partir
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Figura 11: Elipse imagen.

de los momentos hasta de orden dos mediante

S g + S oz + \/[S,uzo — Spp)? +4 SM112
a =
\ S ptoo/2

; Stigg + g — \/[S,uzo — Sppe)? +4 SM112
\ 5100 /2 '

Si adicionalmente se requiere que todos los momentos hasta de orden dos sean los
mismos tanto para la elipse imagen como para el objeto original, entonces se debe
centrar la elipse imagen en el centro de masas (o centroide) del objeto y girarla 3y,
[rad] de tal manera que el eje mayor de la elipse imagen se alinee con el eje principal

del objeto.

Radio de giro

Otra propiedad que puede ser determinada a partir de los momentos de orden dos
es el radio de giro de un objeto. El radio de giro de un objeto, alrededor de un eje, es la
distancia del eje a la linea donde toda la masa de dicho objeto puede ser concentrada

sin un cambio del valor del segundo momento alrededor de ese eje. En términos de
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momentos, los radios de giro 1y, y 14, alrededor de los ejes S; y S5, respectivamente,

S S mao v o, = S Moz
g1 — g2 — .
S Moo S Moo

El radio de giro alrededor del origen es el radio de un circulo centrado en el lugar

estan dados por

donde puede ser concentrada toda la masa de un objeto sin cambiar el segundo momento

alrededor del origen. En términos de los momentos centrales hasta de orden dos, este

[P0 + Fpon
BN

El radio de giro alrededor del origen r, posee la propiedad de ser invariante a

valor viene dado mediante

rotaciones del objeto.

I1.2.3 Momentos de orden tres

Los momentos centrales de orden tres “usy v “po3 describen la asimetria de un
objeto. La asimetria es una medida clasica de estadistica que da idea de la desviacién
de datos respecto a una media. Los coeficientes de asimetria para un objeto sj, sobre

el eje Sy si, sobre el eje Sy son expresados con

s s
H30 Ho3

2 M023/ 2

Skl =

S 03/2 y Sk2 - S

Los signos de los coeficientes son una indicacion del lado del eje donde se presenta
la asimetria, segin se muestra en la Tabla II. Cabe notar que s;, = 0 0 s;, = 0 no

garantiza que el objeto sea simétrico.

Como se mencioné previamente, los momentos de orden tres pueden ser utilizados
para resolver la ambigiiedad existente en la determinacion del angulo del eje principal
de un objeto. Primero se debe destacar que una rotacién de 7 [rad] de un objeto en el

plano cambia el signo de los coeficientes de asimetria en ambos ejes; luego, el signo de
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Tabla II: Asimetria basada en los signos de sg, y Sg,.
Sk, Asimetria Sk Asimetria
+ | Al lado negativo de Sy + | Al lado negativo de S;
0 | Simétrico respecto a S 0 | Simétrico respecto a Sy
- | Al lado positivo de Sy - | Al lado positivo de S}

los coeficientes de asimetria sélo depende del signo de sy v ° 103, ya que tanto g
como gy siempre son positivos. Entonces, por ejemplo, si el objeto es rotado tal que
el eje principal mayor sea coincidente con el eje S}, entonces el signo de i3y puede ser

utilizado para distinguir entre las dos posibles orientaciones.

I1.2.4 Invariantes

Basado en la teoria de invariantes algebraicos, el estudio de invariantes en los mo-
mentos de imagen fue introducido por Hu (1962). Bésicamente, un invariante es una
combinacién relativa o absoluta de momentos cuyo valor permanece sin cambio al apli-
carle una transformacién al objeto, por ejemplo una traslacién, una rotaciéon o un
escalamiento. Enseguida se veran diferentes combinaciones de momentos que son in-

variantes ante una o mas de estas transformaciones.

Invariantes a traslaciones

La traslacion de un objeto Og en un plano S; — Sy con funcién de distribucion de
densidad f(S7,S2) es una transformacién que resulta en una nueva funcién f'(Si, Ss)

definida como

f/(Slv 52) = f(Sl - tsl’ 52 - t52>

donde tg5, € IR y tg, € IR denotan la traslacién en Sy y Ss, respectivamente.

De hecho, los momentos Sm;j del objeto trasladado estdan dados en funcién de los
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momentos originales ®m;; mediante

S 1 d d U '] i—k i—1 S
m;; = [ts, ] " [ts, [ “mp.
k=0 =0 k l

Un invariante a traslaciones es aquella combinacién de momentos que mantenga
constante su valor ante este tipo de transformacién en el objeto. La tnica forma de
lograrlo es moviendo el origen del plano al centroide del objeto. De esta manera y
de acuerdo a su definicién, los momentos centrales son invariantes a traslaciones del

objeto.

Invariantes a traslaciones y rotaciones

Una rotacién de 6,,; € IR alrededor del origen del plano S; — S5 de la funcién de
distribucién de densidad f(.S1, .S2) del objeto Og resulta en una nueva funcién f'(.S1, Ss)

definida por
1'(S1,82) = f(S1c08(0rot) + Sasen(0,o;), —S18en(0r0) + S2 cos(0r0r)).

S

En particular, los momentos del objeto transformado mediante esta rotacién “mj;

son expresados en términos de los momentos originales del objeto Sm;;, a través de
i J

) j . , .
Smj; = <k:> (l) [— 17" [cos(Bror) " sen(Bro ) Sy gt psr

k=0 1=0
Note que los momentos del objeto rotado son una combinacién de los momentos
originales del objeto del mismo orden o menor.

Invariantes ante sélo rotaciéon son dificiles de conseguir. Los siguientes son los

primeros cuatro invariantes tanto a traslaciones como a rotaciones encontrados por Hu
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S¢rot1
S¢rot2
S¢rot3

S¢rot4
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% 2o + ° oz

[ 20 — “po2)” + 4 SM112

[Ppso — 3 “pa2)® + [3 piar — " pugs)?
[* 10 + ) + [Ppior + % paos]*.

Invariantes a traslaciones, rotaciones y cambios de escala

Un cambio de escala de un objeto Og con funcién de distribucién de densidad

f(S1,Ss) en el plano S; — Sy produce una nueva funcién f'(Sy, Se) definida mediante

f/(Sh 52) - f(Sl/aescla 52/a6302)

donde s, € IRy s, € IR son los factores de escala sobre S y Ss, respectivamente.

Los momentos del objeto transformado Sm;j pueden ser expresados en funcién de

los momentos originales del objeto “m;; como

S Kesey

aes

i+1 i+1 S . :
aescg] mij7 S1 aescl 7é aescg

i+j+2 S
JHIT2 Sy

i S Qesey = Mesey = esc

De manera similar, si Qese; = Qlese, = Qese, €ntonces

En particular

S,U/;] — aesci+j+2 S,Ufz] (21)

S,ué]() - aescz SMOOv (22)

lo que conduce a los siguientes invariantes tanto a traslaciones como cambios de escala
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(Sossa, 2006):

S
s _ Hij
Nesc;; — ENEE

S,UOO

para 1+7=2,3,...;

puesto que de (21) y (22)

S
S L;J
MZ] . aesci+j+2
ity - Syl ity
S +1 Hoo +1
Hoo > [—aescz] 2

it S
+7+ :uij

. aesc
o i+j+2s ’ i+j+1
85; II"LOO 2
!
_ i
= — =i
S,/ +1
Moo °

Finalmente, intercambiando los momentos centrales de las ecuaciones de los inva-
riantes ante traslaciones y rotaciones por el correspondiente o Nesci; S€ obtienen los siete

invariantes a traslaciones, rotaciones y cambios de escala de Hu:

Sheser = “Nescar + “Nescos

SGeses = [Nesers — “eseon)® + 4 esers

SPescs = [MMescar — 3 TMescrn]” + 3 FNescar — “Nescos]”

Sescs = [Meseao + “Mesera]” + [Nesear + “Nescos)’

Sescs = [Mesear — 3 “Mesera) PMescar T “Mescrs) [ Meseao + “Nesern)” = 3[*Nesear + *Neseas]’] +
[3 Nesear — “Mescos) [“Nesenr + “Meseos) [3[ Meseso + “Nesera)” — [TMesear + “Neseos)]

Sescs = [ Meseas — Mescos] [[PMescsn T “Mesers)” — [Plescar + “Mescos)| +

n I

Nesci1 [57785030 + 37765012] [SneSCm + Snesco:s]
S¢6867 = [3 57768621 - 57768630][57768630 + 57768612] [[57768630 + 57768612]2 - 3[577@ch1 + 57768603]2] +

3 Snescw - 87768630][57768621 + 57768603] [3[57788630 + 57768612]2 - [57768621 + 57768603]2] .

I1.2.5 Transformacion de momentos

En esta subseccién se detalla la transformacion entre los momentos Cartesianos

bidimensionales de un objeto planar con forma arbitraria Op (respecto a un plano
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01 — Os) y los momentos de imagen producto de la proyeccién de este objeto Op en
O, en el plano de imagen y; — y2. Para este efecto, se considera una cdmara con lente
delgada (como la descrita en la Subseccion 11.1.3) en una configuracién tal que su eje
Optico sea perpendicular al plano O; — Oy del objeto. La intencién de este andlisis es
obtener resultados con la posibilidad de ser aplicados al control de movimiento planar

tanto de manipuladores como de robots méviles (Bugarin y Kelly, 2007).

Figura 12: Vista del objeto perpendicular al eje éptico de la camara.

En la Figura 12 puede observarse una vista del objeto perpendicular al eje 6ptico de
la caAmara. Note que se han colocado varios marcos coordenados Cartesianos: el marco
del objeto Yo atado, precisamente, al objeto; el marco del mundo Yy fijo en algin
lugar de la escena o espacio de trabajo; el marco de la camara ¥¢; y el plano de imagen
y1 — y2. La variable # denota la orientacién del marco del objeto respecto al marco del
mundo, 1 representa la orientacion también del marco del objeto pero ahora respecto
al plano de imagen y ¢ es el giro del marco de la cdmara respecto a Ws; de tal manera
que 0 = ¢ + ¢.

Un punto o = [zo, o, xo3]T en el objeto, respecto a Yo, puede ser transformado

a Xy mediante

xw = RS (0)xo + O (23)
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donde el vector O% denota el vector de posicion del origen Yo respecto a Xy y

cos(f) —sen(d) 0O
RS(0) = | sen(d) cos(d) 0
0 0 1

representa la matriz de rotacién del marco ¥ respecto a Xy .

A su vez, el vector Ty = [zw, Tw, Zw,]" puede ser transformado a coordenadas

del marco de la camara a través de
zc = RS, (¢) [zw — O] (24)

donde O%, es el vector de posicién del origen de X respecto a Yy v

cos(¢) sen(¢p) 0
R{y(¢) = |sen(¢) —cos(¢) O (25)
0 0 -1

es la matriz de rotacién del marco de la caAmara respecto a Xy .

Para este caso particular, las componentes del vector ¢, después de sustituir (23)

en (24) y simplificar, son

e, = COS(¢)$01 - Sen(ong +
o, = —Sen(¢)$01 - COS(¢)£O2 + 2
donde
a1 = cos(0)[Oy, — Of,] +sen(9)[0f, — Of,]

¢ = sen(6)[0F, — OF,] — cos(6)[0F, — OF,.
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De esta manera, el mapeo de un punto & en el objeto (respecto a ¥p) al plano de
imagen es obtenido a través de las transformaciones de coordenadas (23) y (24), y del

modelo de la cidmara con lente delgada (15), el cual es nuevamente descrito aqui:

y =
Y2
a\ [xcl Uo

— +
[EC3—)\

xXr Cs Vo

donde « es el factor de conversion de metros a pixeles, A es la distancia focal de la lente,
el vector [ug wv]” denota el centro de la imagen y ©¢ = [x¢, o, o]’ es el vector de
posicién del punto @ respecto al marco de la camara; el cual es expresado en (26) de

manera simplificada.

Observe que para la configuracién de la camara adoptada, la profundidad z¢, de
todos los puntos en el plano O; — Oy es la misma. Para simplicidad en la notacién

defina
a

VZxog—A’

la cual, entonces, es una constante. Por lo tanto el modelo de imagen, para la configu-

racion de la camara adoptada, puede ser expresado como

(27)

Ahora, segin (16), los momentos Cartesianos bidimensionales “m;; del objeto Op

respecto a O; — Oy son obtenidos mediante

Omij = // J,’ioll’jo2 dOl dOQ, (28)
Oo

donde, en este caso, f(O1,02) = 1 para un punto o contenido en Oy y nula para

cualquier otro caso. Y, de acuerdo a (17), los momentos de imagen Ym;; del objeto O,
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respecto a y; — Yo se encuentran a través de

Yy = / /O yiys dyy dys. (29)

El propésito es encontrar una relacion entre los momentos Cartesianos del objeto y
sus respectivo momentos de imagen. Para este fin, considere el siguiente teorema para

el cambio de variables en las integrales multiples, cuya prueba puede consultarse en

(Swokowski, 1988).

Teorema 1. Si S; = g(Uy, Us) y Sa = h(Uy, Us) es una transformacién de coordenadas

de Xy a Xg, entonces

(51, 52)

2LV U, d
(U, Us) Uy dU;

/ f(Sl, 52) dSl dSQ = :]:/ f(g(Ul, Ug), h(Ul, Ug)) ‘
Og Oy

donde Oy es el objeto respecto a Xy, Og es el objeto transformado de ¥y a Yg y

‘6<51,52> [ e
a(U17U2> g—gﬁ g—gi

es el determinante del Jacobiano de la transformacion.

Se escoge el signo positivo o el signo negativo dependiendo de que, si cuando un
punto [U; Us)T recorre la frontera de Op una vez en el sentido positivo, el punto
correspondiente [S; SQ]T traza la frontera de Og una vez en la direcciéon positiva o en

la direccion negativa, respectivamente. ANAN

El sentido (o direccién) positivo a lo largo de la frontera de Oy es tal que cuando un
punto [U; Us]? recorre dicha frontera, el objeto Oy queda siempre a la izquierda. Con el
sentido negativo, Oy queda a la derecha. Asi mismo, se requiere que la transformacion
de Oy a Og sea de manera biunivoca y que el objeto Oy tenga una frontera formada por
una curva cerrada simple que sea regular por partes y que esta curva sea transformada

en la frontera de Og. Para el caso de la transformacién de momentos planteada, esto
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se cumple si v > 0, es decir, cuando, para cuestiones practicas, el objeto de interés esta

enfrente de la camara, estd dentro del campo de visién y no es ocluido.

Por lo tanto, siguiendo el Teorema 1 y utilizando (27) y (29) tenemos que

my = // [z, + uo)' [ywe, + vo)’dOr dO,
Oo

= [ | breostw)ao, — rsen(v)so, + 161 + o) -
0o .
[—ysen(¢)zo, — v cos(¥)xo, + Yea + 1o’ dO; dO;

donde el determinante del Jacobiano de la transformacién es

‘ a(yl 9 y2)
9(01,09)

) ' [—vsen(w) —vcosw)] ‘ -
_yeos($)  ysen(s) o

(30)

Note que se ha seleccionado el signo negativo en la aplicacién del teorema debido

a que el eje C3 del marco de la camara y el eje O3 del marco del objeto apuntan en

direcciones opuestas y esto provoca un sentido negativo en el movimiento de un punto

en la frontera del objeto.

De acuerdo al teorema multinomial y a la ley distributiva para sumatorias multiples

(ver Apéndice B), (30) puede ser expresada como

1!

my = [ [Z il eos)ro  sen()no] e + uol*

1okl
oy oa ks kilkolks!

jl

[ AT [—ysen(v)zo,]" [=y cos(¥)zo,]" [yez + vo]
Loy TTETET

i i
=2 D kl!k;!kg!ll] [ cos(v)]" [=ysen()]™2 [yer + uo]™ -

151151
k1,ka,ks l1,l2,l3 23

—sen ()] [=ycoso) s+l [ [ ettt aor do,
o

dO; dO,



PP kllk2|k3111112113 [y cos(49)]F [—ysen()]*2 [yer + uo*?

k1,ka,ks l1,l2,l3

[—sen ()] [— cos(1)]2 [yes + v0)® Oty kot

52

(31)

donde ki, ko, ks, l1, ls y I3 son enteros no negativos tales que ky + ko + k3 = ¢y

l1 + 13+ I3 = j. Note que en el tltimo paso se utilizé (28).

De esta manera se muestra que mediante (31) los momentos de imagen de un ob-

jeto plano con forma arbitraria, en la configuracién adoptada, pueden ser determi-

nados a partir del previo conocimiento de los momentos Cartesianos de dicho objeto

respecto a su plano de definicién. Por supuesto, también puede ser necesario conocer

los parametros de la camara y la postura del marco de objeto ¥ respecto al marco de

la camara >¢.

Particularmente, las transformaciones entre momentos hasta de orden dos estan

dadas mediante las siguientes ecuaciones:

Ymo
Ymyg
Ymoy

ymn

Ymag

Ymgg

2 0
Y Moo

v cos(yh) Omag — yPsen(¥) “mor + 2 [ver + uo] “moo

—y’sen(y) Dmag —~° cos() “mor + 72 [yez2 + vo] “mao

—*sen(1)) cos(1h) P + 'sen(v) cos(¢) “mea+
7 sen?(v)) — cos? (1)) Omay+

+v3[ye2 cos(¢) + vg cos(1) — yersen(vh) — ugsen ()] Omyg+

+93 [—yegsen () — vosen () — yey cos(v) — ug cos(1h)] Cmor+

+7*[y*c1c2 + yervg + yeaug + ugvo) g

v cos®(1h) Pmag + v'sen®(¥)) “moz — 2v*sen() cos(yp) “mai+

+93[2v¢; cos(1p) + 2ug cos(1p)] Omyg+

+7°[=2versen(¢) — 2ugsen(y)] Dmor+

+v2 2 + 2yerug + ud] Cmog

vsen® (1) “mag + 7" cos*(¥0) “moz + 2v*sen(v) cos(yp) Cmy+
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+7°[=27¢psen(¢) — 2vpsen ()] Pmag+
+9°[=27ez cos() — 2vg cos()] “mor+
] o]

+v2 22 + 2yeaup + v3] Omgo.

El centroide del objeto en el plano de imagen es

-ygl
Y, =
_yg2

[ Ymyg/Ymgo
| Ymo1 /Yo

[ cos(t)g0, — y5en($)40, + 71 + g

| _'YSen(Q/’)xgol -7 COSW’)‘%OQ + ¢ + Vo

cos(y))  —sen(1)) yer + ug
= 7 Zyo + (32)
—sen(y)) — cos(1) Yeo + g
donde
_xgol ]
Logo =
L Tgo,

_Omw/ Omoo
_Om01 / Omoo
es el centroide del objeto en Y.

Es claro, para este caso, que la transformacion inversa existe y estd dada por

yer + o

. :1[“““” ‘Se““”’] [y ]
oy —sen (1)) —cos(y)

Yc2 + Vg
Invariantes a traslaciones

Si los momentos son referidos al centroide del objeto entonces estos momentos son

invariantes a traslaciones y son conocidos como los momentos centrales ®j;; del objeto
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Os respecto a Yg. De acuerdo a (18) los momentos centrales Cartesianos ©pu;; del

objeto Op respecto a O — O, se determinan mediante

= // [T0, = g0, '[T0, — 4o, dO1dO, (33)
Oo

donde f(O1,0,) se define como en (28). Y los momentos centrales de imagen Yy;; del

objeto O, respecto a y; — ya, de acuerdo con (19), se calculan con

/ / ygl ygz]jdyl dys. (34)
Oy

Utilizando (26), (32) y aplicando nuevamente el Teorema 1, (34) queda

g = 7 [ [ lreos(u)ino, =y, = 15en(s) o, — 1y, 1)
[—sen(v)[ao, — g0, ] =7 cos(¥) 20, — 740, |] d01dOs. (35)

Finalmente, mediante el teorema multinomial, la ley distributiva para sumatorias
multiples (ver Apéndice B) y (33); a partir de (35) los momentos centrales de imagen

pueden expresarse en forma explicita de la manera siguiente:

w =2 [Z i [ sl — g, [—vsen<w>[x02—x902]}’“2] -

[Z 1,1, /78611 )[xOl - Jjgol]]ll [_7 Cos(lp)[l‘o2 — ‘rg%]}h] d0,dO,

= Y S b s sen () asen (o)) [ cos()]” -

k1,k2 l1,l2

// 3301 - xgol]kl+l1[x02 Lgo, ]k2+l2 d01dO,
Oo

= QZZW% cos(1)]1[—ysen (1) -

k1,ko 11,12
[ ’ysen(w)] [—VCOS(W] :uk1+11,k2+l2 (36)
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donde kq, ks, 1 v I3 son enteros no negativos tales que k1 + ko =iy [y + I = j.

Especialmente, las transformaciones de los momentos centrales hasta de orden dos

son:
Yo = 72 OMoo
Yo = 0
Yy = 0

Yuir = ' [=sen(y) cos(¥) o + sen(v)) cos(ph) @ piga + [sen® (1) — cos® ()] pui]
Yoo = v © 120 + sen®(¥) piop — 2sen(v) cos(v) puay]

(
Yige = 74[sen2(¢ 190 + cos? (1)) 1oy + 2sen (1)) cos(v)) O,ull].

Ahora bien, la orientacién del eje principal del objeto estd dada por

1 s
S — 2
ﬁ - 5 tan 1 ( SH20—Hslllio2 ) :

Es de notarse que la transformacién entre estos parametros tiene la siguiente relacién
v =—[8+8, (37)

es decir, con la orientacion del eje principal del objeto en cada marco se puede deter-

minar la orientacién v del plano O; — O, en el plano de imagen.

Invariantes a traslaciones, rotaciones y cambios de escala

En primera instancia, considérese la invarianza a traslacion y rotacién. El primer

invariante de Hu con esta propiedad (ver Seccién 11.2.4) estd dado por

S S S
¢r0t1 = ,u20+ Ho2,
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el cual tiene la siguiente transformacion

y¢rot1 - 74 O¢rot1'

Debido a la configuracién adoptada (eje éptico de la cdmara perpendicular al plano

del objeto), es claro que estas transformaciones deben tener una relacién constante.

Finalmente, en un sentido similar, se puede deducir que todo invariante a trasla-
ciones, rotaciones y cambios de escala deben ser iguales en ambos marcos (2o y y1 —¥2);
por ejemplo, en el caso de los siete invariantes a traslaciones, rotaciones y cambios de

escala de Hu, se tiene que

yéesci - O¢esci

parat=1,2,3,...,7.

II.3 Modelado del robot manipulador

Figura 13: Estructura mecénica de un robot manipulador de n g.d.l.

Un robot manipulador, o simplemente manipulador, es un brazo mecanico com-
puesto por eslabones rigidos conectados en forma serial a través de articulaciones desde
una base “fija” hasta el tltimo eslabéon denominado érgano terminal. Si cada tipo de

articulacion tiene sélo una direccién de movimiento (articulacién prismética o trasla-



o7

cional) o un solo eje de giro (articulacién rotacional), entonces el nimero de articula-
ciones representa los grados de libertad (g.d.l.) del manipulador (Arimoto, 1996). La
Figura 13 muestra la estructura mecanica de un manipulador de n g.d.l. Tradicional-
mente, un marco de referencia Cartesiano ¥y se coloca en algtin lugar de la base del
robot y los eslabones se numeran consecutivamente desde la base (Eslabén 0) hasta el
6rgano terminal (Eslabén n). Las uniones o articulaciones definen los puntos de con-
tacto entre los eslabones y se numeran de tal forma que la unién 7 conecta los eslabones

1 e 17— 1. De esta manera, un manipulador posee n + 1 eslabones y n articulaciones.

El conjunto de variables fisicas que pueden convenientemente expresar la postura
(posicién y orientacién) de un manipulador son llamadas coordenadas generalizadas
(Arimoto, 1996). Las coordenadas generalizadas son completas si para cada configu-
racién (postura) del robot diferente las coordenadas toman valores diferentes. Si un
subconjunto de un determinado conjunto de coordenadas generalizadas se mantiene fijo
mientras las coordenadas restantes pueden variar continuamente, entonces las coorde-

nadas generalizadas son llamadas independientes.

Comunmente, el vector de coordenadas generalizadas para un robot manipulador lo
constituye el vector de coordenadas articulares q, que para un robot de n articulaciones

(n g.d.l.) tendrd n elementos:

q1
q2

Gn |

Sin embargo, desde un punto de vista practico, es mas conveniente utilizar las
coordenadas operacionales, ya que éstas determinan la postura del 6rgano terminal
directamente en el espacio tridimensional donde la tarea del manipulador es especi-
ficada. Dichas coordenadas establecen la posiciéon del 6rgano terminal mediante un
nimero minimo de coordenadas respecto a la geometria de la estructura y la orientacién

en términos de una representaciéon minima. Una representaciéon minima describe la
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rotacién del marco del 6rgano terminal 3o (ver Figura 13) con respecto al marco de la
base Yy, como por ejemplo mediante los dngulos de Euler o los 4ngulos RPY (Sciavicco
y Siciliano, 2000). Las coordenadas operacionales se agrupan en el vector de coorde-

nadas operacionales:

X1

€2

Tm

donde m < n. Si se requiere establecer cualquier postura para el érgano terminal en el

espacio Euclidiano tridimensional, entonces m = 6.

I1.3.1 Modelo cinematico

El modelo cinematico directo de un manipulador describe la relacién de la postura
(posicién y orientacién) del 6rgano terminal del robot & € IR™ en funcién del vec-
tor de coordenadas articulares g € IR", es decir, el modelo cinemético directo de un

manipulador puede ser expresado como

x = f(q).

La funcién vectorial f(-) es no-lineal en general pero su obtencién es metédica

(aunque laboriosa, a excepcién de casos simples).

Un manipulador se dice que es cinemadticamente redundante si posee un nimero de
grados de libertad mayor que el nimero de variables necesarias para describir una tarea
dada (Sciavicco y Siciliano, 2000). De esta manera, un manipulador es intrinsecamente
redundante si m < n. La redundancia es un concepto relativo a la tarea asignada al
manipulador; por ejemplo, considere un manipulador de 3 g.d.1 (n = 3) que se mueve
en el plano, si tanto la posiciéon como la orientacién es definida en la tarea a desarrollar

entonces m = n = 3 y el manipulador no es redundante, en cambio, si sélo la posicion
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es tomada en cuenta en la tarea a desarrollar entonces m = 2 y el manipulador, en este

caso, si es redundante.

El modelo cinemadtico inverso consiste en la relacién que determina el vector de coor-
denadas articulares correspondiente a una postura del 6rgano terminal del manipulador,

es decir, la relacién inversa del modelo cinemético directo, esto es,

q=f"(=).

El modelo cinematico inverso es complicado de encontrar debido a que las ecuaciones
inmiscuidas son no-lineales en general y no siempre es posible encontrar una solucién

en forma cerrada; incluso puede tener ninguna o multiples soluciones.

Por otra parte, la cinemdtica diferencial de un manipulador determina la relacién
existente entre las velocidades articulares q y las correspondientes velocidades trasla-
cionales vy v angulares wy del érgano terminal del robot. Dicha relacion estd dada en

términos del Jacobiano geométrico J,(q) € IR®™ mediante (Sciavicco y Siciliano, 2000)

Yw .
— JGW (q)qv (38)
ww
o equivalentemente,
Uw JGvW .
= q
Wy JGuww

donde Jau, € R*™ y Jow, € IR*™" representan las matrices relacionadas con la
contribuciéon a la velocidad lineal vy y angular wy de las velocidades articulares g,

respectivamente.

Si la postura del érgano terminal es expresada mediante una representacion minima
en el espacio operacional, es posible encontrar el Jacobiano geométrico a través de la

diferenciacién de la cinematica directa; el Jacobiano resultante es llamado Jacobiano
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analitico dado por

f (q)

JA(CI) = Tq’

el cual se relaciona con el Jacobiano geométrico mediante

I 0

J
0 T(q) A(q)

Jaw(q) =

donde T'(q) es la matriz de transformacién que depende de la parametrizacién de la

orientacién del 6rgano terminal del manipulador.

El Jacobiano geométrico depende del marco coordenado en donde la velocidad del
organo terminal es expresado; si se desea expresar en un marco coordenado diferente

Ys, es suficiente conocer la matriz de rotacién entre los marcos Rj,, de tal manera que

RST 0

| Jow
Y
0 RS,

Jas =

puesto que la relacién de velocidades del 6rgano terminal entre ¥g y Yy, esta dada por

vs RST 0 o
Wy B 0 R%,T Wy ’
y sustituyendo (38) tenemos

Vs R%T 0 J

= Gw d
wgeg 0 R%T v

Jog
= Jqu

Finalmente, aquellas configuraciones en las que el Jacobiano geométrico pierde rango
son llamadas singularidades cinemdticas. Encontrar las singularidades de un manipu-

lador es de gran interés debido a lo siguiente:
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(a) Las singularidades representan configuraciones en las que la mobilidad del mani-
pulador es reducida, por ejemplo, no es posible imponer un movimiento arbitrario

al 6rgano terminal.

(b) Cuando el manipulador estd en la singularidad, pueden existir un nimero infinito

de soluciones en el modelo de la cinemdtica inversa.

(c) En la vecindad de una singularidad, pequenas velocidades en el espacio opera-

cional pueden causar grandes velocidades en el espacio articular.

I1.3.2 Modelo dinamico

El modelo dindmico de un manipulador describe la relacion existente entre el movi-
miento de la estructura del manipulador y los pares o fuerzas aplicadas en cada articu-
lacién por los actuadores. La formulacion Lagrangiana ofrece un método donde las
ecuaciones de movimiento pueden derivarse de un modo sistematico independientemente
del marco coordenado de referencia. Dicha formulacién se realiza en base a los conceptos

importantes de energia cinética y energia potencial (Kelly y Santibanez, 2003).

El Lagrangiano £(q,q) de un manipulador de n g.d.l. es la diferencia entre su

energfa cinética (g, q) y su energia potencial U(q, q):

L(q.q) = K(q,q) —U(q,q). (39)

Las ecuaciones de movimiento de Lagrange son expresadas por

d {M(q,q)} _0L(q,49)
dt 0q 0q

donde 7 € IR" es el vector de pares y fuerzas aplicacadas en las articulaciones por los

actuadores.
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Considérese la estructura mecanica de un robot manipulador de n g.d.l. libre de
friccién, con eslabones rigidos y con articulaciones rotacionales y prismaticas; como la
mostrada en la Figura 13. Nuevamente, dendtese por q y ¢ a los vectores en IR" de

posicion y velocidad articular, respectivamente.

La energia cinética K(q, q) asociada al manipulador puede expresarse mediante

1

K(q,q) = §qTM(q)q

donde M(q) € IR™™" es una matriz simétrica y definida positiva llamada matriz de
inercia. La energia potencial no tiene una forma especifica como el caso de la energia

cinética, pero se sabe que depende del vector de posiciones articulares gq.

El Lagrangiano £L(q, ), dado por (39), para este caso resulta

£(a.4) = 3a"M(@)a ~ Ula.q)

Lo que conduce a las siguientes ecuaciones de movimiento de Lagrange

2 armaal | - 2| Lararga) + X9~ -
q q q

Por otro lado, puede verificarse que

5o [sam@d) = wr@a
i |og [ | = w@a i

De esta forma, las ecuaciones de movimiento de Lagrange son expresadas mediante

oU(q)
oq

Mgy + (@)a - 5 o [a" Mlga] + 2D —
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o de manera compacta

M(q)g+C(q.q)g+g(q) =7 (40)
donde
Cla-a = Ma)a— o [ M@
9(q) = (%8{721)

La Ecuacién (40) es el modelo dindmico para un manipulador de n g.d.l. Notese
que este modelo es expresado mediante una ecuacién diferencial no lineal en el estado
[qT qT}T. C(g,q)q es un vector en IR" llamado vector de fuerzas centrifugas y de

Coriolis y g(q) € IR" es el vector de fuerzas o pares gravitacionales.

Cada elemento de M(q)q, C(q,q)qy g(q) es, en general, una funcion relativamente
compleja de las posiciones y velocidades articulares que, evidentemente, depende de la

geometria de la estructura del manipulador al cual modelan.

Tres propiedades importantes de la dindamica de un manipulador son las siguientes

(Spong y Vidyasagar, 1989):

Propiedad 1. La matriz de inercia M(q) € IR™™" es una matriz simétrica definida
positiva cuyos elementos son funciones solamente de q. La matriz M (q)~! existe y es

definida positiva.

Propiedad 2. La matriz asociada a las fuerzas centripetas y de Coriolis C(q, q) vy la

derivada con respecto al tiempo de la matriz de inercia M (q) satisfacen

|1 N .
fﬂiM@%—C@A)qZO,V%qGBH (41)

Propiedad 3. La matriz asociada a las fuerzas centripetas y de Coriolis C'(q, ¢) satis-
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face

C(g,0) =0, YqeR" (42)

I1.4 Modelado del robot movil tipo uniciclo

A diferencia de un robot manipulador, un robot mévil posee la capacidad de despla-
zarse dentro de su medio ambiente o espacio de trabajo. En esta seccion se describira
el modelo cinematico del robot mévil tipo uniciclo, el cual es un robot mévil con 2
ruedas accionadas independientemente. La estructura mecanica del robot mévil tipo
uniciclo, o simplemente uniciclo, se presenta en la Figura 1.(c). La configuracién del
uniciclo es representada mediante la posicién y orientacion de su cuerpo principal en el
plano y tiene disponibles dos entradas de velocidad para controlar su movimiento. Este
arreglo enmarca, de una manera sencilla, muchos de los vehiculos robéticos actuales; atin
mas, este robot es el vehiculo noholonémico mas simple que muestra las caracteristicas

generales y la dificil maniobrabilidad de sistemas con dimensiones mayores.

La naturaleza noholonémica del uniciclo estd relacionada con la suposicion de que
las ruedas del robot giran sin deslizarse. Esto implica la presencia de un conjunto
no-integrable de restricciones en las variables de configuraciéon. Estas restricciones
noholonémicas reducen los movimientos instantaneos que el uniciclo puede realizar,
sin embargo, todavia permiten controlabilidad global en el espacio de configuracion.
Esta caracteristica singular conduce a retos importantes en la sintesis de controladores
retroalimentados, de hecho, las aplicaciones de los uniciclos han disparado la busqueda
de tipos novedosos de controladores retroalimentados que pueden ser utilizados también

en sistemas no lineales més generales (De Luca et al., 1998).



65

Zy x 7V1
Figura 14: Estructura simplificada de un robot mévil tipo uniciclo.
11.4.1 Modelo cinematico

La principal caracteristica del modelo cinematico del robot moévil tipo uniciclo es la
presencia de restricciones noholonémicas debidas a la condicion de giro sin deslizamiento
entre las ruedas y el piso. La estructura simplificada del robot mévil tipo uniciclo es
representada mediante una rueda que gira en el plano mientras mantiene verticalmente
su cuerpo, segun se puede observar en la Figura 14. La configuracion del uniciclo
puede ser descrita mediante un vector de coordenadas generalizadas compuesto por la

5

posiciéon® xw = [rw, xw,|T del punto de contacto con el piso respecto a un marco

coordenado fijo Xy v por el angulo € que denota la orientacion de la rueda respecto al

eje Wi.

La derivada con respecto al tiempo de las coordenadas generalizadas, es decir, las
velocidades generalizadas no pueden tomar valores independientes; en particular, las
velocidades generalizadas deben satisfacer la restriccion

Tw,
[sen(f) —cos(@) O] [zw, | =0, (43)
0

>Con abuso de notacién sélo se muestran dos componentes para xy y convenientemente xy, = 0.
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implicando que la velocidad lineal del centro de la rueda se encuentre en el plano de la

rueda (velocidad lateral nula).

La Ecuacién (43) es un ejemplo tipico de una restriccién Pfaffian A(€)€ = 0, esto
es, lineal en las velocidades generalizadas. Como consecuencia, todas las velocidades

generalizadas admisibles estan contenidas en el espacio nulo de la matriz restriccién

A(&). En este caso se obtiene (Canudas de Wit et al., 1996; Dixon et al., 2001a)

Tw, cos(0) 0
% Tw, | = | sen(d) | ur+ | 0| us (44)
6 0 1

donde wu; y ug son la velocidad lineal y angular (respecto al eje vertical) de la rueda,
respectivamente. Debido a que la seleccion de la base para el espacio nulo de la matriz
restriccion no es unico, u; y us pueden tener significados diferentes. Mas atn, dicho
significado puede no tener relaciéon directa con los controles disponibles en el uniciclo;
como lo son, en general, fuerzas y pares. Por esta razén (44) es llamada el modelo

cinematico del uniciclo.

El modelo cinemético del uniciclo (44) corresponde a un sistema no lineal, con
menos entradas de control que coordenadas generalizadas y con la caracteristica de que

no existe movimiento si la entrada es nula (driftless).

Cabe destacar que la restriccién del sistema (43) invierte el orden de dificultad para
la especificacion de tareas en el robot. Para robots manipuladores, y en general para
todos los sistemas mecanicos con tantas entradas de control como coordenadas genera-
lizadas, el problema de regulacién es mas simple que el problema de seguimiento de
trayectoria. En contraste, para un uniciclo el problema de regulacion es mas complicado
que el problema de seguimiento de trayectoria. A grandes rasgos, esto es debido a que
para un uniciclo el caso de regulacion es un problema con dos entradas y tres estados a
controlar mientras que el problema de seguimiento resulta con dos entradas y dos salidas

a controlar (sélo la posicién se controla pues la orientacién se logra indirectamente).
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El sistema (44) linealizado es no-controlable por lo que los métodos lineales de
analisis y disenio no pueden ser aplicados; y tampoco existe un ley de control con-
tinua que incluya solo retroalimentacion de estados capaz de estabilizar el sistema a un
estado de equilibrio (Brockett, 1983). Este problema se ha resuelto utilizando retro-
alimentacion de estados variante en el tiempo, es decir, leyes de control que dependen
explicitamente, no sélo de los estados, sino también del tiempo (Samson, 1991; Cam-
pion et al., 1991; Canudas de Wit y Sgrdalen, 1992; Morin y Samson, 1996); o mediante
leyes de control discontinuas (Aicardi et al., 1995; d’Andrea-Novel et al., 1995).
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IIT Control servo-visual directo de manipuladores

planares

En este capitulo se aborda el problema de control servo-visual directo para la regu-
lacién de postura de un manipulador planar tanto en configuraciéon camara fija como
en configuracion camara en mano. Para efectos de simplificaciéon del problema, el eje

optico de la camara es perpendicular al plano de movimiento del robot.

La determinacién del movimiento de un robot mediante la estrategia de control
servo-visual se establece a través de caracteristicas de imagen obtenidas a partir de
objetos tridimensionales de interés localizados en la escena o espacio de trabajo. No obs-
tante, gran parte de la teoria desarrollada hasta el momento se basa en el uso de objetos
con geometria simple como puntos, lineas, cilindros y esferas (caracteristicas locales);
o, de acuerdo al conocido problema de correspondencia (seguimiento e igualacién), en
objetos mas complejos cuya proyecciéon al plano de imagen es procesada para finalmente

reducirlo a un objeto geométrico simple.

En contraposicién, los momentos de imagen representan caracteristicas globales
de un objeto de interés arbitrario proyectado en el plano de imagen. FEl principal
objetivo de este capitulo es extender el uso de objetos de interés simples hacia el uso de
objetos de interés mas complejos en el control servo-visual directo de manipuladores.
Particularmente, el objeto de interés serd un objeto plano con forma arbitraria y las
caracteristicas de imagen se obtendran a través de los momentos de imagen de dicho

objeto plano.

En el andlisis se considera el modelo dinamico del manipulador de n g.d.l., el cual

es expresado mediante (40) y descrito nuevamente aqui:

M(q)g+C(q,9)qg+g(q) =T (45)

donde g € IR" es el vector de posiciones articulares, 7 € IR" es el vector de pares
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aplicados, M(q) € IR™" es la matriz de inercia simétrica y definida positiva, C(q, q) €
IR™™ es la matriz asociada a las fuerzas centrifugas y de Coriolis y g(q) € IR" es el

vector de pares gravitacionales.

Los controladores disenados corresponden a la estructura de un controlador por
Jacobiano transpuesto que muestran robustez ante incertidumbres en los parametros
de la cAmara y en los pardmetros 3D del objeto de interés.

II1.1 Configuracion camara fija

I11.1.1 Formulacion

Figura 15: Vista del manipulador planar en configuraciéon camara fija.

Considere un manipulador planar de n g.d.l. y una camara fija observando al ma-
nipulador con un objeto plano de forma arbitraria atado en su érgano terminal. La
Figura 15 presenta una vista de este sistema robdtico. En esta figura también se puede
observar el marco coordenado de mundo Xy en la base del manipulador, el marco de la

camara ¢ fijo en algin lugar de manera que se proyecte en el plano de imagen y; — y»
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el objeto de interés y el marco del objeto ¥ atado al érgano terminal del manipulador
donde se localiza el objeto de interés. Note que se estd utilizando el modelo de imagen
de la cdmara con lente delgada descrito en la Subseccién 11.1.3 y que el eje 6ptico de la
camara apunta en direcciéon perpendicular al plano de movimiento del manipulador, de
esta manera los planos W7 — Ws, O1 — Oy, C1 — Cy 'y 41 — yo son paralelos entre si (esto
guarda correspondencia con el sistema descrito en la Subseccién 11.2.5). El dngulo ¢
denota la rotacién del marco de la camara respecto a W3, 6 es la orientacion del plano
01 — Oy respecto a Wy y b = 6 — ¢ es la orientacién del plano Oy — O, en el plano de
imagen. Puesto que el marco ¥p esta atado al érgano terminal, la posicién de éste (el

6rgano terminal) respecto a Ly es expresada mediante el vector Og, e IR

Esto indica que el modelo de imagen utilizado es expresado mediante (27), es decir,
un punto zo € IR?® en el objeto de interés Op respecto al marco del objeto ¥ se
transforma a coordenadas del marco de la cdmara en & € IR? y mediante el modelo de
la camara con lenta delgada, éste a su vez, se mapea al plano de imagen en un punto

y € IR%. En forma simplificada este modelo de imagen se describe nuevamente aqui:

[ECI
y=9
[E02

Ug

+ (46)

Vo

donde 7y es una constante en funcién de los pardmetros de la camara y [ug vo]? denota

el centro de la imagen.

Observe que si el manipulador planar es rotacional, es decir, con todas las articu-
. . n n
laciones rotacionales, entonces § = Y " ¢ — /2y Y = > ¢ —7/2 — ¢. De otra
manera, en la sumatoria sélo se incluirfan los dngulos de las articulaciones que fueran
rotacionales, si se denota por X, tal suma de angulos de las articulaciones rotacionales,

entonces tenemos

=%, —7/2 y =%, —7/2—¢.

Ahora defina un vector de caracteristicas de imagen s € IR" (r > m, donde m es la
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dimensién del espacio operacional) en funcién de los momentos de imagen Ym;; de la
proyeccion en el plano de imagen del objeto de interés. Note que también pueden ser
utilizados los momentos centrales de imagen ¥41,; debido a que existe una relacion entre
ellos expresada por (20). De acuerdo con (31) y (36) los momentos de imagen estén
en funcién de las variables ¢ y O?V, las cuales a su vez estan en funcién del vector de

posiciones articulares q; esto significa que

Asi, la variacién respecto al tiempo del vector de caracterisiticas de imagen § puede

determinarse mediante

donde
0s(q)

Js(Qaymij) = g

Obsérvese que la variacién respecto al tiempo de los momentos de imagen tanto
regulares como centrales también esta en funcién de los propios momentos de imagen,

segtin lo muestra (129) y (137) del Apéndice C.

Ahora bien, si se logra la siguiente factorizacién en el vector de caracteristicas de
imagen s:

s =7A(0)f(q), (47)

con A(¢) € IR™" una matriz ortogonal y constante, entonces

~ a2



= VA(@J((], ymij)q (48)
donde
g,y = 2L, (49)

Por otro lado, dendtese con s, € IR" el vector deseado de caracteristicas de imagen
que se supone constante. También se supone que existe al menos un vector de posiciones
articulares q,, desconocido pero aislado, donde el érgano terminal del manipulador
cumple con s;. Una manera de establecer la referencia s; es mediante el método de

ensenar-por-muestra (teach-by-showing) (Weiss et al., 1987).

Finalmente, defina el vector de error de caracteristicas de imagen § como

§=84— S.

Si s = vA(¢)f(q) entonces

8 =vA(9)[f(q4) — f(q)]. (50)

En resumen, el problema de control consiste en disenar un controlador para el sis-
tema recién descrito tal que determine los pares T para mover el manipulador de manera
que el vector de caracteristicas de imagen s alcance el vector de caracteristicas deseado
sy previamente establecido; esto es, el objetivo de control es llevar asintéticamente a
cero el vector de caracteristicas de imagen 8, lo cual es expresado mediante

lim 3(¢) = 0. (51)

t—o0



73

I11.1.2 Controlador

El controlador disenado corresponde a la estructura de un controlador por Jacobiano
transpuesto, el cual fue introducido originalmente por Takegaki y Arimoto (1981) y
aplicado al control servo-visual directo en el caso de caracteristicas de imagen puntuales
en Kelly (1996). Partiendo de que el vector de caracteristicas de imagen cumple con

s =vA(¢)f(q), lo cual es descrito en (47); el controlador es expresado mediante
T = J(g,"my;) K,A(9)" 8 — Kuq + g(q) (52)

donde K, € IR™" es una matriz simétrica y definida positiva llamada ganancia propor-
cional y K, € IR™™" es otra matriz simétrica y definida positiva denominada ganancia

derivativa.

Cabe destacar que el controlador necesita las mediciones de las posiciones articulares
q y de las velocidades articulares q, el conocimiento del vector de pares gravitacionales
g(q) y el célculo del Jacobiano J(g,¥m;;). Dicho Jacobiano, dependiendo de la seleccién
del vector de caracteristicas de imagen s, requiere de la medicién directa en el plano de
imagen de ciertos momentos de imagen y del previo conocimiento de algunos parametros
3D del objeto de interés, de la camara y del manipulador. Sin embargo, no es necesario

resolver la cinemética inversa del sistema robdtico.

El sistema en malla cerrada corresponde a una ecuacion diferencial auténoma no
lineal y se obtiene sustituyendo en el modelo dindmico del manipulador (45) el contro-
lador (52):

M(q)g + C(q,@)q = J(q,"my;)" K,A(9)"5 — K,q;

el cual, en términos del vector de estados [g7 ¢']" € IR*", se expresa mediante

e "1
dt | g M(q)~" [J(q,"mi;)" K,A(9)"5 — Kuq — Clq, 4)d]
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Los puntos de equilibrio del sistema en malla cerrada (53) satisfacen
a] [a
q 0

J(%ymij)TKpA(Cb)Tg(Q) =0.

donde g, € IR" es la solucién de

Supéngase que el Jacobiano J(q,¥m;;) es continuamente diferenciable con respecto

a cada elemento de q y que es de rango pleno en g = gq,; entonces el punto de equilibrio

HeH

es un punto de equilibrio aislado de (53), debido a que también se ha supuesto que

5(q) = 0 tiene solucién aislada en g = g,.

El analisis de estabilidad sera llevado a cabo mediante el método directo de Lya-
punov (ver por ejemplo Kelly y Santibanez (2003) y Vidyasagar (1993)). En este

sentido, considere la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

Vigs— a.d) = d M(@)a + 571F(a,) ~ S K, F(a,) ~ F(@),

la cual es una funcion definida positiva localmente ya que en el primer término, mediante
la Propiedad 1 del modelo dindmico del manipulador (ver Subseccién 11.3.2), M(q) =
M(q)" > 0; y en el segundo término v > 0, K, = KpT > 0 por disenio y se ha supuesto
que 3(q) = vA(9)[f(q,) — f(q)] = O tiene solucién aislada en g = g,. Note que se ha
utilizado (50).
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Derivando respecto al tiempo la funcién candidata de Lyapunov, se obtiene

V(g —q.9) =" M(q)g + %QTM(q)q +71f(a0) — F@] K[ f(aq) — f(@)] (54)

Note que f(g;) = 0y, de acuerdo a (49), f(q) = J(g.Ym;;)q; de esta manera,

sustituyendo esto dltimo y la ecuacién de malla cerrada (53) en (54), resulta

Viga—a.4) = 4" [J(q,"my)"K,A(9)"3 - K,g — C(q, q)q] +%GTM(q)c‘1—
(g, ng) ["K,[f(a0) — f(a)]
- T[ (@, K, A0)"5 — K] +7 |301(@) - Clani)| -
T (g, miy) K, [f(aq) — £(q)]
= q" [ (g, Ymij) K, A(0)"8 — 7T (q,"mi;) Kyl f(gq) — f(@)] — Kod] +
a BM(q)—c(q,q)] Q

Ahora, mediante la Propiedad 2 del modelo dindmico del manipulador (ver Sub-
seccion 11.3.2) y del hecho de que en relacién a (50): f(q,) — f(q) = %A(qb)Té, puesto
que A(¢) es una matriz ortogonal; la derivada respecto al tiempo de la funcién candi-

data de Lyapunov finalmente queda
Vg, —4.9) = —4"K.q.

Debido a que K, = KI > 0 por disefio, entonces V(qd — g, q) es una funcién
semidefinida negativa en forma global. Por lo tanto, se puede concluir, de acuerdo al

método directo de Lyapunov, que el punto de equilibrio

HeH

es un punto de equilibrio estable.
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Como se menciond, el sistema en malla cerrada es auténomo, por lo tanto se puede
estudiar la estabilidad asintética del punto de equilibrio mediante el teorema de LaSalle

(ver por ejemplo Kelly y Santibanez (2003) y Vidyasagar (1993)). Para este propésito,

-

se obtiene el conjunto invariante sobre el sistema en malla cerrada (53) como ¢ =0y

en la regién

:V(Qd—qaiI)—O}a

qg€R": J(q,Ymi;)"K,A(¢)"3(q) = 0. Y de acuerdo con las suposiciones impuestas
sobre J(gq,Ym;;) y 5(q), la dltima ecuacién se satisface en ¢ = g,. Por lo tanto, de

acuerdo al teorema de LaSalle, se demuestra que el punto de equilibrio

HeH

es asintéticamente estable en forma local, significando que lim; . [q; — q(t)] = 0 y
lim; ., g(t) = 0 siempre y cuando q; — q(0) y ¢(0) sean suficientemente pequenas.
Ahora, debido a que q; — g = 0 implica que f(q,) — f(q) = 0, entonces, de acuerdo a
(50), se tiene que f(q,) — f(g) = 0 es cierto si y sélo si § = 0; por lo tanto, el objetivo

de control (51) es satisfecho.

IT1.1.3 Anadlisis de robustez

Basado en el desarrollo realizado en Kelly (1996), en esta subseccién se analiza la
robustez del controlador (52) ante parametros 3D del objeto de interés y de la camara.
Para este andlisis, se utilizara el primer método de Lyapunov en lugar del método

directo de Lyapunov (ver por ejemplo Vidyasagar (1993)).

Basicamente, se analizard la incertidumbre ante ¢ y ante pardametros en el Jacobiano
J(g,Ym;;); por lo tanto sélo se cuenta con una estimacién ¢ del dngulo ¢ y con una

estimacién J(q,¥m,;) del Jacobiano J(q,¥m,;). Esto modifica la ley de control (52) a
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la siguiente:

T = J(g,'m;;)" K,A(6)"8 — K,q + g(q). (55)

El sistema en malla cerrada, para este caso, se obtiene sustituyendo el controlador

(55) en el modelo dindmico del manipulador (45), resultando
M(@)q +C(q.9)q = J(q."m) 'K, A(9)"5 — Kug;

el cual en términos del vector de estados [g° ¢']" donde ¢ = g, — q, se reescribe como

1 E PRI SN
A {q] Mg (@ mi)K,A(0)"s — Kug— Cla.q)d]

De esta forma, el sistema en malla cerrada es un sistema auténomo con un punto
de equilibrio en el origen.

Para efectos de linealizar el sistema (56), se aplicara el siguiente lema (Kelly, 1996):

Lema 1: Considere el sistema no lineal
= D(x)x + E(x)h(x) (57)

donde & € IR", D(x) y E(x) son funciones no lineales n x n de & y h(x) es una funcién
no lineal n x 1 de &. Suponga que h(0) = 0, por lo tanto & = 0 € IR" es un punto de
equilibrio del sistema (57). Entonces, el sistema linealizado de (57) alrededor del punto

de equilibrio & = 0 esta dado por
z=|D(0)+ E(0)=—(0)| z (58)

donde z € IR"™. ANAN

Siguiendo el Lema 1, definase & = [§g”7 ¢"]7, de tal manera que a partir de (56) y
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utilizando (50), tenemos:

[0 —I
D(xz) = . ]
|0 —M(q)~'[K,+ C(q,q)]
[0 0
E(a:) o 1 T
0 yM(q) 'J(q,¥mi;)" K,A(¢p)" A()
I 0
h(x) = ]
fla,) — f(a)

El Jacobiano de h(x) es

oh, . 0 0
a_w(w) - [J(q,ymij) 0] ‘

Consecuentemente con (58) y utilizando la Propiedad 3 del modelo dindmico del ma-
nipulador (ver Subseccién 11.3.2), el sistema en malla cerrada (56) linealizado alrededor

del punto de equilibrio [g7 ¢"]" = 0 resulta

Il
|

[O 'VM qd (Qd>ymw ) KpA(Cg)TA(QS)
[0 s,
+

0 —M(q 1K,

0 0
YM(q,) T (qq, ¥mi*) T K, A(0)T A(6) T (qq, Ymis”) O” ©
[ 0 —I
“YM((]d)_lj((Ida ymij*)TKpA($>TA(¢)J(qdu Ymy*) —M(g,) 'K,

g o)
J(Qdaymij*) 0

donde Ym;;* es igual a Ym,; evaluado en q = gq,.
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Ahora, definase la matriz de error de estimacién del Jacobiano J (g,Ym;;) como
j(qaymij> = j(q7 ymij> — J(q, ymij)v (60)

y el error de estimacion del angulo ¢ como

En lo que sigue, para simplificar el desarrollo, se considerarda un manipulador de 2
g.d.l. (no redundante) con la dimensién del espacio de caracteristicas de imagen igual a
la dimensién del espacio operacional, es decir, n = m = r = 2. También se considerara
K, = k,] € R*? (con k, > 0) y A(¢) € IR*** una matriz de rotacion elemental (ver
por ejemplo Sciavicco y Siciliano (2000)), de tal suerte que

A(D)"A(g) = A(9)" = A(—9)

A(9)" — Al9) 7

—AD _ eng),
AOFAD) _ cosiyr, (61)

donde [,, es una matriz antisimétrica de 2 x 2 con norma unitaria e I es la matriz

identidad de 2 x 2. La tltima ecuacién implica que si cos(¢) > 0 entonces A(¢) > 0.

Por lo tanto y ademds observando que z = [27 2I]7 (59) puede reescribirse asf:
z 0 -1 z
dNE 1 (62)
dt | z, M(gy) '[F+G] —M(qy) 'Ky ] | 22
donde
F = ykyJ(qq,'mii* ) A(9)" T (qq, Ymis") (63)
y

G= ’Yk‘pj(qcb ymij*)TA(QE)TJ(Qw ymij*)- (64)
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La prueba de estabilidad de (62) se llevard a cabo mediante la siguiente funcién

candidata de Lyapunov propuesta en Kelly (1996):
1 T L r 2
V(z1,22) = 5[5z1 — 29" M(q,)[ez1 — z2] + 371 [F+eK,—e"M(q,)]z

donde®
K
T 2{M ()}
es una constante positiva, ya que tanto K, como M (q,) son matrices simétricas definidas
positivas. Esto significa también que A\, {K,} > ey {M(q,)}, lo que implica que la
matriz K, —eM(q,) es definida positiva. Finalmente, supéngase que A(qg) > 0, si este
es el caso entonces la matriz F' serd definida positiva (debido a la suposicién inicial de

que J(qg,Ymi;) es de rango pleno). Por lo tanto la funcién candidata de Lyapunov,

bajo las implicaciones anteriores, es definida positiva en forma global.

Derivando respecto al tiempo la funcién candidata de Lyapunov resulta

. ) ) 1 )
V(z1,22) = ez — zg]TM(qd)[gzl — Z] + ile[F +eK, — €2M(qd)]z1+

1
§z1T[FT +eK, — *M(q,))%:

. . F+FT7 .

= lezy — 29" M(q,)[e21 — 2] + 2T [ K, — e°M(q,)|21 + 2T [ 5 } 2.
Sustituyéndole (62) y simplificando queda
Vizz) = [z — 2l Mlgy) [~z — [M(q)'[F + Glzi — M(q,) " K,z]] -
F+FT
21 eK, — e°M(q,)|zs — 2T { 5 } Z9
T T T r[F—F"

= —ez1[F+Glzy — 2, K, —eM(qy)|z2+ 25Gz — 21 5 Zs.

(65)

6La notacion A\,{A} y Ay{A} indican el eigenvalor minimo y méximo de una matriz A,
respectivamente.
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Luego, utilizando (60) y sustituyendo (63) y (64); (65) puede reescribirse, eliminando

los argumentos obvios por simplicidad, como

JTAG)TT + JTA()J
2

25K, — eM(gy)z + k2] [TTAG)T1 -

21 + yhpezt JTA() Tz, —

[

/]
%ykpz{ [[J—J]TA(qb)T[J J) =[] = JFA@)T ~ ]] Z3.

Vo= —vkyez]

Observe que para cualquier matriz N € IR**?, lo siguiente se cumple:

NTI,,N = det{N}I,,.

De acuerdo a lo anterior y considerando (61), la derivada temporal de la funcién

candidata de Lyapunov a lo largo de las trayectorias de (62) satisface

Vo< —kyedndeos(@) I Tzl + ke 11T 1P
And Kotz + Xl MH 2+ Ak L1l 21220+ 2k 112 2 220+
plsen(@)] [[det{ 3]+ 217N T+ det {7}] 12l

V11 V12 ||Z1H
— [zl llz2ll]
V21 V22 ||Z2H

o= hyedn{eos(@) 7} =2k 1]

v = vn =~ by [T+ 1717 + Isen() [[det {31+ 20717 + Idet {7} ]
1

Vog = 5)\m{Kv}

IA

donde

Por lo tanto, la derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov es definida
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negativa si vy; > 0y sl V11092 — U%Q > (. Esto conduce a las siguientes desigualdades:

(66)

~ ~ ~ ~ “ N ~ ~ 2
Ve LM} [T+ 1711 + sen(@)] || det{TH + 20 J)1T] + [det{T} |

)‘iq,{Kv} > e T J T
cos(P) A ST} — (| ][I ]]]

(67)

El valor cos(¢) > 0 de acuerdo a la suposicién inicial: A(¢) > 0. Entonces,
en conclusién, cumpliéndose (66), la Desigualdad (67) indica que existird una ma-
triz simétrica definida positiva K, suficientemente grande tal que el punto de equi-
librio [2] 2I]7 = 0 € IR* del sistema linealizado (62) sea asintéticamente estable.
Esto significa que, de acuerdo al primer método de Lyapunov, el punto de equi-
librio [g7 ¢']" = 0 € IR! del sistema en malla cerrada no lineal original (56) es
asintoticamente estable y mediante las implicaciones realizadas al final de la subseccion

anterior, entonces se garantiza el cumplimiento del objetivo de control (51).

I11.1.4 Seleccion de caracteristicas de imagen

En esta subseccién se describiran dos vectores de caracteristicas de imagen que
estdn en funciéon de los momentos de imagen de la proyeccién en el plano de imagen
de un objeto plano con forma arbitraria. Dichos vectores de caracteristicas de imagen
cumplen con los requirimientos del controlador expresado en (52) o, en su versién con
incertidumbres, en (55). El primero de ellos es el centroide del objeto en el plano de

imagen y el segundo es una combinacion de momentos de imagen de orden dos.

Centroide y,

El arreglo adoptado entre el manipulador y la cdmara corresponde a la configuracion

camara fija con eje optico perpendicular al plano de movimiento del manipulador, de
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esta manera, el andlisis desarrollado en la Subseccién 11.2.5 puede ser utilizado para

encontrar el Jacobiano correspondiente al centroide del objeto de interés y necesario en

los controladores (52) o (55). La Ecuacién (32) representa el mapeo del centroide x,,

del objeto de interés (respecto a ) localizado en el 6rgano terminal del manipulador,

hacia el plano de imagen; dicha ecuacién se escribe nuevamente aqui:

cos(y))  —sen(t)) Y€1+ U
Y, =7 Ty, +
J —sen(y)) —cos(1) 90 yea + g
donde en este caso
V=3, —7/2— ¢,

(68)

(69)

con ¥, la suma de todos los angulos de las articulaciones rotacionales; las variables ¢;

y ¢o se expresan mediante

c1 = cos(¢) [Og,1 — Og/l] + sen(¢) [Og,2 - O‘(;;,Q]
ca = sen(9) [OVOV1 — 05;1] — cos(¢) [0%2 — 05;2];

v, @, ug, Vo, OVCV1 y 0%2 son parametros de la camara; y [OVOV1 OVOVQ]T denota la posicién

del 6rgano terminal del manipulador respecto al plano Wy — Wj.

Observe que para este caso:

,Qb = 2‘17'

& = cos(¢)OF, + sen(¢)OF,

Ca

sen(gé)O.VOV1 — cos(¢)OVOV2.

(70)

Ahora, debido a que se trata de un manipulador planar, de acuerdo a (38), las
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velocidades lineal y angular del érgano terminal (respecto a 3y) son, respectivamente:
0%, 0
Vw = O%/Q y ww = 0 ;
(G

0

por lo tanto

[vW]—[O& 09, 0 0 0 &) = Jew (@)d

Wy

o en forma simplificada _
O,
O, | = Je10,, (@) (71)
¥
donde Jg,,,, () son los renglones 1, 2 y 6 del Jacobiano geométrico Jgy, (g) del ma-

nipulador.

Ahora bien, derivando respecto al tiempo (68) y sustituyéndole (70) y (71), se

obtiene
P [ —sen(v) —cos(@b)] 2 4 [é1]
I | —cos(¢))  sen(v) 0 C2
_ _[ —sen(y) — cos(@b)] o [COS(@O% +sen(¢)Of,
|| —cos(y))  sen(v)) 9 sen(p)Oyy, — COS(Cb)OI?Vg
[ cos(¢)  sen(o) —sen(Y)z,,, — cos(¥)z,0, -
— J, 126 : 72
Y |sen(p) —cos(¢) — cos(w)xgol + sen(¢)x, ] G W((I)q (72)

De acuerdo a (69) y mediante identidades trigonométricas, se puede llegar a lo

siguiente:

cos(®) = sen(S,,) cos(8) — cos(Z,,)sen(9)
sen(y)) = —cos(X,,)cos(¢) — sen(X,, )sen(e). (73)
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Consecuentemente, (72) puede reescribirse como

_ cos(¢) —sen(o) 1 0 cs(g, zy,) ; (@)
Yy, = 7 Gy, \d) 4
7 sen(¢)  cos(¢) ¥O -1 —calg, z,,) ow
A‘(:b) ' J(%;’mij)
= 7A(¢)J (g, mij)q,
donde
c3(q, Tg,) = COS(Eqr)xgol_Sen(zqr)xg%
ci(q ®gy) = Sen(ZqT)xgol +COS(EQ7-)‘T9025 (74)

es decir, el centroide y, (dependiente de los momentos de imagen de orden uno) cumple
con lo requerido por (48) y por ende, puede ser utilizado en los controladores (52) o (55).
Cabe destacar que el Jacobiano J(g,Ym;;) depende de x4, €l cual es un pardmetro 3D
del objeto de interés; del Jacobiano geométrico del manipulador Jg,,,  (q); v de las
mediciones de las posiciones articulares g. Si el centroide del objeto de interés x,,
coincidiera con el origen del marco Y, entonces se tendria el mismo sistema robdtico

que en Kelly (1996).

Caracteristicas de imagen en funcion de los momentos de imagen de orden

dos

A continuacién se describird un vector de caracteristicas de imagen en funcién de
los momentos de imagen de orden dos que cumple con los requirimientos de los contro-
ladores (52) o (55). En este sentido, es necesario determinar la variacién respecto al
tiempo de los momentos de imagen de orden dos, tanto regulares como centrales. Esto
se realizara apoyandose en las expresiones generales de la variacion respecto al tiempo

de los momentos de imagen (129) y (137) del Apéndice C.



86

Asi, a partir de (129), Ynij; puede expresarse mediante

Y =y Ymoicr + 7y YmaoCa + [Ymea — [yea + vo] Ymoi] ¢+

[— Ymao + [ye1 + wo] Ymao) ¥

Y[Ymo1 cos(@) + Ymygsen(o)]
= V[Ymoisen(¢) — ¥myo cos(¢)] Jz6,, (@)@ (75)

Ymog — [yca + Vo] Ymor — Ymao + [yer + ug) Ymag

donde (70) y (71) se han sustituido. Observe que a través de (20):

Ymog = gy + Yg, Mo

Y — Y
mo2 = o2 + Ygo" o1,

por lo tanto, utilizando (68) y estas dos ultimas ecuaciones:

Ymga — [YCa + Vo] Ymoer — Ymag + [yer + uo) Ymyp =

oy fsen ()0, + COS(E)g0, Vo1 — YOS50, — sen(t)2g0, ' + Vhigy — Uiz,

Sustituyendo (73), (74) y esto tltimo en (75), ¥Ymy; finalmente puede expresarse

como

ym01 —ymlo 1 0 Cc3\q, Ly,
Yy = 7 [cos(¢) —sen(gb)][ ] [ a )

JGI' (q)q+
0 1 04(q,a:go)] ow

—Ymiy —Ymn

[0 0 ¥hgy — Ypg] JG126W (@)q. (76)

Ahora, aplicando nuevamente (129) para Yrgg y Yrige, se tiene:

Yrhey = 27 Ymyoci + 2 [Ymay — [ye2 + vo] Ymao o

ymog = 2’)/ ymolég + 2 [— ymu + [’}/Cl -+ Uo] ymm] ¢
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Considere la semiresta sy, = % [Ymgs—Ymog], de tal manera que su derivada respecto
) 0 0]
al tiempo $444, siguiendo los mismos argumentos que para Ymyq, resulta

] JG126W (q)i]—

Ymor  —Ymi | |1 0 c3(q, 2y,
Sauz = 7Y [sen(o) cos(¢)][ ] [ (q )

0 1 calg,zy,)

—Ymyg —Ymn

[O 0 2y:u11] JG126W (Q)q (77)

La variacién respecto al tiempo de los momentos centrales de imagen de orden dos

se puede encontrar mediante (137), obteniéndose

Ying = [Pz — ool = [0 0 Ypgs — Uiy ] Jeng, (0)G
VI = yﬂll¢ = [0 0 ylull] JG126W (q)q
Yloe = _yl'llll/l/b = [0 0 —Ypy, ] JG126W (q>q (78)

Una vez establecida la variacion respecto al tiempo de los momentos de imagen de
orden dos, tanto regulares como centrales; enseguida se presenta el vector de carac-
teristicas de imagen en funcién de los momentos de orden dos a consideracion, el cual

es expresado mediante

Ymi — iy
Sy = .
1
3[Vmoz = VMol + Ypigg — Y gy

Finalmente, la variacion respecto al tiempo del vector de caracteristicas a consi-

deracién $,,, se determina a partir de (76), (77) y (78), resultando

) Y — Yy
S, =

2 3[V102 — Vringo] + Yjiag — Yo

[cos —sen(¢)] [ Ymoy —ymw] [1 0 c3(q,®y,)

JGI' (q)q
sen(¢)  cos(¢) —Ymi —Ymer | [0 1 04((1’“390)] o

- 7 - -
v g

J(q,Yms;)
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= VA(@J((], ymij)q7 (79)

por lo que s,,, es otro vector de caracteristicas de imagen que cumple las condiciones
para los controladores (52) y (55). Nuevamente, el Jacobiano J(gq,¥m;;) depende del
pardmetro 3D del objeto de interés x,,, del Jacobiano geométrico del manipulador
JGiz6,, (@), de las mediciones de las posiciones articulares q y adicionalmente, de los

momentos de imagen de orden uno.

Note que
(80)

, o p Ymar — Yy
Smy = "Moo

3[“mos — Ymiao] + Vi — Ypige
donde p € IR es una constante, con derivada temporal

p

Smy = Y My

cos(¢)  — Sen(cb)] ,

Ymor  —Ymao | |1 0 e3(q, Ty,)
sen(¢)  cos(¢) 0 1 cug my,)

A@) J(qvmij)
= ~A(¢)J(q,"mi;)q,

] JG126W (Q) q

-

—Ymiy —Ymy

es otro vector de caracteristicas de imagen aceptable (puesto que en la configuracién

del sistema robético considerada el area del objeto Ymgg es constante).

I11.1.5 Simulaciones

Para ilustrar el desempeno del control servo-visual directo descrito en secciones
anteriores, se presentaran simulaciones utilizando el modelo de un manipulador de 2
grados de libertad que se encuentra en el Laboratorio de Robética de CICESE. Este
manipulador es llamado “Robot Pelicano” y consiste de dos eslabones rigidos inter-
conectados con articulaciones rotacionales. Los actuadores son motores eléctricos, los
cuales se encuentran conectados directamente en cada articulacion sin la necesidad de
transmision de movimiento por bandas o engranes. El motor de la primer articulacion

es capaz de suministrar hasta 15 [N m], mientras que el motor de la segunda articu-
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Figura 16: Esquema del Robot Pelicano.

lacién s6lo 4 [N m]. Un esquema de dicho manipulador puede apreciarse en la Figura

16.

El modelo del manipulador puede ser consultado en Campa (2004). Respecto a su
modelo dindmico (45), su matriz de inercia M(q) es expresada mediante:

[N m s®/rad].  (81)

0.3353 + 0.0244 cos(qz)  0.0127 + 0.0122 cos(gs)
M(q) =

0.0127 4 0.0122 cos(¢2) 0.0127

La matriz asociada a las fuerzas centrifugas y de Coriolis C'(q, q) del manipulador

es:
—0.0122sen(gs)ds —0.0122sen(gs)dy — 0.0122sen(qs)d
Clg,q) = (02)0: (@) ()3 [N m s/rad].

0.0122sen(gs)dn 0

(82)

Y su vector de gravedad g(q) estd dado mediante
11.5081sen(q;) + 0.4596sen(q; + ¢o)

g9(q) = [N m]. (83)

0.4596sen(q; + q2)
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Ahora, su Jacobiano geométrico Jg,,,, (q) es el siguiente:

l[cos(q1) + cos(q1 + q2)]  lcos(q1 + ¢2)

Sz, (@) = | Usen(q1) + sen(q1 + g2)]  Isen(q1 + g2) (84)
1 1

donde [ = 0.26 [m].

Tabla III: Pardmetros de la cdmara.
Descripcion Notaciéon Valor Unidades
Factor de conversién ([m] a [pixeles]) a 72000 pixeles/m
Distancia focal de la lente A 0.0075 m
Centro de la imagen [ug vo]” | [160 120]" | pixeles
Posicién del marco de la camara oS, 00 37T m
Orientacién del marco de la cdmara ) 107/180 rad

Respecto a la cdmara, la Tabla III presenta los parametros tanto intrinsecos como
extrinsecos de la cdmara, los cuales corresponden a la configuracion entre la caAmara y
el manipulador adoptada. Note que son un total de ocho parametros, sin embargo, el

controlador solo necesita de la estimacion del parametro ¢.

Con el proposito de comparar el desempeno del control servo-visual directo disenado
con otros esquemas de control, se simulardn dos escenarios. En el primer escenario el
objeto de interés serd una regién enmarcada por un cuadrado de 0.05 [m] por lado
colocado en el érgano terminal y centrado en el origen del plano O; — Os; a este objeto
lo nombraremos Objeto de interés 1. Este escenario corresponde a lo que regularmente
ocurre en los esquemas tradicionales de control servo-visual donde el centroide de un
disco o cuadrado es utilizado para finalmente reducirlo a un objeto puntual de interés.
Sin embargo, en este caso, no se seleccionara el centroide como caracteristica de imagen
sino el vector de caracteristicas de imagen en funcién de los momentos de imagen de
orden dos propuesto. Los momentos Cartesianos del objeto de interés 1 hasta de orden

dos, respecto al plano O; — Os, se muestran en la Tabla I'V.

En el segundo escenario, el objeto de interés sera una especie de “ele”, cuyas dimen-
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Tabla IV: Momentos Cartesianos del objeto de interés 1 respecto a O; — Os.

Momento Valor Unidades
Mmoo 2.5x1073 m?
Om10 0 I'Il3
Om01 0 I'Il3
Lgo [0 o m
Om11 0 m4
Om20 5.2083x 107 m?
Om02 5.2083 X 10_7 1’I14
© i 0 m*
© 110 5.2083x 1077 m?
O,LLOQ 5.2083 %107 m?
°p indeterminado rad
[em]
02 |
sl
6
51
‘ /
3
Py
3%
0 1 5 0

2345 0 [om]

Figura 17: Objeto de interés 2.

siones se muestran en la Figura 17. Nombrese a este objeto como objeto de interés 2.
En este escenario, como puede verse, el objeto de interés tiene una forma mas compleja.
Aunque pudo haber sido de una forma mas arbitraria, se selecciond este objeto con la
intecion de clarificar las simulaciones. Los momentos Cartesianos del objeto de interés

2 hasta de orden dos, respecto a O; — Oy, se concentran en la Tabla V.

En ambos escenarios, respecto a los parametros 3D del objeto de interés, el contro-

lador sé6lo requiere una estimacion del centroide del objeto x4, .

El vector de caracteristicas de imagen seleccionado entonces, para los dos escenarios

corresponde a (80) con p = —1, dendtese con s, a este vector de caracteristicas de
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Tabla V: Momentos Cartesianos del objeto de interés 2 respecto a O; — Os.

Momento Valor Unidades
Mmoo 1.6x1073 m?
Om10 2.4x107° m3
%Moy 4x107° m3

Ty, (1.5 2.5]7 x 1072 m
mi 4.8x1077 m*
Omegyg 5.3333x1077 m*
% Mos 1.4933x1076 m*
O,uu -1.2x 10_7 I'Il4
© 120 1.7333x 1077 m?
OIUOQ 4.9333x1077 m?

°p -1.2490 rad

imagen expresado mediante

1 [ Ymap — Yy ]
Sq = ;

v 1
Moo | 5[Ymez — Ymao] + Yhgg — Y1igy

con Jacobiano J(g,Ym;;) descrito por

Yo —VY L 0 c3(q,xy,)
J(q,ymij)zl g2 91] [ 3 go

JG126 (Q)
Y T Ygo 0 1 C4(q>mgo)] v

Escenario 1

La condicién inicial para el Escenario 1 considerada corresponde al reposo del ma-
nipulador con g(0) = 0 [rad]. Mediante el método de ensenar-por-muestra se calculd el
valor del vector de caracteristicas de imagen deseado s,, en la configuracién del mani-
pulador tal que g, = [457/180 907 /180]" [rad]. Esto arroja el siguiente resultado:

Say =

2.9638
—1.6741

] x 10* [pixeles?).



[ pixelesz ]

0 1 2 3 4 5
t[s]

Figura 18: Evoluciéon respecto al tiempo de s, para el Escenario 1.

El controlador (55) se sintonizé con las siguientes ganancias:
K,=4I, x107% y K, =081,

con una ¢ = 0 [rad] y una [ = 0.95]. Lo cual satisface las desigualdades (66) y (67),

pues
. A AJTT
17 < cos(qs)ﬁ
54882 < 14.9826

e} [+ 1712 + lsen(@)] [jdet {73 + 2717 + des 73] |

MK} > TN [T
0.6400 > 0.5689 cos(@)Ant ST} — [l ]]

La Figura 18 muestra la evolucién respecto al tiempo de los errores de caracteristicas
de imagen §,. Obsérvese que en aproximadamente 3 [s] este vector de error es practica-

mente nulo, indicando que el objetivo de control se cumple.

La traza del centroide y, del objeto de interés 1 se presenta en la Figura 19. También
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Y, [pixeles]
0 40 80 120 160 200 240 280 320

Y, [pixeles]
~
N
S

200}

240

Figura 19: Traza del centroide y, del objeto de interés para el Escenario 1.

120
0

[N m]
N N Co

t[s]

Figura 20: Pares aplicados en el Escenario 1.

en esta figura se pueden observar instantdneas de la configuracion del manipulador y el
objeto de interés en la condicién inicial cuando ¢ = 0 [s|, comenzando la evolucién de

la simulacién cuando ¢ = 0.2 [s] y al finalizar la simulacién cuando ¢ =5 [s].

Finalmente, la Figura 20 reporta la evoluciéon contra el tiempo de los pares articu-
lares aplicados a cada articulaciéon. Nétese que |m| < 4 [N m] y |m2| < 15 [N m], es
decir, los pares aplicados al manipulador en el Escenario 1 no rebasan los limites de los

pares que los motores del Robot Pelicano puede suministrar.
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Escenario 2

En el Escenario 2 se utiliza el objeto de interés 2 mostrado en la Figura 17 y con
parametros 3D concentrados en la Tabla V. La condicién inicial para este escenario
corresponde al manipulador en reposo con vector de posicién g(0) = 0 [rad]. De
igual forma que en el escenario anterior, mediante el método de ensenar-por-muestra se
calculf el valor del vector de caracteristicas de imagen deseado s,, en la configuracion
deseada del manipulador tal que g, = [457/180 907 /180]7 [rad]. Obteniéndose el

siguiente valor deseado para s,,:

aq

2.8408
s =

= x 10* [pixeles?].
—1.7333

El controlador (55) se sintonizé con las mismas ganancias:
K,=4I,x107% y K, =0.8I;

pero con las siguientes estimaciones:

¢ = 0.5¢
Oigol = 0.5 Oxgo
Oigoz = 0.5 Ox902
I = 0.95l.

. A AJTT
17l < cos(@)et Jb

7.8242 < 15.8702
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[ pixeles2 ]

2 3 4 5
t[s]

Figura 21: Evoluciéon respecto al tiempo de s, para el Escenario 2.

e [T+ 1712 + lsen(@)] [1det {7+ 2071117 + et (1]
cos(@An{ I T} = [T 7]

MNAIK,) >
0.6400 > 0.5524.

Observe de las Figuras 21, 22 y 23 que el desempeno es similar en ambos escena-
rios. El objeto de interés en el segundo escenario es mas complejo, sin embargo, el
sistema se comporta adecuadamente. El error del vector de caracteristicas de imagen
practicamente es nulo en aproximadamente 3 [s], segiin se puede apreciar en la Figura

21, lo que muestra que el objetivo de control es logrado.

Asf mismo, la traza del centroide y, del objeto de interés 2 se reporta en la Figura 22
junto con 3 instantaneas de la configuracién del manipulador y del objeto de interés en
la condicién inicial cuando t = 0 [s], cuando ¢ = 0.2 [s] y cuando finaliza la simulacién
en t =5 [s]. Finalmente, en la Figura 23 se aprecia que tampoco en este escenario se

rebasan los limites de los pares que los motores del Robot Pelicano puede suministrar.
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Y, [pixeles]
0 40 80 120 160 200 240 280 320

Y, [pixeles]
~
N
S

200}

t=b.2 [s] |

240

Figura 22: Traza del centroide y, del objeto de interés para el Escenario 2.

12~

T2

[N m]

;

t[s]

Figura 23: Pares aplicados en el Escenario 2.
I11.2 Configuracion camara en mano

I111.2.1 Formulacion y ley de control

Para el caso de un manipulador en configuracién camara en mano considere la Figura
24. De esta forma, el sistema robotico se compone de un manipulador planar de n g.d.l.
con una camara atada en su 6rgano terminal. Observe el marco coordenado de mundo
Yw en la base del manipulador; el marco de la camara Yo solidario al érgano terminal

del manipulador de manera que se proyecte en el plano de imagen y; — yo el objeto
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Figura 24: Vista del manipulador planar en configuraciéon cdmara en mano.

de interés; y el marco del objeto ¥ fijo en algin lugar del medio ambiente donde se
localiza el objeto de interés. El modelo de imagen considerado corresponde al modelo
de la camara con lente delgada con eje 6ptico apuntando en direccién perpendicular al
plano del objeto, este arreglo también es descrito en la Subseccién 11.1.3. Note que los
planos Wi — W5, O1 — Oy, C7 — Cy y y1 — y9 son paralelos entre si, lo cual corresponde
con el sistema descrito en la Subseccién I1.2.5. En este caso, la constante ¢ denota una
posible rotacién del marco de la cAmara respecto al érgano terminal (ver detalle en la
Figura 24), la constante 6 es la orientacién del plano O; — O5 respecto a Wi, la variable
1 es la orientacion del plano O; — Os en el plano de imagen y la variable ¢,, = 6 — .
La posicion del 6rgano terminal respecto a Xy, es denotada por el vector O% e IR?,

debido a que el marco ¥ estd atado al 6rgano terminal justo en su extremo final.

De esta manera, la formulacién de la configuracién camara en mano es muy similar

a la formulacién de la configuracién camara fija descrita anteriormente. Solo que en
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este caso:

ezzqr+¢+¢ y ¢:9_¢_Eqr

donde >, denota la suma de todos los dngulos de las articulaciones rotacionales. Cabe
mencionar que debe tenerse cuidado en la definicién de la matriz de rotacién RS, () del
marco de la cdmara respecto a Xy definida en (25), ya que en este caso de cdmara en

mano dicha matriz estd en funcién de

Pm = X, + &, (85)

en contraste con el caso de camara fija que estd en funcién de ¢.

Por lo tanto, el modelo del manipulador es (45); el modelo de imagen es descrito
por (46); el vector de caracteristicas de imagen s debe expresarse en funcién de los
momentos de imagen de la proyeccion de un objeto de interés plano con forma arbitraria
en el plano de imagen que cumpla con (47) y (48); el vector de error de caracteristicas
de imagen & debe definirse como en (50); para que finalmente, el objetivo de control

sea expresado mediante (51).

Consecuentemente, para esta configuraciéon de cdmara en mano, los controladores
(52) y (55) también cumplirdn con el objetivo de control (51); siempre y cuando se
satisfagan las suposiciones impuestas y, para el caso del controlador (55), también las

desigualdades (66) y (67).
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I11.2.2 Seleccion de caracteristicas de imagen
Centroide y,

Considérese nuevamente la Ecuacién (32), la cual mapea el centroide x,, del objeto

de interés (respecto a ¥p) hacia el plano de imagen:

cos(v))  —sen(v)) N ve1 + ug (56)
p— w
A —sen(y) —cos(v) 7 Y€ + Vg
donde en este caso
v=0—-¢—%,, (87)

con Y, la suma de todos los angulos de las articulaciones rotacionales; las variables c¢;

y ¢2 (en funcién de ¢, y no ¢) se expresan mediante

¢ = cos(qu)[OVOV1 — Ovcvl] + sen(qu)[OVOV2 — OVCVQ]
2 = sen(¢n)[Of, — Of,] — cos(¢m)[Of, — O, J; (88)

[0G, Of. 1" denota el vector de posicién constante del plano Oy — O, respecto al plano
Wi —Wa; v, @, ug, vy, O‘(;;/1 y 0%2 son parametros de la cdmara. Note que [OVCV1 O%]T
también representa la posicion del 6rgano terminal del manipulador respecto al plano

Wi — Ws.

Observe que para este caso:
Y= =X,

¢ = — cos(aﬁm)O%,l - sen(¢m)OVCV2 — 2%,

¢y = —sen(pm)Of, + cos(6)Of, + 15, (89)
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Nuevamente, como se trata de un manipulador planar:
0%,
Oft, | = o, (24 (90)
—)
donde Jg,,,, () son los renglones 1, 2 y 6 del Jacobiano geométrico Jgy, (g) del ma-
nipulador.

Ahora bien, derivando respecto al tiempo (86) y sustituyéndole (89) y (90), se

obtiene
. [ —sen(y))  —cos(¢)) ] : & ]
Yy, = 7 Lo +7 |
—cos(v)  sen(v) Co
B —sen(w) — cos(1)) ) — cos(qu)OC — sen(qu)O%z — C2SqT
- cos(v)  sen(y) Too¥ + —sen(gzﬁm)OW1 + cos(gﬁm)O%z + clfqu
—cos(pm)  —sen(¢m) sen(¥)zy, + cos(¥)zy,, —co .
= Jai. . 91
! | —sen(¢n,)  cos(dm) cos(zﬂ)asgo1 — sen(@b)xgo2 + ¢ Craow (@4 O

De acuerdo a (85), (87) y mediante identidades trigonométricas, se puede llegar a

lo siguiente:

cos(¢m) = cos(X,,) cos(¢) — sen(X,, )sen(¢)
sen(¢n,) = sen(X,,)cos(¢) + cos(X,, )sen(o)
cos(¢p) = cos(f —X,,)cos(¢) +sen(d — X, )sen(o)
sen(y)) = sen(d — %, ) cos(¢) — cos(d — X, )sen(¢) (92)

Consecuentemente, (91) puede reescribirse como

- [cos(qﬁ) —sen(qb)] [—cos(EqT) —sen(X,,) c¢s5(q, 4, )

J126 ;
sen(¢)  cos(¢) —sen(X,.) cos(%,) cs(q, xyy,) a W(Q)q

7 - -

A‘(:b) J (q,;rmz‘j)
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donde
05(q7 ng) - Sen(e éh‘)xgo + COS(Q EQT)'IQO Sen(th> [Og/l - Og/l]_'_
COS(EQT) [OWQ OWQ]
c6(q, gy, ) = cos(f — Etb)xgo — sen(f — qu)xg% + COS(qu)[OI?Iﬁ - Og/l]"i‘
sen(x,)[08, - 05, (93)

Observe que tanto cs(q, x4, ) como cs(q, x4, ) dependen de x,, y de los pardmetros
de ubicacién del marco del objeto respecto a Xy, es decir, dependen de 6 y OW, esto
significa que en realidad se estd dependiendo del centroide del objeto de interés x,,

respecto al plano W7 — W, ademas del vector de posiciones articulares q.

Caracteristicas de imagen en funcion de los momentos de imagen de orden

dos

Primero derivese respecto al tiempo los momentos de imagen de orden dos, tanto
regulares como centrales, apoyandose en las expresiones generales de la variaciéon res-

pecto al tiempo de los momentos de imagen (129) y (137) del Apéndice C.

Entonces, a partir de (129), Ymi;; puede expresarse mediante

Y =y Ymoicr 4y Ymaoca + [Ymoa — [yea + vo] Ymoi] U+

[— Ymao + [yer + uo) Ymao) ¥

_V[ymm COS(Cbm) + ymlosen(¢m)]

_ A Emgrsen($m) — Yao coS(dm)]

— [Ymo2 — [ye2 + vo] Ymor — Ymao + [yer + wo) Ymao] — coy Ymor + ey Ymag

JG126W (q)q

(94)



103

donde (89) y (90) se han sustituido. Observe que a través de (20):

Ymog =Ygy + Yg, Mo

Ymez = gy + Yg'mot,

por lo tanto, utilizando (86) y estas dos ultimas ecuaciones:

— [Ymo2 — [ye2 + vo] Ymor — Ymao + [yer + o) Ymag] =

A[sen (), + coS(8)g0, 1man + Y [cos() 50, — sen ()0, ['msg — gy + Vi,

Sustituyendo (88), (92), (93) y esto ultimo en (94), ¥m); finalmente puede expresarse

como

Ymi  Ymor —sen(X,,) cos(X,) ce(q, T4y )

—Ymor Ymyo cos (g, sen(X,,.) —cs(q, Ty,
by = 4 [cos(d) _Sen(¢)][ ][ (Xg,) (Zq.) (g, ®g,)

JGmW (@)g =10 0 Ypg —Ypg] JGmW (a)g. (95)
Ahora, aplicando nuevamente (129) para Yrgg v Yrige, se tiene:

Ymay = 27 Ymyocy + 2 [Ymay — [y + vo)] Ymao P

Yy = 279 Ympiéa + 2 [— Ymay + [yer + wo) Ymer] Y.

Considere la semiresta Sgu; = %[ymw —Ymyg], de tal manera que su derivada respecto

al tiempo $,44, siguiendo los mismos argumentos que para Ymyq, resulta

—Ymgr  Ymyg cos(Xy.) sen(X, ) —cs(q,xy,
Saus = 7y[sen(o) cos(qb)][ ] [ (%) (Xg.) (q )

Yma Umon | | —sen(Xy,)  cos(Xg,) (g gy )

JG126W (Q)q + [0 0 2%4y, ] JG126W (Q)q (96)

La variacién respecto al tiempo de los momentos centrales de imagen de orden dos
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se puede encontrar mediante (137), obteniéndose

Vi = [Yhor — Vgl = — [0 0 Ypigy — Vi ] Jeiz6,, (2)4
y/l20 - y:ulﬂb - [0 0 y:ull] JG126W (q)q
Yo = —yﬂll¢ =—[0 0 —Yuy] JGmW (@)g. (97)

Considere el vector de caracteristicas de imagen en funcion de los momentos de

imagen de orden dos siguiente:

Ymir — Yy
8m2 = .

1
3[V1moz = Ymio] + Ypige — Y iy

Entonces la variacion respecto al tiempo del vector de caracteristicas de imagen $,,,,
se determina a partir de (95), (96) y (97), resultando

) Y — Yy
Sy, =

1 . . . .
3 [V1i02 — Y] + Yfigg — Yfigy

[ cos(¢) — sen(¢)] .

sen(¢)  cos(¢)
A(9)
[_ymm ymm] [ cos(Xg,)  sen(¥,) —cs(q,xyy)

—sen(¥,,) cos(X,)  c6(q; Ty, )

] JG126W (Q) q

Ymig Ymp
N

v~

' J(q,ymij)
= 7A(9)J(q,"mi;)q, (98)
También note que
Yy Y
s, = Ymiy [1 T ] (99)
3[Vmmoz — Ymao] + Ypige — Ypigy
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donde p € IR es una constante, con derivada temporal

) ., [cos(gb) —sen(¢)] '
sen(¢)  cos(¢)

-~

A(¢)
—Ymo; ymm] [ cos(Xg,)  sen(¥,) —cs(q xyy )

Ymk (@) 4
00 G126 q q
[ Ymig  Ymu _Sen(ZqT) COS(qu) Cﬁ(qugw) v

[\ J/

= ’YA(Cb)J(%ymij)fI-

J(g,ymij)

I11.2.3 Simulaciones

A continuacién se presentan simulaciones para la configuracién cdmara en mano.
Se utilizard, nuevamente, el Robot Pelicano (ver Figura 16); cuyo modelo dindmico
(45) contiene los elementos (81), (82) y (83). Su Jacobiano geométrico es expresado

mediante (84).

Tabla VI: Pardmetros intrinsecos de la camara.

Descripcion Notaciéon Valor Unidades
Factor de conversién ([m] a [pixeles]) a 72000 pixeles/m
Distancia focal de la lente A 0.0075 m
Centro de la imagen [up vo]™ | [160 120]" | pixeles

La cdmara atada al 6rgano terminal del manipulador tiene los parametros intrinsecos
concentrados en la Tabla VI, esto significa que se esta utilizando la misma camara que
en las simulaciones para la configuracion camara fija. Los pardmetros extrinsecos de
la cdmara son expresados mediante RS, (¢,,) y O%/ segun se describe en la Subseccion

I11.2.1; y también por el parametro ¢, que en este caso es

¢ =10m/180 [rad].
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La ubicacién del marco del objeto esta en funcién de los siguientes parametros:

0 = 0 [rad]
0% = [05 —05 =37 [m].

Se utilizo el objeto de interés 2 de la Figura 17 con momentos Cartesianos respecto

al plano O; — Oy expresados en la Tabla V.

Se ha seleccionado el mismo vector de caracteristicas de imagen s, de la configu-

racién camara fija, correspondiente a (99) con p = —1.

También, en estas simulaciones, la condicién inicial corresponde al manipulador en
reposo con vector de posicién g(0) = 0 [rad]. Y por el método de ensenar-por-muestra
se calculd el valor del vector de caracteristicas de imagen deseado s,, en la configuracién

deseada del manipulador tal que g, = [207/180 207 /180]" [rad], obteniéndose

Say —

2.9607
—0.45283

] x 10* [pixeles?].

El controlador (55) se sintonizé con las siguientes ganancias:

4 0
K,=16,x107° y KU:O.17[ ];
0 1

estimando solamente:

¢ = 0.9¢
O%go, = 0.9 %y,
2y, = 0.9 %2, ,

y conservando los valores para [, 6 y O%, a manera de no demandar pares superiores

a los que los motores del manipulador pueden dar. Esto, asi satisface las desigualdades
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[ pixeles2 ]

t[s]
Figura 25: Evoluciéon respecto al tiempo de s,.
(66) y (67), debido a que
- - A {JTT
171 < cosd) 2 0
1.0091 < 2.7781

e [T+ 1712 + lsen(@)] [1det {7+ 2071117 + et (1]

MK, >
0.0289 > 0.0262.

cos()An{IT T} = |17

Las Figuras 25, 26 y 27 muestran el desempeno del sistema robdtico recién descrito.
El error del vector de caracteristicas de imagen practicamente es nulo en aproximada-
mente 2 [s], segin se observa en la Figura 25. Esto indica que el objetivo de control es
satisfecho.

La traza del centroide y, del objeto de interés 2 se grafica en la Figura 26 junto con
3 instanténeas de la configuracion del objeto de interés en la condicién inicial cuando
t = 0 [s], cuando ¢ = 0.05 [s] y cuando finaliza la simulacién en ¢ = 5 [s]. Como se
menciond, la simulacién presentada no demanda pares mayores a los que los motores

del manipulador puede suministrar, esto es apreciado a través de la Figura 27.
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Y, [pixeles]
0 40 80 120 160 200 240 280 320

=0 [

,[é],.

Y, [pixeles]
~
N
S

- 't=5'[s]y
60F R

200F -+ t=0.05

240

Figura 26: Traza del centroide y, del objeto de interés.

6

T1

[N m]

2

t[s]

Figura 27: Pares aplicados.

Finalmente, se presenta una simulacién donde las desigualdades (66) y (67) no se
cumplen y tampoco hay especial cuidado en los pares aplicados por los actuadores.
Esto con la intencién de mostrar que dichas desigualdades son un tanto restrictivas.
Cosidérese las mismas condiciones expuestas anteriormente para la simulacién de la

configuraciéon cdmara en mano, solamente con diferencias en los parametros del contro-

lador.
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x 10

=~
(o ()

~
T

[ plxeles2 ]
S
(O

~0.5

t[s]

Figura 28: Evoluciéon respecto al tiempo de s,.

Las ganancias del controlador, en este caso, son

4 0
K,=2I,x107° y KU_0.3[0 1];

con las siguientes estimaciones

¢ = 0 [rad]
Ojgo1 =0 [m]
Og}goQ = 0 [m]
0 = 10m/180 [rad]
I = 08l
~ 0O 19

Obsérvese en la Figura 28 la evolucion contra el tiempo del error de caracteristicas
de imagen s, para este escenario. A pesar de las estimaciones de los pardmetros en el

controlador tan burdas, 8, es practicamente cero en aproximadamente 1.5 [s].
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II1.3 Conclusiones

Se ha diseniado un control servo-visual directo para manipuladores planares tanto
en configuracion camara fija como en configuraciéon camara en mano, con el eje optico
de la camara perpendicular al plano de movimiento del robot. El objeto de interés es
un objeto plano de forma arbitraria, es decir, puede ser de geometria compleja. Se ha
propuesto un vector de caracteristicas de imagen globales en funcién de los momentos de
imagen de dicho objeto de interés y con base en el tema de transformaciéon de momentos
es que se desarrolla la variacion respecto al tiempo de dichos momentos; representando

asi, un desarrollo alterno al descrito por Chaumette (2004).

El controlador corresponde a la estructura de un controlador por Jacobiano transpuesto
el cual se demuestra, por el método directo de Lyapunov, que es robusto ante parametros

3D del objeto de interés, de la camara y del Jacobiano geométrico del robot.

Las simulaciones, tanto en el escenario con cdmara fija como con camara en mano,
validan el cumplimiento del objetivo de control. Adema&as muestran que todavia es
posible encontrar otras condiciones en los parametros estimados menos restrictivas tal

que el objetivo de control se siga cumpliendo.
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IV Navegacion servo-visual de uniciclos

En este capitulo se describe el andlisis y sintesis de un control servo-visual para la
navegacién de uniciclos. La referencia del sistema de control se basa en la filosofia de
campos de velocidad, donde dicho campo de velocidad se especifica directamente en el
plano de imagen (Kelly et al., 2004a). De esta manera, cada punto en el plano de ima-
gen tendra asociado un vector de velocidad deseado para establecer el movimiento del
uniciclo. Una referencia especificada de este modo no posee al tiempo como parametro.
La configuraciéon utilizada corresponde a la denominada camara fija con eje dptico

perpendicular al plano de movimiento del robot.

De la misma forma que ha sucedido en la aplicaciéon del control servo-visual en
manipuladores, el control servo-visual en los robots méviles, y especificamente en los
uniciclos, tipicamente se establece mediante un objeto de interés con geometria simple
u objetos mas complejos descritos con caracteristicas de imagen locales. Uno de los
objetivos del presente capitulo es abordar el tema del control servo-visual en uniciclos

con modelo cinematico utilizando caracteristicas de imagen globales.

En este sentido, se hard uso de los momentos de imagen de un objeto de interés
plano pero con forma irregular (contrariamente a lo que se venia manejando, ya que
en aquellos casos la forma era arbitraria) para la determinacién de las caracteristicas
de imagen. Adicionalmente, se disenara el controlador de manera que no dependa de
los pardmetros (intrinsecos o extrinsecos) de la cdmara, el cual serd un controlador

dindmico (De Luca y Di Benedetto, 1993).

IV.1 Formulacion

Considere un robot mévil tipo uniciclo con dos ruedas actuadas independientemente,

como el descrito en la Seccién 11.4; cuyo modelo cinematico es dado por (44) y reescrito
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Uniciclo

R

Figura 29: Vista de planta del uniciclo en configuraciéon camara fija.

para mayor claridad aqui:

Tw, cos(d) 0
d Uy
— | xw, | = | sen(d) 0O [ ] (100)
dt "y
7 0 1

donde xw, y zw, denotan la posicién y 6 la orientacion del uniciclo. Las componentes
del vector de entrada u = [u; wus]” son la velocidad lineal y angular del uniciclo,

respectivamente.

Ahora considere una camara fija observando el uniciclo con un objeto de interés
plano y de forma irregular atado en su parte superior. El objeto de interés debe ser
irregular en el sentido de que los momentos Cartesianos del objeto de interés respecto

a su plano de definicion, el plano O; — O,, sean tales que

O,Un #0 'y O,Uzo # ON02~

La Figura 29 muestra una vista de planta de este sistema robdtico. También, en
esta misma figura, obsérvese el marco coordenado de mundo Xy, fijo en algtin lugar del

medio ambiente, el marco solidario a la camara fija ¥ de manera que se proyecte en
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el plano de imagen y; — y2 el objeto de interés y el marco del objeto ¥p atado en el

uniciclo donde se define el objeto de interés.

Asimismo, considérese el modelo de imagen de la camara con lente delgada descrito
en la Subseccion I1.1.3. Note que el eje éptico de la camara apunta en direccion per-
pendicular al plano de movimiento del uniciclo, de esta manera los planos W; — W,
01 — Oy, C7; — Cy y y1 — yo son paralelos entre si, lo cual guarda correspondencia con
el sistema descrito en la Subseccion 11.2.5. El dngulo ¢ denota la rotaciéon del marco
de la camara respecto a Ws, 0 es la orientacién del plano O — Oy respecto a Wi y
1 = 0 — ¢ es la orientacién del plano O; — O, en el plano de imagen. Suponga que el
marco Yo estd localizado sobre el punto medio del eje que une las dos ruedas a una

altura Convenientemente nula, de manera que
O
ﬂlw - Ow,

es decir, el vector de posicién del origen de ¥ respecto a Xy es igual a la posicion del

uniciclo.

Por lo tanto, el modelo de imagen corresponde a (27), significando que un punto
xo € IR? en el objeto de interés Op respecto al marco del objeto Yo se transforma a
coordenadas del marco de la cdmara en ¢ € IR® y mediante el modelo de la cdmara
con lenta delgada, éste a su vez, se mapea al plano de imagen en un punto y € IR

Dicho modelo se reescribe nuevamente aqui:

[ECI
y=r
x02

Uo

+ (101)

Vo

donde 7 es una constante en funcién de los parametros de la cdmara y [ug vg]” denota

el centro de la imagen.

El mapeo del centroide del objeto de interés x,, respecto a ¥p, al plano de imagen
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en y, estd dado por (32), la cual se reescribe aqui:

[ cos(v))  —sen(v)) vey + ug
Y, = x4, + (102)
—sen(y) —cos(v) Y€ + Vg
donde en este caso
Vv=10-29, (103)

y las variables c¢; y ¢y se expresan mediante

cr = cos(9)[Of, — Oy, ] +sen(9) [0, — Of,]
o = sen(9) [OVOV1 — 05;1] — cos(¢) [0%2 — 0%2];

v, @, ug, Vg, O%,l y 0%2 son parametros de la camara; y [O%1 O%,Q]T denota la posicién

del uniciclo respecto al plano Wy, — Ws.

De esta manera, derivando respecto al tiempo (102), sutituyendo (100), resulta

P [ cos(1)) —sen(zﬁ)xgo1 — cos(zﬁ)xgo2 ] [m] | (104)

—sen() = cos(1))ag,, +sen(¥)zg,,

Derivando nuevamente respecto al tiempo (104), produce

—sen(y) —cos(Y)xy, +sen(y)zy,, ] [u1] N

—cos(¥)  sen()xy, + cos(v)ry,,

. [ cos(1)) —sen(zﬁ)xQOl — cos(zﬁ)xgo2 ] [m] ;
—sen(y) —cos(y)ry, +sen(Y)zy,,

yg - ’Yuzl
U2

Us

la cual puede escribirse en forma compacta como

Y, = 71(, up)u +vJ2(1) 2 (105)
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donde u = [uy wo)|T, z = [uy 17,

—sen(y) —cos(Y)ry, + sen(y)zy,,
— cos(v) sen(Q/J)ngl + COS(¢)ngQ

y
. [c%w> ﬂmwmw;w%wm%]
2 - .
—sen(y) —cos(y)ry,, +sen(Y)zy,,
Nétese que det{Jo(¢))} = —xy, , por lo que si x4, # 0 entonces existe la inversa
de JQ(’QD)

El modelo (105) es el sistema a controlar con z la entrada y y, la salida. El
movimiento del uniciclo sera especificado por medio de un campo de velocidad deseado

v(y,) definido en al plano de imagen por
v(y,) : R* = IR*.

Se supone que el campo de velocidad es acotado y suave. El campo de velocidad
deseado v(y,) define un vector tangente (la velocidad deseada del centroide y,, en el

plano de imagen) en cada punto del plano de imagen.

Ahora bien, definase el error de campo de velocidad e € IR? como

e=v(y,) ~ 9, (106)

y considérese el conocimiento previo de los momentos Cartesianos ©m;; hasta de orden
2 (respecto a o) del objeto de interés atado al robot. También, supéngase que se

conoce una cota maxima vyy; de vy (del modelo de imagen), es decir,

0<vy<yum. (107)

Por lo tanto, el problema de control consiste en disenar un controlador para el
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sistema recién descrito tal que determine las velocidades uw para mover el uniciclo, de
manera que la velocidad del centroide en el plano de imagen y, del objeto de interés
siga el campo de velocidad deseado v(y,); por ende, el objetivo de control es llevar

asintoticamente a cero el error e, es decir,

lim e(t) = 0. (108)

t—o0

IV.2 Controlador

El controlador disenado es un controlador dinamico, el cual es expresado mediante

z = J() ! Hﬁ’g(yyg) Jo () — Ji(¥, &) | € + K[v(y,) — n]
E = 2
xr = —An

u = ¢ (109)

donde K = diag{ki, ko} > 0y A = diag{a,, a2} > 0, tal que

ar > yuki
as > ’}/M]CQ. (110)

Como puede observarse, el controlador (109) no depende de los parametros de la
camara ni de la medicién de velocidades, sin embargo, depende del parametro 3D del

objeto de interés x,, y de la medicion de las variables en espacio de imagen y, y 1.

El centroide del objeto en el plano de imagen y, se calcula directamente en el plano
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de imagen por medio de los momentos de imagen del objeto de interés, ya que

1 | Ymao
Yy = .
ymOO ym(n

El pardametro 3D correspondiente al centroide del objeto de interés x,, respecto a

01 — Oy se consigue directamente del conocimiento previo (por suposicién inicial) de

los momentos del objeto hasta de orden dos respecto a O; — Os, puesto que

(@]
1 mio
£ = .
go
Omoo Om01

Ahora bien, la medicion de la orientacién ¢ del plano O; — O en el plano de imagen

puede ser obtenida por odometria (algo muy similar sucede en los manipuladores, debido
a que en ese caso 1 estd en funcién de la medicién de las posiciones articulares) o,
aprovechando el hecho de que se suponen conocidos los momentos del objeto de interés
hasta de orden dos respecto a O; — Os, mediante (37); es decir, sélo habria que calcular
la orientacién del eje principal Y3 en el plano de imagen y con ¢ 3 conocido, entonces

se puede calcular ¢ a través de (37).

Para la prueba del cumplimiento del objetivo de control, considérese la derivada

respecto al tiempo de (118), expresada mediante

. Ovu(y,) .
€= ayg yg - yg) (111)

tal que sustituyéndole el controlador (109) y las ecuaciones (104) y (105), se encuentra

que la dinamica del error € es gobernada por

&= —K[v(y,) — 7). (112)
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Ahora defina

con derivada respecto al tiempo:

y=K[v(y,) —n] — Ay, (113)

puesto que de (111), sustituyendo (112):

L Ou(yy) .
yg - ay yg_e
g
~ Ov(y,) .
= oy, Y, +7Kv(y,) — 7l

y del controlador (109):
dv(y,) .
Jy Yo-

g

n=-An+ Ay, +

Observe que la dindmica del sistema (112)-(113) tiene un punto de equilibrio en
e=0¢cIR’yy =0 c IR? utilizando (118) y debido a que tanto A como K son

matrices definidas positivas por diseno.

Para la prueba de estabilidad asintética de ese punto de equilibrio, propéngase la

siguiente funcién candidata de Lyapunov:

1 1
Vie,y)=ge'e+59'y,

la cual es definida positiva en forma global y cuya derivada temporal a lo largo de las

trayectorias de (112) y (113) resulta
Vie,y) = —ve' Ke — (—vky + a1)y; — (—vka + a2)75,

por lo que si a; > vky y ag > ks entonces V(e, y) < 0, globalmente. Estas condiciones

se cumplen, debido a la suposicién inicial (107) y a las condiciones en el controlador



119

(110).

Consecuentemente, invocando el método directo de Lyapunov (ver por ejemplo
Vidyasagar (1993)), tanto e como y tienden a cero en forma exponencial. Con esto

queda probado que el objetivo de control (108) es satisfecho.

IV.3 Simulaciones

En esta seccién se describen simulaciones para comprobar el desempeno del contro-
lador (109). Los pardmetros intrinsecos de la cdmara fija se concentran en la Tabla VI

y sus parametros extrinsecos son:

O, = [0 0 257 [m]
¢ = 15m/180 [rad].

Se utilizo el objeto de interés 2 de la Figura 17 con momentos Cartesianos respecto

al plano O; — Oy expresados en la Tabla V.

Las condiciones iniciales de la simulacién corresponden a la configuracién xy, =

—0.35 [m], zy, = 0.30 [m] y # = —307/180 [rad]; y

§0) =0
xz(0) = —53000[1 1].

El controlador se sintonizd con las siguientes ganancias:

A = 5001,
K = 0.021.

La Figura 30 muestra la referencia o campo de velocidad deseado. Obsérvese que
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Figura 30: Campo de velocidad deseado v(y,,).

el flujo, en el campo de velocidad deseado, tiende a una trayectoria circular con centro
en Yy, = [Yo, Yeo)' = [160 120]7 [pixeles] y radio ry = 50 [pixeles]. Dicho campo de

velocidad es expresado mediante

Yg1 — Yeu _[yg2 - y62]
v(y,) = —2c7(y,) + 2cs(y,) (114)
ygz — Yeo ygl — Yoy
donde
ey = ko tanh(Awf(yg))
W IV F(y,)l + ¢
( ) kvoe_awa(yg)

c _ Mw&

MR o

f(yg) = Yo — Yer]” + [Yg — Yeu)” — 70

v ko = ky, = 30, e =0 = 0.001, o, = 5x1078, A\, = 0.0001.

La Figura 31 presenta la traza del centroide del objeto de interés en el plano de ima-
gen. Dicha traza se observa que, después de un transitorio, practicamente se encuentra
sobre la trayectoria circular especificada por el campo de velocidad deseado. Para com-

probar el cumplimiento del objetivo de control, la Figura 32 muestra la evolucién contra
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Figura 31: Traza del centroide y,.

el tiempo de la norma del error ||e||; la cual es practicamente cero después de 2 [s| de
empezada la simulacién.
Finalmente, para corroborar que el centroide del objeto en el plano de imagen y, siga

el camino circular deseado, definase el error de contorno e, como la minima distancia

entre el centroide y, y el camino circular deseado en el plano de imagen, esto es

C = ‘\/[ycl —Ya]* + [Yer = Ygo]* — 70 -

La Figura 33 reporta la evolucion contra el tiempo de dicho error de contorno e,
observéandose que después de 12 [s] el camino trazado por el centroide del objeto de

interés, para cuestiones practicas, esta sobre el camino circular deseado.

Cabe mencionar que el controlador (109) es relativamente sensible a los parametros
3D del objeto de interés. La Figura 34 expone la traza del centroide y, cuando los
parametros 3D del objeto de interés se estiman al 50%, es decir, cuando se realiza la

siguiente estimacién:

~

T,, = 0.5z,
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300
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Figura 32: Evolucidn respecto al tiempo de ||e]|.
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°3 = 0.5°8.

Obsérvese en esta misma figura que la traza sigue siendo un camino circular, sin
embargo, el radio del circulo trazado es mayor que los 50 pixeles especificados mediante
el campo de velocidad deseado (circulo con trazo discontinuo). La norma del error del
campo de velocidad en estado estacionario se encuentra alrededor de 3.3 [pixeles/s| y

el error de contorno en estado estacionario es de 5.15 [pixeles].
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IV.4 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado un controlador servo-visual dinamico para la nave-
gacion por campos de velocidad de un uniciclo. La configuracion abordada corresponde
a la denominada camara fija con eje Optico perpendicular al plano de movimiento del
uniciclo. El objetivo de control se establece directamente en el plano de imagen en
funcién del centroide del objeto de interés, el cual es un objeto plano con forma irre-
gular. El controlador no depende de la medicién de velocidad de variable alguna y
tampoco depende de los parametros intrinsecos o extrinsecos de la camara. Sin em-
bargo, si depende de pardametros 3D del objeto de interés, dichos pardmetros son sus

momentos Cartesianos hasta de orden dos referidos a su plano de definicién.

Finalmente, las simulaciones muestran el desempeno favorable de este sistema robdtico.
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V Conclusiones generales

En este capitulo se exponen las conclusiones generales a las que se lleg a lo largo
del desarrollo de este trabajo de tesis y también se describen brevemente los problemas

que quedaron abiertos para investigaciones futuras.

El presente trabajo de tesis ha contemplado, por una parte, el desarrollo de un
sistema de visiéon para el procesamiento de imagenes en tiempo real; y por otra, el
analisis y disenio de controladores servo-visuales tanto para manipuladores como para

robots méviles tipo uniciclo.

La primer parte de este trabajo de tesis se refleja en el sistema de vision de tiempo

real denominado RTSVC, cuyas caracteristicas mas importantes son las siguientes:

e Operacién bajo RTLinux, un sistema operativo de tiempo real con arquitectura

abierta y cédigo fuente libre.
e Capacidad de mostrar y almacenar tanto datos como imagenes.

e Editor integrado que facilita tanto la programacién del algoritmo de extraccion de
informacion de la imagen como la programacion de otras operaciones necesarias

en un lenguaje similar a C.
e Capacidad de comunicacién remota via puerto serie.

e Compatibilidad con diversas tarjetas y camaras.

Ahora bien, como resultado principal de este trabajo de tesis, se disenan contro-
ladores servo-visuales utilizando caracteristicas de imagen globales de objetos de interés
relativamente complejos. La mayoria de los trabajos reportados en la literatura hacen
uso de objetos de interés con geometria simple tales como puntos, lineas, cilindros y
esferas; o utilizan objetos de interés méas complejos pero procesan su proyeccion en el

plano de imagen para finalmente reducirlos a objetos simples. En este sentido, este
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proyecto de tesis, propone la utilizacion de objetos de interés planos con forma ya sea
arbitraria o irregular; asi mismo, se propone una seleccion de caracteristicas de imagen
globales en base a combinaciones de momentos de imagen de la proyeccién en el plano

de imagen de dicho objeto de interés.

Se presenta la forma explicita de la variacion respecto al tiempo de cualquier mo-
mento de imagen (regular o central) de un objeto (en el plano de imagen) producto de
la proyeccion en la plano de imagen de un objeto de interés plano y de forma arbitraria;

en la configuracién donde el plano del objeto de interés es paralelo al plano de imagen.

En lo que respecta a manipuladores, se abordan basicamente con el objetivo de con-
trol especificado en el plano de imagen y denominado regulacién. El modelo dinamico
es considerado en el andlisis y se disenan controladores basados en la estructura del
controlador por Jacobiano transpuesto tanto para la configuracién camara fija como
para la configuracién camara en mano. La estabilidad del sistema robdtico y su ro-
bustez ante incertidumbres en parametros 3D del objeto de interés, de la cAmara y del

Jacobiano geométrico del manipulador; se analizan en el sentido de Lyapunov.

En tanto que para los uniciclos, se disena un controlador servo-visual para la nave-
gacién de un uniciclo en configuracion cdmara fija. Dicho controlador se basa en la
filosofia de campos de velocidad y no necesita del conocimiento previo de los parametros
de la camara. Una caracteristica importante de este controlador es que tampoco
necesita de la medicion de velocidad de variable alguna. Sin embargo, depende de

parametros 3D del objeto de interés, el cual debe ser plano y de forma irregular.

V.1 Problemas abiertos

Como una consecuencia inmediata de este trabajo de tesis se tiene la posible ex-
tension de los resultados descritos hacia una configuracién mas general entre el robot
y la camara, tanto en el desarrollo de la variacion respecto al tiempo de los momentos

de imagen como en el diseno del controlador por Jacobiano transpuesto para manipu-
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ladores y en el diseno del controlador para la navegacion de uniciclos. En este trabajo
de tesis se utilizé la configuracién donde el eje éptico de la camara es perpendicular
al plano de movimiento del robot; esto con la intencién de simplificar el problema y
hacer énfasis en la utilizacion de objetos de interés complejos con una seleccion de

caracteristicas de imagen globales.

A continuacion se presentan diferentes puntos que representan problemas abiertos

para investigaciones futuras:

e Busqueda de condiciones menos restrictivas que garanticen que el controlador
servo-visual directo por Jacobiano transpuesto en un manipulador sea robusto

ante variaciéon de parametros.

e Diseno de controladores servo-visuales directos en manipuladores que no necesiten

el conocimiento del vector de pares gravitacionales.

e Diseno de controladores servo-visuales que resuelvan el problema de seguimiento

tanto en uniciclos como en manipuladores.

e Diseno de controladores servo-visuales donde se utilice un sistema de vision estéreo

o multicdmara.

e Diseno de controladores servo-visuales que resuelvan el problema de regulacion

en uniciclos.

e Diseno de controladores servo-visuales para la formacion de unciclos.
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A Sistema de vision: RTSVC

El presente apéndice describe un sistema computacional para el procesamiento de
imagenes en tiempo real bajo RTLinux. A diferencia de la arquitectura tradicional mul-
tiprocesador, este sistema computacional aprovecha el reciente desarrollo tecnoldgico
y es disenado para trabajar sobre una PC con un solo procesador en tiempo real. Su
ambiente de programacion es muy similar al lenguaje de programacion C y ofrece una
interfaz grafica de usuario amigable. La utilidad del sistema se ilustra mediante su
aplicacion experimental en la navegacién de un robot mdévil con cdmara fija de alta
velocidad. Estos experimentos fueron realizados procesando la imagen y ejecutando el

controlador dentro de un mismo ciclo a una frecuencia de 100 [Hz|.

El sistema de visiéon aqui presentado tiene el objetivo de trabajar en tiempo real a
altas velocidades. Aprovechando los recientes avances tecnolégicos, el sistema requiere
de una computadora personal con un solo procesador (méds una cdmara y su tarjeta
digitalizadora, por supuesto). Hoy en dia, combinando la alta capacidad y velocidad
de procesamiento de los procesadores actuales con las ventajas que ofrece un sistema
operativo de tiempo real se puede competir con los sistemas que utilizan arquitecturas

basadas en multiprocesadores (Costescu et al., 1999).

Se ha seleccionado Linux y RTLinux como sistema operativo de tiempo real debido
a que son de arquitectura abierta y codigo fuente libre. Linux es un sistema operativo
que tuvo sus inicios en 1991 y actualmente ha tenido un crecimiento tal que puede ser
instalado en una amplia variedad de arquitecturas, incluyendo computadoras Alpha
de Compaq, SPARC de Sun, PowerPC de Motorola, Apple Macintosh e IBM. Existen
muchos grupos de programadores alrededor del mundo que estan haciendo modifica-
ciones al ntcleo de Linux para hacerlo de tiempo real, ejemplos son ART-Linux, KURT,
QLinux, RTLinux y RTAI. RTLinux es la variante original desarrollada para convertir

a Linux en sistema operativo de tiempo real.

En este apéndice, primero se presentaran conceptos relacionados con sistemas de
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tiempo real, luego se detallara el diseno del sistema de visién, después se describira la
utilidad del sistema mediante la experimentacién de un control servo-visual aplicado a
un robot movil tipo uniciclo y, finalmente, se reportaran ciertos puntos afines con la

caracterizacion del sistema de vision.

A.1 Sistemas de tiempo real

Un sistema de tiempo real es un sistema computacional donde la respuesta de la
aplicacién en presencia de estimulos externos debe realizarse dentro de un plazo de
tiempo establecido (Crespo y Alonso, 2006). De esta definicién es claro que no existe
la necesidad de que el sistema tenga una respuesta rapida, no obstante, es suficiente
que la respuesta sea predecible respecto al tiempo. Si las acciones del sistema deben
ser producidas dentro de un plazo obligatorio, entonces se tendria un sistema de tiempo
real duro. Ahora, si la pérdida puntual de cualquiera de los plazos puede producir que
el sistema tenga una operacion degradada durante un intervalo de tiempo que debe ser
limitado y esto permite que el sistema recupere su operacién normal de una manera

rapida, entonces el sistema seria un sistema de tiempo real blando.

En un sistema computacional, el sistema operativo sirve como una interfaz entre la
aplicacion y los recursos del sistema. Si el sistema operativo cumple con determinados
requerimientos para dar soporte a aplicaciones de tiempo real entonces dicho sistema
es llamado sistema operativo de tiempo real. Bésicamente, estos requerimientos son

(Crespo y Alonso, 2006):

e Multiprogramacién: Un sistema operativo de tiempo real de ser capaz de dar
soporte a varias tareas o procesos simultdneamente (o al menos que lo parezca),

atendiendo sus plazos y prioridades.

e Predecibilidad de servicios y garantia de ejecucién: La planeacion de una apli-

cacion de tiempo real debe poderse analizar y su ejecucién debe garantizarse
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bajo diferentes criterios, como por ejemplo su prioridad. El niimero de niveles de

prioridad soportadas debe ser como minimo 32.

e Gestién de tiempo: El sistema debe ser capaz de manejar temporizadores (prefe-
rentemente de alta resolucién) tal que las aplicaciones especifiquen adecuadamente

sus restricciones temporales.

También, un sistema operativo de tiempo real debe poseer una interfaz de pro-
gramacién (Application Programming Interface), mecanismos de comunicacién y sin-

cronizacion entre tareas o procesos y una gestion de memoria segura y predecible.

Un sistema operativo de tiempo real es una plataforma de ejecucién de un sistema
de tiempo real, consecuentemente, es responsabilidad del programador desarrollar su

sistema de una manera adecuada para lograr las restricciones temporales impuestas.

A.2 Descripcion del sistema

El Sistema de Tiempo Real para el Control Visual (RTSVC por sus siglas en inglés)
es un sistema computacional de tiempo real bajo RTLinux que asiste y facilita el de-
sarrollo de experimentos con robots dotados de percepcién visual. Sus principales

caracteristicas son:

Operaciéon bajo RTLinux, un sistema operativo de tiempo real con arquitectura

abierta y cédigo fuente libre.
e Capacidad de mostrar y almacenar tanto datos como imagenes.

e Editor integrado que facilita tanto la programacion del algoritmo de extraccion de
informacion de la imagen como la programacion de otras operaciones necesarias

en un lenguaje similar a C.

e Capacidad de comunicacién remota via puerto serie.
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e Compatibilidad con diversas tarjetas y camaras.

El diseno de este sistema consta de dos mdédulos principales que a continuacién se

detallan.

A.2.1 Moébdulo de edicién

El médulo de edicién es el proceso del sistema de vision que corre al iniciar la
aplicacion y es el que se encarga de reunir todos los datos necesarios para la realizacién
de algin experimento, ademés de compilar y ejecutar el otro médulo que conforma el
sistema, el modulo de ejecucién. Su programacién estd basada en el cédigo fuente libre

de una aplicacién que cuenta con un editor muy sofisticado llamado Anjuta.

Este médulo de edicién hace uso pleno de la caracteristica del sistema operativo
RTLinux de ser multiusuario y multitarea. De tal manera que la edicién se clasifica
por usuario y por proyecto. Es decir, cada usuario puede guardar sus preferencias en

cuanto a la interfaz grafica y en cuanto a sus programas de experimentacion.

Bésicamente la toma de datos se clasifica en:

e Datos de dispositivo
e Datos de edicion

e Datos de proyecto

Los cuales se describen a continuacion.

Datos de dispositivo

El sistema es capaz de trabajar con conjuntos camara-tarjeta digitalizadora de dos

tipos:
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(a) Cdmara-tarjeta digitalizadora con manejador de dispositivo (driver) compatible

con “Video4Linux”.

Video4Linux es una interfaz de programacién (Application Program Interface) que
provee rutinas genéricas para accesar algun dispositivo multimedia y realizar opera-
ciones sobre él. De manera que permite accesar un dispositivo sin la necesidad de usar
diferentes conjuntos de funciones para cada dispositivo diferente, lo cual simplifica la

escritura tanto de aplicaciones como de manejadores de dispositivo.

Video4Linux no tiene soporte para tiempo real por lo que si es seleccionado entonces

el experimento no sera de tiempo real duro.
(b) Camara-tarjeta digitalizadora con manejador de dispositivo (driver) para RTLinux.

Si el conjunto camara-tarjeta digitalizadora cuenta con manejador de dispositivo
para RTLinux entonces se puede garantizar que los experimentos sean en tiempo real
duro. El médulo de edicion tiene una utileria para la instalacién de un manejador de

dispositivo de este tipo.

Datos de edicion

Aqui se contemplan los datos tales como tipo de letra, tamano de tabulador, se-

leccion de impresora, etc.; que facilitan la edicién del proyecto.

Datos de proyecto

Cada proyecto cuenta con un programa principal de nombre “nombre_proyecto.rtsve.c”
el cual facilita la programacion del experimento incluyendo el algoritmo de extraccion
de informacién de la imagen y el flujo en general. Su diagrama de flujo se muestra en

la Figura 35.

Para facilitar la extraccién de datos de la imagen se ha creado una estructura de-

nominada Rtsvc Window la cual contiene datos asociados a una sub-ventana de proce-
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Figura 35: Diagrama de flujo del programa principal “nombre_proyecto.rtsve.c”

samiento como lo son su tamano y su centro, entre otros datos.

Otros datos adicionales tomados como datos de proyecto estan en una utileria de-
nominada “Manejador de variables” en donde se seleccionan las variables a graficar,

desplegar y almacenar.

A.2.2 Moddulo de ejecucion

Una vez editado por completo un proyecto particular se estd en condiciones de
compilar y correr el médulo de ejecucion. La compilacion de este médulo incluye una
reorganizacién de sus fuentes para poder ser compilado satisfactoriamente. La Figura
36 muestra su diagrama de operacién general y puede observarse que consta de seis
hilos en espacio de usuario mas dos hilos en espacio de ntcleo. Si el experimento es de
tiempo real duro entonces el proceso de tiempo de real serd cargado, en caso contrario

no lo serd. Para la comunicacién interprocesos se utiliza el mecanismo de memoria
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Figura 36: Diagrama de operacién general del médulo de ejecucion.

compartida y de tuberias (FIFO’s). Asi como para la sincronizacién entre ellos se hace

el uso de seméaforos.

La Figura 37 muestra la interfaz de usuario del médulo de ejecucion. En el centro de
esta interfaz se observa la seccién principal de visualizacion de video. La imagen en esta
figura presenta un rectangulo negro con dos puntos blancos dentro de él mas 4 puntos
negros. Los puntos blancos han servido como puntos caracteristicos ya que calculandose
sus centroides se han dejado sus trazas en la imagen. También pueden verse marcas
estaticas establecidas por el usuario y que en este caso son un cuadrado, un circulo
y una cruz. Decorando la secciéon de visualizacién de video se encuentra una barra
de botones, una barra de despliegue de informacién 1til tal como el conteo de ciclos
perdidos y una barra de estados; alrededor de esta seccién se encuentra el despliegue
y las graficas en linea de datos seleccionados previamente por el usuario. Note en esta
misma figura que la interfaz de usuario del médulo de ejecucion esta superpuesta a la

interfaz de usuario del médulo de edicién.

A.3 Aplicacién del sistema al guiado de uniciclos

A continuacién se verificard la utilidad del sistema a través de la aplicacion de
un control servo-visual para la navegacién de uniciclos mediante campos de velocidad
(Kelly et al., 2006b). El sistema de visién esta instalado en una PC con procesador

Pentium IV a 2.4 GHz, con una camara de video digital UNIQ (modelo: UF1000-CL)
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Figura 37: Interfaz de usuario del modulo de ejecucion.

y con una tarjeta procesadora de video ARVOO (modelo: Leonardo PCI64-CL-DB-
X100-C-256). El uniciclo utilizado es el YSR-A de Yujin, dicho robot cuenta con dos
ruedas actuadas independientemente y el envio de las consignas de velocidad para cada

rueda se hace por medio de un transmisor de RF conectado al puerto serie.

La puesta del experimento consiste en colocar una cdmara fija en algin lugar del
espacio de trabajo con cierta inclinacion tal que observe el plano de movimiento del
uniciclo. El controlador utilizado requiere de informacion que se procesa de las imagenes
obtenidas a través de la camara, como lo son la posicién y orientacion del robot movil
(en coordenadas de imagen). Para este fin, se localizan 2 discos blancos en la parte

superior del uniciclo.

La especificacién del movimiento deseado se realiza a través de un campo de ve-
locidad en coordenadas de imagen. En este caso se experimentard con un campo de
velocidad cuyas lineas de flujo tienden a un circulo con centro en en y, = [yo; Yeo]? =

[160 120]" [pixeles] y con radio 7y = 50 [pixeles], como el especificado en (114) y
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mostrado en la Figura 30.

A.3.1 Modelado

El sistema robdtico cuenta con dos sistemas coordenados, uno fijo en algun lugar del
espacio de trabajo (Syw) y otro atado a la cdmara (X¢). O, es el vector de posicién
del origen de X respecto de Ly y ¢, es el angulo de inclinacién de la camara (para

més detalles, ver (Kelly et al., 2006b)).

El modelo del robot mévil considerado estd dado por (Canudas de Wit et al., 1996;
Dixon et al., 2001a)

Tw, cos(d) 0
d Uy
— | zw, | = | sen(d) O [ ] (115)
dt s
7 0 1

donde xzw = [zw, Tw, 0]7 denota su posicién y @ su orientacién , ambos con respecto
a Y. Las componentes de entrada w = [u; us]” son la velocidad lineal y angular del

robot, respectivamente.

El modelo de imagen es obtenido a partir de transformaciones y proyeccién en

perspectiva (Hutchinson et al., 1996; Kelly, 1996); el cual estd dado por

Ug

_ 116
Yy p— + (116)

aA Tcy
Vo

$02

donde ¢ = [x¢, Tc, Tc,)T representa la posicién del robot respecto del marco de la

camara ¢, A es la longitud focal, o es un factor de conversion de metros a pixeles y

T

[ug vo]" es el centro de la imagen.

La orientaciéon del robot en coordenadas de imagen v esta dada por

tan(0)[A cos(¢) + O] ) (117)

a1
¥ = tan <$cl tan(f)sen(¢,) + xo, — A
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A.3.2 Sistema de control

Definase el error de campo de velocidad como

e=v(y)—y (118)

donde v(y) es el campo de velocidad deseado. De esta manera el objetivo de control

queda especificado por lim; ., e(t) = 0.

Definase p(y) como el angulo del campo de velocidad en el punto y. Por lo tanto,

(y) satisface

tan(p(y)) = — 5

para vi(y) # 0, y puede ser obtenido mediante
p(y) = atan2(—vy(y), v1(y))-

Esta funcién produce un angulo entre —7 y w. Para mantener compatibilidad, el

dngulo v debe pertenecer también entre —7 y 7. Se denotara por 1 tal dngulo, esto es,

Y =mod(¢yp — m,27) — 7 sign(y) — 7).

Un controlador que garantiza el cumplimiento del objetivo de control es el siguiente

(Kelly et al., 2006b):

1

wo= e lo(y)l _ (119)
1 - doly)" | cos¥)

v = k sen (o(y) — ) + [lv(y)] Iy [_Senw)”

donde k es una ganancia positiva y
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[Sen(qbv)[gh - UO] +a COS(¢7)]2

n(y.¥) = [Acos(o,) + 0F,]\/E(y, ¥)
(W) = - e

aA[sen(¢)[ye — vo] + @A cos(p)]

con

2

§y.v) = [sen(@,)leos(®) [y — vo] + sen(w) [y — o] + X cos(s) cos(s,)
+lasen(y)]2.

A.3.3 Experimentos

La ejecucién del controlador (119) junto con el sistema de visién que aqui se describe,
con el equipo mencionado, permite capturar y procesar las imagenes en tiempo real duro

a una cadencia de 100 Hz.

Los parametros de visién son: A = 0.0075 [m], a = 72000 [pixeles/m], uy = 160
[pixeles] y vy = 120 [pixeles|. La altura de la cAmara respecto del marco del robot es

0%, = 1.35 [m] y su éngulo de orientacién ¢, = —2.44 [rad].

La Figura 38 presenta una secuencia del movimiento del robot movil capturada por
la cdmara. En la Figura 38.(a) puede observarse la condicién inicial del experimento
junto con el camino circular deseado, en tanto que las Figuras 38.(b), (¢) y (d) mues-
tran instantaneas del movimiento del robot a los 9, 17 y 33 segundos del experimento
junto con la traza, respectivamente. Es de notarse, segin se ve en la traza, que el
movimiento del robot es coordinado y no brusco tendiente a las lineas de flujo del
campo de velocidad deseado. Estas imagenes son parte del video que fue capturado en
linea durante el experimento, aunque el procesamiento de las imagenes fue en tiempo
real duro el despliegue no lo fue asi, es por esto que la traza en algunos segmentos

presenta discontinuidades.
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(a) (0)

()

Figura 38: Secuencia del movimiento del robot mévil.
A.4 Sobre la caracterizacion del sistema de vision

Un sistema de tiempo real duro debe satisfacer de manera obligatoria restricciones
de tiempo. En general, son necesarias cotas superiores de tiempos de ejecucién para
mostrar la satisfaccion de estos requerimientos, desafortunadamente, obtener dichas

cotas superiores es una operacién complicada (Wilhelm et al., 2008).

Una tarea tipicamente presenta ciertas variaciones en sus tiempos de ejecuciéon de-
pendiendo de los datos de entrada y de los diferentes comportamientos del medio am-
biente. El tiempo de ejecucion mas corto es llamado el mejor caso de tiempo de ejecucion
(BCET por su siglas en inglés) y el tiempo mds largo se le conoce como el peor caso de
tiempo de ejecucion (WCET por sus siglas en inglés). Por lo que una estimacion del

WCET para un sistema de tiempo real seria lo conveniente.
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Figura 39: Histograma de los tiempos de ejecucion del primer caso.

Béasicamente, existen dos tipos de métodos para estimar el WCET de un sistema:
los estdticosy los basados en medicion. Los métodos estaticos se basan en un modelo del
procesador y en el cédigo de la aplicacion mientras que los basados en medicién toman
mediciones directas de los tiempos y encuentran los tiempos de ejecucion observados

maximo y minimo.

La caracterizacién del sistema de vision RTSVC sera llevado a cabo mediante un
método basado en medicion, en donde la mediciéon directa del tiempo se realizard uti-
lizando el reloj interno de la computadora; ya que representa una buena alternativa
en vista de que se pueden introducir retardos significativos adicionales si se utiliza un

sistema de medicién de tiempo externo.

Ahora bien, el sistema de vision estd instalado en una PC con procesador Pentium
IV a 2.4 GHz, con una camara de video digital UNIQ (modelo: UF1000-CL) y con
una tarjeta procesadora de video ARVOO (modelo: Leonardo PCI64-CL-DB-X100-C-
256). De manera que se adquieren imagenes de 320x240 pixeles en tiempo real hacia la

computadora para su posterior procesamiento.

Se reportaran 2 casos para la medicién del WCET en el sistema de visién. El

primero de ellos consta de un algoritmo comun de extraccion de centroide de una
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Figura 40: Histograma de los tiempos de ejecucion del segundo caso.

ventana de procesamiento de 20x20 pixeles a una cadencia de adquisicién de 100 [Hz| y
de despliegue en pantalla de 17 [Hz]. Realizandose 20 experimentos con 5000 muestras
en cada uno. La Figura 39 muestra el histograma de los tiempos de ejecucién para
este caso. El promedio de los tiempos de ejecucién para este caso es de 1.2502 [ms]
con desviacion estdandar de 0.0015 [ms|. El WCET observado es de 5.3846 [ms| y el
BCET observado es de 1.2066 [ms]. También se tomaron mediciones de tiempo de
ciclo, obteniéndose el mayor tiempo de ciclo de 10.0264 [ms| y el menor tiempo de ciclo

de 9.7909 [ms].

El segundo caso corresponde a un algoritmo de extraccién de contorno por LaPlace
en una ventana de procesamiento de 50x50 pixeles a una cadencia también de [100] Hz
en la adquisicién y de 17 [Hz| en el despliegue. También se realizaron 20 experimentos
con 5000 muestras en cada uno. La Figura 40 presenta el histograma de los tiempos
de ejecucion para el segundo caso. El promedio de los tiempos de ejecucién para este
caso es de 3.0958 [ms] con desviacién estandar de 0.0040 [ms]. El WCET observado es
de 7.0046 [ms] y el BCET observado es de 2.9903 [ms]. En las mediciones de tiempo
de ciclo se obtuvo que el mayor tiempo de ciclo fue de 10.0318 [ms| y el menor tiempo
de ciclo fue de 9.9698 [ms|. En la Figura 41 se muestra el histograma de los tiempos de

ciclo para este segundo caso.
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Figura 41: Histograma de los tiempos de ciclo para el segundo caso.
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Figura 42: Grafica de ciclos perdidos con el sistema sobrecargado.

En ambos casos, la computadora con el sistema de vision solo estaba dedicada a la

ejecucion de los experimentos en cuestion.

Finalmente, se realizaron pruebas del sistema de visiéon sobrecargandolo con un
procesamiento comun de extraccion de centroide pero sobre una vantana de proce-
samiento de 100x100 pixeles y con la computadora ocupandose a la vez con accesos a
la red y a disco duro. La Figura 42 describe el conteo de ciclos perdidos en 6 series de
experimentos con 10 corridas cada uno a 200, 100, 67, 50, 40 y 33 [Hz|, respectivamente.

Cada corrida fue de 2 minutos accesando a la red en el primer minuto y al disco duro
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en el segundo minuto. Como puede observarse, a 33 [Hz] el acceso a red y a disco duro
no tiene efecto sobre el sistema de visién. Sin embargo, por ejemplo, a 100 [Hz| se tuvo
una pérdida en promedio de 10.8 ciclos con una desviacion estandar de 3.58 ciclos. Una

pérdida de ciclo significa que el tiempo de ejecucién tardé mas del 30% del especificado.
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B Teorema multinomial y ley distributiva para suma-

torias multiples

B.1 Teorema multinomial

El teorema multinomial provee la manera de multiplicar expresiones de la forma

(1 + 20+ - 4 xp]|”

donde m y n son enteros positivos. A continuacion se enuncia este teorema, para mas

detalles ver Bolton (1968) y Graham et al. (1989):

Teorema 2. Sean m y n enteros positivos. Entonces

n!
[$1+$2+"'+xm]n: Z mxlxz---xm

k1,k2,....km
donde kq, ks, ..., k,, son enteros no negativos tal que ki + ko + - - - + k,,, = n.

Ejemplo 1. Calcular [z +y + 2]>.

Solucidn.
|
[z +y+z = Z 3 gFryk ohs
Ty Vo Vs
k1,k2,k3
3' 0 0.3 3' 0.1.2 3' 0.2.1 3' 0.3.0
= oot Y ot Y T oem Y Tomot YR T
3' 1. 0.2 3' 1.1.1 . 1.2.0 3‘ 2 0.1
o2t Y T Tt Y Tt Y Tt YT
|
. 21,0 . 3 0.0
oo™ Y F Tt Y e

AAA

= 22+ 3y22 + 3%z + 9 + 322® + 6ayz + 3xy? + 322 + 32y + 27

ooad
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B.2 Ley distributiva para sumatorias multiples

La ley distributiva para sumatorias miltiples establece lo siguiente (Graham et al.,
1989):

S o lz xj]

JjET ke NISVA

>l

kek
donde J y K son conjuntos de indices validos. De esta manera el producto de dos

sumatorias simples se transforma en una sumatoria multiple o viceversa.

Ejemplo 2. Considere el siguiente desarrollo:

Z TjYk = ToY1 + ToY2 + T1Y1 + T1Y2-
j={0,1},k={1,2}

Ahora el producto de sumatorias simples:

x| | D k| = [ro+ @] [y + v2] = Toys + oy + 21y + T4y
j={0,1} k={1,2}

Por lo tanto,

Z LYk = Z Ly Z Yk

7={0,1},k={1,2} 7={0,1} k={1,2}

ooad
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C Variacion respecto al tiempo de los momentos de
imagen

En este apéndice se desarrolla la forma analitica de la variacién respecto al tiempo
tanto de los momentos regulares de imagen como de los momentos centrales de imagen

del sistema detallado en la Subsecciéon 11.2.5.

C.1 Momentos regulares de imagen

La variacién respecto al tiempo de los momentos regulares de imagen Y1;; se puede

obtener derivando (31) respecto al tiempo, de esta manera tenemos

— ki—1f k ks |
iy = Y Y /{51'1{22']{73”1'[2”3 k[ cos()]" 7 [=ysen ()] [yer + o)™

k1,k2,k3 l1,l2,l3
[—ysen ()] [~ cos(1)]2[vea + vo)"® Omy 11y ki [—ysED(1) 1+

Tl /|
DY /{:1'/{:2%3'[1'] i cos(4)] k[ —ysen(v)]**~ yer + uol™ -

K1k ks 11,lo,03 Ill!
[—ysen(y)]" [— WCOSW)]Z? [yea + v0]"® My ay degrin [~ cOS(¥) U+

l
PSP kllkzvkgvgluzug [y cos(9)]* [—ysen(¢)]*2ks[yer + ugl " -

k1,k2,k3 l1,l2,l3
[—sen(¥)]" [~y COS(W] 2lyez 4+ v0]"® My iy o v [¥EL]

'
DYDY /{21'/{}2‘]{73'l1'l2‘13 [y cos(w)]t [—ysen(v)]*2 [yer + ug] ™ -

k1,ko,k3 l1,l2,l3
l[—ysen(¥)]" [~y cos(¥)]2 [y + vo]™® Omipy iy prin [~ cOS() Y+

7! j' 1 2 3
PSP Vo Vhes! 1,1 <[y cos ()] [—ysen ()2 [yer + upl* -

k1 ko ks 11,0203 1!
[—sen ()] ly[— VCOS(W]ZQ s 4 00" Mgy iy at1n [ysen(30)] 1+

|
DD kl'kg‘kg'l1'52113 <[y cos()]" [—ysen(v)]*2 [yer + uo)™

k1,ko,k3 l1,l2,l3
[—ysen (1)) [— cos(1)]2l5[vea + vo)* ™" Oy iy ks [VCo)

= a1+ ax+as+ a4+ a5+ ag (120)
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donde ki, ko, ks, l1, ls y I3 son enteros no negativos tales que ky + ks + k3 = 1y

ly + s + I3 = j; vy por simplicidad

_ ki—17__ ko k3
w o= Y Y i beosl asen(o) e +

k1,ka,k3 l1,l2,l3
[—ysen(¥)]" [~ VCOSW)] 2[7'02 + 00" Oy g1y i [—sen ()]
@ =Y > ]{Zl‘kzll{iglll‘ljz'lg [y cos ()] ke[ —ysen(v)]* ™ [yer + o)™ -
k1,ka,k3 l1,l2,l3
[—ysen ()] [~ WCOSW)] 2[7'02 + 0] My g1y ko 1 [ COS()]
s =" D> D k11k21k31l11l2113 [y cos(4)]* [=ysen(v)] "2k [yer + ug]™ -
k1,ko,k3 l1,l2,l3
[—ysen(y)]" [~ VCO;SW)]ZQ[V'C 2+ 00" Oy 11y i [
a =Y D, e VgV 11115 115] [y cos ()] [=ysen(¥)]*2 [yer + uo]
k1,ka,k3 l1,l2,l3
h[—ysen(y)]" - WCOS(W]IZ [z + v0l"® O, 41, ko 1s[— cOS(9) ]
s =" D> D k11k21k31l11l2113 [y cos ()] [—ysen(v)]*2 [yer + o] -

k1,ka,k3 l1,l2,l3
[—sen(¥)]" o[~ WCOS(W]lZ'l[VC 2+ 0] Oy 11y o, [ySED (1) 90
R m%:kg 11%: e Voo lkes! 13115115 [y cos ()] [=ysen(¥)]*2 [yer + uo]
[—sen(¥)]" [—y cos(1)]2l5[vea + v0)* ™" Oy sty ootia [YC2)-

Primero obsérvese ag. Si k} = ks — 1 e i’ =i — 1 entonces ky + ko + ki =i’ y a3 se

expresa commo

., |
o= Y Y e s e + e+

k1,ka,kf Ui,l2,l3
[—vsen(y)]" [— 7005(¢)] 2[7(32' + 0] My 1y g [V€]
= 1 72 Z Z:l ]{?1”{52']{3/' ll'l 'l |[7 COS(¢)]k1[_756n(¢)]k2 [761 + UO]ké
kl kg k, 51 l2
[—ysen (1)) [—y cos(1)]2 [yez + vo]™ M, 14, ko1 V€L,

ki1 : g
puesto que Wiw = 1%'3' e [ + 1]! = i’l. De esta manera, de acuerdo a (31), ag se
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simplifica a

as = ’L’}/ ymi_Ljél. (12].)

Ahora obsérvese ag. Sily =13 —1e j = j—1entonces l; +ls + 5 = j' v ag puede

expresarse mediante

@6 = 7> D kllkalkglllllz [; - il cos()* [sen() e+ uol™ -

k1,k2,k3 ll,lz,l’
[—ysen ()] [—y COS(¢)]l2 [13 + 1[yes + v0]s M, 4 o+, [12)
_ ki7__ ko k3
- j 7 Z Z ]{?1”{52'/{53' ll'l 'l,'[’}/COS('(ﬂ)] [ ’786H(¢)] [rycl +u0]
k1,k2,k3 ll,lz,l’
[—VSGH(W] [ v COS(¢)] 2[/702 + UO]Z3 Omk1+l17k2+l2 [70.2]7

ya que % = Kl' y [7/+ 1]t = jj'l. Asi, de acuerdo a (31), ag finalmente queda

g — ]’}/ ymi,j_lcé. (122)

De la misma manera, los términos restantes pueden expresarse de acuerdo al cambio
de variables correspondiente, sin embargo, para estos casos los indices de los momentos
“m,; también sufren modificaciones. Considérense primero a; y az, que después del

cambio de variables quedan

[i—1) 4!
m = [sen(@liin? 33 A TSPRIATAT

K] ko ks L1l,ls
[ cos ()] [—ysen(4)]*2 [yer + uo]™ -

[—sen(y)]" - v cos(1))2[yes + vol® m,
z—l !
ag = [—ycos()|Yi~? Z Z ATATSIATATRR

k’l,kz,kg l1,l2,l3
[y cos(10)]F [—ysen(1))]¥2 [yer + u)*™® -

[—ysen(e)]* [=y cos ()] [yes + vol® Omy sty g1+t (123)
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Ahora bien, el desarrollo de (31) para el momento de imagen ¥m;_; ;41 resulta

g = 1Y Y e L cos )] [ ysen(u) e + ul®

k1,ko,ks l1,l2,l3 1'k2'k3' ll'l2'l3
[—ysen(e)]" [=y cos(¥)]2[vez + vol® Om vy i (124)

donde kq, ko, k3, 11, lo y I3 son enteros no negativos tales que k1 + ko + ks =i —1y

L+l+1l3=7j+1.

De acuerdo a la Identidad (139) del Apéndice D, (124) puede expresarse como

Ym. . = Z_l j'
mi1ja = [—ysen(y Z Z T Vo ks 13115151

k1,k2,k3 11,l2,l3
[y cos(1)]" [=ysen(1)]* [yer 4 ug) ™

[—sen ()] [ cos(u)]“[yes + )" n'z rtat
2 [i —1]! !
[—yeos@)] 4 3 Z ASTRIATRIAN

by oS [—ysen(e) e, + g]®

[— WSGHW)] [— WCOS(W] [VC +U0]l3 ?mk1+l1,k2+1+l2+
[i—1)1 4!
SERRUEAD DD D R TRINATN

ke kz,ka 102,03
[y cos()]" [—ysen(4)]** [yer + uo]™

[—’}/SGH(Q/J)]ZI [_7 Cos(lb)]lQ [762 + UO]l3 Omk1+l1,k2+127

de tal suerte que las primeras dos dobles sumatorias guardan relacién con a; y as de

(123), respectivamente; y sustituyendo (31) en la dltima doble sumatoria, tenemos
it Ymi_1 41 = a1 + ag + W[WQ +vo| Ymi_1;,

es decir,

a1+ ao = 1 [ymz-_l,jﬂ — [’YCQ + Uo] ymi_l,j] 1p (125)

Ahora considere a a4 y as, que después de los cambios de variables correspondientes
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pueden expresarse mediante

ay, =

as =

it -1
[~ cos()]e) 5 Z ) otk 1!

[y cos(y)]* 1[—78611(1#)] [vcl —|—u0] i

[ VSGH(W] i [ VCOS(W] [yes + 1'10] ’ mkl—i]-l’1+1,k2+lg
9 7! 7 —1)!

k1,ko,k3 11,151
[y cos(4)]" [—ysen()]* [vcl + ug] ™
[—ysen()]"* [— cos()] [yez + 0] Oy iy kot (126)

En este caso, considere el desarrollo de (31) para Ym,;; ;_1 siguiente:

2 + 1 ] —1 ) ) s
Ymiaio = 7 YL Y ol 117 'l]' [y cos(4)]* [=ysen(¥)]** [yer + uo]"
ki k2 ks 111,03 1-2:~3- 01:02:03
[—vysen ()] [—7 cos()]™ [yea + vo]"® Oy og-tio (127)

donde kq, ko, k3, 11, lo y I3 son enteros no negativos tales que k1 + ko + ks =i+ 1y

Lh+l+Il3=75—1.

Nuevamente, aplicando la Identidad (139) del Apéndice D, (127) resulta

Y
Mit1,5-1

il -1
- j
= [ycos(v) Z Z Ky ko lkeg! 13115115

ot ki ks 1,2l
[y cos ()] [=ysen(¥)]* [yer + uo)™ -

[—ysen(4)]" [ cos(1)] [y, tvo]‘ mk]1+1+zl,k2+l2+
7! 7 —1)!
V)] 7* Z Z ey e Ve 14115115

Iy cos(@)] [—ysen ()] [yes + ug)®

[ 786n(¢)] [ VCOS(W] [762‘—’_ UO] nibk1+l1,k2+1+lz+
7! [7 —1)!
hetul v D D it

Fy cos()} [—asen(D Fyes -+ gl -

[—ysen ()] [~ cos(¥)]2 [yea + v0]™ Ok, 111 kot

(
(

[—7sen
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donde las primeras dos dobles sumatorias se relacionan con a4 y as de (126), respecti-

vamente; y sustituyendo (31) en la tltima doble sumatoria, obtenemos
U Y11 = —aq — a5 + jO [yea + vo] Yo,

esto es,

as+as = j[— Ymisrjo1 + [yer + o) Ymigoa] . (128)

Finalmente, sustituyendo (121), (122),(125) y (128) en (120) se encuentra la variacién

respecto al tiempo de cualquier momento regular de imagen Y1m;;, expresada mediante

Y, = iy Ymu_y1 Gy YmyjoaCa 1 [Py i — [Yea + vo] Ymisa ]+

G 1= Ymiga o + e + o] Ymi ] (129)

C.2 Momentos centrales de imagen

Para encontrar la forma analitica de la variacién respecto al tiempo de los momentos

centrales de imagen Y/i;; puede derivarse respecto al tiempo (36), resultando

i = 2zzk1|k2|llul2 [y cos ()]~ [=ysen(y)]* -

k1,k2 11,l2
[—ysen(y)]" [~ vcosw)]? © Ly 1 a1 | —75€0 (1) [Uh+

P Y3 i stk lsen()

k1ka 11l
[—ysen()]" [ WCOSW)] © s+t a1z [y cOS() Y+

7 Z P e =sen()] -

k1,k2 11,12
lh[—vsen ()]~ 1[ VCOSW)] Py 1 1o | —Y €OS(10) Y+

gl szlvk2|lljul‘2 [ cos ()] [—ysen ()] -

Ky ko 11l
[—ysen(¥)]" la[— cos(¥)]2 ™" © ik, 41, oy -r1 [Y5ED (1) ]3)
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(130)

donde k1, ko, I v [2 son enteros no negativos tales que ky + ko =iy l; + Il = j; y por

simplicidad

by

DI

o |
L k‘z lh! l2

by

(DI

k1,k2 11,l2

kilk

[—sen(y)]" [ WCOS(W

I

k1,k2 11,12

kilk

hl- Wsen(lb)]ll 1[ VCOS(W

by

I

k1,k2 11,12

kl'k2‘ l1‘l2

/ﬁ[VCOS(w)]’“ H[=rsen(y)]* -

[—sen(y)]" [ vcosw)]

/J’k1+ll7k2+l2 [—VSGH(WW
7COS(lP)]’“kz[—vsen(lb)]krl :

Ol 41 a1 [~ COS(1) ¥
7 cos()]* [—ysen ()] -

Lty 41y ooy [—Y COS(10) 1)
[y cos(1)]** [—ysen(v)]*

[—ysen(9)]" L[~y cos(¥)]"* ™ © sy s [ysen ()]

Primero obsérvense by y bs.

by tenemos kj + ko = ¢ y para by resulta ky + k) =

como

Si k) = ky —

1, kb, = kg —1 e i =i— 1 entonces para

i', por lo tanto b; y by se expresan

"o XI;ZZ 'k2'l1'l2
[—ysen(4 )] [ v cos(y)]”
= [—ysen(¥)]¢r iy ZZ
[—ysen(y)]" [ VCOSW)]
by =

[k + [y cos()]* [=rsen(y)]* -

,Uk’—i-l—i-ll k2+l2[ ’ysen(w)]@b

k:"k; l l ll | (iﬂ)]ki[—vsen(qp)]’f? .

Mk'+1+11 ka+lo

k1,kl 11l

[—ysen()]" [ cos()]"

IEED I

k1,kf L1l

[—ysen(y)]" [—y cos (1))

[— cos(v

72 Z ! k:’ + 11, u' [y cos ()] [k + 1] [—ysen(y)]* -

Iukl-i-ll k'+1+l2[ Y COS(QXJ)]QJ]

— 1t _j! [ K
o e eos() [—sen(y)]

/’I’k1+l1,ké+1+l27 (131)
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ki+1 kotl

puesto que para by: k’+1]' = k,, y para by: Tl = k,,, y en ambos casos [i' +1]! = #7'l.

Realizando un cambio de variables similar, b3 y by pueden expresarse mediante

b = [eyeos(@li 7 0 3 Ry cos(u) [asen ()

| |
k1k21'12k k‘g !

[— WSGHW)] [ ’YCOSW)] ‘,UkH-l +11k2'+12
by = [ysen()dj* > r ,}Q, Jl;l,, [ cos ()] [sen(y)]** -

k1,k2 Iq, l'
[—ysen(¥)]" [y cos(1)]"2 g, 41, ki1 (132)

Ahora bien, de acuerdo a (36) el desarrollo para Y/, j11 es el siguiente:

g = 3 S o senuy

! !
L k! 11 !

[_VSen('(b)] [—WCOS(W] O:uk1+l17k2+l2

donde ky, ko, I y I son enteros no negativos tales que k1 + ks =1 —1y i+l =75+ 1.
Note que mediante la Identidad (138) del Apéndice D, este desarrollo queda

2 - 1 ' kl k2
y:u’i—].,j"rl = ’ysen ZZ kl'kQ' l]_'lQ 'VCOS(w)] [_'Vsen(w)] ’

ko ko 11a
[—VSGHW)] [~ VCOS(W] Mk:1+11+1 koo
— cos()] QZZ o 'l@' l1'l2 [y cos()]* [—vsen (1))

k1,k2 11,12
[—ysen ()] [— cos ()] © ity ea-tias1- (133)

De esta manera relacionando (131) con (133) tenemos

bl + b2 =1 y,ui_l,jﬂ ¢ (134)
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En una forma similar, se puede desarrollar Y141 ;_1:

—1J!
Ylit1j-1 = 7 ZZ T jll'lz "y cos () ]FL [—ysen(1)]*2 -

knokz 1o
[—ysen ()] [= cos()]® © ik 1y kot

donde ky, ko, I y I son enteros no negativos tales que k1 + ko =1+1y L1+l =j5—1;
y aplicarle la Identidad (138) del Apéndice D, resultando

Uiy = [ycos(th ZZ,ﬁ.kQ. A Ly cos(us) [—sen(us)

k1,ka 11,l2
[—Vsen(¢)] [— cos(v)] Mk1+1+11 Ko+t
n(v))y ZZM@, T Ly con()t [ -sen(y)

k1,ka 11,12
[_’ysen(w)] [ '}/COS(QXJ)] :uk1+l1,k2+1+l2' (135)

En este sentido, relacionando (132) con (135) obtenemos
by + by = —j Ypiisr i1 U (136)

Finalmente, sustituyendo (134) y (136) en (130) se encuentra la variacién respecto

al tiempo de los momentos centrales de imagen Y/i;;, expresada a través de

Yy =10 Yo 41 — 7 yﬂi+1,j—1]¢- (137)
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D Identidades en sumatorias

En este apéndice se detallan dos identidades que se utilizan en la derivacion de la

variacién respecto al tiempo de los momentos de imagen.

D.1 Identidad 1

Proposicion 1. Sea n un entero no negativo. Entonces

n+ 1] 4
g T T My ke = X1 E :Exml Lt
k’l!kg! 1 *2 1,Kk2 llllg 142 141,02

k1,ko l1,l2

Z xl x2 My lo+1 (138)
l1'l2

l1,l2

donde kq, ko, 1 v I son enteros no negativos tales que k1 + ko =n+ 1y l; + 15 = n.

Prueba. Note que la identidad también puede expresarse de la siguiente manera:

Z n+ 10 4 Z n! .
1,.k2 _ 1+1 lo
k ‘]{7 T Ty mk’hk’Q - l ‘l Ty mll-i-l 12+
k1 ko 1-h2- 11l 1-02-
n! l1,.l2+1
E ] 5131 Ty My la+1
I !5!
l1,l2
= di+dy

donde por simplicidad

_ ! l1+1 l2
dy = E I Lo My+1,15
l1 l!
ly,l2

_ ' l lo+1
dy = E I m11952 My a1
11 lp!

l1,l2

De tal manera que para sumar términos semejantes entre d; y ds, tal que se puedan
igualar con los correspondientes términos en el lado izquierdo de la igualdad, se requiere

queend;: 1 +1 =k ylo=kyyendsy l; =k yly+ 1=k Observe que en d; el
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indice k1 > 1 y en ds el indice ky > 1. En este sentido, los coeficientes de la suma de

d1 + d2 son:
n! N n!  nlky N nlks
(k1 — 1)ko!  kyl[koy — 1! N ]{31!]{52! k1'ks!
n!
= [k:l + ko)
kilky!
1n'2
= it
1]
k!

puesto que en dy: [k1—1]! = k—l en dy: [ky—1]! = 12—22!, ki+ky = n+1ynln+1] = [n+1]L
Es decir, los coeficientes de la suma d;+ds son iguales a los coeficientes del lado izquierdo

de la igualdad, y la proposicion queda demostrada. ANAN

D.2 Identidad 2

Proposicion 2. Sea n un entero no negativo. Entonces

|
E k1 ko k3 _ E n: Iy o 13
k 'k 'kf ] T Ty Xy mklka = I l 'l 'l xl Ty .173 mll+112+
1-hv2:-h3- 1:02:03-
k1,k2,k3 l1,l2,l3
n. I, la 3
T2 E T1 Ty T My gy 41T
1151151
11,12,
1,l2,l3
n! I do s
T3 E T T My Ly (139)
[15115!

l1,l2,l3

donde ki, ko, ks, l1, I3 y I3 son enteros no negativos tales que k1 + ko + ks =n+1y
ll + l2 + l3 =n.

Prueba. La identidad también puede expresarse de la siguiente forma:

n +1 k’ ko k- ! l
1,52 ,.K3 1+1 lo 3
E Lo T3 My, k = E To T3 My 41,1 +

k1,k2,ks l1,l2,l3

' U la+1 1
§ 171 $11$22 x33ml17l2+1+
! l2 3!

l1,l2,l3
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Z n! I la I3+l
171 '$11$22$33 mllle
(153!
l1,l2,l3
= e]+ ey + €3

donde por simplicidad

n!
_ E 1+1 02 I3
€1 = [NIAT |x1 Lo T3 ml1+17l2+
lll 1:02:03.
1,02,l3
nl
_ § 1,.02+1 13
€2 = [HIAT |'r1x2 x3mll,l2+1+
lll 1:02:03.
1,02,l3
n! o do, s+l
e3 = E zitxlrs T Imy, ..
l1‘l2'l3' 1423 1,02

l1,l2,l3

Ahora bien, para sumar términos semejantes entre e;, es v es, tal que se puedan
igualar con los correspondientes términos en el lado izquierdo de la igualdad; se requiere
queeney: i +1=ky,lo=kyylz=ks;enes: 1 =k, la+1=kyyls=ks; yenes:
Iy = ki, ls = ko y I3+ 1= k3. Observe que en e; el indice k; > 1, en ey el indice ky > 1

y en e3 el indice k3 > 1. De esta manera, los coeficientes de la suma de e; + e5 + e3 son:

n! N n! N n! B nlk; N nlks N nlks
(k1 — 1)kolks!  kyllko — 1)lks!  Kkilkol[ks — 11 kylkolks!  kylkolhs!  kylkolks!
n!
= Tl ekl
n!
= Tl
1]
VAP
debido a que en e;: [k — 1]! = ’Z—lll, en ey [ky — 1! = 12—22!, en eg: [k — 1]! = Z—?;,

ki+ko+ks =n+1ynln+1] = [n+1]!. Es decir, los coeficientes de la suma e; +e5+e3
son iguales a los coeficientes del lado izquierdo de la igualdad, y la proposicion queda

demostrada. ANAN



