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Control de osciladores conmutados con friccion de Coulomb

Resumen aprobado por:

Dr. Yuri Orlov Kuchina

Director de Tesis

En este trabajo se desarrollan algoritmos de control para problemas de control como:
regulacion, estabilizacion orbital y retroalimentacién por posicién, para osciladores no
lineales. Los osciladores que se utilizan como aplicaciones de prueba, se refieren a
los sistemas mecanicos: el péndulo simple, el sistema masa-resorte y el sistema carro-
péndulo, los cuales son afectados por el fenémeno de fricciéon de Coulomb. Para cumplir
este objetivo, se utilizan técnicas de control basadas en modos deslizantes, asi como
técnicas de control basadas en impulsos, las cuales muestran ser robustas ante la friccion
y perturbaciones externas.

Palabras clave: Control en modos deslizantes, sistemas mecanicos con friccion de
Coulomb, control impulsivo.
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with specialization in INSTRUMENTATION AND CONTROL. Ensenada, Baja
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Control of switched oscillators with Coulomb friction

Abstract approved by:

Dr. Yuri Orlov Kuchina

Thesis director

In this work, algorithms for control problems like: regulation, orbital stabilization
and position feedback for three nonlinear oscillators, are proposed. The nonlinear
oscillators are related to the mechanical systems: one-link pendulum system, spring-
mass system and the subactuated cart-pendulum system, besides the Coulomb friction
and external perturbations are considered in the dynamics of this three testbeds. For
this purpose, we use sliding mode and impulsive based algorithms, so the closed-loop
system is robust against friction phenomena and external perturbations.

Keywords: Sliding mode control, mechanical systems with Coulomb friction, impulsive
control.

v



Agradecimientos

A mi.
A los cuasi-carnales.

A Dios.

A la sangre.

Al profe Dr. Yuri Orlov Kuchina.

Al Dr. Luis Tupak Aguilar Bustos.

Al Dr. Leonid Fridman.

Al Dr. Joaquin Alvarez Gallegos.

Al Dr. Luis Alejandro Marquez Martinez.
A los compaiieritos de la school.

A Rosy, Laura y Aurora.

Al Centro de Investigacion Cientifica y de Educacién Superior de Ensenada y al Consejo
Nacional de Ciencia y Tecnologia.

Ensenada, México Ratl Santiesteban Cos
24 de Octubre de 2008.



Tabla de Contenido

Capitulo Péagina
Resumen iii
Abstract iv
Lista de Figuras viii
Lista de Tablas xii
1 Introduccion. 1
L1 Objetivos. . . . . . o o o e 4
.2  Antecedentes y metodologia. . . . . . .. ... oL 4
1.3 Contribucién. . . . . . . . . e 7
.4  Estructura del trabajo. . . . . . . . . ... oL 8
15 Notacidn. . . . . . . . . e e 10
II  Preliminares. 12
II.1 Introduccidn. . . . . . . . . . . . . . e e 12
II.2 Matemadticas: preliminares . . . . . . . . . . . . . ... 12
11.2.1 Derivada Dini de una funcién real . . . ... ... .. ... .. ..... 12
11.2.2 Modelos de friccidén . . . . . . . . . . ... 13
I1.3 Sistemas mecanicos subactuados. . . . . . . . . . ... L Lo 16
II.4 Sistemas impulsivos. . . . . . . . . . . 20
11.4.1 Simulaciones nimericas. . . . . . . . . . . . o e 21
II.5 Modificacion del oscilador de Van der Pol. . . . . . . .. ... ... ... .... 22

IIT Estabilizacién local para el sistema carro-péndulo: FOSM, SOSM, H, y
sus comparaciones. 26
III.1 Controlador en modo deslizante de primer orden (FOSM). . . . . . .. ... .. 26
III.1.1 Simulaciones numéricas. . . . . . . . . . . . . v v v v i i i 33
III.2 Controlador en modo deslizante de segundo orden (SOSM). . . . . .. ... .. 34
ITII.2.1 Modelo del carro-péndulo. . . . . . . . . ... ... L. 36
II1.2.2 Diseno de la ley de control. . . . . . .. .. .. ... ... .. ... 38
I11.2.3 Simulaciones numéricas (SOSM). . . . . .. .. ... ... ... .. ... 43
II1.3 Control Hoo. . . v v o o o e e 55
II1.3.1 Resultados numéricos. . . . . . . . . . . . . . . i 57

II1.4 Comparacién entre controladores:

FOSM, SOSM, Hoo. « v o v o e e e e e e e e e e e e s e e e e 64

IV Estabilizacién en orbita del carro-péndulo: aplicacién al control de
elevacién/balanceo. 67
IV.1 Establecimiento del problema. . . . . . . . . . . ... .. 0oL 67
IV.2 Sintesis de control SOSM. . . . . . . . . . . .. ... ... 70
IV.2.1 Prototipo del carro-péndulo. . . . . . . . ... ..o 73
IV.3 Diseno del controlador hibrido I. . . . . . .. .. ... ... ... ........ 74
IV.3.1 Simulaciéon numérica. . . . . . . . . . . ... e 74
IV.4 Control de elevacién y estabilizacién II. . . . . . . . .. ... ... ... ..., 87
IV.4.1 Diseno del controlador de elevacion II. . . . . . . ... ... .. ..... 90

vi



Tabla de Contenido (Continuacién)

Capitulo Pégina

IV.4.2 Diseno del control hibrido IT. . . . . . . . .. ... ... ... ...... 91

IV.4.3 Simulaciéon numérica. . . . . . . . . ... 91

IV.5 Diseno de control hibrido ITI. . . . . . . . . . .. ... ... ... ........ 94

IV.5.1 Simulaciones numéricas. . . . . . . . . . . .. ... 95

V  Estabilizacion del péndulo invertido via retroalimentaciéon de posicion. 99

V.1 Establecimiento del problema. . . . . . . . .. . . . ... .. ... . ... ... 99

V.2 Diseno del observador y sintesis de control SOSM. . .. ... ... ....... 101

V.2.1 Diseno del observador conmutado. . . . . . ... ... .......... 101

V.2.2 Sintesis de control SOSM. . . . . . ... ... ... ... ... ...... 101

V.3 Resultados numéricos. . . . . . . . . . .. e 105

V.3.1 Modelo de LuGre para el fenémeno de friccién. . . . . . . .. .. .. .. 106

V.4 Resultados experimentales. . . . . . . .. .. . ... .. ... ... ... 107
VI Estabilizacién de oscilador de un grado de libertad

con control impulsivo. 120

VL1 Introduccidn. . . . . . . . . . e e 120

VI.2 Control impulsivo: aplicacion a

sistema masa-resorte. . . . . . ... L. L Lo e 121

VI.3 Diseno de control impulsivo. . . . . . . . ... Lo 124

VI.4 Resultados numéricos. . . . . . . . . . . . .. e 128

VII Conclusiones 133

VIL.1Trabajo a futuro. . . . . . . . . .. . . 135

Bibliografia 136

vil



Lista de Figuras

Figura

10

11

12

13

14

15

Pagina

a) Sistema de Lorenz en lazo abierto y b) Estabilizacién del sistema de Lorenz

usando control impulsivo. . . . . . ... ... 24
Ciclo limite de la ecuacién modificada de Van der Pol. . . . . . . .. ... ... 25
Sistema mecdnico subactuado carro-péndulo. . . . . ... ... ... L., 27

Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de primer orden. a) Posicién de carro sin friccién ni perturbaciones y b) con
friccidon y perturbaciones constantes. . . . . . . .. ..o oL 44
Estabilizacion local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de primer orden. a) Posicién de péndulo sin friccién ni perturbaciones y b) con
friccién y perturbaciones constantes. . . . . . ... ... oL 45
Estabilizaciéon local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de primer orden. a) Velocidad de carro sin friccién ni perturbaciones y b) con
friccion y perturbaciones constantes. . . . . . . .. ..o oL 46
Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de primer orden. a) Velocidad de péndulo sin friccién ni perturbaciones y b)
con fricciéon y perturbaciones constantes. . . . . . . . .. ... ... ... ... 47
Estabilizacion local del sistema, carro-péndulo usando control en modo deslizante
de primer orden. a) Torque aplicado al sistema sin friccién ni perturbaciones.
b) con friccién y perturbaciones constantes. . . . . . . . .. ... 48
Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de primer orden. a) Energia del sistema sin friccién ni perturbaciones. b) con
friccion y perturbaciones constantes. . . . . . . .. ..o 49
Estabilizacion local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de segundo orden. a) Posicién de carro sin friccién ni perturbaciones y b) con
friccién y perturbaciones constantes. . . . . . ... ... Lo 50
Estabilizacion local del sistema, carro-péndulo usando control en modo deslizante
de segundo orden. a) Posicién de péndulo sin friccién ni perturbaciones y b)
con friccién y perturbaciones constantes. . . . . . . . ... oL o1
Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de segundo orden. a) Velocidad de carro sin friccién ni perturbaciones y b) con
friccion y perturbaciones constantes. . . . . . . . ... oL oL 52
Estabilizacion local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de segundo orden. a) Velocidad de péndulo sin friccién ni perturbaciones y b)
con friccién y perturbaciones constantes. . . . . . . . ... ... 53
Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de segundo orden. a) Torque aplicado al sistema sin friccién ni perturbaciones.
b) con friccién y perturbaciones constantes. . . . . . . .. ... 54
Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo deslizante
de segundo orden. a) Energia del sistema sin friccién ni perturbaciones. b) con
friccidon y perturbaciones constantes. . . . . . . . ... oL oo 58

viil



Lista de Figuras (Continuacién)

Figura
16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26
27
28

29

30

31

Pagina

Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control Hs,. a) Posicién

de carro sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones
constantes. . . ... Lo 59
Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control Hs,. a) Posicién

de péndulo sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones
constantes. . . . ...l e e e 60
Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control He,. a) Velocidad

de carro sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones
constantes. . . . . ... L L L L 61
Estabilizacion local del sistema carro-péndulo usando control Hu,. a) Velocidad

de péndulo sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones
constantes. . . . . .. 62
Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control Hy,. a) Torque
aplicado al sistema sin friccién ni perturbaciones y B) con friccién y perturbaciones
constantes. . . . . . . L L. L. 63
Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control He. a) Energia

del sistema sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones

constantes. . . . . .. L L e e e e 66
Diagrama del sistema mecdanico carro-péndulo en lazo cerrado. . . . . . . . .. 75
Estabilizacion en orbita del sistema carro-péndulo con controlador basado en
SOSM. a) Posicién de carro y b) Posicién de péndulo. . . . . ... .. ... .. 7
Estabilizacién en 6rbita del sistema carro-péndulo con controlador basado en
SOSM. a) Velocidad de carro y b) Velocidad de péndulo. . . . . .. .. ... .. 78

Estabilizacién en 6rbita del sistema carro-péndulo con controlador basado en
SOSM. a) Error de seguimiento de seguimiento y b) Error de seguimiento de

velocidad. . . . . . . . L e 79
Estabilizacion en orbita del sistema carro-péndulo con controlador basado en
SOSM. Torque aplicado al sistema en lazo cerrado. . . . . . . . ... ... ... 80
Transferencia de érbita del sistema carro-péndulo bajo perturbaciones externas
permanentes. a) Posicién de carro y b) Posicién de péndulo. . . . . . . ... .. 81
Transferencia de érbita del sistema carro-péndulo bajo perturbaciones externas
permanentes. a) Velocidad de carro y b) Velocidad de péndulo. . . . . ... .. 82

Transferencia de érbita del sistema carro-péndulo bajo perturbaciones externas
permanentes. a) Error de seguimiento de seguimiento y; y b) Error de

seguimiento de velocidad yo. . . . . . . . .. oL 83
Transferencia de 6rbita del sistema carro-péndulo bajo perturbaciones externas
permanentes. Torque aplicado. . . . . . . . . . ... .. ... ... 84

Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por perturbaciones,
llevado por el controlador local SOSM. a) Posicién de carro y b) Posicién de

X



Lista de Figuras (Continuacién)

Figura
32

33

34

35

36

37
38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

Pagina

Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por perturbaciones,
llevado por el controlador local SOSM. a) Velocidad de carro y b) Velocidad de

péndulo. . . . . . L 86
Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por perturbaciones,

llevado por el controlador local SOSM. Torque. . . . . ... ... ... ..... 87
Orbita homoclinica. . . . . o v v vt 88

Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por perturbaciones,
llevado por el controlador local SOSM. a) Posicién de carro y b) Posicién de
péndulo. . . . ... 92
Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por perturbaciones,
llevado por el controlador local SOSM. a) Velocidad de carro y b) Velocidad de

péndulo. . . . . . L 93
Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por perturbaciones,
llevado por el controlador local SOSM. Torque. . . . . ... ... ... ..... 94

Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por perturbaciones,
llevado por el controlador local Hy,. a) Posicién de carro y b) Posicién de péndulo. 96
Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por perturbaciones,
llevado por el controlador local Hy,. a) Velocidad de carro y b) Velocidad de
péndulo. . . . . Lo 97
Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por perturbaciones,
llevado por el controlador local H.,. Torque aplicado al sistema en lazo cerrado. 98
Sistema mecédnico péndulo simple. . . . . . ... .. oo oL 100
Estabilizacién orbital del péndulo usando el observador no lineal para el caso sin
perturbaciones.a) Error de seguimiento de posicién y b) Error de seguimiento

de velocidad. . . . . . .. L L 109
Estabilizacién orbital del péndulo usando el observador no lineal para el caso

sin perturbaciones. a) Error de estimacién de posicion y b) Error de estimacién

de velocidad. . . . . . . . . . .. 110
Estabilizacion orbital del péndulo usando el observador no lineal para el caso
sin perturbaciones. Torque aplicado. . . . . . . . . ... ... ... ....... 111

Estabilizacion orbital del péndulo usando el observador no lineal para el caso
con variaciones paramétricas. a) Error de seguimiento de posicién y b) Error
de seguimiento de velocidad. . . . . . . . .. ..o Lo oo 112
Estabilizacién orbital del péndulo usando el observador no lineal para el caso
con variaciones paramétricas. a) Error de estimacién de posicién y b) Error de

estimacién de velocidad. . . . . . . . ... 113
Estabilizacién orbital del péndulo usando el observador no lineal para el caso
con variaciones paramétricas. Torque aplicado. . . . . . . . .. ... ... ... 114



Lista de Figuras (Continuacién)

Figura
48

49

50
51

52

93
54

95
o6

o7
o8
99

60

Pagina

Estabilizacién orbital del péndulo usando el observador no lineal y el modelo
de LuGre para el fenémeno de friccién. a) Error de seguimiento de posicién y
b) Error de seguimiento de velocidad. . . . . . . ... ... Lo 115
Estabilizacién orbital del péndulo usando el observador no lineal y el modelo
de LuGre para el fenémeno de friccién. a) Error de estimacién de posicién y
b) Error de estimacién de velocidad. . . . . . ... ... oL 116
Estabilizacién orbital del péndulo usando el observador no lineal y el modelo de
LuGre para el fenémeno de friccion. Torque aplicado al sistema en lazo cerrado.117
Estabilizacion orbital del péndulo de laboratorio usando el observador no lineal.
Error de seguimiento del sistema (118) para el caso sin perturbaciones. . . . . . 117
Estabilizacién orbital del péndulo de laboratorio usando el observador no lineal.
a) Posicién del sistema sin perturbaciones y b) Salida del oscilador modificado

de Vander Pol. . . . . . . . . . . e 118
Estabilizacion orbital del péndulo de laboratorio usando el observador no lineal.

Torque aplicado al sistema para el caso sin perturbaciones. . . . . ... .. .. 119
Sistema masa-resorte. . . . . . . . .. ... e e 121
Retrato de fase para el sistema masa-resorte no forzado (144). . . . . . . . . .. 123

Retrato de fase del sistema impulsivo en lazo cerrado (146)—(150): las lineas
punteadas son para los saltos en la velocidad, las lineas solidas son para las
trayectorias perturbadas y la linea segmentada es para la trayectoria libre de

perturbaciones. . . . .. ... Lo 125
Estabilizacién impulsiva en el origen del sistema masa-resorte para el caso sin
perturbaciones. a) Posicién y b) Velocidad. . . . .. ... ... ... ... ... 129
Estabilizacién impulsiva en el origen del sistema masa-resorte para el caso sin
perturbaciones. a) Retrato de fase y b) Entrada de control. . . . . . ... ... 130
Estabilizacién impulsiva en el origen del sistema masa-resorte para el caso con
perturbaciones. a) Posicién y b) Velocidad. . . . ... ... ... ... ... 131
Estabilizacién impulsiva en el origen del sistema masa-resorte para el caso con
perturbaciones. a) Retrato de fase y b) Entrada de control. . . . . .. ... .. 132

x1



Lista de Tablas

Tabla

II
11

v

VI
VII
VIII

Pagina
Notacion. . . . . . . . e 10
notacién (continuacion). . . . . . . . ..o oL 11
Parametros de friccién para el sistema carro-péndulo utilizando el controlador
FOSM. . . . e 34
Parametros de friccién para el sistema carro-péndulo utilizando el controlador
SOSM. . . e 43
Parametros de friccién para el sistema carro-péndulo utilizando el controlador
Heoo o oo e e 57
Comparacion entre controladores: FOSM, SOSM, Hoo. . . . . . o o o o o L. 65
Pardmetros del carro-péndulo (90). . . . . ... ... oL 74
Parametros del modelo de LuGre. . . . . . . . .. .. ... oL 107

x1i



Capitulo 1

Introduccion.

Un sistema conmutado se puede ver como un sistema hibrido compuesto de una familia
de subsistemas continuos regidos por una regla de restitucién (ver Liberzon (2003)). Un
ejemplo de este tipo de sistemas son los sistemas mecéanicos afectados por la friccién de
Coulomb y backlash. Un caso particular de los sistemas conmutados son los sistemas
impulsivos, los cuales son sistemas afectados por fenémenos de impacto.

La estabilizacién de sistemas mecanicos subactuados, donde hay menos actuadores
que grados de libertad, presentan un interesante problema (como ejemplo, se puede ver
Fantoni et. al. (2000) y Ortega et. al. (2002)). Como se sabe, estos sistemas poseen
propiedades no holondémicas, causadas por restricciones diferenciales no-integrables,
y por lo tanto, no pueden ser estabilizados a través de retroalimentacién suave
(ver Berkemeier y Fearing (1999) y Zhang y Tarn (2002)). Con esto en mente, la
presente investigacion se enfoca en desarrollar métodos de control para estabilizacion
de sistemas conmutados, principalmente, sistemas mecanicos subactuados afectados por
el fenémeno de friccion.

El método de control desarrollado en Riachy et. al. (2008), cuenta con una
transformacién no lineal del sistema subactuado a una forma canodnica similar a la
de Bartolini et. al. (2002); Utkin et. al. (1999). Para estabilizar localmente el sistema
alrededor del punto de equilibrio inestable, se fija una salida del sistema para asegurar
que la correspondiente dinamica zero es local asintoticamente estable. Una vez que la
salida es escogida, se tiene la propiedad de estabilidad que se desea para el sistema en

lazo cerrado, al aplicar un controlador de estructura variable que conduce al sistema,



representado en la forma canonica, a la variedad de la dinamica zero en tiempo finito.

Otra parte de este trabajo se dedica a resolver el problema de estabilizacion orbital.
La motivacién surge de las aplicaciones donde el modo de operacién natural es periddico.
La estabilizacién en érbita de sistemas mecanicos ha recibido mucha atencion en los
ultimos anos (ver Shiriaev et. al. (2005)). Para estos sistemas el paradigma de la
estabilizaciéon en Orbita, refiriéndose al balanceo periédico Canudas-de-Wit et. al.
(2002), difiere de las formulaciones tipicas de seguimiento donde la trayectoria de
referencia a seguir es conocida a priori. El objetivo de control para el balanceo periddico,
resulta un sistema, en lazo cerrado, que genera su propia érbita periédica similar a la que
produce un oscilador no lineal, por ejemplo ver Chevallereau et. al. (2003). Ademsés, el
sistema en lazo cerrado debe de ser capaz de moverse de una orbita a otra simplemente
cambiando los pardametros tales como su frecuencia o su amplitud.

Es bien sabido que los controladores basados en modos deslizantes presentan el
problema de alta frecuencia conocido como ”chattering”. Para evitar este fenomeno de
alta frecuencia, se propone aplicar un algoritmo H., no suave para resolver el problema
de estabilizacion local del sistema carro-péndulo, en su punto de equilibrio inestable.
Dicho algoritmo tiene sus origenes en la teoria de Basar y Bernhard (1990) y en el
analisis de ganancia Lo de Van Der Shaft (1992) y de Isidori y Astolfi (1999). La
construccién del controlador H,, no suave, que se aplica en este trabajo, sigue la linea
de investigacién de Acho et. al. (2000), Orlov y Acho (2000) y de Orlov y Aguilar
(2004), donde se considera que se tiene acceso a todos los estados del sistema.

Otro problema interesante a estudiar en teoria de control, es cuando no se tiene
acceso a todos los estados del sistema. La importancia radica en que, a veces en la
préctica, no se conoce toda la informacién del sistema, como por ejemplo, la velocidad.
Una parte de esta tesis se enfoca a resolver dicha problemadtica, construyendo un

observador (inspirado en Davila et. al. (2005)) y asi obtener una estimacién de la



velocidad del sistema mecanico. Para facilitar la exposicién de este algoritmo de
estimacién, nos enfocamos a estudiar el caso de estabilizar en 6rbita al péndulo simple
(sistema de un grado de libertad), el cual estd afectado por friccién viscosa y de
Coulomb. Para mostrar la capacidad del algoritmo de retroalimentacién de posicién
se toma en cuenta el efecto de perturbaciones paramatricas y ademas, se considera el
modelo de LuGre, para describir el fenémeno de friccion, en los experimentos numéricos.
Se utiliza la sintesis cuasihomogénea por retroalimentacion de estado, recientemente
desarrollada en Orlov et. al. (2008), junto con el algoritmo de estimacién de velocidad
SOSM para resolver el problema en cuestiéon. Se construye una funcién de Lyapunov
no suave y asi probar la estabilidad asintdtica del sistema en lazo cerrado, en contraste
con Davila et. al. (2005), cuyo método geométrico prueba la estabilidad del observador
en lazo abierto.

Otro punto interesante a tratar en este trabajo es el desarrollo de una nueva
estrategia basada en control impulsivo. Para esta parte del trabajo se utiliza como
sistema de prueba al sistema masa-resorte afectado tinicamente por friccién de Coulomb.
Este sistema posee un conjunto de puntos de equilibrio, debido a la friccién seca. Se
utiliza control impulsivo para obligar al sistema a salir de este conjunto de puntos de
equilibrio y asi estabilizarlo en el origen. Se muestra lo robusto del sistema en lazo
cerrado, a pesar de pequenas variaciones paramétricas y perturbaciones acotadas.

Los métodos de control que existen en la literatura ignoran o consideran una
aproximacién suave para el fenémeno de friccion seca, por lo que el desempeno del
sistema en lazo cerrado se ve limitado al considerar dicho fenémeno. Con esta
motivacion, el objetivo general de este trabajo es desarrollar algoritmos de control
robusto, de sistemas mecanicos (incluso subactuados), ante el fenémeno de friccién y

perturbaciones externas para mejorar el desempeno del sistema en lazo cerrado.



I.1 Objetivos.

El objetivo de este trabajo es proponer una solucion adecuada a problemas de control,
como regulacion, estabilizacién orbital y retroalimentacion por posicion, desarrollando
métodos de control, para sistemas mecénicos (incluyendo aquellos que son subactuados),
que sean robustos ante el fenémeno de friccion y perturbaciones externas.

Los objetivos especificos son desarrollar algoritmos de control robusto ante el

fenémeno de Coulomb y perturbaciones externas para resolver los problemas de:

[. Estabilizacién en orbita del sistema carro-péndulo con aplicacion al control de

elevacion /balanceo.
II. Retroalimentacién por posicién en el caso del sistema péndulo invertido.

ITI. Regulacion, basado en impulsos, en el caso del sistema masa-resorte.

I.2 Antecedentes y metodologia.

Los sistemas que son descritos por una interaccion entre sistemas continuos, sistemas
discretos, conmutaciones e impulsos usualmente se llaman sistemas hibridos. La teoria
de control, tradicionalmente, se habia enfocado ya sea en sistemas continuos o en
sistemas discretos. Sin embargo muchos sistemas encontrados en la practica tienen
una naturaleza hibrida. Segun Liberzon (2003), un sistema conmutado se define como
un sistema continuo con respecto al tiempo regido por una ley de conmutacién discreta.
Entonces los sistemas conmutados se pueden describir de la siguiente manera: Sea un
espacio de estado continuo particionado en un numero infinito de dominios por medio
de una familia de superficies de conmutacién. Dentro de cada dominio el sistema esta
descrito por ecuaciones diferenciales ordinarias con el lado derecho diferenciable. En el

espacio de estado el sistema esta descrito por ecuaciones diferenciables ordinarias con



el lado derecho discontinuo, cuyas trayectorias se definen en el sentido de Filippov (ver
Filippov (1988)).

Cuando la trayectoria llega a una superficie de conmutacion, el estado continuo
puede sufrir un cambio instantdneo, especificado por una regla de restitucién. Dicha
regla es un mapeo cuyo dominio y rango es la unién de superficies de conmutacion y el
espacio de estado, respectivamente. Estos cambios instantaneos del estado se les llama
efectos impulsivos (ver Yang (2001)). A los sistemas afectados por los efectos impulsivos
se les puede considerar como un caso particular de los sistemas conmutados (aquellos
afectados por colisiones, percusiones, etc., ver Brogliato (1996) y Orlov (2000)). En
Orlov (2002) se muestra como la dindmica de los impactos se puede tratar con el
formalismo de distribuciones no lineales, a través de un claro ejemplo: el lanzamiento
de una nave espacial.

Resumiendo, un sistema conmutado se define por:

e i) una familia de superficies conmutables, que determinan los dominios de

operacion,

e ii) la familia de subsistemas continuos en el tiempo, los cuales estédn bien definidos

para cada dominio y

e iii) la regla de restitucién, que determina los posibles cambios instantdneos del

sistema.

Algunos antecedentes relacionados con el andlisis de sistemas conmutados se
mencionan a continuacién. El comportamiento cualitativo de un sistema m-conmutado
compuesto de m subsistemas lineales fue analizado por Peleties y DeCarlo Peleties
y DeCarlo (1992) usando multiples funciones de Lyapunov. M4és atn, M. Branicky
Branicky (1998) presenta algunas herramientas, desarrolladas por D. Liberzon Liberzon

(2003), de analisis para los sistemas conmutados e hibridos. En particular, estos tltimos



usan funciones multiples de Lyapunov para el analisis de estabilidad de los sistemas
conmutados y se usan sistemas de funciones iterativas para la estabilidad de Lagrange.

En Lee et. al. (1999) se presenta un andlisis de estabilidad de sistemas conmutados.
Donde se introduce el concepto de tiempo, mdximo/minimo, de permanencia y
redundancia. D. Shevtitz y B. Paden se apoyan en el analisis de funciones de Lyapunov
no suaves, donde se analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio de sistemas
dindmicos no suaves (ver Shevitz y Paden (1994)).

Como antecedentes para el estudio de controladores cuasihomogéneos, se pueden ver
los trabajos de Orlov (2003)-Orlov (2005b), estabilizando un manipulador de un eslabén
en tiempo finito. Aunque este controlador exhibe el llamado comportamiento Zeno con
un numéro infinito de conmutaciones en un intervalo de tiempo finito (ver Liberzon
(2003); Lygeros et. al. (2003) para el modo Zeno), este no cuenta con la generacién de
modos deslizantes de primer orden, mientras provee de caracteristicas robustas similares
a aquellas que posee su contraparte en modo deslizante. El modo deslizante de sequndo
orden (SOSM por sus siglas en inglés: Second Order Sliding Mode) aparece en el punto
de equilibrio solamente (ver Levant (1993) para el trabajo original y para los avances
en el area ver Bartolini et. al. (1998); Fridman y Levant (1996, 2002) ).

En contraste con los algoritmos estandar de control en modo deslizante que son
capaces de proveer al manipulador en lazo cerrado solamente con la dltima propiedad
de acotamiento Lu y Spurgeon et. al. (1997). EIl controlador basado en SOSM,
mencionado anteriormente, estabiliza al manipulador en tiempo finito, lo cual constituye
una interesante alternativa en comparacién a los controladores estandar en modo
deslizante. En aplicaciones de sistemas mecéanicos completamente actuados con friccion
Orlov (2003)-Orlov et. al. (2003b) estos controladores han demostrado tener un buen
desempeno a pesar de las incertidumbres significativas en la descripcion del sistema,

como es tipicamente en el caso de control de sistemas electro-mecanicos con fenémenos



no lineales dificiles de modelar (como ejemplos tenemos la friccién seca y backlash).
En cuanto a las estrategias de control basadas en la energia del sistema se tiene como
referencia el trabajo de R. Ortega y a R. Lozano donde se lleva al péndulo invertido
hacia una érbita homoclinica para luego cambiar a un controlador local y estabilizar al
péndulo en su equilibrio inestable (ver Ortega et. al. (1998) y Lozano et. al. (2000)). En
Lozano et. al. (2000) usa la funcién de energia del sistema como funcién de Lyapunov
para llevar al carro-péndulo a una érbita homoclinica. Cuando el carro-péndulo llega
a una region de atraccion se cambia a un controlador local para estabilizar al sistema
en su punto de equilibrio inestable. Este andlisis se limita a sistemas mecdanicos sin
friccion, entonces el desempeno del controlador a sistemas con fricciéon se ve limitado.
En la préactica, un problema comun es la falta de acceso a todos los estados del
sistema, como por ejemplo la velocidad, por lo que en este trabajo se estudia como
resolver este problema. Como antecedentes, se tienen los trabajos de Davila et. al.
(2005) v Rosas et. al. (2005) donde se proponen algoritmos de estimacién basados en
modos deslizantes. En esta tesis se propone un observador no lineal basado en modos
deslizantes de segundo orden, inspirado en los trabajos antes mencionados, que copia

la estructura de la planta.

I.3 Contribucion.

En esta tesis la contribucion se enfoca principalmente en proponer algoritmos para la
estabilizacién de tres clases de osciladores afectados por el fenémeno de friccion de
Coulomb. Los tres osciladores, que se utilizan como aplicaciones de prueba, se refieren
a los sistemas mecanicos: el péndulo simple, el sistema masa-resorte y el sistema
carro-péndulo. La primera aportaciéon es haber desarrollado una estrategia para la
estabilizacién del carro-péndulo (controlador de elevacién/balanceo), utilizando como

modelo de referencia al oscilador modificado de Van der Pol. Otra aportacion, es haber



resuelto el problema de retroalimentacién por posicion para la estabilizacién orbital
del péndulo simple, usando el mismo modelo de referencia. A diferencia del primer
caso, este 1ltimo caso, se considera que no se tiene acceso a toda la informacién del
sistema mecanico, es decir, posicién y velocidad. Entonces, se desarrolla un observador
conmutado para resolver el problema de retroalimentacion de posicién. La tultima
aportacion fue desarrollar una alternativa para la estabilizacion de sistemas mecanicos
afectados por friccién de Coulomb con control impulsivo. En este tltimo caso se
resuelve el problema cuando el sistema mecanico, por su naturaleza, tiene una zona de
estancamiento (conjunto de puntos de equilibrio debido a la friccién seca). Entonces se
desarrolla un control impulsivo que estabiliza de manera asintotica al sistema mecanico
masa-resorte, a pesar de ser afectado por friccién de Coulomb y perturbaciones externas

acotadas.

I.4 Estructura del trabajo.

Para mostrar de manera sencilla dicha contribucion se le da la siguiente estructura a
este trabajo. En el siguiente capitulo se pretende mostrar una pequena compilacion
del conocimiento preliminar en matematicas y teoria de control, para que sirva de
base para los siguientes capitulos. En el tercer capitulo se estudian controladores
locales conmutados (por ejemplo: controlador en modo deslizante de primer orden,
controlador FOSM por sus siglas en inglés, First Order Sliding Mode), los cuales
resuelven de manera satisfactoria el problema de estabilizacion para sistemas mecanicos
afectados por friccion seca. En esta parte del trabajo se pretende dar motivacion
para seguir estudiando el controlador en modo deslizante de segundo orden SOSM
(por sus siglas en inglés: Second Order Sliding Mode). Esto da paso al capitulo 4,
donde se estudia la primera contribucién de este trabajo: control en modo deslizante

de sequndo orden de sistemas mecdnicos: estabilizacion orbital con aplicacion al control



de elevacion/balanceo del carro-péndulo.

Hasta aqui, se ha considerado que la informacién del estado del sistema esta dis-
ponible, es decir, se pueden tener mediciones de posicion y velocidad del sistema
carro-péndulo. Lo que nos da motivacion para estudiar la segunda aportacién de este
trabajo en el capitulo 5: aproximaciéon en modo deslizante de segundo orden para la
estabilizacion orbital del péndulo, afectado por friccion seca, via retroalimentacién de
posicion.

Cuando un sistema mecanico es afectado por friccién de Coulomb, se puede tener una
zona de estancamiento, es decir, un conjunto de puntos de equilibrio. En el capitulo 6, se
desarrolla un controlador que resuelve el problema estabilizacién de un oscilador de un
grado de libertad afectado por friccion de Coulomb y perturbaciones externas, usando
control impulsivo. Por 1ltimo se dan conclusiones de este trabajo y la bibliografia que

se utilizé a lo largo de éste.



I.5 Notacion.

En esta seccion se da la notacién que se usa a lo largo de este trabajo.

Tabla I: Notacién.

10

Numeros reales
Numeros naturales
N-ada de ntmeros reales

Constante que se usa como ganancia de un controlador

Funcién que describe el fenémeno de friccién

Constante positiva que denota el nivel de friccién Coulomb

Constante positiva que denota el nivel de friccién de viscosa

Cosntante de Gravedad

Constantes positivas que se usan para sintonizar
un controlador SOSM

Constante positiva que se usa como indice (i € IN)
Momento de inercia

Constante positiva que denota la rigidez de un resorte
longitud de péndulo

Cota méaxima del término de perturbacién

Masa de péndulo

Masa de carro

Masa de para sistema masa-resorte

Vector de coordenadas generalizadas, donde ¢ = (q1, ¢a, - - -

Retroalimentacion

Superficie deslizante

Conjunto en R

Tiempo

Entrada de control

Velocidad

Constantes positivas que se utilizan
para sintonizar el observador SOSM
Salida del oscilador de Van der Pol

)T
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Tabla II: notacién (continuacion).

a,0p, O, 67 /\17 /\27’i7 v
v, € 0

0
0
01, 02, Us, Og, 09,
p(v)
Pe

Po

»(9)
Ve

Uy
Yy

W

Constantes positivas en IR

Constantes positivas que se

usan para sintonizar al controlador H,

Denota un incremento

Angulo

Parametros que describen el fenémeno de

friccién usando el modelo de Dahl o LuGre

(rigidez, coeficiente de amortiguamiento, etc.)
Funcién que describe el fenémeno de friccién

para carro

Constante positiva que denota el nivel de friccion de
Coulomb para carro

Constante positiva que denota el nivel de friccion
viscosa para carro

Funcién que describe el fenémeno de friccién para péndulo
Constante positiva que denota el nivel de friccion de
Coulomb para péndulo

Constante positiva que denota el nivel de friccion de
Coulomb para resorte

Constante positiva que denota el nivel de friccién
viscosa para péndulo

Término de perturbacién (i = 1,2)
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Capitulo 11

Preliminares.

II.1 Introduccion.

El objetivo de este capitulo es aportar algunos conocimientos basicos, necesarios para
una mejor comprension de este trabajo. Se empieza por estudiar la notacién que
se utilizara a lo largo del trabajo, para después continuar con algunas definiciones
matematicas. Después continuaremos con el modelado del fenémeno de friccion. La
friccién es un fenémeno que afecta, en gran medida, el desempeno de un sistema
mecanico, por lo que es importante comprender su naturaleza. Continuaremos con la
definicion de sistemas mecéanicos subactuados, asi como el diseno de control de modos
deslizantes de segundo orden para este tipo de sistemas. En la siguiente seccion se
estudiaran algunas definiciones de control impulsivo o control por impactos. Y por
ultimo se estudia un poco de generadores armoénicos, en esta seccion nos enfocaremos

principalmente al oscilador de Van der Pol modificado.

I1.2 Matematicas: preliminares

I1.2.1 Derivada Dini de una funciéon real

Para cualquier funcién real f : R +— IR, se define la derivada de f en el punto x como

el siguiente limite (si es que existe) :

La derivada Dini superior de una funciéon continua, f : IR — IR, denotado por
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DT f(t), se define como

DT f(t) = lim sup J(t+ 6()5 — f(t) (2)

6—0t

La derivada Dini inferior, D~ f(t), se define como

D () = Tim inf LU 5; 0} 3)

6—0t

Nota: como las derivadas convencionales, la derivada Dini no siempre existe.
Si f se define en un espacio vectorial, entonces la derivada Dini superior con respecto

a t en la direccién d se denota como

DY f(t,d) = hli%ﬂ sup

Si f es localmente Lipschitz, entonces DT f es finita. Si f es diferenciable con

respecto a t, entonces la derivada Dini con respecto a t es la derivada con respecto a t.

I1.2.2 Modelos de friccion

La friccion es un fenémeno natural que representa la fuerza de reaccion tangencial entre
dos superficies en contacto. Ya que esta fuerza depende de muchos factores tales como
la geometria de contacto, la superficie del material, del desplazamiento y velocidades
de los cuerpos en contacto y la presencia de lubricantes, entre otros, es muy dificil
deducir un modelo general para la friccién utilizando principios basicos de fisica. En
su lugar se utilizan modelos que capturan las caracteristicas esenciales de la friccién.
A continuacién se hace un repaso de algunos modelos para describir el fenémeno de
friccién.

Modelos estaticos

Los modelos clasicos de friccién son descritos por mapeos estaticos entre la velocidad y

las fuerzas de friccién. La idea principal de estos modelos es que la friccién se opone al
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movimiento y su magnitud es dependiente de la velocidad v y el area de contacto.

El modelo de friccién de Coulomb

F(v) = Fesgn(v) (5)

es un modelo ideal conmutado, multi-valuado cuando la velocidad es cero:

1, siv >0
sgn(v) = [—1,1], siv=0. (6)
—1, siv <0

Ya que no se especifica la fuerza de friccion F'(v) cuando la velocidad es cero, la
fuerza estatica F'(0) se reconoce que contrarresta fuerzas externas menores al nivel

L que describe la

de friccion de Coulomb F. Entonces, la fuerza de estancamiento
fuerza de friccion de Coulomb en descanso, puede tomar cualquier valor en el segmento
[—Fc, F¢l. la correspondiente ecuacién de estado

El modelo de friccién viscosa
F(v)=Fywv (7)

se usa con un coeficiente de fricciéon viscosa F, > 0 para describir la fuerza de friccién
causada por la viscosidad de los lubricantes. Al combinar con la friccién de Coulomb,

se tiene
F(v) = Fyv + Fesgn(v) (8)

Para tomar en cuenta el fenémeno de Stribeck a muy bajas velocidades este ltimo
modelo se le anade el fenémeno de friccién de Stribeck o,e™*/*)’sgn(v), donde las

constantes o, > 0 y v, > 0 denotan el nivel de Stribeck y la velocidad de Stribeck,

L(En inglés, la fuerza de estancamiento se le da el nombre de "stiction”, una palabra que es una
combinacion de "stick” 'y "friction”.)
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respectivamente. El modelo resultante esta dado por
F(v) = Fu+[Fo+ ase_(vls)Q]sgn(v) 9)

donde el nivel de fuerza de estancamiento Fs = o, + F se considera que es mas alto

que el nivel de Coulomb F¢.
Modelos dinamicos

Para tener una mejor aproximacion con los datos experimentales, frecuentemente se
considera un modelo dindamico para describir la fuerza de fricciéon. Propuesto en Dahl

(1968), el siguiente modelo dindmico

. F
Fp = ow—ofv]-2 (10)
Fo

donde 01 > 0, y Fo > 0 denotan la rigidez y el nivel de Coulomb, respectivamente. Este
modelo describe el comportamiento de la fuerza de friccion F)p durante el estancamiento
donde la velocidad v, del cuerpo en contacto, es infinitesimal. Formalmente, fijando
o1 = 00, el modelo dindmico de Dahl (10) se reduce al modelo estatico de Coulomb (5).
Ya que el modelo de Dahl (10) es no-suave, mas que discontinuo, se puede ver como
una regularizacién del modelo discontinuo de Coulomb (5) cuando o7 — oc.

El modelo de Dahl (10) se comporta en esencia como modelo cldsico de friccién de
Coulomb con un retardo en el cambio de la fuerza de friccién cuando la direccién del
movimiento cambia, el modelo de Dahl no toma en cuenta el fenémeno de Stribeck.
Para tomar en cuenta el efecto de Stribeck, el modelo de LuGre de Canudas-de-Wit et.

al. (1995)

d
FL = FUU+0'177+0'2d—7Z (11)

se puede utilizar. En el modelo de LuGre (11) el punto de contacto de friccién se puede
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imaginar como el contacto entre cerdas donde F), > 0 es el coeficiente de friccion viscosa,
o1 > 0 es la rigidez, 0o > 0 es el coeficiente de amortiguamiento, n es la desviacién

promedio de las cerdas, cuya dindmica estd gobernada por

dn o1|v]
— = v - — 1, 12
dt [Fo + (Fs — Fe)e™ @) (12)

donde F > 0 es el nivel de friccion de Coulomb, Fg > 0 es el nivel de la fuerza de
estancamiento, vy > 0 denota la velocidad de Stribeck y v es la velocidad actual del
cuerpo en contacto.

Entonces, el modelo completo de LuGre (11), (12) se caracteriza por seis parametros
F,, 01,09, Fo, Fs,vs. Se reduce al modelo de Dahl (10) si F,, = 0,00 =0, y Fg = F¢.
Ademas, para el movimiento en estado estable cuando v es constante y 77 = 0, y la
relacion entre la velocidad y la fuerza de friccién de LuGre (11) esta dada por el modelo

clésico (9).
I1.3 Sistemas mecanicos subactuados.

En esta seccién se estudian los sistemas subactuados y la sintesis cuasihomogénea para

sistemas subactuados de la forma:

G=M""(q)[Br - C(q,4)q — G(a) — F(q)]. (13)

En la ecuacién anterior, ¢ € IR" es el vector de posicién, 7 € R™ es el torque de
entrada, donde m < n. Las variables ¢ y ¢ son los vectores de velocidad y aceleracion
respectivamente, M (q) € R™ " es la matriz de inercia, C(q, )¢ representa los términos
de la fuerza centrifuga y de coriolis, G(q) es el vector de gravedad, F(§) € R" es la
fuerza de friccion y B es la matriz de entrada de rango m que mapea el torque de
entrada 7 de dimensién m al espacio de coordenadas de dimensién n.

Entonces un sistema subactuado es aquel que tiene menor nimero de actuadores
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independientes m que grados de libertad n a controlar. Como por ejemplo el carro-
péndulo o el pendubot. Una gran parte de este trabajo se dedica a estudiar al sistema
mecanico subactuado carro-péndulo, por lo que mas adelante se da una descripcion
detallada de este sistema.

El sistema (13) puede ser representado localmente, a través de un cambio no lineal
de coordenadas de estado y una transformacién de la retroalimentacién (ver Byrnes

and Isidori (1991)), en la forma

i o= g(x,&,¢)

con & como salida del sistema. Si, ademas, el sistema es de fase minima localmente
con respecto a la salida £ y suficientemente suave, este puede ser estabilizado localmente

por un controlador cuasihomogéneo similar a

nom (

u=—w""(y,y,t) — asgn(y) — Bsgn(y) — hy — py (15)

donde
N<pB<a—N, h,p>0 (16)

En el capitulo 3 se describe esta ley de control de forma mas detallada.

Se consideran las siguientes suposiciones:

1. Las funciones g(x,&,&,€) v f(x, i, & €) son continuas seccionalmente en todos
sus argumentos y ademds la funcién g(z, 4, &, €) es continua en (£, €) localmente

alrededor de (€,€) = 0 para casi todo (z, ©).

2. Dadas funciones diferenciables por secciones (1), £(t) de magnitudes suficientemente
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pequenas, una solucién arbitraria del sistema

i = glo, i, €(1), €(1) (17)
es acotada en cualquier intervalo de tiempo finito.

3. El sistema

¥ =g(x,2,0,0) (18)

tiene al origen como punto de equilibrio estable asintoticamente local.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales de estado (14)-(18) con el lado derecho
continuo por tramos, se definen en el sentido de Filippov Filippov (1988).

Bajo la suposicién 1, se garantiza la existencia de tal solucién ( posiblemente no
siendo tnica) de cada ecuacién con condiciones iniciales arbitrarias y entrada de control
continua seccionalmente u por el Teorema 8 de (Filippov, 1988, p. 85).

Otras suposiciones se hacen por razones técnicas. La suposicién 2 se introduce
para evitar el efecto inestable del fendmeno de sobre-tiro (un trabajo detallado de
tal fenémeno en configuracién continua, como en Sussman y Kokotovic (1991)). La
suposicién 3 significa que (14), especificado con la entrada u* = £, es un sistema de
fase minima localmente. El papel de esta idea es bien conocida en la teoria de los
campos suaves Byrnes and Isidori (1991) y ahora esta bajo el estudio de los sistemas
de estructura variable.

El sistema (14) esta operando bajo condiciones de incertidumbre. La ganancia no
lineal g no puede desestabilizar al sistema en lazo cerrado por la hipdtesis de fase
minima, por lo que no se requiere mas informacién sobre esta ganancia. El término que

desestabiliza
flo,2,8,6) = fr"(x,4,6,8) + fO(z,4,,) (19)

se divide en una parte nominal f"°™ conocida a priori, y una ganancia acotada no
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conocida f? cuyos componentes f]l?, 7 =1,...,m tienen cota superior globalmente

a priori se conocen las constantes N; > 0. Ademds, se supone que las funciones f"™ y
f* son continuas por secciones.
Inspirados en el controlador cuasihomogéneo (15), (16), la siguiente ley de control

de estructura variable

U(.T,Zl'?,g,é) = _fnom(.r’:t’g’é) - asign S - ﬁszgn S

—HE¢ — Pé (21)

con pardmetro de ganancia
H = diag{h;}, P = diag{p;}, (22)
a = diag{a;}, B = diag{p;} (23)

donde,

Nj<5j<aj_Nj

hj,pij,jzl,...,m (24)

se propone para estabilizar localmente al sistema con incertidumbre (14), (19), (20)
cuyo estado (z, 1, &, 5) esta disponible para mediciones. En adelante, la notacion diag
se utiliza para denotar una matriz diagonal de dimensiones apropiadas; sgn £ con un
vector € = (&1,...,&,)T se puede traducir como el vector columna (sgn &y, . .., sgn &,)7.

En Riachy et. al. (2008), se demuestra que la ley de control de estructura variable
(21), (24) lleva al sistema con incertidumbre (14) a la variedad de dindmica zero § =

¢ = 0 en tiempo finito, obteniendo asi el siguiente resultado:

Teorema 1. Sean satisfechas las suposiciones 1-3 1y sea llevado el sistema con
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incertidumbre (14), (19), (20) por la retroalimentacion de estados (21), tal que la
condicion (24) es vdlida. Entonces el sistema en lazo cerrado (14), (21)-(24) es local
asintdticamente estable y uniforme en las incertidumbres admisibles (19), (20).

II.4 Sistemas impulsivos.

En esta seccién se estudiard un poco sobre la definicion de control impulsivo. La
motivacién para estudiar este tipo de estrategia de control es aportar una alternativa a
los métodos existentes de control de sistemas conmutados, ademas en este trabajo
se propone estabilizar al sistema masa-resorte, afectado por friccion de Coulomb,
utilizando este tipo de control. Estd informacién se puede ver de manera mas extensa
y detallada en Yang (2001), por esta razon, esta seccién se da como un breve repaso de
algunos capitulos de este libro.

Los sistemas conmutados se pueden describir de la siguiente manera: sea un espacio
de estado continuo particionado en un numero infinito de dominios por medio de
una familia de superficies de conmutacién. A los sistemas afectados por los efectos
impulsivos se les puede considerar como un caso particular de los sistemas conmutados
(aquellos afectados por colisiones, percusiones, etc., ver Brogliato (1996) y Orlov
(2000)).

De Yang (2001) tenemos la siguiente definicién

Definicién 1. Control impulsivo. Dada una planta no-impulsiva P cuya variable de
estado se denota como x € R, un conjunto de instantes de control T' = 7;, 7; € R,
T; < Tiv1 Y leyes de control U(i,x) € R", i = 1,2,.... A cada 1;, x cambia de forma
impulsiva por x(7;") = x(7;) + U (i, x) tal que la salida y = g(t,z),g: Ry x R" — R™,
y € R™, se acerca al objetivo y* € IR™ como i — oo. Si la planta es impulsiva, entonces
la ley de control puede ser no-impulsiva.

El control basado en impactos se describe utilizando ecuaciones diferenciales
impulsivas. En un sistema con control impulsivo, la planta P a controlar debe tener al
menos una variable de estado que pueda variar de forma impulsiva, es decir, que pueda

variar de forma ” instantanea” a cualquier valor dado por la ley de control. En este
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sentido no todos los sistemas fisicos pueden ser controlados a través de impulsos. Al
instante de tiempo 7;, cuando se aplica el control impulsivo U(, ) a la planta P, se le
llama instante de control 7;. Estos instantes pueden ser o no ser equidistantes, inclusive
se pueden escoger cuando cierta condicion de la planta P se satisfaga. El sentido de
control impulsivo se puede entender como un salto en una variable de estado de la
planta P en un instante de tiempo 7;. La idea de este tipo de control es aportar una
alternativa a los métodos existentes de control de sistemas conmutados.

Entonces un sistema con control impulsivo se puede definir de la siguiente manera:

o= [fltx), t#7(x)
Azr = Ul(i,y), t=m(x)

y = g(t,z) (25)

donde x y y son las variables de estado y la salida, respectivamente. U(i,y) es la ley
de control impulsivo. En este sistema, la entrada de control se implementa usando
”cambios instantaneos” en algunas variables de estado.

A continuacién se hace un ejercicio utilizando el sistema cadtico de Lorenz. En este
ejercicio se muestra como el control impulsivo estabiliza al sistema cadtico en forma
asintotica. Para simplificar la exposicion de este ejercicio se omite informacion, ya que
en Yang (2001) contiene todo el desarrollo tedrico de este tipo de control, incluyendo

experimentos numéricos detallados de este ejercicio.

I1.4.1 Simulaciones numericas.

Para las simulaciones numéricas se utilizan los siguientes paramteros: para el sistema
cadtico de Lorenz: o = 10;7 = 28;b = 8/3;, con condiciones iniciales en (xq, yo, 20) =
(2,4,17); y para el controlador impulsivos se utilizan las siguientes ganancias B =

(az,ay,,a,)" = (=1.5,—1,—1) y 6 = 0.04. La primer columna de la figura 1 muestra el
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sistema de Lorenz en lazo abierto, mientras que la segunda columna muestra el sistema

de Lorenz en lazo cerrado.

I1.5 Modificacion del oscilador de Van der Pol.

La modificacién de la ecuacién de Van der Pol de (ver Orlov et. al. (2008)) esta dada
por

2
Zye(22 + %) — pAE + 22 =0, (26)

Una ventaja de la modificacion del oscilador de Van der Pol es que posee un ciclo

limite estable, el cual puede ser expresado en forma explicita como:
L5 =0 (27)

Substituyendo la ecuacién (27) en la ecuacién modificada de Van der Pol (26) se

concluye que el cilo limite (27) es generado por un oscilador armdnico lineal:
54?2 =0, (28)

inicializado en (26).

En la figura I1.5 se muestra el retrato de fase de la modificaciéon de la ecuacion de
Van der Pol (26), usando los parametros siguientes: ¢ = 1000, p = 0.01, p = 1.

El pardmetro p define la amplitud del ciclo limite, el parametro p define la frecuencia
y el parametro ¢ define la velocidad de convergencia de las trayectorias hacia el ciclo
limite.

Las motivaciones para usar este oscilador arménico son:

e i) posee un ciclo limite estable y puede ser expresado en forma explicita por la

ecuacion (27)

e ii) se pueden modificar los parametros p, p, € del oscilador arménico en linea.



e iii) produce una salida con un solo armonico.
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Figura 1: a) Sistema de Lorenz en lazo abierto y b) Estabilizacién del sistema de Lorenz
usando control impulsivo.
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Figura 2: Ciclo limite de la ecuacién modificada de Van der Pol.
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Capitulo 111

Estabilizacién local para el sistema
carro-péndulo: FOSM, SOSM, H
y sus comparaciones.

III.1 Controlador en modo deslizante de primer
orden (FOSM).

En (Utkin (1992)), se desarrolla un controlador en modo deslizante de primer orden
FOSM, utilizando como aplicacién al sistema mecanico subactuado carro-péndulo. Sin
embargo, en las ecuaciones que modelan la dinamica del carro-péndulo no se toman en
cuenta los efectos de la friccion. Entonces, el objetivo de esta seccién es construir el
mismo tipo de controlador tomando en cuenta que el sistema mecanico esta afectado
por friccién y perturbaciones acotadas, tanto en carro como en el péndulo.
(me 4 myp)7 +mylsin® 6% —mylcosf 6 = 7 — (i) 4+ wi (t),
4,120 — mylcosf & — myglsind = —p(6) + wa(t).

En la ecuaciones anteriores, z y 6 son coordenadas generalizadas (ver figura 3), m,
y m, son la masa del carro y del péndulo respectivamente, [ es la distancia del centro de
masa del péndulo a el pivote de este, g es la aceleracion de la gravedad, 7 es la entrada
de control, wy(t) y wa(t) son perturbaciones acotadas las cuales se usan para tomar en

cuenta las incertidumbres del modelo y perturbaciones externas. (%) y ¢(6) son las

fuerzas de fricciéon del carro y del péndulo, respectivamente.
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AN

e
M

Figura 3: Sistema mecanico subactuado carro-péndulo.

Se usa el siguiente modelo para describir la friccién

V(@) = Ypan () + Yoiy ©(0) = ©pan(8) + .0

donde v,,p, > 0 denota los coeficientes de la friccién viscosa. Se supone que la
evolucion de la friccion de Coulomb esta descrita por el modelo de Dahl y esta dado

por:
Ypan(T)
e

donde o, v gy son los coeficientes de rigidez, asi como 1. y ¢, representan la fuerza de

_ QODahl(0.> |9|]

c

Upan(E) = 04 {93 - |93|} Y ¢pani(0) = o9 [9
friccion de Coulomb del carro (motor lineal) y de la barra , respectivamente.

El objetivo de control es estabilizar al sistema mecanico subactuado carro-péndulo
en la posicién donde el péndulo se encuentra en la posicién vertical inestable § = 0 y el
carro en x = 0, el cual es la parte actuada del sistema.

Por conveniencia de diseno, se escriben las ecuaciones (II1.1) en términos de la

posicion y de la velocidad, tanto de péndulo como de carro. Después de varias
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operaciones matematicas se obtiene la siguiente representacién en espacio de estado:

x T
d 7 B (3mpgl cos 0—D4mpl292) sin 6
| g | 0
9’ 3((mc+mp)g—7gplcose 62)sin 0
0
4
|, | Y@ e®)
3cos6
L D
0
3cosf )
- v (0(0) = wa(1))
0
S(mc—&—mp)
L mplD

donde

D = I(4m. + m, + 3m,sin® §) > 0

T=u"+ mplé2 sin 6.

(29)

(30)

Para reducir el sistema (29) a su forma regular se utiliza un cambio de variable y =

o(z,0) tal que la segunda derivada con respecto a y no dependa del control u*. De tal

forma que las variables de estado (x,z, 0, 9) usando la transformacion de coordenadas,

quedan como (y, 9,0, 0)
y=¢(z,0) =z + 0(0)

donde

4l 1+tan(0/2)
o) = -5 0

es solucién de la ecuacién diferencial 22 = g—;, donde B; = % y By =

df

__cosb

kl

(31)
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a0
3 cosf

j=i

4 0 _4_lsin992
3 cosf 3 cos?d

y=2a (32)

La forma regular se obtiene de substituir (29) en (32), después de simplificar

obtenemos
i = G(8,0)tanf + ¢
0 = v(f,u") (33)
donde
. 1 9
G(0,0) = ) (4l (me 4+ my)g — 3mygl cos® 6)
4167
— 4
3cost (34)
1 (4(me 4+ my) 0(8) — w,
¢.9) = D ( m,, cos 0 BCOSQ) < cos 0
(35)
1
v(f,u*) = ) (3(me 4+ my)gsind + 3cosO(u" — (&) + wr))
3(me+my) -
- WW(@) w2) (36)
Paso 1.

Considere la ecuacién del sistema (33). La funcién denotada como G(6,6) es

negativa para —mw/2 < 6 < 7/2. Para este control intermedio se escoge tanf como
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una combinacién de y y 9

tanf = ays9 (37)

donde oy > 0y s9 = y + ¢, entonces la primer ecuacién de (33) se representa como

y = —y+s2

S = —y+ (a1G(6,6) + 1)sy + ¢ (38)

Para mostrar la convergencia de las trayectorias del sistema III.1 a la superficie so,

se estudia la derivada de la funcién candidata de Lyapunov
1
V=20 ) (39)

con V =0 en el origen (y, s2) = (0,0) es

V= —y + (G + 1+ Si)sg (40)
2

: 1+ <

V= _y2 - |G|(Oé1 - |G¢|S2 )Sg (41>

ya que G(@,é) < 0 para —7m/2 < 6 < /2, se observa que V < 0 cuando se
¢

s

satisface la desigualdad a; > %, entonces el pardmetro oy se debe escoger para
satisfacer la desigualdad anterior, para cualquier t. Entonces el punto de equilibrio
es asintoticamente estable si y — 0 y s3 — 0 mientras ¢ — oo. Consecuentemente
(x,0) — (0,0) mientras t — oo .

Para implementar el control intermedio (37) el control u* se debe disenar tal que la

funcién s; = tan € — a1 (y + ) — 0 mientras t — oo, entonces tan — «a1(y + 7).

Paso 2.

La funcion s; tiende a cero asintéticamente si es solucién de la ecuacién diferencial

«

51 = ——7=51
cos? 6

(42)
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0
5(6,6,y,7) = (cos’0)s; +as; =0 (43)
con
s1 =tanf —ay(y +y) (44)
y
azzm;gé—aﬂy+GUm0+C) (45)

Paso 3.

Para asignar la ley de control tal que
s=0—aycos?0(y + Gtanf + ) + as; =0 (46)

se calcula la derivada con respecto al tiempo de la funcién s a lo largo de las soluciones
de (33)
$=(0,0)v+F(.0,9) (47)

donde

3cos? 6 —

wa®:1+§mﬁmw+gﬁﬁ@f(

40na+”%))
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F(0,6,5) = —2aycosfsinb(y+ Gtand)d + as; — ay cos® G tan §
.1 .
— ajcos’f (9G sec” 00 + Eﬁmpgl sin’ 90)

oy 8in 6

[6 cos? 00 + tan? 0(3 cos? A0 + i9)1 ((8) — wy)
m

N oy cos Osin 6 (3 cos? 0+ 4(m, + mp)) o

D my, sin 0
2 0 si 2 2] .
+ S (3myglcos” 6 — 4l(m. +m,)g) 6mé
2 0 4 : )
Qg co8 (3 cos? 0 + M) (p(0) — wq)6m sin OO
D mp

41 . . 4] )
— 5041 cos 0 sin 00*6m sin 00 + %DG?’ sin @

(48)
El estado alcanza la superficie s = 0 para cualquier condicién inicial y existen modos

deslizantes en cualquier punto de la superficie si la desviacién de la superficie s y su

derivada con respecto al tiempo tienen signos opuestos. Esta condiciéon se cumple si

v = —vosgn(sU (6, 0)) (49)
donde
|Fmaac|
02 [ o0

Finalmente, el control real se obtiene de (49), (36) y (30)

_ 1 : 3(me +my) -
"7 Bcosh (—3(mc +my)gsin + il p(0) — DZVOSgn(S\IJ))
— mlsin00? + (1) (51)

Note que los modos deslizantes se pierden si ¥ = 0, ya que $ en (47) no depende
del control v para ¥ = 0. Por un lado,tomando en cuenta al sistema carro-péndulo

sin ser afectado por el fenémeno de friccién, la funciéon ¥ es positiva para el dominio
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8y sin 09 > —3 incluyendo el origen (tomando en cuenta ¢(6) = (i) = 0). Por otro

lado para el dominio
9cosf
——————— > sin Oy 52
640212 sin” 6 0 (52)
una trayectoria del sistema pueda intersectar la superficie ¥ = 0 sélo una vez. Para
encontrar esta condicion, se calcula la derivada con respecto al tiempo de ¥ con respecto

a las trayectorias del sistema para los puntos en la superficie ¥ = 0 :

. . . 0
U = goqlcos 00 + sin 00 = gloq (6404952% — sin Gyosgn(s\I/)>

Es claro que ¥ > 0 si la condicién (52) se cumple y muestra que existe el dominio

de modo deslizante, incluyendo el punto de equilibrio.

I11.1.1 Simulaciones numeéricas.

En esta seccion se realizan experimentos numéricos para ver el comportamiento del
sistema carro-péndulo en lazo cerrado, cuando es afectado por friccion y perturbaciones
constantes, utilizando este tipo de controlador (ver figuras 4, 6 y 8). Para este ejercicio
se utilizan los siguientes parametros para el controlador : a; = 0.5; vy = 10; a = 70;
y condiciones iniciales en (z(0),6(0),%(0),6(0) = (-0.01, 0.001, 0, 0). En la primer
columna de las figuras 4, 5, 6, 7 y 8 se muestra al sistema en lazo cerrado sin ser
afectado por friccién ni perturbaciones. En la segunda columna se muestra al sistema
carro-péndulo en lazo cerrado afectado por friccion, usando el modelo de Dahl para
describir dicho fenémeno, y perturbaciones externas constantes w; = 4 y ws = 0.0001,
tanto en carro, como en péndulo. Se utilizan los siguientes pardmetros para el sistema
carro-péndulo:

Como se puede ver en las figuras anteriores, se cumple con el objetivo de control,
es decir, se estabiliza al sistema mecanico subactuado carro-péndulo en la posicion

en su punto de equilibrio inestable, 8* = 0 y z* = 0. En la figura 9 se observa la
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Tabla ITI: Pardmetros de friccion para el sistema carro-péndulo utilizando el controlador
FOSM.

Notacion Valor Unidades

me 3.4 kg
m, 0.147 kg
l 0.175 m
(8 8.5 N -s/m
Oy 0.0015 N -m-s/rad
Ve 2 N
Pe 0.00015 N -m
o 10,000 N/m
o]’ 30 N -m/rad

anergia acumulada que se aplica al sistema carro-péndulo. Como se puede ver en la
figura 9, el controlador FOSM requiere bastante energia para estabilizar localmente al
sistema carro-péndulo en su punto de equilibrio inestable. Estos datos se necesitaran

mas adelante, para poder hacer comparaciones entre los controladores locales.

III.2 Controlador en modo deslizante de segundo
orden (SOSM).

La sintesis cuasihomogénea, definida mas adelante, se ilustra primero con un ejemplo de
un manipulador de un grado de libertad, operando bajo condiciones de incertidumbre.

La dindmica del manipulador estd gobernada por:

§=w(y,y,t) +u (53)

donde y es la posicion del manipulador, y es la velocidad del manipulador, u es la
entrada de control, w(y,y,t) es una nolinearidad continua por secciones que contiene

todas las fuerzas que afectan al manipulador (como fricciéon viscosa y de Coulomb,



35

gravedad, etc.).

Las soluciénes de las ecuaciones diferenciales (53), continuas por secciones en el
lado derecho, se definen en el sentido de Filippov Filippov (1988) como aquellas con
inclusiones diferenciales con un lado derecho multivaluado.

Operando bajo condiciones de incertidumbre implica que se tiene conocimiento
incompleto de la nolinearidad w(y,y,t). Este término, posiblemente provoque que el

sistema sea inestable,

w(y,y,t) = """ (y,9,t) + " (y, 9, t) (54)

nom (

contiene tipicamente una parte nominal, conocida a a priori, w y,y,t) para ser
manipulada a través de un término no lineal y un término de incertidumbre w""(y, ¥, t),
los cuales serdan compensados. Se supone que w""(y, ¥,t) es acotada globalmente, i.e.,

la cota superior
W (y, 9, 1) < N (55)

es valida para todo t > 0y (y,) € IR? y para algiina constante N > 0 conocida a
priori. Ademds, se supone que las funciones w™™(y,y,t) v w"*(y,y,t) son continuas
por secciones.

La siguiente ley de control
u=—w""(y,y,t) — asgn(y) — Psgn(y) — hy — py (56)
donde
N<@B<a—N, hyp>0 (57)

estabiliza el sistema con incertidumbres (53)-(55) en tiempo finito. Al parecer, el

controlador antes mencionado (56), (57) consiste en un término no lineal —w"™(z, 1),
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la ganancia lineal —hy — py, y la parte de conmutacién ¢(y,y) = —asgn(y) —Fsgn(y)
tal que ¢(cy, cy) = ¢(y,y) para todo ¢ > 0. Tal controlador, de aqui en adelante, se le
llamara cuasihomogéneo.

Definicién 2. Un controlador se dice que es cuasihomogéneo si se puede representar
como una combinacion de un controlador conmutado homogéneo y un controlador
continuo, el cual tiende a cero en el espacio de estado.

La técnica propuesta en Orlov (2005a) establece que la estabilidad en tiempo de
un sistema homogéneo de estructura variable se conserva a pesar de perturbaciones no
homogéneas. En particular, se ha mostrado que el sistema no-homogéneo (53)-(57) es
globalmente estable en tiempo finito a pesar de perturbaciones externas (54) sujetas a
(55) afectando al sistema.

El comportamiento cualitativo del manipulador de un grado de libertad (53)-(55),
llevado por el controlador de estructura variable (56), (57), es como sigue. Mientras se
aproxima al origen y = y = 0, las trayectorias oscilan alrededor de este punto. Se sabe
bien de Orlov (2005a), que el sistema en lazo cerrado es estable en tiempo finito y los
tiempos de conmutacién tienen un punto limite finito. Entonces, el sistema (53)-(57)
exhibe un comportamiento Zeno con un nimero finito de conmutaciones en un tiempo
finito. Si alguna trayectoria empieza ahi, ontonces aparece el llamado modo deslizante
de segundo orden, solamente en el origen (ver Levant (1993)). En un caso particular,
cuando el término de incertidumbre w(y,y,t) = w""(y,y,t) no tiene parte nominal y
las ganancias h,p del controlador se fijan en cero, la ley de control propuesta (56) se
degenera al bien conocido algoritmo homogéneo de ”twisting” Fridman y Levant (1996,

2002).

II1.2.1 Modelo del carro-péndulo.

En esta seccion se desarrollarda el método de control en modo deslizante de segundo

orden para el sistema mecéanico subactuado de dos grados de libertad carro-péndulo
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(3). Primeramente se hace un estudio del modelo matemético del sistema carro-péndulo
utilizando las leyes de Newton. Al aplicar la segunda ley de Newton, las ecuaciones del
sistema dinamico se obtienen

Aplicando la segunda ley de Newton de movimiento, la dindmica del sistema carro-

péndulo esta dada por

(me +my)E +mylsing 62 —mylcosf 6 = 7 — (&) + wi (t),

4

Bmplzé — mylcosf i — myglsin® = —p(0) + wy(t).

Se usa el siguiente modelo para describir la friccién

V(&) = Ypan () + Pudy 90(9) = @Dahl(é) + %9

donde 1, v, > 0 denotan los coeficientes de la friccién viscosa. El diseno del control
requiere que las perturbaciones desconocidas y las fuerzas de friccién sean diferenciables.
Entonces, se supone que la evolucion de la friccién de Coulomb esta descrita por el
modelo de Dahl, el cual esta dado por:
Gpantd) = o | = 22|y pa(d) = o [e‘ - 2oaill) |é|]
Ve Pe

donde o, y gy son los coeficientes de rigidez, asi como . y . representan la fuerza de
friccién de Coulomb del carro (motor lineal) y de la barra , respectivamente. El sistema

de ecuaciones se puede reescribir en la forma (13) con:

I

M(q) =

0 0

me +my, —m,,lcos@]' 0.d) [0 mlsin@é]

4,12
—myl cos gml

0

—mpglsin 0

1
0

G(Q):[ B =

. Y(x) — wi (1)
i F(q) = ) .
@ l o(6) — wnt) ]

Después de operaciones matemadticas se obtiene la siguiente representaciéon en

espacio de estado:



38

[ T | [ T ] [ 0 |
d P (3mpgl cos 0—4m,1262) sin 6 41
D D .
— = : + (T — (&) +wi(t))
dt | ¢ 0 0
(9' 3((me+myp)g—mplcosf 62)sin 6 3 cos @
L i | D | | D |
0
3cosf .
- g (0(6) — wa(t)) (58)
3(mc+mp)
mplD

con D = l(4m, +m, + 3m,sin?#) > 0. Analizando (58), se puede ver que () y wa(t)
son términos de friccion y de perturbacion desconocidos. Mas adelante se podra ver

que el controlador, por desarrollar, atentia el efecto de estos términos.

II1.2.2 Diseno de la ley de control.

En esta seccién, se construye un controlador cuasihomogéneo SOSM para estabilizar
localmente al sistema carro-péndulo alrededor de su punto de equilibrio inestable. La
idea clave es encontrar una transformacién de espacio de estado difeomérfica para llevar
al sistema carro-péndulo a su forma regular (14). Para este proposito, se define el

siguiente cambio local de variable:

n=r— Slo(6) (59)

con

1+ sinf T
o6) =1 (“E250)

cos 6 < 2" (60)

Entonces, el sistema (58) se transforma en una cadena de dos integradores, con la
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entrada de control actuando solamente:

U U 0
i2
d |7 —(g+§lw€s€)tan0 0
- = . + (T =%+ w)
dt | g 0 0
9' 3((me+mp)g—mplcosf 62)sin b 3cosf
L L D i L D
0
1
o mpl cos 6 (SO _ w2) (61)
0
3(me+mp)
mplD a

Se puede ver que los términos ¢ y wo afectan al subsistema (7,7) de la forma regular
(61).

Se escoge una salida ficticia £ para asegurar que el subsistema (7,7) con ¢ = wy = 0
sea de fase minima con respecto a ella. En seguida, se muestra que la salida requerida

& puede ser escogida, de forma local, como:
f = tanf — )\177 - )\277, (62)

con A1 y Ay > 0.

Tomando en cuenta (59), (60), y (62), se puede ver que 6 y x convergen a cero
cuando 7, 1 y £ tienden a cero. Entonces, forzando un movimiento deslizante en & = 0
resuelve el problema de estabilizacion asintética de x y 6 bajo el supuesto de que el
subsistema (7,7) es de fase minima con respecto a £. El problema ahora es disenar un
controlador de conmutacion que garantice la convergencia en tiempo finito de £ a cero.

Diferenciando & dos veces, se obtiene:
E=p(0.0)+¢(0.6)+u(0.0), (63)

con
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. tan @ . 1 8l)\29 tan 6 A2y
6,0) = 2 0 -
a ( ’ ) cos? * [cos2 0 i 3cosd myl cos@]

[3[(me + myp)g — myl cos B 62]sin @ — 3 cos B (i) — %}Tﬁ (0)]
D

e 162 et +4l92(1+sin20) 0
— a —
I 3cos0| 73 cos ®cos? 0
-)\1 + A29tan9 . Ao ) )
- | — 0) — ——————Ppan(0), 64
myl cos 0 ] @ (%) mplcosﬁgoD () (64)
. ( 6, 9-> | 3mpl £ 8mylPAsf sin 6 — 3X; cos fp, - (65)
mylD cos 0
y el término de incertidumbre
. B 1 [ mpl 8ml2A29tan9
¢ (0’9) ~ mylcosf |cosd + 3 a /\2%)]
3cosb 3(me +my)
{ D T D “’2]
1 r .
oot _(Al + Ao tan 0) wa + Am] (66)

Debido a restricciones fisicas, se puede escoger A\, suficientemente pequeno tal que
3ml 4+ 8mi2Xo0 sin 6 — 3X\s cos Op, # 0 en (65).

El sistema descrito por

1

myl cos 0

(o — wa). (67)

= - +4592 (§ 4 A+ damp) +
n= g 3 cos @ 17 27

junto con (63) estd en una forma regular, similar a (14) cuando ¢ = wy = 0.

Nota 1. Para llevar al sistema carro-péndulo a su forma regular dada por (14), se
tiene que describir las ecuaciones de estado en términos de n y . De hecho, (63) y
(67) constituye la forma regular, ya que las variables 6 y 0 son funciones implicitas de
las nuevas variables de estado n, n, & y §
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Como (63) es similar a (53), se utiliza la ley de control u como sigue:

u=—p (9, 9) — asgn(§) — ﬁsgn(f) —h§ — pé}

lo cual nos da:

- Myl D cosd (11 (6.6) — asen(©
my D 2 ! - 2 v
' [3 [+ 8m,l2 X0 sin @ — 35 cos O ]

— fsgn(é) — he — pé] (68)

Se supone que wy, we, Wy v O son acotadas. Entonces ¢ es una perturbacién
uniformemente acotada por una constante N > 0, || < N para casi todo t, 0 y 0.
Entonces, fijando

N<pB<a—N h,p>0, (69)

el controlador cuasihomogéneo (68), (69) asegura la estabilidad en tiempo finito del

sistema (&, £ ). La dindmica equivalente en la variedad £ = 0 estd dada por

d 0 1 0
n _)\1/) _)\Qp n mypl cos 0
con p = (g+ %lﬁ;) >0, V0 € (—%, g)

Finalmente, queda investigar la estabilidad asintética de (70), cuando ¢ = wy = 0.

Notese que existe un cambio de base:

0
Qo

0= — P

con

pP—

1 0
, k>0,
k 1
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esto transforma al sistema (70) en la forma

) —k 1
0= Q, (71)
Ko 0
—KkZ+ A\ -
o= i Aapr 1P vy  0=K— Ap.
K
Tomando
€2
V(Q) =1Q] = (72)
€2,

como funcién vectorial de Lyapunov (Borne et. al. (2003) y Gruji¢ et. al. (1976)) el

lado derecho de la derivada Dini de V'(2) nos da como resultado

DYV (Q) <TV(Q), (73)
-k |1
I'= . 74
[ 0] &
Si
Y
A5 > P (75)

entonces existe k > 0 tal que k2 — \apr +A\p <0y

r—| " 1]. (76)

Ko 0

Note que los términos no constantes en (76) aparecen en el dltimo renglén solamente,
y I' es una matriz Meztler. Esto nos permite aplicar la teoria de estabilidad lineal (ver
Borne et. al. (2003), Gruji¢ et. al. (1976)). Por lo tanto, bajo la condicién (75), 2 =0
es un punto de equilibrio asintéticamente estable para el sistema no lineal (71). Ahora,
tomando en cuenta la friccién del péndulo ¢(6) y la perturbacién wsy(t), se puede ver

que se pierde la propiedad de estabilidad asintética, pero se puede utilizar la teoria

de estabilidad lineal para mostrar que el sistema perturbado (70) converge a una bola
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alrededor del origen, asi obteniendo estabilidad practica. El radio de esta bola puede

reducirse sintonizando A; y As.

I11.2.3 Simulaciones numéricas (SOSM).

En esta seccion se realizan experimentos numéricos para ver el comportamiento del
sistema carro-péndulo, afectado por friccién y perturbaciones, utilizando este tipo
de controlador. Para este experimento se utilizan los siguientes parametros para el
controlador : h=10, p=10, A\; = 15, Ay = 5, @ = 10, § = 5 y condiciones iniciales en
(x(O),H(O),i(O),é(O) = (0.01, -0.001, 0, 0). En la primer columna de las figuras 10,
11, 12, 13 y 14 se muestra al sistema en lazo cerrado sin ser afectado por friccion ni
perturbaciones. En la segunda columna se muestra al sistema carro-péndulo en lazo
cerrado afectado por friccion, usando el modelo de Dahl para describir dicho fenémeno,
y perturbaciones externas constantes w; = 3 y wy = 0.0002, tanto en carro, como en
péndulo. Se utilizan los siguientes pardmetros para describir el fenémeno de friccién del
sistema carro-péndulo, cabe mencionar que se utilizan los mismos datos para la masa
del carro, la masa y la longitud del péndulo para todos los controladores que se estudian

(ver cuadro III):

Tabla I'V: Parametros de friccién para el sistema carro-péndulo utilizando el controlador
SOSM.

Notacion Valor Unidades

Py 85 N-s/m

Dy 0.0015 N -m-s/rad
Ve 2 N

Ve 0.0002 N -m

- 10,000 N/m

o7 30 N -m/rad




-0.002r

-0.004r

x [m]

-0.008¢

-0.01y¢

-0.002¢

-0.004¢

x [m]

-0.008¢

-0.01¢

-0.012

-0.006¢

-0.006¢

tiegr;po [s]

0 1 2 3 4 5

tiempo [s]

1' 2 3 4 5

44

Figura 4: Estabilizacion local del sistema carro-péndulo usando control en modo
deslizante de primer orden. a) Posicién de carro sin friccién ni perturbaciones y b)
con friccién y perturbaciones constantes.



45

0 1 2 3 4 5
tiempo [s]

b)

9 [rad]

0 1 2 3 4 5
tiempo [s]

Figura 5: Estabilizacion local del sistema carro-péndulo usando control en modo

deslizante de primer orden. a) Posiciéon de péndulo sin friccién ni perturbaciones y
b) con friccién y perturbaciones constantes.
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0.02

! w

o

dx/dt [m/s]
o O
o o
[} —_

-0.03
-0.04

-0.05

008 1 2 3 4 5
tiempo [s]

b)
0.01 ‘ . ‘ ‘
O_M

-0.01

-0.02

dx/dt [m/s]

-0.03

-0.04

-0.05

008 1 2 3 4 5
tiempo [s]

Figura 6: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo

deslizante de primer orden. a) Velocidad de carro sin friccién ni perturbaciones y

b) con friccién y perturbaciones constantes.
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0.1

0.05 1
OWMWMWM

d 6/ dt [rad/s]

1 2 3 4 5
tiempo [s]
b)

g N

d o/ dt [rad/s]

025 1 2 3 4 5
tiempo [s]
Figura 7: Estabilizaciéon local del sistema carro-péndulo usando control en modo

deslizante de primer orden. a) Velocidad de péndulo sin fricciéon ni perturbaciones
y b) con friccién y perturbaciones constantes.



48

Z
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8
¢ 1 2 3 4 5
tiempo [s]

b

10 )
2
(b]
=]
=3
8

tiempo [s]

Figura 8: Estabilizaciéon local del sistema carro-péndulo usando control en modo
deslizante de primer orden. a) Torque aplicado al sistema sin friccién ni perturbaciones.
b) con friccién y perturbaciones constantes.
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300¢

250¢

2
ﬁou dt

Figura 9: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo
deslizante de primer orden. a) Energia del sistema sin friccién ni perturbaciones. b)

2 3
tiempo [s]
b)

2 3
tiempo [s]

con friccién y perturbaciones constantes.
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2 3 4 5
tiempo [s]
b)

0.015

0.01r

0.005}

[m]

> _0.005}
0.01f

-0.015¢

0.0% 2 4 6 8 10

tiempo [s]

Figura 10: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo
deslizante de segundo orden. a) Posicién de carro sin friccién ni perturbaciones y
b) con friccién y perturbaciones constantes.
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0.015
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0.005}
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(]

-0.005¢
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gia 1 2 3 4 5
tiempo [s]
b)

0.015

0.014

0.005

o [rad]

-0.005¢

B0 2 4 6 8 10

tiempo [s]

Figura 11: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo
deslizante de segundo orden. a) Posicién de péndulo sin friccién ni perturbaciones
y b) con friccién y perturbaciones constantes.
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0.04¢

0.02

dx/dt [m/s]
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-0.04+

-0.06¢
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dx/dt [m/s]
L]

-0.02}

-0.04}

-0.06}

0055 2 4 6 8 10
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Figura 12: Estabilizacion local del sistema carro-péndulo usando control en modo
deslizante de segundo orden. a) Velocidad de carro sin friccién ni perturbaciones y
b) con friccién y perturbaciones constantes.
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Figura 13: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control en modo
deslizante de segundo orden. a) Velocidad de péndulo sin friccién ni perturbaciones
y b) con friccién y perturbaciones constantes.
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Figura 14: Estabilizacion local del sistema carro-péndulo usando control en modo
deslizante de segundo orden. a) Torque aplicado al sistema sin friccién ni
perturbaciones. b) con friccién y perturbaciones constantes.
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I11.3 Control H...

En la siguiente seccion se desarrolla el controlador local H., para el carro-péndulo. La
motivacién para utilizar dicha metodologia es tratar de resolver el problema conocido
como chattering, el cual se presenta en los controladores de primer y de segundo orden
en modo deslizante. El procedimiento para disenar el controlador H,, no suave se basa
en resolver la ecuacién de Ricatti con una cierta pertubacion (para el problema de
control de H,, estandar para sistemas lineales ver Orlov y Aguilar (2004)).

Tomando en cuenta que el sistema carro-péndulo (I11.2.1) cumple con las restricciones
que se piden en Orlov y Aguilar (2004), para poder aplicar la técnica de control H,

entonces las ecuaciones del carro-péndulo (II1.2.1) se pueden reescribir de la siguiente

manera.
mi1q1 + mizga + N1 = 71+ wi
miaqi + Ma2ga + Ny = wo (77)
Simplificando,
G = u+ M| — M| w,
G = —my (no— w4+ mia(u+ M| wy — [M]|'w,)) (78)
donde,
|M| = My — m12m2_21m12
N = (nl, TLQ)/ (79)

se define el espacio de estados como = = (1, T, 73, 24)T = (q1,2,G1,G2) y z =

(zla 22, Z3)T

Entonces el sistema queda en la siguiente forma para aplicar el controlador H,, al



56

sistema carro-péndulo (I11.2.1).

T = f(x)+ gi(v)wr + g2(x)u

z = hl(x)+k12u (80)
donde,
f(x) = ("L‘37‘T47 0, _m2_21n2)T (81)
0 0
0 0
qi(z) = 82
(@) s e (52)

—mgy [M| "t maz (14 [M| " miz)mag,y

92(1‘) = (07 0,1, _m2_21m12)T (83)
h1<l’> = (O, x1, ZL'Q)T (84)
kio(z) = (1,0,0)" (85)

Se propone la siguiente ley de control (considerando que todos los estados son
medibles)
u=—gs(v)P.x (86)

donde P. es la matriz solucion, simétrica y definida positiva, de la ecuaciéon de Ricatti

perturbada:

PA+ATP. 4+ CTCy+ Py 2BB] — BBy |P. = —¢l (87)



o7

para algtin € y ~, y donde

_9f
- Oz

(0), B1 = 91(0), By = 02(0), Cy = 20 (88)

A
ox

I11.3.1 Resultados numeéricos.

A continuacién se muestran experimentos numeéricos del sistema carro-péndulo utilizando
el controlador H,,. Para este ejercicio se utilizaron los valores de v= 70; e= 1.4; p=1;
para el controlador Hy. Se utilizaron las condiciones iniciales (z(0),0(0), #(0),8(0) =
(0.01, -0.001, 0, 0). En la primer columna de las figuras 16, 17, 18, 19 y 20 se muestra al
sistema en lazo cerrado sin ser afectado por friccion ni perturbaciones. En la segunda
columna se muestra al sistema carro-péndulo, en lazo cerrado afectado por friccion,
usando el modelo de Dahl para describir dicho fenémeno, y perturbaciones externas
constantes w; = 0.01 y wy = 0.0001, tanto en carro, como en péndulo. Se utilizan los
siguientes parametros para describir el fenémeno de friccién del sistema carro-péndulo,
recordando que se utilizan los mismos datos para la masa del carro, la masa y la longitud

del péndulo para todos los controladores que se estudian (ver cuadro III):

Tabla V: Parametros de friccion para el sistema carro-péndulo utilizando el controlador
H.

Notacion Valor Unidades

(8 8.5 N -s/m

Oy 0.0015 N -m-s/rad
e 2 N

Pe 0.00115 N -m

o 6 N/m

o 0.1 N -m/rad
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Figura 15: Estabilizacion local del sistema carro-péndulo usando control en modo
deslizante de segundo orden. a) Energia del sistema sin friccién ni perturbaciones.
b) con friccién y perturbaciones constantes.
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x 10° a)

12

tiempo [s]

x 10° b)

tiempo [s]

Figura 16: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control H.,. a)
Posicién de carro sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones
constantes.
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Ko 2 4 6 8 10
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Figura 17: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control H.,. a)
Posicién de péndulo sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones
constantes.
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Figura 18: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control H.,. a)

Velocidad de carro sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones
constantes.
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Figura 19: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control H.,. a)
Velocidad de péndulo sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones
constantes.
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Figura 20: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control H.,. a) Torque
aplicado al sistema sin friccién ni perturbaciones y B) con friccién y perturbaciones

constantes.
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III.4 Comparacién entre controladores:
FOSM, SOSM, H,.

La motivacién para comparar estos controladores, se basa en buscar el controlador mas
robusto ante el fendmeno de friccién, asi como perturbaciones externas. Ademas, buscar
el controlador que tenga otras caracteriticas como tener la mayor regién de atraccion e
inclusive aquel que requiera la menor energia para estabilizar al sistema. Con esto en
mente, en esta seccién se dara un listado de las ventajas de cada uno de los controladores
locales que se han estudiado anteriormente (FOSM, SOSM y H,,).

La prueba de comparacién consiste en sintonizar a los controladores antes mencionados
cuando el sistema no es afectado por friccién o perturbaciones. Una vez que se
sintonizaron las ganancias de los controladores, se somete el sistema a los efectos de la
friccién y de la perturbacion externa, empezando por usar pequenos valores, tanto para
la friccién como la perturbacion externa y entonces ir aumentando dichos valores hasta
ver que los resultados del sistema en lazo cerrado no fuesen adecuados.

Los datos del nivel de friccién y perturbaciones que soporta cada controlador se
presenté en las tablas III, IV y V. Basandonos en los experimentos numéricos, que se
hicieron anteriormente, los controladores en modos deslizantes poseen la caracteristica
de ser robustos ante el término de friccién seca, asi como perturbaciones externas
acotadas. Sin embargo, los métodos basados en control en modo deslizante poseen la
desventaja de tener el fenémeno conocido como ”chattering”, el cual se hace presente,
en el caso del control basado en SOSM, en el origen del sistema a tratar. A diferencia de
los controladores basados en FOSM que tiene chattering en toda la superficie deslizante.

La region de atraccion de cada controlador que se estudioé anteriormente, se presenta
en la tabla II1.4. Estos datos fueron calculados mediante experimentos numéricos de
la dindamica del sistema carro-péndulo en lazo cerrado, sin fricciéon ni perturbaciones

externas. Ademas, basdandonos en el estudio numérico de los controladores, se puede
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decir que aquellos basados en FOSM poseen una region de atraccion menor que aquellos
controladores basados en SOSM. Con respecto al controlador H,,, podemos decir que

éste tiene la mayor regién de atraccion.

Tabla VI: Comparacion entre controladores: FOSM, SOSM, H..
Regién de Atraccion FOSM SOSM H, Unidades
carro +0.022 £0.15 £3 m
péndulo +0.03 +0.1 +1 rad

Ademas, se presenté anteriormente en las figuras 9, 15 y 21 la energia acumulada
que se aplica al sistema carro-péndulo por cada controlador, es decir fot u?(z, 2,0, é)dt.
Como se ve en dichas graficas, los controladores basados en modos deslizantes usan
mas energia que el controlador basado en H.,, cuando exista, o no, el fenémeno de
friccién y perturbaciones. Los controladores basados en modos deslizantes tienen una
estructura basada en conmutaciones, lo que provoca que estos utilicen una gran cantidad
de energia, por esta razon estos controladores se conocen como ”de alta ganancia”
a diferencia del controlador H.,, el cual no requiere de tanta energia para cumplir
el objetivo de control. Ademds, se puede decir que el controlador H,, no genera el
fenomeno de chattering, sin embargo, basdndonos en los estudios numéricos que se
hicieron anteriormente, este controlador no es muy robusto ante la influencia de la
friccién de Coulomb ni ante perturbaciones externas constantes. Lo que presenta una
desventaja en comparacion con los controladores basados en modos deslizantes.

En resumen, todas estas observaciones nos dieron la motivacién para seguir
estudiando el controlador basado en SOSM vy asi poder aplicar dichos conocimientos en

los capitulos subsecuentes de este trabajo.
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Figura 21: Estabilizacién local del sistema carro-péndulo usando control H.,. a)
Energia del sistema sin friccién ni perturbaciones y b) con friccién y perturbaciones
constantes.
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Capitulo IV

Estabilizacion en orbita del
carro-péndulo: aplicacion al control
de elevacién/balanceo.

IV.1 Establecimiento del problema.

El sistema del carro-péndulo es gobernado por las siguientes ecuaciones (ver Riachy et.

al. (2008))
(me +my)E +mylsing 0% —mylcosf 6 = 7+ wi (t) — (&), (89)
4 . .
gmplze —mylcosh & —my,glsind = wy(t) — p(0) (90)

donde x es la posicion del carro, 6 es el angulo formado por la vertical y la posicion
del péndulo, m. es la masa del carro, m, es la masa de la barra, [ es la distancia al
centro de masa del péndulo, g es la aceleracién gravitacional, 7 es la entrada controlada,
wi (1), wo(t) son perturbaciones externas, ¥(z) y () son fuerzas de friccién, que afectan

al carro y al péndulo, respectivamente.

Para describir las fuerzas de friccidén se utiliza el modelo clasico:
U(E) = i + Yesgn(@), p(0) = .0+ psgn(d). (91)

El modelo clasico, modelo utilizado en este articulo, incluye coeficientes de friccion
viscosa 1, p, > 0, el nivel de fricciéon de Coulomb )., p. > 0. Sujeto al modelo clasico
(91), el lado derecho del sistema dindmico (89)—(90) es continuo por secciones. Las

soluciones de tal sistema se definen en el sentido de Filippov Filippov (1988) como
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aquellas con ciertas inclusiones diferenciales con un lado derecho multivaluado.

Ya que el fenémeno de friccién es dificil de modelar, se han introducido términos
de incertidumbre wy(t),ws(t) en las ecuaciones dindmicas (89), (90) para tomar en
cuenta las discrepancias del modelo inestable tales como el efecto Stribeck. Debido a
las propiedades disipativas de los sistemas mecanicos, normalmente se estiman a prior:

cotas superiores N; > 0, ¢ = 1,2 para las magnitudes de estos términos:
lw; ()] < N; V. (92)

El objetivo es disenar un controlador que haga que la parte actuada del sistema
carro-péndulo siga una trayectoria generada por la ecuacion modificada de Van der Pol
(94):

lim [2(t) + z(t)] =0, (93)

t—00
mientras se atentda el efecto de las fuerzas de friccién (91) y perturbaciones externas
(92).

La modificacién de Van der Pol (94) es usada como modelo de referencia en la
estabilizacién de érbita del sistema del carro-péndulo. A este respecto el generador
armoénico permite que uno modifique en linea no sélo la frecuencia de la senal de la
referencia pero también de su amplitud, simplemente cambiando los parametros del

modelo de la referencia.
£
Z +el(22 + %) — p*i+ Pz =0, (94)
El oscilador modificado de Van der Pol (94) constituye un generador armonico
asintdtico no lineal que exhibe, de forma natural, una senal sinusoidal ideal (28) en
su ciclo limite (27), en contraste con oscilador lineal (28), cuya amplitud depende en
las condiciones iniciales del oscilador. La amplitud y la frecuencia de la senal sinusoidal

del oscilador modificado de Van der Pol puede variar modificando, simplemente, los
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pardmetros p y p en la ecuacién (94).
Para presentar una estrategia de control que nos permita alcanzar nuestros objetivos
se linealiza parcialmente la dinamica del carro-péndulo. Para este propdsito se reescribe

la ecuacién de estado (90) en la forma

0 [myl cos 8 & +myglsin @ + wy(t) — o(6)]. (95)

- Am,,l?

Substituyendo (95) en (89) se obtiene

[(me +my) — ;me cos?0] & = T +wi(t) — (&) — mylsin #6>

3
+ %mpg cos fsin 0 + E[wg(t) — ¢(6)] cosb
(96)
Finalmente, sea J = (m. + m,) — 3m, cos?0 y

7= Ju+mylsinf 6> — Zmpg cosfsin @ (97)

donde u es la nueva entrada de control y tomando en cuenta que la relacion J # 0 es

valida para todos los valores de 6, la deseada linealizacién se obtiene:

i o=t 2 (0) - ()] + S fea(t) — (@) (98)
. 3 3m, cos’0 +4J .
0 = E{u cos O + Tl [wa(t) — »(0)]

0 (6) ~ (@) + gsine) (99)

, ya que el sistema (98), (99) describe el modelo linealizado de uniones actuadas,
procedimiento conocido como Linealizacion colocada Spong (1995).

La estrategia de control se formaliza de la siguiente manera: La entrada de control
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(97) se compone por un controlador de lazo interno, linealizando parcialmente el carro-

péndulo, y un controlador de lazo externo u por construir. Dada la salida del sistema

y(t) = =(1) + (1), (100)

que combina el estado actuado x(t) del sistema y la variable de referencia z(¢) gobernada
por la ecuacién modificada de Van der Pol (94), el controlador de lazo externo u es para
llevar la salida del sistema (100) a la superficie y = 0 en tiempo finito y mantenerla

ahi a pesar de las fuerzas de friccién ¥ (i), p(0) y las perturbaciones wy (t),ws(t), que

afectan al sistema.

IV.2 Sintesis de control SOSM.

En esta seccion, se disena un controlador para estabilizar en orbita para balancear
el péndulo invertido puesto sobre un carro, desde su posicién baja hasta su posicion
alta y es entonces cuando se cambia a un controlador cuasihomogéneo Riachy et. al.
(2008), estabilizando localmente al péndulo sobre la vertical. La estrategia de control
hibrido, que sera examinada en un estudio numérico y experimental, sera seleccionar la
amplitud p y la frecuencia p del ciclo limite (27) razonablemente pequena y el parametro
e, controlando la velocidad de convergencia de las trayectorias hacia el ciclo limite en
la ecuacién modificada de Van der Pol (94), razonablemente grande para asegurar que
el péndulo entre a la regiéon de atraccion del controlador cuasihomogéneo que estabiliza
localmente. El cambio adecuado del controlador de balanceo al controlador local genera

un movimiento de balanceo, asintoticamente estable sobre la vertical.
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Debido a (94), (98), (100), la dindmica de salida esta dada por

y 3cosf : 1 :
i o= ut S fen(t) — el0)] + Sl (t) - ()
2 2 21 ; 2
(224 2) — P —
1
(101)
La siguiente ley de control
3(pv cos @ ¢v . 2 22 212 2
u = T6’+7x+s[(z +E)—p 12+ pnz
—asgn(y) — fsgn(y) — hy — py (102)
con los parametros tales que
3(¢e + N .+ IV
hp>0, a—pg> et No) vt Wi (103)

4alJ J

€s propuesta.
El sistema en lazo cerrado (91), (101), (102) se transforma por retroalimentacion,

obteniendo

3cos b .

= 7 la(t) — eesen(d)] + %[Wl (t) — Yesgn(d)]

—asgn(y) — Bsgu(y) — hy — py (104)

con el lado derecho continuo por secciones.
Relacionado con la sintesis cuasihomogénea de Orlov (2005b), El controlador antes

mencionado se compone de un compensador lineal de friccién viscosa

3p,cosb ., .
e i v 1
17 0+ —1i, (105)

uy

un compensador no lineal

z
ue = el(2* + ) poE A+ 1z, (106)
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la parte de conmutacién homogénea (como es en Fridman y Levant (1996) y Fridman

y Levant (2002))
up, = —asgn(y) — Bsgn(y) (107)

y una parte lineal
w = —hy —py (108)

que se desvanece en el origen y = y = 0. Como se estudi6 en el teorema 1 de
Riachy et. al. (2008), el sistema cuasihomogéneo (104) con los pardmetros (103) es
estable en tiempo finito a pesar de las fuerzas de friccién (91) y de las perturbaciones

uniformemente acotadas (55) que lo afectan. Entonces el objetivo de control se cumple.

Entonces, empezando de un momento de tiempo finito, el sistema carro-péndulo
evoluciona en una superficie de dinamica zero en modo deslizante de segundo orden.
Mientras que la evolucion del sistema se restrinja a dicha superficie, la dindmica estara
dada por

3cosd . 1

Ui = cos0{="o(0) = walt)] + S [(d) — wa (1)

[OUNRIEN

2
@ ,
+el(2? + ?) — )i + )

3 20 +4J : 0
e Z:pl; [wa(t) — ()] + CO; [wi(t) — ¥(&)] + gsind

(109)

donde x(t) es una trayectoria de referencia gobernada por la ecuacién modificada
de Van der Pol (94). Para las 6rbitas z(t) de la modificaciéon de Van der Pol (94),

inicializada en el ciclo limite (27), la dindmica zero (109) se simplifica a

216 = cost 2 o(0) —wn(t)] + L) — r (1)) + )

3my, cos?O +4J . cos
() — o)+

[wi(t) — ¥(z)] + gsiné.

(110)

Para encontrar (109) formalmente, se debe utilizar el método de control equivalente
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Utkin et. al. (1999) y substituir una tnica solucién u., de la ecuacién algebraica

2T nlt) — p()] + S fen(t) — (@)
—el(@? + ) = = e =0

(111)

con respecto a u (i.e., la entrada de control equivalente u., que asegure que § = 0) en
(99).
Entonces el siguiente resultado se obtiene.

Teorema 2. Sea la ecuacion modificada de Van der Pol (94) con parametros positivos
£, i, p un modelo de referencia de la dindmica del carro-péndulo (89)-(91) y sea la salida
del sistema dada por (100). Entonces el controlador cuasihomogéneo (97), (102), (103)
lleva al sistema carro-péndulo a la superficie de dinmica zero y = 0 en tiempo finito,
uniformemente con respecto a fuerzas de fricccion (91) y perturbaciones admisibles (55).
Después, la parte actuada x(t) sigue a la salida —z(t) de la ecuacion modificada de Van
der Pol (94) mientras que la parte no-actuada 6(t) es gobernada por la ecuacion de la
dindmica zero (109) en cualquier intervalo de tiempo finito.

IV.2.1 Prototipo del carro-péndulo.

Para poder observar el desempeno de la sintesis propuesta se hicieron simulaciones en
MATLAB, usando Simulink. Se consideran los parametros reales de laboratorio del
sistema carro-péndulo de Riachy et. al. (2008). Estos parametros se listan en la tabla
1.

En resumen, se construyé un controlador de elevacion SOSM, con modelo de
referencia la ecuacion modificada de Van der Pol, y un controlador local SOSM para
resolver el problema de estabilizar al sistema carro-péndulo desde su punto de equilibrio
estable hacia la vertical, el punto de equilibrio inestable. En las secciones siguientes se
proponen diferentes estrategias, en las cuales se describe la regla de conmutacion para

estos dos controladores (ver diagrama 22).
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Tabla VII: Parametros del carro-péndulo (90).
Notacién Valor Unidades

M 3.4 kg

m 0.147 ke

l 0.175 m

(8 8.5 N-s/m

Oy 0.0015 N -m-s/rad
be 65 N

00 0.00115 N -m

IV.3 Diseno del controlador hibrido 1.

Para complementar el elevacién del péndulo seguido por la estabilizacién alrededor de
la posicion vertical, presentada en el capitulo 2, se cambia la ley de control 102, que
estabiliza en orbita al sistema carro-péndulo, por el controlador local de Riachy et. al.
(2008) cuando el péndulo entra en la regién de attraccién, encontrada numéricamente
para el controlador de balanceo. Entonces queda por resolver el problema de escoger
el tiempo apropiado para el cambio de controlador. La capacidad del sistema en
lazo cerrado para entrar en la regién de attraccion del controlador local se apoya en

resultados numéricos.

IV.3.1 Simulaciéon numérica.

Las condiciones iniciales de la posicion del sistema del carro-péndulo y la modificacién
del oscilador de Van der Pol, usadas en todos los experimentos, son x(0)=0, 6(0) =
7 rad, y z(0)=0.05 rad, mientras que todas las condiciones iniciales de velocidad fueron
fijadas en cero.

Para empezar este estudio, se implementé por separado el controlador para

estabilizar en érbita basado en SOSM, usando como modelo de referencia al oscilador
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7 Controlador de
Estabilizacion
x 0| |
7
Regla de T ;
> .. ——Carro-péndulo (; ¢
conmutacion LA

T Controlador - Oscilador o
de elevacion P armonico

Figura 22: Diagrama del sistema mecanico carro-péndulo en lazo cerrado.

modificado de Van der Pol.

Finalmente, el controlador hibrido I se implement6é para elevar al péndulo y
estabilizarlo en la posicion vertical, mientras que el carro se estabiliza alrededor de
su posicién inicial. El cambio del controlador para estabilizar en orbita al controlador
local se fij6 cuando el péndulo entra en la regién de attraccion, el cual se presenta en
el instante de tiempo t, ~ 3.4 s.

La figura 23, 24 , 25, 26 se muestra al sistema carro-péndulo en lazo cerrado, mientras
es conducido por el controlador para estabilizar en 6rbita y con perturbaciones externas
y permanentes w(t) =5 N, wy(t) = 0.001 N -m, genera un movimiento acotado. Para
este experimento se utilizaron los siguientes pardmetros para el controlador SOSM :
a=4.5 N -m, 6=0.1 N -m, h=4, p=4.

Para demostrar la capacidad del controlador para mover el péndulo de una orbita
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a otra al modificar los pardmetros, se introdujo un instante de tiempo aleatorio ¢ (

to ~ 20s), cuando la amplitud p y la frecuencia p del ciclo limite se cambié de sus

1 1

valores iniciales e= 60 (rad)™?s™', p=0.1 rad, p=2 s~' a unos nuevos valores e=
30(rad) s, p=0.5 rad, u=1 s~'. Predicho por la teorfa, la transferencia de drbita
se logra cambiando simplemente la amplitud de la érbita del ciclo limite (ver figuras
27, 28, 29 y 30).

En las figuras 31, 32 y 33 muestran que el controlador hibrido balancea el péndulo
hacia arriba y lo estabiliza sobre la vertical mientras que estabiliza al carro sobre su
posicién inicial y atenta las fuerzas de friccién, variaciones en los parametros (10%) y
perturbaciones permanentes externas wy(t)=1 N, wy(t)=0.001 N - m. El cambio del
controlador para estabilizar en 6rbita al controlador local se fija cuando el péndulo entra

en la region de attraccion, lo cual se presenta en el instante de tiempo t, ~ 3.2 s para

el modelo perturbado.
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Figura 23: Estabilizacion en érbita del sistema carro-péndulo con controlador basado
en SOSM. a) Posicién de carro y b) Posicién de péndulo.
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Figura 24: Estabilizacion en orbita del sistema carro-péndulo con controlador basado
en SOSM. a) Velocidad de carro y b) Velocidad de péndulo.



79

1.2

05 5 10 15 20
tiempo [s]
b)
0.2 ;
0.1
0_
+ -0.1
R
>
=02
-0.3
-0.4
-0.5 ‘ ' :
0 5 10 15 20
tiempo [s]

Figura 25: Estabilizacién en 6rbita del sistema carro-péndulo con controlador basado en
SOSM. a) Error de seguimiento de seguimiento y b) Error de seguimiento de velocidad.
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Figura 26: Estabilizacion en érbita del sistema carro-péndulo con controlador basado
en SOSM. Torque aplicado al sistema en lazo cerrado.
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Figura 27: Transferencia de érbita del sistema carro-péndulo bajo perturbaciones
externas permanentes. a) Posicién de carro y b) Posicién de péndulo.
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Figura 28: Transferencia de orbita del sistema carro-péndulo bajo perturbaciones
externas permanentes. a) Velocidad de carro y b) Velocidad de péndulo.
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Figura 29: Transferencia de érbita del sistema carro-péndulo bajo perturbaciones

externas permanentes. a) Error de seguimiento de seguimiento y; y b) Error de
seguimiento de velocidad ys.
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Figura 30: Transferencia de érbita del sistema carro-péndulo bajo perturbaciones
externas permanentes. Torque aplicado.
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Elevacion y estabilizacién del sistema carro-péndulo,

85

afectado por

perturbaciones, llevado por el controlador local SOSM. a) Posicién de carro y b) Posicién

de péndulo.
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Figura 32: Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por

perturbaciones, llevado por el controlador local SOSM. a) Velocidad de carro y b)
Velocidad de péndulo.
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Figura 33: Elevacién y estabilizacion del sistema carro-péndulo, afectado por
perturbaciones, llevado por el controlador local SOSM. Torque.

IV.4 Control de elevacion y estabilizacion 11.

Para esta secciéon se propone una estrategia donde se utiliza el concepto de érbita
homoclinica, el cual se desarrollo para sistemas no disipativos, es decir, sistemas donde
se ignora el fenomeno de friccion (ver Fantoni et. al. (2000)). Considere el sistema
dindmico continuo descrito por la ecuacién diferencial ordinaria (ver Guckenheimer y

Holmes (1983))
i= f(x) (112)

con punto un punto de equilibrio en z* = z;, entonces la solucién x(t) del sistema 112

es una Orbita homoclinica si

X(t) =z as t— +oo (113)
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Entonces, una érbita homoclinica es aquella trayectoria que se aleja del punto silla
x* = xg en una direccion y regresa hacia el mismo punto en otra direccion, conservando
el mismo nivel de energia (ver figura IV.4). Se pretende extender esta idea para sistemas

disipativos, es decir, sistemas donde se considere el fenémeno de friccion de Coulomb.

Figura 34: Orbita homoclinica.

En esta metodologia, para el problema de elevar/balancear al péndulo, puesto sobre
el carro, se requiere moverlo desde su posicion hacia abajo a su posicién inestable
hacia arriba y estabilizarlo sobre la vertical mientras que el carro se estabiliza en
el punto deseado. Se disena un controlador para estabilizar en orbita para elevar al
péndulo y hacer que este alcance la érbita homoclinica del nivel de energia del sistema
carro “péndulo, que corresponde al punto de equilibrio inestable. Una vez que se alcanza
la érbita homoclinica donde la velocidad del carro es infinitesimal, el controlador que
estabiliza en drbita se desactiva para dejar al sistema que evolucione a lo largo de la
érbita homoclinica. Un controlador que estabilice localmente Riachy et. al. (2008) se
activa una vez que el movimiento homoclinico entre a una regién de atraccién de este
ultimo controlador.

La estrategia de control hibrido, la cual se probara en un estudio experimental, es
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escoger la amplitud p y la frecuencia p del ciclo limite de (27) razonablemente pequena
y el parametro €, que controla la velocidad de convergencia de las trayectorias hacia el
ciclo limite en la ecuacién modificada de Van der Pol (94), se escoge suficientemente
grande para asegurar que el sistema carro-péndulo alcance su érbita homoclinica del
correspondiente nivel de energia.

Para tomar en cuenta las fuerzas de friccion, que resulta en una pérdida de energia
del sistema carro-péndulo, el nivel de energia (117) tiene que ser incrementado a un

valor positivo

Ey > 6 (114)

Dado un cierto 9, encontrado de forma experimental, el sistema de fuerzas de fricciéon
genera una Orbita, la cual converge al punto de equilibrio deseado. Dicha érbita se le
conoce como orbita cuasi-homoclinica.

Para que el balanceo sea exitoso es crucial sintonizar, de forma adecuada, el
parametro de energia ¢ y los parametros de referencia e, p, p de la modificacion de
Van der Pol (94). El parametro p es responsable de la amplitud de las oscilaciones del
carro, simplemente se fija un poco menos que la longitud permitida por el equipo de
laboratorio. Los pardmetros € y p son los responsables de que el rango convergencia del
oscilador de Van der Pol modificado sea razonablemente alta y de aplicar el nivel deseado
de eneria (114) al sistema carro-péndulo, a una posicién del carro donde éste posee una
velocidad infinitesimal (entre mas grande sea ¢ mas rapida serd la convergencia; entre
méas grande p serd mas grande la energia del ciclo limite y por lo tanto aumenta la
energia del carro, que sigue al ciclo limite). Estos pardmetros se sintonizan de forma
iterativa para alcanzar la orbita cuasi-homoclinica.

Una vez que se sincroniza el sistema con la érbita cuasi-homoclinica, se desactiva
el controlador que estabiliza en érbita y la conmutaciéon adecuada al controlador

local cuando el movimiento homoclinico entre a la region de atraccién de este ultimo
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controlador, generando asi, un movimiento de elevacién y estabilizacién asintética del

péndulo sobre la vertical.

IV.4.1 Diseno del controlador de elevacion 11.

Al aplicar la sintesis para estabilizar en 6rbita (94), (97), (102), que balancea el péndulo
de la posicién baja a la posicion alta, la energia, que se inyecta al sistema del carro-
péndulo, debe estar en un nivel apropiado.

Acorde a una aproximacion basada en energia, tal nivel de energia es para asegurar

que la energia total

1 .
E(q,q) = §(mc +my,)i® — myli6 cos f

2 .
+§mp1292 + mygl(cosf — 1) (115)

de lazo cerrado se incremente del valor negativo
Ey = —2mygl (116)
en el momento de tiempo inicial al valor cero de energia
Ey=0 (117)

en un instante de tiempo cuando la velocidad del carro es infinitesimal y lista a cambiar
de direccién. Entonces, de forma sincronizada, el sistema de fuerzas de friccién generan
una orbita homoclinica que converge al punto de equilibrio deseado con el mismo nivel
de energia que (117).

Los valores apropiados de los parametros son utilizados en experimentos numéri-
cos exitosos donde se requiere que la energia total (115) del sistema del carro-péndulo,
manejada por el controlador desarrollado (102), entre a una vecindad 0 del valor de

energia nominal (117) con un valor de 6 > 0 suficientemente pequero.
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En el estudio numérico las ganancias del controlador fueron fijadas a o« = 3 N -
m, 3=1N-m, h=20, p=0 asi como los parametros de referencia fueron sintonizados
aec =40 [rad™2s7t, p = 0.5 rad, p = 1 s7'. Con estos pardmetros la energia total

(115) del sistema carro-péndulo entra a una vecindad del origen con § = 0.8 N - m.

IV.4.2 Diseno del control hibrido II.

Para acompanar la elevacion del péndulo de la estabilizacion subsecuente alrededor
de la vertical, el controlador de elevacion se desactiva cuando el sistema alcanza la
orbita homoclinica correspondiente, y es entonces cuando el controlador local Riachy
et. al. (2008) se activa una vez que el péndulo, que evoluciona a lo largo de la
orbita cuasihomoclinica, entra en la regién de atraccién encontrada numéricamente
para el controlador local. El controlador hibrido resultante mueve al péndulo invertido,
sobre el carro, de su posicion baja hacia su posicion hacia arriba y lo estabiliza sobre
la vertical mientras que el carro se estabiliza al punto deseado. La capacidad del
sistema en lazo cerrado de alcanzar la 6rbita cuasihomoclinica y entrar a la region de
atraccion del controlador local se apoya adicionalmente en resultados experimentales

(ver Santiesteban et. al. (2008)).

IV.4.3 Simulacion numérica.

Las condiciones iniciales de la posicion del sistema del carro-péndulo y la modificacién
del oscilador de Van der Pol, usadas en todos los experimentos, son z(0)=0, 6(0) =
7 rad, y z(0)=0.05 rad, mientras que todas las condiciones iniciales de velocidad fueron
fijadas en cero. Los resultados de dichas simulaciones se muestran en las figuras 35,
36 y 37. En la figura 37 se puede ver claramente el intervalo de tiempo (de t;=1.9s a
to=2.1s aproximadamente) donde el torque es cero, es decir, el sistema mecdnico esta

en lazo abierto.
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Elevacion y estabilizacién del sistema carro-péndulo,
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afectado por

perturbaciones, llevado por el controlador local SOSM. a) Posicién de carro y b) Posicién

de péndulo.
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Figura 36: Elevaciéon y estabilizacion del sistema carro-péndulo,
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afectado por

perturbaciones, llevado por el controlador local SOSM. a) Velocidad de carro y b)

Velocidad de péndulo.
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Figura 37: Elevacién y estabilizacién del sistema carro-péndulo, afectado por
perturbaciones, llevado por el controlador local SOSM. Torque.

IV.5 Diseno de control hibrido III.

En esta seccion se disena un tercer control hibrido. La motivacion para crear un tercer
control es resolver el problema del chattering que se da en las dos versiones anteriores.
El problema del chattering es un fenémeno no deseado que aparece en los controladores
en modo deslizante. Para resolver esta problematica se substituye el controlador local
SOSM por el controlador local H., el cual resuelve dicho problema satisfactoriamente.
La estrategia que se utilizard serd la misma que en el control hibrido II, en donde se
desea que el sistema carro-péndulo alcance la érbita homoclinica correspondiente. Una
vez que el péndulo entra en la region de atraccion del controlador H,.,, este se activa.
De tal forma que el péndulo se estabiliza en su punto de equilibrio inestable y el carro
en la posicion deseada, eliminando el fenémeno de chattering. En la siguiente seccion

se presentan experimentos numéricos que apoyan este tipo de estrategia.
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IV.5.1 Simulaciones numéricas.

Para las simulaciones numéricas de esta seccién se utilizan los mismos parametros del
sistema carro-péndulo. Y en el diseno del controlador H,, se ajustan los parametros
a: v = 250; eo = 147; po=1;. Los resultados de dichas simulaciones se muestran en
las figuras 38, 39 y 40. En la figura 40 se puede ver claramente el intervalo de tiempo
(de t1=1.82s a ty=2.46s aproximadamente) donde el torque es cero, es decir, el sistema

mecanico esta en lazo abierto.
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de péndulo.
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Figura 39: Elevacién y estabilizacién del sistema carro-péndulo, afectado por
perturbaciones, llevado por el controlador local H,,. a) Velocidad de carro y b)
Velocidad de péndulo.
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Figura 40: Elevaciéon y estabilizacién del sistema carro-péndulo, afectado por

perturbaciones, llevado por el controlador local H,,. Torque aplicado al sistema en
lazo cerrado.
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Capitulo V

Estabilizacién del péndulo invertido
via retroalimentacion de posicion.

Se utiliza la sintesis cuasihomogénea de retroalimentacién de estado, desarrollada
recientemente en Orlov et. al. (2008), acompanada con un observador de velocidad
en modo deslizante de segundo orden (observador SOSM), inspirado de Davila et. al.
(2005), para presentar la retroalimentacién de posicién, resolviendo el problema en
cuestion. Se construye una funciéon no suave de Lyapunov para todo el sistema en
lazo cerrado (sistema forzado - observador). En contraste con Davila et. al. (2005),
donde el método geométrico, presentado en este mismo articulo, muestra la estabilidad
del observador en lazo abierto, mientras que el método presentado aqui muestra la

estabilidad en lazo cerrado.

V.1 Establecimiento del problema.

La dindmica del péndulo simple, mostrado en la figura 41, estd gobernada por las

siguiente ecuacion

(mpl? 4+ )6 = myglsin(0) — (0) + 7 (118)

donde @ es el angulo entre el péndulo y la vertical, m, es la masa del péndulo, [ es la
distancia al centro de masa, J es el momento de inercia del péndulo con respecto al
centro de masa, g es la aceleraciéon de la gravedad, 2/1(9) es la fuerza de friccién, 7 es la

entrada de control.
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Figura 41: Sistema mecanico péndulo simple.

Para describir la fuerza de friccién ¥(6) se utiliza el modelo clésico

»(8) = 0 + Pesgn(f). (119)

El modelo, antes mencionado, describe la friccon viscosa con coeficiente v, > 0 y con
friccén de Coulomb de nivel 1. > 0, y la notacién sgn(é) para la funcion signo de la
velocidad angular.

Sujeto a (119), el lado derecho del sistema dindmico (118) es continuo por secciones.
Por esta razén, las soluciones de este sistema se definen en el sentido de Filippov (1988)
como aquella inclusion diferencial con un lado derecho multivaluado.

Un problema interesante para los sistemas mecéanicos, afectados por friccién, es la
manera en que se tiene acceso a los datos. Usualmente, en la realidad, se tiene acceso

solamente a los datos de posicién y no a los datos de velocidad. Con esto en mente, el

objetivo es seguir la salida 6(t) del generador arménico
22

i +el(2® + E) —pi + PPz =0, (120)

usando mediciones de posicién solamente, mientras se atenuan los efectos de la friccion,
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i.e., la relacion del limite

lim [0(1) + 2(t)] = 0 (121)

t—00
tiene que ser satisfecha para las trayectorias del sistema en lazo cerrado.

Se usa la modificacion de oscilador de Van der Pol, la cual resulta en un generador
armonico asintético, (120), propuesta en Roup y Bernstein (2002). La motivacién
para usar el generador armonico (120) como modelo de referencia y en la sintesis
cuasihomogénea de retroalimentaciéon de posicién, se puede ver en Orlov et. al.
(2008). Para lograr el objetivo, usando mediciones de posicién solamente, a la sintesis

cuasihomogénea se le acompana de disenio de un observador SOSM.

V.2 Diseno del observador y sintesis de control
SOSM.

V.2.1 Diseno del observador conmutado.

Para empezar se presenta el observador SOSM.

0, = 9A2 + wsgn (6, — é\l)

B 1 ‘ R ~
0, = —mpP n J(mgl sin(6y) — ¥ (62) + 7) + wisgn(6, — 6;) (122)

el cual copia la estructura de la planta, el péndulo simple, con parametros positivos

w,w; > 0, los cuales se usan para mejorar el desempeno del observador y para modelar

la fuerza de friccién se utiliza el modelo cldsico

Y(0) = 1,05 + Yesgn(By). (123)
V.2.2 Sintesis de control SOSM.

Se utiliza la retroalimentacion de estado cuasihomogénea, desarrollada en Orlov et. al.

(2008). Esta ley de control se modifica para usar la retroalimentaciéon de posicion,
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usando en paralelo un observador SOSM (122) y substituyendo la velocidad estimada
9/\2, del observador SOSM, en la retroalimentacién de estado para la velocidad.

Utilizando (118), (123), (120), la dindmica del error de seguimiento en términos del
error de seguimiento

y(t) = z(t) + 0(t) (124)

esta dada por

(mpl? + 1)§ = mpglsin(8) — b — tesgn(bs) + 7
T + ) - 12 ) (125)

La ley de control cuasihomogénea de Orlov et. al. (2008) se modifica para usar la

estimacién de velocidad 65, en lugar de utilizar la velocidad por si misma :
22

T o= (myl*+ N){e[(z* + &) pPlE + iz}t — myglsin(0)

—hut — asgn(y) — Bsgn(y) — hy — py (126)
donde ?j = é\z + 2z, v los pardametros tienen las siguientes restricciones
h,p>0, a> g. (127)

La dindmica del error (125), controlada por la retroalimentacién de posicién (126),

toma la forma

AN

(mpl® + J)iji = —vesgn(fe) — asgn(y) — Bsgn(y)

—hy — pj — o). (128)

Con relacién a la sintesis cuasihomogénea de Orlov (2005a), el controlador antes
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mencionado se compone de un compensador no lineal
2'2
ue = (myl* + J){e[(2* + el plE + pPz} = myglsin(6), (129)
la parte de conmutacién (Fridman y Levant (1996) y Fridman y Levant (2002))
up = —asgn(y) — fsgn(y),
y una parte lineal
w = —hy — py — 0.
Se lleva la dindmica del error de seguimiento (128) a la forma candnica
Y1 = Yo
Yo = k[—thesgn(fz) — asgn(y1) — Bsgn()

—hy, — PyAz - ¢vy2] (130)

con kK = > (, donde la dindmica del error de observacion

BT
o= 61— 6 = 0y — (G — wsgn(6y — 6,)
= 1o — wsgn(n)
= Oy — By = k (—thu — tu(sgn(6:) + sen(6 — 1))
—wysgn(n) (131)

se da en términos del error de estimacién

m =6 — é\1
ns = 0z — 0. (132)

Teorema 3. El sistema, en conjunto, (130), (131), controlado por la retroalimentacion
de posicion (126), es asintdticamente estable en forma global.



104

Prueba. Sea la funcién candidata de Lyapunov no suave

1
V = 5 (khvyt + vys +n3) + rvaly + 1| (133)
con Kk = m >0y
wy + 7y 2
yw > 2(p+y) |v(he + B) + p ,
< (p—l-?/zfu)wv. (134)
b

V= khvyiyi + vyayjs + matis + Kvasgn(y)yi + ysen(m)mi
= khvyiys + kvys [—esgn(fa) — asgn(y:) — Bsgn(i)
—hy1 — pya — Yy
+hn2 [=un2 — e (sgn(ba) + sgn(fs — n2))] — nowisgn(n)
+rvasgn(yr)ye + ysgn(m)(n2 — wsgn(m)) (135)

usando 7, = Y3 — 12 y simplificando

V= —kvibysgn(fs) — kBvyesgn(fn) — kpviiye — kvibuys — Kbun;
—kterasgn(fz) — Kkibenasgn(0s) + ynasgn(m) — wy — nawisgn(n)
= —kvhesgn(02)ys — K Bsgn(i2) (Ga + n2) — syl — kprya(yz — 12)
—rtpung — Ktbens (sen(82) — sgn(B2) ) + msgn(n) — wy — wisgn(m)me
(136)

Vo= —rwipsgn(a)ys — kvBli| — kvBne — kvbuys — Kprys + Kpryans
— K5 — K| 0] (1 — sgn(ﬁﬂsgn(&}))

—rtelfia] (1= sen(0)sen(B2) ) +sen(m)me — wy — wsgn(m )

< —kwvthesgn(0a) (2 + G2) — kv B|Ta| — kv Bsgn(fa)n. — kvb,y;
—KprYys + Kpryans — Kkuns + ysgn(m)ne — wy — wisgn(ni)ne
(137)
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vV o< —kvhesgn(0a)ny — kvibesgn(0e)ys — kv B|ys| — kv Bsgn(ys)n. — /-wwvyg
—KpYYs + Kpryans — Kyt + ysgn(n )y — wy — wisgn(n)1
= me[—kvisgn(ls) — krBsgn(yz) — wisgn(n) + ysgn(m) — kv|ya|[6
—hesgn(B2)sgn () — K(p + Uo)vys — Kpryans + Kby — wy

(138)
usando la desigualdad ab < g—i + %, la ecuacién anterior puede ser escrita como
: o€ 2
V. < 2—6+§(/‘6V¢c+/€lfﬁ+wl +7)" —wy
—kv|ya| [B — esgn(02)sgn(iz)]
Kpv Kpe1v
(P + )y + 5+ = — Ry (139)
. € o~
Vo< = |wy— 5 (v + kv 4w +9)° ] = vl 16— v
P 9 KpeLV 1y,
— y — — — y — - — 140
{p + 261} KVYa [/ﬁ/} 5 26} 2 (140)
con las restricciones
wy + 7y ?
1
o 2 s )+ 2
1 P
B> e, e> ;€12 141
by T 2p ) .
se puede ver que V < 0. [

Se demuestra que la derivada temporal de (133) a lo largo de las trayectorias (130),
(131) es negativa definida , entonces se concluye la estabilidad asintética global, como

en Alvarez et. al. (2000).

V.3 Resultados numeéricos.

Se verifica el desempeno de la sintesis cuasihomogénea usando retroalimentacién

de posicion mediante experimentos numéricos, usando el programa de SIMULINK,
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MATLAB. El péndulo tiene una masa de m,=0.5234 kg, centrada en [=0.108 m, con
una inercia de J=0.006 kg - m? con respecto al centro de masa. Estos pardmetros
fueron tomados de un péndulo real del laboratorio de CICESE. La friccién en el motor
se identificé con los siguientes pardmetros 1, =0.00053 N - m - s/rad y 1.=0.05492
N -m. La posicion inicial del péndulo y del oscilador modificado de van der Pol fueron
fijados en 6(0)=0.5 rad y z(0)=0.01 rad, asi como todas las condiciénes iniciales para
las velocidades se fijaron en 6(0) = 0.1.

En nuestro estudio numérico, las ganancias del controlador (126) fueron fijadas en
h=0, p=0, a=6 N -m, 3 =4 N -m, las ganancias del observador se fijaron en w=1, w;
=35, asf como los pardmetros de referencia fueron sintonizados en =20 [rad]2s7!, p
=2 rad, p=2 s

En las figuras 42, 43, 44 se muestra la estabilizacion orbital del péndulo cuando no
se tienen perturbaciones. Para mostrar la eficiencia del observador no lineal (122) se
introducen perturbaciones pardmetricas cambiando el nivel de friccion de Coulomb a
1. = 0.07 y se anade un termino de perturbacién externa w = 0.05. Como se puede ver
en las figuras 45, 46 y 47, se alcanza el objetivo de control a pesar de perturbaciones
parametricas.

La primer y segunda grafica muestra el error de seguimiento de posicion y =0+ 2z y
el error de seguimiento de velocidad angular y, = QAQ + 23, respectivamente; la segunda
y tercer figura muestra el error de estimacion del péndulo simple n; = 6; — (9Al y el error
de estimacién ny = 65 — GAQ; y la ultima figura presenta el torque aplicado al sistema

(126).
V.3.1 Modelo de LuGre para el fenémeno de friccion.

Para mostrar la capacidad del observador no lineal se utiliza el modelo de LuGre (11)

para describir el fenémeno de friccion. Para mostrar la eficiencia del observador no
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lineal se utiliza esta representacién para modelar el fenémeno de friccién del péndulo
simple (ver Figuras 48, 50 y 49). Como se puede ver, se alcanza el objetivo de control
usando el modelo de LuGre para la friccién con retroalimentacién de posicion. En la
primera figura se muestra el error entre la posicion angular del péndulo y la salida del
oscilador de Van der Pol , i.e. 6(t) = —z(t); en la segunda figura se muestra el error
de seguimiento 1-; en la tercera y cuarta figura se muestran el error de estimacion 7,
y 12, respectivamente; y la ultima figura muestra el torque aplicado al sistema en lazo
cerrado. En este estudio numérico las ganancias del observador se fijaron en w=>50, w,
=600, mientras que para el controlador en SOSM se utilizaron las mismas ganancias

que en la seccion anterior.

Tabla VIII: Pardmetros del modelo de LuGre.
Notacion Valor Unidades

lof) 3000  N/rad

o1 50 N -s/rad

oD 0.00053 N -m - s/rad
F 0.1 N

Vo 10 rad/s

V.4 Resultados experimentales.

En esta seccién se muestra el desempeno de la sintesis cuasihomogénea usando
retroalimentacién de posicién mediante experimentos, usando el programa de MATLAB.
El péndulo tiene una masa de m,=0.5234 kg, centrada en [=0.108 m, con una inercia de
J=0.006 kg - m? con respecto al centro de masa. Estos pardmetros fueron tomados de

un péndulo real del laboratorio de CICESE. La friccién en el motor se identificé con los
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siguientes parametros 1, =0.00053 N -m-s/rad y 1.=0.05492 N -m. La posicién inicial
del péndulo y del oscilador modificado de van der Pol fueron fijados en 6(0) = —7 rad
y 2(0)=0.49 rad, asi como todas las condiciénes iniciales para las velocidades se fijaron
en cero.

En nuestro estudio experimental, las ganancias del controlador (126) fueron fijadas
en h=0, p=0, a=7 N -m, (=5 N - m, las ganancias del observador se fijaron
en w=>500, w; =250, asi como los parametros de referencia fueron sintonizados en
e=20 [rad]™%s7!, p=0.4 rad, p =3 s

En las figuras 51, 52 y 53 se muestra la estabilizacion orbital del péndulo cuando no
se tienen perturbaciones.

La primer grafica muestra el error de posicion y = 6 + z, la segunda figura muestra
la posicién del péndulo simple ¢; y salida del oscilador modificado de Van der Pol z y

la dltima figura presenta el torque u aplicado al sistema (126).
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Figura 42: Estabilizacion orbital del péndulo usando el observador no lineal para el
caso sin perturbaciones.a) Error de seguimiento de posicién y b) Error de seguimiento
de velocidad.



2 1 2 3 4 5
tiempo [s]
b)
1% 1 2 3 4 5

tiempo [s]

110

Figura 43: Estabilizacion orbital del péndulo usando el observador no lineal para el
caso sin perturbaciones. a) Error de estimacién de posicién y b) Error de estimacién

de velocidad.
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Figura 44: Estabilizacion orbital del péndulo usando el observador no lineal para el

caso sin perturbaciones. Torque aplicado.
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Figura 45: Estabilizacion orbital del péndulo usando el observador no lineal para el
caso con variaciones paramétricas. a) Error de seguimiento de posicién y b) Error de
seguimiento de velocidad.
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Figura 46: Estabilizacion orbital del péndulo usando el observador no lineal para el
caso con variaciones paramétricas. a) Error de estimacién de posicién y b) Error de
estimacién de velocidad.
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Figura 47: Estabilizacion orbital del péndulo usando el observador no lineal para el
caso con variaciones paramétricas. Torque aplicado.
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Figura 48: Estabilizacién orbital del péndulo usando el observador no lineal y el modelo
de LuGre para el fenémeno de friccion. a) Error de seguimiento de posicién y b) Error
de seguimiento de velocidad.
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Figura 49: Estabilizacién orbital del péndulo usando el observador no lineal y el modelo
de LuGre para el fenémeno de friccién. a) Error de estimacién de posicién y b) Error
de estimacion de velocidad.
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Figura 50: Estabilizacion orbital del péndulo usando el observador no lineal y el modelo
de LuGre para el fenémeno de friccién. Torque aplicado al sistema en lazo cerrado.
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Figura 51: Estabilizacion orbital del péndulo de laboratorio usando el observador no
lineal. Error de seguimiento del sistema (118) para el caso sin perturbaciones.
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Figura 52: Estabilizacion orbital del péndulo de laboratorio usando el observador no

lineal. a) Posicion del sistema sin perturbaciones y b) Salida del oscilador modificado
de Van der Pol.
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Figura 53: Estabilizacion orbital del péndulo de laboratorio usando el observador no
lineal. Torque aplicado al sistema para el caso sin perturbaciones.
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Capitulo VI

Estabilizacién de oscilador de un
grado de libertad
con control impulsivo.

VI.1 Introduccion.

La fricciéon es un fenémeno no lineal que produce movimientos de estancamiento y
deslizamiento, por lo que se tiene errores de estado estable. Para analizar dicho
fenémeno se han desarrollado modelos que describen la fricciéon de manera mas exacta,
como en Canudas-de-Wit et. al. (1995). Al mismo tiempo, se han desarrollado
algoritmos de control, robustos ante perturbaciones debido al modelo de friccién, en
modos deslizantes de segundo orden (ver Orlov (2005a)).

En este capitulo se desarrollara una técnica de control para contrarrestar los efectos
del fenémeno de friccion. La técnica propuesta estd basada en impactos cuando el
sistema queda "atascado” debido a la presencia de friccion seca. El sistema masa-resorte
sirve como ejemplo para mostrar dicha técnica. Un estudio de la estabilizacion del
sistema se muestra en las siguientes secciones, asi como las caractristicas del algoritmo
desarrollado, es decir, se muestra que la técnica propuesta es robusta ante variaciones
paramétricas y perturbaciones externas. A diferencia de los métodos de compensacién
de friccién y de la sintesis en modos deslizantes, la retroalimentacién de posicion se

construye tal que nos da la informacién cuando el sistema esta en estado estable.
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V1.2 Control impulsivo: aplicacion a
sistema masa-resorte.

El sistema masa-resorte (ver figura 54), afectado por friccién de Coulomb, estd

gobernado por la ecuacion diferencial
my& = —kxr — sgn(z) +w + u (142)

donde z es el desplazamiento, & es la velocidad, m, > 0 es la masa del sistema,
1, > 0 es el nivel de fricciéon de Coulomb, k£ > 0 es el coeficiente de rigidez, u denota
la entrada de control y w describe la perturbacién externa. Como la ecuacién (142)
aparece con el lado derecho discontinuo, su solucion se define en el sentido de Filippov
(ver Filippov (1988)).

El modelo cléasico para la fricciéon, tomando en cuenta solo el fenémeno de friccion
seca, se utiliza en este estudio. Aunque considerar la friccién viscosa es importante
desde un punto de vista practico, se prefiere no hacer esa extension ya que seria mas
bien técnica. En cambio, se desea facilitar la exposicién de la técnica propuesta y

enfocarse a caracteristicas esenciales del procedimiento en general.

Figura 54: Sistema masa-resorte.

Para tomar en cuenta la inexactitud del modelo, se considera una perturbacion
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externa desconocida w(t) en el modelo. A lo largo del estudio, se supone que la amplitud

de la perturbacion es mas pequena que la mitad del nivel de Coulomb 1,, i.e.,
1
[w(®)] < a0 < 54 (143)

para todo ¢ y una constante oy > 0. La consideracién (143) se hace por razones técnicas
que se veran claras conforme se desarrolla el controlador impulsivo.

El sistema (142) se lleva a la representacién de espacio de estado
.Ctl = X2

.Z"Q = mi [—k'flfl — ¢rsgn(x2) +w + U] (144)

donde z; =2 y x9 = 7.

Ya que el sistema no forzado (144) es disipativo y dicha disipacién esta acotada por
la constante positiva a — «, sistema (144) bajo u = 0 queda estancado en tiempo finito
en una zona dependiente de la perturbacién (ver figura VI.2)

Sw CS= {(131,372) : |.§L’1| S To — 0} C ]Rz. <145)

Asumiendo que el sistema esta siendo forzado por un actuador impulsivo

w="Y r()d(t —t;) (146)

o
i=1

utilizando una retroalimentacion de posicién continua r(z) y se aplica a un instante de

tiempo, dependiente de los estados, t;(x1,x2), ¢ = 1,2,..., el sistema en lazo cerrado
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Figura 55: Retrato de fase para el sistema masa-resorte no forzado (144).

exhibe una dindamica discreta-continua

1
T1 = Xo, Tog = p— (—kx — Ypsgn(xs) +w), t #t;, (147)

r

Qfl(tl—i—) = l’l(ti—), .Ig(tl—i‘) == xg(ti—) + T($1(ti)),

i=1,2,.... (148)

Es claro que al usar una retroalimentacién de posicién r(z1) nos lleva a una regla de
restitucion (148) ya que la entrada impulsiva (146) resulta en un cambio instantdneo
de la velocidad mientras que la dinamica de la posiciéon se mantiene, entonces, la
retroalimentacion de posicién r(xq(t)) permanece continua en el tiempo. Es importante
hacer notar que al aplicar una retroalimentacién de estado r(x1, x2) podria imponer una
cierta regla de restitucion no lineal, causada por el producto, mal definido, de la funcién
de Dirac §(t — 7), localizado en el instante de tiempo 7, y la funcién r(x;(t), xo(t)),

discontinua en t = 7 (ver por ejemplo Orlov (2000) para los detalles en la respuesta no
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lineal del impulso).

Nuestro objetivo es disenar un controlador impulsivo (146) tal que el sistema en
lazo cerrado (148) es asintéticamente estable alrededor del origen, a pesar de las
perturbaciones externas (143) que afectan al sistema. Se supone que la posicién actual
x1(t) estd disponible para mediciones, asi como la tnica informacién disponible de la

velocidad z5(t) es el conocimiento si es cero o no.

V1.3 Diseno de control impulsivo.

Sea el controlador impulsivo (146) especificado por

r(r1) = —/ Msgn(xl) (149)

y sea aplicado al sistema (144) en instantes de tiempo t;,7 = 1,2, ... tal que
r
|1 ()] < v 2 2, @a(ti—) =0. (150)

La dindmica del sistema en lazo cerrado (146)—(150) se describe como sigue. Una
vez que el sistema principal (144) llega a la zona de estancamiento (145), es forzado
por el controlador impulsivo (146) que cambia la velocidad del sistema en un instante
(ver figura VI.3). La amplitud del controlador (149) se ha fijado de tal forma que el
sistema masa-resorte 144) que, desde la zona de estancamiento (145) a la trayectoria
de fase, sin ser perturbado, llega al origen sin oscilaciones. Se mostrara que, se alcanza
la estabilizacién asintética no sélo para el sistema sin perturbaciones (144) con ¢, =0
pero también para la version perturbada de este, a condiciéon de que la perturbacion,
que afecta al sistema, este sujeta a la cota superior (143).

El siguiente resultado se obtuvo.

Teorema 4. Sea el oscilador con friccion (144) controlado por la sintesis propuesta
(146), con las especificaciones (149), (150). Entonces el sistema en lazo cerrado (146)-
(150) es global asintéticamente estable a condicion de que la norma de la cota superior
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(143) sea satisfecha por la perturbacion externa que afecta al sistema.

Prueba. Se ha mencionado que el sistema no forzado (144) posee conjunto invariante
y globalmente estable en tiempo finito Sy, localizado acorde a (145) dentro de la zona
estimada de estancamiento S. Una vez que el sistema en lazo cerrado (146)—(150)
alcanza S, en z1(t;) = & tal que |&| < 252 el controlador impulsivo (146), (149),
(150) se aplica en el instante de tiempo ;.

La regla de resititucién (148) estd dada por

r1(t1) = &1,
Ta(t1+) = _\/2%‘€1| . k(&)QSgH(&)o (151)

m,

Si el sistema en lazo cerrado estd libre de perturbaciones, la trayectoria de estado,
con reinicio en (151), llevaria, en una sola direccién, al origen en tiempo finito (ver figura
VI.3). Como sea, si se tiene una perturbacién acotada (143) afectando al sistema en lazo
cerrado, la trayectoria de estado golperd la zona de estancamiento en z;(t2) = & # 0
condicionado a z3(te—) = 0.

Figura 56: Retrato de fase del sistema impulsivo en lazo cerrado (146)—(150): las lineas
punteadas son para los saltos en la velocidad, las lineas solidas son para las trayectorias
perturbadas y la linea segmentada es para la trayectoria libre de perturbaciones.

Nuestro objetivo es demostrar que, aun el peor caso, donde w = ap 0 w = —ay, la
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siguiente desigualdad se satisface

2040
&l < — &l (152)
Ur
Entonces de la iteracion en ¢, se pueden obtener relaciones similares
20 .
’£¢+1| S ‘le, 221,2,.... (153)
Vr
para las posiciones & = x1(¢;) en los instantes de tiempo t;, ¢ = 1,2,... en donde se
alcanza la zona de estancamiento (145). Desde que ¢ = 21%0 < 1 por suposicién, se

puede ver que

lim |21 (t;)| = lim ¢'7'[&| = 0, lim |z5(ti+)[ =0 (154)

donde las relaciones xq(t;+) = —\/ngn(&), i=1,2,..., similar a (151), se

han tomado en cuenta.
Para el proposito de validar (152), se calcula el valor de & como una funcién de &,
asumiendo con certeza, que & < 0, y realizando céalculos similares, para caso contrario.
Para este caso en donde 1, = «ap la dinamica del sistema, entre los impactos
sucesivos, esta dada por

351 = X2
1
ZL:Q = —(—kiCl - wr + CVO)? S (tl’tZ)' (155)

T

Con inicio en (151), la solucién del sistema perturbado (155) estda dado por

1 x? a x2
—(—kr;l — a1 + apry) = n(fl - 52 (156)

Restringiendo al instante de tiempo t5 cuando xs(to—) = 0, la relacién anterior nos
da como resultado
kx3(ty) + 2(¢, — ag)w1(ts) + 20001 = 0. (157)

Fijando & = x1(t2) y tomando en cuenta que para este caso, { < 0y se sigue que

o =

Py — g \/(Oéo—lbr)z IS
-t 2 t— (158)

Substituyendo (158) en (152) para &, se llega a la desigualdad

P — (040—%)2 2040|51‘ 20y
0o\ floo ) oule] 2o (150)
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a verificar. Para validar (159) es suficiente representarlo en la forma

2

(0 —)? | 2a0/&1| _ 200 Yr — g
< 160
e R < | T B (160)
y observar que (160) es equivalente a la desigualdad
200/61 _ 4(@0)* . 5 deo(¥r — ao)
< _ 161
cuya validacion se reduce a la desigualdad
21, —
1< M, (162)
Uy
que resulta de (143). Entonces, la desigualdad (152) se verifica en el caso cuando w = 1.
Solo falta verificar la desigualdad (152) en el caso en que w = —1 con la dindmica
del sistema, entre los impactos sucesivos, esta dada por
.%:1 = T2
) 1
Ty = —(—k’:cl — ”Lpr — Oé()), te (tl,t2>. (163)

.
La solucién del sistema anterior, con condiciones iniciales en (151), estda dado por

1 x? aér 13
L e —agey) = 208 T2
T( 5 Tl — Qo) . + 5

(164)

Al siguiente instante de tiempo ty cuando xs(to—) = 0, la relacién (164) nos da el
resultado

k%%(tg) + 2(¢r —+ Oéo)l’l(tg) — 2@051 =0. (165)

Fijando & = x1(t2), se sigue que

ap + 1y ¢Mwwﬁ 20061
- — 166
&2 T %) . (166)
a condicién de que & < 0, es el caso que se esta estudiando.
Substituyendo (166) en (152) para &, se llega a la desigualdad
o+ Uy \/(ao +ih)? 2a0lé] 200
— — < 1
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a verificar. Para validar (167) es suficiente representarlo en la siguiente forma

Uty 209 (o +)? 2a0/é]
— < — 168
e e o, (16
y se puede ver que (168) es equivalente a la desigualdad
2a0/&1] | Aw)? o _ dao(¥r + o)
< —2|&]. 169

Desde que & esta dentro de la zona estimada de estancamiento (145), ie, |&] <
£rta0 g validacién de (169) se reduce a la desigualdad

2040(1/}r + OZ()) < 2(@Z)r + Oé[))
(5 e

se puede ver facilmente que resulta de (143). Entonces, la desigualdad (152) se verifica
en el caso de w = —1 también. Esto completa la demostracion del teorema ya que la
desigualdad (152) nos lleva a la estabilidad global asintdtica del sistema en lazo cerrado
(146)—(150). O

1+ (170)

V1.4 Resultados numeéricos.

Se verifica el desempeno y las propiedades de ser robusto del control impulsivo propuesto
en experimentos numéricos. En las simulaciones, hechas con el programa MATLAB,
el modelo masa-resorte sin dimension (142) se estudia, usando los pardmetros m = 1,
k =1, y1, = 1. Laposicién inicial y la velocidad inicial se fijan en z1(0)=3.5 y x4(0)=-
4, respectivamente.

El control impulsivo (146), (149), (150) se aplica primero al sistema libre de
perturbaciones.En las figuras 57 y 58 se muestra la estabilizacion del sistema masa-
resorte no afectado por perturbaciones. Para mostrar las propiedades de robustes del
controlador, se anade al sistema, en lazo cerrado, una perturbacion del tipo w = 0.7 sin t.
De las figuras 59 y 60 se puede ver que el controlador tiene buen desempeno y es robusto

ante el fenémeno de friccién de Coulomb y perturbaciones externas.
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Figura 57: Estabilizacién impulsiva en el origen del sistema masa-resorte para el caso
sin perturbaciones. a) Posicién y b) Velocidad.
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Figura 58: Estabilizacién impulsiva en el origen del sistema masa-resorte para el caso
sin perturbaciones. a) Retrato de fase y b) Entrada de control.
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Figura 59: Estabilizacién impulsiva en el origen del sistema masa-resorte para el caso
con perturbaciones. a) Posicién y b) Velocidad.
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Figura 60: Estabilizacién impulsiva en el origen del sistema masa-resorte para el caso
con perturbaciones. a) Retrato de fase y b) Entrada de control.
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Capitulo VII

Conclusiones

En esta tesis se propusieron algoritmos para resolver problemas de estabilizar en el punto
deseado osciladores con friccién de Coulomb. En el caso carro-péndulo, se probaron dos
algoritmos para resolver el problema de estabilizacion local en el punto de equilibrio
inestable: modos deslizantes y control H,,. Ambos algoritmos se compararon y se
conluyé que el controlador SOSM es mas robusto ante el fenémeno de friccién de
Coulomb y perturbaciones externas.

Las capacidades del método de control cuasihomogéneo ante fuerzas de friccion
y perturbaciones externas se muestran en un estudio numérico y experimental del
problema de control de balanceo, en el carro-péndulo, para mover al péndulo de su
posicion baja estable a la posicion invertida inestable y estabilizar sobre la vertical.
Concluyendo la estabilidad asintotica del sistema carro-péndulo en lazo cerrado, a pesar
de que el sistema carro-péndulo esta afectado por el fenmeno de friccién y perturbaciones
externas acotadas.

Para eliminar el problema conocido como chattering se disena el controlador H
para usarse en la sintesis cuasihomogénea, y asi resolver el problema de compensar
tanto friccién como perturbaciones externas acotadas. Se concluye que dicho problema
se resuelve satisfactoriamente por este controlador local, lo cual se muestra a través de
simulaciones numeéricas.

La sintesis cuasihomogénea se utiliza en el diseno de un controlador de estructura
variable, basado en un observador conmutado, que lleva al péndulo a una 6rbita, la

cual es salida del oscilador modificado de Van der Pol, en tiempo finito. La motivacién
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para usar este oscilador armodnico es que posee un ciclo limite estable y se pueden
modificar los parametros frecuencia, amplitud y velocidad de convergencia del oscilador
armoénico, en linea. El sistema resultante, carro-péndulo en lazo cerrado, es capaz
de seguir la salida del oscilador modificado de Van der Pol en modo deslizante de
segundo orden, atn a pesar de la presencia del fenémeno de friccién y perturbaciones
externas, con cota conocida. La efectividad del algoritmo se muestra en resultados
experimentales. Concluyendo la estabilidad asintética del sistema carro-péndulo en
lazo cerrado utilizando la teoria de estabilidad de Lyapunov.

Se desarrolla una nueva técnica para contrarrestar los efectos de la friccén de
Coulomb en un sistema mecanico de un grado de libertad, el sistema masa-resorte. Esta
técnica se basa en acciones impulsivas mientras el sistema masa-resorte queda dentro de
su zona de estancamiento, debido a los efectos de la friccién de Coulomb. Se muestra la
estabilidad global asintética del sistema masa-resorte en lazo cerrado y se muestra
lo robusto del sistema, cuando es afectado por perturbaciones externas acotadas.
Se realizan estudios numéricos para apoyar la teoria desarrollada anteriormente. Se
concluye que el sistema masa-resorte bajo la ley de control impulsivo que se propone es
robusta ante friccién seca y perturbaciones acotadas, cumpliendo satisfactoriamente el
objetivo de control.

Los resultados principales de ésta tesis fueron publicados en revistas y congresos

reconocidos, y se muestran a continuacion:

[. Santiesteban R., Floquet T., Orlov Y., Riachy S., y Jean-Pierre Richard. (2008).
Second Order Sliding Mode Control of Underactuated Mechanical Systems II:
Orbital Stabilization with Application to Swing Up/Balancing Control of an

Inverted Pendulum. International Journal of Robust and Nonlinear Control. 18.

544-556.
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Riachy S., Orlov Y., Floquet T., Santiesteban R., y Jean-Pierre Richard. (2008).
Second Order Sliding Mode Control of Underactuated Mechanical Systems I:
Local Stabilization with Application to an Inverted Pendulum. [International

Journal of Robust and Nonlinear Control. 18. 529 - 543.

Santiesteban R., Riachy, S., Floquet T., Orlov Y y Jean-Pierre Richard. (2007).
Swing-Up Controller Synthesis of the Cart-Pendulum System Using Second Order

Sliding Modes. Furopean Control Conference 2007, Grecia.

Santiesteban R., Orlov Y.. (2006). Control en modo deslizante de segundo
orden de Sistemas Mecanicos Subactuados: Estabilizacién en érbita del péndulo
invertido con Aplicacién al Control de Elevaciéon/Balanceo. Congreso de AMCA

2000.

. Y. Orlov, R. Santiesteban, L. T. Aguilar, L. Acho. (2008). Second Order

Sliding Mode (SOSM) Approach to Orbital Stabilization of Friction Pendulum
via Position Feedback. Proc. 17th IFAC World Congress.

VII.1 Trabajo a futuro.

Como trabajo a futuro se pueden considerar los siguientes puntos:

L.

IT.

IL.

En este trabajo se consideran problemas de control de sistemas mecanicos de
uno y dos grados de libertad, entonces se puede hacer la generalizaciéon para un

sistema mecanico de n grados de libertad.

Se puede considerar el fenémeno de backlash en el modelo dinamico de los sistemas

mecanicos, ademas de considerar la friccion seca y perturbaciones externas.

En cuanto al problema de estabilizaciéon impulsiva del sistema masa-resorte, sélo

se tienen ejercicios numéricos por lo que se puede considerar realizar experimentos.
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