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RESUMEN

Sintesis de controladores H@ no lineales son presentados para sistemas variantes
en el tiempo vía retroalimentación continua y muestreada de la salida del sistema.
La sintésis del controlador Hu, no lineal para sistemas variantes en el tiempo vía
retroalimentación continua es desarrollado para dar solución al caso global y
local. La solución global está basado en la solución de desigualdades apropiadas
de Hamilton-Jacobi-Isaacs, mientras que _ la solución local está basada en la
solución de ecuaciones de Riccati perturbadas que aparecen de la solución al
problema de control I-La del sistema linealizado. La sintesis del-controlador Ho., via
retroalimentación muestreada de la salida del sistemas (caso local) es obtenida a
partir de la solución al problema de control Hs, vía retroalimentación continua de
la salida del sistema.

Palabras Claves: Control Ha, Sistemas no Lineales, Estabilidad.



ABSTRACT of the Thesis of Leonardo Acho Zuppa, presented as a partial requirement
to obtain the degree of DOCTOR of SCIENCES in the field of ELECTRONICS and
TELECOMMUNICATIONS. Ensenada, Baja California¬ México. December 2000.

Nonlinear HO., Control for Time-Varying Systems

ABSTRACT

Nonlinear H»-controller synthesis is presented for time-varying systems via time-
continuous and sampled-data measurement feedback. The Nonlinear H.,-
controller ` synthesis for time-varying systems via continuous measurement
feedback is developed for both global and local solution. The global solution is
based on a solution to appropriate strict Hamilton-Jacobi-Isaacs inequalities,
whereas the local solution is derived by means of a certain perturbation of the
Riccati equations appearing in solving the linear I-L,-control problem for the
linearized system. The Hs,-controller synthesis for sampled-data measurement
feedback (local case) is derived from that of the time-continuous measurement
feedback Ha,-control problem.

Keywords: Control H.,,, Nonlinear Systems, Stability.
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Introducción

La presente memoria es acerca de control Hoc. Se considera un sistema a controlar

con la presencia de perturbaciones, donde el objetivo del controlador diseñado usando teorí a

de control Hoc, tiene por objetivos :

1) Estabilizar asintóticamente en fonna global o local (segun el caso) el sistema

cuando este no está sujeto a perturbaciones.

2) Con la presencia de perturbaciones, y con el sistema inicializado en el origen, el

sistema debe tener estabilidad L2, tomando como entrada las perturbaciones y como salida

una salida virtual.

La salida a la que hace referencia el punto 2), es una salida especialmente diseñada

para que el controlador pueda trabajar con un desempeño apropiado a los intereses del objetivo

de control. Suponga que se quiere diseñar un controlador Hoc para regular la posición vertical

de un péndulo simple, o robot de un grado de libertad (ver fig. l), donde q es el ángulo medido

con respecto al eje superior vertical, m es la masa del péndulo, l es la longitud del péndulo, g

es la aceleración de la gravedad y u es la entrada de control o torque aplicado. Suponga que

existe perturbación en el torque aplicado.

g Q
u { gl/

l'l'I

Fig. lPéndulo simple.
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Claramente el objetivo de control es mantener el péndulo en la posicion vertical

Suponga que se especifica una salida virtual en función de la posición angular y la entrada de

control. En este ejemplo, el controlador logrará estabilidad asintótica (local o global, según el

caso) bajo la ausencia de la perturbación en el torque aplicado, pero con la incidencia de ésta,

al satisfacer los requerimientos de estabilidad L2, el controlador buscará atenuar el efecto de

la perturbación manteniendo q y u lo más cercano posible a cero, esto debido a que la salida

virtual especificada involucra la posición angular y la entrada de control. De tal manera que si

el desempeño fuera especificado el atenuar el efecto de la perturbación y mantener q y u los

más pequeño posible, con el planteamiento de la salida virtual antes mencionado, saüsfará

este requerimiento. Si se quisiera involucrar a la velocidad angular (ej), especificando que

cuando el sistema esté perturbado, mantener q, tj y u los más pequeño posible, habria que

incluir esta variable dentro de la salida virtual. Hay que destacar que los requerimientos del

sistema perturbado, el sistema tiene que ser inicializado en su punto de equilibrio antes de

empezar la incidencia de la perturbación.

En la presente, diferentes esquemas de control Hoc, son desarrolladas para sistemas

lineales y no lineales, tanto por retroalimentación continua de la salida, como via mediciones

(observaciones) discretas de la salida del sistema. La formulación y solución al problema de

control 11,0 se basa en la representación en variables de estados de la planta en consideración.

El controlador resultante, en ambos casos, es un controlador con dinámica, que tiene como

entrada la salida del sistema. El controlador diseñado para sistemas no lineales vía retroa-

limentación continua de la salida es un controlador de dinámica suave, mientras que para el

caso de mediciones discretas, dicho controlador tendrá, ademas de dinámica continua, dis-
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continuidades (saltos) en los instantes de medición de la salida del sistema (en los instantes

de muestreo).

Recientemente han sido reportados muchos trabajos sobre diseño de controladores

Hoc, como los mostrados en la sección de referencias dadas al final de la presente, entre

otros muchos más. Sin embargo, a la realización del presente trabajo de investigación, pocos

se ha hecho con respecto al diseño de controladores Hw para sistemas no lineales variantes

en el tiempo, tanto para mediciones continuas, como para mediciones discretas. También

el desarrollo de controladores HQ@ con aplicaciones, no han sido complemente desarrolladas.

Desde el punto de vista de implementación de controladores de regulación, en la gran mayoría

de los casos, se obtiene que el sistema en lazo cerrado es invariante en el tiempo, cosa que

no pasa en el problema de seguimiento de trayectorias. De igual manera, para el diseño de

controladores vía mediciones discretas, el sistema en lazo cerrado será variante en el tiempo;

uno de los motivos por el cual en el presente trabajo se presenta la metodologia para la síntesis

de controladores parasistemas no lineales variantes en el tiempo.

El objetivo y aportaciones de este trabajo de investigación es el desarrollo de con-

troladores Hoc para sistemas no lineales variantes en el tiempo, vía mediciones continuas; y

la sintesis de controladores con mediciones discretas, a partir de los resultados generados del

punto anterior En detalle, se han hecho las siguientes aportaciones:

1) Se generalizaron los resultados de la teoría de control HW para sistemas variantes

en el tiempo.

2) Se obtuvieron resultados del diseño de controladores para sistemas usando medicio-

nes discretas de la salida del sistema.
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El diseño de controladores H@ via mediciones continuas se consideran dos casos. El

primero es el caso global, siendo el caso local el segundo. La derivación del controlador del

caso global se realiza por medio de la correcta solución a ecuaciones diferenciales parciales

de Hamilton-Jacobi-lsaacs, mientras que el caso local, se resuelve mediante la obtención de

la correcta solución a ecuaciones diferenciales de Riccati.

La organización de la presente memoria es como sigue. En el capitulo uno se pre-

senta la definición de la norma HCQ, punto de origen para el diseño de controladores Hm, asi

como diversas representaciones altemas para definir la 'nomia lloc' para sistemas no lineales

invariantes y variantes en el tiempo. El capítulo dos recolecta los resultados reportados de la

sintesis de controladores Hoc para sistemas lineales invariantes en el tiempo; mientras que el

capítulo tres recolecta los resultados publicados del diseño de controladores para sistemas no

lineales invariantes en el tiempo, vía retroalimentación de la salida de la planta. El capítulo

cuatro se muestran las aportaciones del presente trabajo, de la síntesis de controladores Hu,

para sistemas no lineales variantes en el tiempo periódico. De igual modo, las aportaciones

hechas del diseño de controladores Hoo, para sistemas no lineales variantes en el tiempo via

mediciones continuas, son mostradas en el capítulo cinco; entre tanto, las aportaciones para

el caso de mediciones discretas, son mostradas en el capítulo seis.
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Capítulo l
Concepto de Norma Hoc

1.1 Introducción

Para evaluar 0 medir el desempeño de un sistema, la definición de norma puede

ser muy útil La norma es una generalización de la distancia entre dos puntos a vectores y

matrices (Khalil, 1996). V

Inicialmente, el desarrollo de la teoría de control Hoc se basó en el concepto de la

norma Hoc de sistemas lineales estables. Posteriormente se planteó la “norma Hoc' para sis-

temas no lineales con el propósito de extender las ideas de control Hoc para este tipo de sis-

temas (Isido1i y Astolfi, 1992; Acho et al., 1999; Orlov y Acho, 1999.). El objetivo del

presente capitulo es dar la definición dela norma Hoc para sistemas lineales y no lineales.

El desarrollo del capítulo es como sigue. En la sección 2 se plantea la definición

de la norma Hoc para sistemas lineales y en la sección 3 y 4 se define “la norma Hoc' para

sistemas no lineales invariantes en el tiempo y sistemasno lineales variantes en el tiempo

respectivamente.

I.2 Definición dela norma Hoc para sistemas lineales

La norma Hoc se aplica a funciones de variable compleja que pertenecen a los espa-

cios llamados Espacios Harajz, de ahi el origen de la “H” en Hoc. El tipo de fimciones que

pertenecen a los espacios Hardy son aquellas funciones de variable compleja que son analíti-
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cas en el semiplano derecho cerrado. y acotadas en la variable compleja' (esto excluye los

sistemas con retardo).

La norma Hoc de un sistema lineal con una entrada y una salida está definida como

sigue 1

Definición 1 (Skogestad y Postlethwaite, 1996).- La norma Hoc de zmaƒimción de

irarzsferencia escalar estable G (s), es el valor máximo de |G (jw)l como unafimción de la

fiecrrencia, esto es,

luciano êsïp iccwii. (1)
Con esta definición dada de la norma Hoc, es posible formalizar, desde el punto de

vista aplicaciones a control, la definición de espacios Hardy-oo (Hoc) como el conjunto de

funciones de transferencias con norma Hoc acotada (Skogestad y Postlethwaite, 1996).

Para el caso de sistema lineales con múltiples entradas y múltiples salidas, la ge-

neralización dela definición l se aplica descomponiendo en val ores singulares la función de

transferencia y tomando el máximo como una tiunción de la frecuencia (Skogestad y Postleth-

waite, 1996; Zhou et al., 1996).

El concepto de la norma Hoc puede ser descrito analizando la definición de la nonna

Hoc. En esencia, la norma Hoc de un sistema lineal, con una entrada y una salida, expresado

en respuesta a la frecuencia, viene siendo la máxima ganancia del sistema.

Otra forma de calcular la norma Hoc de una función de transferencia escalar estable

es (ver Zhou et al., 1998):

l|G(S)llo, = SUP lG(S)l, (2)
Re(8)>Ú -

l Si G(.s) 'es una función de transferencia de un sistema SISO. esta no debe ser impropia y debe ser estable.
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donde claramente (2), se simplifica a (l), debido a que la función es analítica en Re(.s) > U,

y su valor supremo se encuentra en la frontera, que es el eje vertical del plano descrito por

Re(.s) > 0 (Zhou et al., l988, pág. 47 y 48).

También están los espacios Hardy-2 (H2) que representan el conjunto de funciones

con transferencia estable y estrictamente propia (Skogestad y Postlethwaite, 1996), donde

la norma H2 de una función de transferencia estable y estrictamente propia se define como

sigue:

Definición 2 (Skogestad y Postlethwaite, 1996).- La norma H 2 de unajimción de

transferencia estable y estrictamente propia está dada como:

_ +00iGem2år¿¿[ iccwrdwfi.
De la comparación dela definición l y 2, la primera se enfoca al valor máximo de

la función y la segunda a su área bajo la curva.,

Otra forma de obtener la norma Hoc de un sistema con función de transferencia es-

table es usando la siguiente relación (Skogestad y Postlethwaite, 1996):

mamuëïg%§§, ra
donde U es el conjunto de señales periódicas (de cualquier periodo T > 0), yoo denota la

salida del sistema en estado estacionario,

, T É
lly.ssllT :Â % llys.5ll2dt) 7

Y

T iias=%(Ánuwd . rs
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donde lr. :R «-› R es la respuestaxal impulso del sistema lineal. Se asume que

H/ijjl =/ ¦/:(:')]d.' < :<:.
~ 0

La norma inducida del mapeo lineal M, viene dada como:

¡WH = SUP |ly||2›nu||,,:1
según (Doyle et al., 1992), y comparando con (3), el resultado obtenido es

||G(S)llss = ¡IMH-

L3 Planteamiento de la “norma Ho@ ' para sistemas no lineales
invariantes en el tiempo

Para plantear la 'norma Hoc' de un sistema no lineal invafiante en el tiempo estable

con operador TW : u -› y , con u G Rm siendo la entrada del sistema y y G RP la salida

del mismo, considérese el caso de que u es seccionalmente continua a tramos y el sistema

inicializado con condiciones iniciales cero. La “norma Hoc' se define como:

IITWIIQ, *SUP IITWII,
320

donde

yq-›flfaziiéìup <fi›fl "#0 U0” ||u¡|2d¿) '
Para el caso de un sistema lineal estable, la definición en (6) puede ser usada para calcular la

mi-

norma I-Lx, dela función de transferencia (Doyle et al., 1992), por lo que la definición en (6)

concuerda con la definición uno para el caso de sistemas lineales.
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Nótese que si existe i]'lf,,,,, Hoc , se puede encontrar una constante real positiva 7 < oc,

tal que se cumpla la siguiente desigualdad

sq.-(flpwwi _
S yuiioo < 'la

(mmwu
para cualquier función u seccionalmente continua a tramos y cualquier t > O (finito).

l
En resumen, se ha demostrado que si existe un número real positivo 7 < oo tal que

]|T¿,.,,]|oo < 7, entonces, para toda u seccionalmente continua a tramos y cualquier t > 0

(finito) se san' sface

Áore<fÁwrfi. m
Si (7) se cumple, entonces ¿miiooS 7. '

La ecuación (7) es usada en vez de (6) para plantear y resolver el problema de control

subóptimo Hw (control Hoc, por simplicidad) para sistemas no lineales invariantes en el tiempo

(Isidori y Astoifi, 1992), pero especificando otras variables para y y u.

1.4 Planteamiento de la “norma HO@ ' para sistemas no lineales variantes
en el tiempo

Para plantear la “norma Hm” de un sistema no lineal variante en el tiempo estable

con operador TW : ti -› y , con u G Rm siendo la entrada del sistema y y G RP la salida

del mismo, considérese el caso de que -u es seccionalmente continua a tramos y el sistema

inicializado con condiciones iniciales cero en t 2 to > 0. La “normaH,,0” se define como:

“Ti/'Hiio¢› Z Sup ||Ti4flll(t,,,r1)
112%
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donde

,t ii iirfwiitnanmëwp+l+-±
i i|u||¢0 f 2 ~_

Nótese que si existe HTW “Oo , se puede encontrar una constante real positiva 7 < oo,

tal que se cumpla la siguiente desigualdad
L

(finr@”
(fiorwi

para cualquier función u. seccionalmente continua a tramos y cualquier L1 > to > 0.

S IITWIIM < v,to
~ En resumen, se ha demostrado que si existe un número real positivo 7 < oc tal que

IITWIIOO < 7, entonces, para toda u. seccionalmente continua a tramos y cualquier tl > to > 0

É] 2 2 tl 2/ine<†f1Mdi w
tfi ÉO

Si (9) se cumple, entonces ]|T¿,,,[|,x) § fy.

se satisface

La ecuación (9) es usada en vez de (8) para planteary resolver el probiema de control

subóptimo Hoc (control Hoc, por simplicidad) para sistemas no lineales variantes en el tiempo

(Acho et al. , 1999), pero especificando otras variables para y y tt.

Cuando la salida y(_t) de un sistema, del resultado de aplicar una entrada u(t) sec-

cionalmente continua a tramos y el sistema inicializado con condiciones iniciales cero en

t :I to > 0, satisface (9) para una fy 2 Odada y para cualquier tl > to > 0, se dice que el

sistema tiene una ganancia L2 menor que fy (Isidori y Astolñ, 1992, Chung y Hauser, 1997;

Acho et al., 1999; Arjan, 1996; Jian~Bo et al., 1998; entre otros muchos más). Tal definición

será usada para plantear el problema de control PICO.
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Capitulo ll
Control HX para Sistemas Lineales

11.1 Introducción

Los primeros resultados logrados de control HO@ para sistemas lineales invariantes

en el tiempo (control I-Lx, lineal), representados en variables de estado, fueron reportados por

(Doyle el al., 1989).

El objetivo de este capítulo es presentar un resumen del resultado principal de control

HW para sistemas lineales representados en variables de estados.

La_ organización del presente capítulo es como sigue, La sección 2 presenta la for-

mulación y solución al problema de control Ho@ lineal. La sección 3 muestra un ejemplo

numérico del diseño de control Hoc, para regular la posición vertical de un péndulo simple.

[L2 Formulación y solución del problema de control HO@ lineal

Se supone que la representación en variables de estado del sistema lineal está dada

COIÍIO Slgllfì, '

2=C1fr+D12U (10)

y = C-¿rr + D21w

donde ar G R" es el vector de estados, u 6 Rm es el vector de entrada de control, w 6 RT es

el vector de perturbaciones (sujeto a que sea seccionaimente continua a tramos), z G R' es el
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vector de la salida virtual a controlar, _i/ G 11"' es el vector de salida de la planta. Las matrices

constantes /ll, B,, B2, CH, C-¿, U1-¿, I)-¿1 son conocidas y de dimensiones apropiadas.

Las suposiciones que debe cumplir el sistema (10) sonï

(A, B1) es controlable y (C1, A) es observable.

iii) (A, B2) es estabilizabie y (C2, A) es detectable.

at) D}"2[C1 DH] 1 [0 1].

fir>lš11le=i?l
Se dice que controlador dinámico de la fonna

- /\g = Accg-ZccLcc,y, gen"

U = Foot”, (11)

es un controlador admisible, si el sistema en lazo cerrado (10) y (11), con w = 0, es asintóti-

camente estable]

El problema de control Hoc, consiste en diseñar un controiador admisible, tal que si

existe ||Tc,c, y con el sistema inicializado el punto de equilibrio, encontrar un número real

7 2 0 de tal manera que la siguiente desigualdad del sistema en lazo cerrado (10) y (11),

/Oi iiztiiirdr < ~/2 i|iw<±›||2d¢ (12)
se cumpla con w 7€ 0 seccionaimente continua a tramos , y para toda t > 0. Con respecto a w,

w se dice que es una perturbación admisible, si para el sistema inicializado en el origen, las

trayectoriascdel sistema perturbado permanecen cerca del punto de equilibrio, de tal manera
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que si el sistema deja de ser perturbado, el sistema converge' nuevamente al origen. Esta

suposición se hara en el resto del presente documento.

La desigualdad (12) indica realmente que cuando el sistema está perturbado (w 7€ 0),

se cumple

< 77

como fue mostrado en el capitulo uno al reemplazar y por z y tu por w.

La solución al problema de control Hoc, anunciado previamente es postulado a con~

tinuación como teorema.

Teorema 1 (Doyle et al., 1989; Zhou et al., 1996).- Existirá un controlador admis-

ible que resuelve elproblema de control H oo lineal si y sólo si las siguientes condiciones se

cumplen:

1) Existe una solución positiva definida de la ecuación de Riccafi

c 1Xoc,/1 + Afxoc, + ofC1 + Xoc,[¿_-¡,B1B§` - BcB;"]Xoc = 0., (13)
r

ii) Existe una solución positiva definida de la ecuación de RJ'ccar1`

1Yooftf + AY@ + B1B{ + igoiçccf"C1 - C5C211/oo = 0. (14)

iii) mpx |)\,~(Xoc,Yoo)| < 72,

donde /\,-(Xoc, l/oo) representa los valorespropios de la matriz Xoo Yoo.
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Además, si las cond¡`cr`one.s' a¡.'n'r¡r›re.s' se cumplen, uno de rales conƒ1t›ladore.r viene

.siendo como en (lIj con,

- 1 ,_
/loo : ,4 "`l' $3131;/YO@ “l” B2F¢<¡ "i"

,. ,. 1 , , _
' Foo : _BšXm› Loc : _)/occ'-Í» Zoo : (1 “ ,_«¿}'c›o-xao) 1-

J'

También es posible reemplazar las condiciones ii) y iii) por la siguiente condición

(lsidori y Astolfi, 1992):

iv) Existe una soluciónpositiva definida de la ecuación de Riccati,

t t 1 tAac+zoaï+tnBí+zoš¡XoB¿§xo-wåtuzo=o

dmmÁ=A+¿amX@
Nótese que las condiciones i) e ii) del teorema I presentan ecuaciones de Riccati def

sacopladas, en tanto que si reemplazamos ias condiciones antes mencionadas por la condición

iv), ahora las ecuaciones de Riccati presentadas están acopladas.

II.3 Ejemplo numérico

La presente sección muestra el diseño de un regulador usando ios resultados de ia

sección anterior sobre la teoria de control Hoo, aplicado para regular la posición vertical de

un péndulo simple. A este péndulo simple también se le conoce como un robot de un grado

de libertad.

El modelo del sistema es como sigue (Smith y Smith, 1968; Spong y Vidyasagar,

1939;

I -m_qlsin(q) = u, ((15)
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donde q es la posición angular con respecto al eje vertical, 1 es el momento de inercia total

alrededor de la unión de giro, ni es la masa total, g es la aceleración de la gravedad y l es la

distancia del punto de giro al centro de masa del sistema (ver tig. 3). ,W ,q G
ik, i
Fig.3 Péndulo simple.

Usando los parámetros I = 1 y mgl = 1, la representación en variables de estados

dei sistema (15) es

±fiii;i=iaii+iii«~fi2iu
donde 101 es la perturbación de entrada, $1 = q y mg = tj.

Se propone como salida del sistema la posición angular del péndulo, esto es,

y = 3:1 -1- 202, (17)

donde wg es la perturbación en la salida del sistema.

La linealización del sistema (16), en la posición vertical del péndulo, produce;

2 iiiu+ii2ii:;i+iiii
A B1 B2

H-

rin H-R'Ni-i i.__._i i---¬ Í-*Í

y=[10][ï1l+[o1][ï1J_ (19)
\......¬,........./ 2 \......`,......./ 2
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La salida virtual se propone como sigue,

Z| l.

Z 2 22 Z

“mi” `*-¬/-/
Ci Dia -

2 OG Oi--Ci Ií._.i|
Iii! IQ»- mi

7+
Fri-1 ›-'OO |__..__._|

$2 /-¬ tú

El objetivo es diseñar un controlador Hoc, tal que regule la posición vertical del pén-

dulo y que cumpla con los objetivos de la solución del problema de control Hoo. Para el

sistema en (i8)-(20), se pueden verificar que las condiciones i),ii),iii) y iv) son satisfechas.

También es importante destacar que la ecuación (20) es de diseño y tiene que contemplar al-

gunos requerimientos de control. En este caso, se le esta pidiendo al controlador que ponga

énfasis en mantener los estados del sistema cerca del punto de equilibrio y al consumo de

energía de la entrada de control bajo, para cuando el sistema esta perturbado. Por ejemplo,

si sólo se interesa mantener mucho énfasis en mantener cerca el estado 1:1 al punto de equi-

librio y poco énfasis en el consumo de energia en de entrada de control con el sistema bajo

perturbación, se puede especificar (20) como:

~iir+ir siitiiin
Para el diseño de tal controlador se usará el modelo lineal del sistema (18)-(20),

donde los resultados obtenidos serán' aplicados al sistema no lineal (16). Está comprobado

en (Tuan y I-Iosoe, 1996; Isidori y Astolfi, 1992) (ver también capítulo 3) que la utilización

del controlador lineal para un sistema no lineal, usando linealización, se puede usar como un

solución al problema de control Hoc, en forma local; esto es, encontrar un controlador de la

forma (ll), tal que si w = 0, existe una vecindad del punto de equilibrio, donde el controlador

estabiliza al sistema en forma exponencial, con w 79 0 se cumpla la condición dada en

(12).
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Con ¬, = 6 se obtiene que la solución positiva definida dela ecuación de Riccati (13)

da_

X _ 3.4731 2.4731
'°°_ 2.4731 2.4731 ”

de igual modo para la ecuación de Riccati (14),

Y _ 2.3430 2.5764
°°_ 2.576-l 3.2904 ”

y max |)\¿(X,,0l'§x,)[ = 28.9266 < 72 = 36; por lo que todas las condiciones del teorema 1 se

cumplen, entonces el siguiente controlador dinámico da solución al problema de control Hoc

en forma local:

51 W -11.-57961 ¿I _ 41.5796
¿2 * -14.9261 -2.4044 52 -13.5217 9

› U = [ -2.4731 -2.4731 ] [ ¿I J _«'52
Los resultados numéricos son mostrados como sigue. En la figura 4 se muestran los

estados del sistema con wl w w2 = 0, donde se puede apreciar estabilidad asintótica local en

forma exponencial.

La figura 5 muestra los resultados del sistema perturbado, donde la línea continua

es dt , y la punteada es 72 [[2dt; apreciándose claramente que se cumple

la desigualdad (12). 1

Nótese que si las perturbaciones existen en tiempo finito, los límites de integración en

(12) pueden ser extendidos al infinito. Con estos resultado numéricos se valida la aplicación

de un controlador Hoc lineal aplicado a un sistema no lineal.
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Capítulo lll
Control HX para sistemas no Lineales

III.1 Introducción

Los primeros resultados con referencia al control Hoc para sistemas no lineales (Con-

trol Hm no lineal) han sido reportados por (Chung y Hauser, 1997; Isidori y Astolfi, l992;

Arjan, 1996; Axjan, 1992), entre otros más.

Una de las aportaciones realizadas en las trabajos antes mencionados muestran el

planteamiento del problema de control Hoc, para sistemas no lineales en forma local y las

condiciones que se requieren para que este problema tenga solución. Esta solución requiere

resolver las ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton Jacobi Issacs. Sin embargo, si

se toma lalinealizacìón del sistema en un punto de equilibrio, estas ecuaciones diferenciales

parciales se transforman a ecuaciones álgebraicas de Ríccati; probando además que dicha

solución al problema de control HW del sistema linealizado es una solución local al problema

de control Hoc no lineal. ~

El presente capitulo muestra un resumen de los resultados sobre el tema y está or-

ganizado como sigue. En la sección dos se presenta el planteamiento y solución al problema

de control HM para sistemas no lineales. La sección tres trata el diseño de control Hoc, del

sistema linealizado como una solución local al problema de control Hw no lineal.
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111.2 Control Hoo para sistemas no lineales

Para la formulación del problema de control Hoo se considera que el sistema no lineal

está modelado por las siguientes ecuaciones,

+ g¡(;17)w -l- _q2(.r)'u

?J = h«2(1?) -l- k21(11`)1U›

donde .13 E R" es el vector de estados del sistema, 11. G Rm es el vector de entrada de control,

tu G RT es el vector de perturbaciones, ,: G R' es el vector de la salida a ser controlada,

y G RP es el vector de salida del sistema; Sin pérdida de generalidad, se supone que el origen

es el punto de equilibrio del sistema. Se supone que lasfunciones f(a:), g1(..¬:), g2(a:), h,1(.e),

h.2(;r:), k12(;r), k;21(a¢) son fiinciones suaves. Se asume que ƒ(0) = 0, h1(0) = O,y h2(0) = 0.

El sistema en (21) debe satisfacer las siguientes suposiciones,

hi($)k12($) = 0› ¡<?21(fF)9ir(ff›`) 3 9=

: I, kg] 2

Las suposiciones anteriores pueden ser suavisadas, sin embargo, estas suposiciones

se cumplen en la gran mayoría de los casos de sistemas perturbados, como será evidenciado

en el capitulo cuatro en aplicaciones a seguimientos de trayectorias de robots manipuladores.

El planteamiento de control Hoo requiere de un controlador dinámico de la forma:

É= v(§,z/L †1(§,y) G R”

U- 2 0(€)› 9(š) G Rm (22)



¬2)

tal que si las perturbaciones son cero (ur = 0), el sistema en lazo cerrado (21), (22) es asin-

toticamente estable en forma local. A tal controlador con esta propiedad se le conoce como

un controlador admisible.

Se supone que las funciones 1; y 0 valen cero en el origen del sistema, esto es,

n(0, 0) 22 0 y 19(0) = 0 ; de tal manera que el sistema en lazo cerrado, sin pérdida de genera-

lidad, tiene su punto de equilibrio el origen.

Obsén/ese que la dinámica del controlador en (22) tiene como entrada la salida de la

planta. ›

El problema de control Hoo consiste en diseñar un controlador admisible, tal que si

existe f[T,,,,,llo° y con el sistema inicializado el punto de equilibrio, encontrar un número real

fy 2 0 de tal manera que la siguiente desigualdad del sistema en lazo cerrado (10) y (1 1),

t ` 3/0 ii/=<±›ii”«1± < 12 ||w<±›||2d¢, es
se cumpla con w çé 0 seccionalmente continua a tramos , y para toda t > 0.

Para postular el teorema que muestra ia solución del problema de control Hoo de

sistemas no lineales se requiere de la siguiente definición de detectabilidad ,

Definición 3 (Isidori y Astolfì, 1992).» Suponga que f(0) = 0 y 11(0) = 0. La

pareja {f, h} se dice que es localmente detectable si existe una vecindad U delpunto ri: =

0 tal que, si ac(t) es una trayectoria del sistema :iz : f satisfaciendo que :c(0) G U,

entonces h(;r(t)) está definidapara toda t 2 0 y si h(x(t)) 2 0 para toda t 2 0 implica

que tliàlšio = 0.

El siguiente teorema muestra cómo puede ser resuelto el problema de control Hoo .
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Teorema 2 (Isidori y Astolti, 1992).-(Í`onsidérese las sigm`ente.s' supo.s'ictones para

el _\'.f`stenta (21)ì

H1) La pareja { f, 12.1 } es localmente a'etectab!e.

H2) Existe una fimción l/(;r:) definida positiva y suave, definida locatmente en la

vecindad del origen, la cual satisface la siguiente ecuación de Hamilton~Jacobi-Isaacs,

fšïíftti + ¬/2«»ì'"<f›«»1 te ~ aäuiattti + hff<w›››.1<@»› = 0 (24)
donde

ale) ~ 2-Íogï<w›<Í,,ï>T, es

ete) m -§~g;f"<w›<%›T. (26)
H3) Existe una matriz G G R" *P tal que el equilibrio :rr = 0 del sistema _

51 = flïl 4' 91(117lf11($)_ Ghaffifl

es asintóticamente estable enforma local.

H4) Existe unaƒìmción lfV(;zr, §) semidefinida positivay suave, definida localmente

en la vecindad del origen, sujeta a que W(0, f) > 0 por cada f yš 0, tal que satisface la

siguiente ecuación de Hamilton-Jacobi-Isaacs,

( % 0% lfeíflfwšl+/1.Í¬(1¢=€)¡1-@(Iw5l+72<t5T(flf›<ï)<f5($,€)1 0 (27)

donde _

flwl + 91(11f)<11($l + 92(fU)0f2(§l ) (28)
feixš) mi ( f(~E) +91(€)@1(€) +g2(5)a2(š) +Glh2(=1-') - h2(§)l
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/›,(;r:.$) m ci,-¿(5) - (.i«¿(.z:) (29)

auf«tmi = ,Í,2gZ`<.fi( ) <:+<››

gm) 1 (É;',§f1)(,) )- (31)
Si las suposiciones antes mencionadas se dan, entonces un controlador admisible

que resuelve elproblema de control H oo enforma local es:

è = f(t) + gi(§)a1(§› + gatoautl + Gly - html,

a=unQ. om

La demostración de este teorema puede ser encontrado en (Isidori y Astolfi, 1992).

De esta última referencia también se comprueba que si el sistema fuera lineal, se obtendrían

los mismos resuìtados del controlador Hoo lineal mostrado en el capítulo dos. Con respecto al

controlador especificado, éste no es único, esto es, se pueden derivar más controladores que

den solución al problema de control Hoo (ver Isidori y Astolfi, 1992 sección 7)

III.3 Control Hoo no lineal basado enla linealización del sistema

Considérese la linealización del sistema (21) en el punto de equilibrio (el origen del

sistema),

Zlïm ASE -l- B1'l.U + BQU

Z 2 Clï -l- D12'U

L' = C21? -l- 1921111,
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d0"de /1 I B1 : .fIi(Úl¬ B2 : 92(0)- C1 1 Uri = ¡fi-¿(Ul, C2 = ¿É%,2(Úl› Y

U-zi = lfizillll-

A continuación se enlistan las suposiciones que darán solución al problema de con-

trol Hoo en forma local usando el modelo linealizado del sistema (21 ).

Al) Existe una solución positiva definida de a la ecuación álgebraica de Riccati,

1PA + ATP + Cf"C1+ P[;¿B,B§" - B2B;"]P 1 0 (34)

tal que el sistema

±= lA - (Bteš ~ fr2B1Bï")Plw (35)
sea exponencialmente estable.

. A2) Existe una solución positiva definida de la ecuación álgebraica de Riccati,

~ ~ r 1~ AZ + ZA1' + B,Bf` + z[¡¡›¿PB2B§`P - G;0212 = 0 (36)

tal que el sistema .

 te [Ã - Z(Gš`G2 - if-2PB2B;“P)]fl† (37)
sea exponencialmente estable ( Ã = A + És-BIBÍP).

Teorema 3 (Isidori y Astolfi, 1992).- Si las condiciones A1) y A2) son satisfechas,

entonces un controlador admisible que resuelve el problema de control H oo en forma local

€.S`.'

- 1te (A + i;¿BiB;-" - B«,;BšiP ~ 20502)-f + Zcšy

U = -B;Pg. (ss)
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La principal aportación del teorema 3 dice que si se tiene un sistema no lineal, la

solución al problema de control Hoo del sistema linealizado es una solución del problema

de control Hoo local del sistema no lineal. Obsérvese que el controlador dado en (38) coin-

cide con el controlador en (1 1) mostrado en el capítulo dos. Evidentemente, es más sencillo

resolver el problema de control Hoo local usando los resultados del teorema 3 en lugar del

teorema 2, esto debido a la naturaleza de las ecuaciones involucradas. Sin embargo, los re-

sultados del controlador en el teorema 2 muestran un controlador no lineal, la cual tiene más

propiedades que el controlador lineal usado en el teorema 1, como lo es la región de atracción

y perturbaciones admisibles.
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Capítulo IV
Control Hoo para Sistemas no Lineales Periódico

IV1 Introducción

El objetivo del presente capitulo es el contener el avance de los resultados de con-

trol Hoo para sistemas no lineales periódicos. Estos resultados han sido reportados en (Orlov

y Acho, 1999). Los resultados obtenidos han sido aplicados al control de seguimiento de tra-

jectori as periódicas para robots manipuladores rígidos con articulaciones rotacionales (Acho

et al., 2001).

El planteamiento y solución del problema de control Hoo, para sistemas no lineales

periódicos, tiene dos casos. El primero es el planteamiento y solución global, y el segundo,

es el planteamiento y solución local al problema de control Hoo. La solución local se obtiene

por medio de la adecuación de un controlador no lineal, el cual tiene mejor desempeño que

el controlador lineal usado en la solución del problema de control Hoo en forma local, a partir

de la linealización del sistema (ver capitulo 3). El procedimiento empleado para alcanzar los

resultados de interés son también mostrados en el presente capitulo.

El arreglo de este capitulo es como sigue. La sección dos muestra el planteamiento y

solución del problema de control Hoo global, mientras que el caso local es tratado en la sección

tres. Sección cuatro muestra un algoritmo de diseño de control Hoo. En la sección cinco se

presenta la demostración de los resultados obtenidos. Finalmente, la sección seis muestran

ejemplos numéricos de diseño de control Hoo local para el seguimiento de trayectorias pe-
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riódicas de robots manipuladores. Los resultados numéricos muestran que el controlador no

lineal obtenido tiene un mejor desempeño que la solución del problema de control Hoo usando

la linealización del sistema.

IV2 Control Hoo : Caso global

Considérese el sistema no lineal variante en el tiempo periódico, gobernado por las

siguientes ecuaciones diferenciales:

iii) I f(1f(t), t) + 91(=1=(f)› fi)w(t) + e2(flf(¢)› i)U(#)
,:(t~) = h,1(«.v(t), ar) + k12(1±(t),t)¿t(t) (39)

i il/(tl : h'2(¡r(t)1t) +Ak21(x(t)1t)w(t)i

donde zz: G R" es el estado, t 2 0 es el tiempo, u G Rm es la entrada, w G R' es el vector

de perturbaciones, z G R” es la salida virtual a controlar, ye R” representa las mediciones

disponibles del sistema. Las funciones ƒ(:r:,t), g1(x, t), g2(r.-2, t), h1(..¬:, t), h2(a:, t), k12(as, t),

lc21(:r:, t) se suponen periódicas todas con el mismo periodo T , continuamente diferenciables

en zz: y continuas con respecto a t. También se supone que ƒ(0,t) = 0, h1(0,t) = 0 y

lt2(0, t) = 0 para toda t E [0,

Un controlador dinámico de la forma:

É = †t(~€,ynf)› ti(5,y,fi)€R”

U = 0(€,f), 0(š,f)€R"' (40)

se dice que es un controlador admisible si las funciones t7(§, y, t), 9(§, t) son continuas en

todos los argumentos y periódicas con periodo T en el tiempo, con r¡(0, 0, t) = 0 y 6(0, t) = 0

para toda t G [0, oo), y el sistema en lazo cerrado (39), (40), es asintóticamente estable en
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forma global con zi' = U. Nótese que acorde con el teorema 45 de (Wdyasagar, 1978, p. l 41 ) la

estabilidad asintótica de un sistema no lineal periódico en algún instante tn 2 U, es equivalente

a su estabilidad asintótica uniforme sobre el intervalo (0. oc).

Dado un número real 7 2 0, se dice que el sistema (39), (40) tiene una ganancia L2

menor que 7, si la respuesta de z, del resultado de aplicar una perturbación w, satisface

, L

fiwWe<r/Wnmwt un
para toda tl > tu 2 0 y para todas las funciones w(t) seccionalmente continuas y con el

sistema inicializado en el punto de equilibrio (a:(t0) = §(t0) = 0).

El problema de control Hoo consiste en encontrar un controlador admisible (40), tal

que la ganancia L2 del sistema en lazo cerrado (39), (40 ), sea menor a fy. Obsérvese que la

definición de la ganancia L2 usada, es en sí, ia definición dela norma L2 truncada.

Se supone que el sistema (39) satisface:

112" (e,t)k12(e, t) e 0, k§f,(;t, ±)it12(e, t) = 1

lígl (3.7, = 0, kgl (JB, (IB, =

A continuación se dan las hipótesis bajo las cuáles se derivará la solución global del problema

de control Hoo.

H1) Existe una función F(-ar) definida positiva y una función l/(12, t) suave, positiva

definida, periódica y radialmente no acotadaz, tal que la desigualdad de Hamilton-Jacobi-

En lo que sigue, V(:L', t) es acotado y positiva definida si y sólo si existen funciones V0(:I:) y V1 (az), invariantes en el tiempo y positivas
definidas, tal que las desigualdades _§ l/(rr, t) í V1 se curnplan para toda sf G R". t G [O, 00) y Vo(;|;) A 00 çmfm-¡ne
af -f oo
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lsaacs

91/ 'W' . -- -~ .
i:;~+ (ar f(.r, 1,)-I-^;¿(x,'(;I:, L)(.1f1(.r:, íV)~(xš(;1t, t)(v2(m, L)+h.f (.r:_,I.)h.¡(.r, I.)-H* (at) § 0 (43)U' _.

se satisfaga, donde

V ¢1(1;,¢) :iia-gf`(;E,±)(%š)T, (44)

am) = -§gš<w,±›<-Í-š›T. <4s›
H2) Existe una función G(t) periódicay continua, una función Q(;r, :f) positiva semi-

defìnida con Q(0, f) positiva definida, y una función W(x, if, t) suave, positiva semidefìnida,

periódica , con W(0, §, t) positiva definida y radialmente no acotada, tal que la desigualdad

de Hamilton-Jacobi-Isaacs

% +( % % )f@(w, á, t) + hZ"(w, 5, ±)he(f›:,§, t) +~/*¢“`(w, 6, ±)¢(:r, 5, f) +Q(w, ¿J s 0
  (46)

se cumpla con

few, 5, 0 = ((f.3)T, (fZ>T)T

fg = f(a:, t) +91 t)a1(;1:, t) »I-g2(a2, t)o¿2(.§, t)
(47)

ff = f(€› É) + 91(5›t)011(§› É) + 92(§›f)0¢2(€› U + G('¿)(f12(1?=Í) Y ¡12(€=ï))

h,¿(:1:,§,t) = 0¢2(§,t) - 0¿2(:c,t) (43)

§_K/.T¢<-ms, ±› = 21¶gï<w, É) ( ) (49)
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Usando las hipótesis Hi) y H2}¬ una solución del problema de control Hoc considerado, es

enunciado como sigue.

Teorema 4(Acho et al., 2001).-Suponga que las hipótesis H1) y H2) son satisjèchas.

Enionces el siguiente controlador

É: f(f› Í) +91(§› Ú)CY1lf= Í) + 92@ ¿lCV2(§› Í) “l” Gitlil/(Í) _ fl-2(f= ill,

ti x o¿2(§,t) (51)

estabiliza enforma global el sistema (3 9) con w m 0, y hace que la ganancia L 2 del sistema

en lazo cerrado sea menor que 7.

- La demostración de este teorema es dada en la sección 5.

IV3 Control Hoc : Caso local

En la presente sección se dará el planteamiento y solución del problema de control

Hoo en forma' local.

Un controlador de la forma (40), la cual estabiliza en forma asintóti ca y local el punto

de equilibrio (ac, f) = (0, 0) del sistema en lazo cerrado (39) y (40) con ir 2 0, se dice que

es un controlador admisible localmente. El problema de control I-Lx, en forma local consiste

en encontrar un controlador admisible localmente, tal que si w yš 0, se cumpla la desigualdad

(41) para toda tl > to 2 O y para todas las funciones w(t) seccionalmente continuas y con el

sistema inicializado en el punto de equilibrio (:1:(t0) = ¿(150) = 0).
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Considere la linealización del sistema (39):

'Í` /l(I).ir + B1(l)'u; + B2(l_)f1.

ll] 2 -I* D21(É)¶U

donde

Ac) = con ala = mi),
a

ah
B2 = Q2(0=Ú)› Gili) 2 'ãjllllilïli

aa-Dun) a k12(o, ii), o2(±) = "ô_;(o,±),

y D2'1(t) 2 k21(0, É).

En seguida se dan las condiciones bajo las cuales se derivará la solución local del

problema de control Hoc. “

Al) Existe una solución periódica con periodo T, positiva sernidefinida ala ecuación

_ PI PU)-4(fi) + /1T(f)P(i) + Gir(f)C1(l) + P(fi)l;Ii-2 B1BiF ~ 523;l (†ï)P(l), (53)

sujeto a que el sistema

Í: [A - (BBBÉ - ^,f2BiBf)Pl(t)w(i), (54)

sea asintóticamente estable;

A2) Existe una solución periódica con periodo T, positiva semidefinida de la ecuación

zeïi <±›2<±› + za) If <±› + B1n›Br<i› + Z<±›i$PB2B;“P - 0§G21<±›Z<i›, (ss

Z ï (ji + Uv
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sujeto a que el sistema

.±-= [Li -Z(C.}`cl¿ - ¬,-21213213;P)](f).1;(f.), (56)

sea asintóticamente estable; donde x /-l'(I.) + Wi-¿B1 (t)B1r(i.)P(t).

En (Chung y Hauser, 1997) esta demostrado que estas ecuaciones de Riccati tendrán

soluciones periódicas positivas semidefinidas con periodo T si y sólo si existe un controlador

admisible que resuelve el problema de control Hoc.

Acorde con el Lema 1.3 en (Chung y Hauser, 1997) las condiciones anteriores garan-

tizan la existencia de una constante positiva 50, tal que las ecuaciones perturbadas de Riccati

Jam e<nA<i>+AT<±›e<±›+cï<›=›G1la+e<±>¿Biar-B2Bš1(±>Pi<±›+51, en

zgzïëis mati) + Zn) ZÍ ln + B1<nBr<›±›

+ zE<±›i;-ïëesisïe -c;"c21<±›zi(±› + E1,  (se
tienen una única solución periódica y positivas definidas para cada 5 C (0, 50); donde

~ 1
As (ff) = AU) + ;/§B1(¢)Bi(l)1ì(i)-

Se dice que las soluciones P5(t) y Z5(t) son soluciones estabilizadores de (57) y (58) si ,

ademas de que satisfacen las ecuaciones deseadas, ambos sistemas (54) y (56) son asintóti-

camente estable con P(t) = PE(t) y Z(t) = Z5(t).

En lo que sigue, las ecuaciones (57) y (58) son utilizadas para derivar una solución

local al problema de control Hoo para el sistema periódico (39).
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Teorema S (Acho el al., 2001) Suponga que las condiciones A 1) y A2) se cumplen,

_\' sea (I (t), ZE( una solución periódica, po.s'i!iva definida de las ecuaciones (57) y (58)

para algún 5 > 0. Entonces las hipótesis H1) y H2) se cumplen localmente en la vecindad

del pimlo de equilibrio (:1:,f) 1 (0, U) con 9

Í/(r, t) : .1?TPE(t);t, (59)

Wo, e ±) e 6/to ~ §)TZ;*(±)(6 W 0, (60)

Fa) = 3 nxuï (61)

G(±) = Zstilflšti),  (62)

oa, t) = ge ||2;1(±)n2||6 - fr, (6))
donde el siguiente sistema dinámico

è= ftf, t) + [$61 (5, filgi" te if) - mc, i)gš"(f, olas + Zs(f)Gš`(i)ty(6) ~ fate nl,

6 = ~gš`(f, me (64)
es una solución local delproblema de control H 00.

La demostración de este teorema se da en la sección 5.

Acorde con los resultados mostrados en (lchikawa y Katayama,1999), las condi-

ciones en A1) y A2) son necesarias y suficientes para la existencia de un controlador Hoo.
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l\Z4 Procedimiento de diseño de control Ho@

Para calcular la solución Hoc subóptima, conforme 7 se aproxima a su valor minimo

que puede lograrse en (4 l ), denotado como 7*, se tiene que usar la iteración- 7. Esta iteración

consiste en seleccionar una 7 lo suficientemente grande, tal que los sistemas (53) y (55) tengan

una solución periódica, positivas semideñnidas y luego iterar en 7 para determinar al valor

(sub-) óptimo 7*, tal que (41) sea válida para toda 7 > 7*. Después de esto, una solución

periódica, de los sistemas perturbados en (5 7) y (58), son producidas con 7 = 7* y una 5 > 0.

Finalmente, el controlador en (64), correspondiente a la 7 y 5 seleccionadas anteriormente,

completan la sintesis del controlador, que da la solución local del problema de control Hoc,

para el sistema no lineal periódico en (39).

De hecho, el procedimiento antes mencionado es parte de la aproximación inicial del

procedimiento iterativo en (Lukes, 1969) para obtener una aproximación a las desigualdades

de Hamilton-.lacobi-Isaacs. Este procedimiento iterativo fue originalmente desarrollado para

resolver ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman dentro del contexto de control óptimo, y

entonces fiieron extendidas por (Ari an, 1992) para las ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Isaacs

que aparecen dentro del marco de control H_,<,_

IV5 Demostración de los resultados obtenidos

En lo que sigue, se darán las demostraciones de los teoremas 4 y 5.

I\Z5.l Demostración del teorema 4

Para empezar con la demostración se usará la función:

H(;1:, w, ~u., t) =
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ÚV 7)" f - ¬
í-« -F I) le _q1(a:,t)w+ _(¡2(;1†, l.)u] + lr,¦P(.17, l,)li.,1(.-1?. L) + irfru - 7210711; (65)
31 (91

la cual es cuadrática en (zu, u). De las relaciones (44) y (45) se tiene

ÉH 3)/ ,_
(1-~) = ¬~¬~†g¡ (13, li) Mi 272r)<{ H 0, (66)

3"; (w,u)f(Lr¡.crg) am

BH ôl/_- = _ - 2 T = 67
C au )('w,1z)_(a1›cr2) am gz ($7 t) + (X2 07 ( )

y expandiendo la función cuadrática H(.1:, w, u, t) en series de Taylor alrededor de (w, ii.) =

(al , az), se obtiene

H($› wi 71') t) : Him) a1($› tlv a2(x= Él) É) _ 72 _ O¿1('r› t)ii2 + _ a2($› tliiz =

donde H(x, oi1(a:, t), o:¿(:c, t), t) 5 -F(:n) en correlación con la hipótesis I-Il). De aquí que

H($›w›U› t) S Ilfl ~ @2(=v›fi)ll2 - 72 Ilw - 0(1(fl1›t)II2 - F(ffi) (69)

y utilizando (65), (69), se llega a A

% + ãifo, i) + g1(6, 6)6~ + g)(6r±)61 S uu - 62(6), er ¬2 rw - 61(6), er

- llfi1(fl1›t)|l2 - HUHQ + 72 Ilwllì M F(-fv)- (70)

Ahora se usará la función

He(x,§,r,t) =

BW öw ow T 2 T~¿~ +( a TE )ife(6,e±) +a(w,±)†1 + 6, (6,f,))a(6-,§,±) ~ 7 f- r (11)
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la cual es cuadrática en r. Entonces tenemos que

eli, , .. « . .
_ i ¿if )gt'('I`1 _ 2¬.'2w1 (Iré: _ 0

r w( ._ l)" 4. .I`.':. †

mientras que la hipótesis HZ) asegura que H¿(1r_ 5. o(;i:, 5, t), t) S -Q(;1;, 5). Por lo tanto, la

función cuadrática H¿(.i;, §, r, t), expandida en series de Taylor, da

He(I) $1 7.) i llreiiriš-›(›ó($= E) _ 72 _ çóixi 5)

5-ahh-¢o¿¢n26Qo¿) no
y, en de (71), se produce la siguiente desigualdad

.Iv

Íå + ( si ) [f,(6,f, 6) +ge(6, 6)(6› 4 61 (6, mi

S _fl2 _ a1(I› _ ¢(x)š›

~ l166(f›f)~ 62(-6, ell” + 62 Hw - «(6 ell” - cms). (12)
Ahora se demostrará que la función

la cual es periódica, positiva definida y radialmente no acotada por construcción, tiene una

derivada, con respecto al tiempo, definida negativa a lo largo de las trayectorias del sistema

en lazo cerrado (39) y (51) con w = 0. De hecho, (70) y (73), sumadas dan

(ÍU ÚV ÓV ÓW
"gg = *gtc + ^ã;if(I,l) +91(-Tillw +92(1U›lï)Ul + ja?

+( se )ifl(6,a±) +a(6,±)(6-61(6,i))1



3')

S ll” _ <\--)(1-"- f)||2 _ ¬.-2 llfnlfff, f-)I|2 _ ll/1i(:if¬ f)l|2 _ if” llfn(-1'-. fl + fi'›(-'f.¬f- l-lili

_ llfietá ff) _ Q-)(-'E¬ ¿lll? + 72 llf-n(I7 ¿)ll2 “ ll"-ll? _ F(;f') _ Q(I¬€)

S _ ||¡11($)l)||2 _ 12 ll@1(-M) + ¢(=1f,€=¿)||2 _ ||fi2(§›l)||2 _ FCH) _ Q(1z§)

É _

del cual se concluye, que el sistema en lazo cerrado (39) y (51) es asintóticamente estable en

forma global.

Finalmente, para demostrar que se cumple con (41), se diferenciará (74) a lo largo de

las trayectorias del sistema perturbado (39) y (51) (con w çé 0). Usando (70), (73) se obtiene

% S - llztolf + 12 ||wu2 - Fc) - cmo - ~/2116 ~ 61(6,f) - 6666 ent. (16)
Claramente, (76) asegura que

fit1(72llwl|2 _ ll2('f)l|2)dt 2 ff lF(I(fi)) + Q(I(f)= €(fi))ldf + U(I(i1)=š(f1)= li)

- U(6(6),t(6,),6›) + 62 M1:66) - 61(6(i), i)- 6(6()),r(6),6)r6( > 6 (iv)
para cualquier trayectoria de (39) , (51) empezando en :c(t0) = 0, §(t0) = 0. Por lo que el

sistema dinámico (51), da solución del problema global de control HCQ.

I\Z5.2 Demostración del teorema 5

Primero se demostrará que en la vecindad del origen zz: I 0, la función I/(x, t) =

:UTPE (t)a:, siendo suave, periódica y positiva definida por construcción, satisface la desigual-



-H)

dad de Hamilton-Jacobi-lsaacs (43) sujeto a (61). De hecho,

' = 1.-"`1`>,(i).)-_ (rs)

*§,ff(6,f) = 6Tia.6 + Afa1(±)6 + 6(||6r), (76)

)26i(w, ¢)6(1(6:, t) = %*”TP6B1(t)Bi(¢)Psv + 6)(lI›vl|2), (80)

_ 6fš"(w,t)6«6(1:fi) = -:6'T1ìB6(t)Bš"(¢)P6w + 0).(lI›¬fll2), (81)

a§"($, i)h,(a, ri) = a'+"o{(±)o, (ru + 0,(||.f.¢||2) (sz)

donde  ì -> 0 uniformemente ent conforme -~+ 0, y debido a (57), se tiene

-l- ¶f(a7,t +72aT .1r,t oq 112,15) - org ;r:,t)or2(:1:,t) -l- hT ;r,th1.'1:,t
ôt 3:12 1 1

= -6116)? +6(n6||2) S -2 ||6rl2 (66)
para toda t 2 0 y suficientemente pequeña.. De aquí, la hipótesis Hl) se satisface local-

mente con V(:r, t) y F(x) definidas por (59) y (61).

A continuación, obsérvese que por construcción, la función `

W(11›E›t) = T2@ _ f5)TZ§1(l)($ _ 5)

es suave, periódica, positiva semidefinida, y tal que W(0, §, t) es positiva definida. Más aún,

en la vecindad del origen (13, = (0, 0), W(z, ff, t) satisface la desigualdad de Hamilton-
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Jacobi-lsaacs (46) sujeto a (62) y (63 )_ De hecho-

en-' . .,-,_ _ `Tú- 16,26;-5)?/.' '(/)(.f,~-5), (84). _ , f ` . , ,

( il )./1 (inf, f) 1

~)2(6- - efizgl /L + ÄÍ zg' - 26¬;c†6i(()(6- - s) + 6(n6 - tr), i (66)

63`(6, 6, l)f6(6, 6, f) = (6 - f)f"lP6B6B;” f11(i)(6 - 6) + 6(||6 - 6112), (66)

626%, 6, ±)6(6, 6, i) = 6/*(6-6)*"{Z;1BiBï"Z;*+0š”6'6}(›f)(6-s)+6(l6-t||2), (81)
y tomando en consideración la ecuación (ecuación dual de Riccati de (58))

 -Z',-1- Z,-*(±) 36 (±)+ ílif (±)Z;1(6)+ i;1;PiB6BšP6 - 6¬;;"661(±)

+ Z;1(i)B1(r)B§'(±)Z;1(t) + eZ;2(i), (ss)

resultadode (58), se llega a

ff +( % )fe(6,¢, r) + 656, a6)6,(66s, i) + 626T(6,f, 6)6(6, 5, f)
- ~ ~T 1 ,= 6%-if - 6)†{Z;1 + Zgl A6 + A6 Z,-1+ l;¡¿P6B2Bïí11 - ClC61

+Z;1B1Bì'"Z;*l(6)(6 ~ 6) + 6r(||w - fill)

= ~6)2(6 - e)TZ;2(¢)(6 - 6) + 6(||6 - fr) 5 -gr ,¿6¿_6] ||Z;1(¢)||2|i6 - sr
para todat 2 0 y ||:z: M É Suficientemente pequeño. Así que, hipótesis H2) se satisface

localmente con i/l/(cc, if, t), G(t), y Q(a:, 5) definidas por (60), (62), y (63) respectivamente.
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Finalmente. siguiendo la mismas lineas de razonamiento para demostrar el teorema

l, se concluye que el sistema dinamico descrito en (5 I) el cual, debido a (59)-(63), toma la

forma (64), es una solución local del problema de control Hoc, por lo que el teorema 2 queda

demostrado

IV6 Resultados numéricos de control HO@ para Robots Manipuladores

En esta sección se muestra el desempeño del controlador (64), mientras que el sis-

tema (39) es especificado como sigue:

¿B1 = 1:2

9Í2=fla -ÍVf_(qa -_ l1?1)l1"”¡((Ia)(la+G(qa› €la)¢Í'a + G(qa) “ Cilia-$1) ála _ ï72)(€la __ 1132)

- G(q¿ - 1121)] - ll/;l_`1(q¿ - x1)w1 - 1`1«l`"1(q¿ W a:1)u (89)

zl = u, 22 2 :B1 (90)

9 t 1131 + wz (91)

donde 2:1, $2, z1,,:¿¿,w1,w2 G R son las componentes del vector de estados, del vector de la

salida virtual, y del vector de perturbaciones ar, ,:, y w respectivamente; y G R es la medición

disponible por el sistema; u G R es la entrada de control; q¿(t) es una función suave y pe-

riódica; M($1), C(;r1,:r:2) y G(m1) son funciones suaves de dimensiones apropiadas y M(921)

se supone simétrica y definida positiva.

Es fácil verificar que el origen z = 0 es un punto de equilibrio de (89)-(91), y que

las suposiciones (42) se cumplen para el sistema en cuestión. Estamos interesados en la simu-
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lación de un controlador por retroalimentación de la salida disponible, que localmente esta-

bilice, en t`om1a asintótica. el sistema (89) no perturbado (11: m 0), y establezca una ganancia

L-¿ de w a 2, lo más pequeño que sea posible.

Las ecuaciones de estado en (89) son resultado de la ecuación de desviación del

sistema dinámico de un robot manipulador de l grados de libertad, gobernado por:

Mm) ë+C(q, oq + Ge) = † +rw1, (92)
donde la desviación 111 = qd W q es con respecto a la trayectoria deseada qd(t), y el par extemo

(Acho el al., 2001)

T = Il/Í(fIa) (la +Ú(qd= 'Íd)fÍa -ir Glqa) -l- U (93)

es aplicado para asegurar que el sistema no actuado (u = 0), y no perturbado (w = O)

(92), (93), posea una familia de órbitas periódicas formadas por la trayectoria q¢(t). Desde

un punto de vista fisico, q es el vector de las posiciones articulares, M(q) es la matriz de

inercia, C(q, q'-)q es el vector de fuerzas centrífugas y de Coriólis, y G(q) es el vector de pares

gravitacionales. Asi que, el problema de control Ho@ viene siendo en realidad el problema de

control Hm para el seguimiento de trayectoñ as aplicado a robots manipuladores, usando sólo

información de posición. A

En las simulaciones realizadas con Matlab, un robot manipulador de un grado de

libertad moviéndose en el plano vertical, fue planeado para seguir una trayectoria qd(t) =

%sin(27"t) + Para este ejemplo, los siguientes parámetros fueron seleccionados:

M(q) = 1, Clq, á) = 0, G(q) = SiI1(<1)- (94)
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A Usando el procedimiento de diseño de control HK, propuesto anteriormente (sección

4), se encontró 7* 2 3.54. Sin embargo, se usara en las simulaciones y fi 5 para evitar com-

portamientos no deseados que presentan los controladores de alta ganancia, como producto de

seleccionar 1 muy cerca al óptimo. Perturbando la parte derecha de las ecuaciones de Riccati

(53) y (55) con 7 = 5, se obtuvo que con ›: = 0.8, las correspondientes ecuaciones de Ric-

cati (57) y (58) tiene soluciones periódicas y positivas definidas con los valores de 'y y »5 antes

mencionados. Primero, soluciones positivas definidas de (57) y (58) con los valores de fy y

5 fueron obtenidos numéricamente. Entonces, del hecho (Xie,l993) de que estas soluciones

se aproximan a sus soluciones periódicas, fueron usadas para construir soluciones periódicas.

Estas soluciones periódicas fueron posteriormente usadas para sintetizar el controlador (64),

la cual resuelve el problema de control Hoc, en consideración. ` i

Para fines de comparacion, también se diseñó el controlador lineal Hoc correspon-

diente del sistema linealizado. Este controlador también es aplicable al sistema no lineal,

como ha sido postulado en el capitulo 3. ,Se simularon dos casos para cada controlador, el

no perturbado y el perturbado con perturbaciones permanentes wl = 0.02 y wg = 0.01. Las

condiciones iniciales en todas las simulaciones fueron a:1(0) I 0.6, :c2(0) I -0.3, 51(0) = 0,

¿f2(0) = 0. Las correspondientes trayectorias son mostradas en las figuras 6,7 y 8. Las lineas

sólidas indican el controlador Hoc, no lineal y las punteadas el controlador HOO lineal. Estas

figuras muestran que el controlador Hoc no lineal , así como el controlador Hoc lineal, estabi-

lizan al sistema en forma asintótica con tu = 0. Sin embargo, las perturbaciones permanentes,

las cuales son atenuadas por el controlador no lineal , causan inestabilidad del sistema en lazo

cerrado para el controlador lineal. Asi que, las perturbaciones usadas en las simulaciones,
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pertenecen al dominio del controlador no lineal y no pertenecen al dominio del controlador

lineal. La figura 9 compara el desempeño de los dos controladores. De la figura 9 se concluye

un mejor desempeño del controlador no lineal.

4 1

,f `

I] 5 † ¬

1 qì

0 d_--r | W
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2 ¦ “__--" ¦ //i i
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Fig.6 Gráfica de las trayectorias: controlador HQ., no lineal (línea sólida)y'cont1'olador Ha, lineal (línea pun-
teada); caso no perturbado.

Como segundo ejemplo, considérese el sistema dinamico (92) con fricción de Coulomb

Mlq) ¿Í +C'(q, á)á + G(q) + F(á) = T + wi

donde

Flâll = 1'€C{krS9"»lf.Íz')l Z É
kisšïnflfll) J

¡fzS9'“(Úr)
con la función signo definida como

-l-1, 1: >0
sgn(:c) = 0, a:=0

-1, ac<0,

y l, como se ha definido antenionnente, representa los grados de libertad del sistema.
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Fig.7 Gráfica de las trayectorias: controlador Ha, no lineal (línea sólida) y controlador Hoc lineal (línea pun-
teada)f. caso pemubado.

~ La versión modificada de (93) , esto es, tomando en cuenta el término de fricción de

Coulomb, como:

T = Milla) 9-'a ¬l-Clqa, flalfla + Glqal “lr Flšlal “ir 'U-

Sirnulaciones numéricas realizadas con Matlab, ahora usando un robot de dos grados

de libertad con articulaciones rotacionales medidas con respecto al eje inferior vertical en

fonna absoluta, con su modelo dinamico dado como sigue:

M( ) : 2.351 -l- 0.168 C0s(q2) 0.102 + 0.034 cos(q-¿)
q 0.102 + 0.084 ¢0S(q2) 0.102

. _ -o.16ss1n(q2)q2 -0.os4s'm(q2)q2
Glqfql * i0.0s4Sin(q2)q1 0
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__ 3.921 sin(q1) + 0.186 siI1(q1 + qg)
G@ "* 9 i 0.1s6;=,1n(<11 + q2)

1-¬( -) -` [ lflstgltëfilš lq M k2szgn q2

donde kl y k2 representan los coeficientes de fricción de Coulomb, de tal manera que klr =

7.17 Nm para ql > 0, lc; = -8.i049 Nm para ql < 0 y kg = 1.734 Nm.

El vector de las trayectorias deseadas fueron programadas de la siguiente manera:

0.78540 _ @~2'“°') + 0.1745(1 - @~2*3)S1n(7.5±)
qt* (É) K i 1.047'2(1 - 6-1-Sta) + 2.1s1(-¡(1 - @r1~8¢3)sin(1.75±) l ' (95)

Aunque en si, la expresión en (95) no es periódica, se obtiene resultados satisfacto-

rios. En el capitulo siguiente, se podrá concluir que los resultados obtenidos concuerdan con

las condiciones para diseñar un controlador para sistemas variantes en el tiempo. Usando el
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lineal (líneas punteda): a) caso no peruxbado, y b) caso perturbado.

diseño dei controlador Hoc, propuesto, se encontro que 7* 2 150. Sin embargo, en las simu-

laciones realizadas, una fy = 1000 fue seleccionada para evitar un controlador de ganancia

alta. El valor de 5 : 1 fue suficiente para que las ecuaciones perturbadas de Riccati, (5 7) y

(58), tengan soluciones positivas definidas. Resultados numéricos del caso no perturbado y

perturbado son mostrados en la fig. lO y fig. ll respectivamente. Para el caso perturbado, las

perturbaciones usadas fueron wl = [ 0.1 0.1 ]T y -w2 = [ 0.1 0.1 ]T. En este caso sólo

se simuló en controlador no lineal propuesto en el teorema 5. Nótese que para este segundo

ejemplo se usó un término discontinuo (el término de fricción de Coulomb), y aunque la teoría

presentada no aplica para este caso, las simulaciones numéricas indican que es factible, con

un esfuerzo adicional, el diseñar controladores Hoc, para sistemas con discontinuidades, tema

aún abierto a la investigación.
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Capítulo V
Control HX para Sistemas no Lineales Variante en el

Tiempo

V1 Introducción

El presente capítulo tiene por finalidad mostrar las condiciones que se requieren para

que la técnica de control Hoo, desarrollada en el capítulo 4 para sistemas no lineales periódi-

cos, pueda ser extendida al caso general de sistemas no lineales variantes en el tiempo. Los

resultados que serán presentados fiieron publicados en (Orlov eral., 1999), donde nuevamente

se tienen dos casos: el caso global y el caso local; g

La composición de este capítulo es como sigue. La sección dos muestra los resulta-

dos para el control Hoo para sistemas no lineales variantes en- el tiempo para el caso global;

en tanto, el caso local es tratado en la secci ón tres.

V2 Control Hoo: Caso global

Nuevamente se considera que el sistema no lineal variante en el tiempo bajo conside-

ración está regido por las siguientes ecuaciones:

iii) = f(flf(fi), t) + y1(1'(t)› f)w(t) + 92@-"(f)› t)u(t)

›f(f) = h1(fl2(fi)›'ï) + k12(w(t), t)v«(i) (96)

2/(t) =sh›2(I(f)› fl + k21(-TU), fi)w(t)i

l
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donde :rr G H" es el vector de estados, t G R es la variable de tiempo, u G 1?"' es la entrada de

control, u' E 11" es el vector de perturbaciones, z G H* es la salida a ser controlada, y E Hp

es la salida disponible del sistema. Las funciones f(.›:, t), g1(.1:, t), _q2(.r;, L), fr.1(.r,tl),Ii=¿(:1;,t.),

kl-¿(.r:, t), k21(.r, t) se suponen continuas en t y continuamente diferenciables en 11:. También

se supone que f(0, t) = O, h,¡(0, t) = 0 y h.-¿(0, t) = 0 para toda t.

Un controlador dinámico de la forma

à - atado), n(ey,±)€R“
U = ø(¿,t), 0(¿,±)e1-2"* (97)

se dice que es un controlador admisible si las funciones n(§, y, t) y 0(§, t) son continuas en §,

y, y t; r)(0, 0, t) = t9(0, t) = O para toda t y el sistema en lazo cerrado (96), (97), con w r-= O,

es el origen asintóticamente estable en forma global y uniforme.

Dado un número real fy 2 0 se dice que el sistema (96), (97), tiene una ganancia

L2 menor que 7 si la respuesta z, resultado de aplicar w, y con el sistemas inicializado en el

punto de equilibrio (;r(to) 2 §(t0) 1: 0), satisface

/Í Ilztiilrdf < 12 ilz¦w<arr2d± oa
para toda t] > to y todas las funciones w(t) seccionalmente continuas.

El problema de control Hoo consiste en encontrar un controlador admisible (97) tal

que la ganancia L2 del sistema en lazo cerrado (96), (97) sea menor que fy.

El sistema (96) debe satisfacer las siguientes suposiciones:

h'll¬($›t)k12('7"›t) : 01 kï9(x›t)k12('T:t):I

k2,($,¢)g{(.r,±) = 0, k2,(ft,i)1¢;",(i;,±)a~1. (99)
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A continuación se dan las hipótesis bajo las cuales se mostrará la solución global del

problema de control Hoo.

H1) Existe una función F(;r) definida positiva y una función V(;:c, L) definida posi-

tiva', suave y acotada, tal que la siguiente desigualdad de Hamilton-Jacobi-lsaacs

%+%_f(a2,tÉ)+'y2a1T(m,t)a1(a:, t.)~ag(a:,1'.)a2(1†, tf)-l-ilt'{(;r, t)h1(;r, i.)+1"¬(;r) § 0 (100)

se cumpla con

. 1 âV ,alta 1) = 2-,,,gì"<1f,r)(5~¿;)f, (101)

altar) - -šg;t"(w,¢)(%)T. (102)
H2) Existe una función G(t) continua a tramos, una función Q(a:, 5) positiva semi-

definida con Q(0, tf) positiva definida, y una función W(a:, §, t) suave, positiva semideñnida

y acotada con W(O, 5, tí) positiva definida y acotada, tal que la desigualdad de Hamilton-

Jacobi-Isaacs j

% +( %”-tf % )fQ<1f,r,t) +hí(x,r,±›1i.,e,r,f) +~fi¢T<w,s,±)¢<w,r,f› +Q(-no 5 0
(103)

se cumpla con

fltar, fr) = <(,f;)”1(_fš>T)T
-fd : f(a'-1 t) +g1($›t)a1(x› t) `l"g2($›t)a2(š› t) (104)

få = f(fš,fi)+91(5›1¢)fr1(-'š,ï)+ 92(§›f)f12(E,ï) + G(¿)(h2(fv,f) r hzlêil)

En lo que sigue, \/(1, t) es acotado y positiva definida si y sólo si existen funciones V0 (rr) y V1 invarianles en el tiempo y positivas
defmidas, tal que las desigualdades V,,(:;) S V(:|:,t) 5 V1 (1) se cumplan para toda a: 6 R", V1; 2 to 2 0 y V,,(w) W-› 00 ¢¢mf0m-te
af -› oo.
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h((.r.{.f) :rr-¿(E,t)†n.-¿(.r_f) (105)

f _ i 1 r lïlli<;›(.1'.¢, I) = qfig, (.1:,t)< ) (l06)
- f of

= (å,1š¿§iiÍ(.i,i,) )-  9°”
Con las hipótesis H1) y H2), una solución del problema de control Hoo bajo cuestión

es postulado como sigue

Teorema 6 (Acho et al., 2001) Supóngase que las hipótesis H1) y HZ) son satisfe-

chas. Entonces una solución delproblema de control H oo está dadapor el siguiente sistema

dinámico: '

É: flf, t) + 91(€,t)91(5if)+ r2(€›t)f12(š,t) + G(t)l'y(t) - h2(¿, ±)l,

-U = a2(¿,±). . (ios)

La demostración de este teorema es similar a la demostración del teorema 4 dado en

el capitulo 4.

V3 Control Hoo: Caso local

A continuación se dará el planteamiento y solución del problema de control Hoo en

forma local.

Un controlador de la forma (97 ) el cual estabiliza en forma asintótica, uniforme y

local el punto de equilibrio (ar, {) = (0, 0) del sistema en lazo cerrado (96), (97 ) con w = 0, se

dice que es un controlador admisible localmente. El problema de control Hoo en forma local,

consiste en encontrar un controlador admisible, tal que si w 7€ 0, se cumpla la desigualdad
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(98) para toda t.| > tu 2 U para todas las funciones m(I.) seccionalmente continuas y con el

sistema inicializado en el punto de equilibrio.

Nuevamente se considera la linealización del sistema:

Z = C/11(Í).I' + D12(É)'ll,

y = C20-)I + D21(fi)w-
En lo que sigue, se muestran las condiciones bajo las cuales se dará la solución local

del problema de control Hoo.

A1) Existe una solución positiva semidefini da y acotada de la ecuación

- Pr P(t)A(t) + -4T(i)P(f) + Cf(fi)C1(f) + P(t)l%B1Bi- BzB§l(fI)P(t)› (110)

tal que el sistema

9- [A - (B2Bã` - r2BiBi")Pl tr)-nt), (111)
es exponencialmente estable; ~ j

A2) Existe una solución positiva semidefinida y acotada de la ecuación

- - ~ 1Z: A(t)Z(±) + Z(±)AT(±) + B1(i)B{(±) + Z(t)[:¡PB2B§P _ c;"C2](±)Z(±), (112)
_ 1

tal que el sistema

se [Ã _ z(c;"c2 _- 7-2PBiB§P)](i)fl;(1±), (ns)

es exponencialmente estable; donde Ä(t) = A(t) + ¿B1 (t)Bj'¬(t)P(t).



ìì

Consìdérese nuevamente las versiones perturbadas de las ecuaciones diferenciales

de Riccati antes mencionadas:

-PE: f1<fl)f1<fl›+«1”"<ff›fL(f)+C;"<f)Ci<¢J+12(fi›i¿§ B1Bí`~B2B-š`1(±)1¿(¢›+@1, (114)

Z;= Ãf(fi)ZE(¢) + Z$(t)Ãï(¢) + B1(f›)B'l`(fi)

1+ Z5(i)l;P,B2Bš11 W Cš"C21<¢)Z,(¢› + ff; (115)
¿Onde Ã,(¢) : An) + ¿B1(±)B§'"(›:)P,(i)_

El siguiente lema es una extensión del lema 1.3 en (Chung, 1997) y es de importancia

para dar solución al problema local de control Hoc. Dicho lema también fue utilizado en el

capítulo 4 en la sección 3, en su versión periódica.

Lema 1 (Orlov.y Acho, 1999) .-Suponga que las condicionesA1) y A2) se cumplen.

Entonces existe una 60 > O tal que las ecuaciones (114), (115) tienen una única solución

posiíiva definiddy acotadas (PE(t), ZE(t)) para cada 5 C (0, 50).

' En lo que sigue, las ecuaciones (114) y (115) serán utilizadas para postular la solución

del problema de control Hoc en consideración.

Teorema 7 (Orlov y Acho, 1999).- Suponga que las condiciones A1) y A2) se satis-

facen, y sea Ps(t), Z5(t) soluciones positivas definidas y acotadas de las ecuaciones (114)

y (115) para algún 5 > 0. Entonces las hipófesis H1) y H2) se cumplen localmente en la

vecindad delpunlo de equilibrio (m, E) = (0, 0) con

Í/(113, É) = :rTPE(t)ar, (116)

W(w,§, i) = vffef - f)TZ;1(¢>(;» - 5), (111)
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F(.1±) = _» ||.1,-||¿, (118)2

(?(t) = Z,(i.)C,T(1.), (119)

Qee = gt? ¡gq 11Z;*<f.›||”|1›: ~ ene me
donde el siguiente sistema dinámico

É= f(~';`, ff) + l:1291(€,†)9i(€›i) - 92@ f)9§`(€› Ullì-(Úš + Zf(1f)C§(¢)ly(fi) ~ li-2(€, ill;

i (121)

U H -gš"(§, ±)PAi)t (122)
es una solución local delproblema de control Hw.

La. demostración de este teorema es semejante a la demostración del teorema 5 en

el capítulo 4, quedando sólo por demostrar el lema 1 antes mencionado. Dicho lema fue

demostrado en (Orlov et al., 1999). Aqui se presentará otra alternativa de la demostración

diferente.

\l3.1 Demostración delLemal '

Primero, considere el siguiente sistema dinámico lineal variante en el tiempo

Aff; : .4(±)I, (123)

y suponga que dicho sistema es exponencialmente estable. Suponga que la ecuación de Lya-

punov

~ Pe) = P(t)Ã(±) + Ãf(t)P(¢) + on) (124)
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tiene una solución simétrica positiva semidetìnida y acotada para alguna Q(i.) simétrica y

positiva definida, esto es,

Q(1i)2ô1>0 Vtìü,

para alguna constante 6 positiva. Peiturbando (124) se tiene,

-am=enMw+ÄWmun+mn+fl uu)
para alguna constante e > 0.

Manipulemos ahora (125) de la siguiente forma. Primero multipliquemos por la

izquierda por eÃT“)* y por la derecha por eÃ(*)* _ Se tiene V

eWtawHW:eWwwmw+Pmam+mn~m”a (we
Esta última expresión se simplifica a A

d a _- .t

3; («f”(*>*11(t)@A<”>*) = ~eÃTf*>*[Q(t) + @I1e^“”,  (121)
integrando se logra

gƒde-ÄT(1)tP (t)6Ã(t.)1. : _ ]eÃT(›:)t[Q(¿) + ,___¡]6Ã(t)tdt

evaluando la integral, de cero a infinito en el tiempo, y tomando en cuenta que el sistema

(123) es exponencialmente estable, se obtiene

P,(±) 1 Í @ÃT<*>*[Q(±) + 51]@-Meat = P(›:) + Í @ÃT<*>*{@1]@Ã<*>fiat. (123)
o o

De (128) se concluye que es si P(t) es positiva semidefinida, entonces P5(t) es

positiva definida y es única. El hecho de que es única, se puede verificar como sigue. Suponga
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que existe otra solución positiva definida de (125):

- 1i;(1,) = 1-)-',(r.)Ã(t) +.Í1`f`(t)1-11;(r,) +Q(1) + fi. (129)

Restando (129) de (125) y agrupando, se llega a

Pf(1)-1-1';(1;)+(11(1)- 1/v;(±))Ä(¢) +Ãf(1f)(P,(1) - 11/;(†)) = 0. (130)
Ahora, multiplicando por la izquierda por eÃT("” y por la derecha por eÂ('()”. , a (130),

y simplificando, se obtiene

%(@ÂT“”1e(1) -11;(±)1@Ã“)*) K 0- (131)
De aqui se concluye que

eÂT“)*[PE(t) - W¿(t)]eÂ(*)t =-= a una contante Vt _

Tomando dos valores en el tiempo e igualando (en t = 0 y en t = oo), se obtiene que

Ps(0) _* I 01

por lo que se obtiene que Pí(0) = 1/1/¿(0), y debido a que ambas tienen la misma ecuación

diferencial, y si son las mismas condiciones iniciales, se concluye que ambas tiene la misma

solución, por lo que se comprueba la hipótesis en cuestión.

Finalmente, de la observación de que la ecuación de Riccati (Ravi et al., 1992)

_ P (É) = PU)/¿(15) + AT(1f)P(1f) + CÍ(fi)C1(¢)+ P(¢)l;/É-313? ~ B2B§l(1f)P(1f),
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se puede simplificar a la ecuación diferencial de Lyapunov, por medio de agrupación de tér-

minos,

P(¿)+1/4 + (1/%B1Bi' - B2B§Ä')Pl"`(f-)P(f) + P(f)1A + (T1.¿B1Bir W BQB-É`)1”1(i)

= ~P(1)1¿%B1B1“ - B2Bš1(1)P(1›~ Cï(1)c1(i)
y usando las mismas lineas de razonamiento antes bosquej ado, queda demostrado el Lema 1.

Con la demostración del Lema 1 queda evidenciado la extensión de los resultados

del capítulo 4 a sistemas variantes en el tiempo de una forma casi directa, claro, estaba sujeto

a la veracidad del Lema 1. La importancia de estos resultados es que el controlador propuesto

puede ser extendido a una gama más grandes de tipo de sistema y no sólo sujeto a sistemas

no lineales periódicos, como los resultados mostrados en el capitulo 4.
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Capítulo V1
Control HX no Lineal vía Mediciones Discretas

VI-.1 Introducción

Este capitulo muestra el planteamiento y solución del problema de control local

HO@ para sistemas no lineales variantes en el tiempo por medio de mediciones discretas. La

síntesis del controlador es obtenida a partir de los resultados mostrados en el capítulo cinco

introduciendo adecuadamente la función del tren de impulsos de la consecuencia de las medi-

ciones discretas, ya que las mediciones discretas pueden ser representadas como la multipli~

cación de una señal continua (observación continua) por esta función tren de impulsos.

La organización de este capítulo es como sigue. La sección dos muestra las modi-

ficaciones de los resultados del capítulo seis requeridas para la síntesis del controlador local

Hoo vía mediciones discretas. La sección tres muestra las síntesis del controlador HO@ via

mediciones discretas. Resultados numéricos son mostrados en la sección cuatro.

VI.2 Control local HO@ modificado

Considere el siguiente sistema no lineal variante en el tiempo:

±(1) = f(w(1),t) + g1(w(f),±)w(i) + g2(x(i),›±)u(›f)
/ii) = f11(w(¢),f) + a2(f(i),i)«1(fi) (132)
uf) 2 e(x(±),±) + e1(w(1),1›w(f)
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donde .r E 11"* es el vector de estados, f E R1 es la variable de tiempo, 11 E H”" es la entrada

de control, tu E 11” es el vector de perturbaciones, z G H' es la salida a ser controlada, y G If”

es la salida disponible del sistema. Las funciones f(.1:, t), gl L), g-¿(13 I), h,1(;1¢, 1.), h.2(;r, 1.),

kl-¿(;i:., 1€), k21(:1:, t) se suponen continuas en t y continuamente diferenciables en ;1:. También

se supone que f(0,1`.) 0, h1(0, 1'.) 2 0 y l12(0,t) = 0 para toda t.

Para el caso de mediciones discretas, la salida disponible de la planta (132) queda

representada como si gue:

yj 2 ll,2(I(Tj), TJ) "l" líI21(2L'(T_¡), = 0, 1,

Se aplicará la misma metodología del capitulo 5 para derivar un controlador local

Hoc, pero ahora usando las siguientes suposiciones para (132):

= 0, .

1e1(w,¢)yï”(w,f) = 0, k21(»3,f)k%2(w,f)=N(±). (134)
El motivo de tomar ahora l<:21(;1:, t)l::§1(a:, t) = N(t) en lugar de 11:21 (ar, t)l<:â (cc, t) =

I, es debido a que se facilitará la obtención del controlador local HO@ para mediciones disc-

retas, a partir del controlador de mediciones continuas, haciendo

OO

Nr1(t) X 21),',-6(t - T,-), (135)
Ja)

d0nd€ Nj 1-2 líI21(.'1Í(TJ^), TJ')k%¬1(.¶I(TJ'),'fj), tg = T0 < T1 < T2 < ..., Z 0, 1, ESÍZI

misma estrategia fue usada en (Basar y Bemhard, 1991), para derivar el control Ha, lineal

con mediciones muestreadas, a partir del controlador Hoc de mediciones continuas.
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Nuevamente se considera la linealización del sistema:
.ira ,f-l(l'.).1* -1- B¡(1.)w + [3-¿(l)11

-Í : (iY|(Í.).1,` “h [)|-_¿U,)'ll-

y = C-¿(t);1r+ D21(¿)'u;.

A conti nuación se muestran las condiciones bajo las cuales se dará la solución local

del problema de control Hoc.

A1) Existe una solución positiva semidefinida y acotada a la ecuación

~ P: PU)/-1(1f) + ÁT(1)P(l) + Ci(1ï)C1(1)+ P(*)lçY15B1Bi ~ B2B§l(1)P(f)› (137)

tal que ei sistema

113: (A - (B2Bå" W 1-2B1Bi`›Pl(f)ff(f), (138)
es exponencialmente estable;

A A2) Existe una solución positiva semidefinida y acotada de la ecuación

2: Á(t)z(±)+z(t)ÁT(±)+B1(t)n;"(±) +z(±)[¿3"3PB2B§P-c;"1w1c2](±)z(±), (139)

tal que el sistema

±= [Á » Z(G§1v-*C2 - 1-2PB2B§`P)](±)e(±), (140)

es exponencialmente estable; donde Ã(t) 1 A(t) -1- 3,1531 (t)B1T(t)P(t).

Considérense nuevamente las versiones perturbadas de las ecuaciones diferenciales

de Riccati antes mencionadas:

-Pi= 1ì(fi)A(f)+f1T(f)PE(f)+Ci”(001 (1)+PE(1f) 1;1;B1Bi¬ -E2133"1(fi)Pt(1)+@I , (141)

Z;= Ä&(1)ZE(() + 25(1)-¡1,Z`(t) + B1(fi)Bi(1f)
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1 ,_ _ ,+ z,(t,)L__,1›,1s,1;§1>, W (ía lc -,](r,)¿,(:,) 4 fi; (142)

donde /ì,(t) = _4(f) + ;1fn1(1.)f;',f(i)_r;(i)_
Teorema 8 (Orlov y Acho, 1999).- Suponga que las suposiciones A 1) y A2) se satis~

facen. Entonces existe una .50 > 0 tal que los sistemas (141), (142) tiene una solucion única

(PSU), Zs(L)) positiva definida y acotada para cada 5 C (0, S0), donde el siguiente sistema

dinámico

š= f(¿›t)+l%91(¿ï1f)9f(€›¢)_92(€,1f)9'§(€,1f)1PE(t)5+Zf(f)U§¬(f)N'1(1f)lt/(É)-h2(š,1f)l,
(143)

ii = ~gš"(t, i)P,(i)t (144)
da solución alproblema de contro1H,_,¢, enforma local.

La demostración de este teorema se puede obtener exactamente del mismo proced-

imiento que se usó para demostrar el teorema 7 del capitulo cinco, usando ahora

k21(11f, fi)11§i(11r, É) I NU)-

VI.3 Síntesis de control HO@ vía mediciones discretas

El propósito de esta sección es mostrar el diseño de un controlador local HO0 vía

mediciones discretas, el cual es un controlador admisible, tal que la desigualdad (98) se sa-

tisfaga para toda t1 > to, para todas las fimciones w(t) seccionalmente continuas y con el

sistema inicializado en el origen (;1:(t0) = §(t0) = 0). Obsérvese que en sí, y debido a las
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observaciones discretas, la integral en (98) se transforma a (Orlov y Acho_ 2001)

11;(f›11*41 < 121 111«›(1)1|'2«f1 + Z 111««(†))1|"*1.
' U ' T_¡'G[l,›.l-Hi

Supóngase ademas que se cumple

kg), (:r:(T¡), r]«)kg1(;c(rJ›), T,-) = I, j = 0,1, (145)

La introducción de N_1(t) = 2371,, NJ-ó`(t 4 r,-) en las ecuaciones diferenciales en

(140), (142) y (143), representan ecuaciones diferenciales con discontinuidades (Bainov y

Simeonov, -1989), de (142) se obtiene que entre intervalos de muestreo se cumple '

Zé Ã5(t)Z5(1f) + Z5(i)ÃÍ(1fi) + B1(I)Bi(¢)

V + 7`2Z¢(¢)1ì(f)B2(i)B§(f)P5(f)Zs(f) + ff, (146)

mientras que en los instantes de muestreo hay que calcular las discontinuidades de (146) a

partir de A

Ze: -Z$(15)lCiF(T1)C2('f21)lZ@(1)5('f_ T1) . (147)
/

Al multiplicar Zi (t) por la izquierda y derecha de (147), se llega a

ZQI Z; ZQ1 2 rZ,_](ï) = _lCir(Tf)C2(†¡)l<5(¿ “ 1.1)- (143)

Integrando (148) se logra

Z§1("ì'+) _ Z§](†)'_) = CiF(†j)C2(†1),
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Multiplicando por la izquierda por Z, (r¿+) y por la derecha por Z,(r¡ ) y despejando Z,(†_, +)

se obtiene

Zf(T)'+) 2 Z@(1Í)'_)lÍ i Ci(†)^)Cz(†j)Zf(†j_)l_l~ (149)

Con lo que se concluye que la ecuación diferencial (142) con efectos impulsivos, se traduce

a ecuación diferencial (146) con discontinuidades (149).

Considere las siguientes ecuaciones con dinámica entre intervalos de muestreo,

ft: [Á + ¬f2ZPB2B§P] (nan) (150)

à= fm) + 1%y1(«f,1)gi(t,±) ~ gt (§,1±)gš” (t, ±)1P.5(1)t (131)
y con discontinuidades en los instantes de muestreo,

-”1f('G'+) =1-'F('ï›'_) _ lZ=(T¡+)lCi(†J)C2(†f)$(Tj_) (152)

5(T1+) = š(Tf_) + lZE('G+)lCiF('13)lyj _ f12(€(T;'_)› Tf)l- (153)

El cálculo de estas discontinuidades, son mostrados en el Apéndice A.

Las discontinuidades describen cambios instantáneos en las trayectorias del contro-

lador Hoc en los instantes de la medición rj, j : 0,1, .. _.

A fin de poder postular la sintesis del controlador I-Lx, via mediciones discretas, la

condición A2) será modificada como sigue:

A2°) Con 5 = 0 existe una solución positiva semidefinida y acotada de Z(it) de

(146), (149) tal que el sistema (150), (152) es exponencialmente estable. '
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El siguiente teorema muestra la sintesis de la solución del problema de control Hoc,

via mediciones discretas.

Teorema 9 (Orlov y Acho, 2001).-Suponga que las condicionesA 1)_vA2 ) se cumplen

Suponga además que existe una 50 > 0 tal que los sistemas (14 1 ), (146), (149) tiene una solu-

ción única (P5( 1€), ZS(t)) positiva definidasy acotadas, por cada 5 G (0, so). Entonces, una

solución al problema de control H OO via mediciones discretas está dada por (144), (151),

(153).

El resultado mostrado en el teorema 9, coinciden en fonna similar con los resulta-

dos mostrados en (Suzuki et al., 1994.) para el caso invatiante en el tiempo. Los resultados

mostrados en (Orlov y Acho, 2000 ), muestran otra forma de calcular las discontinuidades a

las ecuaciones antes mencionadas, por medio de uso de la teoría de distribución y transfor-

maciones en el tiempo y esta fuera del alcance de la presente memoria.

VI.4 Resultados numéricos

La presente sección tiene la finalidad de mostrar simulaciones numéricas que sopor-

tan los resultados mostrados en el teorema 9. El sistema no lineal usado es el mismo que el

primer ejemplo usado en el capítulo 4, pero ahora con mediciones discretas de la forma:

yj- = sin(;1:1(T¡)) + 'w2(TJ-), m U, 1,

_ Se muestran las simulaciones realizadas con Matlab, con un periodo de muestreo de

un medio segundo, con fy 2 5 y e = 0.2, los menores de las ecuaciones de Riccati (141),

y (146) con (149), son mostrados en la fig.12. De la figura 12, se puede concluir que son
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soluciones positivas definidas y acotadas de las ecuaciones antes mencionadas para estas

condiciones dadas.

pit p1t"p22-p12'r112
25 5 2 2 5 E 11í'___"_;í__'__¬.'""'"""_'"_'"_ '__"_'_"__¬1__í“`__:__“_`“___“
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Fig 12 Menores principales.

I

La fig. 13 muestra los estados del sistema, ley de control y la salida muestreada del

caso no perturbado, mostrando que el controlador es admisible localmente. Las figuras 14

y 15 muestran dos casos perturbados. Las condiciones iniciales en todas las simulaciones

fi1eron;i:1((]) = 0.1, :1:2(0) = §1(0) = 52(0) = 0.

Esta metodología de usar los resultados de un controlador basado en mediciones

continuas para obtener un controlador vía mediciones discretas ha sido usado en (Basar y

Bernhand, 1991), y aqui ha sido usado de igual manera. Una observación muy importante de

los resultados mostrados en la presente, es que no es necesario que las mediciones sea con

periodo de muestreo constante, pudiendo asi usarse periodos de muestreos no constantes o

variantes, ver también (Orlov y Acho, 2001).
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Vll Conclusiones y Trabajo a Futuro

Conclusiones

Durante el desarrollo del presente trabajo, se encontraron diferentes metodologías

posibles para la derivación del controlador Hoc, para sistemas no lineales vari antes en el tiempo

via mediciones continuas de la salida. Las más comunes fueron aquéllas basadas en álge-

bra matricial usando desigualdades. Esta metodologia ha sido también usada con éxito para

obtener controladores HW cuando se tiene retardo (Jian-Bo el al., 1998) y efectos de satu-

ración en la ley de control (Xiong el al., 1999). Esta técnica fue usada aqui para la derivación

del control Hoc, para sistemas no lineales variantes en el tiempo via mediciones continuas, fa-

cilitando además las pruebas de estabilidad usando la teoría de Lyapunov. Además, esta misma

estrategia fue usada para obtener otros esquemas de controladores Hoc, (Acho y Sánchez,

2000) y (Acho y Nieto, 2001, trabajo sometido bajo revisión). También es factible usar los re-

sultados obtenidos en (Acho y Bugarín, 2001, trabajo sometido bajo revisión) para implemen-

tar técnicas de control Hoc para sistemas con mediciones discretas usando el planteamiento

presentado en el capítulo seis.

Con respecto al diseño de controladores para sistemas con mediciones discretas,

se encontró que la forma dominante es transformar el sistema invariante en el tiempo con

mediciones discretas a un sistema no lineal variante en el tiempo periódico con mediciones

continuas. El aparato matemático requerido para resolver este problema es complejo, sin em-

bargo, usando la metodología presentada en el capítulo seis, resulta ser más simple.
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Concemiendo a ia forma de representar el sistema a ser controlado, este tiene que

contener los efectos de las perturbaciones. La adecuada inclusión de las perturbaciones en

el modelo reflejará un mejor desempeño del controlador diseñado. Por lo que se requiere,

antes de obtener el modelo final del sistema sujeto a perturbaciones, localizar y caracterizar

correctamente las perturbaciones en éste; tema de investigación en la actualidad

Los objetivos del diseño de controladores Hoc mostrados en la presente memoria son

versiones más simples de las ya existentes como en (Isidori y Astolfi,1992), desde el puntos

de vista de que los requerimientos de detectabilidad no son usadas, siendo los resultados

presentados de más relevancia.

Trabajo a Futuro

Como ha sido presentado en los capítulos 4, 5 y 6, la solución local usada para

resolver el problema de control Hoc se basa en la solución a ecuaciones lineales de Riccati;

sin embargo, ei controlador usado es no lineal. De este hecho, la robustes del controlador se

ve limitada por el uso de las ecuaciones lineal es de Riccati, por lo que se pude extenderse los

resultados presentados usando ecuaciones no lineales de Riccati, como las usadas en (Erdem

y Alleyne, 1999), para mejorar el desempeño dei controlador, en cuanto a perturbaciones

admisibles y región de atracción para el sistema no perturbado.

Otras consideraciones abiertas, es la extensión de los resultados para sistemas con

fricción, donde en vez de compensar la fricción, buscar un controlador dinámico discontinuo

o de estructura variable, como las usadas en (Alvarez et al., 2000).
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Apéndice A
Operaciones Básicas con Funciones de Delta Diract y

de Heaviside

El presente apéndice tiene que ver esencialmente con operaciones de las funciones de

Delta Dirac y funciones de Heaviside (la función escalón unitario). Unas de tales operaciones

conocidas, desarrolladas usando la teoría de la distribución, es que la integral de la función

de Delta Dirac, da como resultado la función de Heaviside. De igual modo, al derivada de

la función de Heaviside, da como resultado la función de Delta Dirac. La correcta inter-

pretación de estas operaciones permite que sistemas dinámicos con discontinuidades usando

esta funciones, sean correctamente obtenidas, ver por ejemplo (Filippov, 1988.).

Sin embargo, si se tiene un sistema dinámico de la forma

:Í: = É) -l-g(a2, t)§(t - c)X(t - c)

donde :I: G R", las funciones f (1, t) y g(f1:,t), son lìmciones suaves que cumplen con la condi-

ción de Lipzchipz, ö(t - c) es la función de Delta Dirac, )¿(t - c) es la ñmción de Heaviside,

y c una constante positiva. Dicho sistema dinamico, no tiene completamente caracterizado la

cantidad del salto discontinuo del vector de estado en t = c (Filippov, 1988), esto debido a la

dificultad de la siguiente operación

J = /ga, mi ~ ¢)X(r _ ¢)a±. (154)
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Para hacer un estimado del resultado del valor de esta última integral, considere el

siguiente sistema dinamico

¿it m p5(1'.-r3);1:. ;13(t,,) 2 ;1;,,, :it 6 R1 (155)

donde p es una constante. Este sistema se puede manipular a la siguiente fomia

:isy' = - = Pôtf f C)
.TÍ

donde la solución a 1) = pô(t ~ c) es y(t) = pX(t - c), mientras que la solución a ji) = da

: I06a(fi) : $0€px(f-~f),

de donde claramente se ilustra, que :1:(t) presentará un salto discontinuo en t = c con valor de

a:,,eP - xo, ó dicho de otro modo, la solución a (155) es

x(t) = xo -l- :r,.,(ep - l)X(t - c). (156)

Diferenciando (156) y usando (155), después de algunas manipulaciones, e inte-

grando con respecto al tiempo, se llega a i

__ _ _C _ el” 1 p
J -« fö(t c)X(t )dt _ †(epm1) , (157)

donde el valor de esta integral va de uno a cero, conforme p toma valores de -« oc a -I-oc”. Este

mismo resultado es obtenido en (Saichev y Woyczynski, 1997 pág. 61).

Ahora tómese el siguiente sistema dinamico

:ir = ö(t - c)X(t W c)a:, :r(t,,) 2 $0, 2: E R1 (158)
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repitiendo el mismo procedimiento anterior, se llega a que la solución a (158) es

= ;z:,, + ;r,,(r<"' ~ 1))/(Z, - rr) (159)

con J dado en (157). Por lo que la discontinuidad en en t = c , no esta completamente

determinado, dicha visión concuerda con (Filippov, 1988 Cap3. Sección 1). A1 integrar (158),

se observa que

J, = /5,-a(i _ 6),»,-(± _ nar 1 i,~,(eJ -1) o 5 J 5 1 (iso)

la cuál lleva a que _

Jw K ]g(:1:,t)å(t ~“ c)X(t - c)dt = g(a:,,,c)(eJ -1) 0 S J § 1. (161)

Desde el punto de vista práctico, obsérvese que :ro = .r(t) en t = (c-). Nótese que

en los instantes de medición, las ecuaciones integradas en (140) y (143), pueden ser escritas,

en función de la cantidaddel salto discontinuo de Z, dado en (149), como

fl:<†j+› - me-1 = Zn,-+›ic*;"<†,-›c*2<†j›1 fmai - ~f,››.›«<± - fi)-if

§(T1+l _ ¿Url I Zf(T1+)CÉr(†f)f1y(T1) _ ¡12(f('†r)›Ti)1'5(l- T1)X(1'- _ Tfldï,

usando (160) y (161), se llega a las discontinuidades calculados en (152) y (153) con J K

in(2).
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