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Resumen de la tesis que presenta Leonardo Esau Herrera como requisito parcial para la obten-
ción del grado de Doctor en Ciencias en Electrónica y Telecomunicaciones con orientación en
Instrumentación y Control.

Generación robusta de movimiento periódico para una clase de sistemas mecánicos
subactuados con actuadores dinámicos y mediciones parciales

Resumen aprobado por

Dr. Yury Orlov
Director de tesis

En esta tesis se presenta un procedimiento para generar movimiento periódico en una clase
de sistemas mecánicos subactuados. Se consideran sistemas mecánicos Euler-Lagrange con me-
diciones de posición, manejados con una dinámica adicional correspondiente a los actuadores
y sujetos a perturbaciones que afectan tanto al sistema como a los actuadores. El recurso de
restricciones virtuales es utilizado para construir un modelo de referencia que en lazo cerrado
genere un ciclo ĺımite asintóticamente estable, posteriormente la śıntesis H∞ variante en tiem-
po es directamente aplicada a una dinámica que resulta de la diferencia entre la dinámica del
mecanismo en consideración acoplada con la dinámica de actuadores y la dinámica del modelo
de referencia. Aplicar la śıntesis H∞ garantiza la estimación de las variables no medibles del
mecanismo acoplado con la dinámca de los actuadores, aśı como su seguimiento hacia la dinámi-
ca del modelo de referencia. Si el mecanismo acoplado con la dinámica de los actuadores es
libre de perturbaciones se logra seguimiento asintótico. Por otra parte, si las perturbaciones son
presentes, se garantiza su atenuación en sentido de satisfacer que la ganancia L2 sea menor que
γ > 0.

Palabras clave: control robusto, sistema mecánico, estabilización orbital, atenuación
de perturbaciones, dinámica de actuadores.
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Abstract of the thesis presented by Leonardo Esau Herrera as a partial requirement to obtain
the Doctor of Science degree in Electronics and Telecomunications with orientation in Instru-
mentation and Control.

Robust periodic motion generation for a class of underactuated mechanical
systems with actuator dynamics and partial measurements.

Abstract approved by

Dr. Yury Orlov
Thesis Director

Robust periodic motion generation is carried out in this thesis for a class of underactuated me-
chanical systems. The mechanical system under consideration is an Euler-Lagrange system with
position measurements, enforced by dynamic actuators and affected by disturbances. The virtual
constraint approach is used to construct a reference model which generates an asymptotically
stable limit cycle, after that, the time variant H∞ synthesis is directly applied to the dynamics,
resulting from the difference between the dynamics of the underactuated mechanical system
coupled to the dynamical actuators and the reference model. The proposed H∞ synthesis ensu-
res the estimation of the unmeasured variables of the system as well as tracking of the reference
model. If the system is disturbance-free, the tracking is accomplished asymptotically, otherwise
the disturbance attenuation is guaranteed in the sense that the L2 gain is less than γ > 0.

Keywords: robust control, mechanical system, orbital stabilization, disturbance at-
tenuation, actuator dynamics.
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movimiento periódico en el carro péndulo con actuador dinámico . . . . . . . . . 21

3.4. Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.5. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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4.1.1. Modelo dinámico del helicóptero subactuado . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.2. Modelo de referencia para la planta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.3. Control no lineal H∞ para la generación de movimiento periódico en el helicóptero
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6.4.2. Análisis numérico del oscilador h́ıbrido bajo la variación del parámetro de
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lazo cerrado, ante perturbaciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

22. Retrato de fase del oscilador de Van der Pol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

23. Retrato de fase del oscilador de Van der Pol modificado . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

viii



ix

24. Trayectorias de fase del oscilador h́ıbrido (148), (151), correspondientes a los parámetros
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1
Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

1.1.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L) y su relación en la teoŕıa de con-

trol

Las ecuaciones de E-L han sido empleadas en la teoŕıa de control para modelar sistemas

mecánicos sujetos a fuerzas o torques no conservativos. Dichas fuerzas o torques son llamados

usualmente entradas de control -controladores- y son producidas por actuadores. Existen en la

literatura trabajos relacionados con el diseño de controladores para dichos sistemas, estos diseños

consisten en calcular las fuerzas o torques para los sistemas mecánicos, tales que conduzcan las

posiciones y/o las velocidades generalizadas hacia algún valor deseado, ya sea constante para el

caso de regulación o variante por ejemplo en tiempo, para el caso de seguimiento. Cabe mencio-

nar que la regulación puede verse como un caso particular del seguimiento.

1.1.2. Control de sistemas mecánicos actuados y subactuados

En relación al número de entradas de control y de grados de libertad, los sistemas mecánicos

modelados por las ecuaciones de E-L se pueden clasificar como actuados o subactuados. Los

primeros se caracterizan por poseer un número de grados de libertad igual que el número de

entradas de control. Los segundos son caracterizados por tener un número de grados de libertad

mayor que el número de entradas de control.

En general, resulta un mayor desaf́ıo el diseñar controladores para sistemas subactuados que

para totalmente actuados. Por una parte los sistemas completamente actuados pueden ser ma-

nejados arbitrariamente, es decir, su vector de estado a través de una acción de control puede

ser manejado hacia cualquier dirección deseada, mientras que en los sistemas subactuados no es

posible debido a que el número de entradas de control que poseen solo pueden manejar su equi-

valente en número de grados de libertad. Por otra parte técnicas clasicas de la teoŕıa de control

que apĺıcan a sistemas actuados, resultan inaplicables a sistemas subactuados. Como ejemplo se

tiene la técnica de linealización por retroalimentación, la cual a través de las entradas de control

cancela términos que consecuentemente producen una linealización exacta en mecanismos com-
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pletamente actuados. Esta técnica por el contrario no puede realizar una linealización exacta

en mecánismos subactuados debido a que las entradas de control solo pueden cancelar términos

en los grados de libertad que son afectados por estas, produciendo solamente una linealización

parcial.

A través de la siguiente literatura se puede apreciar la investigación activa dentro del área

de mecanismos subactuados. En el trabajo de Fantoni y Lozano (2002), se presenta el modelado

y el diseño de controladores para más de una decena de mecanismos subactuados, tales como

el carro péndulo, el péndulo de Furuta, y el pendubot, entre otros. Castillo et al. (2005b) tam-

bién presenta el diseño de controladores por retroalimentación para algunos sistemas mecánicos

subactuados -veh́ıculos aéreos-, tales como el quadrotor, el PVTOL, y un helicóptero convencio-

nal, entre otros. Diferente a linealizar por retroalimentación la parte actuada de un mecanismo,

Spong (1994) presenta una condición llamada “Strong Inertial Coupling”, bajo la cual una li-

nealización por retroalimentación de estado para la parte no actuada de sistemas mecánicos

subactuados es posible, entonces resultando una dinámica cero formada por la parte actuada

del sistema, misma que se estudia su estabilidad. En Spong (1995) se muestra una solución al

problema de “swing up”para el acrobot. Se lleva el eslabón no actuado hacia su posición vertical

hacia arriba, dejando entonces una dinámica cero oscilatoria para el eslabón actuado alrededor

de su posición vertical, posteriormente un controlador linear LQR es diseñado para atraer las

oscilaciones hacia el punto de equilibrio inestable, de este sistema. En Lozano et al. (2000) un

controlador para un carro péndulo subactuado es diseñado con objeto de estabilizar la enerǵıa

del sistema y la variable de desplazamiento del carro, produciendo entonces en lazo cerrado una

dinámica oscilatoria al rededor del punto de equilibrio inestable por parte de la variable angular

del péndulo.

El controlar mecanismos subactuados resulta un mayor reto que controlar mecanismos ac-

tuados, sin embargo la investigación activa en el control de mecanismos subactuados sigue en

progreso. El interes por investigar el control de estos mecanismos resulta de ciertas ventajas que

estos presentan ante los mecanismos actuados, estas ventajas serán mencionadas más adelante

dentro de este caṕıtulo.
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1.1.3. Recurso de restricciones virtuales para generación de movimiento pe-

riódico en sistemas mecánicos subactuados con grado de subactuación

uno

La técnica basada en restricciones virtuales expuesta en Shiriaev et al. (2005), ha resultado

útil en la generación de movimiento periódico en sistemas descritos por las ecuaciones de E-L

con grado de subactuación uno. Su utilidad se puede apreciar, en los trabajos de Shiriaev et

al. (2006a), Westerberg et al. (2009), Westerberg et al. (2010), Freidovich et al. (2008), Meza-

Sánchez et al. (2011), Perram et al. (2006) y Pchelkin et al. (2017). Dicha técnica tiene la finalidad

de construir un controlador, que en lazo cerrado con la dinámica del sistema E-L subactuado

produzca un ciclo ĺımite asintóticamente estable -generador de movimiento periódico-. En forma

análoga al oscilador de Van der Pol (ver Kelly (2003) y Orlov (2008)), se puede decir que el lazo

cerrado del sistema subactuado E-L es un oscilador con su propio ciclo ĺımite asintóticamente

estable.

1.2. Justificación del problema de investigación

La importancia de generar movimiento periódico en mecanismos resulta de aplicaciones donde

se requiere que estos sistemas realicen tareas repetitivas. Este tipo de tareas se pueden apre-

ciar, por ejemplo, en los robots manipuladores industriales. La industria automotriz los ocupa

ampliamente en sus bandas sin fin para el pintado, soldado, y ensamblado, entre otras activi-

dades, mismas que se repiten con un cierto periodo a través de dichas bandas. Otros ejemplos

se pueden apreciar en el caminado periódico que se le impone a los robots b́ıpedos, aśı como a

ciertos veh́ıculos aéreos no tripulados que se les asigne alguna misión periódica, ya sea vigilancia,

inspección, entre otras.

Se puede apreciar a través de los siguientes ejemplos que la realización de tareas repetitivas

por mecanismos subactuados presenta ciertas ventajas ante los mecanismos completamente ac-

tuados i.e., ahorro económico en el uso de actuadores para la realización de alguna tarea, ahorro

energético debido al menor uso de actuadores o simplemente dotar a un mecanismo completa-

mente actuado de un modo de operación subactuado, es decir, al fallar algún actuador en el

mecanismo completamente actuado que este siga ejecutando la misma tarea en modo de opera-

ción subactuado o en su defecto alguna tarea que guarde la seguridad del entorno en que opera

este mecanismo.

Por otra parte, también se puede apreciar que la técnica ilustrada en Shiriaev et al. (2005)
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es capaz de generar periodicidad en mecanismos con grado de subactuación uno, sin embargo

esta técnica es presentada bajo el siguiente contexto:

a) bajo condiciones de operación ideales, es decir, no considera el efecto de perturbaciones en

las ecuaciones de E-L, las cuales son desconocidas y no se sabe el efecto que puedan causar en

el desempeño del sistema en lazo cerrado, pudiendo causar inestabilidad.

b) considerando medibles todas las variables de estado pertinentes a dichas ecuaciones, lo cual

no resulta práctico, debido principalmente al excesivo uso de sensores, mismos que pueden tener

un costo elevado, aśı como imponer restricciones f́ısicas en el mecanismo al momento de realizar

movimiento.

c) considerando el cálculo de torques o fuerzas que permitan llevar al sistema subactuado hacia

una dinámica cero con solución periódica, sin embargo los mecanismos que generan los torques o

fuerza son los actuadores, tales como motores eléctricos que, a su vez poseen su propia dinámica.

El no considerar dicha dinámica genera un modelo matemático inadecuado para el mecanismo

en consideración, pudiendo tener problemas al momento de controlarlo.

Debido a las ventajas que presentan los mecanismos subactuados en la generación de mo-

vimiento periódico y al contexto en que la técnica de Shiriaev et al. (2005) es presentada, se

tiene como motivación en el presente trabajo tesis extender dicha técnica hacia un contexto más

pragmático que permı́ta ir mas allá de simulaciones numéricas, es decir, que la extención de esta

técnica considere aspectos inherentes del mundo real, donde el mecanismo subactuado involucre

el efecto de perturbaciones, mediciones parciales asociadas a sensores de posición y que además

la configuración de este mecanismo sea manejada a través de actuadores, los cuales en la práctica

son los encargados de producir los torques o fuerzas que mueven dicha configuración. El dotar la

técnica ya existente hacia un contexto práctico justifica la presente investigación, proponiendo

entonces un nuevo problema de investigación que se define a través de la siguiente pregunta de

investigación.

1.3. Problema de investigación

¿Qué efecto se produce en la generación de movimiento periódico de mecanismos con gra-

do de subactuación uno al someterlos a perturbaciones, mediciones parciales y actuadores?. La

tentativa respuesta a esta pregunta es presentada en la hipótesis que se menciona en el siguiente

apartado.
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1.4. Hipótesis

Por un lado se espera que el efecto debido a las perturbaciones sean pequeñas desviaciones

en el estado del mecanismo subactuado respecto a su referencia periódica, esto debido a que se

utilizará un controlador robusto que tratará de mantener el estado del sistema en las cercanias

de su referencia.

Por otro lado se espera que debido a la inclusión de los actuadores y a la disposición de

mediciones parciales, se genere un retardo en la generación de periodicidad. Este debido al tiem-

po que tardan en responder los torques o fuerzas de los actuadores respecto a sus entradas de

voltaje y al tiempo de convergencia de un filtro que será utilizada para estimar el estado del

sistema en base a las mediciones parciales.

En śıntesis, se especula que ante este nuevo esquema práctico se pueda efectuar la generación

de periodicidad tal como se efectuó en Shiriaev et al. (2005), solo que las desviaciones debidas a

perturbaciones y los retardos ocacionados por el filtro y los actuadores ocacionarán desviaciones

en el estado del mecanismo subactuado respecto a su referencia, aśı como un mayor tiempo en

la convergencia.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Diseñar una técnica que permı́ta producir periodicidad en mecanismos con grado de subac-

tuacion uno, que a su vez sean manejados por actuadores, sujetos a perturbaciones y a mediciones

parciales.

1.5.2. Objetivos espećıficos

Utilizar el recurso de restricciones virtuales para la construcción de un modelo que sirva

como referencia para el mecanismo subactuado manejado por actuadores y sujeto a per-

turbaciones y a mediciones parciales.

Acoplar la śıntesis H∞ para llevar el estado del mecanismo subactuado manejado por ac-

tuadores y sujeto a perturbaciones y a mediciones parciales hacia las cercańıas del estado
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del modelo de referencia.

Validar numéricamente la nueva técnica en un mecanismo carro péndulo.

Validar numéricamente esta nueva técnica en un modelo de helicóptero con grado de subac-

tuación uno.

1.6. Sistemas h́ıbridos

Hasta el momento se ha hablado de producir periodicidad en mecanismos con grado de

subactuación uno que son sujetos a perturbaciones y a mediciones parciales aśı como a ser ma-

nejados por actuadores. Sin embargo, en el presente trabajo de tesis se involucra un estudio

que trata sobre el control de seguimiento en una clase de mecanismos h́ıbridos completamente

actuados, que a su vez son considerados con perturbaciones y su configuración manejada por

medio de actuadores. Estos mecanismos representan una gran cantidad de sistemas f́ısicos y un

estudio soobre control de seguimiento de estos sistemas se encuentra en Montano et al. (2014).

En el presente trabajo de tesis son presentados, ya que son considerados bajo perturbaciones

y manejados por actuadores, lo cual se comparte en común con el esquema práctico en que

los mecanismos subactuados anteriormente descritos serán abordados, justificando entonces su

inclusión dentro del presente trabajo de tesis y contribuyendo en extender la contribución de

Montano et al. (2014) ha un esquema pragmático.

1.7. Organización de la tesis

El presente trabajo de tesis es distribuido en siete caṕıtulos, como puede apreciarse, el primer

caṕıtulo trata sobre la introducción. Por otra parte los caṕıtulos dos, tres y cuatro comprenden

un mismo tópico. El caṕıtulo dos presenta la teoŕıa general sobre como generar movimiento

periódico en mecanismos con grado de subactuación uno, manejados por actuadores dinámi-

cos, sujetos a perturbaciones y a mediciones parciales. El caṕıtulo tres presenta una aplicación

particular de esta teoŕıa genérica a un prototipo particular carro péndulo con actuador dinámi-

co, mostrando resultados numéricos. Análogo al caṕıtulo tres, el caṕıtulo cuatro presenta otra

aplicación particular a un mecanismo helicóptero subactuado, el cual consta de tres grados de

libertad y dos entradas de control.
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Los caṕıtulos cinco, seis y siete tratan sobre la generación robusta de movimiento periódico

en mecanismos h́ıbridos completamente actuados que a su vez son manejados por actuadores

dinámicos. El caṕıtulo cinco muestra la teoŕıa genérica para diseñar un controlador robusto que

en lazo cerrado con el mecanismo h́ıbrido produzca movimiento periódico a través del seguimiento

de una solución periódica producida por un modelo de referencia h́ıbrido. El caṕıtulo seis presenta

la construcción de este modelo de referencia h́ıbrido, el cual es basado en el oscilador de Van

der Pol. Por último el caṕıtulo siete presenta resultados numéricos sobre la teoŕıa genérica

desarrollada en el caṕıtulo cinco. Estos resultados son ilustrados a través de un mecanismo

péndulo con barrera que sigue la dinámica del modelo de referencia construido en el caṕıtulo

seis.
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Caṕıtulo 2

Control H∞ no lineal y no autónomo

para la generación de movimiento pe-

riódico

El presente caṕıtulo tiene como objetivo plantear el problema de control no lineal H∞ varian-

te en el tiempo para una dinámica de errores, aśı como la solución a este problema en términos

de un controlador por retroalimentación de salida basado en la śıntesis H∞.

La dinámica de errores resulta de la diferencia entre la dinámica de la planta (1) y (2) y

la dinámica de un modelo de referencia. Este último será construido con objeto de que en lazo

cerrado genere un ciclo ĺımite asintóticamente estable (solución periódica).

La solución al problema, en términos de la śıntesis H∞ implica el seguimiento de la dinámi-

ca de la planta hacia la dinámica del modelo de referencia, en sentido asintótico si no existen

perturbaciones en la planta o en sentido de satisfacer que la ganancia L2 del sistema sea menor

que γ > 0 si las perturbaciones están presentes.

2.1. Dinámica de la planta

La dinámica de la planta es descrita por las ecuaciones de Euler-Lagrange

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = Bτ + wq (1)

y la dinámica de los actuadores

τ̇ = Aττ +Bτν + wτ . (2)

En las relaciones anteriores, los vectores q ∈ Rn y q̇ ∈ Rn describen posiciones y velocidades

generalizadas, respectivamente, τ ∈ Rn−1 es el vector de torques o fuerzas asociado a las coor-

denadas generalizadas actuadas, el cual es manejado por las correspondientes componentes de

voltaje del vector de entrada ν ∈ Rn−1. Desde el punto de vista f́ısico, M ∈ Rn×n es una ma-
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triz de inercia, la cual es positiva definida y de clase C1, C(q, q̇)q̇ ∈ Rn representa las fuerzas

centŕıfugas y de Coriolis, G(q) ∈ Rn la aceleración de la gravedad, B ∈ Rn×(n−1) compuesta

de escalares especifica las coordenadas generalizadas no actuadas y actuadas, Aτ ∈ Rn−1×n−1 y

Bτ ∈ Rn−1×n−1 son matrices diagonales que definen el comportamiento lineal de las dinámicas de

los actuadores; Aτ es una matriz Hurwitz. Los vectores wq ∈ Rn y wτ ∈ Rn−1 son perturbaciones.

La dinámica (2) corresponde a una colección de actuadores dinámicos, particularmente a

motores eléctricos de corriente continua. De Krishnan (2001), Utkin et al. (2009) y Kelly (2003)

se tiene que las ecuaciones que gobiernan la dinámica de cada uno de estos dispositivos son

ω̇i =
1

J
(τi − f(ωi)− Ti) (3)

τ̇i = −Ra
La
τi −

KaKb

La
ωi +

Ka

La
νi, (4)

donde J es la inercia del rotor. i = 1, . . . , n− 1 denota al i-ésimo motor. ωi ∈ R es la velocidad

angular del eje del motor. τi ∈ R es el par ejercido en el eje del motor. f(ωi) ∈ R es el par

introducido por la fricción del rotor con su soporte que, usualmente modelos lineales han sido

considerados para representarlo. Ti ∈ R representa el torque transmitido a la carga, por ejemplo a

un brazo robótico conectado al eje del motor, mismo que puede ser visto como una perturbación

asociada a la ecuación (3). La variable νi ∈ R representa una variable de control basada en

voltaje. La tabla (1), tomada de Kelly (2003), describe los parámetros correspondientes a (3) y

(4).

Tabla 1: Parámetros del motor eléctrico.

Parámetros Significado Unidades

Ra Resistencia de armadura Ω

La Inductancia de armadura H

Ka Constante motor-par Nm/A

Kb Constante de contrarreacción electromotriz V s/rad

Debido a que en algunos motores eléctricos Kb ≈ 0, e.g. motores de la marca Pittman, la

relación (4), se puede aproximar como

τ̇i = −Ra
La
τi +

Ka

La
νi, (5)

cuya solución relaciona el torque en el eje del motor τi con la variable de control νi. En el presente

trabajo de tesis este torque es considerado como el torque transmitido a la carga, es decir, va

a existir un acoplamiento directo entre el eje del motor y la carga. Por último, la relación (5)

corresponde al i-ésimo actuador de (2). Dicho de otra forma (2) representa una colección de
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n− 1 actuadores dinámicos, descritos por la dinámica de primer orden (5).

2.2. Construcción del modelo de referencia

En esta sección se presenta la extención del método de Shiriaev et al. (2005) al modelo de

referencia libre de perturbaciones siguiente

M(q?)q̈? + C(q?, q̇?)q̇? +G(q?) = Bτ? (6)

τ̇? = −Aττ? +Bτν
? (7)

el cual copia la estructura del sistema (1), (2) y es considerado para diseñarle una entrada de

referencia

ν? = F (q?, q̇?, τ?) (8)

tal que el sistema en lazo cerrado (6), (7), (8) posea un ciclo ĺımite asintóticamente estable. Para

lograr esto, se aplican las restricciones virtuales

q?1 = r1(φ), . . . , q?n = rn(φ), (9)

donde ri(φ), i = 1, . . . , n son funciones de un parámetro φ, tomadas de Shiriaev et al. (2005)

para imponer una dinámica cero con solución periódica en el sistema en lazo cerrado a lo largo de

dichas restricciones. Usualmente y sin perdida de generalidad, una de las coordenadas, por decir

q?n, es una buena selección del parámetro φ con rn(φ) = φ. El diseño de la entrada de control,

es entonces para asegurar que las restricciones de (9) sean consistentes para el sistema en lazo

cerrado (6)-(8). Dadas las restricciones virtuales (9), se introducen las nuevas coordenadas

ζ1 = q?1 − r1(φ), . . . , ζn = q?n − rn(φ). (10)

Las n + 1 coordenadas ζ1, ..., ζn y θ resultan redundantes para el sistema Euler-Lagrange (6),

entonces una de estas, siempre puede ser expresada como función de las otras y exclúıda de la

consideración, si se excluye ζn, entonces las nuevas coordenadas independientes son dadas por

ζ = (ζ1, · · · , ζn−1)T ∈ Rn−1 y φ ∈ R (11)

con ζ1 = q?1 − r1(φ), · · · , ζn−1 = q?n−1 − rn−1(φ) y ζ siendo un vector transversal a la restricción

virtual (9). En términos de estas coordenadas, la dinámica de la planta de acuerdo a Shiriaev et
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al. (2005) es

ζ̈ = R(ζ, ζ̇, φ, φ̇) +N(ζ, φ)τ?, (12)

α(φ)φ̈+ β(φ)φ̇2 + γ(φ) = µ(ζ, ζ̇, ζ̈, φ, φ̇, φ̈, τ?) (13)

donde R,N,α, β, γ, µ son funciones suaves de dimensión apropiada. Se aprecia de Shiriaev et al.

(2005) que la función µ en (13) es lineal en τ? y se anula para ζ = ζ̇ = 0, i.e.,

µ(ζ, ζ̇, ζ̈, φ, φ̇, φ̈, τ?) = µ1(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈)ζ + µ2(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈)ζ̇

+µ3(ζ, ζ̇, φ, φ̇)Nτ? + µ3(ζ, ζ̇, φ, φ̇)R (14)

donde µ1, µ2, µ3 son funciones de dimensión apropiadas y µ3(0, 0, φ, φ̇) = 0. Entonces, (13) llega

a ser

α(φ)φ̈+ β(φ)φ̇2 + γ(φ) = 0 (15)

a lo largo de las restricciones virtuales de (9) y consecuentemente, la dinámica cero en lazo

cerrado es gobernada por la ecuación escalar (15), donde

α(φ(t)) 6= 0 para todo t, (16)

y posee una solución periódica T - φΓ(t), que obedece al comportamiento de las funciones utili-

zadas en las restricciones virtuales de (9).

Una vez que la dinámica de referencia (6) es reescrita en las nuevas coordenadas (11), su

linealización parcial por retroalimentación

ζ̈ = v? (17)

se logra con la transformación

τ?(ζ, ζ̇, φ, φ̇, v?) = N−1(ζ, φ)[v? −R(ζ, ζ̇, φ, φ̇)], (18)

determinada del lado derecho de (12), es decir de

v? = R(ζ, ζ̇, φ, φ̇) +N(ζ, φ)τ?. (19)

Suponiendo que la matriz N(ζ, φ) en (12) es invertible, la transformación en consideración es
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entonces factible. Para complementar la linealización parcial (17), la función integral

I(φ, φ̇, φ0, φ1) = φ̇2 −Ψ(φ, φ0)

[
φ2

1 −
∫ φ

φ0

Ψ(φ0, s)
2γ(s)

α(s)
ds

]
, (20)

donde

Ψ(φ, φ0) = exp

{
−
∫ φ

φ0

2β(τ)

α(τ)
dτ

}
, (21)

se involucra para proporcionar una medida de la distancia que existe entre la trayectoria de

estado y la trayectoria generada por la órbita

φΓ(t), ζΓ
1 (t) = 0, . . . , ζΓ

n−1(t) = 0, (22)

donde φΓ(t) es solución periódica de (15). Se sabe de Shiriaev et al. (2005) y Shiriaev et al.

(2006b) que la función I(φ(t), φ̇(t), φ0, φ1), preserva el valor cero a lo largo de la dinámica cero

(15), inicializada con φ(0) = φ0, φ̇(0) = φ1. La dinámica de (20), vista a lo largo de la solución

de (13), es gobernada por

d

dt
I =

2φ̇

α(φ)

[
µ̃(ζ, ζ̇, ζ̈, φ, φ̇, φ̈, v?)− β(φ)I

]
(23)

donde

µ̃(ζ, ζ̇, ζ̈, φ, φ̇, φ̈, v?) = µ(ζ, ζ̇, ζ̈, φ, φ̇, φ̈, τ?(ζ, ζ̇, φ, φ̇, v?)), (24)

y µ y τ? son dados por (14) y (18) respectivamente. El vector ζ y la variable I(φ(t), φ̇(t), φ0, φ1)

forman la base de las nuevas coordenadas, las cuales son transversales a las restricciones virtuales

de (9). Para llegar a la linealización transversal, la linealizacion parcial por realimentación (17)

de la dinámica de referencia (6) se completa con la linealización

δİ =
2φ̇Γ

α(φΓ)

[
µΓ

1 (t)δζ + µΓ
2 (t)δζ̇ + µΓ

3 (t)δv? − β(φΓ)δI
]
. (25)

Donde (25) es la linealización de (23) alrededor de la solución periódoca de la dinámica cero

(22). Aqui y en lo sucesivo la notación

µΓ
i (t), i = 1, 2, 3 (26)

se usa para las funciones de (14) con periódo T , evaluadas a lo largo de (22). Hasta el momento

sólo el recurso de restricciones virtuales de Shiriaev et al. (2005) ha sido aplicado para derivar la

linealización transversal (17), (25) de la dinámica de referencia (6). Una extensión no trivial del

recurso de restricciones virtuales es posteriormente presentado para incluir las dinámicas de los

actuadores (7) en las coordenadas transversales. Derivando respecto al tiempo la relación (19)
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y tomando en consideración la dinámica del actuador (7) se tiene

v̇? = Ṙ+ (Ṅ −NAτ )τ? +NBτν
? (27)

donde Ṅ es dN/dt y Ṙ es dR/dt. Para linealizar (27) es suficiente considerar

V = Ṙ+ (Ṅ −NAτ )τ? +NBτν
? (28)

en su lado derecho y consecuentemente obtener la relación

v̇? = V, (29)

misma que es acoplada con (17) y (25), para obtener una linealización transversal aumentada.

Esta linealización es llamada transversal debido a que consta de la variable I linealizada, la

cual en un plano transversal a una órbita de referencia, representa la distancia entre esta órbita

de referencia y las variables de estado que se desean estabilizar hacia ella. Por otra parte la

palabra aumentada se utiliza puesto que a diferencia de la linealización transversal de Shiriaev

et al. (2005), en el presente trabajo es aumentada con la relación (29), misma que se debe al

acoplamiento de la dinámica de los actuadores. Esta linealización transversal aumentada para

el modelo de referencia (6) y (7) es descrita por

δη̇ = Aη(t)δη +BηδV, (30)

donde

δη = [δI δζ δζ̇ δv?]T (31)

Aη =


− 2φ̇Γ

α(φΓ)
β(φΓ) 2φ̇Γ

α(φΓ)
µΓ

1
2φ̇Γ

α(φΓ)
µΓ

2
2φ̇Γ

α(φΓ)
µΓ

3

0 0 I 0

0 0 0 I

0 0 0 0

 (32)

Bη = [0 0 0 I]T . (33)

En estas últimas relaciones I define la matriz identidad de dimensión apropiada. Para comple-

tar la construcción del modelo de referencia, resta la determinación de la entrada δV , tal que

estabilice exponencialmente el sistema linealizado (30) a lo largo de (22). Suponiendo que (30)

es completamente controlable en el periódo T , el controlador para (30) se puede lograr (see, e.g.,
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Rugh (1996) y Yakubovich (1986)), minimizando el indice de desempeño

J(δη, δV ) =
1

2

∫ T

0
[δηTDδη + δV 2]dt (34)

a lo largo de la trayectoria (30) con alguna matriz definida positiva D. El regulador lineal

cuadrático resultante

δV = −BT
η δP (t)δη (35)

es obtenido (por ejemplo véase Anderson y Moore (2007), Colaneri (2000a) y Colaneri (2000b))

con una solución periódica -T -, definida positiva δP (t) de la ecuación diferencial periódica de

Riccati

−δṖ = δP (t)Aη(t) +ATη δP (t) +DTD − δP (t)BηB
T
η δP (t). (36)

La entrada

ν? = (NBτ )−1[V − Ṙ− (Ṅ −NAτ )τ?], (37)

se extrae de (28) con V = −BT
η P (q?, q̇?, τ?)η y η = [I ζ ζ̇ v?]T , donde

P (q?, q̇?, τ?) = δP (t(q?, q̇?, τ?)) (38)

con t(q?, q̇?, τ?) siendo un operador de proyección construido como en Pchelkin et al. (2017)

y Shiriaev et al. (2010). Para operar la entrada de control (37) en las coordenadas originales

q?, q̇?, τ? del modelo de referencia, se hace uso de las relaciones (11), (19) y (20). El desarrollo

realizado en este apartado es sintetizado en la siguiente proposición.

Proposición 1 Considere el modelo de referencia (6), (7) y suponga que

1.- Hay una restricción virtual (9) tal que la dinámica cero de referencia (15) posee una solución

periódica φΓ;

2.- La matriz N(ζ, φ) en (12) es localmente no singular alrededor de la órbita (22), generada

por la solución periódica φΓ de (15) ;

3.- El sistema lineal variante (30) es completamente controlable sobre el periodo T .

Entonces el sistema en lazo cerrado (6), (7) alimentado con la entrada de control (37),expresada

en las coordenadas originales q?, q̇?, τ? a través de las relaciones (11), (19) y (20) es orbitalmente

exponencialmente estable alrededor de la órbita (22).

Prueba. Se sigue el mismo razonamiento utilizado en el teorema 3 de Shiriaev et al. (2010).

Por construcción, el sistema lineal variante (30), manejado por (35) representa la linealización

transversal del sistema en lazo cerrado (6), (7), (37) alrededor de la órbita (22). Como esta

linealización (30), (35) es esponencialmente estable debido al diseño del controlador LQR, el
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teorema de Andronov-Vitt (Andronov y Vitt, 1933), (Pchelkin et al., 2017), Leonov (2006),

resulta aplicable a el sistema en lazo cerrado en consideración, su matriz de monondromı́a tiene

los valores propios dentro de una bola unitaria pero sólo uno de valor unitario. La estabilidad

exponencial orbital del sistema en lazo cerrado es entonces obtenida a través de la aplicación del

teorema de Andronov-Vitt.

2.3. Control no lineal H∞ por retroalimentación de la salida para

la generación de movimiento periódico

El sistema construido por (6), (7) y (37) es un modelo de referencia para ser seguido por la

dinámica de la planta (1) y (2). Como este modelo posee una solución periódica exponencialmente

estable, la generación robusta de movimiento para la planta (1), (2) puede lograrse por medio del

uso de la śıntesis H∞, presentada en Orlov y Aguilar (2014), aplicada a la dinámica de errores,

escrita en términos de

eT = [eTp , e
T
v , e

T
a ] = [(q − q?)T , (q̇ − q̇?)T , (τ − τ?)T ] y u = (ν − ν?)T . (39)

y gobernada por

ė = f(e, t) + g1(e, t)w + g2u, (40)

donde

f(e, t) =


ev

M−1(ep + q?)[−C(ep + q?, ev + q̇?)(ev + q̇?)−G(ep + q?)]

Aτea

+

+


0

M−1(ep + q?)[M(q?)q̈? + C(q?, q̇?)q̇? +G(q?)]− q̈? +M−1(ep + q?)Bea

0

 (41)

g1(e, t) =


0n×n 0n×n−1 0n×l

M−1(ep + q?) 0n×n−1 0n×l

0n−1×n In−1×n−1 0n−1×l

 (42)

g2 =


0n×n−1

0n×n−1

Bτ

 (43)
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w = (wTq , w
T
τ , w

T
y )T . (44)

El vector de perturbaciones w ∈ R2n−1+l incluye el vector de perturbaciones asociado a las

ecuaciones de E-L wq ∈ Rn, el asociado a la dinámica de los actuadores wτ ∈ Rn−1 y el asociado

a las mediciones proporcionadas por sensores, wy ∈ Rl. Nótese que la dinámica (40) no forzada

posee un punto de equilibrio en el origen, es decir, f(0, t) = 0 para todo t, lo que permite

aplicarle la śıntesis no lineal H∞. La dinámica (40), se acompaña con una salida de desempeño

dada en su forma genérica por

z(t) = h1(e(t), t) + k12(e(t), t)u (45)

y con una salida medible, dada por

y(t) = h2(e(t), t) + k21(e(t), t)w. (46)

Las funciones, h1 ∈ R4n−2, h2 ∈ Rn, k12 ∈ R4n−2×n−1, k21 ∈ Rn×3n−1 son sujetas a las suposicio-

nes

hT1 (e, t)k12(e, t) ≡ 01×n−1, kT12(e, t)k12(e, t) ≡ In−1×n−1 (47)

k21(e, t)gT1 (e, t) ≡ 0n×3n−1, k21(e, t)kT21(e, t) ≡ In×n, (48)

las cuales son t́ıpicamente utilizadas en el diseño de śıntesis H∞ no lineal variante en el tiempo,

ver Isidori y Astolfi (1992). El problema de control H∞ no lineal variante en tiempo consiste en

encontrar un controlador por retroalimentación de salida K(y) que estabilice asintóticamente la

dinámica de errores (39), (40) libre de perturbaciones (w ≡ 0), mientras que la ganancia L2 del

sistema perturbado (39)-(46) sea menor o igual que γ > 0, es decir, que la desigualdad

∫ T

t0

‖z(t)‖2dt ≤ γ2

∫ T

t0

‖w(t)‖2dt (49)

sea satisfecha para todo T > t0 y toda perturbación continua a tramos w(t), para la cual, la

trayectoria de estado, del sistema en lazo cerrado, iniciada en e(t0) = 0, permanece en una

vecindad U del origen para todo t ∈ [t0, T ].

El controlador H∞ por retroalimentación de salida que proporciona solución al problema en

consideración (Orlov y Aguilar (2014)), viene dado por

u = −gT2 Pεξ, (50)
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donde ξ es la estimación del estado, que es solución del filtro H∞

ξ̇ = f(ξ, t) + [
1

γ2
g1(ξ, t)gT1 (ξ, t)− g2(ξ, t)gT2 (ξ, t)]Pε(t)ξ + Zε(t)C

T
2 (t)[y − h2(ξ, t)], (51)

el cual admite como entrada la salida medible (46) y es especificado con la estructura de las

funciones f, g1, g2, asociadas a (40) y con Pε y Zε como soluciones periódicas definidas positivas

de las ecuaciones diferenciales de Riccati

−Ṗε = Pε(t)A(t) +AT (t)Pε(t) + CT1 (t)C1(t)

+Pε(t)[
1

γ2
B1B

T
1 −B2B

T
2 ](t)Pε(t) + εI, (52)

Żε = Ã(t)Zε(t) + ZÃT (t) +B1(t)BT
1 (t)

+Zε(t)[
1

γ2
Pε(t)B2(t)BT

2 (t)Pε(t)− CT2 (t)C2(t)]Zε(t) + εI (53)

con

A(t) =
∂f

∂e
(0, t), B1(t) = g1(0, t), B2 = g2, C1(t) =

∂h1

∂e
(0, t), (54)

C2(t) =
∂h2

∂e
(0, t), Ã(t) = A(t) + γ−2B1(t)BT

1 (t)Pε(t),

y algún ε positivo. El desarrollo realizado en este apartado se sintetiza en la siguiente proposición.

Proposición 2 Considere la dinámica de errores (40), descrita en términos de la desviación

(39) de la planta (1), (2) con respecto al modelo de referencia (6), (7) y (37). Suponga que existen

soluciones periódicas definidas positivas de las ecuaciones diferenciales de Riccati (52) y (53) y

que además la dinámica de errores (40) es manejada por el controlador por retroalimentación

de salida (50), (51). Entonces el origen del sistema en lazo cerrado (40), (50) y (51) libre de

perturbaciones es asintóticamente estable, mientras que cuando es perturbado y considerado con

la salida de desempeño (45), posee ganancia L2 menor que γ > 0.

Prueba. Consiste en verificar la factibilidad de aplicar el teorema 25, pagina 94 de Orlov y

Aguilar (2014) a las relaciones (39)-(54). Una vez verificado dicha factibilidad, esta proposición

resulta justificada.

Debido a que el controlador u especificado en (50), está relacionado con el controlador ν de

la planta (1) y (2), a través de la relación indicada en (39), entonces se tiene que el controlador

para la planta resulta como

ν = ν? + u (55)
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donde ν? es especificada como en (37).

2.4. Conclusiones

La técnica de Shiriaev et al. (2005) ha sido extendida hacia un esquema prágmatico, donde

perturbaciones, mediciones parciales y actuadores han sido considerados en interacción con un

mecanismo subactuado. A diferencia de lo expuesto en Shiriaev et al. (2005), la nueva extensión

ha dotado de robustes al mecanismo, aśı como de un estimador de estado que permı́te ahorrar

el uso de sensores. Por otra parte la dinámica de los actuadores ha permitido un modelo más

exacto que captura con mayor detalle la f́ısica del mecanismo en consideración.

Debido a que esta nueva técnica se basa en que el mecanismo subactuado sujeto a pertur-

baciones, mediciones parciales y manejado por actuadores siga, a través de la śıntesis H∞, un

modelo de referencia, entonces la extensión aqúı expuesta tiene como alcance el seguimiento de

multiples agentes homogeneos hacia dicho modelo de referencia.

Desde otra pespectiva, al considerar el mecanismo en conjunto con la dinámica de primer

orden de los actuadores se tiene un sistema aumentado en número de estados. Por cada actua-

dor considerado el vector de estados aumenta en uno, mientras que el número de entradas de

control se mantiene. Esto puede verse como un nuevo sistema con grado de subactuación mayor.

Considerando este nuevo sistema, la teoŕıa presentada en Shiriaev et al. (2005) se extiende a la

generación de movimiento periódico en sistema subactuados con grado de subactuación mayor a

uno. Desde esta perspectiva se contribuye a la generación de movimiento periódico en una clase

de sistemas mecánicos con grado de subactuación mayor a uno.
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Caṕıtulo 3

Carro péndulo como caso de estudio

En este caṕıtulo se mostrarán los resultados descritos en el caṕıtulo anterior al ser aplicados

a un mecanismo carro péndulo con grado de subactuación uno. El cual es manejado por un

actuador con su propia dinámica, es sujeto a mediciones parciales asociadas a posición y tanto

el carro péndulo como la dinámica de su actuador son considerados con perturbaciones.

3.1. Carro péndulo con actuador dinámico

El carro péndulo con actuador dinámico, -en lo subsecuente llamado planta- es ilustrado en

la siguiente figura

Figura 1: Carro péndulo con actuador dinámico

y su modelo es gobernado por (1) y (2), donde

n = 2, q = (q1, q2)T , q̇ = (q̇1, q̇2)T , Aτ = a, Bτ = b,

M(q) =

 2 cosq2

cosq2 1

 , C(q, q̇) =

 0 −q̇2senq2

0 0

 ,
G(q) =

 0

−gsenq2

 , B =

 1

0

 (56)

donde q1 denota el desplazamiento horizontal del carro, mientras que q2 denota el ángulo entre

la vertical y el péndulo, el cual vale cero en la posición vertical del péndulo, τ denota el torque-

fuerza generada por el actuador; motor eléctrico, ν describe el voltaje aplicado a dicho motor y g
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describe la aceleración de la gravedad. A diferencia de Shiriaev et al. (2005), el carro péndulo es

manejado por la entrada de control basada en voltaje ν, en vez de la entrada de control basada

en torque-fuerza τ .

3.2. Modelo de referencia para la planta

El presente apartado especifica el desarrollo genérico para construcción del modelo de refe-

rencia para la planta.

La restricción virtual genérica (9), para el modelo de referencia (6), (7) y (56) es

φ = q?2 y r1(φ) = d− Lsenφ. (57)

En las nuevas coordenadas

φ = q?2, ζ = q?1 − d+ Lsenφ, (58)

correspondientes a (11), su dinámica (12) y (13) es especificadas con

α(φ) = 1− Lcos2φ,

β(φ) = Lcosφsenφ,

γ(φ) = −gsenφ, (59)

N(ζ, φ) =
Lcos2φ− 1

cos2φ− 2
, (60)

R(ζ, ζ̇, φ, φ̇) =
senφ(−φ̇2 + gcosφ) + Lcosφ(−2gsenφ+ φ̇2senφcosφ)

cos2φ− 2

−Lφ̇2senφ (61)

y

µ(ζ, ζ̇, φ, φ̇?, τ?) = −cos(φ)v? (62)

la cual puede obtenerse de manera directa al derivar (57) respecto al tiempo. Se puede apreciar

que la relación N(ζ, φ) en (60) es invertible, aśı asegurando la condición dos de la proposición

1. Adicionalmente con un valor de L > 1, se garantiza que la dinámica cero (15) especificada

con (59) posea un centro alrededor del origen. La linealización transversal (17) y (25) resulta
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especificada con µΓ
1 (t) = µΓ

2 (t) = 0 y µΓ
3 (t) = −cos(φΓ), donde

φΓ(t) = φΓ(t+ T ) (63)

es una solución periódica de (15). La linealización transversal (17) y (25), acoplada con la

dinámica (29) de la variable virtual v?, resulta en la linealización aumentada (30) del modelo de

referencia para la planta, la cual es especificada con

Aη =


−2Lφ̇ΓcosφΓsenφΓ

(1−Lcos2φΓ)
0 0 − 2φ̇ΓcosφΓ

(1−Lcos2φΓ)

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

, Bη =


0

0

0

1

 (64)

y ademas es completamente controlable sobre el peŕıodo T ya que su modelo de orden reducido

İ = −2Lφ̇ΓcosφΓsenφΓ

(1− Lcos2φΓ)
I − 2φ̇ΓcosφΓ

(1− Lcos2φΓ)
v?, ζ̈ = v? (65)

lo es (ver Shiriaev et al. (2005)). Entonces, la condición 3 de la proposición 1 se cumple. La

entrada de control (35), expresada en las coordenadas originales q?1, q̇?1, q?2, q̇?2 y τ? a través de

las relaciones (11), (19) y (20), logra la construcción del modelo de referencia. Aplicando la pro-

posición 1 al modelo de referencia de la planta se concluye su generación de movimiento periódico.

3.3. Control no lineal H∞ por retroalimentación de la salida para

la generación de movimiento periódico en el carro péndulo

con actuador dinámico

La descripción estándar (40), (45) y (46) utilizada para plantear el problema de control

H∞ variante en tiempo, se desarrolla en esta sección, en términos de los errores (39) para la

planta (1), (2) y (56). Una vez que dicha descripción estándar es especificada con la dinámica

del carro péndulo, el controlador genérico (50), (51) que resuelve el problema de control para

dicha descripción resulta especificado para el caso particular de la dinámica de errores del carro

péndulo. La dinámica en errores (40) para dicha planta es especificada con el vector de estado

eT = [eTp , ė
T
p , e

T
a ] = [(q1 − q?1)T , (q2 − q?2)T , (q̇1 − q̇?1)T , (q̇2 − q̇?2)T , (τ − τ?)T ], (66)
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mientras que la salida de desempeño (45) y la salida medible (46) son especificadas con

h1(e, t) = C1e, C1 =



0 0 0 0 0

10 0 0 0 0

0 0.001 0 0 0

0 0 0.001 0 0

0 0 0 0.001 0

0 0 0 0 0.15


,

k12(e, t) = [1 0 0 0 0 0]T (67)

y

h2(e, t) = [I2×2 02×3]︸ ︷︷ ︸
C2

e, k21(e, t) = [02×3 I2×2], (68)

respectivamente. En (67), los parámetros para C1 fueron seleccionados para obtener una res-

puesta en lazo cerrado con un transitorio sin sobre impulsos. Por otra parte en (68), h2 indica

que las únicas variables medibles son las que corresponden a las posiciones, q1 y q2.

Considere el vector de errores (66) dado en términos de la diferencia entre los vectores de

estado de la planta (1), (2), (56) y de su modelo de referencia (6), (7), (37). Suponga que su

dinámica (40) y su correspondiente salida de desempeño (45) y medible (46) generan soluciones

periódicas definidas positivas en las ecuaciones diferenciales de Riccati (52) y (53). Entonces el

sistema en lazo cerrado libre de perturbaciones (40), (45), (46), (50) y (51) es asintóticamente

estable y su versión perturbada posee localmente ganancia L2 menor o igual que γ > 0.

3.4. Resultados numéricos

En la presente sección se ilustran resultados numéricos para la planta en lazo cerrado (1),

(2), (56),(50) y (51). Los parámetros utilizados en la simulación se presentan en el cuadro (2) y

corresponden al carro péndulo con actuador dinámico (1), (2) y (56), a la restricción virtual (9)

especificada con (57) y a las ecuaciones diferenciales de Riccati (52) y (53), para estas últimas

se verificó numéricamente que poseen soluciones periódicas positivas definidas.
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Tabla 2: Parámetros para el carro péndulo en lazo cerrado.

parámetros valor unidades

g 9.81 m/s2

d 0 adimensional

L 1.5 adimensional

b -5 Nm/HA

a -5 Ω/H

γ 400 adimensional

ε 0.1 adimensional

Las perturbaciones para el carro péndulo con actuador dinámico fueron consideradas como

w = [wTq , w
T
τ , w

T
y ]T =[wx, wθ, wτ , wy1, wy2]T =

[0.1sen(t), 0.1sen(t), 0.1sen(t), 0.05sen(2t), 0.05sen(2t)]T , mientra que las condiciones iniciales pa-

ra sus estados, los del modelo de referencia y los del filtro fueron considerados como q1(0) = 0.1,

q̇1(0) = −0.1, q2(0) = 0.4, q̇2(0) = −0.2, τ(0) = 0.3, q?1(0) = 0, q̇?1(0) = −0.15, q?2(0) = 0.1,

q̇?2(0) = 0, τ?(0) = 0.1, y ξ(0) = 0.

La Figura 2 describe el error de seguimiento, dado como la diferencia entre la dinámica de

la planta libre de perturbaciones y la de su modelo de referencia. En 2a se muestra la norma 2

de los errores correspondientes al carro péndulo -sin considerar el correspondiente al actuador-

mientras que 2b muestra el error de seguimiento correspondiente al actuador. Se puede apreciar

que el error de seguimiento converge a cero para un tiempo aproximado de 10 segundos.

La Figura 3 muestra las desviaciones de los errores de seguimiento respecto a sus estima-

dos, los cuales son proporcionados por el filtro (51), se aprecia que estas desviaciones convergen

asintóticamente a cero para un tiempo aproximado de 10 segundos.

La Figura 4 compara los retratos de fase de las variables de estado angulares, es decir, el re-

trato producido por la planta contra el producido por su modelo de referencia, se puede apreciar

la convergencia del retrato de fase producido por la planta hacia el producido por su modelo de

referencia.

La entrada de control basada en voltaje muestra un comportamiento periódico después de

un tiempo aproximado de 10 segundos, tal como lo ilustra la Figura 5.
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Figura 2: Errores de seguimiento entre la planta y el modelo de referencia para el caso libre de pertur-
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0 5 10 15
Tiempo [s]

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

||
.
||
2

(a) norma de las desviaciones = ||(ξ1 − ep1 , ξ2 −
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perturbaciones.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
q
⋆

2 [rad]

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

q̇
⋆ 2
[r
ad

/s
]

(a) retrato de fase del modelo de referencia, en el
plano (q?2 , q̇

?
2)

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
q2 [rad]

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

q̇
2
[r
ad

/s
]

(b) retrato de fase de la planta, en el plano (q2, q̇2),
para el caso libre de perturbaciones

Figura 4: Retratos de fase para el caso libre de perturbaciones



25

0 5 10 15
Tiempo [s]

-20

-10

0

10

20

30

40

ν
[V

]
Figura 5: Entrada de control ν para el caso libre de perturbaciones

A continuación resultados en lazo cerrado para cuando las perturbaciones son presentes son

ilustrados. En la figura 6 se muestran los errores de seguimiento, los cuales permanecen acotados,

tal como la teoŕıa de control H∞ lo indica. La Figura 7 muestra las desviaciones de los errores

de seguimiento respecto a sus estimaciones. El retrato de fase correspondientes a las variables

de la planta (q2, q̇2) es presentado en comparación con las variables correspondiente a su modelo

de referencia (q?2, q̇
?
2), en la Figura 8b, se puede apreciar que el retrato de la planta permanece

acotado alrededor del producido por el modelo de referencia. La Figura 9 muestra la entrada de

control basada en voltaje.
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Figura 6: Errores de seguimiento entre la planta y el modelo de referencia para el caso con perturbaciones
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Figura 7: Desviación de los errores de seguimiento respecto a sus estimados para el caso con perturba-
ciones.
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Figura 8: Retratos de fase para el caso con perturbaciones
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Figura 9: Entrada de control ν para el caso con perturbaciones
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3.5. Conclusiones

La teoŕıa genérica desarrollada en el caṕıtulo anterior ha sido numéricamente validada en

el presente caṕıtulo a través de un modelo de carro-péndulo. Los resultados muestran que la

śıntesis H∞ a permitido estimar y manejar el estado del sistema carro-péndulo con actuador

hacia una órbita periódica. Se puede apreciar que cuando las perturbaciones son nulas, el estado

del carro-péndulo con actuador converge aintóticamente a su órbita de referencia, similar al

resultado numérico obtenido para el carro péndulo en Shiriaev et al. (2005). Esto es de esperarse

debido a que la diferencia rad́ıca en la inclusión de actuadores, la cual produce un retardo

debido al tiempo que tarda en responder los torques ante las entradas de voltaje, sin embargo,

la convergencia a la órbita de referencia se mantiene. Por otro lado cuando las perturbaciones

son presentes, el estado del carro-péndulo con actuador evoluciona en las cercańıas de dicha

órbita de referencia, lo cual corrobora lo expuesto en la hipótesis de este trabajo y que además

es factible por el uso del controlador robusto H∞.
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Caṕıtulo 4

Helicóptero subactuado como caso de

estudio

Análogo al caṕıtulo anterior, el presente caṕıtulo tiene como objetivo ilustrar el resultado

genérico obtenido en el caṕıtulo 2 a través de un modelo de helicóptero con grado de subactua-

ción uno. Además de que este modelo es considerado con la dinámica de sus actuadores, también

es sujeto a mediciones parciales asociadas a posición y tanto el modelo como la dinámica de sus

actuadores son considerados con perturbaciones.

4.1. Helicóptero subactuado con actuadores dinámicos

El helicóptero subactuado con actuadores dinámicos, -en lo subsecuente llamado planta- se

ilustra en la figura (10) y su modelo dinámico se deduce a continuación

Figura 10: Helicóptero subactuado con actuadores dinámicos

4.1.1. Modelo dinámico del helicóptero subactuado

Para obtener este modelo, se recurre a la formulación de Euler-Lagrange, la cual se basa

en el calculo del Lagrangiano, que a su vez depende de las enerǵıas cinéticas y potencial del
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helicóptero subactuado. El Lagrangiano es definido como

L(q, q̇) = Ktrans(q, q̇) +Krot(q, q̇)− U(q), (69)

donde Ktrans representa la enerǵıa cinética translacional, Krot la enerǵıa cinética rotacional y

U la enerǵıa potencial. Debido a que este sistema únicamente genera rotaciones respecto a un

marco de referencia fijo con el cual comparte el origen tal como se ilustra en Zheng y Zhong

(2011), la enerǵıa cinética translacional es nula. Por otro lado, la enerǵıa potencial para este

sistema también es nula debido al contrapeso que se le asigna al helicóptero, tal como lo ilustra

la Figura (10), mismo que compensa el efecto gravitatorio.

La enerǵıa cinética rotacional es descrita por

Krot =
1

2
ωT Iω, (70)

donde ω = [ω1 ω2 ω3]T es la velocidad angular a través del eje de rotación instantáneo e

I =diagonal(Ixx Iyy Izz) es una matriz diagonal de inercia correspondiente al helicóptero.

Para describir la enerǵıa cinética rotacional en término de coordenadas generalizadas -ángulos

de Euler- (ver Castillo et al. (2005a)), se hace uso de la relación

ω = A−1q̇, (71)

donde la matriz

A =


1 sen(q1) tan(q2) cos(q1) tan(q2)

0 cos(q1) − sen(q1)

0 sen(q1)
cos(q2)

cos(q1)
cos(q2)

 (72)

relaciona la velocidad angular ω = [ωx ωy ωz]
T instantánea con las razones de cambio de las

coordenadas generalizadas q̇ = [q̇1 q̇2 q̇3]T y corresponde a usar la convención de ángulos de

Euler Z − Y −X como en Kim (2014), es decir a rotar primeramente el ángulo de guiñada q3 a

lo largo del eje Z, posteriormente el ángulo de cabeceo q2 a lo largo del eje Y modificado y por

último el ángulo de alabeo q1 a lo largo del eje X modificado.

La enerǵıa cinética rotacional en las coordenadas generalizadas es descrita por la relación

Krot =
1

2
q̇TJq̇ (73)

donde J = A−1T IA−1 es una matriz simétrica y funge como la matriz de inercia en estas nuevas
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coordenadas.

En relación a que únicamente la enerǵıa cinética rotacional es considerada, el lagrangiano

para este sistema resulta

L(q, q̇) =
1

2
q̇TJq̇ (74)

y las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

∂L(q, q̇)

∂q̇
− ∂L(q, q̇)

∂q
= 0, (75)

especificadas con

∂L(q, q̇)

∂q̇
= [q̇TJ ]T = Jq̇ (76)

d

dt

∂L(q, q̇)

∂q̇
= Jq̈ + J̇ q̇ (77)

∂L(q, q̇)

∂q
=

1

2
q̇T
∂J

∂q
q̇ (78)

proporcionan el modelo dinámico del helicóptero subactuado:

J︸︷︷︸
M(q)

q̈ + (J̇ − 1

2
q̇T
∂J

∂q
)︸ ︷︷ ︸

C(q,q̇)

q̇ = 0. (79)

Resulta entonces que el modelo dinámico del helicóptero subactuado sujeto a torques externos

y a actuadores dinámicos se describe por las relaciones (1) y (2), donde

n = 3, q = (q1, q2, q3)T , q̇ = (q̇1, q̇2, q̇3)T , M(q) = J,

C(q, q̇) = (J̇ − 1

2
q̇T
∂J

∂q
), G(q) = 03×1, B =


b11 b12

b21 −b22

0 0


Aτ =

A1 0

0 A2

 , Bτ =

B1 0

0 B2

 . (80)

El torque generado por los motores es descrito por τ , ν es el voltaje aplicado a dichos motores

eléctricos y las perturbaciones que afectan a (1), (2) y (80) son dadas por wq = [wq1 wq2 wq3 ]T

y wτ = [wτ1 wτ2 ]T , respectivamente. Los elementos de la matriz B (b11, b12, b21, b22) son cons-

tantes de proporcionalidad positivas que definen el acomodo de los torques producidos por los

actuadores, este acomodo indica que las variables actuadas son las de alabeo q1 y cabeceo q2.
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4.2. Modelo de referencia para la planta

El presente apartado especifica el desarrollo genérico para construcción del modelo de refe-

rencia para la planta.

La restricción virtual genérica (9), especificada para el modelo de referencia (6), (7) y (80) es

seleccionada como

q?1 = f1(φ) = 0, q?2 = f2(φ) = 0.5, q?3 = φ. (81)

Nótese que las coordenadas generalizadas son asignadas como función del ángulo de guiñada q?3,

esta selección es con fines de ilustrar el desarrollo genérico del caṕıtulo 2 a través de un caso

sencillo que capture la esencia de dicho desarrollo, pudiendo haber seleccionado cualquier otra

coordenada generalizada como parámetro. En las nuevas coordenadas

φ = q?3, ζ1 = q?1 − 0, ζ2 = q?2 − 0.5 (82)

correspondientes a (11), las dinámicas de referencia (12) y (13) son especificadas con

α(φ) = −Jzs(0.5),

β(φ) = 0,

γ(φ) = 0,

µ1(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈) = [µ11(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈) µ12(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈)]T ,

µ2(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈) = [µ21(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈) µ22(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈)]T ,

µ3(ζ, ζ̇, φ, φ̇) = [µ31(ζ, ζ̇, φ, φ̇), µ32(ζ, ζ̇, φ, φ̇)]T ,

donde

µ11(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈) = (Jy − Jx)c(0.5 + ζ2)2φ̇2,

µ12(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈) = Jzc(0.5)φ̈+ 2(Jy − Jx)s(ζ1)c(ζ1)c(0.5 + ζ2)s(0.5 + ζ2)φ̇2,

µ21(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈) = 0,

µ22(ζ, ζ̇, φ, φ̇, φ̈) = Jzc(0.5 + ζ2)φ̇+ (Jy − Jx)c(ζ1)s(ζ1)ζ̇2 −

(Jy − Jx)c(ζ1)2c(0.5 + ζ2)φ̇+ (Jy − Jx)s(ζ1)2c(0.5 + ζ2)φ̇,

µ31(ζ, ζ̇, φ, φ̇) = −Jz,

µ32(ζ, ζ̇, φ, φ̇) = 0.
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N(ζ, φ) =

 sen(ζ2+ 1
2) cos(ζ1)

Jx cos(ζ2+ 1
2)

sen(ζ2+ 1
2) sen(ζ1)

Jy cos(ζ2+ 1
2)

− sen(ζ1)
Jx

cos(ζ1)
Jy

 , (83)

R(ζ, ζ̇, φ, φ̇) =

1 0 0

0 1 0

 [−L−1M−1C − L−1L̇q̇e], (84)

L−1 = I3×3, (85)

M−1 =


sen(ζ2+ 1

2) cos(ζ1)

Jx cos(ζ2+ 1
2)

sen(ζ2+ 1
2) sen(ζ1)

Jy cos(ζ2+ 1
2)

1
Jz

− sen(ζ1)
Jx

cos(ζ1)
Jy 0

cos(ζ1)

Jx cos(ζ2+ 1
2)

sen(ζ1)

Jy cos(ζ2+ 1
2)

0

 , (86)

C =


−Jx φ̇

(
ζ̇2 sen

(
ζ2 + 1

2

)
cos(ζ1) + ζ̇1 cos

(
ζ2 + 1

2

)
sen(ζ1)

)
− Jx ζ̇2 ζ̇1 cos(ζ1)

−Jy φ̇
(
ζ̇2 sen

(
ζ2 + 1

2

)
sen(ζ1)− ζ̇1 cos

(
ζ2 + 1

2

)
cos(ζ1)

)
− Jy ζ̇2 ζ̇1 sen(ζ1)

−Jz φ̇ ζ̇2 cos
(
ζ2 + 1

2

)
+


Jz
(
ζ̇2 cos(ζ1) + φ̇ cos

(
ζ2 + 1

2

)
sen(ζ1)

) (
ζ̇1 − φ̇ sen

(
ζ2 + 1

2

))
Jz
(
ζ̇2 sen(ζ1)− φ̇ cos

(
ζ2 + 1

2

)
cos(ζ1)

) (
ζ̇1 − φ̇ sen

(
ζ2 + 1

2

))
−Jy

(
ζ̇2 cos(ζ1) + φ̇ cos

(
ζ2 + 1

2

)
sen(ζ1)

) (
ζ̇2 sen(ζ1)− φ̇ cos

(
ζ2 + 1

2

)
cos(ζ1)

)
+


−Jy

(
ζ̇2 cos(ζ1) + φ̇ cos

(
ζ2 + 1

2

)
sen(ζ1)

) (
ζ̇1 − φ̇ sen

(
ζ2 + 1

2

))
−Jx

(
ζ̇2 sen(ζ1)− φ̇ cos

(
ζ2 + 1

2

)
cos(ζ1)

) (
ζ̇1 − φ̇ sen

(
ζ2 + 1

2

))
Jx
(
ζ̇2 cos(ζ1) + φ̇ cos

(
ζ2 + 1

2

)
sen(ζ1)

) (
ζ̇2 sen(ζ1)− φ̇ cos

(
ζ2 + 1

2

)
cos(ζ1)

)
 , (87)

L̇ = 03×3, (88)

q̇e =


ζ̇1

ζ̇2

φ̇

 . (89)

La linealización transversal (17) y (25), acoplada con la dinámica (29) de la variable virtual v?,

resulta en la linealización aumentada (30) del modelo de referencia para la planta, la cual es
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especificada con

Aη =



−2φ̇Γ

α(φΓ)
β(φΓ) 2φ̇Γ

α(φΓ)
µ11

2φ̇Γ

α(φΓ)
µ21

2φ̇Γ

α(φΓ)
µ12

2φ̇Γ

α(φΓ)
µ22 µ31 µ32

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 H11 H12

0 0 0 0 0 H21 H22,


(90)

Bη =



0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1


, H =

H11 H12

H21 H22

 = (NA+ Ṅ)N−1. (91)

La entrada de control (35), expresada en las coordenadas originales q?1, q̇?1, q?2, q̇?2, q?3, q̇?3, τ?1 y τ?2

a través de las relaciones (11), (19) y (20), logra la construcción del modelo de referencia.

4.3. Control no lineal H∞ para la generación de movimiento pe-

riódico en el helicóptero subactuado con actuadores dinámi-

cos

La descripción estándar (40), (45) y (46) utilizada para plantear el problema de control H∞

variante en tiempo, es especificada en esta sección, en términos de las coordenadas de errores

(39) para la planta (1), (2) y (80). Consecuentemente, el controlador (50), (51) que resuelve

el problema de control en consideración, resulta especificado. La dinámica de errores (40) para

dicha planta es especificada con el vector de estado

eT = [eTp , ė
T
p , e

T
a ] = [(q1 − q?1)T (q2 − q?2)T (q3 − q?3)T , (q̇1 − q̇?1)T

(q̇2 − q̇?2)T (q̇3 − q̇?3)T , (τ1 − τ?1 )T (τ2 − τ?2 )T ], (92)
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mientras que la salida de desempeño (45) y la salida medible (46) son especificadas con

h1(e, t) = C1e, C1 =

 02×8

I8×8

 ,
k12(e, t) =

 I2×2

08×2

 (93)

y

h2(e, t) = I8×8︸︷︷︸
C2

e, k21(e, t) = [08×5 I8×8], (94)

respectivamente. Considere el vector de errores (92) dado en términos de la diferencia entre

los vectores de estado de la planta (1), (2), (80) y de su modelo de referencia (6), (7), (37).

Suponga que su dinámica (40) y su correspondiente salida de desempeño (45) y medible (46)

generan soluciones periódicas definidas positivas en las ecuaciones diferenciales de Riccati (52) y

(53). Entonces el sistema en lazo cerrado libre de perturbaciones (40), (45), (46), (50) y (51) es

asintóticamente estable y su version perturbada posee localmente ganancia L2 menor que γ > 0.

4.4. Resultados numéricos

En la presente sección se ilustran resultados numéricos para la planta en lazo cerrado (1),

(2), (80), (50) y (51). Los parámetros utilizados en la simulación se muestran en el cuadro (3)

y corresponden al helicóptero subactuado con actuador dinámico (1), (2) y (80) y a la ecuación

diferencial de Riccati (52), para la cual fue verificado numéricamente que posee solución periódica

definida positiva. Los resultados numéricos muestran el caso para cuando las perturbaciones son

nulas y el caso para cuando no lo son. Antes de introducir estos dos casos, se muestran el

desempeño en lazo cerrado para el modelo de referencia de la planta.

Tabla 3: Parámetros para el helicóptero subactuado en lazo cerrado.

parámetros valor unidades

Jx 0.0364 kg m2

Jy = Jz 0.91 kg m2

A1 = A2 -5 Ω/H

B1 = B2 1 Nm/HA

b11 = b12 = b21 = b22 1 adimensional

γ 100 adimensional

ε 0.1 adimensional
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4.4.1. Modelo de referencia

Los resultados numéricos de este apartado muestran el desempeño del modelo de referencia

del helicóptero con actuadores dinámicos en lazo cerrado (6), (7) y (8). De la Figura 11 a la

15, se muestran los estados q?1, q
?
2, q

?
3, τ

?
1 y τ?2 , respectivamente, donde se puede apreciar que los

estados q?1 y q?2 convergen a sus valores de referencia de 0 y 0.5, respectivamente. Al converger

hacen que q?3 evolucione de acuerdo a la dinámica . τ?1 y τ?2 son los estados que corresponden a los

torques generados por los actuadores, mismos que contribuyen a lograr la dinámica remanente

(15) para q?3. Las entradas de control para los actuadores del helicóptero subactuado son dadas

por los voltajes ν?1 y ν?2 , y son ilustrados en las Figuras 16 y 17. Se puede apreciar que los valores

que toman estos voltajes pertenecen al rango de operación de los actuadores que contiene dicho

helicóptero, ±12 volts.
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Figura 11: Ángulo de alabeo con q?1(0) = 0.2
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Figura 12: Ángulo de cabeceo con q?2(0) = 0.45
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Figura 13: Ángulo de guiñada con q?3(0) = 0.2
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Figura 14: Torque producido por actuador 1 con τ?1 (0) = 0
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Figura 15: Torque producido por actuador 2 con τ?2 (0) = 0
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Figura 16: Voltaje aplicado al motor 1
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Figura 17: Voltaje aplicado al motor 2

4.4.2. Modelo del helicóptero con actuadores dinámicos en lazo cerrado: caso

no perturbado

Los resultados numéricos de este apartado muestran el desempeño del modelo del helicóptero

con actuadores dinámicos en lazo cerrado (1), (2) y (55). Para este caso las perturbaciones se

consideran nulas, es decir wq = wτ = 0 para todo t ≥ 0. Las figuras 18 y 19 muestran los

estados y las entradas de control basadas en voltaje del helicóptero subactuado con actuadores

dinámicos en lazo cerrado. Se puede apreciar que los estados q1, q2, q3, τ1, τ2 convergen a los

mismos valores de los estados de referencia q?1, q?2, q?3, τ?1 , τ?2 , lo cual muestra el seguimiento a la

dinámica del modelo de referencia. Adicionalmente los estados q̇1, q̇2 q̇3 y las entradas de control

ν1 y ν2 correspondientes a voltaje son ilustrados en estas figuras.
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Figura 18: Estados del modelo del helicóptero con actuadores dinámicos en lazo cerrado.



39

0 10 20 30 40 50 60
0

1

2

d
o

t
q

3
 
[
r
a

d
/
s
]

0 10 20 30 40 50 60
-0.02

0

0.02

τ
1
 
[
N

m
]

0 10 20 30 40 50 60
0

0.2

0.4

τ
2
 
[
N

m
]

0 10 20 30 40 50 60
-0.5

0

0.5

ν
1
 
[
V

]

0 10 20 30 40 50 60

Tiempo [s]

0

1

2

ν
2
 
[
V

]

Figura 19: Estados y entradas de control del modelo del helicóptero con actuadores dinámicos en lazo
cerrado.

4.4.3. Modelo del helicóptero con actuadores dinámicos en lazo cerrado: caso

perturbado

Los resultados numéricos de esta subsección muestran el desempeño del modelo del helicópte-

ro con actuadores dinámicos en lazo cerrado (1), (2) y (55). Para este caso se consideran las

siguientes perturbaciones: wq = [wq1 wq2 wq3 ]T = [0.01sen(t) 0.01sen(2t) 0.02sen(0.5t)]T y

wτ = [wτ1 wτ2 ]T = [0.02sen(2t) 0.02sen(2t)]T . Las figuras 20 y 21 muestran los estados y las

entradas de control basadas en voltaje del helicóptero subactuado con actuadores dinámicos en

lazo cerrado. Se puede apreciar que debido a las perturbaciones, los estados q1, q2, q3, τ1, τ2

oscilan alrededor de los valores de los estados de referencia q?1, q?2, q?3, τ?1 , τ?2 , lo cual garantiza
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la robustes del controlador H∞ en el seguimiento de la dinámica de referencia. Adicionalmente

los estados q̇1, q̇2 q̇3 y las entradas de control ν1 y ν2 correspondientes a voltaje son ilustrados

en estas Figuras.
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Figura 20: Estados del modelo del helicóptero con actuadores dinámicos en lazo cerrado, ante pertur-
baciones.
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Figura 21: Estados y entradas de control del modelo del helicóptero con actuadores dinámicos en lazo
cerrado, ante perturbaciones.

4.5. Conclusiones

La teoŕıa genérica desarrollada en el caṕıtulo dos ha sido numéricamente validada en el pre-

sente caṕıtulo a través de un modelo de helicóptero subactuado con tres grados de libertad y

dos entradas de control. Los resultados muestran que el controlador robusto aqúı utilizado a

permitido manejar el estado del sistema helicóptero subactuado con actuadores hacia una órbita

periódica.

Se puede apreciar que cuando las perturbaciones son nulas, el estado del helicóptero subac-
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tuado con actuadores converge aintóticamente a su órbita de referencia. Por otro lado cuando

las perturbaciones son presentes, el estado del helicóptero subactuado con actuadores evolucio-

na en las cercańıas de dicha órbita de referencia, lo cual corrobora lo expuesto en la hipótesis

de este trabajo y que además es factible por el uso del controlador robusto aqúı utilizado. En

comparasión con los resultados obtenidos en Meza-Sánchez et al. (2011), donde se diseñó un

contrlador H∞ basado en torques para manejar el estado del helicóptero subactuado hacia una

órbita de referencia, en el presente caṕıtulo el controlador diseñado para manejar dicho estado

hacia la órbita de referencia ha sido basado en voltaje. A pesar de esta diferencia, los resulta-

dos de ambos trabajos son similares. Esto debido a que al incluir los actuadores se produce un

retardo debido a la respuesta de los torques respecto a los voltajes, sin embargo este retardo no

afecta la convergencia hacia la órbita de referencia.
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Caṕıtulo 5

Solución al problema de control H∞

no lineal bajo restricciones unilatera-

les

El presente caṕıtulo plantea la solución al problema de control no lineal H∞ bajo restriccio-

nes unilaterales a una dinámica de errores h́ıbrida.

La dinámica de errores h́ıbrida resulta de la diferencia entre la dinámica de una planta h́ıbri-

da y la dinámica de un modelo de referencia h́ıbrido.

La solución al problema, en términos del controlador H∞ aqúı presentado implica el segui-

miento de la dinámica de la planta hacia la dinámica del modelo de referencia en sentido de

satisfacer la desigualdad de ganancia L2. Cabe mencionar que la desigualdad de ganancia L2

aqúı presentada es una extension del concepto de desigualdad de ganancia L2 para sistemas no

lineales continuos.

5.1. Dinámica h́ıbrida de la planta

El sistema en consideración es descrito por una dinámica h́ıbrida con parte continua

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = Bτ + wq (95)

τ̇ = Aττ +Bτν + wτ . (96)

que opera donde se satisface la restricción unilateral F0(q) > 0 y por una transición

q(t+i ) = q(t−i ) (97)

q̇(t+i ) = θ(q(ti))q̇(t
−
i ) +W d

i (98)

τ(t+i ) = τ(t−i ). (99)
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que opera durante impactos en la relación F0(q(ti)) = 0. Se le llama dinámica h́ıbrida puesto

que se componde de dos elementos de distinta naturaleza, el primer elemento corresponde a la

dinámica continua, mientras que el segundo a la etapa de transición. Por un lado la dinámica

continua hace evolucionar al estado de forma continua y por otro, la etapa de transición lo

transfiere hacia otro lugar del espacio de fase, produciendo entonces una discontinuidad. En la

dinámica continua (95) y (96), los vectores q ∈ Rn y q̇ ∈ Rn describen posiciones y velocidades

generalizadas, respectivamente, τ ∈ Rn es el vector de torques o fuerzas asociado a las coor-

denadas generalizadas actuadas, el cual es manejado por las correspondientes componentes de

voltaje del vector de entrada ν ∈ Rn. Desde el punto de vista f́ısico, M ∈ Rn×n es una matriz de

inercia, la cual es positiva definida y de clase C1, C(q, q̇)q̇ ∈ Rn representa las fuerzas centrifugas

y de Coriolis, G(q) ∈ Rn la aceleración de la gravedad, B ∈ Rn×n compuesta de 0 y 1 especifica

las coordenadas generalizadas actuadas, Aτ ∈ Rn×n y Bτ ∈ Rn×n son matrices diagonales que

definen el comportamiento lineal de las dinámicas de los actuadores, particularmente Aτ es una

matriz Hurwitz . Los vectores wq ∈ Rn y wτ ∈ Rn son perturbaciones. Debido a que la dimen-

sion de la posición generalizada q y la dimensión de la entrada de control basada en voltaje

ν son iguales, entonces el sistema aqúı considerado es totalmente actuado. Los elementos que

componen la transición (97)-(99) se describen a continuación: las variables q(t−i ), q̇(t−i ) y τ(t−i )

denotan los estados un instante antes de pertenecer a la relación F0(q(ti)) = 0, mientras que

q(t+i ), q̇(t+i ) y τ(t+i ) denotan los estados una vez que se alcanza dicha relación. W d
i , i = 1, 2, ... son

perturbaciones durante la transición, correspondientes a (98) y θ(q(ti)) ∈ Rn×n es una matriz

de transición dependiente de la posición. La función escalar F0(q) define la restricción unilateral

impuesta al sistema en consideración.

Como paso previo al diseño del controlador, se lleva el sistema h́ıbrido (95)-(99) a una re-

presentación dinámica en términos de errores, tal como se ilustrará en el siguiente apartado.

5.2. Dinámica h́ıbrida de errores

5.2.1. Dinámica de errores continua

Los errores para las coordenadas generalizadas q y q̇ se definen como error de posición y

error de velocidad

ep = q − q?, ev = q̇ − q̇? (100)

respectivamente, donde q? y q̇? son trayectorias que eventualmente pueden provenir de un modelo

de referencia h́ıbrido tal como el oscilador de Van der Pol h́ıbrido presentado en Orlov et al.
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(2016) y Herrera et al. (2017), además de ser periódicas y sujetas a impactos que ocurren en el

conjunto F0(q?) = 0. La dinámica para estos errores resulta de derivarlos una vez respecto al

tiempo, es decir

ėp = ev (101)

ėv = M(ep + q?)−1[−C(ep + q?, ev + q̇?)(ev + q̇?)−G(ep + q?) +Bτ + wq]− q̈? (102)

debido a que esta dinámica no posee un equilibrio en el origen, la entrada de control τ es

seleccionada como

τ = B−1[M(q?)q̈? + C(q?, q̇?)q̇? +G(q?) + u]. (103)

Se puede observar que esta entrada lleva a la siguiente representación

ėp = ev (104)

ėv = M(ep + q?)−1[−C(ep + q?, ev + q̇?)(ev + q̇?)−G(ep + q?)

+M(q?)q̈? + C(q?, q̇?)q̇? +G(q?) + u+ wq]− q̈? (105)

para la dinámica de errores (101) y (102), donde ahora se puede apreciar que el origen es el

único punto de equilibrio, aśı como la introducción de la nueva variable virtual u. Para definir

una dinámica en términos de error para la variable τ , se extrae u de (103), la cual funje como

su variable de error, es decir

u = B[τ − (B−1M(q?)q̈? +B−1C(q?, q̇?)q̇? +B−1G(q?))︸ ︷︷ ︸
τ?

] (106)

y su dinámica es gobernada por la expresión

u̇ = B[τ̇ − τ̇?] (107)

para la cual se remplaza la relación (96) con motivo de introducir la variable de control basada

en voltaje ν, entonces resultando en

u̇ = B[Aττ +Bτν + wτ − τ̇?], (108)

al ser considerada ν como

ν = (BBτ )−1[Ω−BAττ +Bτ̇?] (109)
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permite la representación lineal autónoma para (108)

u̇ = Ω +Bwτ . (110)

En esta representación Ω es una nueva variable de control virtual a ser diseñada. Hasta el

momento, se ha definido la dinámica de errores continua para el sistema (95) y (96), la cual se

compone de las relaciones (104), (105) y (110) y es reescrita como

ė = f(e, t) + g1(e, t)w + g2(e, t)Ω, (111)

especificado con

e = [eTp , eTv , uT ]T (112)

f(e, t) =


ev

M(ep + q?)−1[−C(ep + q?, ev + q̇?)(ev + q̇?)−G(ep + q?)]

0n×1

+ (113)


0n×1

M(ep + q?)−1[M(q?)q̈? + C(q?, q̇?)q̇? +G(q?) + u]− q̈?

0n×1

 (114)

g1(e, t) =


0n×n 0n×n 0n×3n

M−1(ep + q?) 0n×n 0n×3n

0n×n In×n 0n×3n

 (115)

g2(e, t) =


0n×n

0n×n

B

 (116)

w = (wTq , w
T
τ , w

T
y )T . (117)

El vector de perturbaciones w ∈ R5n incluye el vector de perturbaciones asociado a la ecuación

de E-L (95), wq ∈ Rn; el asociado a la dinámica de los actuadores (96), wτ ∈ Rn y el asociado a

las mediciones proporcionadas por sensores (119), wy ∈ R3n. Es sencillo verificar que la dinámica

(111) no forzada posee un punto de equilibrio en el origen, es decir, f(0, t) = 0 para todo t. La

dinámica (111), se acompaña con una salida de desempeño dada en su forma genérica por

z(t) = h1(e, t) + k12(e, t)Ω (118)
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y con una salida medible, dada por

y(t) = h2(e, t) + k21(e, t)w. (119)

En (118) z(t) es especificada con

h1(e, t) = [0n×1 ρ1e
T
p ρ2e

T
v ρ3u

T ]T , (120)

k12(e, t) = [In×n 0n×n 0n×n 0n×n]T (121)

y ρ1, ρ2 y ρ3 como matrices diagonales de pesos de dimensión n× n. Por otro lado la medición

completa del estado y(t) es especificada con

h2(e, t) = [eTp eTv uT ]T (122)

k21(e, t) = [03n×2n I3n×3n]. (123)

Las funciones, h1, h2, k12, k21 son de dimension apropiada y son sujetas a las suposiciones

hT1 (e, t)k12(e, t) ≡ 0, kT12(e, t)k12(e, t) ≡ I (124)

k21(e, t)gT1 (e, t) ≡ 0, k21(e, t)kT21(e, t) ≡ I, (125)

las cuales son t́ıpicamente utilizadas en el diseño de śıntesis H∞ no lineal variante en el tiempo,

ver Isidori y Astolfi (1992).

5.2.2. Errores durante la etapa de transición

Los errores para las relaciones (97) y (98) son dados por su diferencia respecto a una

transición producida por un modelo de referencia h́ıbrido sujeto a impactos, que idealmente

ocurren en sincrońıa con los que experimentan las relaciones de transición (97) y (98), es decir,

cuando se satisface F0(q?(ti)) = 0. La transición para dicho modelo de referencia es dada por

q?(t+i ) = q?(t−i ) (126)

q̇?(t+i ) = θ(q?(ti))q̇
?(t−i ), i = 1, 2, .... (127)

y por tanto los errores para la etapa de transición son

ep(t
+
i ) = ep(t

−
i ) (128)

ev(t
+
i ) = µ0(ep(ti), ev(t

−
i ), ti) + ω(ep(ti), ev(t

−
i ), ti)W

d
1i, (129)
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donde W d
i representa una perturbación durante la transición y µ0 es una función descrita por

µ0(ep(ti), ev(t
−
i ) = θ(ep + q?(t))[ev + q̇?(t−)]− θ(q?(t))q̇?(t−). (130)

Debido a (99), el torque τ no vaŕıa durante instantes de impacto, entonces de (106) es sencillo

verificar la veracidad de la relación

B−1u(t+i ) + τ?(t+i ) = B−1u(t−i ) + τ?(t−i ) (131)

la cual reescrita en la forma

u(t+i ) = u(t−i ) +B (τ?(t−i )− τ?(t+i ))︸ ︷︷ ︸
W d

2i

(132)

representa el error para la variable τ durante los momentos de impacto. Es de gran interés notar

que esta última relación involucra el término aditivo B(τ?(t−i )− τ?(t+i )), mismo que para la va-

riable u representa una perturbación durante la dinámica de transición. Debido a este término

que se produce de manera inherente al realizar la transformación (103), el objetivo de control

se plantea en términos de satisfacer únicamente la desigualdad de ganancia L2 en lazo cerrado,

tal como se ilustrará en el siguiente apartado.

5.3. Planteamiento del problema de control H∞ bajo restriccio-

nes unilaterales

En esta sección se plantea el problema de control no lineal H∞ bajo restricciones unilaterales

para el sistema (111), (118), (119), (128), (129) y (132), el cual es reescrito como:

dinámica continua: evoluciona durante la relación F (ep, t) > 0

ė = f(e, t) + g1(e, t)w + g2(e, t)Ω (133)

z = h1(e, t) + k12(e, t)Ω (134)

y = h2(e, t) + k21(e, t)w, (135)

etapa de transición: evoluciona durante la relación F (ep, t) = 0
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ep(t
+
i ) = ep(t

−
i ) (136)

ev(t
+
i ) = µ0(ep(ti), ev(t

−
i ), ti) + ω(ep(ti), ev(t

−
i ), ti)W

d
1i (137)

u(t+i ) = u(t−i ) +B (τ?(t−i )− τ?(t+i ))︸ ︷︷ ︸
W d

2i

(138)

zdi = [ev(t
+
i ) u(t+i )]T (139)

donde eT = [eTp , e
T
v , u

T ] ∈ R3n representa el vector de estados, cuyas componentes ep, ev y u

pertenecen a Rn; Ω ∈ Rn representa la entrada de control; w ∈ R5n y W d
i ∈ Rn las perturbacio-

nes que afectan a esta dinámica; la variable y ∈ R3n representa la medición del estado, mientras

que las variables z ∈ R4n y zdi ∈ Rn representan las salidas del sistema a ser controladas. Las

funciones f, g1, g2, h1, k12, h2, k21, F, µ0 y ω son de dimensión apropiada y son continuamente

diferenciables en sus argumentos, aśı como uniformemente acotadas en t. El hecho de que estas

funciones sean variantes en tiempo implica atender un problema de seguimiento, donde las re-

laciones (133)- (139) son especificadas en términos de las desviaciones de la planta y de alguna

trayectoria de referencia. Se puede apreciar que el sistema antes descrito, al no ser forzado, posee

un punto de equilibrio en el origen, es decir, f(0, t) = 0, h1(0, t) = 0, h2(0, t) = 0 y µ0(0, 0, t) = 0.

Para propósitos del presente trabajo de tesis, este sistema es considerado como completamente

actuado , es decir la dimensión de la entrada de control es igual que la dimensión de la variable

de estado .

El problema de control para el sistema h́ıbrido en términos de errores consiste en encontrar

un controlador

Ω = φ(ξ, t), (140)

tal que la ganancia L2 de este sistema en lazo cerrado sea menor o igual que γ > 0, es decir, que

la siguiente desigualdad

∫ T

t0

‖z(t)‖2dt+

NT∑
i=1

‖z(t)di ‖
2 ≤ γ2

[∫ T

t0

‖w(t)‖2dt+

NT∑
i=1

‖w(t)id‖
2

]
+

NT∑
k=0

βk(e(t
−
k ), ξ(t−k ), tk) (141)

sea satisfecha para alguna función definida positiva βk(e(t
−
k ), ξ(t−k ), tk), k = 0, ..., NT . Para toda

perturbación w(t) continua a tramos dentro del intervalo [t0, T ] y discreta wdi , i = 1, 2, ..., en el

intervalo NT tal que tNT
≤ T < tNT+1

. Considerando dichas perturbaciones, la trayectoria de

estado del sistema en lazo cerrado iniciada en (e(t0), ξ(t0)) = (e0, ξ0) ∈ U permanece en alguna

vecindad U ∈ R3(n+s) del origen, para todo t ∈ [t0, T ].



50

En la relación (140) ξ = [ξ1, ξ2, ξ3]T ∈ R3s es el estado estimado proporcionado por el filtro

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = η(ξ, y, t), ξ̇2 = η(ξ, y, t)

ξ(t+j ) = ν(ξ(t−j ), y(t−j ), tj),

(142)

el cual copia la estructura de la planta y sus funciones son uniformemente acotadas en t.

Observación. A diferencia del planteamiento presentado en (Montano et al., 2014) y (Mon-

tano et al., 2016) se puede apreciar que en este planteamiento sólo se busca satisfacer la de-

sigualdad de ganancia L2, dejando de lado la estabilización asintótica uniforme para cuando

las perturbaciones son nulas. Como consecuencia de manejar las coordenadas generalizadas del

sistema E-L h́ıbrido a través de voltajes en vez de torques o fuerzas, la dinámica E-L h́ıbrida es

aumentada con una dinámica adicional correspondiente a actuadores dinámicos. Debido a esta

dinámica adicional, se refleja un término inherente asociado a perturbación en su correspondien-

te dinámica de errores h́ıbrida, este término se puede apreciar en (132) y es el motivo por el

cual la dinámica de errores nunca va a ser libre de perturbaciones y por tanto el planteamiento

aqúı presentado difiere del planteamiento presentado en (Montano et al., 2014) y (Montano et

al., 2016).

5.3.1. Solución local

Bajo la condiciones siguientes:

C1) Existe una constante positiva ε0 tal que la ecuación diferencial de Riccati

−Ṗε = Pε(t)A(t) +AT (t)Pε(t) + CT (t)C(t) + Pε(t)[
1

γ2
B1B

T
1 −B2B

T
2 ](t)Pε(t) + εI, (143)

posee una solución simétrica definida positiva uniformemente acotada Pε(t) para cada ε ∈ (0, ε0),

donde

A(t) =
∂f(e, t)

∂e
|e=0, B1(t) = g1(0, t), B2(t) = g2(0, t), C(t) =

∂h(e, t)

∂e
|e=0;

C2) La norma de la función matricial α está acotada superiormente por
√

2
2 γ, esto es,

‖α‖ <
√

2

2
γ, (144)
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donde

α =

 ω(e, t) 0

0 B

 . (145)

Es posible enunciar la siguiente proposición, la cual proporciona solución al problema de control

en consideración.

Proposición 3 Sean las condiciones C1 y C2 satisfechas con algún γ > 0. Entonces el sistema

en lazo cerrado manejado por el controlador por retroalimentación de salida

Ω = −g2(e, t)TPε(t)ξ (146)

localmente posee la ganancia L2 menor que γ.

Prueba. Se restringe a satisfacer únicamente que la ganancia L2 sea menor γ > 0, en el teorema

4.1 de Montano et al. (2016).

Hasta el momento se ha calculado el controlador Ω para la dinámica de errores, el cual esta

relacionado con el controlador ν de la planta, a través de (109). Entonces el controlador basado

el voltaje para la planta es dado por (109).

5.4. Conclusiones

El diseño de un controlador no lineal H∞ de seguimiento para un sistema h́ıbrido completa-

mente actuado, sujeto a perturbaciones y manejado a través de actuadores ha sido realizado en

el presente caṕıtulo. A diferencia de Montano et al. (2016) y Montano et al. (2014), donde los

actuadores no son considerados y los controladores para lograr el objetivo de seguimiento son

basados en torques o fuerzas, en el presente trabajo los actuadores que producen dichos torques

o fuerzas han sido considerados y las entradas de estos actuadores fueron las entradas de control

basadas en voltaje. Al no existir perturbaciones en el sistema h́ıbrido, dicha literatura presenta

resultados de seguimiento asintótico. Por otra parte la adición del modelo de actuadores permı́te

el manejo del sistema por medio de voltaje. Dicha adición provocó la introducción de un término

aditivo en la etapa de transición del sistema h́ıbrido, el cual es asociado a una perturbación.

Entonces destruyendo la propiedad de seguimiento asintótico, sin embargo logrando un segui-

miento robusto, es decir, en sentido de satisfacer que la desigualdad de ganancia L2 sea menor

que γ > 0. Esto se apreció en los resultados a través de la desviación del estado repecto a su

referencia.
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Caṕıtulo 6

Oscilador de Van der Pol h́ıbrido co-

mo modelo de referencia

El oscilador de Van der Pol es un sistema dinámico de segundo orden bien reconocido dentro

del área de sistemas dinámicos. El oscilador posee un ciclo ĺımite asintóticamente estable que

atrae todas sus soluciones que inician fuera del origen, excepto aquella que inicia en el origen, la

cual permanece en el mismo origen durante toda su evolución, ver Khalil (2002). Este oscilador

se describe por la ecuación diferencial de segundo orden

q̈? = −ε[q?2 − ρ2]q̇? − µ2q?, (147)

donde ε, ρ y µ son parámetros positivos. En la Figura 22 se muestra el retrato de fase producido

por este oscilador para los valores paramétricos ε = ρ = µ = 1. Se aprecia en esta Figura su

convergencia hacia el ciclo ĺımite para cuando este oscilador se inicia tanto del interior como del

exterior del ciclo.
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Figura 22: Retrato de fase del oscilador de Van der Pol

En Roup y Bernstein (2001) se ha reportado una modificación al oscilador de Van Der Pol

con objeto de modificar la geometŕıa de su ciclo ĺımite al de una elipse. Esta modificación ha

llevado a producir el llamado oscilador de Van der Pol modificado

q̈? = −ε[(q?2
+
q̇?

2

µ2
)− ρ2]q̇? − µ2q?, (148)
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para el cual su ciclo ĺımite es gobernado por la ecuación de la elipse

q?
2

+
q̇?

2

µ2
= ρ2. (149)

Para una selección paramétrica de ε = 1000, ρ = 0.01 y µ = 1, el oscilador de Van der Pol modi-

ficado genera el retrato de fase mostrado en la Figura 23, se puede apreciar que este oscilador,

al igual que el descrito en (147), posee su ciclo ĺımite asintóticamente estable.
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Figura 23: Retrato de fase del oscilador de Van der Pol modificado

Cabe notar que al escalar la variable de tiempo t = µ−1τ y las variables de estado q? = ρy1

y q̇? = ρµy2, este oscilador modificado es re-parametrizado con el único parámetro α = ερ2µ−1.

Se aprecia que al ser representado en las nuevas variables de estado y1 y y2 = dy1

dτ , donde la

derivación se realiza con respecto a τ , se obtiene

dy1

dτ
= y2,

dy2

dτ
= −α[(y2

1 + y2
2)− 1]y2 − y1, α =

ερ2

µ
> 0.

(150)

El oscilador de Van der Pol modificado genera oscilaciones armónicas estables de magnitud ρ,

frecuencia µ y velocidad de transitorio ε. Debido a sus caracteŕısticas, este oscilador ha resul-

tado bastante adecuado para su uso en control adaptable por modelo de referencia, ver Roup

y Bernstein (2001), Orlov et al. (2008) y Aguilar et al. (2015), donde la magnitud y frecuencia

deseadas de las oscilaciones pueden ser modificadas en linea.

En lo posterior del presente caṕıtulo, se diseñará un oscilador de Van der Pol modificado

h́ıbrido, para el cual se buscaran condiciones paramétricas tales que produzcan en su dinámica

un comportamiento de ciclo ĺımite o convergencia asintótica hacia el origen. Debido a que el

análisis presentado en el oscilador h́ıbrido se restringe al estudio de dos comportamientos en
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función de los parámetros, se dice que este nuevo oscilador posee una bifurcación de Hopf. De

forma análoga al oscilador de Van der Pol convencional, la motivación para diseñar este nuevo

oscilador es para que sea utilizado como modelo de referencia en mecanismos que presentan

comportamientos con impactos, tales como robots b́ıpedos que impactan con la superficie del

suelo a través de su caminado, para los cuales resultaŕıa factible modificar en linea su amplitud

y frecuencia de caminado con el hecho de manipular los parámetros del oscilador h́ıbrido.

6.1. Oscilador de Van der Pol h́ıbrido

Con base al oscilador de Van der Pol modificado, en Herrera et al. (2017) se ha construido un

oscilador h́ıbrido que se describe por la dinámica continua (148) y por las relaciones de transición

q?(t+) = q?(t−),

q̇?(t+) = −eq̇?(t−), (151)

donde e ∈ (0, 1) es un parámetro de transición, q?(t−) y q̇?(t−) son los estados un instante antes

de pertenecer al conjunto S = {[q? q̇?]T ∈ R2 : q? = 0 ∪ q̇? ≤ 0} y q?(t+) y q̇?(t+) son los

estados una vez alcanzado este conjunto. La relación (148) opera cuando q? y q̇? no pertenecen

al conjunto S mientras que las relaciones (151) operan una vez que se toca este conjunto. En el

caso de un robot b́ıpedo, el conjunto S correspondeŕıa a la superficie del suelo.

6.2. Existencia de un ciclo ĺımite h́ıbrido

Similar al oscilador de Van der Pol modificado, el oscilador h́ıbrido (148), (151) posee un

equilibrio en el origen que puede ser sencillamente verificado por inspección. Adicionalmente, es

de interés saber si este oscilador h́ıbrido es capaz de generar un ciclo ĺımite estable. Para saber-

lo, en la presente sección se deducen condiciones suficientes que consecuentemente evidenćıen la

existencia del ciclo ĺımite estable.

Sin perdida de generalidad, el análisis de estabilidad posterior para el oscilador (148), (151)

es restringido a la condición inicial q?(0) = 0 y q̇?(0) = v0 con v0 > 0 y su trayectoria para esta

condición inicial es descrita por

q̄?(v0, t) = (q?(v0, t), q̇
?(v0, t))

T . (152)
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Los instantes en que la trayectoria toca el conjunto S son descritos por la secuencia de tiempo

tk, k = 1, 2, ....

Dependiendo de la selección paramétrica para este oscilador, los siguientes dos escenarios se

derivan de manera heuŕıstica.

e1) Las desigualdades

q̇?(v0, t
+
1 ) ≤ v0, q̇?(v0, t

+
k+1) ≤ q̇?(v0, t

+
k ) (153)

se satisfacen para todo k = 1, 2, ... y todo v0 > 0.

e2) Existe un escalar x? > 0 tal que las desigualdades (153) se satisfacen para todo k = 1, 2, ...

y todo v0 > x? mientras que las desigualdades inversas

q̇?(v0, t
+
1 ) > v0, q̇?(v0, t

+
k+1) > q̇?(v0, t

+
k ) (154)

se satisfacen para todo k = 1, 2, ... y todo v0 ∈ (0, x?).

Cabe notar que el escenario e2) se cumple para el oscilador de Van der Pol modificado (148),

donde los instantes tk, k = 1, 2, ... son aquellos que ocurren cuando la trayectoria dependiente

del estado coincide con el eje vertical q? = 0, q̇? > 0. Para reproducir esta conclusión se puede

apreciar de Orlov (2008) que al diferenciar la función candidata de Lyapunov

V (q̄?) =
1

2
q?

2
+

1

2µ2
q̇?

2
(155)

a lo largo de las trayectorias de (148) se obtiene

V̇ (q̄?) =
ε

µ2
[ρ2 − (q?

2
+
q̇?

2

µ2
)]q̇?

2
(156)

lo cual proporciona

V̇ (q̄?)


> 0, if (q?

2
+ q̇?

2

µ2 < ρ2), q̇? 6= 0

< 0, if (q?
2

+ q̇?
2

µ2 > ρ2), q̇? 6= 0

= 0, if (q?
2

+ q̇?
2

µ2 − ρ2)q̇?
2

= 0.

(157)

Entonces el escenario dos propiamente adaptado para el oscilador de Van der Pol modifica-

do (148), resulta de (157). La función (155) no es adecuada para detectar un ciclo ĺımite en

el oscilador h́ıbrido (148), (151) ya que en contraste a la variación de signo (157) de su de-

rivada temporal (156), calculada entre instantes de impacto tk, k = 1, 2, ..., su cambio ins-

tantaneo ∆V (q̄?(v0, tk)) = V (q̄?(v0, t
+
k )) − V (q̄?(v0, t

−
k )) en los instantes de impacto tk es go-

bernado por la transición (151) y por lo tanto permanece negativa definida ∆V (q̄?(v0; tk)) =

1
2µ2 [q̇?

2
(v0; t+k ) − q̇?

2
(v0; t−k )] = e2−1

2µ2 q̇
?2

(v0; t−k ) < 0 a pesar de la selección de las condiciones
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iniciales.

Observación. Otros posibles escenarios donde, por ejemplo, (154) se satisface para todo

k = 1, 2, .. y todo v0 que llevaran a inestabilidad o a convergencias no monotónicas de la secuen-

cia q̇?(v0, t
+
k ), k = 1, 2, ... hacia el valor fijo x? (posiblemente cero), fueron despreciadas debido

al estudio numérico presentado en los apartados siguientes. El estudio aqúı realizado deduce que

solo los escenarios e1 y e2 son destacados para varias condiciones iniciales y combinaciones admi-

sibles de los parámetros de el oscilador h́ıbrido. De acuerdo al teorema, mostrado a continuación,

los escenarios e1 y e2 representan condiciones suficientes para que el oscilador h́ıbrido posea un

punto de equilibrio asintóticamente estable o que respectivamente genere un ciclo ĺımite estable.

Teorema (Herrera et al. (2017), pag. 229). Considere el oscilador de Van der Pol h́ıbrido

(148), (151). Sea el escenario e1 efectivo. Entonces (148), (151) es globalmente asintóticamente

estable en el origen. Por otra parte, sea el escenario e2 efectivo. Entonces (148), (151) posee un

ciclo ĺımite estable γ? generado por la trayectoria q̄?(x?, t) tal que cualquier trayectoria de (148),

(151) iniciada fuera del origen converge hacia γ?.

6.3. Análisis numérico de los comportamientos del oscilador h́ıbri-

do

En esta sección, los diferentes comportamientos del oscilador (148), (151) son numéricamente

presentados. Claramente, estos comportamientos también ocurren para su version re-escalada

(150), sujeta a la transición

y1(τ+) = y1(τ−),

y2(τ+) = −ey2(τ−) si y(τ) ∈ Sy,
(158)

sobre la correspondiente superficie de impacto

Sy = {y1 = 0 ∪ y2 ≤ 0}. (159)

A diferencia del oscilador de Van der Pol modificado, en el cual su ciclo ĺımite puede variarse

en amplitud, frecuencia y velocidad de transitorio bajo una variación paramétrica, pero no de-

gradarse a cero para cualquiera de sus parámetros positivos ρ, µ y ε, el oscilador h́ıbrido exhibe

una bifurcación de Hopf para sus parámetros positivos.
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De Orlov et al. (2016) es sabido que dados los valores paramétricos ρ = 1, µ = 1, y e = 0.5,

la bifurcación de Hopf para el oscilador h́ıbrido ocurre para el parámetro de velocidad del

transitorio ε en su valor espećıfico de εb ≈ 0.429 que corresponde a α = ερ2µ−1 en αb ≈ 0.429.

Estos valores son llamados valores de bifurcación. El comportamiento asintótico de este oscilador

hacia el origen es ilustrado en la Figura 24 (a) para un valor del parámetro ε ≤ εb(α ≤ αb), por

otra parte para el valor paramétrico ε > εb(α > αb) el oscilador h́ıbrido es capaz de generar un

ciclo ĺımite asintóticamente estable, ver figura 24 b.
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Figura 24: Trayectorias de fase del oscilador h́ıbrido (148), (151), correspondientes a los parámetros
ρ = 1, µ = 1, e = 0.5 y al parámetro de velocidad del transitorio ε = 0.3 (figura a) y ε = 0.8 (figura b).
Los cuadrados denotan las condiciones iniciales de las correspondientes trayectorias.

En la figura 25 se puede observar que cuando el parámetro e = 0.5 permanece fijo, mien-

tras que α = ερ2µ−1 se reduce a α = 0.2 (que corresponde por ejemplo a los parámetros

ε = 0.8, ρ = 0.5, µ = 1), el ciclo ĺımite se degrada hacia el origen. Por otra parte, la figura 26

muestra que al incrementar el valor de α a α = 1, es decir ajustar µ = 0.2 sin modificar los

parámetros ρ = 0.5, ε = 0.8 y e = 0.5 nuevamente se genera un ciclo ĺımite.

Finamente se puede apreciar en la figura 27 que al reducir el parámetro de transición e

a e = 0.1, el ciclo ĺımite se degrada nuevamente hacia el origen. De esto se concluye que la

bifurcación de Hopf para el oscilador h́ıbrido resulta de las variaciones paramétricas de α y e.

Las relaciones entre los parámetros de bifurcación αb y eb resultantes de la bifurcación de Hopf

son numéricamente determinados en la siguiente sección.
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Figura 25: Retrato de fase del oscilador h́ıbrido correspondiente a ε = 0.8, ρ = 0.5, µ = 1 y e = 0.5. El
recuadro en el eje vertical indica la condición.
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Figura 26: Retrato de fase del oscilador h́ıbrido correspondiente a ε = 0.8, ρ = 0.5, µ = 0.2 y e = 0.5.
Los recuadros en el eje vertical denotan las condiciones iniciales de las dos trayectorias: una con velocidad
inicial pequeña (linea continua), y otra con velocidad inicial grande (linea discontinua).
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Figura 27: Retrato de fase del oscilador h́ıbrido correspondiente a ε = 0.8, ρ = 0.5, µ = 0.2 y e = 0.1.
El recuadro en el eje vertical denota la condición inicial de la trayectoria.

6.4. Análisis de bifurcación de Hopf a través del método de

Poincaré

En esta sección el método de Poincaré se utiliza para determinar la relación existente entre los

parámetros del oscilador de Van der Pol h́ıbrido y su bifurcación de Hopf. Este método permite

obtener resultados cualitativamente novedosos sobre las bifurcaciones en osciladores h́ıbridos no

lineales, ahorrando entonces dificultades anaĺıticas que usualmente resultan de un estudio teórico.

La sección de Poincaré

y2(t+k+1) = F (y2(t+k )), k = 1, 2, ... (160)

especificada inmediatamente después de cada impacto que experimenta el oscilador h́ıbrido, si-

milar a Goswami et al. (1996).

6.4.1. Análisis numérico del oscilador h́ıbrido bajo la variación del parámetro

α

Para mostrar el valor de bifurcación del parámetro α mientras e = 0.5, se utiliza el mapeo

de Poincaré para distintos valores de α. La figura 28 muestra la intersección de los mapeos de

Poincaré con el mapeo identidad. Se puede apreciar que conforme α es más pequeño, el mapeo
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identidad pierde intersecciones con el mapeo -puntos fijos expresados con recuadros negros- de

Poincaré, resultando entonces el origen como único punto fijo. Para determinar la estabilidad de

los puntos fijos, basta con saber que los valores propios del gradiente ∇F se encuentren dentro

del ćırculo unitario. Este análisis será tratado mas adelante.

La figura 29 muestra los puntos fijos y? calculados para diferentes valores de α. Esta figura

permite identificar la bifurcación del parámetro α en

αb = 0.429. (161)

Representando el valor de bifurcación (161) en los términos originales

εbρ
2
b

µb
≈ 0.429, (162)

se concluye que para cualquier combinación de los parámetros ερ2µ−1 del oscilador h́ıbrido que

excedan este valor, el oscilador h́ıbrido generará un ciclo ĺımite asintóticamente estable, de otra

forma presentará convergencia asiontótica hacia el origen. Para completar este estudio numérico,

el parámetro e será variado para analizar su contribución en el estudio de la bifurcación.
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Figura 28: Intersección del mapeo de Poincaré con el mapeo identidad para diferentes valores de α y
para el valor constante e = 0.5. Las lineas continuas son para los distintos mapeos de Poincaré F (y2)
con sus correspondientes valores de α, la ĺınea discontinua representa el mapeo identidad y los recuadros
negros son los puntos fijos de los mapeos.



61

Figura 29: Diagrama de bifurcación del oscilador de Van der Pol h́ıbrido: puntos fijos del mapeo de
Poincaré y? vs. α. Cada diamante representa un punto fijo que depende del parámetro α. Se aprecia que
la bifurcación de Hopf ocurre en α ≈ 0.429

6.4.2. Análisis numérico del oscilador h́ıbrido bajo la variación del parámetro

de transición e

Los experimentos numéricos previamente realizados son ahora repetidos pero variando el

parámetro de transición e dentro de su dominio de definición e ∈ (0, 1) con una resolución de

0.05. En este caso, un nuevo valor de bifurcación αb(e) se obtiene para cada valor de e. Entonces,

cada valor de bifurcación puede verse como función del parámetro de transición

αb = κ(e). (163)

Siguiendo el procedimiento numérico previamente realizado para el valor de e = 0.5, los valores

de bifurcación son evaluados y graficados en la figura 30
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Figura 30: Función de bifurcación κ(e), los ćırculos representan los valores numéricos obtenidos para
las bifurcaciones de κ(e) y la linea continua su aproximación por mı́nimos cuadrados.

Una función de la forma

κ(e) =
k1

e3
+
k2

e2
+
k3

e
+ k4 + k5e+ k6e

2 + k7e
3 (164)

se propone para representar la gráfica de la figura 30. Utilizando un método de ajuste por

mı́nimos cuadrados los coeficiente para esta función son especificados como k1 = 0.0001, k2 =

−0.0053, k3 = 0.0848, k4 = 0.8808, k5 = −1.4953, k6 = 0.64, y k7 = −0.1035, resultando la

aproximación con un error medio cuadrático de 0.012 y cumpliendo con κ(0) =∞ y κ(1) = 0.

Las relaciones (163) y (164) permiten determinar bajo espećıficos valores de los parámetros α y e

la producción de un ciclo ĺımite asintóticamente estable o convergencia asintótica hacia el origen.

6.5. Análisis de estabilidad del ciclo ĺımite

El mapeo de Poincaré ha sido una herramienta utilizada para determinar la existencia y

estabilidad de órbitas periodicas en sistemas suaves, aśı como en sistemas h́ıbridos (ver Shiriaev

y Freidovich (2009), Morris y Grizzle (2005) y Goswami et al. (1996)). A través de este mapeo

se reduce el problema de encontrar órbitas periodicas al de encontrar puntos fijos en este. El

determinar dicho mapeo para cualquier sistema resulta anaĺıticamente imposible ya que este re-

quiere la solución de la ecuación diferencial que representa al sistema. A pesar de esto, esquemas

numéricos han sido utilizados para encontrar puntos fijos en este mapeo y consecuentemente

calcular sus valores propios para aśı poder calcular su estabilidad.

Determinar la estabilidad de órbitas periódicas resulta de interés en aplicaciones donde se
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desea que el modo de operación sea periódico, como ejemplo se tiene al robot b́ıpedo para el cual

se desea que siga un caminado periódico, es decir, que produzca sus propias órbitas periódicas

estables.

Para sistemas h́ıbridos usualmente y sin perdida de generalidad, este mapeo se define dentro

de una sección de Poincaré correspondiente a la superficie de impacto. Debido a que esta super-

ficie es transversal al flujo solución, resulta factible seleccionarla como la sección de Poincaré.

Dicha sección es requerida para poder definir el mapeo de Poincaré, el cual es un sistema discreto

que relaciona las intersecciones que se dan entre el flujo solución y dicha sección.

En la presente sección se plantea este mapeo para determinar la estabilidad de una órbita

periódica producida por el oscilador de Van der Pol h́ıbrido. El mapeo de Poincaré Γ, correspon-

diente a la sección de Poincaré q? = 0, es dado en términos del valor post impacto q?k = [q?k q̇?k]
T

de la solución de (148) y (151) en el instante de impacto tk, k = 1, 2, ...., es decir como

q?k+1 = Γ(q?k). (165)

Debido que la componente de posición q?k del vector de estado es cero en la sección de Poin-

caré q? = 0, solo la componente de velocidad q̇?k en dicha sección es considerada. En términos

de la velocidad, el mapeo de Poincaré (165), es proyectado como

q̇?k+1 = F (q̇?k). (166)

El ciclo ĺımite a tratar en esta sección es generado por el oscilador h́ıbrido (147) y (151), espe-

cificado con ε = ρ = µ = 1 y e = 0.5.

Bajo el análisis numérico presentado en Montano et al. (2016), el punto fijo para este mapeo,

resulta en

x? = 1.012 (167)

mismo que resuelve la ecuación

x? = F (x?). (168)

La figura 31 muestra en fase y tiempo que la solución del sistem (147) y (151) iniciada en dicho

punto para un instante k, vuelve a tocar ese mismo punto para un instante k+ 1, lo cual corro-

bora la relación (168).

Para demostrar que el punto fijo es localmente asintóticamente estable primero se aproxima
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el mapeo de Poincaré F en serie de Taylor, alrededor del punto fijo, como

F (x? + δx?) ≈ F (x?) + (∇F )δx? (169)

donde δx? representa una pequeña desviación respecto al punto fijo y ∇F el gradiente de F

respecto a el estado. Debido a que x? es el punto fijo, la relación (169) se puede rescribir como

F (x? + δx?) ≈ x? + (∇F )δx?. (170)

El punto fijo x? es estable si el primer retorno del punto fijo perturbado es cercano al mismo

punto fijo. Esta propiedad puede ser vista como la contracción del espacio de fase alrededor del

ciclo ĺımite. Matemáticamente significa que la magnitud del valor propio de ∇F evaluado en x?

sea menor a uno. Para calcular numéricamente el valor propio de ∇F , de (170) se aprecia

∇F ≈ [F (x? + δx?)− x?](δx?)−1 = Πβ−1, (171)

donde F (x? + δx?) es el primer retorno de Poincaré del punto fijo perturbado x? + δx? y β la

desviación de dicho punto. Considerando β = 0.3, el primer retorno de Poincaré resulta como

F (x? + δx?) = 1.052 y por tanto Π = 0.04. En base al calculo de Π y β, el valor propio de ∇F

resulta como

eig(∇F ) = 0.13, (172)

el cual se encuentra dentro del ćırculo unitario y por tanto se concluye estabilidad asintótica local

para x?, aśı como para la órbita que pasa por este punto. Partiendo de las condiciones iniciales

[q?(0) = 0, q̇?(0) = 1.3] y [q?(0) = 0, q̇?(0) = 0.7], las figuras (32a) y (32b) respectivamente

muestran la convergencia asintótica de la solución producida por (147) y (151) hacia el ciclo

ĺımite, las cuales corroboran la estabilidad asintótica de la órbita.
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(a) retrato de fase q? vs. q̇? iniciado en el punto fijo;
q?(0) = 0 y q̇?(0) = 1.012
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(c) estado de referencia q̇?, iniciado en q̇?(0) = 1.012

Figura 31: Solución del modelo de referencia, iniciada en el punto fijo
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(a) retrato de fase q? vs. q̇? iniciado fuera del ciclo; q?(0) =
0 y q̇?(0) = 1.3
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(b) retrato de fase q? vs. q̇? iniciado dentro del ciclo;
q?(0) = 0 y q̇?(0) = 0.7

Figura 32: Planos de fase del oscilador de Van der Pol con restricción unilateral para distintas condi-
ciones iniciales
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6.6. Conclusiones

En el presente caṕıtulo ha sido presentado el oscilador de Van der Pol h́ıbrido, el cual ha sido

inspirado del conocido oscilador de Van der Pol, se mostró numéricamente que en función de

una selección paramétrica, este oscilador h́ıbrido posee un clclo ĺımite discontinuo y su punto de

equilibrio inestable o convergencia asintótica hacia el origen. El mapeo de Poincaré fue empleado

para determinar la existencia de ciclos ĺımite producidos por este oscilador, aśı como para deter-

minar su estabilidad. Ya que este oscilador h́ıbrido exhibe dos comportamientos, es decir, ciclo

ĺımite o convergencia asintótica hacia el origen, este posee una bifurcación de Hopf. El oscilador

h́ıbrido aqúı presentado puede ser utilizado como modelo de referencia en mecanismos h́ıbridos

tal como lo es un robot b́ıpedo. Los paramétros de este oscilador pueden ser variados en ĺınea,

produciendo entonces modificaciones de amplitud y frecuencia. Estas modificaciones pueden ser

reflejan, por ejemplo, en la amplitud y raṕıdez de los pasos del robot b́ıpedo.
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Caṕıtulo 7

Control robusto de seguimiento para

un sistema péndulo con barrera y ac-

tuador dinámico

El objetivo del presente caṕıtulo es ilustrar resultados numéricos de la teoŕıa genérica desa-

rrollada en el caṕıtulo 5; esto a través de un sistema péndulo con barrera y actuador dinámico.

De acuerdo con el desarrollo genérico, se busca que el mecanismo, bajo la acción de control,

ejecute el seguimiento de una dinámica de referencia. Esta dinámica se ilustró en el caṕıtulo

anterior y como se mostró, es inspirada del ya conocido oscilador de Van der Pol convencional.

A la dinámica de referencia se le adoptó el nombre de oscilador de Van der Pol h́ıbrido y a través

de simulaciones numéricas se mostró que esta posee una bifurcación de Hopf, en función de una

selección paramétrica, es decir, su dinámica converge hacia un ciclo ĺımite asintóticamente es-

table o asintóticamente hacia el origen. Para fines del presente caṕıtulo, los parámetros de la

dinámica de referencia se seleccionaron de tal manera que ésta genere un ciclo ĺımite discontinuo

asintóticamente estable. Cabe mencionar que un ciclo ĺımite discontinuo es producido por el

estado de una dinámica continua sujeta a una transición, es decir, el estado evoluciona de forma

continua hasta que la transición se hace presente y lo transfiere hacia otra región del espacio

de fase, dicha transferencia da lugar a una discontinuidad. Por ello el nombre de ciclo ĺımite

discontinuo.

7.1. Modelo dinámico del péndulo con barrera y actuador dinámi-

co

El sistema péndulo con barrera y actuador dinámico se ilustra en la figura 33 y su modelo

dinámico es proporcionado por la dinámica h́ıbrida con parte continua (95) y (96), que para este

caso de estudio resulta especificada a continuación
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Figura 33: Péndulo con barrera

n = 1, M(q) = (ml2 + J), C(q, q̇)q̇ = −kq̇, (173)

G(q) = mglsin(q) B = 1, Aτ = −a, Bτ = 1 (174)

para q = F0(q) ∈ (0, 2π) y por la transición (97)-(99), especificada con

θ(q(ti)) = −κ (175)

para q(ti) = F0(q(ti)) = 0, es decir, cuando el péndulo toca la barrera. En (173) y (174), q

denota la coordenada correspondiente al ángulo que forma el péndulo con la vertical y vale cero

en la posición hacia arriba, q̇ y q̈ describen las coordenadas correspondientes a la primera y

segunda derivada temporal de q respectivamente, τ es el torque producido por el actuador, v la

entrada de control basada en voltaje, m la masa del péndulo, l la distancia de su eje de rotación

hacia su centro de masa, J el momento de inercia del péndulo respecto a su centro de masa, g

la aceleración de la gravedad, k el coeficiente de fricción viscosa y a un parámetro que define la

dinámica del actuador. Durante la transición κ denota la amplitud del salto para la velocidad

ángular, una vez efectuado el impacto.

Para proceder con el diseño del controlador basado en voltaje v, se lleva el sistema dinámico

del péndulo con barrera a su representación dinámica de errores.



69

7.2. Dinámica h́ıbrida de errores para el péndulo con barrera y

actuador dinámico

Esta dinámica se describe por las relaciones (133)-(139), especificadas con

e = [ep ev u]T = [q − q? q̇ − q̇? τ − τ?]T (176)

f(e(t), t) =


ev

mgl
(ml2+J)

[sen(ep + q?)− sen(q?)]− k
(ml2+J)

ev + u

0

 (177)

g1(e(t), t) =


0 0

1
(ml2+J)

0

0 1
(ml2+J)

 (178)

g2(e(t), t) =


0

0

1

 (179)

w(t) = [w1 w2]T (180)

h1(e(t), t) = [0 ρ1ep ρ2ev ρ3u]T (181)

k12(e(t), t) = [1 0 0 0]T (182)

para la dinámica continua (133)-(135) que opera en la relación F (e, t) = ep+q? ∈ (0, 2π) y por la

transición (136)-(139) que opera en la relación F (e, t) = ep+q? = 0. Esta transición se especifica

con µ0 = −κev(ti), ω = 0 y B como en (174). Las variables q? y q̇? son los estados de referencia

producidos por el oscilador de Van der Pol h́ıbrido (147) y (151), donde ε = ρ = µ = 1 y e = 0.5

y τ? es el torque de referencia descrito en (106). Para el sistema péndulo con barrera (95)-(99),

(173)-(175) se espećıfica su controlador (109), lo cual se mostrará en el siguiente apartado.

7.3. Control de seguimiento H∞ no lineal con restricciones uni-

laterales

Para el sistema péndulo con barrera y actuador dinámico (95)-(99), (173)-(175) se utiliza

el controlador (109), para el cual Ω es descrita por la relación (146), donde Pε es solución a la

ecuación diferencial de Riccati (143), especificada con
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A(t) =
∂f(e(t), t)

∂e
|e=0 =


0 1 0

mgl
(ml2+J)

cos(q?) − k
(ml2+J)

1

0 0 0

 ,

B1(t) = g1(0, t) =


0 0

1
(ml2+J)

0

0 1
(ml2+J)

 ,

B2(t) = g2(0, t) =


0

0

1

 ,

C(t) =
∂h(e(t), t)

∂e
|e=0 =


0 0 0

ρ1 0 0

0 ρ2 0

0 0 ρ3

 .

Bajo esta especificación la ecuación diferencial de Riccati posee solución periódica definida po-

sitiva, entonces satisfaciendo la primera condición de la proposición 3. Por otro lado, la segunda

condición de esta proposición también es satisfecha para el valor seleccionado de γ. Los valores

numéricos de los parámetros utilizados en la ecuación diferencial de Riccati son mostrados en la

tabla 5. Como consecuencia de satisfacer las dos condiciones y de acuerdo a la proposición 3 se

tiene que el sistema péndulo con barrera en lazo cerrado, posee la ganancia L2 menor que γ.

7.4. Resultados numéricos

En esta sección se realizan simulaciones numéricas para el sistema dinámico péndulo con

barrera y actuador dinámico (95)-(99), (173)-(175). Dichos resultados se obtienen para el caso

cuando las perturbaciones son nulas (w = [wT1 wT2 ] = wdi = 0). Los parámetros utilizados en la

simulación se muestran en los cuadros 4 y 5. El cuadro 4 muestra los parámetros correspondien-

tes a el sistema péndulo con barrera y actuador dinámico mientras que el cuadro 5 muestra los

correspondientes a la ecuación diferencial de Riccati (143).

Dichos resultados son ilustrados en las figuras 34, 35, 36, 37 y 38. El controlador basado en

voltaje (109), es operado en lazo cerrado en términos de las coordenadas del péndulo con barrera.

La figura 34 muestra los estados q y q̇ del péndulo con barrera, ambos estados son mostrados
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en comparación con su referencia q? y q̇?, producida por el oscilador de Van der Pol h́ıbrido,

se puede apreciar que el estado q converge a su referencia, mientras que el estado q̇ presenta

una pequeña desviación respecto a su referencia en el instante post impacto, dicha desviación

es mayormente apreciada en la figura 35, donde se muestra, la comparación del retrato de fase

producido por los estados de referencia, figura 35a con el retrato de fase producido por los esta-

dos del péndulo con barrera, figura 35b.

La causa de dicha desviación es debida al término inherente que aparece en (138), el cual

corresponde a una perturbación en la representación estándar de sistemas con impactos presen-

tada en Montano et al. (2014). La figura 36 muestra la evolución del estado torque y la figura 37

el voltaje aplicado al actuador, los picos que aparecen en estas dos últimas figuras son generados

como consecuencia de la perturbación inherente presente en (138).

La figura 38 muestra la función de Lyapunov, se puede apreciar que presenta brincos durante

instantes de impacto, razón por la cual no se logran resultados asintóticos en el seguimiento del

modelo de referencia.

Tabla 4: Parámetros del sistema péndulo con barrera.

parámetros valor unidades

m 1 kg

l 1 m

J 1 kg m2

g 9.81 m/s2

k 1 N s/rad

a 5 adimensional

κ 0.5 adimensional

ω 1 adimensional

Tabla 5: Parámetros para la ecuación diferencial de Riccati.

parámetros valor unidades

γ 150 adimensional

ρ1 300 adimensional

ρ2 20 adimensional

ρ3 20 adimensional

ε 0.01 adimensional
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Figura 34: Estados q y q̇ del péndulo con barrera y estados q? y q̇? del modelo de referencia
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(a) retrato de fase q? vs. q̇?, iniciado en q?(0) = 0 y q̇? =
1.012
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(b) retrato de fase q vs. q̇, iniciado en q(0) = 0.3 y q̇(0) =
0.1

Figura 35: Retratos de fase
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Figura 36: Estado τ , iniciado en τ(0) = 0.3



73

0 5 10 15
Tiempo [s]

-100

-50

0

50

100

150

200

v
[V

]

Figura 37: Voltaje v, aplicado a el actuador
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Figura 38: Función de Lyapunov que presenta brincos durante impactos

7.5. Conclusiones

El lazo cerrado del sistema péndulo con barrera y actuador dinámico no logró el seguimiento

asintótico de la trayectoria generada por el oscilador de Vander Pol con impactos, esto debido

a que en la etapa de transición existe un término inherente asociado a perturbación, debido a

una transformación realizada. Por otro lado, el seguimiento que se logra es en sentido de que

la desigualdad de gnanancia L2 sea menor que γ > 0, el cual en vez de ser asintótico presenta

desviaciones respecto a la trayectoria de referencia.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

Una extensión de la técnica basada en el recuso de restricciones virtuales para la genera-

ción de movimiento periódico en sistemas Euler-Lagrange con grado de subactuación uno

ha sido realizada en el presente trabajo de tesis. La nueva extensión involucró el modelo

dinámico de los actuadores para manejar la configuración de dichos sistemas. Esto re-

sultó práctico, ya que en la realidad los actuadores a través de voltajes son los encargados

de producir torques o fuerzas que manejan la configuración de los mecanismos. Aunado a

la practicidad, involucrar la dinámica de los actuadores proporcionó un model más exacto

y evitó una dinámica no modelada que pudiera traer consecuencias de mal desempeño en

lazo cerrado, incluyendo inestabilidad.

Desde una perspectiva matemática, donde un grado de libertad se equipara a dos esta-

dos, la extensión aqúı presentada contribuye a la generación de movimiento periódico en

sistemas con grado de subactuación mayor a uno, debiéndose el aumento en grados de

subactuación a la consideración de los actuadores. Debido a que los actuadores conside-

rados fueron modelados por una dinámica del primer orden, se tiene que por cada dos

de ellos los sistemas Euler-Lagrange manejados por actuadores aumentan en un grado de

subactuación.

Adicional a involucrar la dinámica de actuadores y para proporcionar un esquema aún más

práctico, perturbaciones que son inminentes en aspectos prácticos fueron consideradas en

los sistemas Euler-Lagrange, en la dinámica de los actuadores y en las mediciones corres-

pondientes a posición. Para poder lidiar con las perturbaciones, aśı como para obtener el

estado completo de los sistema Euler-Lagrange con actuadores dinámicos, la śıntesis no

lineal de H∞ fue utilizada. Esta śıntesis permitió estimar el estado a partir de medir las

posiciones aśı como mitigar el efecto de perturbaciones durante la evolución del estado. Ya

que la śıntesis H∞ se compone de un filtro y de un controlador, el filtro permitió estimar

el estado de estos sistemas, mismo que fue utilizado por el controlador basado en voltaje,

para aśı cumplir con la tarea de mitigar las perturbaciones y de generar movimiento pe-

riódico en los sistemas bajo consideración.
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Esta nueva extensión, la cual se ilustra en su forma genérica en el caṕıtulo dos, aplica a una

gran cantidad de mecanismos con grado de subactuación uno, que a su vez son manejados

por actuadores dinámicos, sujetos a perturbaciones y con mediciones parciales, tal como

se apreció la aplicación y evaluación numérica para el sistema carro péndulo presentado

en el caṕıtulo tres y el helicóptero subactuado presentado en el caṕıtulo cuatro. Alcances

de esta extension a otros mecanismos como el pendubot, el acrobot, el péndulo de Furuta,

entre otros también es factible. Contribuyendo entonces, en la generación de movimiento

periódico en mecanismos subactuados.

Como contribución adicional se ha logrado el diseño de controladores no lineales H∞ de

seguimiento para sistemas Euler-Lagrange h́ıbridos completamente actuados y manejados

con actuadores que poseen su propia dinámica. A diferencia de trabajo reportado en la

literatura, donde los actuadores no son considerados y los controladores para lograr el

objetivo de seguimiento son basados en torques o fuerzas, en la presente contribución los

actuadores que producen dichos torques o fuerzas han sido considerados y las entradas de

estos actuadores fueron las entradas de control basadas en voltaje a ser calculadas.

Por una parte la literatura presenta resultados de seguimiento asintótico al manejar estos

sistemas h́ıbrido con controladores basados en torques o fuerzas. Por otra parte, la adición

de los actuadores y el manejo de dichos sistemas por medio de voltajes causo la introduc-

ción de un término aditivo en la etapa de transición de estos, el cual es asociado a una

perturbación, entonces destruyendo la propiedad de seguimiento asintótico, sin embargo

logrando un seguimiento robusto, es decir, en sentido de satisfacer que la desigualdad de

ganancia L2 sea menor o igual que γ.

Este resultado es presentado en el caṕıtulo cinco, por otra parte el caṕıtulo seis presenta la

construcción de un oscilador de Van der Pol h́ıbrido, mismo que es utilizado en el caṕıtulo

siete como modelo de referencia a ser seguido. Por último el caṕıtulo siete presenta resul-

tados numéricos sobre la teoŕıa genérica desarrollada en el caṕıtulo cinco, estos resultados

son ilustrados a través de un mecanismo péndulo con barrera que al ser manejado por su

propio actuador, este sigue la dinámica del modelo de referencia h́ıbrido construido en el

caṕıtulo seis en sentido de satisfacer que la desigualdad de ganancia L2 sea menor o igual

que γ.
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