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En este trabajo se presenta el análisis de estabilidad, robustez y el diseño de algo-
ritmos de control para sistemas no lineales de grado relativo completo. El diseño del
control se basa en la estructura conocida como Control con Modelo Interno (CMI). Se
presenta un análisis de la estabilidad y una medida de robustez para el CMI con la lla-
mada acción de control nominal. Se presenta también un nuevo diseño de la acción de
control que logra un margen de robustez mucho mayor frente a perturbaciones externas
e internas que el nominal. A este controlador le denominamos CMI++. El diseño del
CMI-I-+ incluye un estimador de estado de alta ganancia. La técnica utilizada para el
diseño del CMl++ es una combinación del CMI y el rediseño de Lyapunov.

Además, se presenta el diseño y la puesta en práctica de los controladores propuestos
para una planta experimental. La planta utilizada es un motor de corriente directa. El
algoritmo de control se realiza en una computadora digital.

PALABRAS CLAVE: Sistemas No Lineales, Control Robusto.



ABSTRACT of the thesis of SALVADOR ZAZUETA RUBIO presented as
partial requìrement to obtain the degree of Doctor of Science in Electronics and
Telecommunications . Ensenada, Baja California, México. July 2000.

STABILITY, ROBUSTNESS AND REDESIGN OF AN INTERNAL
MODEL CONTROLLER STRUCTURE FOR NON LINEAR SYSTEMS

This Work presents the robustness and stability analyses for some control algorithms
for nonlinear systems with full relative degree. A design method for this type of con-
trollers is presented also. The design is based on the so called Internal Model Controller
structure (CMI). An improved stability analysis and a robustness measure for the nomi-
nal control action of the CMI is presented. Also a new design of the CMI control action
is presented. This new design achieves a greater margin of robustness and stability
When compared with that of the nominal CMI. We called this controller CMI-I-+. The
CMI+-|- includes in its design a high gain state estimator. The design of the CMl++
is based on a combination of nominal CMI and Lyapunov redesign.

Also the implementation of the proposed controllers is presented. We used a direct
current motor as the experimental plant. The algorithm was implemented with a digital
computer.

KEYWORDS: Nonlinear systems, Robust control.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

En este trabajo se presenta un método para el diseño de controladores automáticos

para plantas no lineales de una entrada una salida representadas por ecuaciones

diferenciales ordinarias y de grado relativo completo. El trabajo se enmarca en la línea

de análisis y diseño de sistemas no lineales presentados recientemente en la literatura.

Se presenta un análisis de las propiedades de estabilidad y robustez de la estructura

conocida como Controlador con Modelo Interno (CMI) para plantas no lineales de grado

relativo completo. También se muestra el diseño de una nueva ley de control para la

estructura CMI, mediante la cual se logra un aumento en la robustez de la estructura.

El trabajo se desarrolla en las dos vertientes principales de un problema de control,

es decir, tanto en el análisis como en el diseño. El analisis se realiza con las técnicas

tradicionales de Lyapunov y otros resultados recientes presentados en la literatura para

sistemas no lineales.

Los resultados publicados en la literatura sobre esta estructura en aplicaciones de

sistemas no lineales son relativamente limitados. Sin embargo, el CMI presenta varias

cualidades muy interesantes desde el punto de vista de un controlador aplicable. Esto

fue un motivo determinante para extender la parte de análisis publicada. Además,
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los resultados del CMI aplicados a problemas de control en la práctica son mucho

más escasos, esta situación nos motivó para desarrollar la aplicación experimental del

algoritmo.

La selección de la estructura CMI se basó en varias características deseables desde

el punto de vista del ingeniero de control, entre ellas se destacan las siguientes:

ø 1) Presenta un cierto grado de robustez de la estabilidad frente a variaciones o

incertidumbres paramétricas así como a cierto tipo de perturbaciones en la entrada

o la salida de la planta.

o 2) El error en estado estacionario es cero para referencias constantes, para lo cual

no se requiere de la presencia explícita de integradores en la ley de control, aún

para plantas no modeladas de manera exacta y no se requiere de un observador.

o 3) La puesta en práctica de la estructura es relativamente fácil.

Estas caracteristicas hacen que el CMI sea un candidato adecuado para el control

de servomecanismos, es decir, procesos o sistemas donde se requiere regular una salida

a un valor constante dado por una entrada de referencia.

I.1 OBJETIVOS DEL TRABAJO

El objetivo general del trabajo es el desarrollo de un método de diseño basado en el

CMI para SNL que presente un buen desempeño frente a perturbaciones exógenas o

incertidumbres paramétricas. El tipo de SNL analizado es el de grado relativo completo

con una entrada de control y una sola salida. Aunque no se presentan en este trabajo,

la extensión de los resultados a sistemas con varias entradas y salidas es directo (si el

número de entradas es igual al número de salidas).
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También es directa la extensión para el caso de sistemas de grado relativo incompleto

pero de fase mínima, es decir, aquellos con dinámica cero estable.

Los objetivos particulares del trabajo son los siguientes :

ø Analisis de la dinámica de un sistema no lineal controlado con la estructura CMI.

Demostrar la existencia de equilibrios, sus propiedades de estabilidad y una me-

dida de la cuenca de atracción.

o Determinar una medida cuantitativa de la robustez del CMI para SNL.

o Rediseño de la estructura y/o el algoritmo CMI, con el fin de aumentar los

márgenes de robustez frente a perturbaciones exógenas y/o incertidumbres o per-

turbaciones de tipo paramétricas_ -

o Rediseño de la estructura y/o algoritmo del CMI para incluir otros objetivos de

control, en particular el seguimiento de trayectorias del tipo rampa.

o Realización de los resultados en una aplicación para el control de un sistema

físico. Esta realización se basa en una computadora del tipo PC con una tarjeta

de interfaz diseñada para el control de un proceso.



CAPITULO II

ANTECEDENTES

II.1 PROBLEMA DE CONTROL
El problema principal de control es mantener una o más variables de un proceso en un

rango aceptable de operación, aún en el caso de presentarse perturbaciones externas

O incertidumbres en el modelo matemático utilizado para el diseño O la síntesis del

controlador.

Este trabajo se enfoca a un tipo de control de lazo cerrado para una clase de sistemas

no lineales.

Un control de lazo cerrado es un sistema realimentado_ La señal de error actuante

es la diferencia entre la variable de entrada o referencia y la señal de realimentación.

La señal de error entra a un “controlador” que se diseña para reducirlo a un valor

aceptable. La reducción del error se logra mediante una acción de control generada

por el controlador. En otras palabras, el término “lazo cerrado” implica el uso de

realimentación para reducir el error del sistema.

Al introducir realimentación a un sistema se generan varios problemas y entre ellos,

el más importante es el problema de estabilidad.
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Así pues, el principal requisito de un sistema de control es su estabilidad. Además,

todo sistema de control debe mantener una cierta estabilidad relativa razonable, es

decir, la velocidad de respuesta del sistema debe ser adecuada y debe presentar un

cierto grado de a_mortiguamiento_ Otro requisito importante de un sistema de control

debe ser el reducir a cero O a un nivel aceptable los errores de salida.

Cualquier sistema de control útil debe cumplir con estos tres requisitos: estabilidad,

estabilidad relativa y error de salida aceptable.

II.2 SISTEMAS LINEALES Y NO LINEALES

El diseño de un sistema de control requiere generalmente de un conocimiento de la

dinámica del sistema por controlar. Este conocimiento se establece por medio de un

modelo matemático, que puede definirse generalmente por medio de una ecuación difer-

encial de la siguiente forma

3': : _ƒ($7u)'›y :

donde a: es el estado del sistema, u es la acción de control e y la salida por controlar.

En realidad todo modelo es una aproximación del sistema dinámico que pretende

describir. El efecto de errores de modelado O incertidumbres de tipo parámetricas obliga

a considerar un modelo diferente, donde se tome en cuenta estos elementos, por ejemplo:

zi: = f(x,u) + Af(:z:,u),y = h(:z:),

donde Af es un campo vectorial que depende de la incertidumbre del modelado.

El tipo de ecuación que define el modelo matemático establece si el modelo es lineal

O no lineal.
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II.2.1 SISTEMAS LINEALES

Un sistema lineal (SL) es aquél cuyo comportamiento dinámico cumple con el principio

de superposición y homogeneidad. Las ecuaciones del modelo matemático de este tipo

de sistemas son lineales. Una ecuación diferencial es lineal si los coeficientes de la vari-

able dependiente y sus derivadas son constantes o funciones únicamente de la variable

independiente. A manera de ejemplo

:1'::A:r+Bu; y=Cx,

donde A G lR"x" B G lR”x1 y C G IRIX" es un sistema lineal. La propiedad principal de

un SL es el principio de superposición. Este principio establece que la salida de un SL

para diferentes funciones de excitación de entrada es la suma de las salidas producidas

por cada excitación actuando por separado. Una manera práctica de saber si una planta

experimental es lineal es investigando si la causa y el efecto son proporcionales.

II.2.2 SISTEMAS NO LINEALES

Un sistema no lineal (SNL) es aquél que no satisface las propiedades establecidas para

los sistemas lineales y está representado por ecuaciones no lineales. Un ejemplo de una

ecuación diferencial no lineal es

zi: = sen(:c) -I-ug y = ac,

donde u es la entrada, sen es la función seno e y es la salida. En la práctica, la mayoría

de los sistemas físicos son SNL. Algunos ejemplos de no linealidades son:

ø Saturación. La salida de algunos procesos se satura después de un determinado

valor de entrada.

O Zonas muertas.



7

o Juego mecánico, histéresis.

La característica principal de los SNL es que no satisfacen el principio de super-

posición. En general, las herramientas para encontrar solución a un problema no lineal

son muy complicadas y en algunos casos no existen. Posteriormente se mencionarán el

tipo de herramientas de análisis utilizadas en el desarrollo del trabajo.

II.3 PROBLEMA DE ROBUSTEZ

En el trabajo se define al problema de robustez en el sentido de la robustez de la

estabilidad de un sistema. En general, hablamos de robustez de la estabilidad frente a

variaciones de un modelo matemático nominal o perturbaciones externas que producen

dichas variaciones. Las variaciones del modelo nominal pueden ser producidas por

varias razones: cambios en el punto de operación del sistema, cambios en la consigna

de control del sistema, cambios graduales en la planta por desgaste o por un error de

modelado. Este último caso es casi inherente a cada sistema de control que se diseñe

en función de un modelo matemático, puesto que el modelo es sólo una aproximación

del proceso por controlar.

Sea el sistema

23 = f(1U) + Af(fU)_

donde f es el modelo nominal y Af es una perturbación del tipo mencionado

anteriormente. Suponga que :ce es un equilibrio del sistema nominal y que el equilibrio

presenta cierta clase de estabilidad. Decimos que este sistema es robusto frente a

esta perturbación si el equilibrio del sistema perturbado conserva la misma clase de

estabilidad que la del equilibrio del sistema nominal. En el trabajo se supone que la

posición del equilibrio me del sistema puede variar, no así la clase de estabilidad del
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mismo.

Se supone que un sistema es más “robusto” que otro si cumple con una o más de

las siguientes proposiciones:

o Tolera un cambio mayor en el valor de sus parámetros sin pérdida de su estabili-

dad.

ø Su cuenca de atracción es mayor.

Como se mencionó anteriormente, el tipo de estabilidad del equilibrio en ambos casos

debe permanecer inalterada

Estas definiciones nos permiten cuantificar la robustez de un sistema.

II.4 ALGUNOS DESARROLLOS PREVIOS

PARA EL CONTROL DE

SISTEMAS NO LINEALES

CON INCERTIDUMBRES

En la literatura reciente se ha abordado el problema de análisis y diseño de control para

SNL, en particular control robusto, es decir el control de sistemas con incertidumbres.

Es posible utilizar dos enfoques diferentes para el análisis y sintesis de controladores

para este tipo de sistemas. El primer enfoque es el de análisis de procesos estocásticos

y el segundo, el determinístico, mismo que se utiliza en el trabajo. Muchos de los

métodos de análisis y diseño han evolucionado a partir de los resultados obtenidos para

sistemas lineales. Algunos de los resultados más importantes en la teoría para sistemas

lineales son: el criterio de Routh-Hurwitz, el método del lugar de las raíces, el análisis
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en la frecuencia, la controlabilidad y la asignación de polos en el espacio de estado y

el control óptimo cuadrático. La extensión de algunos de estos resultados al caso de

sistemas no lineales son: el análisis con el método de la función descriptiva, los métodos

de perturbación singular, el análisis en el plano de fase y la teoría de linealización exacta

por retroalimentación de estado (Ogata, 1983; Kailath, 1980).

Los resultados de los métodos mencionados pueden ser extendidos o aplicados direc-

tamente al caso de sistemas con incertidumbres. Para sistemas lineales se puede utilizar

el_ teorema de Kharitonov (Kharitonov, 1979) y otros resultados recientes, aplicables

cuando las perturbaciones O incertidumbres son de tipo paramétricas, con parámetros

constantes desconocidos que pertenezcan a un cierto conjunto compacto. Otros resul-

tados importantes para los sistemas linealescon incertidumbres son el análisis singular

en el dominio de la frecuencia, el análisis de sensibilidad óptima en H2, los modos

deslizantes (Utkin, 1992) , el método de la ecuación de Riccati para el análisis de ro-

bustez en controladores óptimos cuadráticos, etc.

En el caso de los sistemas no lineales con incertidumbres, los métodos de análisis de

Lyapunov y de optimización no lineal son los más utilizados (Khalil, 1992; Qu, 1997).

En la mayoría de los casos el problema de estabilidad y control se puede transformar a

un problema de minimización de algún índice bajo ciertas restricciones. Las propiedades

del sistema pueden analizarse resolviendo el problema de minimización numéricamente.

En comparación, el método directo de Lyapunov nos permite establecer la estabilidad

o inestabilidad de un sistema por medio de una función de comparación. Esto permite

diseñar un control estabilizante basado en las propiedades de la función de comparación.

Los resultados obtenidos en la literatura parecen indicar que los métodos de análisis

de Lyapunov serán los más utilizados para el diseño y análisis de controladores para

sistemas no lineales. En este trabajo se utilizan primordialmente los métodos de análisis
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de Lyapunov.

Muchos de los resultados que se muestran en el trabajo se basan en las técnicas de

diseño y análisis desarrolladas previamente por muchos autores. Entre los resultados

más destacados que se utilizan en este trabajo se pueden mencionar los siguientes:

Análisis y determinación de una medida de robustez para una clase de SNL (Wang

y Michel, 1994; Michel y Wang, 1995). En estas referencias, Wang y Michel desar-

rollan herramientas que nos permiten estimar una medida de robustez en función de

los parámetros del sistema para una clase de SNL. Estos resultados son usados en el

capítulo III para estimar una medida de robustez de la estructura CMI frente a una

clase de perturbaciones. La principal desventaja del resultado es que la medida de

robustez es de caracter local, en general conservadora, y no nos provee de una medida

de la cuenca de atracción del sistema. Las ventajas obtenidas con este análisis frente a

otros presentados anteriormente en la literatura son: la medida es de fácil estimación

y es general, es decir, se obtiene a partir de los parámetros de diseño del CMI cuando

se supone que se tiene acceso a un modelo perfecto de la planta.

Isidori en (Isidori, 1985-1989) presenta el desarrollo de un método de diseño y análisis

para SNL con herramientas de geometría diferencial. Sus estudios son básicos para el

desarrollo posterior de la teoría de SNL. En su libro se presentan problemas de diseño

tales como: estabilización de SNL con retroalimentación de estado, estabilización con

retroalimentación de salida y el diseño del regulador para SNL para el seguimiento de

trayectorias. La principal desventaja de los resultados del texto, y en general de la

época, es que son de carácter local y no se aborda el problema de robustez propia-

mente dicho. Cabe mencionar que en trabajos posteriores, Isidori (Byrnes et al., 1997)

aborda el problema de robustez con los métodos de análisis propuestos por él mismo
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y una combinación de herramientas desarrolladas por otros autores, en particular las

presentadas por H.K_ Khalil en (Khalil, 1996).

En su libro Kokotovic et. al. (Kokotovié et al., 1986) desarrollan herramientas

de perturbaciones singulares para el diseño de controladores adaptables para SNL uti-

lizando el concepto de dos escalas de tiempo para su modelado. Se muestra la estabili-

dad de la interconexión de dos subsistemas. Uno rápido y otro lento por medio de una

función de Lyapunov obtenida por separado para cada subsistema. El uso del método

directo de Lyapunov permite estimar un dominio de atracción para el sistema. El

problema de robustez se aborda someramente por estos autores. El principal resultado

establece las condiciones que se deben cumplir en los subsistemas rápido y lento para

que se mantenga la estabilidad. Estos resultados se aplican en el trabajo directamente

al análisis de estabilidad de la interconexión de un estimador de estado con un nuevo

algoritmo de control propuesto para el CMI.

Otros autores como (Krstié et al., 1995) desarrollan controladores robustos en base

al rediseño de Lyapunov y al algoritmo de retroceso (“backstepping algorìthm”). Este

tipo de algoritmos permiten el desarrollo de controladores robustos aplicables a varios

tipos de SNL, inclusive sistemas de fase no mínima. Una de las desventajas de este

método de diseño es que el tipo de SNL a los cuales es aplicable debe cumplir con la

condición de retroalimentación estricta (“strict feedback”), lo cual no es muy restrictivo_

Sin embargo, en nuestro caso no fue posible aplicar esta técnica puesto que la estructura

CMI, cuando se aplica a sistemas de fase no mínima, no presenta esta propiedad. Otra

posible desventaja de este tipo de algoritmos es la necesidad de tener acceso al estado

completo del sistema para la síntesis de los controladores.

El libro (Khalil, 1996) es una síntesis de las herramientas mas importantes de análisis
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y diseño para SNL. Se abordan problemas de diseño y análisis de una gran variedad de

métodos entre los cuales se puede destacar: el rediseño de Lyapunov, modos deslizantes,

estabilización por retroalimentación de estado, linealización exacta, etc. Los artículos

citados en la bibliografía muestran el desarrollo del concepto de estimadores rápidos

para el diseño de servomecanismos para SNL. Los resultados de los análisis de estabil-

idad de estos últimos utilizan herramientas de perturbaciones singulares establecidas

por Kokotovic en (Kokotovió et al., 1986). En general la síntesis de los controladores

es mas directa y sencilla a partir de estos resultados que los propuestos anteriormente

por Isidori en el caso del regulador robusto. Los resultados de estos autores son com-

parables directamente pues se aborda la misma clase de SNL. En el trabajo se utilizan

estos resultados para la prueba de estabilidad de un nuevo algoritmo para el CMI que

muestra una mejora substancial en desempeño comparado con los algoritmos propuestos

anteriormente para la estructura.

En el artículo (Atassi y Khalil, 2000) estos autores demuestran la estabilidad de la

interconexión estimador-sistema por medio del análisis de Lyapunov y herramientas de

perturbaciones singulares. Sus resultados permiten asociar el concepto del “principio

de separación” usado en el diseño de observadores para SL, al diseño de estimadores-

controladores para SNL. En el trabajo se utilizan estos resultados para probar la esta-

bilidad del sistema CMI con un nuevo algoritmo que incluye un estimador de estado.

Existen otras técnicas de control de sistemas con incertidumbres basadas en un

enfoque heurístico, entre ellas, se puede mencionar a las siguientes: la lógica difusa

(“fuzzy logic”), los algoritmos genéticos y las redes neuronales. Recientemente estas

técnicas estan logrando grandes avances y se estan desarrollando pruebas formales de su

eficacia_ El interés que suscitan, y lo comento textualmente de (Varios, 1999), es debido

a una gran cantidad de “aplicaciones exitosas”. Existen muchas referencias sobre lógica
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difusa, sin embargo, el trabajo germinal de este método se debe a Zadeh (Zadeh, 1992).

Cabe mencionar que la herramienta de análisis más utilizada en el trabajo son los

métodos de Lyapunov. El uso de estas herramientas en general se debe a que no es

necesario obtener una solución de las ecuaciones dinámicas del sistema analizado para

establecer un criterio de estabilidad. Esta característica es primordial puesto que en

la mayoría de los casos la solución analítica de las ecuaciones diferenciales de los SNL

no existe. Una ventaja adicional de este método de análisis es el traslado del problema

de análisis de estabilidad a uno de comparación cualitativa de la dinámica de sistemas,

lo que permite la síntesis de controladores estabilizantes basados en técnicas como el

rediseño de Lyapunov o el algoritmo de retroceso o paso atrás (“backstepping”)_

II.5 EL CMI LINEAL

La primera aparición del CMI como muchos otros tipos de controladores se hizo en el

contexto lineal.

En el libro de Morari (Morari y Zafiriou, 1989) se presenta el diseño del CMI para

sistemas lineales representados por funciones de transferencia. El diseño se basa en una

parametrización de todos los controladores estabilizantes para determinado problema

e_g_ una parametrización de Youla. Se muestran las características de robustez de la

estructura y se establece un método de diseño y análisis para plantas con un modelo

lineal.

En el texto de Morari se aborda el problema de robustez en base a la estructura

CMI. En particular el método de diseño de los controladores utilizado es la minimización

en Hg y Hoc. Como ellos mismos mencionan en su texto, el problema de robustez se

hizo a un lado en la mayoría de los desarrollos comprendidos entre 1960 y 1980, con la
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consecuencia de que muy pocos resultados de esa época se han reflejado en aplicaciones

prácticas.
PERTURB ACIONES

REFERENCIA . CM, PLANTA . sAuoA
_ corrmor

MODELO ' .

Figura 1: La estructura CMI lineal

Algunas de las ventajas cualitativas de la estructura CMI (ver figura 1) en com-

paración con la estructura clásica de retroalimentación se discuten a continuación.

El efecto del camino en paralelo de la planta y el modelo es restar el efecto de las

variables manipuladas sobre la salida del proceso. Si suponemos por el momento que

el modelo es perfecto y las condiciones iniciales de la planta y el modelo son idénticas,

entonces la señal de retroalimentación es igual a la de la influencia de las perturba-

ciones y no es afectada por la acción de las variables manipuladas. Por lo tanto, el

sistema está en lazo abierto y los problemas usuales de estabilidad asociados con la

retroalimentación desaparecen. El sistema CMI en general es estable si la planta y el

controlador son estables. Además, el controlador CMI juega el papel de un control

con prealimentación (“feedforward”) y se puede diseñar como tal. El control CMI no

sufre de las desventajas de los controles prealimentados: puede cancelar los efectos de

las perturbaciones no medidas puesto que la señal de realimentación está sometida a la

misma influencia y modifica acordemente la variable de referencia. Si el modelo no sigue

o genera perfectamente la dinámica de la planta entonces la señal de realimentación
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exhibe la influencia de esta dinámica no modelada y de las perturbaciones. Es decir,

cuando existe un error de modelado entre planta y modelo se genera una realimentación

propiamente dicha, esto conduce posiblemente a problemas de estabilidad. La señal de

realimentación obliga al diseñador del CMI a “desintonizar” el controlador ideal prea-

limentado, e.g. aquel con modelo perfecto, para lograr un aumento en robustez.

Esta “desintonización” del controlador CMI se logra por medio de la incorporación

de un “filtro” robustecedor_ Otra función del filtro es lograr un controlador realizable

e.g_ uno causal. Este enfoque de utilizar un filtro se incluye también en el CMI para

SNL como se verá posteriormente.

Los resultados obtenidos con la estructura CMI para el caso lineal y las carac-

terísticas de robustez y desempeño mostrados en el texto de Morari (Morari y Zafiriou,

1989) y otros autores motivaron la extensión de esta técnica al caso no lineal.

II.6 EL CMI NO LINEAL:

PROBLEMAS IMPORTANTES,

PROBLEMAS POR RESOLVER

El CMI aplicado a SNL se ha analizado con algunas variaciones en (Henson y Seborg,

1991; Alvarez Gallegos y Zazueta Rubio, 1998; Economou et al., 1986) y muchas más

publicaciones. Las citadas son las que más se utilizaron para el desarrollo del trabajo.

Henson y sus colaboradores en (Henson y Seborg, 1991) muestran el diseño del CMI

para SNL. Por medio de simulaciones establecen que el algoritmo CMI para SNL en

algunos casos y bajo ciertas condiciones recupera las características de robustez y error

de estado estable cero presentados por el CMI lineal.
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Alvarez (Alvarez Gallegos y Zazueta Rubio, 1998) muestra las propiedades de es-

tabilidad y robustez de la estructura cuando se presentan perturbaciones externas o

errores de modelado. Determinan un margen de robustez en base a un análisis con las

técnicas clásicas de Lyapunov.

Entre los problemas parcialmente resueltos y sin resolver en la literatura para el

CMI cuando se aplica a sistemas no lineales se pueden listar:

ø Falta una medida directa de la robustez de cálculo fácil y de naturaleza general.

o El CMI presenta un cierto grado de robustez. Sin embargo, para ciertos sistemas

los resultados en simulación y análisis muestran que es deseable aumentar este

margen de robustez. En general la cuenca de atracción de la estructura para SNL

no es muy grande. El problema es generar un rediseño de la acción de control

propuesta originalmente para el CMI para lograr un aumento de la cuenca de

atracción, con lo que se aumentaría el margen de robustez de la estructura.

o La aplicación y puesta a punto del CMI a un problema práctico. Se plantea el uso

de una computadora como el medio para realizar la acción de control del CMI.

o El problema de análisis de la aplicación a SNL con dinámica cero inestable (que

sigue abierto).

o EL análisis de la estructura CMI cuando se aplica a sistemas con número de

entradas distinto al número de salidas.

Los primeros tres puntos de la lista anterior se abordan en este trabajo. En parti-

cular, las aportaciones más importantes se presentan en el segundo punto, es decir, la

propuesta de un algoritmo de control para el CMI que presente un mejor desempeño

frente a incertidumbres y dinámicas no modeladas. También se presenta el análisis de

estabilidad de la estructura CMI para el seguimiento de una trayectoria de tipo rampa.
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II_7 LA ESTRUCTURA DE CONTROL

CON MODELO INTERNO

En esta sección se describe formalmente la estructura del CMI y se analiza la esta-

bilidad de la misma por medio del método indirecto de Lyapunov. El objetivo de las

secciones siguientes es la introducción del CMI para familiarizar al lector con la estruc-

tura. También se introduce la notación que se usará a lo largo de los demás capítulos.

En otras secciones del capítulo se analiza la estabilidad del CMI con la acción de

control nominal para varios casos. El primer caso de análisis es el del CMI con modelo

perfecto, que llamamos ' _ Posteriormente se analiza la estabilidad del CMICMI nominal

frente a perturbaciones de dos tipos: (1) perturbaciones constantes y (2) perturbaciones

en función del estado. En general las perturbaciones analizadas pueden ser exógenas o

internas, es decir, pueden ser errores de modelado o variaciones paramétricas causadas

por algún agente externo.

II.8 DEFINICION DE LA ESTRUCTURA CMI

La estructura de control con modelo interno (CMI) está compuesta de varios bloques

(c_f. 2). Los componentes de este diagrama son: P (planta), M (modelo), R (regulador)

y C (bloque controlador).

Cada bloque de la estructura juega un papel determinado:

El bloque P (planta) es el proceso a controlar, posee una entrada de control y una

salida. Las características que debe cumplir la planta se presentarán posteriormente.

El bloque M (modelo de la planta) actúa como un observador en lazo abierto del

estado de la planta (bloque P). Esto implica la necesidad de que el bloque M sea
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+O

Figura 2: Diagrama a bloques del CMI

asintóticameute estable para garantizar la convergencia del estado del modelo al estado

de la planta en el caso de que el estado inicial del modelo sea diferente al de la planta.

El bloque R (filtro o regulador) se incluyó como parte de la estructura desde el

diseño del CMI lineal (Morari y Zafiriou, 1989). Se usa como regulador un filtro lineal

pasa bajas de orden igual al de la planta y el modelo. La inclusión del filtro permite

entre otras cosas el desarrollo de un controlador realizable_ Otro propósito del filtro es

compensar el error de modelado entre planta y modelo. Para esto, se usa la constante

de tiempo del filtro como un parámetro de ajuste o sintonía (Morari y Zafiriou, 1989).

El ajuste de este parámetro presenta un cierto compromiso entre desempeño y robustez.

Un filtro con una constante de tiempo más lenta implica mayor robustez de la estructura

a costa de un bajo desempeño y viceversa. Sin embargo, como se verá en el próximo

capítulo, existe un límite para el aumento de la robustez de la estructura por medio de

la constante de tiempo del regulador. Es decir, después de cierto valor de la constante

de tiempo, la robustez de la estructura empieza a decrecer nuevamente.
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El bloque C (controlador) está definido como una función de control cuyo diseño

se basa principalmente en la técnica de linealización por retroalimentación del estado.

Esta linealización que es del tipo entrada/salida no se realiza sobre la planta, sino mas

bien sobre un sistema aumentado que se definirá posteriormente.

En conjunto la estructura CMI con el control que se propone un poco más adelante

en el trabajo se puede interpretar como una combinación de linealización parcial con

un observador en lazo abierto. Las ventajas del CMI propuesto con respecto a la

linealización exacta es que no se necesita acceso al estado completo de la planta, además

el CMI mantiene error cero en estado estacionario. Las condiciones para que se cumplan

las proposiciones anteriores serán descritas posteriormente. ^

A continuación se presenta la definición matemática de los bloques de la estructura

del CMI.

Se supone que la planta se puede expresar en la llamada forma normal por medio

de un cambio de coordenadas. Los detalles de este mapeo se pueden ver en (lsidori,

1985-1989). En el resto del trabajo se supone que la planta está dada en la forma

normal.

La planta (P en la figura 2 ) es de grado relativo completo, es de orden ri y está

definida por

_z`^,,,,-=a:,,¿+1,i= 1,___,n-1

5-Uvm : fpixpl 'l' gplxrlu (1)

yp = $p,1

donde u(t) E IR es la entrada de control, y,,(t) G IR es la salida y a:,,(t) G IR" es el

estado de la planta. En forma compacta

in : FI›(37rlì Up : mal



20

Se asume a lo largo del trabajo que la planta es al menos C1, ƒ,,(0) = 0, g,,(0) 75 0 y la

matriz
_ ôFP _

AP _ ãïp _ D=vpFP(0) (2)
:l:p:0

asociada con la linealización del sistema en el origen es estrictamente Hurwitz estable.

Cuando no se cumple con la propiedad de estabilidad de la planta es posible aplicar la

estructura CMI si el modelo M es Hurwitz estable, con lo que se logra la estabilidad

de la conexión en lazo cerrado para algunas plantas inestables (Alvarez Gallegos y

Zazueta Rubio, 1998). Por otra parte, es común encontrar plantas de grado relativo

completo en varios sistemas físicos y químicos, entre los que se pueden destacar los

servomecanismos con actuadores con motores eléctricos y algunos tipos de reactores

químicos (Henson y Seborg, 1991; Khalil, 1992). Lo anterior significa que la condición

de grado relativo completo de la planta es aplicable a muchos problemas de control

práctico encontrados en la industria y la investigación y no es muy restrictiva. Por

último, el método presentado a continuación considera sistemas de una entrada y una

salida. Es posible aplicar el mismo diseño a sistemas de varias entradas y salidas con

la condición de que el sistema sea de fase mínima y el número de entradas sea igual

al número de salidas. La extensión al caso de número de entradas diferente al número

de salidas o de sistemas de fase no mímima son problemas abiertos y no se consideran

aquí.

El modelo matemático de la planta (M en la figura está definido por

x,,,,,- = :r,,,,,+1 ,i = 1, __,n - 1

:ima = fmffl-'ml + 9m.($m)"-L (3)
Um 2 íl?m,1

donde u(t) E IR es la entrada de control, y,,,(t) E IR es la salida y :c,,,(t) E IR" es el

estado del modelo. Igualmente se supone que f,,,(0) : 0, g,,,(O) 9€ 0, fm G C1. Como Se
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mencionó anteriormente este modelo actúa como un observador en lazo abierto de la

planta y se requiere la estabilidad del origen, es decir Dwm f,,, (0) debe ser estrictamente

Hurwitz estable. _

El bloque regulador (R en la figura (2) ) es un sistema lineal, estable, definido por

:i:,,¡=a;,.,¿+1,i=1,.__,n-1 (4)

tw. = -a1,†w†,1 - - - - - a†_,†w†,___ + ai,†(yp - ym) = f†(fv†,yp,z/m)
donde :rr 6 IR" es el estado del regulador. La estabilidad de este bloque implica que el

polinomio

sn + a,,,,s"`1+ a,,_1,,«s"_2 + _ _ _ + al, = 0 _ (5)

tiene raíces con parte real negativa. Este regulador se obtiene a partir de un filtro

pasabajas de orden ri cuya función de transferencia está dada por

Q /-\ UJCIJ \/ /-\

_1l¿¡(_)__ 1
_ as+1)"

donde el parámetro a se utiliza como una especie de parámetro de “sintonización” para

compensar el error de modelado entre planta y modelo (Morari y Zafiriou, 1989). En

general los únicos requisitos del bloque regulador son su estabilidad y que su ganancia en

estado estacionario sea la unidad. Así aun cuando es posible usar un bloque regulador

con dinámica no lineal por simplicidad en el análisis se escogió un sistema lineal.

Como se mencionó anteriormente el diseño de la ley de control que genera el bloque

C de la figura (2) se basa en una especie de linealización entrada/salida por retro-

alimentación del estado de un sistema aumentado. Para describir este nuevo sistema

aumentado, es necesario definir un conjunto de variables auxiliares que nos servirán

para utilizar esta técnica de diseño y simplificar el análisis de estabilidad.

El objetivo de los siguientes párrafos es formar el sistema aumentado con algunas

variables originales y las variables auxiliares y linealizar la relación entrada-salida del

sistema global por medio de una retroalimentación parcial de estado.
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Se definen las siguientes variables auxiliares

$1' = ¿Ups - $m,i (6)
yi : mm,i + a7r,i _ zi

donde i = 1 _ _ .'ri, y z es un vector de referencia de dimensión ri definido por

z = (2 0 _ _ _ 0)

con ã un valor constante lo suficientemente pequeño. Es posible cambiar este vector de

referencias para lograr otros objetivos de control como el seguimiento de una trayectoria

como se verá en una sección posterior del trabajo. Sea la variable y = (yl _ __ yn

Usando (6) se obtienen los siguientes vectores,

1:,,=e+y-11:,-I-z

:r,,,=y-:r,+z_

Haciendo uso de las definiciones previas se obtiene lo siguiente

'gi-'=1(/¿.|.1,7:=-' 1,...,TL--I

gn : fflllmm) + gm(xrn)u 'l' frfïn 31)-

Si se utiliza el control
U : __f1n(xm) + fr(Í1¡r›5 ) “' fyfyl

gm(f17m)1 (7)

donde (fm, gm), f, están definidas en (3) y (4), y fy está dada por

fy(y) : _0¿1i/1 _ - -- _ ani/na

entonces se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para la dinámica de la variable

auxiliar y,
y¿=y¿+1,i=1,___,n-1

_ (3)
yn : -ali/1 _ 'T an?/n :ƒy(ÍU)-
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Las constantes O, se escogen de tal manera que el polinomio característico de la matriz

de linealización de este sistema (8), el cual está definido por

s" + or,,s"_1 + oi,,_1s""2 + _ _ _ + oq = 0 (9)

tenga todas sus raíces con parte real negativa.

Usando las variables auxiliares definidas anteriormente (e,y) y definiendo como el

estado completo del sistema a Q = (:1:,,e,y)T, el sistema CMI en lazo cerrado queda

definido en las coordenadas C por el siguiente conjunto de ecuaciones

¿fm = ïU†,i+1

fÍ7r,n : '"Ú'1,r$r,1 _ - - - _' an,rÍUr,n_ + Úf1,re1

é,-= €i+1 (10)

éfl : føixpl ” fm(37m)`l'(9;›(ï17p)“ 9m(f'3m)) U

Zfli = 'yr+1

ia = -en/1 - - - - - vaya
para i = 1 _ _ .ri - 1 , u definida en (7), (ƒ,,(a:,,), g,,(:I:,,,)) definidas en (1) se evalúan para

a:,, = e+y-as, +z y (f,,,(:1;,,,), g,,,(a:m)) definidas en (3) se evalúan para :cm = y -11:, +2.

El conjunto de ecuaciones dado en (10) es lo que llamamos el modelo matemático

del CMI, o simplemente CMI y esta forma es la que se analizará a lo largo del trabajo.

Este conjunto de ecuaciones cuando planta y modelo son idénticos, son conocidos como

CMI nominal. Cabe mencionar que cuando existe una diferencia entre la planta y el

modelo, la definición de la acción de control u permanece inalterada_

Una de las características más interesantes de la estructura CMI es el hecho de

regular con error cero una referencia constante aún en el caso de que la planta y el

modelo no sean idénticos. Para que se cumpla este hecho es necesario que exista un

equilibrio asintóticameute estable del sistema presentado en (10). Esto motiva el análisis
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para la búsqueda de equilibrios y su robustez.

A continuación analizaremos la estabilidad del sistema CMI en varios casos: el caso

nominal, una perturbación constante con modelo perfecto y una perturbación en función

del estado.

II.9 ANALISIS DE ESTABILIDAD DE LA

ESTRUCTURA CMI NOMINAL

En esta sección se analiza la estabilidad del CMI considerando que el modelo de la

planta es perfecto. A este caso lo llamamos el CMI NOMINAL. Para demostrar la

estabilidad del CMI nominal usaremos el método indirecto de Lyapunov. Considérese

el siguiente lema.

Lema : 1 Si la planta y el modelo son idénticos y la planta sin forzar (ii = 0) tiene un

equilibrio asintóticamente estable en el origen, entonces la matriz jacobiana A asociada

con la linealización en el origen del CMI definido por (10) es estrictamente Hurwitz

estable. Además, los valores propios de A corresponden a los valores propios de la

matriz Ap definido en y las raices de los polinomios deflnidos en (5) y

Prueba:

De acuerdo a (10), defínase (te como

ió@ : èfl : fplïrl '" fm(ï17ml'l'(9z›(f17z›l _ gmlïïmll U (11)

con fa definida en

En las coordenadas Q = (mr, e, y) el sistema tiene un equilibrio en el origen cuando

la planta y el modelo son idénticos. Entonces la matriz jacobiana asociada con la
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linealización de (10) en el origen está dada por

A, AL, 0

A = 0 Ac 0 (12)

o 0 A,

0 1 _ _ _ 0
_ _ o _ _ _ 0

Ar : I l aA1,r : 1
O 0 _. _ 1

CL1,7- _ . . U

donde

_a1,r ”`a2,r '_`an,r

O 1 0 0 1 _ __ 0

Aa : : : ,Ay : : : I

0 0 1 0 0 _ __ 1

De1¢e(O) De-2¢e(O) ' ' ' -Den¢e(0) -al "C-V2 - - - “an
(14)

En el caso nominal la matriz Ac es idéntica a la matriz Ap de la planta (definida en la

ecuación(2)) la cual, por hipótesis, es estrictamente Hurwitz estable. Por otra parte,

la matriz (12) es triangular superior por bloques, por lo tanto, sus valores propios

corresponden a los valores propios de las matrices de su diagonal, en este caso

A(A) = )\(A,,) LJ )\(Ay) U )\(A,.)

donde )\(A) denota los valores propios de la matriz A. Los valores propios de las

matrices A, y Ay se escogen por diseño de tal manera que sean matrices estrictamente

Hurwitz estables; por lo tanto, la matriz A es estrictamente Hurwitz estable. Con esto

queda comprobado el lema (1) y la estabilidad local del CMI nominal. I
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II.10 ESTABILIDAD FRENTE A

PERTURBACIONES INTERNAS

Y EXTERNAS

Uno de los problemas de control más importantes es la estabilidad de un sistema frente

a perturbaciones 0 incertidumbres en el modelo dinámico utilizado para el diseño o

síntesis de un controlador en particular.

En esta sección se analiza la estabilidad del CMI frente a varias clases de pertur-

baciones. En particular se consideran dos casos: el primero la perturbación es una

constante que actúa sobre la salida y el segundo, la perturbación es función del estado,

ya sea del tipo de variación paramétrica o de otro tipo que pueda representarse como

un sistema definido por

fl`= = f(w) + Af(fv)

donde f es el sistema nominal y Aƒ es la perturbación. Estas perturbaciones

pueden ser producidas por cambios graduales en la planta, cambios en la consigna de

control, errores de modelado o una perturbación externa.

II. 10.1 PERTURBACION CONSTANTE

La estabilidad del CMI perturbado por una constante es analizada a continuación.

Se supone que la perturbación actúa sobre la salida de la planta y que el modelo es

perfecto.

Para demostrar que el CMI rechaza perturbaciones constantes dividiremos el análisis

en dos partes:

ø 1) Mostraremos que el equilibrio para el caso nominal del CMI con la perturbación
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de salida sigue siendo el origen.

¢ 2) Mostraremos que el CMI perturbado regula la referencia deseada.

En esta sección se supone que la planta está definida por el siguiente modelo

matemático
:i:,,¿ = a:,,¿+1 i = 1..n - 1 (15)

' ïìïpnl : fmlxpl 'l' 9m(ïU1.›)u›

es decir, se conoce el modelo exacto del sistema.

La perturbación constante suponemos que actúa en la salida de la planta, como se

ilustra en la figura

25

C Qf
E14

Figura 3: Diagrama a bloques del CMI con una perturbación constante en la salida.

Como se mencionó previamente primero mostraremos que el CMI nominal con una

perturbación constante mantiene al origen como un equilibrio.

Es posible escribir de una forma compacta al CMI (10) de la siguiente manera

C = ¢(C)- (16)

Los equilibrios del CMI se dan cuando ¢(§) = 0, es decir, :EU = ëhãg, = =

Í-mr :0,ë2:...:ën:0,:lj1:...'_l77¡-'=0 .
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Si suponemos que existe un equilibrio para el CMI definido en (10), esto implica

que la siguiente ecuación debe satisfacerse

fmei - ;m'%'íÍ%,fm<2 - él) = 0 un
donde z :: (5, 0, . . . , 0) es la referencia a seguir por el CMI y él es una constante. Por las

definiciones de variables del CMI es obvio que se debe cumplir la condición de él = :Em

para que se de la existencia de equilibrios.

Nota: la barra sobre una variable implica un valor constante, en general este valor

denota el de la variable en el punto de equilibrio.

Ahora bien, del diagrama a bloques (3) se puede ver que el valor de ë1 en el punto

de equilibrio debe ser _

él : Íp,1 'l' ñ _ Í”-¿,1.

Sustituyendo este valor en la ecuación (17) se tiene que

fm(ã)Qm(ã _ Íp,1 _ ñ "l" Ím,1) _ fm@ _ Íp,1 _ il + Ím,1)gm(ã) : 0

que tiene una solución cuando

-Ípq _ fi 'l' Í-n-¿,1 = 0,

es decir, cuando el = 0. Esto tiene como resultado que un equilibrio del CMI nominal

con una perturbación constante actuando en la salida sigue siendo el origen del espacio

de estado de las variables transformadas (xr, e, y).

La estabilidad local del origen del CMI nominal se analizó en la sección anterior y

esta definida por el lema Si este lema se satisface posible concluir la estabilidad del

CMI nominal cuando se presenta una perturbación constante que actúa en la salida de

la planta.
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Ahora bien, el hecho de que el equilibrio sea el origen implica que ë1 = 57,11 = 0 y

usando la definición de variables del CMI se tiene que

Íp,1 = 51 + Ú1 _ Í†,1 + Ã

de donde

Íp,1 I

Es decir, la salida de la planta tiende a la referencia deseada. Por lo tanto queda de-

mostrado que el CMI nominal rechaza la perturbación constante de salida y se mantiene

la estabilidad local del origen.

II.10.2 PERTURBACION EN*FUNCION DEL ESTADO

En esta sección se analiza la estabilidad de la estructura CMI para el caso de una

perturbación o incertidumbre función del estado. Se puede decir que este tipo de

perturbación es una de las más genéricas puesto que se presenta en casi cada sistema de

control que se diseña en función de un modelo. Dentro de esta clase de perturbaciones

están incluidas formas tales como: variaciones paramétricas, cambios graduales en la

planta y errores de modelado. También es posible incluir en este tipo de perturbaciones

las que actúan en forma aditiva sobre la entrada de control, puesto que es posible

agruparlas dentro del término Agm(:1;,,)u que se definirá posteriormente.

El modelo de la planta que se usará en este análisis está dado por las siguientes

ecuaciones
ft -:as -; t=1,...,n-1zm rm (18)

¿tun Z fmfïpl `l' Qmfxplu 'l' Afmlxvl 'l' Agmfïplu

lo que implica

fpfxpl = fmlïïpl "l" Afmlxpl
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Y

gfllïvl : gmlxvl `l' Agmlwrl

donde f,,(0) = 0 (se consideran perturbaciones Afm evanescentes), g,,(O) 74 0 y el

origen es un punto de equilibrio asintóticameute estable de la planta, es decir, la matriz

jacobiana asociada con la linealización alrededor del origen es estrictamente Hurwitz

estable.

Suposìción 1 Supóngase que existe una solución de la ecuación

2~ 9 ( ) r _12(2) - ;.,'n'LÉ*_'†)fm(Z _ B1) = 0 (19)

donde fp, gp son las definidas anteriormente, 2' es la referencia a seguir por el CMI y

el es una constante.

Ahora si usamos como planta a (18) en (10), de acuerdo a lo visto en la sección

anterior (II.10.1) el hecho de que exista una solución de esta ecuación (19), implica que

el CMI perturbado tiene un equilibrio en

C = (é, zi) (20)

donde
É : (él,

Í1- Z (ë1,0...,0) '

:U = (0. 0)
La estabilidad del equilibrio está definida por el siguiente lema.

Lema : 2 Si se cumplen las especificaciones de la suposición (1) y la matriz Ã definida

en (26) tiene sus valores propios con parte real negativa, entonces, el equilibrio C definido

en (20) del CMI perturbado es asintóticameute estable.
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Para probar el lema usaremos el método indirecto de Lyapunov.

La matriz A asociada con la linealización del CMI perturbado alrededor del equilibrio

A, Are 0

A: Aer Ac Aey

0 0 Ay

donde
0 1 0

Aa: : : , (22)
0 0 1

% 2% åin
ôel âeg ôen

K 0 0 J

C está definida por

Aer : ›

às.. .Q¢'¿
61:1-¡1 - ' ' 6$1~,1¡

0 0

AW: 2 2 , (24)

åï 233

0 O

Are: § 2 , (25)

a¡,,. 0

(be está definida en (11), AT y Ay están definidas en (13) y (14) respectivamente.

~ Ar Are
A = . (26)

Aa Ag
Los valores propios de la matriz A están definidos por las raices de

Defina la matriz

MA) = dao! _ A,,)da(A1 - Ã) = o
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con Ã definida en (26).

El polinomio característico de la matriz A es

A2" + q2,,/\2"“1 + . . . + q2›\ + ql (27)

donde
J'

qj :I Eb¡¢dj_¡¢+1 _ Cj0,1,T, :1 . . .'f`l;
k=1

n

que = 2 bkdi+i_l+1-bi-di, 7:: 1,...,n~1; (29)
k=i+1

q'2n : _bn _ dni (30)

3 8 ö _
,C¿:_ç-äe- ,d¿=-CL¿,,~,7,:1...,Tl

361' ¿Í ôílïniê

en ciertos casos es posible hacer que este polinomio característico tenga todas sus raíces

con parte real negativa (Alvarez Gallegos y Zazueta Rubio, 1998). Esto garantiza que

todos los valores propios de la matriz A del CMI perturbado tienen parte real negativa.

Con esto queda comprobada la estabilidad del CMI perturbado y la validez del lema

(2).

Resta demostrar que la perturbación no afecta la regulación, es decir, que la salida

de la planta tiende a la referencia deseada.

Una vez más, el hecho de que existe un equilibrio É para el CMI perturbado y que

éste es estable, implica que

Ú1 = 0,

lo que a su vez implica que, a:,,,1 = 2. Así pues, la salida de la planta tiende a la

referencia deseada.

Comentario: Una de las suposiciones a priori del análisis anterior es saber la lo-

calización del equilibrio del CMI perturbado. Es posible eliminar esta suposición sin

cambio en el análisis, si la referencia a seguir por el CMI es cero. En este caso la posición
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del equilibrio es el origen y lo que se necesita conocer es sólo la función que define a la

perturbación. En ambos casos el análisis sirve para establecer la estabilidad del CMI

perturbado si las funciones que definen la perturbación cumplen con los requisitos del

análisis presentado.

Para 2 = O se tiene un único equilibrio en el origen. Es posible por medio del

teorema de la función implícita, mostrar que se tendrá. un equilibrio cerca del origen,

para referencias pequeñas. Esto se cumple si la linealización del modelo no forzado no

tiene valores propios en el origen del plano complejo, vea (Alvarez Gallegos y Zazueta

Rubio, 1998).

II.11 RESUMEN DEL CAPITULO

El objetivo principal de esta sección fue dar una descripción de la estructura de control

con modelo interno (CMI), así como familiarizar al lector en la notación que se usará a

lo largo del trabajo.

También se mostró el análisis de la estabilidad local de la estructura CMI para varios

casos, a saber:

o El caso del CMI NOMINAL, que comprende aquel cuando se tiene acceso a un

modelo perfecto de la planta.

o El caso de modelo perfecto de la planta, pero con una perturbación constante que

actúa en la salida de la planta.

o El caso de una perturbación en la planta en función del estado. Este caso es el

más general y puede ser ocasionado por errores en el modelado o por una variación

paramétrica gradual en la planta.

El análisis de estabilidad local se realizó usando el método indirecto de Lyapunov.



CAPITULO III

ANALISIS DE ESTABILIDAD

ROBUSTA DEL CMI

En este capítulo se presenta un análisis de estabilidad de la estructura CMI con una

herramienta diferente de la presentada en el capitulo anterior. Este nuevo análisis

incluye el estudio de la estabilidad y de la robustez del sistema en lazo cerrado frente

a incertidumbres paramétricas.

Los resultados de este capítulo se pueden sintetizar en el cálculo de una medida de

robustez para el CMI frente a variaciones paramétricas. La medida de robustez que se

presenta se obtiene directamente a partir del modelo nominal de diseño del CMI. Esto

quiere decir que la estimación de robustez presentada, aunque conservadora, es útil y

fácil de obtener. Lo anterior nos permite estimar de manera general una cota para

las perturbaciones toleradas por la estructura CMI con la acción de control nominal

presentada en el capítulo anterior.

En esta sección hablamos de robustez en el sentido de mantener la estabilidad cuando

se presenta una perturbación o una incertidumbre en el sistema. En la literatura el

término se conoce como estabilidad robusta (“robust stability”).
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La perturbación puede ser debida a errores de modelado, que es la situación normal

en cada lazo de control, cambios en la consigna de control, cambios graduales en las

características de la planta o perturbaciones exógenas.

En este capítulo se describe primero el problema de variación paramétrica, poste-

riormente se presenta el análisis de estabilidad y robustez para el CMI. Finalmente se

dan las conclusiones de los análisis realizados.

III.1 EL PROBLEMA DE

VARIACION PARAMETRICA

El problema de variación paramétrica se puede definir de la siguiente manera: dado un

sistema nominal

¢=f(1v)

suponga que este sistema posee un equilibrio estable en m = :ï:, es decir, f = 0 y que

D,,,ƒ tiene todos sus valores propios con parte real negativa. Ahora considere que

se presenta un cambio en los parámetros del sistema o una perturbación externa. Esto

nos obliga a usar un nuevo modelo donde se tome en cuenta dicho cambio. Suponemos

que el sistema perturbado se puede representar por

¡É : +

donde Aƒ(a:, 15) es el modelo considerado para la perturbación y 15 denota la desviación

de un vector de parámetros con respecto a su valor nominal que, sin pérdida de ge-

neralidad, puede tomarse como cero. Supondremos que este valor, aunque incierto, es

constante.

Este nuevo sistema, dependiendo de la perturbación y la magnitud de la misma,
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puede tener un equilibrio igual o diferente al nominal. Además, el equilibrio puede ser

estable, inestable o inclusive puede desaparecer.

El problema por estudiar aquí es estimar una medida general de robustez en función

de los parámetros del sistema nominal. Además, se trata de cuantificar la magnitud de

las perturbaciones toleradas por la estructura de tal manera que el equilibrio original y

su estabilidad no desaparezcan.

Entendemos como robustez que el sistema tolere cambios en sus parámetros o per-

turbaciones, sin menoscabo de su estabilidad.

Se dirá que un sistema es más robusto que otro si tiene alguna de las siguientes

propiedades:

ø Tolera un cambio mayor en sus parámetros, conservando su estabilidad _

¢ Para los mismos valores paramétricos, su cuenca de atracción es mayor.

En el análisis de SNL se dice que una perturbación es evanescente si el equilibrio

del sistema perturbado es igual al equilibrio del sistema nominal. Si la posición del

equilibrio cambia o éste desaparece, se dice que la perturbación es no evanescente. En

el análisis presentado aquí se consideran ambos tipos de perturbaciones.

III.2 UNA MEDIDA DE ROBUSTEZ PARA EL

CMI

En esta sección se analiza el CMI representado en la ecuaciones (10), aplicando a

la estructura los resultados generales para un tipo de SNL presentados por Wang y

Michel (Wang y Michel, 1994). Como resultado del análisis se obtendrá una medida

de la robustez de la estructura frente a variaciones paramétricas o perturbaciones que
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cumplan con los requisitos del análisis.

Se asume a lo largo de esta sección que dicha variación es producto de un error en

el modelado, situación natural en todo problema de control. También se puede dar el

caso de que la variación paramétrica sea debida a una perturbación externa, ya que

el análisis es general y sólo se requiere que la perturbación satisfaga cierto criterio de

acoplamiento. Se requiere que la perturbación actúe en la misma ecuación donde el

sistema tiene su entrada de control.

La medida de robustez se calcula directamente a partir del modelo nominal del CMI.

Esta medida nos permite estimar una cota en la variación de los parámetros del sistema

o la magnitud del error de modelado tal que el CMI permanezca estable.

Se analizan tres casos, dos de ellos particulares y uno general:

o Caso 1.

La planta y el modelo difieren y están relacionados por

fP($P) : fmfwpl + Afm($Pl› gm : gp : C

con c una constante.

0 Caso 2.

La planta y el modelo difieren y están relacionados por

fpífflpl = fm(fiUp) + Afm(fvi›), gm + Agm = gp = C

con c una constante.

o Caso 3.

Este es el caso general:

fP(xP) : fm(IP) + Afm($p)
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y
yp(<f1›) = 9m(wp) + A9m(w,›)-

Se analizarán estos tres casos para tener una medida gradual de complejidad y dar

una idea de la magnitud de las variaciones de la medida de robustez en cada uno de

ellos. Cabe mencionar que el caso 2 es el que se presenta en la realización del CMI para

nuestra planta experimental (ver el capítulo VII).

III.2.1 ANALISIS DEL CASO 1

ƒp : fm + Aƒm›gm : .gp : C139-

En este apartado se analiza el caso 1 descrito anteriormente, es decir, la planta y el

modelo están relacionados por

fplxpl : fmlxpl + Afm(33pl› 9m = gp 2 C-

Antes del análisis se introducen unas normas matriciales y un lema que serán utiles

posteriormente.

A lo largo del trabajo se usan las siguientes normas matriciales
T1

ll-Alli Z max 2 lflijll<j<n
_ _ i=1

Y n

“Alles Z lflijl-
J:

En el análisis de los casos 1 y 2 haremos uso del siguiente lema (Wang y Michel,

1994).

Lema : 3 :

Considere un sistema

:Í: = f(:1:) -l- h(x) (32)
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donde a: G lR"', f,li G C'1[U,lR"],f(O) = 0,h(0) = O, con h(:r:) como término pertur-

bador.

Suponga que el sistema cumple con las siguientes condiciones:

ø B1)

El sistema ct = f tiene un equilibrio exponencialmente estable en el origen,

ƒ,h G C'1[U,lR"],f(0) = 0,h(0) = 0, donde U es una vecindad del origen del

espacio de estado.

0 B2)

La linealización de h(a:), dada por DIh(0) = AA, satisface la condición

1
l|AAl|ss + HA-Al < É" 33» 'I ||P||a ( l

donde P = PT > 0 es la solución de la ecuación de Lyapunov PA -l- ATP = -I.

Entonces la solución ir = 0 del sistema (32) es estable.

PRUEBA:

La prueba del lema 3 se puede consultar en el apéndice.

Ahora estamos listos para analizar la estabilidad del controlador CMI para el caso

simple definido en esta sección (caso 1 pag. 38).

Considérese el sistema definido por (10). Suponga que se satisfacen las siguientes

condiciones:

o A1)

El sistema definido por (10), suponiendo que planta y modelo son iguales, (f,,( 2

f,,,(.)), posee un equilibrio estable en el origen, es decir la matriz jacobiana A aso-

ciada con la linealización alrededor del origen de (10) es estrictamente Hurwitz
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estable (e.g. tiene todos sus valores propios en el lado izquierdo del plano com-

plejo).

0 A2)

f,_.,(.) : f,,,(.) + Af,,,(.), f,,(0) = 0,fm(0) = 0, donde Afm es el término pertur-

bador, gp = gm = c con c una constante y 2 = 0.

0 A3)

La planta (ƒ,,(.), gp) sin forzar (u = O) tiene al origen como un equilibrio expo-

nencialmente estable.

0 A4)

Se mantiene la siguiente relación _

ll§%šfi<°>ll;ll%“<°>ll;llêâšnllw<nin si
donde P = PT > O es la única solución de

PA + ATP = -1

y A es la matriz jacobiana asociada a la linealización del CMI nominal (10) alrede-

dor del origen, cuando la planta y el modelo son idénticos.

Lema : 4 Si se satisfacen las condiciones A1 hasta A4, entonces, el origen del CMI

perturbado es exponencialmente estable.

PRUEBA:

El sistema (10 ) se puede expresar como sigue (de la suposición A2)
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ini : fEr,i+1

flšm = -a1,†w†,1 - - . - - an,†flr†,n + aii-61 = f†(1v†)+ a1,,»@1
ëi = €i+1_ es
en : fm(xp) + Afm($p) _ fm(ïUm) : ¢1(37r: ea ll)

Úi = 1/¿+1

un = -aii/1 - - - - ~ vai/n = fy(:u)
donde i = 1 . . .n - 1 y fm(xy), Afm(xy), f,,,(xm) se evalúan para sus argumentos respec-

tivos.

Reescribiendo (35) de una manera compacta

3-31' : F:1;†($r›e)

É- Fe<a,e,y› iAF,<w:,@,i›- (36)
ÍÚ : Fvlyl

Supóngase primeramente que el término perturbador

AF., = 0,

donde AFC = ( 0 ,0...Af,,,, 0 )T. Posteriormente se eliminará esta restricción.\¬/ A,_/ \/
Bajo estas condicilbnes la linealizálción alrededor del origen de (35) es

Ay, Aly, 0

A = 0 AB 0 (37)
0 0 Ay

0 1 0
0 0 1 0

A,,,=D,F,(o)= ,

Defm(0)

donde

\_`,í./
EIRlXn
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0 0

Alxr :

61-17- 0

A551- : Dmr Fflïr

Ay : Di/Fyløl

Si el sistema regulador (x,), el modelo nominal de la planta (xy) y el sistema y son

estables, entonces los valores propios de la matriz A, dada por (37), son los valores

propios de estos tres subsistemas, e.g.

›\(A) : l›`(Ae)› ›`(Aa:†)› ›\(AU)l

donde /\(Ac) representa los valores propios de la matriz de linealización en el origen del

subsistema e, que en este caso coinciden con los valores propios del modelo nominal de

la planta; )\(A,,,) son los valores propios del subsistema regulador y )\(Ay) los valores

propios del subsistema y.

Lo anterior permite asegurar, por A3, que la matriz A nominal es estrictamente Hur-

witz estable, y por diseño, las matrices de los sistemas regulador (xr) y del subsistema

(y), Ay, y Ay respectivamente, son estrictamente Hurwitz estables.

La existencia de P = PT > 0, que es la única solución de

PA + ATP = -I

está garantizada, puesto que A es estrictamente Hurwitz.

Ahora suponga que el término AFB çé 0, es decir, Afm 9€ 0. Esto produce un

término perturbador AA en la linealización, dado por

0 0 0
AA= kay, me kay (38)

0 0 0
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donde las kAy y los 0 representan matrices de dimensión n >< n, definidas por

0 0

ltAe = 2 2 (39)

D,,,Aƒ,,,(0) DenAƒm(O)

0 0

kAy, = 2 2 (40)

Dyn, A f,,,(0) _ _ . Dym Af,,,(0)

o o
/in, = = = (41)

Dy,Aƒm(0) Dy,,Aƒm(0)

En general, los términos diferentes de cero, aparecen en el n-ésimo renglón de cada

matriz. Los términos de dicho renglón, de cada matriz, están dados por

D,,Afm(O), DI,Af,,,(0), DyAfm

El sistema (35), cuando el término perturbador Afm 56 0, se puede expresar como

sigue

c`= Ac + Mu) + m<o + mifio (42)
que puede verse como una perturbación del sistema nominal

<`= Ac+m(o (43)
donde m(() agrupa los términos de orden superior del sistema nominal y m1(§) agrupa

los términos de orden superior de la perturbación. Puesto que por suposición

Afm(0) : Oi : 0›
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los términos de orden superior cumplen con

ym ||m1(-'fl + m(fl1l|l Z 0_
1°->° Ilfvll

Esta forma (42) es la presentada en el lema 3 y bajo nuestras suposiciones cumple con

los requisitos del mismo. El lema (3) demuestra la estabilidad del sistema

x = f -l- h(x)

que es una perturbación del sistema

ri: = f

En nuestro caso,

ƒ(x) = Ax + m(x), h(x) = AAx + m1(x).

Usando la definición de AA dada en (38) se evalúa la siguiente norma

||AA||w + ||./_\AT||oo (44)

IIAAIIQO + ||^f4T||,,o = AAIIQQ + IIAAH1
= II2 Illffiellw + 2|lk1>-xr es + 2 ll/fAy||.,<,||,,,,

= 2 {||l¢Ae||.s + II/Mi es + Ilkôallool
evaluando las normas individuales se obtiene

~»-ft~«~«»t-2i|)ai@››),- af«@››tre<@››u
Ahora usando la parte útima de la hipótesis A4 y sustituyendo (45) en la desigualdad

(34) se tiene que
1||AA||e + MT -_ll le nP||e

que era la condición faltante para usar el lema (3) para el CMI perturbado.

Entonces utilizando el lema (3) se puede concluir que el sistema CMI perturbado

mantiene al origen como un equilibrio estable con lo que se concluye la prueba del lema

(4). I
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III.2.2 ANALISIS DEL CASO 2
fp = fm + Afwgp = gm + Aya = C118.

En esta sección se analiza el caso en que la planta y el modelo del CMI están relacionados

por

ƒ1›(9711) : fm(a¡1›) “l” Afm(3¡p)›9p : gm 'l' Agm = C- (46)

con c una constante y ã = 0.

Este modelo (46) de la planta se usa en las ecuaciones del CMI definidas en (10).

Suponga que se cumplen las condiciones A1 y A3 (ver página 39) del apartado

anterior. Además suponga lo siguiente:

0 A5)

Se cumple la siguiente relación _

Milo, + iiaiu + ¡visa < »L2 llPll,.-,O
donde P se obtiene como en la suposición (A4), y donde

Icy = -kg (Dyƒ,,,(0) + DyFy(0)) + kAy (47)

ke : _kga1,r `l" kAc

con ky = Agm/gm y kAe, kAy,, kAy se especifican como en (39, 40, 41

Lema : 5 :

Si se cumplen las suposiciones A1, A3 y A5, entonces el CMI perturbado mantiene al

origen como un equilibrio exponencialmente estable.
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PRUEBA:

La prueba es muy similar al caso presentado anteriormente. Las ecuaciones del

subsistema e (error) son

Gi = €i+1 (50)

¿ri = fmlxvl 'l' Afm(ïU1›)_ fmfxml + Agmu

donde i = 1 . . .n - 1, fm(xy), Af,,,(xy) son evaluadas para xy = e + y- x, +2: y fm(xm)

es evaluada para xy, == y - xr + z .

El sistema CMI en lazo cerrado posee un equilibrio en el origen Q = O E IR3"

asumiendo que 2 = 0 y que la planta y el modelo son iguales. Como un comentario

esto es válido aún cuando xly, = 2 çé 0. _

La matriz de linealización alrededor del origen del CMI nominal (Afm = 0, Agm = 0)

es la definida previamente en la ecuación (37). Cuando los términos de perturbación

no son cero (Afm 9€ O, Agm 7€ 0), AA está definido por

0 0 0

AA- K,, K, K,
0 0 0

donde los “O” y “Ky” representan matrices de dimensión n >< n, y

0 U

fc, = s a , `
la

0 0

Ke = É É ›

ke i
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0 0

Içy : ›

ky

donde los vectores {lc,,, km, ky} G IRIX" se definen en (48, 49 y 47).

La norma de la linealización del término perturbador está dada por

IIAÄIIOO = |l^-4T||,,,, = llkallw + llkellos + llkyllw (52)

Usando la suposición A5 obtenemos

1
Ilkf-1 ll + Ilkell + Ilk II < -X:°° °° ” °° 2||P||,,,

o puesto de otra manera

||AA¡|,o + |)¿\AT||w < N73: (ss)

La relación (53) es necesaria para poder hacer uso del lema 3.

Nótese que el sistema CMI perturbado se puede poner de la forma

zi: = Ax -I- AAx -I- m(x) + m1(x)

que puede verse como una perturbación del sistema

x = Ax + m(x)

donde A y AA han sido definidas previamente y m, m1 agrupan los términos de orden

superior que se desvanecen en el origen. En este caso la perturbación está dada por

Af,,,(xy) -l- Agmu

Puesto que este sistema cumple con las condiciones del lema 3, se concluye que el CMI

perturbado posee un equilibrio exponencialmente estable en el origen. Esto finaliza la

prueba del lema (5).I
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A manera de comentario, se observa que un término que contribuye muy significa-

tivamente a la disminución de la medida de robustez es el presentado en (48). Dicha

contribución se puede disminuir haciendo más pequeño el valor de aly. ó minimizando

el error en el término Agm. Esto concuerda con una idea presentada por Morari y

Zafirou para el CMI lineal en (Morari y Zafiriou, 1989), en donde se afirma que una

manera de aumentar la robustez de la estructura (CMI lineal) es haciendo más lento al

sistema regulador Cabe mencionar que esto se logra a costa de una pérdida en la

velocidad de respuesta del CMI, es decir, se establece un compromiso entre velocidad

de respuesta y robustez de la estructura. Además, existe un límite para el aumento en

la robustez vía la disminución de la constante de tiempo del regulador; es decir, si se

selecciona una constante de tiempo muy lenta la medida de robustez obtenida empieza

a decrecer. Este comentario se ilustra por medio de un ejemplo en la sección V.l.2.

Los resultados del análisis presentado nos permiten determinar una cota en las per-

turbaciones toleradas y nos dan información sobre los parámetros que afectan de manera

más significativa la robustez. Esto nos permite enfocar el modelado o la cuantificación

experimental a una mejor determinación de estos parámetros para minimizar sus efectos

adversos para el buen desempeño del sistema.

III.2.3 ANALISIS DEL CASO GENERAL

En esta sección se analiza el caso general del CMI, es decir, cuando

fvfmpl if fm($1›l› 91›($r›l :if Qmfïïpl

y la referencia a seguir es distinta de cero. En general, al cambiar la referencia 2 se

genera una perturbación no evanescente y la herramienta presentada anteriormente no

se puede utilizar. El objetivo del análisis presentado en esta sección es doble: Por

una parte, demostrar que bajo ciertas condiciones que debe cumplir la perturbación se



49

puede afirmar que existe un nuevo equilibrio del sistema con incertidumbres. Por otra

parte, encontrar las condiciones que aseguren que este equilibrio mantiene las mismas

propiedades de estabilidad que el equilibrio nominal. Para ello, como se verá en el

análisis, las perturbaciones deben ser lo suficientemente pequeñas y deberán cumplir

con ciertas condiciones presentadas más adelante.

En este apartado haremos uso de varios lemas y un teorema presentados a conti-

nuación (Wang y Michel, 1994).

Lema : 6 :

Sea q G C2[Ú,lR"'] donde U es un conjunto abierto en IR" y Ú denota la cerradura

de U. Entonces existe una función Q G C'1[U >< U, lR“*"] que satisface las siguientes

propiedades:

° 0«1)<1(fl1)- qu/) = Q(w›:u)(fv - 11)

° <12)Q(I›:¢/) = Q(y,w)

° G3) Q(fiv›ffl) = (Dq)(=v) dende (Dq)(fv) = %š(-fv)

- G4) |lQ(-'Lx 11) - Q(Z›i/)l|,,<, 5 cv Ilw - zlla,

Como consecuencia del Lema 6, para cualesquiera x, xy, :te E U, se tiene que

|lQ(1v› we) _ (Df1)($e)||0<, S 01 lliv _ fvellss

Y

l|Q(fB›Íe) _(Df1)(2e)||s0 S 0¢(l|~'fi _ mella, +ll1ïfe _ flfellwl (54)
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Para obtener (54) se usa la siguiente desigualdad, que es una consecuencia del lema 6

partes al y a2 :

llQ(w,:</) _ Q(2›w)||°° S ¢Y(llfv _ Zlloo + lly _ wllw) (55)

para todo x, y, z, iv G U _ La prueba del lema 6 se puede ver en (Wang y Michel, 1994)

Lema : 7 :

Sean A y AA dos matrices n X n. Asuma que A4 existe, y que HAAH < 1/ ||A"1||.

Entonces (A -l- AA)_1 existe y

_: ||A~:u
WA J" Mi ll 5 1 - HAAH ||A~1|1

donde es cualquier norma matricial.

La prueba de este lema se puede ver en el apéndice.

Lema : 8 :

Para la ecuación

x-l-G(x)=()

donde x G R", G G C'1[R“,R"], se supone que < c para todo § e y e lo

suficientemente pequeño. Entonces existe un x0 tal que Ilxglloo § e y

$0 _l_ : 0

La prueba del lema se puede ver en el apéndice.
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Teorema : 1 Sea el sistema

zi: = ƒ(x) + h(x) (56)

que se puede ver como una perturbación del sistema

iv = ƒ (I) (57)

y suponga que se cumplen las siguientes condiciones

ø xy es un equilibrio estable de (57)

o f, h 6 C2[U, lR"] donde U es una vecindad abierta de xa

0 Sea la matriz A la linealización del sistema (57) alrededor de xe y P = PT > 0

es la unica solución de

PA + ATP = -I

o El término perturbador h satisface

IlDh(wi)|I,, S a (ss)

lihfiaiiu S (59)
donde e > O satisface

€<g 60C, <›
y {x G R" : - xclloo S e} C U donde

1 . _ _ _«_ ¿mm{||A 1lI;,<<n+1>i|P1u› 1)
y cr se especifica de

llD=»<1(I) _ Dy<1(i/)|l,,,, S 01 Ilw _ 2/lla,
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para q(x) = Ax+m(x) + Aqui', representa la parte no lineal de (57),

es decir

m(x) = ƒ(x) - Ax.

o La matriz A es estrictamente Hurwitz y se cumple la siguiente relación

1||A-A110, + ||AA||: < -- (61)IIPIIOO
Si se cumplen las suposiciones anteriores, entonces el sistema perturbado (56) tiene

un nuevo equilibrio 53,, que es exponencialmente estable y se mantiene la siguiente esti-

mación

Hi@ _ well < 2 |lA"1ll,,,, l|h›(fve)||.,0 (62)

donde A es la matriz del sistema linealizado. alrededor del punto :re de (57).

A continuación se presenta la prueba del teorema anterior. Esta demostración puede

verse en (Wang y Michel, 1994); sin embargo, se incluye aquí por considerarlo muy

importante para el trabajo presentado.

PRUEBA: PARTE 1:

En esta parte se demostrará que existe un equilibrio ste, y éste, satisface Ixe - xe| < e.

Sea
ƒ(x) + h(1=) = ƒ(x) + h(fU) _ (f (Iva) + fi(fv¢)) + h(fl1f=) (63)

= Q(x, xe)(x - xy) + h(x,,)

donde Q(x,xe) = F(x,x,,) + H(x,xe) y F,H y Q E C1[U >< U, R"*"] satisfacen las

propiedades del lema 6 con respecto a q = f, h, f + lt.

Sean A =-_ D,,,.ƒ(xe) y AA = Q(x, xy) - A. Entonces

AA : Q(x,xe) - A = Q(x,x,.,) - Df(xe)

= Q(x, xy) - Df(xe) - Dh(xe) + Dh(xe)

= Q(x,xe) - D(f + h)(xc) + Dh(xe)
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Por el lema 6,

IIA/illa, S ||Q(w› we) _ D(f + fi-)(fvf=)||a, + l|Dh(fv«)|l.><,
< 0 llw fv Il + ||Dh(1¢ )|I._ i C oo 3 oo

(64)

Para probar que (A + AA)*1 existe cuando - xelloo < e demostramos que

1|uAu<--- esunen fl
cuando - x,,||oo § e. Por (58,60,64), para - x,,||0o 5 e, se obtiene

_1 -1

nAAus@«wwaanw<ï2Äe
A continuación, (65) y el lema 7 implican

_ |lA`1|lw _||(4+ AA) Illa S < 2 HA Illa (66)
donde hemos usado (65) para obtener 1 ~ ||AA||°o ||A_1||oo > 1/2.

Sea

G(I) = (Q($› I.-.›))_1h(fl¢e) = (A + AA)_1h(ffle)- (67)

Por (63), sabemos que - x,,||°o S e y, además,

f(-P) + h(a:) = 0 (es)

si y sólo si

(x - xa) + Get) = 0 (69)

Por (67,66,59) obtenemos que, para - x,,|| 5 e,

||G(-'v)||.x, S ||(«4 + A/1)*1|la, |lh(fv¢)||ss
< 2 I|A_1l|°0 l|h(fve)|la, S E

(70)

Esto es < e siempre y cuando - xel| < e. Por el lema 8 (del punto fijo)

existe un :I: = :ie que satisface (69) y - x,,|| < e. Por lo tanto, x : xy satisface (68),

e. g., x = :Ey es un equilibrio del sistema (56).
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PARTE 2 PRUEBA TEOREMA 1

A continuación se prueba que el equilibrio es exponencialmente estable. Primero

reescribimos
f (11) + h(-11) = ƒ(x) + h(fU) _ (f(ïe) + h(ï=e)) (71)

2 Q(ïU› Ífl)(íl7 _ 13€)

donde Q(x,ã:e) = F(x,§:,,) + H(x,ã':e) y Q,F y H son las funciones matriciales de la

parte 1 de la presente demostración. Q, F y H satisfacen las propiedades del lema 6.

Por (71), (56) es equivalente a la siguiente ecuación :

i = Q(w,fši)(w - ire) (72)

Sea A = Dyf(xe), (SA = Q(x,:Ee) - A. Entonces

¿A = Q(x, ste) - Dƒ(x,,)

: F(x,:ï:e) - Dƒ(x,,) + H(x,:ï:,,)

= F(x, ríe) - Df(xe) + H(x, zìe) - Dh(x,,) -l- Dh(x,,)

Por la propiedad (54), que es una consecuencia del lema 6, se tiene que para - xell < e

|l<5Allw S e1(l|fv _ walls, + Ilffïe _ walls)
+<12(|lffi _ mella, + life _ sellos) + |lDh(=v.,-)l\,,,,

< 2o¿1e + 2o¿2e + ||Dh(:c,,)l|°o

= 2o¿e + ||Dh(xe)||oo § 2a + a

(A,(H + 1) IIPHQO
donde a se define en las suposiciones del teorema 1 y donde hemos usado (58,60).

Ahora , (73) implica

llfï/illa, + llåfïlli S llöfïlloo + 'H llöflllos = (H + 1) llö-Alles < Ñ- (74)



55

Por lo tanto, por suposición del teorema 1, (74) y la suposición (61) hemos probado

que x _ xe, que es un equilibrio de

si: = (A -l- 6A)(:r - áìe) (75)

es exponencialmente estable. Puesto que (75) y (72) representan el mismo sistema, y

son equivalentes a (56), la parte 2 del teorema está probada.

PARTE 3

Puesto que x = xy satisface (69), se tiene

(ee - ee) + G(m,) = 0. (76)

Por lo tanto, por (71) y (70), se obtiene

Ilïe _ walls, = ||G(we)||w < 2 ||f1'1||,,, ||/1(%)||Oo-

Por lo tanto la desigualdad (62) está probada. Esto completa la prueba del teorema 1.

I

Ahora presentamos el análisis de estabilidad del caso general del CMI.

Suponga que se cumplen las siguientes condiciones:

0 Dl)

fP(m) : `l' Afm($)› gP($) : gm($) + A-qm(x)› fallo) : 0›gp(0l ¢ 0›gm(0) 7é

0. Además, la matriz jacobiana de linealización alrededor del origen (xy = 0) de

la planta es estrictamente Hurwitz estable y ã 9€ 0 pero suficientemente pequeña.

. D2)
En las coordenadas C = (x,,e,y), sea (je un equilibrio del CMI original (10)

cuando la planta y el modelo son iguales, es decir, cuando Afm(x) = 0, Ag,,,(x) :-

0. Los campos vectoriales fm, f,,, gm, gy G O2[U,lR"], donde U es una vecindad
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abierta de Ce. Bajo la suposición de que tenemos modelo perfecto, la matriz A

correspondiente a la linealización del CMI nominal (10) alrededor de Ce = 0 es

estrictamente Hurwitz estable. Sea P la matriz obtenida como en la suposición

A4 (c.f. pág. 39).

D3)

El término perturbador h(() = Afm(ç_` ) + Agm(§ satisface

||Dcf1(C«)||s0 S fl
E

||h(C@)|l°0 S H (77)

donde e > 0 satisface _
G

6 < E

y (C E IR3" : ||( - §,,||°o § e} C U donde

1 . _ _ _A = ¿mm {||A 1|I¿,<<2m+1›|iP||w› 1)
y a se especifica de

||Df.;q(=v) _ Dy<1(:¢/)||,,,, S 01 II@ _ :L/llos

para q(x) = Ax + B(m(x) + Aquí , m(x) representa la parte no lineal

nominal del CMI (10) y está especificada como sigue. Escribiendo al CMI en

forma compacta

<`= AC + B(m(w) + h(w))
donde la matriz A es la linealización alrededor del origen del CMI nominal y B

T

esB= (0...O0...10...0).
n n n
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0 D4)

Se cumple la siguiente relación

1
IIAAIIQQ + HA/ill < -__1 llP|l.»

donde AA = D¿h((,,).

Lema: 9 Si se cumplen las suposiciones anteriores (DI, D2, D3, D4) entonces el

sistema CMI perturbado tiene un nuevo equilibrio §,,,exponencialmente estable y se

mantiene la siguiente estimación

¿E - ce < 2 \|A_1\|,,||h(c>1|,,- oi)

PRUEBA :

En esta sección se prueba que el CMI perturbado tiene un equilibrio estable distinto

del origen. Para la prueba se usa el teorema 1 presentado anteriormente. Puesto que

las suposiciones para el lema 9 son idénticas a las del teorema lo que resta es expresar

al CMI como

zi; = f + h(x)

con h(x) como la perturbación del sistema nominal

4 = f (ff)

para poder hacer uso del teorema 1.

En nuestro caso la parte perturbadora está dada por

(A111) = A-fm($) + A9m(w)u(fv)

y el sistema nominal es (10) con fy(.) = f,,,(.),g,,(,) = gm(_)_
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Es posible reescribir de manera compacta al CMI noininal de la siguiente manera

<'= F<o
y al CMI perturbado como

C = F(o + Hio
donde H(§) = (0,...,h(x),0,...,0)T.

Puesto que se cumplen las proposiciones del teorema 1, se concluye que el CMI

perturbado posee un nuevo equilibrio Q = fe, y éste es exponencialmente estable.

Esto concluye la prueba del lema I

III.3 CONCLUSIONES DEL CAPITULO

En este capítulo se presentó un análisis de estabilidad y robustez general para la estruc-

tura de control con modelo interno. Como resultado del análisis se obtuvo una medida

general de las perturbaciones toleradas por la estructura. El análisis de estabilidad y

robustez se dividió en dos casos particulares y el caso general. El tipo de perturbaciones

analizadas dan lugar a problemas de tipo evanescentes y no evanescentes.

Para todos los casos analizados se obtuvo una cota de las perturbaciones toleradas

por la estructura sin menoscabo en su estabilidad, e.g. una medida de la robustez de

la estructura. La medida es general y se obtiene a partir de las ecuaciones del diseño

noininal del CMI. y

Los resultados nos permiten identificar los términos que contribuyen de manera

mas significativa a la disminución de robustez de la estructura. En particular se puede

observar una regla empírica del CMI lineal propuesta por Morari y Zafirou en (Morari

y Zafiriou, 1989), donde se establece, que para aumentar la robustez del CMI lineal,

había que hacer mas lento al sistema regulador Como se vió en el análisis del caso
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2 (ver página 45) la aseveración anterior equivale a disminuir el valor de la constante de

tiempo del subsistema regulador, lo que repercute en un valor pequeño del parámetro

al, del subsistema regulador. Este parámetro contribuye de manera muy significativa

en la disminución de robustez como se vió en la sección (lII.2.2). Sin embargo, disminuir

el valor de este parámetro para minimizar su contribución negativa conlleva problemas

de desempeño, la respuesta del CMI se vuelve muy lenta y se presentan oscilaciones de

periodo largo.

Como se comentó previamente es posible identificar los parámetros que más afectan

la robustez del CMI. Esto permite enfocar el esfuerzo a una mejor identificación de

éstos o mejorar el modelado a fin de optimizar el desempeño de la estructura.

La relación
T 1||nA||,o + ||AA ||w < É

establece una medida de la robustez de la estructura y una cota para la perturbación

AA tolerada. De esta relación se puede observar que una manera de aumentar la

robustez de la estructura es haciendo que la matriz A contenga todos sus polos lo más

a la izquierda posible del origen del semiplano complejo, ya que esto implica disminuir

el valor de la norma de la matriz P, puesto que esta última proviene de la solución de

PA + ATP : -I. Lo anterior nos permite establecer un criterio de diseño para el CMI

tendiente a disminuir la contribución de los sistemas a los cuales se tiene acceso, e.g. el

sistema regulador y el sistema y. Una vez hecho esto, la medida de robustez tiende a

ser dominada por el error de modelado entre la planta y el modelo.

Como conclusión general, el capítulo se puede sintetizar en la obtención de una

medida de robustez para la estructura CMI de carácter general y de fácil estimación,

ya que ésta se calcula a partir de los parámetros de diseño nominal de la estructura y

nos permite estimar la magnitud de las perturbaciones toleradas.



CAPITULO IV

%

REDISENO DE LA ACCION DE

CONTROL DEL Cl\/II

La estructura del CMI con la acción de control nominal presenta un cierto margen de

robustez. Las simulaciones de algunos sistemas y las medidas generales de robustez

obtenidas en los análisis de las secciones previas de este documento, muestran que

es deseable aumentar este margen de robustez. Las pruebas en simulación muestran

que, aún con un modelo perfecto la cuenca de atracción del CMI no lineal para ciertos

sistemas no es muy grande. Además, cuando existe un error de modelado, la cuenca de

atracción puede disminuir considerablemente.

En este capítulo se propone un rediseño de la acción de control nominal del CMI

para obtener una mejora en el margen de robustez. Para lograrlo se plantea modificar

la ley de control nominal del CMI por medio de la técnica de rediseño de Lyapunov

(Khalil, 1992). Se entenderá como un margen de robustez mejorado la ampliación de

la cuenca de atracción ó el rechazo de un conjunto más grand¡e de perturbaciones de

tipo paramétrico que el tolerado por la acción de control nominal del CMI.

Los resultados del análisis del CMI de las secciones anteriores son de carácter local,
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los que se detallan a continuación son de tipo regional. En general, un resultado regional

es mejor que uno de tipo local, puesto que un resultado regional engloba a los de tipo

local. Además, el resultado regional nos provee una medida de la zona de atracción del

sistema.

La acción de control nominal del CMI utiliza la salida de la planta y los estados

accesibles del controlador. El rediseño de la ley de control que se plantea en este

capítulo requiere del acceso a todo el estado de la planta, es decir, requiere conocer

todo el estado e del subsistema del error entre la planta y el modelo. Puesto que el

uso de variables accesibles es una característica del CMI que nos interesa conservar, se

propone entonces hacer uso de un estimador rápido del estado e.

La inclusión de este “estimador”, el cual se propone como un observador de alta

ganacia, puede generar un problema de estabilidad. Este problema se resuelve acotando

la salida del estimador en la zona de interés. El análisis de estabilidad se realiza

con técnicas de análisis de perturbaciones singulares y las herramientas estándar de

la metodología de Lyapunov.

A continuación se describen los temas desarrollados en este capítulo.

o El objetivo de la primera sección es encontrar una medida de la cuenca de

atracción del controlador nominal del CMI. La estimación se basa en la función

general de Lyapunov I/(x) = xTPx. Esta estimación se usa como referencia

de comparación contra la zona de atracción que se obtendrá para el controlador

rediseñado.

0 Rediseño de Lyapunov para el CMI. En esta sección se presenta el rediseño de la

acción de control del CMI. Se muestra el análisis de estabilidad y se establece el

aumento en la robustez con respecto al controlador nominal del CMI. Como se

mencionó anteriormente, el marco de comparación de la robustez es el aumento en
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la zona de atracción. Al control rediseñado lo llamamos CMl++. Cabe mencionar

que el CMI++ no sólo aumenta la zona de atracción, sino que también presenta

un rechazo de un conjunto más grande de perturbaciones o incertidumbres de

tipo evanescente que la acción de control nominal del CMI, es decir, se logra

un mejor desempeño en general. En el capítulo V se pueden ver los resultados

de simulación para el control nominal del CMI y el CMI-l~+ donde es posible

establecer una comparación del desempeño de ambos controladores.

o El diseño del CMI++ requiere tener acceso al estado e completo del CMI. Para

resolver este problema se propone el uso de un estimador de alta ganancia. En la

sección lV.2.3 se presenta el estimador propuesto y el análisis de estabilidad de la

interconexión CMI++-estimador. Dicho análisis se realiza por medio de técnicas

de perturbación singular en combinación con las técnicas de análisis de Lyapunov.

o Por último se dan las conclusiones del capítulo de rediseño de la acción de control

para el CMI y un panorama de los problemas abiertos.

IV.1 ESTIMACION DE LA CUENCA

DE ATRACCION DEL CMI
O I(Accion de control nominal)

El objetivo de la sección es obtener una medida general de la cuenca de atracción para

sistemas no lineales con la acción de control nominal del CMI. Esta medida servirá como

referencia o parámetro de comparación para estimar la mejoría en el margen de robustez

del controlador CMI++ que se analizará en una sección posterior del presente capítulo.

Diremos que el controlador con una estimación mayor de la cuenca de atracción es más
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robusto.

El control con rediseño que se presentará posteriormente posee una cuenca de

atracción más grande y además tolera una variación paramétrica o incertidumbres mu-

cho mayores que el presentado por la acción de control nominal del CMI. Esto indica

un aumento en la robustez en dos sentidos: el aumento en la cuenca de atracción y

la capacidad de tolerar variaciones paramétricas o incertidumbres de modelado mucho

mayores. Decidimos establecer como marco o criterio de comparación el tamaño de la

cuenca de atracción entre ambos controladores, puesto que la función de Lyapunov para

estimar dicha cuenca es la misma en ambos casos. Sin embargo, no se debe menospre-

ciar el rechazo de un conjunto mayor de perturbaciones o incertidumbres que se logra

con el control rediseñado, ya que en sí, es uno de los principales objetivos de cualquier

controlador útil.

Dicho lo anterior abordaremos el análisis para estimar la cuenca de atracción para el

control nominal del CMI. El CMI puede representarse en las coordenadas C = (xy, e, y)

como sigue
¿Um == fl1†,i+i

inn : _Úf1,r$r,1 _ - - - _ Ú›n,r-Tr,n `l" a1,r51 : fr(33r1e1)

Gr = 6i+1
_ (30)
en : fivlxrl _ ƒmlxml Jl' (gm($pl _ 9m(93m)) U

illa = yt+1

Ún : _0¿1'l;¡1 _ - - - _ anyn : fy('f/)

donde i = 1 . . .n ~ 1, fy(xy) se evalúa para xy = e + y - xr -l- z, ƒ,,,(xy,) se evalúa para

x,,,=y-x,+zyuestádadopor y

:_fm(lJ_$r'l`z)+fr(f17r›e1)_fy(l/) (81)
U(61› ¿Uri _ mr + Z)

donde z = (2 0, , . , 0) con 2 una constante, es el vector de referencias. La acción
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de control (81) es la que llamamos acción de control nominal del CMI.

Llamaremos CMI nominal al sistema (80) con la acción de control (81) cuando la

planta y el modelo son iguales, es decir, fy(x) = fy,(x), gy(x) = gy,(x).

A lo largo de esta sección se toman como un hecho las siguientes suposiciones:

Suposìción 2 Todas las funciones son al menos C1.

Suposìción 3 El sistema CMI nominal (80) tiene al origen como un punto de equi-

librio hiperbólico estable en el origen cuando la entrada es cero, u = 0.

En general, la suposición (3) se cumple siempre cuando la planta presenta un equi-

librio liiperbólico estable en el origen, e.g. esta es estrictamente Hurwitz estable.

Cuando existe un error de modelado o una variación paramétrica el sistema en lazo

cerrado se puede representar con el siguiente conjunto de ecuaciones

±r,i : fl/`r,i+1

iv-,n : _a1,r13r,1 _ - - - _ an,r$r,n `l_ a1,r61

Gif = €i+1 (82)

en = fm(ï17P) _ fm($m) `l` (9m(5'¡z›l _ 9m(ï¡¡m))l-L “l` Afm(97z›) 'l` A9m(37p)U

Á/i=1l/¡+1

yn: _051l/1 _ ---_Ú¿n'yn

dondei=1...n-1.

Usando una notación compacta se puede reescribir las ecuaciones de (82) como sigue

(I: + B + Agm(`)ul (83)

con B = [0. . .00. . .10. . .0]T, Q = (xy, e,y)T G IRS" y F representa al CMI nominal.
Tl TI, 'fl

Considere que se mantienen las siguientes condiciones:
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ø La referencia a seguir es z = 0.

ø Se mantiene la suposición (3), es decir, el CMI nominal tiene al origen como un

equilibrio estrictamente Hurwitz estable.

0 Se cumple lo siguiente: Af,,,(0) = 0, Ag,,,(0) # 0, es decir se trata de una pertur-

bación evanescente.

Usando las tres condiciones anteriores y el hecho de que el equilibrio en el origen del

CMI nominal es estrictamente Hurwitz estable, es posible reescribir la ecuación (83)

como sigue

C = Ac + B[¢(<) + Afmm) + Agm(=a)ul (84)
donde A es la matriz jacobiana A = Q;-ÉQII evaluada en el origen, ¢(§) agrupa los

C=0
términos de orden superior que se desvanecen en el origen del CMI nominal y xy =

e + y - xy -I- z.

Defina la siguiente variable

: Afm(37p) + A9m(37p)U(C)

y sustituyendo en (84) se obtiene

<'= Ac + B¢<o +B«S(o- (85)
De la suposición (3) sabemos que existe una matriz P = PT > 0 que es la solución

l1unica de la ecuación de Lyapunov

PA+ATP = ~I.

Usaremos la función positiva definida l/(§) = (TPC como una función candidata de

Lyapunov para el sistema (85).
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La teoría de Lyapunov usando el método directo nos dice que si ll/(C) < 0 en un

conjunto compacto Q1 entonces el conjunto Ill es un estimado de la cuenca de atracción

del sistema.

La derivada de la función de Lyapunov propuesta, a lo largo de las trayectorias del

sistema, es

V(<) = ¿TP< + cTP¿
= (AC + 13¢(C) + ¡35(C))TPš + CTP(AC + B¢(C) + 55(0)

= cT(PA + ATP)c + 2sT<P(¢(c) + ¿(0)
= -CTC + 2BT<P(¢(<) + ¿(0)-

Sea g(§) = ¢(C) + ó(C) y suponga que se satisface

))g(<)||<a)|<1|
en cierto dominio

Di = {< e IR3" = HCII < ri). (se)
Entonces en este dominio D1 la derivada V satisface

1'/(c) 5 - nat + 2/\M(P)/«Q uclt
s - Ilclt (1 - 2)M(P)kQ)

que es negativa definida si

¡Cn < ¿__ (87)2ÄM(P)

donde AM(P) representa el valor propio máximo de P. Usando los resultados anteriores

concluimos que el conjunto invariante positivo

Q1 = (C G R3" : (TPC < c1} (88)

con cl < rf/\M (P) y kg que satisface (87) es un estimado de la región de atracción para

el CMI con la acción de control nominal.



67

~

IV.2 REDISENO DE LYAPUNOV

PARA EL CMI

La acción de control nominal del CMI presenta un cierto margen de robustez. Los

resultados de las simulaciones efectuadas con este controlador muestran un buen de-

sempeño. Sin embargo, aún para el caso de un modelo perfecto, el tamaño de la cuenca

de atracción no es muy grande. En el capítulo V en la sección V.l.l se muestra un

ejemplo de diseño donde se puede observar el efecto en las simulaciones de una per-

turbación paramétrica en el tamaño de la cuenca de atracción y en el desempeño en

general de la acción de control nominal del CMI. Lo anterior implica que es posible

desestabilizar al CMI si se presenta una perturbación lo suficientemente grande o las

condiciones iniciales de la planta y el modelo están fuera de la zona de atracción del

sistema. Cuando existe una perturbación paramétrica o una incertidumbre de mode-

lado y se usa el control nominal del CMI, la circunstancia anterior se agrava; es decir,

la zona de atracción disminuye considerablemente.

En esta sección se presenta el diseno de un controlador basado en la estructura

del CMI que muestra una mejora en robustez, comparado con el control nominal. Se

analiza una clase de perturbaciones que dependen del estado y en general del tipo

de variación paramétrica. Este cambio en los parámetros puede ser debido a errores

de modelado o cambios en la planta. El tipo de perturbaciones que son analizadas

satisfacen la condición de acoplamiento, es decir aparecen en donde actúa la acción de

control (“matching condition”). Además las perturbaciones deben ser evanescentes.

El problema de análisis de perturbaciones no acopladas con la estructura de control

con modelo interno permanece abierto. Una manera de abordar este problema parece ser

el método de paso adelante paso atrás (“backstepping (one step forward)”) presentado
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en (Qu, 1997).

IV.2.1 CONTROL Cl\/II+-|- (DISCONTINUO)

En este apartado se propone un rediseño de la acción de control para mejorar el margen

de robustez del CMI. Suponemos que la perturbación está dada por una función inva-

riante 0 que puede tomarse como una función invariante si el conjunto de parámetros

de dimensión r varía muy lentamente con el tiempo. Bajo esta suposición es posible

llevar a cabo el análisis en el espacio de estado del sistema, e.g. IR3", y no en el espacio

IR3" >< IR' aumentado por el tamaño r de la dimensión del espacio de los parámetros.

La consideración anterior permite establecer el marco de comparación como el aumento

de la cuenca de atracción en el espacio lR3“Í

A la acción de control con rediseño de Lyapunov para el CMI la llamaremos CMI++

Suponga que la planta está dada por

ílìyyi = fI§y,¿+1;'l= I

- fin) + Afina) + (ima) + Agm(e))u
donde los términos A representan incertidumbres de modelado o una perturbación

externa actuando donde entra la señal de control. Usando esta planta el CMI en lazo

cerrado es el presentado por las ecuaciones (82).

Suponga que la acción de control que entra a la planta está dada por

uy = u + v

y el control que entra al modelo es

donde u es la acción de control nominal del CMI definida en (81). Usando estas defini-
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ciones en (84,85) obtenemos

c' = Ac + B<)›(<) + B<)(c) + Bg,›(wp)«› (89)
Usaremos como función candidata de Lyapunov la propuesta en el apartado anterior,

V = (TPC. La derivada de l/(C) satisface

1'/(c) 5 -¿Tr + 2BTP<(¢›(c) + 6(c) +gp(wp)«›)- (90)
De la ecuación (84) sabemos que el término perturbador (lineal y no lineal) consiste de

¢(C) Y ¿(O-
Suponga que se conoce una función p(C) que satisface

f>(C) > ll<5(C)|l + l|¢(€)l| (91)

en algun dominio

Dz = {C G R3" = llšll < ral (92)

con rg > r1 tal que D, C D2. La definición del conjunto D, se puede ver en la ecuación

(se).
Si se define

«›(c) = -kp(c)y'f,,”-H; w = 2BTP< (93)
donde la constante le se escoge de tal manera que satisface

gy(xy)k; > 1

este último requerimiento implica que el signo de gy(xy) permanece constante en todo el

dominio de interés o que es posible determinarlo pues éste determina el de la constante

li. Usando (93) y (91) en (90) se obtiene

no S -ec + w (ac) + ac) - fame)
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l'/(C) S _ IICIIQ + Ilwll (|6(C) + ¢(C)l _ /«gp/>(<))

I/(C) S _ IICII2 _|lw||(k1- 1) fl(C)

1'/(4) 5 0
donde lc, = kgy(xy). La derivada de la función V a lo largo de las trayectorias del sistema

es negativa definida, por lo tanto, por medio del método directo de Lyapunov se puede

concluir la estabilidad del origen. Además, el conjunto invariante positivo D2 es un

estimado de la región de atracción del sistema en lazo cerrado. Puesto que D1 C D2,

hemos obtenido un margen de robustez mayor comparado con el CMI nominal, ya que

el sistema rediseñado posee una cuenca de atracción más grande. Se puede agregar que

si D2 es el espacio de estado entonces el sistema es globalmente estable.

Una ventaja adicional del diseño presentado es que no es necesario establecer a priori

una cota en la variación paramétrica tolerada por la estructura. Es decir, si podemos

encontrar una función p(§) que cumpla con (91) sin importar la magnitud de la variación

de los parámetros o en su defecto el error de modelado, es posible la estabilización del

CMI++ en el conjunto D2. Esto nos permite un aumento en la robustez en las dos

direcciones mencionadas en una sección anterior: el sistema con el control CMI++

aumenta su cuenca de atracción y tolera un cambio más grande en los parámetros o un

conjunto de perturbaciones también mucho mayor.

Lo expuesto anteriormente se puede resumir en el siguiente lema.

Lema : 10 Considere un esquema CMI como el presentado en (82). La acción de

control compuesta
7:'

2%ì _-É
./¶

HO ›ü›\_/
uy,=u
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donde u) = 2BTP§, kgy(xy) > 1, uy, es la entrada de control al modelo, uy es la entrada

de control a la planta, con u la acción de control nominal del CMI definida en (81),

P = PT > 0 es la única solución de

PA+ ATP = -I

con A la matriz jacobiana del CMI nominal y p(C) que satisface los requerimientos de

(91), mejora el margen de robustez del sistema CMI con la acción de control nominal al

tener una zona de atracción más grande y eliminar el efecto de todas las perturbaciones

45,6 que satisfacen (91).

A esta acción de control (94) la llamaremos en el resto del trabajo CMI++. En la

sección (V.1.3) se puede ver un ejemplo de diseño y el desempeño en simulación del

CMI+-|- con acceso al estado completo.

Aún cuando el controlador (94) presenta una mejora en robustez existen dos desven-

tajas con respecto al diseño nominal del CMI, éstas son:

¢ 1) Se requiere acceso al estado e completo, lo que elimina una de las ventajas

más importantes de utilizar la estructura de control con modelo interno. Dicha

ventaja es el uso, de sólo variables directamente accesibles.

o 2) La función de control es discontinua. Esto produce ciertos problemas, entre

los cuales se pueden mencionar que la solución de la ecuación diferencial puede

no ser única y la implementación práctica puede presentar un fenómeno que se

conoce como “castañeteo” debido a los retardos de los dispositivos utilizados en

la puesta en práctica del controlador.

A cambio de estas desventajas se gana en robustez, puesto que se logra obtener

una zona de atracción más grande y el sistema tolera una variación parámetrica o una
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incertidumbre en el modelado mucho más grande. Por otra parte, en algunos casos es

posible lograr la estabilización global del sistema con el controlador CMI-I-+.

En el capítulo V se presenta un ejemplo en simulación del CMI-I-+. Ahí se puede

observar en un marco experimental controlado el aumento en robustez y desempeño del

CMI++ comparado con la acción de control nominal del CMI.

En las secciones subsecuentes se propone una solución a estos problemas. Para el

problema de acceso al estado e, se plantea el uso de un subsistema estimador del estado

(un “cuasi” observador) como el presentado en (Khalil, 1994).

El problema de la discontinuidad del control se tratará de eliminar por medio de

una redefinición de la ley de control dentro de una zona muy pequeña de la zona de

atracción. _

La solución de estos problemas implica recobrar el desempeño del CMI-l~+.

IV.2.2 CONTROL Cl\/II++ (CONTINUO)

Los controladores discontinuos presentan dos problemas: uno analítico y otro práctico.

El primero es debido a que una discontinuidad no cumple la condición de Lipschitz y

la solución de una ecuación diferencial con una discontinuidad no es necesariamente

única. El problema práctico se refiere a un fenómeno conocido como “castañeteo”, éste

se debe a los retardos de los dispositivos físicos utilizados para poner en práctica el con-

trolador discontinuo. Un ejemplo de tales dispositivos son los relevadores, transistores,

amplificadores conmutados etc.

En esta sección de propone una aproximación continua de la función de control

del CMI++ que mantiene la estabilidad del origen y conserva el mismo tamaño en la

cuenca de atracción.

La idea para eliminar la discontinuidad en el origen de la función de control CMI+-l-
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presentada en (94) se basa en lo siguiente: 1) Usar el rediseño de Lyapunov (CMI++)

para acercar al sistema a una zona donde se sabe que éste es estable, e.g. el subespacio

D1 obtenido en una sección anterior, ver página 66.

2) Intercambiar la función de control dentro de la zona D1 manteniendo a ésta como

una región de atracción de la nueva acción de control.

La nueva acción de control propuesta es, entonces,

U = U(C) + 9(C)P (95)
uy, = u

donde u es la acción de control nominal de CMI definida en (81), um es la acción de

control del modelo, uy es la acción de control de la planta y 0(§) está definida por

_'¿(§,fi Si />(C)Ilw||Sc1
9(C) = (96)

_% Si /r›(C)||wI| > C1
donde

ka›(fa) > 1, (97)
y cl es una constante positiva a especificar posteriormente.

Usando esta función de control el sistema en lazo cerrado resulta

¿= Ac + B(<ï(<) + ¢(<)) + Ba›0(c)›

La derivada de la función de Lyapunov l/(C) = CTPQ a lo largo de las trayectorias del

sistema es

V(<) = -(Tc + zBTP<(A(c) + g,fl(<)) (98)
donde A-(C) = ¿(0 + <t(C),

Y/(4) 5 - ||c||2 + ||w|| (|A(c)| + gi@(<))-
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Sustituyendo el valor de la acción de control 0 dentro del conjunto wp(C) < cl, y usando

||p(<)|| > ||A(<)|| Se obtiene
i'/(c) S - (cr - + p(<)1)wu. (99)

El término que determina el signo de la derivada de V es

+ p(<) ||w|| - -afï + f1 C1

donde p(C)w = f y lc, = kgy > 1 por la desigualdad (97). Este término tiene un

máximo en f = Esto puede obtenerse derivando como sigue

åf-(-k1f2/c1 -l- f) = -2k1f/el -l- 1.

Igualando esta derivada a cero se obtiene el valor extremo

_°_1
f 2k,'

Este valor es un máximo puesto que

5
671,, ('~lC1_f2fC1 °l_ : _å <

Sustituyendo este valor en la desigualdad (99) se obtiene

i'/(c) S - nar + ¿vr G Di
1

donde D2 se define como en (92). Lo anterior implica que usando la acción de control

(95), con las restricciones presentadas, el sistema tiende a un conjunto invariante mas

pequeño.

Suponga que la región de interés donde se desea estabilizar el sistema está definida

por el siguiente conjunto

De = {ç e R3"|v(C) 5 C) (100)
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donde 1/(C) = CTPC.

Haciendo B = ozc1)\,,,,_,,,(P)/4 para cierto oi > 1 y si escogemos cl lo suficientemente

pequeña para que se satisfaga B < c con c definida en (100) , se puede concluir que el

conjunto

Dfl : ll/(Q) S Úl C Di,

es un conjunto invariante positivo y toda trayectoria que empiece en D, converge a Dy

en tiempo finito y permanece dentro de éste de ahí en adelante. Dentro de Dy queremos

que el control sea una función de w lo mas lineal posible. Esto se puede lograr haciendo

: po- (101)

Es decir, p(§) = po para todo C G Dfi.

En el conjunto Dy el control de la planta está definido por u + 9, con

6 : __k1Po2w_
C1

Bajo esta acción de control la derivada de I/(C) cumple con la siguiente ecuación

' _ T ($19020)l/(C) _ _C C+ 1” A(C) _ T- (102)1

que se obtiene de la sustitución del valor del control 9 en (98). Por continuidad en el

conjunto Dy es posible encontrar alguna kg, tal que

||A(€)|l S ki llšll

Usando esta desigualdad en (102) se obtiene

no s - nar + nwu si neu - (wn.
Recordando que w =-_ ZBTPC, y sustituyendo este valor en la desigualdad anterior

resulta

v(c) 5 - nat + 1«2||2BTP1|||<|(2 - l|2BTP||2 ((4112.
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Sea kg = ||2BTP||, usando esto en la desigualdad anterior obtenemos

_ 2v(<) S - nat + le nat - .
Es posible hacer a negativa definida si se cumple

¡$201”>vts
Puesto que l/(C) es una función decreciente, < 0 y I/'(0) = 0 usando el método

directo de Lyapunov queda demostrada la estabilidad del origen.

Resumiendo, si se usa como ley de control para el CMI a (95), (101) con

4c
C1 <  x(P) y

donde c se escoge de {CTP§ § c} (zona donde se requiere estabilidad) y

(9201po 2 max (V E,g,§r¿g>š/›(C)} (104)

el CMI++ continuo es estable y contiene en su región de atracción a D2.

Por lo expuesto anteriormente hemos resuelto el problema de la discontinuidad del

controlador CMI++ por medio de la aproximación de éste dada por (96). Resta pro-

poner una solución del problema de acceso al estado completo del sistema “e”. En la

siguiente sección se plantea una solución del mismo por medio de un observador de alta

ganancia del estado e.

IV.2.3 ESTIMADOR DE ESTADO

El diseño del controlador CMI+-|- requiere de acceso al estado completo del sistema, en

particular el estado e que corresponde al error entre la salida de la planta y el modelo, así

como sus derivadas. La estructura original del CMI sólo toma las medidas de la salida
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y los estados accesibles directamente de los subsistemas regulador, modelo, planta y el

subsistema auxiliar “y”. Esta característica del CMI es muy importante desde el punto

de vista práctico para la aplicación de un controlador. Puesto que se desea conservar

esta característica se plantea el uso de un “observador” rápido similar al propuesto en

(Khalil, 1994) para estimar el valor del estado e del CMI. Esta estimación se usará

para implementar el Cl)/lI++. En (Khalil, 1994) también se le llama a este sistema

“observador de alta ganancia”.

Existen varios tipos de observadores aplicables a sistemas no lineales en la literatura

actual. Sin embargo, decidimos usar el observador de alta ganancia por su simplicidad

y su desempeño. Entre otros trabajos sobre observadores y estimadores de estado para

sistemas no lineales, se puede mencionar lassiguientes publicaciones (Moraal y Grizzle,

1993; Gauthier et al., 1992; Boutayeb y Aubry, 1999; Celle et al., 1989).

El observador propuesto es de la forma

ê¿=ë¡+1+ ,t=I,...,fl-1
_ (105)

en = %;:'*“)
En forma compacta

é = Âë + Bel

donde el = yy - ym, é es el estado e estimado, e es un parámetro a especificar y los

coeficientes B, definen un polinomio

S" + B1s""1 + . . _ + B,,_1s + ey = 0 (106)

cuyas raíces deben tener parte real negativa. Este observador es de alta ganancia y

exhibe un fenómeno conocido como respuesta impulsiva (en inglés “peaking”). Este

comportamiento puede eliminarse si se satura el estado del observador fuera de la zona

donde se requiere estabilizar el sistema. El hecho de saturar a cierto valor este estado
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permite también demostrar la estabilidad de la interconexión estimador-CMI-l-+, como

se muestra en la siguiente sección.

IV.3 ESTABILIDAD DE LA INTERCONEXION

ClVII+-I--ESTIMADOR DE ESTADO

En esta sección se analiza la estabilidad de la interconexión del CMI++ con el estimador

de estado propuesto anteriormente.

El CMI nominal usa un subsistema regulador de la forma

:i:,.,- =:::,,,-+1, i=_1,...,n~ 1' (107)
5i7r,n : _a1$r,l _ _ an$r,n 'I' alel

o en forma compacta,

xy = Ayxy + B,.e1.

El subsistema observador (105) se puede poner de esta forma por medio de una trans-

formación lineal. La única observación es hacer este estimador lo suficientemente rápido

para que su estado tienda al estado e lo más pronto posible. La manera de acelerar la

respuesta del observador es haciendo tender a cero el valor del parámetro e.

Usando este estimador se logra reproducir el desempeño del CMl++ presentado en

la sección (IV.2.1). Vea la sección (V.1.4) donde se presenta un ejemplo en simulación

que ilustra el comentario anterior.

La acción de control CMI++ se implementa sustituyendo en el control el error e

por su estimado ã, saturado, dado por

ëy = Sat(ë, rc)
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donde Sat(ë, es la función saturación con límite de saturación x. El límite de satu-

ración se especifica por el valor máximo de la acción de control en una zona predeter-

minada. La zona se delimita por medio de la función de Lyapunov tal que

u,,,,,_,, = maxu(C)VC E (C G R3" : CTPC § c}

con c escogida de manera arbitraria, P es la solución de PA -1-ATP = -I y A la matriz

jacobiana asociada con la linealización en el origen del CMI nominal.

En la figura (4) se muestra un diagrama a bloques del controlador CMI++ con el

estimador de estado. En la figura P es la planta, M el modelo, R el regulador, C el

control emi nominal, C1 la función de rediseño de Lyapunov y E es el estimador del

estado e -

(I H1.1

Figura 4: Diagrama a bloques del Cl\/lI++ con el estimador de estado.

La estabilidad de la interconexión CMI-l--|--estimador queda establecida por el si-

guiente lema.

Lema : 11 Suponga que el diseño CMI++ con acceso al estado completo garantiza que

el origen del sistema CMI en lazo cerrado es exponencialmente estable. Si se usa la

acción de control CMI++ dada en (95), sustituyendo el error e por Sat(ë, x), donde ë se

calcula mediante un estimador de la forma (105) para un cierto e pequeño, entonces la
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interconexión C'MI++-estimador tiene al origen como un equilibrio exponencialmente

estable.

PRUEBA

Para demostrar la estabilidad de la interconexión CMI++-estimador de estado usa-

remos herramientas de perturbaciones singulares y análisis de Lyapunov.

El sistema CMI con el controlador CMI++ y el estimador se puede representar de

la siguiente forma:

X = A1X + Biffii

è = Aye -I- B2¢(e, è', X) (108)

ê= Aye + H(c'@ - ce)
donde X = (xny) , Ay G lR"X“, A1 E lR2"”“2", B1 E lR2"x1,B2 E lR"x1, C' G IRD”,
H E ]1j{nX1,

0 1 0

Ay, 0 0 0 1
Al: 10 A, z _. 2

0 0 0

[0,...,1]T
_ V-'ví _ __ TB_ ,,,_ ,B_ 0,...,1 ,

1 ((0Í`..,"0)T) 2 (nf)\_.¬,A/
tam.n

o=(1,o,...,o),

H=(,B,-/el),i=1,...,n
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(Ayr, Ay) G IRM" son las matrices en forma canónica de los subsistemas “regulador” e

“y” respectivamente. ¢(e, ã, X) = fy(xy) - fm(x,,,) -l- gy(xy)uy - g,,,(;1;,.,,)u, donde u es la

acción de control nominal del CMI, uy está definida en (95) solo que se sustituye en ésta

los términos que dependen del estado e por su estimado saturado ëy y los parámetros

,By definen el polinomio Hurwitz estable dado en (106).

La idea es poner en forma de perturbación singular a la interconexión CMI++-

estimador dada en (108).

Defina la siguiente variable

1 r .
TIi=%(€i_€i) ›'¿_1› ,'116n_z _ . - .

en forma matricial "

(1 = D(f)'1(@ _ ë)

de esto se obtiene

ii = D(f)'1(ë _ É)-

Sustituyendo los valores de é,e en la ecuación anterior obtenemos

D(e)n = A,,(e - ã) - HC'e + HCë + B2<f›(e, ã, X)

D(f)'f1 = (Ai _ H0)D(f)n + B2¢(ff› 2 _ D(fi)n, x)

fl = D(f)_1(Ae _ HC)D(f)U + D(fi)"1B2¢(@, B _ D(f)n, x)

que es equivalente a

en = 6D(€)_1(Ay - HC')D(e)17 + eD(e)_1B2<,b(e, e - D(e)n, X)
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o en forma compacta

al : A077 + €B2¢(6› 3 '_ D(€l7l› X)~

En (109) hicimos uso de

A0 = fD(f)_1(A,, _ Ho)D(f) = f(A, - Ho)
fil e 0 0

62/6 0 e 0

A0: 5 ,
s,,_,/en-2 0 0 6
6,,/c"_1 0 0 0

los valores propios de la matriz A0 son las raíces del polinomio (106). También en (109)

se usó el hecho de que eD(e)`1B2 = eB2 por la forma particular de B2.

La interconexión del CMI++-estimador queda de la siguiente manera

X = A1X 'l' Bifii

è : Ace 'l` B2¢(e› 6 _ D(€)7l› X)

fi = Aun + fB2¢(@, 2 _ D(f)n, x)
que se puede escribir de la siguiente forma

é= Ar + É</›(eD(f)v) = Fra, D(f)n)
677 = A077 + fB2S0(§› D(f)77)

Las ecuaciones (111) definen un problema de perturbación singular estándar. La

(111)

teoría de perturbaciones singulares nos dice que si las condiciones iniciales del sistema

{r¡(0),§ pertenecen a cierto conjunto acotado entonces la interconexión del sis-

tema rápido-lento es estable (Kokotovié et al., 1986). A continuación exponemos dicha

prueba.

Por hipótesis el origen C : 0 de

É= Ãš + É<P(€, 0) = F†(§, 0) (112)
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es exponencialmente estable.

Esto quiere decir que el sistema con el controlador CMI-1-+ con acceso al estado

completo es exponencialmente estable. En el apartado de rediseno del CMI se probó la

estabilidad del CMl++, ver sección (IV.2.2).

La estabilidad de este sistema permite afirmar que existe una función de Lyapunov

1405) G 01 (113)

definida en IH(0,r2) C IR para algún rg > 0 y cuatro constantes tal que para todo

5 G T2)

A nar S me S 12111112 (114)

37221-¬:(¢,0) 5 -al ||f||2 (115)

Í,_,_*§ S al us) (116)
Por la estabilidad del sistema (112) es posible encontrar para todo C G lH y para

todo r] G IE las siguientes constantes de Lipschitz

||F†(š›D(f)'fI) _ F†(€,0)|| S L1 llflll (117)

||<f>(§, D(€)n)|| S Ls Ilšll + La Ilnll (118)
donde IE es un conjunto en la vecindad del origen de r) = 0.

Dividiremos a la interconexión en subsistemas rápido-lento, para el subsistema

rápido

fr) = A011 + fB2<P(€. D(f)n)
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proponemos como una función candidata de Lyapunov a

W(n) = nTPm (119)

con P1 = P1T > 0 solución de

A()T.P1_l_P1A0 =-_ -I

la función (p(C,D(e)n) es acotada (localmente Lipschitz). La derivada de W cumple

para todo (C G ll_l) ›< (n G IE)

V)/(11) = nl'-"Pm + nTP11i
S _i llvllz + 2llnll llB1ll llP1ll (L1-,llšll + La llnll)

Ahora proponemos la siguiente función compuesta V(C,r¡) definida por

1/(5,11) = V2(€) + fiW('f1)

como una función candidata de Lyapunov para el sistema (111) con Vå, W definidas en

(113 y 119), 6 es una constante a estimar posteriormente.

La derivada de V a lo largo de (111) es

1/(€,n) S %É: lF†(E,0) + F†(§› D(f)n) _ F†(E›0)l _ É llnll2 +
29 llB1ll llP1ll <P(€› D(f)n) llnll

S -as ll€ll2 + @1L1ll§llll11ll _ (1/ff llnll2 + (120)
20 llP1ll ll/s llšll llnll + La llnllzl

g [-1)/E +1216 + 101,11, + atrã) (|n||2 + (-11, + + ||¿||2
donde li: = 20 llP1ll Y Para el último paso usamos la desigualdad de Young que se

presenta a continuación: Dados x, y, Vx,y E R+,Vp > 1\;/eg > 0 se tiene

1
xy 5 ax” + (e0)1'°yìï'Í_ï
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aqui po = É.

La última parte de (120) se puede reescribir como sigue

vai) S -§ W - $11111?-bi W- 12111112
con bl : % - liL6 - eo (a4L1 + lcL¡,) y bg = 921 - Si escogemos B lo sufi-

cientemente pequeño y a eo lo suficientemente grande podemos hacer bg > 0. Ahora

podemos escoger un e lo suficientemente pequeño para hacer el término bl > 0. Hecho

lo anterior, implica

1'/(5,11) S _`miI1(<1a/2,9/(2f)) lllêllì + llnllzl

con lo que podemos concluir que la interconexión CMI++ con el estimador del estado

“e” es exponencialmente estable. Con esto queda demostrado el lema 11.

En general la búsqueda de la constante e que garantice la estabilidad se puede dar

por medios experimentales, ya que el lema garantiza la existencia del tal e, mas no nos

da una forma de estimarlo.

En el capítulo V se muestra con un ejemplo en simulación el desempeño de la

interconexión CMI++-estimador. Ahí se puede observar una manera experimental

para encontrar un valor de e adecuado para el ejemplo presentado.

IV.-4 CONCLUSIONES

En este capítulo se propuso un controlador que aumenta la robustez de la estructura

CMI con respecto a la presentada por la estructura con el controlador nominal. El

diseño propuesto se basa en las técnicas de rediseño de Lyapunov. Al control obtenido

le llamamos CMl++.

Se logra el rechazo de perturbaciones paramétricas o de incertidumbres en el mode-

lado que satisfacen la condición de acoplamiento, es decir se presentan donde actúa el
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control. La magnitud de las perturbaciones no está condicionada a priori y por medio de

una función de control adecuada es posible rechazar perturbaciones de gran magnitud.

Además, para ciertos casos es posible la estabilización global del sistema. Puesto que

el tamaño de la zona de atracción del CMI-l-+ se puede fijar arbitrariamente por medio

de la función de Lyapunov se le puede llamar al resultado estabilización semiglobal.

El CMI++ presenta dos desventajas con respecto al diseño nominal del CMI: una es

que el controlador es discontinuo y la otra es que se requiere acceso al estado completo.

Se propuso una función alternativa para aproximar la función de control del CMI++

en una región pequeña alrededor del origen. Se demostró la estabilidad del origen para

la aproximación continua del controlador CMI-l-+ discontinuo. Esto permite mantener

el desempeño del CMI-I-+ sin los problemas prácticos de realización de un controlador

discontinuo, e.g. “castañeteo”.

El controlador CMI++ propuesto y analizado en la sección (IV.2.2) requiere del

estado completo del CMI. Puesto que una de las ventajas de la estructura de control

con modelo interno es el uso de la salida de la planta y otros estados accesibles, usamos

un estimador rápido del error e para recuperar esta característica deseable del CMI.

Se demostró que la inclusión del estimador no altera la estabilidad de la estructura

para ciertas condiciones del estimador analizadas en la sección (IV.3). El desempeño

del CMl++-estimador tiende a ser el del CMI++ con estado completo a medida que

el parámetro e del estimador tiende a cero. En la puesta en práctica del controlador

CMI-l-+-estimador es posible determinar de manera experimental el valor adecuado

de e puesto que una vez encontrada una cota superior de este parámetro tal que se

mantenga estabilidad de la interconexión CMI++-estimador en la región de interés,

cualquier valor por debajo de esta cota mantiene la estabilidad. El hecho de encontrar

una cota superior adecuada para el valor de e es importante para la aplicación práctica
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del CMl++.

IV.4.1 PROBLEMAS ABIERTOS

El estudio de perturbaciones no-acopladas para el CMI es un problema abierto. Se

realizaron algunas tentativas de análisis de este problema en base a la técnica de “back-

stepping”, sin lograr resultados positivos. De acuerdo a Qu (Qu, 1997), es posible

rechazar perturbaciones no-acopladas en sistemas no lineales con una técnica de “back-

stepping adelante-atrás” recursiva. El uso de esta herramienta promete resultados posi-

tivos al aplicarse al CMI cuando el sistema presenta perturbaciones no acopladas, pero

cabe mencionar que la acción de control que arroja esta técnica es muy complicada.

Por otra parte, otro problema. abierto es- el uso de estas técnicas de rediseño con el

CMI para sistemas de fase no mínima y para sistemas donde el número de entradas es

diferente al número de salidas. La extensión de los resultados presentados en el capitulo

a sistemas de varias entradas y varias salidas, cuando el número de entradas es igual

al número de salidas, es relativamente directa. También es posible extender de manera

directa los resultados del CMI++ a sistemas de grado relativo incompleto pero con

dinámica interna estable.



CAPITULO V

EJE1v1PLos DE D1sEÑo

Una manera práctica de observar el desempeño de un controlador y los resultados del

análisis es por medio de un ejemplo donde se apliquen estos resultados.

En este capítulo se presentan resultados de simulación de los controladores para

la estructura CMI propuestos en los capítulos anteriores, el objetivo es establecer una

comparación directa del desempeño de los mismos.

A lo largo del capítulo se presentan los ejemplos de diseño para las diferentes acciones

de control propuestas en los capítulos anteriores, tales son:

ø El diseno de la acción de control nominal del CMI.

ø Diseño del CMI++ con acceso al estado completo del sistema e.

ø Diseño del CMI++ con el estimador del estado e.

Para el primer caso, el del diseño nominal del CMI, se presenta la prueba de esta-

bilidad de acuerdo a los resultados de los análisis efectuados en los capítulos previos.

Para todos los casos se muestran gráficas de las respuestas de simulación de varios

experimentos que muestran el desempeño del CMI y del CMI++.
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Se presentan dos ejemplos de diseño, una planta de orden 2 y una de orden 3. En

ambos casos es posible notar las caraterísticas principales del CMI como son: error cero

de estado estable para referencias constantes y un cierto grado de robustez.

En el primer ejemplo sólo se incluyen simulaciones con perturbaciones del tipo

evanescente en el ejemplo dos se incluyen perturbaciones de ambos tipos, evanescentes

y no evanescentes. Las perturbaciones de tipo no evanescentes consideradas son cons-

tantes y se presentan en la salida de la planta.

V.1 EJEMPLO 1

La planta que usaremos para el ejemplo 1 de diseño de los controladores es un péndulo

de segundo orden con un par aplicado en la base del mismo como acción de control. El

modelo matemático de esta planta está dado por

5311.1 : 131,2

9311.2 : _a11133P.2 _ a2pSen(171›,1l + 911” : fP(371›) `l' 911" (121)

'UP : 1311.1

donde xy E lR2 es el estado de la planta, yy es la salida y los valores propuestos para

las constantes son:

a1y = 0.08, a2y = 1.2, gy = 0.98.

Este modelo de la planta es muy similar, excepto por el valor de los parámetros, al

modelo utilizado para la prueba experimental de los controladores CMI, CMl++ que

se presenta en el capítulo (VII); de ahí la motivación para el uso de esta planta en las

simulaciones.










































































































































































































