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Se desarrolla un método aproximado para invertir datos

de resistividad y polarizaciédn inducida., La inversidn se

efectua en tdrminos de estructuras tridimensionales de forma

eilindrica con seccién transversal y longitud arbitrarias;

los datos. se suponen tomados a lo largo de un perfil

perpendicular al rumbo de la estructura.. Tanto la

cargabilidad como la resistividad de la zona andmala pueden

ser funciones arbitrarias de la posicidén.. E1 método no

requiere de un modelo inicial y por lo general se obtienen

ajustes satisfactorios en una o dos iteraciones. Debido a la

aproximacidn utilizada, su aplicacidn estd restingida a

estructuras que- presentan contrastes moderados en

resistividad.. En estos casos, el método es rdpido y lo

suficientemente exacto para ser utilizado en interpretaciones

 



de rutina.. Se incluyen resultados de simulaciones numéricas

asi como resultados de la inversidédn de datos de campo...
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I INTODUCCION

Los métodos de resistividad y polarizacién inducida son

utilizados principalmente en la exploracidédn minera y en la

evaluacién de acuiferos someros.. Existe actualmente, ademds,

un renovado interés por utilizar estos métodos en la

exploracién de petrdleo._

En el método de resistividad, las mediciones se expresan

en la forma de resistividad aparente (pa)... El arreglo

electréddico en general consiste de dos electrodos para

inyectar corriente directa, combinados con dos electrodos

para medir el’ potencial.. La resistividad aparente depende da

la razén del potencial medido a la corriente de inyeccidn

(V/1); este término estd directamente relacionado con la

resistividad del medio.. La resistividad aparente también

depende de un factor geométrico que varia se gun la
+

configuracién de electrodos..

El gran uso del método de polarizacidén inducida ha dado

origen a dos principales técnicas de medicidn, éstas son: el

método en el dominio del tiempo y e1 mdtodo en el dominio de

la frecuencia._ En el dominio del tiempo. se mide la

polarizacién del subsuelo integrando la curva de decaimiento

del voltaje transitorio, cuando la corriente directa de

inyecciédn es interrumpida abruptamente (Seigel, 1959; Wait,



1959), como se muestra eon la Figura 1.. En esta técnica la

cargabilidad es el pardmetro que se usa para indicar la

capacidad de polarizaciédn del medio, y 1a cargabilidad

aparente (My) es la cantidad que se mide. Esta ultima estd

dada por

My = WVpf. Va Cerat ;

donde vy es el voltaje primario y V,(t) es el transitorio._

En el dominio de la frecuencia la polarizacién es medida

detectando el decaimiento de 1a tresistividad aparente a

medida que se aumenta la frecuencia en la corriente aplicada

(Hallof, 1957, 1961; Marshal and Madden, 1959).. El

pardmetro de interds es el efecto de frecuencia aparente

'(Fg) y estd dado por

Fog = S2do-=Pad.
Pac

La cargabilidad y el efecto de frecuencia aparentes, son

formas diferentes de detectar el mismo fendmeno._ Hallof

(1964) ha demostrado formalmente que ambos pardmetros estdn

directamente relacionados., Ademds concluye que mediciones de

M, y Foe para una misma zona nos proporcionan exactamente la

misma informacién._

En este trabajo emplearemos datos tomados con el arreglo

dipolo-dipolo, el cual se muestra en la Figura 2.. Este

arreglo consta de un dipolo de corriente y otro de potencial,



 

 
 

Segundos

FIGURA 1. Curva de decaimiento

del transiente en una muestra

de roca.
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FIGURA 2. llustracion de la

toma de datos de Resistividad

y Pl empleando el arreglo de

dipolo-dipolo.



ambos con separacién a entre electrodos.. La separacidén entre

los dos electrodos mds cercanos de corriente y potencial es

na, donde n es un nimero entero entre 1 y 6.,

Existen varias tédcnicas de interpretaciédn cualitativa

que se basan solamente en diferentes presentaciones de datos.

No obstante, para hacer una interpretaciédn cuantitativa, es

necesario obtener modelos que reproduzcan aproximadamente los

datos._ Esto puede realizarse ajustando visualmente los datos

a curvas patron, o bien utilizando métodos automdticos de

inversién,..

En la Figura 3 se ilustra grdficamente el proceso de

ajuste.. En la Figura 3.a se representan datos marcados con

simbolos y en la Figura 3.b se muestra un modelo sencillo del

subsuclo.. Este modelo deberd tener una respuesta (linea

continua) de tal forma que ajuste aproximadamente los datos,

como se muestra en la parte superior... La desventaja

principal de utilizar curvas patron en este proceso de

ajuste, es que se requiere por lo general de un gran nimero

de dstas..

En e1 método inverso, el punto de partida son los. datos

de campo y el objetivo es encontrar un modelo que los ajuste

de acuerdo a un criterio eostadistico preestablecido.. El

problema puede plantearse en tédrminos de wun sistema de
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FIGURA 3. Simulacion de datos de

campo (sfmbolos), y respuesta -=

(ifnea continua) de un modelo sugerido

por las observaciones.



ecuaciones, que en principio son no lineales._ En este

trabajo se linealiza el problema aplicando una aproximacidn

asintdédtica (Gédmez Trevizo, 1984), tanto para resistividad

como para PI, para el caso tridimensional._

Cuando se emplea el arreglo dipolo-dipolo, los datos’ se

presentan en forma de seudoseccidn como se muestra en la

Figura 4.a, siendo tomados como se ve en la Figura 4.b._ Para

colocar los datos en el plano se traza una linea a 45 grados

con respecto a la horizontal, desde el centro de cada dipolo

y dirigida al centro del arreglo.._ Cada dato se acomoda en el

punto de interseccidn de ambas lineas, para diferentes

posiciones y aberturas del arreglo.. De esta manera entre mds

grande sea la separacidn entre dipolos, mds abajo se colocard

el dato, ddndonos una idea de las propiedades del medio a

profundidad.,.

En el capitulo II se presenta el problema inverso de

resistividad y PI para medios continuos, y se obtiene su

forma explicita cuando existen pequefios contrastes en la

resistividad del medio...

El problema inverso se resuelve en el capitulo III y_ se

hace un andlisis estadistico de la solucidn. Cada aspecto

del problema se ilustra con ejemplos._



 

TXNKKK
Tes3,4 2,364,8 Re5,6 ak6,7 ide eres

  

1:2 —————_—_
1,2-4,8  2,3-8,6 3,4-6,7 4,5-7,8 8,6-8,9

a) ® ® ® g°"
n:3 x x x x

1,2-6,6 2,3-6,7 3,4-7.8 4,5-8,9

® Posicion grdfica del valor ®@ Representa el valor de la

3,4- 6,7 medido con electrodos de Resistividad aparente o Carga-
3a4 y 6aT7. billdad aparente medida.

1e——e———— 10 —____ pig0py

2 3 4 5 6 7 8 >

b)

Z

FIGURA 4. Obtencton de datos con

el arreglo dipolo- dipolo y presentacion

de los mismos en forma de pseudoseccion.



Finalmente en el capitulo IV se aplica el método de

interpretacién desarrollado en este trabajo... Se presentan

ejemplos utilizando como datos las respuestas de algunos

modelos que han sido estudiados en la literatura. Como una

aplicacién final se incluye un caso prdctico utilizando datos

de campo...



II FORMULACION DEL PROBLEMA INVERSO

II.1 INTRODUCCION

La evolucién en la tecnologia ha proporcionado la

capacidad de obtener datos de campo cada vez mds precisos, y

ésto ha traido como consecuencia un mayor requerimiento de

cuantificacidn de 1a interpretacién de los datos._ El método

visual de ajuste a curvas patron, como técnica de

interpretacién, nos da muy poca informacidn acerca de la no

unicidad del modelo obtenido.. Por otro lado los métodos de

inversién si proporcionan esta informaciédn, y permiten

obtener resultados satisfactorios..

La formulacién del problema inverso puede hacerse desde

un punto de vista paramdtrico o bien para medios continuos._

En este capitulo veremos en qué consiste la formulacién

paramétrica, y despuds seo presenta la formulacién para medios

continuos, tanto para resistividad como para PI y enseguida

se plantea el problema inverso con esta formulacién,.

II.2 FORMULACION PARAMETRICA

La formulacidn paramétrica del problema inverso consiste

en obtener informacidédn acerca de un nimero perdeterminado de

pardmetros lo cuales definen las propiedades y la geometria

10



de la anomalia en cuestidn.. En toda técnica de estimacidn,

los datos de campo son el punto de partida, y el objetivo es

encontrar un modelo fisico que reproduzca estos datos bajo

cierto criterio de ajuste y:estabilidad..

En la Figura 5 se ilustra cualitativamente la forma de

estimacién paramétrica.. En la Figura 5.8 se muestran

supuestos datos de campo para dos separaciones de dipolos..

En la Figura 5.c se muestra un modelo estimado, donde las

incédgnitas son las propiedades fisicas de los dos medios y

las dimensiones y profundidad de la estructura rectangular._

En la Figura 5.b se muestra como deben de ajustarse

aproximadamente los datos con la respuesta del modelo...

Generalmente en este tipo de problemas el ntmero de

datos es mayor que el nimero de pardmetros, y la estimacidn

se realiza linealizando la dependencia no lineal entre datos

y modelos.. La soluciédn final se encuentra a traves de un

proceso iterativo utilizando el criterio de minimos

cuadrados.. Pelton y otros (1978) y Rijo (1984) han utilizado

esta formulacién para interpretar datos en términos de

cuerpos rectangulares.. Para abatir el costo de calcular las

respuestas tedricas de los modelos y de sus respectivas

matrices de derivadas, ellos utilizan bancos de respuestas

previamente calculadas._ Si bien esto permite realizar

inversiones de una manera relativamente rdpida, su desventaja
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consiste en que los bancos de respuestas son de cardcter

privado.. Otra de las limitaciones del mdtodo consiste en que

solo se consideran cuerpos de forma rectangular con caras

horizontales y verticales._

Mds flexible es el mdtodo utilizado por Smith y Vozoff

(1984) y Tripp y otros (1984), quienes consideran bloques de

geometrias fijas y hacen variar sus resistividades. Sin

embargo, debido a restricciédnes en el numero de_ estos

bloques, el tipo de estructuras que se pueden formar con

éstos es por lo general lLimitado._ El origen de estas

restricciones es el costo de calcular las respuestas de los

modelos en el proceso iterativo.,

En general se puede afirmar que los métodos aad eReueM,

aunque potentes y relativamente flexibles, no son lo

suficientemente econdmicos y versdtiles para ser “abhidesdos

en interpretaciones de rutina. Con este fin seria deseable

abatir los costos e incrementar el nimero y tipo de modelos

utilizados para interpretar los datos.. El presente trabajo

tiene como finalidad alcanzar estos dos objetivos

aparentemente contradictorios.. Para abatir los costos se

utilizan formas asintdédticas de las ecuaciones y formas

analiticas para las derivadas.. Por otro lado, para conseguir

mayor flexibilidad se considera el problema en tédrminos de

distribuciones continuas._ De esta manera es’ posible



construir modelos de formas completamente arbitraria._

II.3 FORMULACION PARA MEDIOS CONTINUOS

La formulaciédn del problema inverso para medios

continuos, consiste en plantear éste tal que las incdgnitas

sean funciones continuas en el espacio., Con esta formulacidn

no es necesario estimar pardmetros geomédtricos (vértices,

dngulos de inclinacidn, espesores, etc.)., La formulacidn

para medios continuos es mds general que la paramétrica.. No

obstante, esta formulaciédn tiene el inconveniente de requerir

el conocimiento del valor de la funcién incdgnita en una

infinidad de puntos, lo que no siempre es' posible.. En la

prdctica se discretiza el problema, y la funcidédn incdgnita se

estima en un nimero finito de puntos.,

En esta seccién se presenta la formulaciédn para medios

continuos de la manera mds general, para los problemas de

resistividad y PI en tres dimensiones, y tambidn para el caso

en el que se emplea una soluciédn asintédtica para bajos

contrastes en resistividad.. Despuds se plantean los

problemas en términos de funciones discretas..

II.3.a CASO GENERAL: CONTRASTES ARBITRARIOS EN RESISTIVIDAD

La resistividad y cargabilidad aparentes asociadas con
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un medio compuesto de n regiones con resistividades Pay

cargabilidades M;, se representa segin la formulacidn de

Seigel (1959) como
n

Pa = P39pa/Ppy (1.1)
i313

n

Ma = } Myo4 2Dq (11.2)
T=1 Py Opy

Estas ecuaciones son vdlidas para cualquier ntmero de

medios y para contraste arbitrario de resistividad._

Gémez Trevino (1986a, 1986b) ha generalizado estas

ecuaciones para distribuciones continuas de resistividad y

cargabilidad._ Una de las ventajas de esta formulacién es que

las derivadas parciales quedan expresadas en forma analiftica..

La ecuacidén para M, en términos de funciones continuas para

el arreglo polo~polo viene dada como

M = - j _C. WOrTM(Z)dv ., (11.3)
V Pal

Seguin la ley de Ohm

JT = o£ = -oVO ,

y M, puede escribirse como

M, = ff _c_V¥eovVomM(z)dv , (11.4)
Vv Pal

donde C es un factor geométrico, I la corriente de inyecciédn,

y VY y @ son soluciones de

Ve(oVd) = -I1b(m- Fr) (11.5)

V (oVW) = -8(F - HH). (11.6)
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® es el potencial elédctrico cuando el electrodo de corriente

se coloca en &, y YW es e1 potencial eléctrico dividido por

la corriente cuando la fuente se coloca en la posicidn del

receptor mN..

La expresidn de p, para medios continuos empleando el

arreglo polo-polo estd dada por

Pa = & f Wevo(z)av (11.7)
Iv

donde Cc, ¥W y @ significan lo mismo que para la ecuacidn de

II.3.b CASO PARTICULAR: CONTRASTES MODERADOS EN RESISTIVIDAD

En esta seccién se simplifican las expresidnes de M, oy

Pa para el caso de bajos contrastes en resistividad._

Especificamente, se considera un semiespacio de resistividad

uniforme para evaluar los tédrminos VU y VO en las

ecuaciones (II.4) y (II.7)..

La ecuaciédn que cumple @ es

Ve (oVO) -I8(ia- £) ,

y Y satisface

Ve(ovi) -8(F - ty).

Considerando en las dos ecuaciones anteriores que o(f) es una

funcién constante del espacio, se llega a las siguientes

expresiones para @ y V
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V7 = -2p18(Hm- =) , (11.8)

V7 = -2p8(F - Tj!) .. (11.9)

Los electrodos de corriente y potencial se suponen colocados

en la superficie de la tierra..

Las ecuaciones (II.8) y (II.9) son ecuaciones de

Poisson, y las soluciones para @ y Y son las siguientes

O = , (11.10)——_—Fe
2nlix- =

Y= 2 (II.41)iEHT
Aplicando el operador gradiente a @ se llega a

VO = -gI_ (ianx) (11.12)
2n mm - rls

y similarmente

VW = -p(z=in). (11.13)
an It - tn 1d

sustituyendo el producto punto V¥eVd on 1a ecuacién para My

(II.4) se obtiene

m, = liv-_zal f iaz_Be E-_u) M(Z)dv (11.14)
2n Vv TA- & r- ink

donde se ha considerado el factor geomdédtrico C igual a

anlm- tA 1, siendo Izy- m/l 1a distancia entre electrodos._

Para encontrar la cargabilidad aparente con la ecuacidn

(11.14) es necesario integrar sobre un volumen V, tan grande
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que las partes mds alejadas no contribuyan significativamente

a la integral. Pero en la prdctica por lo general se tiene

que el drea de estudio trata de una anomalia inmersa en un

medio homogéneo.. Para estos casos la expresidn de M, puede

modificarse de tal forma que solo se integre sobre el volumen

de la anomalia, y se le sume la contribuciédn de un

semiespacio con cargabilidad M,. De esta manera la expresidn

para M, queda como

M, = M, + Lin>zal f (i= Fie(z = iu} D(z)dv (11.158)
an ro- <N

donde D(z) = M(¥) - M, .

El segundo término de (11.15) contribuye tnicamente por

la diferencia que existe entre el cuerpo andmalo M(t) y el

medio que lo rodea M,. Asi, la integral es diferente de cero

solamente donde M(r) es diferente de M,, Con esta nueva

forma de expresar a M, se reducen considerablemente los

cdiculos, ya que solo se tiene que integrar sobre el volumen

con M(r) # M,.

De la ecuaciédn (11.15) se puede llegar a conocer la

cargabilidad aparente para cualquier arreglo de electrodos,

simplemente aplicando el principio de superposicidén..

De la expresién de P, para medios continuos se deduce

que



Pa =p, + C ff yilevd_dp(F)dv (11.16)
Vv Ip? (#)

donde p, es la resistividad del medio homogéneo, y &p es una

perturbacién en la resistividad de este medio,

Para presentar esta expresién de una forma mds operativa

se sustituye en ella los términos VW y VG de las ecuaciones

(II.12) y (11.13), y el factor geomédtrico (C) se iguala a

2nlin- Fal, para llegar a

Pa = py + Linz=_ial f facHE},(Zoim) Sp (#) dv (11.17)
2n y [ta- Ff 3 |e - Ev/3

Esta fdrmula es vAlida para pequetos contrastes, esto

es, para 65p(¥) pequeta, A continuacidédn se hace un andlisis

de la utilidad de la ecuacién para Pae

Cambios grandes de 5p(¥) en (II.17) producirdn cambios

grandes en Pa, cosa que no es cierta en la realidad, y por lo

tanto esta £drmula es valida para contrastes muy pequetios

solamente. Con el fin de incrementar el rango de utilidad de

ésta, se sustituye el factor 5p(7%) por el siguiente

2P.(p,=pa)

Po + py

Este factor tiende a &p cuando P, se aproxima a p, y tiende a

2P, cuando Sp es muy grande. Este factor puede escribirse

como 2p,K, donde K es e1 coeficiente de refleccién. De esta

forma se aprecia mds claro el uso de este término, ya que la

experiencia y resultados téoricos nos indican que p, depende
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como Pp, mas una perturbacidn que es aproximadamente

proporcional a K, y no a 5p como en la ecuacién (II.17).. Por

esta razén y considerando que las mediciones reales de

resistividad aparente tienen siempre un porcentaje de error

(Aprox.. 10%. a 15%), es muy factible que la sustitucidn de

2p,K por &p, aumente el rango de utilidad de la expresidn

para p,._ Esta adquiere la nueva forma

Pa=p, + Liv=_ial J eae E_=_in)p,K(F)dv (11.18)
1 ia FP lz - enB *

La aproximacién de p, (11.18) y la férmula de M, para un

semiespacio (II.15), ya ha sido utilizada para resolver el

problema directo (Gémez Trevino, 1984; Cavazos Garza,

1985), y se ha encontrado que ambas proporcionan valores

satisfactorios cuando se tiene un contraste de 1 a 5 o menor,

esto es, K en el rango [~0.66 , 0.66].

Cabe recordar que las fdrmulas para M, (11.15) y Pa

(11.18) tienen validez solo para bajos contrastes en

resistividad, por lo que su uso estard restrigido a estos

casos.. A pesar de esta limitacidédn las expresiones de Ma Y Pa

podrdn ser ampliamente utilizadas, debido a que en la

naturaleza se presentan con bastante frecuencia este tipo de

contrastes._

Hemos llegado a expresar p, y M en términos de
a

funciones continuas y factores geométricos.. De esta manera,
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el problema inverso de PI con bajos contrastes en

resistividad consiste en estimar M, y 1a funcidn D(z), y en

resistividad p, y la funcidn inecdgnita p,K(¥).. En ambos

casos se trata de resolver ecuaciones integrales de Fredholm

de la primera clase..

II.4 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA INVERSO

A continuaciédn se plantea el problema inverso de

resistividad y PI en tédrminos matriciales, empleando el

arreglo dipolo-dipolo._

Aplicando el principio de superposicidn a las ecuaciones

(11.15) y (11.18) se encuentran las siguientes expresiones de

M, y Pg» para el arreglo mencionado._

M. = M, + alad(atd)(42) JOR Row Ryy + Rey D(E)dv (1T.19)
m v

y

Pa= Py + anclneiTet Jcy - Rev - Ray + Rpm) ps K(#)dv, (11.20)
™ Vv

donde

Rij = (gilesys (eon4)
+3 — TR lz - 3B

En el factor Rij los subindices indican los electrodos

involucrados, los cuales pueden ser A y B para inyectar

corriente, mientras que M y N para medir el potencial..

Para resolver el problema inverso es conveniente
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transformar las ecuaciones de p, y M, de continuas a

discretas, para presentar el problema en forma matricial y

solucionarlo numéricamente.. Esto se logra cambiando el signo

de integral por sumatoria y dividiendo en partes pequetas

(AV;) al volumen V de integracién,.

En forma discreta las expresiones de M, y P, toman la

forma l

May = My *2 G4 (FD (Fj) AV; (11.21)
=a

" \
Pai = Pa *2 2.638) )p,K(#;) AV; (11.22)

=a

Pensando en el problema inverso las ecuaciones (II.21) y

(II.22) son muy semejantes, de hecho la tnica diferencia

radica en el significado de la funcidn incdgnita.. Mientras

que en PI la incdgnita es M, y D(z), en resistividad es py y

2p, K(f)... Las derivadas de Frdchet estdn dadas por el factor

G3(%;) y son idénticas para ambos casos.,. Con esta semejanza,

el problema inverso de PI se plantea de la misma forma que el

de resistividad.. Por lo tanto, en lo subsiguiente solo se

especificard un problema de los dos y se entenderd que el

otro es igual..

La ecuacién (II.21) tiene la forma de una ecuacidn de

Fredholm de primera clase discretizada._ Por ende la

estimacidén de M, y D(t) es un problema lineal, el cual se

expresa en forma matricial como sigue
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ma = ib
emy (11.23)

donde ma es el vector de datos de cargabilidad aparente, m es

la funciédn incdgnita (M, + D(¥)), y A es la matriz de |

derivadas de las mediciones (ma) con respecto a las

incdgnitas (m)..

En forma no compactada la ecuacidédn (II.23) se escribe

 

1 amar omar Omar, 9 mai .,,,...00. 2 mai am
may 30 m1 m2 0 m3 my my 1

d.maz omag OMmag 09 maz ,,:,...... 9 maz
maa | 30m Mo 3a m3 30 my 3 Mm] m2

1 d9ma3;  omaz3 90ma3 9 maz .,.,,.,..., 9.mas ia
mag ye dm Ome dma 8my my 3

1 d may oOmay oO may 9 may ,,,,,..... Omay P
may 3 mi 0 m2 0 m3 3 my my 4

o_may d_mak d_ mak 9 Mak ...cccccee may

mak ' 3m Fm my Tm 3 my a

Aqui M, estd dada por m(1) y D(t;) = m(;) para i>1.. Las

derivadas parciales se evaluan analiticamente utilizando el

integrando en IJ.19 y II.20.,.
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Mediante la ecuacidédn (11.23) estamos en condiciones de

estimar la cargabilidad en un nimero finito de elementos de

volumen.. Debido a las limitaciones que se tienen con los

sistemas de cdémputo(memoria Limitada), se restringe la

dimensionalidad del problema considerando que la cargabilidad

no varia dentro de ciertos I1imites en una direccidn

horizontal (Y).. De esta manera se estima la propiedad

solamente en una secciédn transversal. La longitud de cada

uno de los elementos de la seccidn transversal estimada, es

igual a la que se utilice para generar las derivadas

parciales con respecto a cada uno de estos elementos.. Asi, a

cada incdgnita le puede corresponder una longitud diferente,

excepto a M, que no se le puede asignar una longitud ya que

es la cargabilidad del medio que rodea al volumen de

estimacidén,.

En este trabajo se presentan resultados de inversidn de

datos considerando 97 incdgnitas.. De éstas, una es M, y las

96 restantes se distribuyen en una secciédn transversal en

forma de rejilla._ Esta tiene una dimension de 6a en la

direccién X y 4a con la profundidad, siendo a la abertura de

un dipolo del arregio.. Cada incdgnita representa el valor de

la funcién en el centro de un cuadrado de 0.5a de lado, con

lo que se tienen 12 incdgnitas en la direcciédn X y 8 a

profundidad.. Esto se ve mds claramente con la ayuda de la

Figura 6.a, donde se muestra la rejilla con sus dimensiones y
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distribucién de incdgnitas.. En la Figura 6.b se muestra una

vista de planta para ilustrar la longitud de la anomalia,.

En todos los resultados que se presentan en este trabajo

se considera la misma longitud para todas las incdgnitas,

aunque ésta puede variar de problema a problema...
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III SOLUCION AL PROBLEMA INVERSO

III.1 INTRODUCCION

Existen varios métodos para invertir datos de

resistividad y PI en términos de cuerpos andmalos de dos yo

tres dimensiones (Pelton et al., 1978; Petrick et al.,

19815 Smith y Vozoff, 1984; Tripp et al., 1984; Rijo,

1984)., Estos métodos se basan en diversas soluciones

numéricas del problema directo que por lo general, requieren

de mucho tiempo de cdmputo, sobre todo para calcular tIas

derivadas de las mediciones con respecto a los pardmetros que

definen la anomalia.. Para aminorar en parte esta dificultad

se utilizan las aproximaciones para M, Y Pg Obtenidas en la

seccidn anterior, en el cdlculo de la respuesta del modelo y

la matriz de derivadas., Estas aproximaciones estan basadas

en una formulacién para medios continuos, y su finalidad es

desarrollar un método de inversidn que pueda utilizarse en

interpretaciones de rutina._

En problemas de inversidén, algunos autores han empleando

diferentes algoritmos de estimacidn como el de "Ridge

Regression” (Pelton et al, 1978; Inman, 1975; Rijo et al,

1977; Petrick et al, 1977).. El algoritmo empleado en este

trabajo para resolver el problema inverso es el de

Descomposiciédn en Valores Singulares (DVS), y aunque el
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problema es lineal se hace una segunda iteracidédn empleando un

artificio matemdtico, con el fin de afinar la solucidn..

III.2 CONSTRUCCION DE LA SOLUCION

La soluciédn del problema inverso de cargabilidad y

resistividad tratado en este trabajo, consiste en resolver un

sistema de ecuaciones lineales proporcionadas por las

fdrmulas (11.21) y (11.22) respectivamente._

Se emplearon tres algoritmos de estimaciédn diferentes

para probar cual funcionaba mejor.. Estos son: Minimos

Cuadrados Ponderados, Minimos Cuadrados Estabilizado y

Descomposiciédn en Valores Singulares.. Los tres estimadores

obtienen buenos resultados cuando los datos carecen de ruido._

Minimos Cuadrados Ponderados proporciona modelos altamente

oscilantes cuando se le antade menos del 1%,de ruido a los

datos, mientras que las  soluciones obtenidas en estas

circunstancias con Minimos Cuadrados Estabilizados, son muy

rigidas o muy oscilantes sin poder llegar a  soluciones

satisfactorias._ Por lo tanto estos dos métodos se

descartaron._

El algoritmo de Descomposicidén en Valores Singulares fud

probado con un 10%,de ruido y se llegdéd a buenas soluciones,

por lo que se selecciondéd para resolver e1 problema inverso
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tratado en esta tesis..

III.2.1 ESTIMADOR "DVS"

Nuestro problema se expresa matricialmente de la

siguiente forma:

ma = An , (ITL..1)

donde el vector ma (Nx1) representa los datos, el vector m

(Mx1) las incdgnitas y A (NxM) es la matriz de coeficientes,_

Para estimar m se utiliza la inversa generalizada de A

(Lanczos, 1961)., De esta manera la estimaciédn de m queda

expresada como

m= vAUTme , (111.2)

donde V (NxP) es la matriz que contiene los P eigenvectores

asociados a los P eigenvalores diferentes de cero de Ila

matriz A’ A, de tal manera que

avi = Jiva ’ P71 eeoy M os,

Similarmente U (NxP) es la matriz que contiene los P

eigenvectores de la matriz AM, de tal manera que

T = > 7
AA aj * Aj44 ’ J=1,.s25 N ce

LW. es la matriz diagonal de eigenvalores comin a ambas

factorizaciones._

Para encontrar la soluciédn m es necesario decidir

cuantos eigenvectores considerar para construir Vv, y wu,

porque por lo general los eigenvalores mas pequetios
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contribuyen solamente produciendo oscilaciones en la

solucién.. Por esta razén es necesario establecer un

compromiso entre ajuste y:estabilidad, a fin de encontrar una

soluciédn satisfactoria..

La ventaja que se obtiene al utilizr el estimador DVS

estriba en su flexibilidad en el cdiculo de la solucidn ya

que ¢sta es funcidn del nimero de eigenvalores que se tomen,_

Asi, cuando se obtiene una solucidn que cumple con un

criterio de ajuste establecido, se interumpen los cdlculos y

nos quedamos con esta estimaciédn del vector m..

En este trabajo se presentan resultados de inversidn de

datos con y sin ruido, para una y dos iteraciones, por lo que

se requiere de un criterio de ajuste para cortar la solucidn

en cada caso.. Cuando se considera ruido en los datos, éstos

se normalizan como es costumbre por su. correspondiente

desviacién estdndar., El mismo operador aplicado a ma_ se

emplea para normalizar la matriz A,_

Para determinar un criterio de ajuste o de corte. se

hicieron pruebas con datos sintéticos._ Estos se invirtieron

y se observé para que orden de la descomposicidén se tenia la

mejor solucidén.. Lo titimo se sabe comparando la solucidn

estimada con el modelo hipotético.. Una vez obtenido el

, : : :
numero de eigenvalores que se requiere para lograr la mejor
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estimacién, se observa el ajuste de los datos con los valores

calculados.. Este proceso se realizé para varios modelos, con

y sin ruido, utilizando una iteracién y luego dos.. Despuds

de estas pruebas se encontrd que, para el caso de datos sin

ruido y empleando solamente una iteraciédn, la mejor solucidn

se tiene cuando el factor
n

Ix l/N = 1/N > (Yobsy ~ Yoal;)? (ITT..3)
T=a

es minimo, donde Yobs son los datos observados, Ycal la

respuesta del modelo estimado, N el nimero de datos y Ixl 1a

magnitud del residuo..

Cuando los datos contienen ruido, la situaciédn es muy

diferente... Se encontrd que la mejor solucidn es cuando se

tiene el siguiente ajuste en los sets iy

2 a
X= 1]) (ronsgeocXecalj)4 ~ 1s. (111.4)

N-k] f=a Ey ;?
1

donde k es el nimero de eigenvalores que se emplean para

encontrar la solucidn, y Ey es la desviacidén estdndar de los

datos., Por la caracteristica de este término se dice que es

un criterio de ajuste Ji cuadrada (X%), que nos indica

seleccionar la solucidn cuando la diferencia cuadrdtica entre

los datos y los valores calculados (Yobs; - Ycal;)*, es en

general del orden del error observacional de los datos al

cuadrado (Ey;*)., Con el criterio (III.4) nos aseguramos de

que la soluciédn seleccionada no ajuste a los datos mds alld

de los errores de édstos..
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Cuando se utilizan dos iteraciones, en la primera se

corta la solucién segin los criterios mencionados, y en la

ultima, para el caso de datos sin ruido se emplea el mismo

criterio, mientras que para el caso de datos con ruido la

soluciédn se corta cuando el factor (III.4) es minimo,

entendidndose ahora como .k el nimero de eigenvalores

empleados en la segunda iteracidén._

En la siguiente seccién se muestran algunas pruebas de

las que se hicieron para determinar los criterios de ajuste..

Un aspecto importante que debe considerarse para lograr

una buena estimaciédn, es la discretizacidn adecuada de los

modelos para el cdlculo del problema directo._ Entre mds

pequenos sean los diferenciales de volumen, mds exacto serd

el cdlculo de la respuesta., Sinembargo, hay que hacer notar

que tampoco es conveniente hacer los diferenciales muy

pequefos porque el trabajo numérico aumenta

considerablemente.. Por lo tanto, es necesario seleccionar un

tamano adecuado para el diferencial de volumen, que no sea ni

muy pequeno ni muy grande, para ello llevamos a cabo una

prueba de convergencia._

En la Figura 7.a se colocan en forma de  seudoseccidén

valores de cargabilidad aparente (M,%) para seis aberturas

(n=1,2,3,4,5 y 6), correspondientes al modelo trazado en la
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convergencia, a) Respuesta calculada
modelo con cubos de 0.25a de lado,

b) respuesta calculada discretizando el modelo con cubos de
0.5a de lado, c) modelo hipotético.
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Figura 7.c, discretizando su volumen con cubos de 0.25a de

lado, donde a es la abertura dipolar.. En la Figura 7.b_ se

muestran datos similares excepto que ahora los cubos son de

0.5a de lado.. Comparando las dos seudosecciones se observa

que no existe una diferencia significativa entre ellas, por

lo que no tiene caso discretizar modelos con cubos de arista

menor que O.5a._ Todas las respuestas calculadas en este

trabajo, se hicieron discretizando los cuerpos con cubos de

0.5a de lado...

III.2.1.a ESTIMADOR "DVS": DATOS SIN RUIDO

En este apartado se muestran resultados de la inversidn

de datos de cargabilidad aparente sin ruido.. También se hace

un cdlculo del nimero de aberturas necesarias para llegar a

una buena estimacién.. Para este propdsito se emplean los

datos de M, sin ruido de la Figura 7.b, correspondientes al

modelo que estd bajo dsta, al que se le llamard modelo 1.,

Se invirtieron los datos para n=1 con 8 mediciones, y se

estiméd e1 modelo que se encuentra en la Figura 8.c, sobre el

que se han trazado contornos de cargabilidad.. En las Figuras

8.a y 8.b se muestran los datos y los valores de M,%,

calculados.. Los datos y los valores calculados son iddnticos

y el pardmeto M, estd muy bien estimado.. No obstante la

anomalia se concentra en la superficie y sus valores son
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datos. a) datos, b) valores calculados, c) modelo estimado.
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demasiado pequefios.. Se sigue el mismo procedimiento para

estimar modelos empleando datos con n = 2, 3, 4, 5 y 6, y los

resultados se muestran igual que para el caso de n=1, en las

Figuras 9 a tla 13 respectivamente.. Todos los modelos

estimados reproducen muy bien los datos y la estimacidn de M,

es muy buena.

Al observar los modelos estimados se aprecia como éstos

van mejorando gradualmente a medida que se emplean mds

aberturas simultaneamente. Cuando se utilizan 5 aberturas

(Figura 12) se obtiene una solucidn bastante parecida al

modelo hipotdtico de la Figura 7. La estimaciédn al agregar

n=6 (Figura 13) adquiere una pequefia tendencia hacia la

oscilacidén y pierde simetria; de cualquier manera puede

considerarse como mejor estimacidn a esta ultima. Dado que

la soluciédn mejord muy poco al incluir n=6, ya no se hicieron

pruebas con mayor nimero de aberturas..

En lo que sigue todas las inversiones se efectuaron

empleando 6 aberturas (n=1,2,3,4,5 y 6) con ocho mediciones

en cada caso. Ahora invocamos otro modelo al cual

denotaremos como modelo 2, el cual se muestra en la Figura

14, junto con su seudoseccién de M,%. El modelo corresponde

a un dique inclinado.,

Los datos de M, sin ruido del modelo 2 se invirtieron
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37



a) — ind CO oe
n=9 ce 2.0 Ler 12.2 42.2

n=l -0.3 0.7 ¢ 4.2 4.2

— 3 " na wo e o 5 ~

MODELO ESTIMADO

  

 

 

   

“" Ma (4) obs
-a.8

“= Ma (2) cal
“6

M= -9.01

24 Xs

Fig.10.- Estimacién correspondiente al modelo 1 empleando 24
datos, a) datos, bp) valores calculados,

38

c) modelo estimado.



Ae Ma (4) obs
a) n=2

“0.6

n=3

n=4 ue

n=l
Ma (4) coal

b) 4 -.8

n=3

n=4 Le

 

0.26

32 As
c)     
Fig.11.- Estimacién correspondiente al modelo 1 empleando 32
datos, a) datos, b) valores calculados, c) modelo estimado.

39



 

   
 

nel (4) obs

n=2

fe) n=3

n=4

n=5

n= “" Ma (4) cal
n=2 mig i 12 <2 : j -o.e

b) _
n= he

ae

M = 0.00

au AS

  4a 

Fig.12.- Estimacién correspondiente al modelo 1 empleando 40

datos. a) datos, b) valores calculados, c) modelo estimado.

40



(4) obs

a W (4) cal

2 i

on
©
o
O

a i n

 

 

 

M = 8.00

o 38 As

20 4

30 7

Yo    

Fig.13.- Estimacién correspondiente al modelo 1 empleando 48

datos. a) datos, b) valores calculados, c) modelo estimado.

4|



-* Mo (%) obs  

 

n=2 -0.7

n=3

a) n=4

n=5

n=6

3 ~2 =| 0 | 2 3
I n 1 1 1 1

v T T r

M= 0 t
1.250

b) 1 Tae
L = Go

Fig.14.- a) Seudosecciédn de M,(%) para seis aberturas
dipolares diferentes, b) modelo hipotético correspondiente,

42



    

4; Mo (4) obs

“8.7

   "3 Mo (4) cot
-0.6  

 

 

 

M= 0.00

37) Xs

  

 

Fig.15.- Estimacién del modelo 2 a partir de datos sin ruido.

a) Datos, b) valores calculados,

43

c) modelo estimado.



obteniendose los resultados mostrados en la Figura 15. El

ajuste entre datos y respuesta del modelo estimado es bueno,

como puede verse en Ila Figura 15.,. El modelo estimado

representa una versidn un tanto difusa del dique inclinado._

En todos los modelos estimados que se han presentado, se

emplearon datos sin ruido y por lo tanto se ha utilizado el

criterio de corte mencionado anteriormenete, el cual

establece que la solucidn se escoge cuando el orden de la

descomposicién es tal que es minimo el factor (III.3).

Siguiendo este criterio, se requirieron de 38 eigenvalores

para la estimaciédn del modelo 1 y 37 para la del modelo 2..

En la Figura 16 se muestra el comportamiento de Ixrl/N_ para

ambos modelos... Ademds en estas grdficas se traza la magnitud

del valor singular (A) con respecto al orden de la

descomposiciédn, donde se observa que esta magnitud decae

aproximadamente 4 ordenes de magnitud para que le l/N sea

minimo..

III.2.1.b ESTIMADOR "DVS": DATOS CON RUIDO

La inversidén de datos sin ruido proporciona modelos que

son muy semejantes a los reales. Pero debido a diversas

causas las mediciones de campo siempre tienen error, y Ila

inversién de éstas se torna un tanto mds complicada._
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La gran diferencia entre estimaciones usando datos

exactos y con ruido, es que esta ultima no debe de ajustar

los datos con mds precisiédn que la requerida por el error

observacional.. De lo contrario se estarian estimando modelos

que simularian la respuesta ocasionada por el ruido, por lo

que se requeriria que fuesen oscilantes, lo cual no seria

aceptable fisicamente..

El criterio Ji cuadrada (111.4) nos da una medida global

del ajuste, y cuando es del orden de la unidad indica que la

desviacidédn media cuadrdtica entre los datos y los valores

calculados es aproximadamente igual a la varianza media de

las mediciones..

Para ilustrar el efecto del ruido en la estimacidn, a

las respuestas de los modelos 1 y 2 se les atadidéd un 10%. de

ruido aleatorio.. El comportamiento de YS sara cada uno de

los casos se muestra en la Figura 17. Con el fin de evitar

un sobre ajuste en los valores pequetios de ma, se definid un

valor minimo de la desviacién estdndar para éstos.. El valor

minimo fud de 0.01 en algunos casos y hasta 0.02 en otros..

Cuando X27 >> 1 e1 modelo estimado es demasiado suave,

si X? << 1 e1 modelo es demasiado oscilante, mientras que

para X27 ~ 1 éste se asemeja mejor al modelo hipotdtico..

Este efecto lo podemos ver en las Figuras 18 y 20, donde se
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muestran estimaciones utilizando 20 eigenvalores (X?))1), 26

(X72 1) y 34 eigenvalores (X*<<1) para el modelo 1, y 20

(X7>>1), 24 (X% 1) y 34 eigenvalores (X*<1), para el

modelo 2., Como era de esperarse, la mejor solucidn es cuando

se tiene unaX* ~ 1., Las mejores estimaciones junto con su

seudoseccién de datos y valores calculados se muestran en la

Figura 19 para el modelo 1 y en la Figura 21 para el modelo2..

Las anomalfas estimadas estdn bien delimitadas en su

parte mds superficial mientras que a profundidad la

estructura es un poco difusa.. Esto era de esperarse ya que

las mediciones proporcionan mds informacidn de las partes

someras que de las profundas._.

Hasta aqui hemos logrado estimar modelos a partir de

datos con ruido, obteniendo soluciones satisfactorias como

las de las Figuras 19 y 21., A pesar de ello se hace wun

segundo esfuerzo con el propdsito de llegar a estimaciones

que no contengan valores negativos.. En general es

conveniente que M(z) - M, sea siempre positiva..

III.2.2 ESTIMADOR "DVS" MODIFICADO

En la prdctica por lo general se tienen regiones de

estudio que pueden modelarse con un semiespacio con

cargabilidad uniforme M,, y dentro de dste un cuerpo andmalo
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con cargabilidad mayor 0o menor que Mi. Esto significa que

M(t) - M, debe tener el mismo signo sobre toda la regidn

andmala._ Para forzar esta condicidn se encuentra una segunda

solucidédn, la cual es estimada de tal manera que las 96

incédgnitas de la malla sean mayores o menores que M,, se gun

sea el caso de anomalfa positiva o negativa.. Este mismo

razonamiento se sigue para el caso de anomalias de

resistividad..

El procedimiento para realizar la segunda iteraciédn se

describe a continuacidn,.

Empleando DVS bajo el criterio de ajuste ya mencionado

encontramos el vector de incdgnitas n del sistema original

(II.23)., El primer elemento de fn es M,, el cual permanece

sin alterarse, mientras que los 96 restantes se modifican de

tal manera que estos sean mayores 0 menores que cero, segutn

sea el contraste en cargabilidad.. El vector de incdgnitas

viene dado como

a, = M(Z,) - M para jl... (41.5)1°?

: 2 : :
Si se tiene el caso de una anomalia positiva se crea un

A
nuevo vector me tal que

Ame; = 0.1(M,) sim; <0,

y

fe; = ty si ft; > 0,
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con lo que ahora M(z;) = 1.1(M,) para los elementos de la

rejilla que tenian cargabilidad menor a M,.

Cuando se sabe que 1a anomalia que se quiere estimar es

negativa, el vector corregido (fie) se calcula como

fic; -0.1(M,) , si fy > 0,
Jj

fle; = ay, si fj (0.

De esta manera la cargabilidad de la malla es siempre menor

que la del medio, esto es, M(Z5) = 0.9(M,)..

La respuesta calculada utilizando fe no necesariamente

cumple con los datos, debido a que ésta fud obtenida violando

el esquema de estimaciédn..

Con el fin de remediar esta situacidn, se emplea fie como

modelo inicial para hacer una segunda iteracién mediante DVS,

y se encuentra una nueva solucidn A que si los satisfaga y

gue tenga el sentido fisico deseado..

Primeramente se encuentran los valores teédricos (mac)

que produce el modelo fe.. Esto es

’mac = ihe

y se trabaja con los residuos

I
B
> I

3. a L(Am = ma ~ mac u

i

El lado derecho de esta ecuaciédn se multiplica y divide por
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las incdgnitas corregidas, esto es

a A

Ani = Ay yfioy CB=_Boy) .
j

Escrito de otra manera

ma’ = A'm' (III.6)

’ A
m'j = (mj mimes). (111.7)

Hemos generado un nuevo sistema de ecuaciones (III.6)

donde m’' es el vector de interdés,_ Por lo que suponemos

desconocido am’, y se procede a estimarlo con DVS cortando

con el criterio de ajuste ya mencionado para la segunda

iteracién. Una vez estimado el vector m' se obtiene la

cargabilidad del medio (MCE5d), Esta se calcula empleando la

,
ecuacién (III.7) como sigue

Ao ak a A —_— yo. A.mij = Amy.-—mes) = Ln(m;) -La(ite;) ,
j

donde se ha  supuesto que (mj - tie; ) es mucho menor que The;

Despejando se tiene

A 4 A,
mj mo; Exp (m > (III. 8)

A
El vector m en (III.8) tiene el mismo significado que en la

primera iteracidn, esto es

A
m(1) = My y M(j) = M(B) - M, para j > 1,

donde M(z;) es la cargabilidad de cada uno de los elementos

de la malla.. Los pardmetros finales se expresan como

AM, = M(1)

y M(t.) = M, + fle; Exp(®;) para j > 1 (111.9)j a j j
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Los elementos de la malla para el problema de anomalias

positivas siempre tienen cargabilidad mayor que M,, esto es

M(r;)>M, ya que en estos casos el vector me ; es mayor o igual

que cero... Para anomalias negativas M(t, )<M,, debido a que

me ; es menor o igual que cero. Por lo tanto, los modelos

estimados en la segunda iteracién tienen, en principio, mds

sentido fisico que aquellos encontrados en la primera

iteracidn. Para comprobar esta hipdtesis, a continuacién se

muestra una serie de resultados numéricos..

III.2.2.a ESTIMADOR "DVS" MODIFICADO: DATOS SIN RUIDO

La soluciédn que se emplea como modelo inicial es sesgada

por construccidén, por lo que es de esperarse que el modelo

obtenido en la segunda iteracidn tambien lo sea._ En la

mayoria de los casos ocurre esto, y se observa que los datos

no se ajustan tan bien como en la primera iteraciédn.. Esto

puede verse en la Figura 22, donde se grafica le l/N contra el

orden de la descomposicién, para los modelos 1 y 2., Las

grdficas corresponden al caso de inversiédn de datos sin

ruido.. En ambas grdficas se puede ver que el ajuste varia

muy poco con respecto al orden de la descomposicidn,

En la segunda iteraciédn la solucidédn que se selecciona es

la correspondiente al minimo en Ix I/N, siendo este el mismo

criterio que en la primera...
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La mejor estimacién del modelo 1 es cuando se emplean

los primeros 7 eigenvalores, mientras que para el modelo 2 se

requiere de 9.. Estas soluciones junto con sus datos y

valores calculados se muestran en las Figuras 23 y 24

respectivamente._

Comparando las estimaciones del modelo 1 y 2 en Ila

segunda iteracién (Figuras 23 y 24), con las de la primera

(Figuras 13 y 15), se observa que la delimitaciédn del cuerpo

andmalo es muy semejante para ambas iteraciones, con la

diferencia de que en la primera iteraciédn se obtienen

oscilaciones en la soluciédn a los lados de la anomalia,

mientras que en la segunda esto no ocurre.,.

En la segunda iteracidédn la solucidén no ajusta tan bien

los datos como en la primera, pero debido a la caracteristica

de positividad, ésta soluciédn es considerada mejor a la

obtenida en la primer iteracidén,.

III.2.2.b ESTIMADOR "DVS" MODIFICADO: DATOS CON RUIDO

En el caso de datos con ruido, la restriccidn de

positividad permite obtener modelos mds compactos que

aquellos obtenidos en la primera iteraciédn..

En la segunda iteraciédn para datos con ruido el criterio
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de ajuste que se considera es diferente que para datos sin

ruido.. En este caso la soluciédn se selecciona cuando el

pardmetro (III.4) es minimo..

El comportamiento ye con el numero de eigenvalores

utilizados se muestra en la Figura 25. La estimacidén para

los modelos 1 y 2 se muestran junto con los datos y los

valores calculados en las Figuras 26 y 27. Se utilizaron 8

eigenvalores para estimar el modelo 1 y 10 para el modelo 2.,

Comparando las estimaciones de los modelos 1 y 2

obtenidos en la primera iteraciédn (Figuras 19 y 21), con las

obtenidas en la segunda (Figuras 26 y 27), se observa que

éstas ultimas son mejor estimaciones de los modelos

originales.

Con esto se muestra que la segunda iteraciédn si nos

proporciona una mejor estimacidn que la primera, a pesar de

que los datos no sean tan bien ajustados._

III.3 ESTADISTICA DE LA SOLUCION

Cuando se habla de la solucidn encontrada aplicando

algin esquema de estimaciédn, se estd refiriendo solamente a

una de muchas que pueden serlo._ Nuestro problema, en

particular, no tiene soluciédn tinica., Esto puede facilmente
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a la inversién de datos con 10% de ruido para el modelo 1,
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inferirse del hecho de que nuestro sistema de ecuaciones

contiene mds incdgnitas que ecuaciones.. De la infinidad de

soluciones posibles, hemos seleccionado la que se obtiene

utilizando el operador de descomposicidn en valores

singulares.. Los ejemplos que hemos considerado hasta aqui

demuestran la utilidad del operador en el problema de estimar

las principales caracteristicas de anomdlias compactas.. Sin

embargo, queda pendiente la pregunta de la no unicidad de la

solucidén..

La metodologia desarrollada por Backus y Gilbert (1970)

permite tratar de una manera rigurosa este problema. En

lugar de estimar modelos que de alguna manera ajusten a los

datos, Backus y Gilbert (1970) proponen estimar promedios

espaciales del modelo real... En términos de nuestro problema,

el conjunto de los valores promedio en los diferentes puntos

de la malla representa un modelo promedio., Denotando a este

modelo promedio por ¥ y al modelo real por x, la relacidn

entre ellos viene dada como

~E(x) =Rx . (T1T.10)

u
A

Cuando los errores en los datos son variables aleatorias con

5 ; e ; j
media cero, los promedios X; son tambien variables aleatorias

y su valor esperado estd dado por (III.10). A la matriz R se

le conoce con el nombre de matriz de resolucidn,. Cuando

Rij = 6 el modelo promedio coincide con el modelo real y se
ij

dice que la resoluciédn es perfecta., Sinembargo, ésto no es
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posible en la prdctica..

Para construir la matriz R es necesario tomar en cuenta

la varianza de X._ Backus y Gilbert (1970) demuestran, en

general, que no es posible optimizar Ssimultaneamente la

resolucién y la varianza.. Es por lo tanto una necesidad el

hacer un compromiso entre ellas.. Cuando el problema. se

plantea en tdrminos matriciales, el compromiso puede

facilmente establecerse tambien en términos matriciales

(Wiggins, 1972).. Cuando la medida de la resolucién es la

diferencia minimo cuadrdtica entre la i-ésima fila de R oy

Saj> la matriz de fomolieisavheas dada como

Ri, = VitYag ° (III.11)
cea

y la varianza de x; como
P

: = 2 . : : 2Var(x;) 6 dL (vji/ay)? > (1II.12)

donde Vi, oy Vj son elementos de la matriz v que se obtiene

en la factorizacién de la matriz de derivadas Ae. Aj es el

i-ésimo eigenvalor de la misma factorizaciédn y o7 es la

varianza de los datos, la cual se supone uniforme para todos

ellos... En la realizacién de los cdlculos se normalizan los

datos respecto a su desviacidn estdndar por lo que o% = 1.

La sumatoria en (III.11) y (III.12) se toma para un nimero

arbitrario P igual o menor que el nimero de datos..

Para calcular % utilizando (III.10) se reemplaza a x, el

modelo real, por cualquier otro modelo que satisfaga los
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datos..

El modelo promedio estd determinado mediante la matriz

de resolucién, la cual se construye estableciendo un

compromiso entre ésta y la varianza.. Primeramente se

selecciona la mdxima varianza de estimacién que deseamos que

tenga cada uno de los pardmetros, y en base a_ esto se

encuentra el nimero de eigenvectores necesarios a considerar,

tal que (III.12) no rebase la varianza mdxima preestablecida

para cada elemento. Asi, cada fila de la matriz de

resolucidn, correspondiente a cada pardmetro del modelo es

construida empleando unicamente el ntmero de eigenvectores

que satisface a (III.12)., En sintesis, se puede decir que el

modelo promedio tiene un error de estimaciédn preestablecido,

y en base a ¢sto es la resolucidén de sus pardmetros._

A continuacién se muetran grdficas de algunas filas de

la matriz de resolucién correspondientes a los modelos 1 y 2,

considerando diferentes errores de estimacidn.. Para hacer

estas grdficas, previamente se normaliza la matriz dividiendo

todos los elementos de cada fila por el correspondiente a la

diagonal de la matriz.,. De esta manera la diagonal de la

matriz de resoluciédn normalizada es igual a uno en todos. sus

elementos._

La resolucidédn de los pardmetros no solamente depende de
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su varianza, sino también de 1a informaciédn que tenga de

ellos la matriz de derivadas.. Para el caso de resistividad y

PI se tiene que los pardmetros mds profundos tienen la

resolucidédn de menor calidad.. Esto se aprecia en las Figuras

28 y 29, donde se trazan 8 filas de la matriz de resolucién

correspondientes al modelo 1... La matriz se construyéd

empleando todos los eigenvalores disponibles, con el

propdsito de obtener 1a mejor resolucidn aunque la varianza

de los pardmetros sea extremadamente grande.. De esta manera

se puede observar con mayor claridad la limitacidén que tiene

el método de resistividad y PI en cuanto a la resoluciédn a

profundidad..

Las grdficas de las filas de la matriz de resolucidn

normalizada se trazan en dos dimensiones, tal como las del

modelo mismo presentadas anteriormente._ La posiciédn del

pardmetro al que le corresponde la fila de resolucidn se

indica con una cruz en la grdfica, en donde el valor de Rij

es siempre la unidad._

En la Figura 28 se observa que los pardmetros que estdn

en la superficie, y alas profundidades Z=0.75a, Z=1.25a y

Z=1.75a tienen muy buena resolucidn.. Mientras que en la

Figura 29 se ve como la resoluciédn no es tan buena para los

pardmetros que estdn a 2.25a y:2.75a de profundidad.. Para

elementos del modelo que se encuentran mds abajo la
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Fig.28.- Grdficas de resolucién normalizada para pardmetros
del modelo 1. Se consideran todos los eigenvalores. Las

gcdficas representan la mejor resoluciédn posible con los

datos disponibles.
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resolucién es muy mala.. En la Figura 30 se muestran las

grdficas correspondientes a los pardmetros que estdn

colocados en el extromo derecho de Ila malla, a las

profundidades Z=0.75a, Z=1.75a y Z=3.75a._

En las Figuras 31 y 32 se muestran las grdficas

correspondientes para los mismos pardmetros que en las

Figuras 28 y 29, pero con la diferencia de que ahora el error

de estimacién se sujeta a que sea menor o igual que 0.15..

Este es un error razonable ya que el cuerpo andmalo tiene una

cargabilidad igual a la unidad.. La matriz de resolucidn fuéd

calculada empleando el mdximo nimero de eigenvalores tal que

la raiz cuadrada de la varianza no exceda 0.15, para cada

pardmetro por separado..

Las Figuras 31 y 32 nos indican que la resolucién sigue

siendo casi de la misma calidad que cuando se consideraban

todos los eigenvalores , a pesar de que ahora el error de

estimacién es menor o igual que 0.15.,

Para construir el modelo promedio se utiliza el modelo

estimado en la segunda iteracién, y la matriz de resolucidn

calculada en funciédn de la varianza deseada en cada

pardmetro.. En la Figura 33 se ilustra un modelo promedio que

tiene una desviaciédn estdndar menor o igual que 0.15, y otro

menor o igual que 0.05., Ambos casos corresponden a
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estimaciones del modelo 1 con un 10%. de ruido en Ilas

mediciones.. A pesar de que existen variaciones suaves, los

modelos promedio siguen presentando las mismas

caracteristicas que los modelos estimados inicialmente

(Figura 26).. Esto es, la profundidad y las dimensiones

laterales siguen estando bien determinadas._

En las figuras 34 y 35 se trazan las filas de la matriz

de resolucién del modelo 2, correspondientes a los mismos

pardmetros y desviacidn estdndar (menor o igual que 0.15) que

para las grdficas del modelo 1. Al comparar graficas

andlogas del modelo 1 con las del modelo.2 se aprecia que son

casi idédnticas.. De hecho la matriz de resolucidn para ambos

modelos deberia de ser igual porque los dos modelos tienen la

misma matriz de derivadas A, pero no lo son exactamente ya

que A ha sido normalizada con respecto a los errores en los

datos al tiempo de ser factorizada.. Por lo tanto ésta

difiere ligeramente para los dos modelos porque los errores

en sus datos no son exactamente los mismos, provocando una

ligera diferencia en las matrices de resolucidn para los

modelos...

Finalmente en la Figura 36 se trazan los modelos

promedio con errores de estimacidédn no mayores que 0.15 y 0.05

para el modelo 2.. Estos modelos promedio presentan las

mismas caracteristicas de suavidad que en el caso del
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modelo 1. Por otra parte tambidn indican una anomalfa con

ubicaciédn y tamatio aproximadamente iguales a los del modelo

estimado inicialmente (Figura 27)..

Despuds de haber visto los dos ejemplos de construccidn

de modelos promedio, se puede decir que estos presentan las

principales caracteristicas del modelo estimado inicialmente._

En el siguiente capitulo se muestran resultados de

estimaciones junto con sus modelos promedio, empleando datos

(sintéticos y de campo) publicados por varios autores..
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IV APLICACIONES

IV.1 INTRODUCCION

El objetivo principal de este capitulo es demostrar que

las aproximaciones de p, y M, para pequefios contrastes en

resistividad, pueden ser utilizadas para invertir datos atn

en el caso de contrastes moderados._

En el capitulo III se invirtieron datos sintéticos

calculados con la aproximaciédn asintédtica y, aunque los

resultados obtenidos son satisfactorios, la aplicabilidad de

las aproximaciones de Po, y M a casos mds complicadosa

permanece incierta.. Para resolver este problema, a

continuacién se muestran resultados de la inversidn de datos

de p, y M, tomados de la literatura, Primero se consideran

datos sintéticos que han sido publicados por varios autores

en relacién con soluciones numericas del problema directo..

Los datos sintéticos que se toman de la literatura no tienen

ruido.. Con el fin de simular datos reales se les afiade a

éstos ruido aleatorio.. Finalmente se invierten datos de

campo._

IV.2 UN EJEMPLO SENCILLO

Primero consideraremos un grupo de datos de M, (%)
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publicados por Wohmann (1975)., Estos corresponden al cubo

que se muestra en la Figura 37. ¥ la seudoseccién

correspondiente se muestra en la parte superior de la figura._

A los datos’ se les afiade e1 10%.de ruido para simular datos

de campo., Los valores de M, (%) corresponden al caso cuando

la razén de la resistividad del cubo a la del semiespacio es

de 0.2..

Para generar la matriz de derivadas se considera que la

longitud de la malla es 2a, ya que el modelo hipotdtico tiene

esa longitud.. Mds adelante veremos el efecto que produce

tomar una longitud errdnea..

El modelo estimado en este caso se muestra en la Figura

38, junto con las seudosecciones de datos y valores

calculados.. Como puede observarse existe cierta

sobrestimacién de la anomalia en la parte central.. No

obstante, la soluciédn obtenida simula de una manera

satisfactoria al modelo hipotético..

Los modelos promedio para este caso, correspondientes a

desviaciones estdndar de 0.2 y 0.5 se muestran en la Figura

39.. Estos modelos presentan una anomalia mds suave que la

del modelo estimado.,. A pesar de esta particularidad, los

modelos promedio siguen indicando la existencia de un cuerpo

de cargabilidad superior a la del medio, ubicado en la
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fueron tomados de Hohmann (1975),
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cubo de la Figura 37 para dos errores de estimacién,
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posicién aproximada del modelo hipotético (Figura 37).

IvV.3 EJEMPLOS DE ANOMALIAS ADYACENTES

Ahora consideraremos el caso de anomalias utilizando

respuestas tomadas de Snyder (1976). El modelo consiste de

dos cilindros de radio 0.,5a y centro en Z=a, con una pequetla

separacidédn entre ellos.. El modelo junto con su respuesta de

polarizacién inducida se muestran en la Figura 40.. En este

caso la trazén de tla resistividad de los cilindros a la del

semiespacio es de 0.56. Los modelos de Snyder (1976) son

bidimensionales por lo que en este caso se considerd una

malla de Jlongitud L = 16a, para simular estructuras

elongadas._

Los datos junto con la respuesta del modelo estimado se

muestran en la Figura 41. Dos modelos promedio se muestran

en la Figura 42, donde se aprecia que éstos son casi

iddnticos, y que los dos se parecen mucho al modelo estimado..

La razén principal de 1a buena resolucidn en este caso es la

proximidad de la anomalia a la superficie de la Tierra.

Como ya se habia mencionado, para obtener una buena

resoluciédn es necesario sacrificar la desviacidédn estdndar de

los pardmetros promedio.. En la Figura 43 se muestran

grdficas bidimensionales de la fila de la matriz de
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Fig.40.- Datos sintéticos de cargabilidad alterados con un

10% de ruido y modelo hipotético (2-D). Los valores fueron

tomados de Snyder (1976).
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Fig.42.- Modelos promedio de cargabilidad correspondientes a

la inversiédn de datos de los dos cilindros de la Figura 40.
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resolucién normalizada, correspondiente al sexto elemento de

la rejilla para desviaciones estdndar menores 0 iguales que

0.05, 0.2 y 1.0., En estas tres grdficas se aprecia cdmo el

pardmetro es resuelto de manera similar para una desviacidn

estdndar pequena que para una muy grande._

El siguiente ejemplo de aplicaciédn es tomado del mismo

articulo de Snyder (1976), y e1 modelo para este caso tiene

la misma geometria que en el anterior, pero ahora se trata el

problema de estimar la resistividad.. Aqui también se

considera una longitud (L) igual a 16a para la malla de

pardmetros.._

Los dos cilindros tienen resistividad de 0.56 Ohm-m y el

semiespacio de 1.0 Ohm-m.. Los datos junto con el modelo

hipotético se muestra en la Figura 44,

Siguiendo el mismo procedimiento que para el caso

anterior, se estimd el modelo mostrado en la Figura 45. Al

igual que para PI, el modelo estimado tiene gran similitud

con el modelo tedrico.. En ambos casos, sin embargo, no es

posible saber si se trata de dos anomalias o bien de una

sola._

Los modelos promedio correspondientes a dos desviaciones

estdndar se muestran en la Figura 46. Nuevamente los modelos

gl
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Fig.44.- Datos sintdticos de resistividad alterados
10% de ruido, y modelo hipotético (2-D).
tomados de Snyder (1976).
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los cilindros de la Figura 40.
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promedio son muy semejantes al modelo estimado..

Para ilustrar con otro ejemplo el problema de anomalias

adyacentes consideraremos datos de M,(%) tomados de Hohmann

1978, para un modelo hipotético de dos diques verticales..

En este caso la_ parte inferior de los diques se

encuentra a una profundidad de 5a, mientras que con la malla

que se ha usado solo se puede estimar hasta una profundidad

de 4a._ En los ejemplos anteriores se vid como los datos no

tienen capacidad de resoluciédn para los pardmetros mds

profundos, por lo que trataremos este caso utilizando la

misma malla,..

El modelo tedrico y su respuesta de M,(%) se muestran en

la Figura 47.

El modelo estimado junto con los datos y los valores

calculados se presentan en la Figura 48. Esta estimacidn

logra distinguir la existencia de dos cuerpos andmalos,

delimitdndolos muy bien en la parte mds superficial y

lateralmente.,. Como era de esperarse, no se determina la

presencia de los diques a profundidad._

En la Figura 49 se trazan los modelos promedio para

desviaciones estdndar de 0.2 y 0.5, teniendo estos la misma
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caracteristica de suavidad que en los casos anteriores._

Iv.4 EL EFECTO DE CONTRASTE EN RESISTIVIDAD

A continuacidédn se hacen estimaciones a partir de datos

de M,(%) correspondientes a un digque inclinado, para el cual

la razén de su resistividad a la del semiespacio es de 5 y

0.2 respectivamente.. Ambos casos son tomados de Hohmann

(1975).. Se muestran estos dos ejemplos con el propdsito de

ilustrar una limitaciédn de 1a aproximacién para  bajos

contrastes en resistividad.. La limitacién reside en que la

férmula de M para pequenos contrastes (11.19) no involucra
a

las resistividades..

Primeramente podemos notar que la respuesta de

cargabilidad es diferente para ambos casos.. Esto se ilustra

en las Figuras 50 y 52, donde se presentan los dos modelos

con sus respectivas respuestas de My (%) 2. La respuesta del

dique de resistividad menor que la del medio adquiere los

valores mayores sobre la parte mds somera del dique (Figura

50). Mientras que para el otro caso los mdximos de la

respuesta de PI se encuentran por el lado de la parte mds

profunda del dique.. Estas respuestas ponen de manifiesto la

dependencia de la cargabilidad aparente con respecto a la

resistividad de la estructura, por lo que ahora debemos

pensar que la estimaciédn correspondiente a estos dos casos
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serd diferente._

En la Figura 51 se muestran los datos de M, (%) para el

dique conductor junto con los valores calculados y el modelo

estimado.. La Figura 53 es andloga a dsta, con la diferencia

de que corresponde al dique resistivo de la Figura 52..

La estimacién para el caso del dique conductor (Figura

51) nos indica la presencia de un cuerpo anédmalo, en una

posicién aproximadamente igual que la parte mds somera del

modelo hipotético, pero no se logra hacer una apreciacidn

acerca de la inclinacidn.. Por otro lado, Ila estimacidn

correspondiente al dique resistivo (Figura 53) sugiere un

cuerpo con inclinacién y posicién muy parecidas a las del

modelo hipotético.. Esto significa que la aproximacidén tiene

mayor validez para anomalias resistivas que para las

conductoras._

A continuacidn se presentan resultados para una anomalia

de resistividad de geometria sencilla pero con una razén de

resistividades p,/p, = 0.1 y posteriormente para una razdn

P,/p, = 10., Los datos son tomados de Hohmann (1986). La

anomalia tiene seccidn transversal cuadrada de dimensidn a,

con su parte superior a una profundidad de a y longitud igual

a 4a._
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de Hohmann (1975).
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Se trata el caso de anomalfa sencilla con contrastes

relativamente altos para observar las limitaciones del método

ante este tipo de contrastes._

Los resultados correspondientes al caso en que la

resistividad del medio es 100 Ohm-m y la de 1a anomalia es 10

Ohm-m (p,/p,=0.1) se muestran en la Figura 54, En la parte

superior se muestran los datos con un 10%. de ruido aleatorio,

y bajo dstos la respuesta del modelo estimado, el cual se

traza en la parte inferior de la figura... Similarmente, en la

Figura 55, se muestran los resultados para el caso en que la

resistividad del medio es 100 Ohm-m y la de 1a anomalia es de

1000 Ohm-m (p,/p,=10)..

En ambos casos los modelos estimados presentan las

mismas caracteristicas entre ellos.. Los dos sugieren la

existencia de un cuerpo de menor tamanio que el hipotético y

con su. parte superior en Z=0.5a, ademds los valores andmalos

son muy pequefios.. Estos resultados no son tan satisfactorios

como los obtenidos en los casos anteriores, Esto nos indica

que el método aproximado empleado en este trabajo no

proporciona buenos resultados para P,/p, fuera del rango

(0.1,10)..

105



Ma(Z) obs

RUIDO
1B x

   

 

D
o
e

to

101

Ma) cal  
96 80 9

cy

f
o
M
e

 

 

   

94 99 se es

5 ge 4

6 98 97 86 90

MODELO ESTIMADO
®

ITER |

Qa 4 14 As

ITER 2

2a 4 pe As

n= 97.2
2
= 9.939 4 8.94

4a

Figs 54 i- Resultados obtenidos en tla segunda iteracidn,

correspondientes a la inversién de datos de resistividad de

un modelo de seccién transversal cuadrada de dimensidn a, con
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IvV.5 EL EFECTO DE LA LONGITUD

Ahora utilizaremos el modelo resistivo del dique

inclinado para analizar el efecto que produce el considerar

una longitud equivocada al generar la matriz de derivadas..

Para cumplir este propdédsito primero se estima el modelo

considerando que ¢dste tiene una longitud de tres unidades

dipolares, cuando en realidad tiene cinco... El resultado se

ilustra en la Figura 56, donde se muestra la soluciédn junto

con los datos observados y los valores calculados.. Como era

de esperarse, el modelo estimado para L=3 angin ee valores

mayores de cargabilidad.. Esto se debe a que entre menos

volumen le asignemos a la anomalia, se requiere de material

mds polarizable para reproducir los datos..

La soluciédn suponiendo que el dique tiene una longitud

igual a 8 unidades se presenta en la Figura 57. A diferencia

del caso anterior esta estimaciédn conserva la inclinacidén del

cuerpo y  subestima la cargabilidad._ Esto ultimo era de

esperarse ya que entre mds largo sea el cuerpo, se requiere

de material menos polarizable para reproducir los datos.,

Aunque existen diferencias entre las estimaciones para

las tres longitudes, la delimitaciédn de la zona andmala es

aproximadamente la misma. Sin embargo, es recomendable tener

un buen conocimiento acerca de las dimensiones de los cuerpos
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anédmalos para hacer una estimacidén aceptable de la

cargabilidad verdadera._

IV.6 APLICACION A DATOS DE CAMPO

Una prueba decisiva de la aplicabilidad del método de

interpretacidédn tratado en este trabajo es emplearlo con datos

‘reales. Para llevar ésto a cabo se utilizan datos de M, y py

tomados de Hallof (1972)., Estos datos fueron interpretados

en forma conjunta por Pelton et al (1978) utilizando modelos

de longitud infinita y seccidn transversal rectangular. En

la Figura 58 se muestran los datos de M, y p, junto con el

modelo que propone Hallof (1972).,. Tambidn se presenta en

esta figura el modelo obtenido por Pelton et al (1978).

Para invertir los datos de M, suponemos que tienen un

error observacional del 25%, y si éste error resulta menor

que 0.1, se toma como 0.1, para evitar un sobre ajuste de los

datos pequefios.. Para resistividad se les adjudicd un 25%, de

error a todos los datos...

El modelo que obtiene Pelton et al (1978) es

bidimensional, mientras que el buscado en este trabajo tiene

longitud igual a 5a.. De esta manera el modelo no se aleja

mucho de la bidimensionalidad, ya que é¢ste es muy somero y de

extensién a profundidad muy corta.,
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Para hacer una comparacién entre la primera y la segunda

iteracidédn se muestra la estimaciédn obtenida en la primera

iteracién para el caso de cargabilidad en la Figura 59. Con

el mismo propdsito se presentan en la Figura 60 los

resultados en la primera iteraciédn para el caso de

resistividad.._

Los resultados de la segunda iteracidn se muestran en

las Figura 61 y 62 para el caso de cargabilidad y

resistividad, respectivamente..

Al comparar resultados de la segunda iteraciédn con los

de la primera se observa que en Ila segunda iteracién la

anomalia es un poco mds compacta. Por lo tanto se considera

que las soluciones obtenidas en la segunda iteracidén son las

mejores, y a continuacidn se hace un andlisis acerca de

ellas..

Los modelos obtenidos en los dos casos indican anomalias

en la misma posiciédn y de dimensiones muy semejantes._ Estos

cuerpos andmalos concuerdan bastante bien con el modelo

propuesto por Hallof (1972) y con el estimado por Pelton et

al (1978), en cuanto a su posicidn y extensidén lateral..

Los valores de las anomalias estimadas tienen también

una gran similitud con los encontrados por Pelton y otros
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(1978).. Para el caso de PI, ellos encuentran que el

semiespacio tiene un Bo de 1.9 y el cuerpo andmalo de 14.5,
a

mientras que los valores presentados en este trabajo son de

1.7 pasa el ow del semicspacio y de 10 a 16 para la regidn

andmala..

Para el caso de resistividad, el modelo rectangular

tiene una resistividad de 237 Ohm-m y el semiespacio de 538

Ohm-m._ En la presente estimacidn el valor de la resistividad

del medio es 503 Ohm-m y la anomalia se considera con wn

valor entre 250 y 350 Ohm-m..
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IV.. CONCLUSIONES

Los resultados presentados indican que el estimador

empleado en este trabajo proporciona modelos apropiados a

situaciones geolédgicas comunes.. La aproximacidn asintética

es aplicable a casos reales en que existe contraste moderado

en resistividad._

Una de las principales ventajas del método desarrollado

consiste en que se obtienen resultados satisfactorios con

solamente una o dos iteraciones.. No es necesario, por otra

parte, suponer de antemano la forma geomédtrica de la

,
anomalia._

El uso de fdrmulas analiticas para las derivadas y de

formas asintdticas para calcular las srespuestas de los

modelos, permite efectuar inversiones con relativa rapidez..

Es de esperarse que estas aproximaciones permitan que los

métodos de inversién puedan aplicarse en interpretaciones de

rutina.. Sin embargo, es importante recordar que no se puede

obtener todo sin perder algo. Es precisamente en la misma

flexibilidad del método en donde reside su debilidad._ La

aproximacidén es vdlida solamente para bajos contrastes en

resistividad. Es, en este tipo de condiciones, en las que el

método proporciona mejores resultados._

\I9



En este tipo de condiciones , también, es en las que el

método de polarizacién inducida es de mayor utilidad en

problemas de exploracién..
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