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Resumen aprobado por:
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Director de tesis

En este trabajo se realiza un analisis de estabilidad y el control de una clase de
sistemas representados por ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, con términos
discontinuos. Los sistemas caracterizados por términos discontinuos considerados aqui
son los mecanicos con friccion tipo Coulomb. Para ello se utilizan algunos resultados que
extienden la teoria de estabilidad de Lyapunov y la de control de sistemas no lineales
diferenciables. Los controladores propuestos cumplen satisfactoriamente los objetivos de
control, ain cuando no se tiene acceso a todo el vector de estados del sistema. Los
métodos desarrollados no hacen uso de técnicas de compensacion de discontinuidades.

Otras de las aportaciones de este trabajo es el disefio de observadores para este
tipo de sistemas, que incluyen términos discontinuos. Con ellos es posible mejorar el
desempefio del sistema controlado.

Las metodologias mencionadas se aplican al caso particular de modelos de brazos
manipuladores de n grados de libertad con friccion viscosa y de Coulomb.

Palabras Claves: Sistemas discontinuos, superficies de discontinuidad, teorema de
invarianza, sistemas mecanicos con friccion, observadores, brazos manipuladores.



ABSTRACT of the thesis by Roque Martinez Ortiz, in partial fulfillment of the
requirements for the degree of MASTER of SCIENCE in ELECTRONICS AND
TELECOMMUNICATIONS, with specialty in CONTROL. Ensenada, Baja California,
Meéxico, December 2001.

ANALISIS Y SINTESIS DE CONTROLADORES PARA SISTEMAS NO
LINEALES DISCONTINUOS

In this work, a stability analysis and control of a class of systems described by non-
lincar ordinary differential equations with discontinuous terms, are developed. The systems
we consider here are those mechanical systems with Coulomb friction. We make use of
some recent results that extend the Lyapunov stability and non-linear differentiable systems
control theories. The controllers proposed satisfy the control objectives, even when the state
vector is not completely measured. The developed methods do not use discontinuity
compensation techniques.

Another contribution of this work is the design of observers for systems above, that
include discontinuous terms. With them it is possible to improve the behaviour of the
controlled systems.

These methodologies have been applied particularly to robotic manipulator models
n degrees of freedom with viscous and Coulomb friction terms.

Key words: Discontinuous systems, discontinuous surfaces, invariance theorem,
mechanical systems with friction, observers, robot manipulators.
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Capitulo 1
Introduccion

En el presente trabajo de tesis se ha realizado un estudio sobre una clase de sis-
temas descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias con términos discontinuos. Con-
ceptos matematicos relacionados con sus soluciones, la estabilidad de las mismas, un pro-
cedimiento de disefio de controladores estdticos, asi como varios disefios de controladores
dindmicos son analizados en forma detallada.

Un numero considerable de procesos en mecénica, ingenieria eléctrica/electronica y
otras areas, son caracterizados por modelarse con ecuaciones diferenciales que conticnen
términos con discontinuidades con respecto al tiempo o al estado, 0 a ambos. Esta situacion
sc presenta con frecuencia en sistemas de control automético donde el desco de mejorar
el desemperio del sistema, minimizar la potencia consumida para propositos de control,
restringir el rango de posibles variaciones de pardmetros de control, entre otros, conduce a
controles en forma de funciones discontinuas del estado y de la entrada del sistema (Utkin,
1992),

Sin embargo, debido a que actualmente no existe una teoria general para sistemas
discontinuos y puesto que una gran variedad de funciones discontinuas o seccionalmente
diferenciables pueden expresarse en términos de la funcién signo, una practica comun es
aproximar esta funcion por medio de una funcién continua o por una continuamente dife-

renciable e incluir, en el disefio del controlador términos de compensacién (“cancelacion”)



de los elementos discontinuos (Gonzalez Elias, 2000). Esta técnica, atin cuando facilita el
analisis y, para muchas situaciones practicas, ofrecen soluciones adecuadas, no permiten
que el objetivo de control se cumpla con alto grado de precision.

Los mecanicos constituyen una clase importante de sistemas discontinuos, debido a
que la friccién seca o de Coulomb puede ser descrita cualitativamente s6lo por la funcién
no-lineal signo, cuyo estudio se ha enfocado recientemente al disefio de algoritmos de
compensacion que le permitan al sistema de control disminuir los efectos nocivos de la
friccion.

Un ejemplo tipico de un sistema mecénico con friccion seca (Coulomb) es el osci-
lador que se muestra en la figura 1, cuya fuerza de resistencia al desplazamiento pucde
tomar uno de dos valores de signo opuesto dependiendo de la direccion del movimiento.

Entonces, la ecuacion diferencial discontinua que lo describe es
mE + P(Z) + kz =0,

donde z es desplazamiento, m es masa, k es la rigidez del resorte, P(z) = Pysgn(z),

1 conz € R*
sgn(z) £ 7/ -1 cont € R™
( [-1,1] conz=0

es la funcidn signo y F; es una constante positiva.

N

AVAVAYS I

AR

s |

Figura 1. Oscilador mecénico.



Asi, la alternativa propuesta en este trabajo considera la naturaleza discontinua de
los sistemas mecanicos, es decir las ecuaciones diferenciales con discontinuidades que los
representan, para su andlisis y control. Esto abre la posibilidad de que la fuerza de friccién
no sea directamente contrarrestada, ignorando la complejidad del comportamiento de este

fenémeno fisico, al buscar el cumplimiento de los objetivos de control.

I.1  Antecedentes

Durante el desarrollo de la teoria de control automatico se han realizado intensas inves-
tigaciones sobre sistemas discontinuos de control. En particular, los reguladores del tipo
relevador fueron ampliamente utilizados al implementar los primeros sistemas de control
retroalimentados cn el control de plantas industriales (Utkin, 1992). La razén fue su im-
plementacion fisica simple y el desco de usar recursos para el control con maxima cficacia.
Publicaciones como la de Fliigge-Lotz en 1953 (Johansson et al., 1999) y la de Tsypkin en
1955 (Utkin, 1992) fueron los primeros esfuerzos para la generalizacion tedrica de la am-
plia diversidad de anélisis y métodos de disefio para sistemas con relevadores (o control
bang-bang, segin Fligge-Lotz) (Utkin, 1992).

El estudio de sistemas dindmicos discontinuos es un problema multidisciplinario que
abarca matematicas, teoria de control y aspectos de aplicacién. Una y otra vez, este pro-
blema ha sido planteado por matematicos, fisicos e ingenieros, tratindolo desde sus dife-
rentes puntos de vista. Los resultados obtenidos por especialistas en diferentes disciplinas
casi siempre han tenido un efecto positivo significativo en el desarrollo de la teoria de con-

trol. Basta mencionar algunos trabajos en la teoria de oscilaciones de sistemas no lineales



discontinuos (Utkin, 1992), estudios matematicos sobre ecuaciones diferenciales ordinar-
ias con discontinuidades en su lado derecho (Filippov, 1988) o problemas variacionales de
planteamientos no clasicos (Utkin, 1992).

Segtin Utkin (Utkin, 1987; Utkin, 1992), los sistemas de control discontinuos pueden
proporcionar una herramienta efectiva para la solucion de problemas de control para plantas
con dindmica compleja. El método de control por modos deslizantes, con sus caracteristicas
de desacoplamiento y de rechazo a la influencia de perturbaciones e incertidumbres en la
actuacion del sistema, es una prueba de ello.

Recientemente, motivados por el creciente interés en sistemas dindmicos hibridos,
cuyos modelos simplificados corresponden a sistemas discontinuos (Branicky, 1998), al-
gunos autores han estudiado control 6ptimo (Skafidas et al., 1999) y el problema de esta-
bilidad para sistemas de estructura variable o con controladores de tipo relevador (Skafidas
et al., 1999).

Sin embargo, aun cuando en la actualidad existe una considerable cantidad de pu-
blicaciones sobre sistemas dindmicos discontinuos, una teoria general para su andlisis y
control no existe, por lo que no se ha alcanzado una total comprension' de estos sistemas.

Por otro lado, puesto que los modelos de friccion propuestos hasta ahora no logran
describir este fendmeno completamente, el control de sistemas mecanicos utilizando al-
goritmos de compensacién puede ser no satisfactorio, principalmente en tareas de gran

precision.

L tanto matemaética como fisicamente



Por lo tanto, Gltimamente algunos investigadores de control automético se han dedi-
cado al estudio de sistemas discontinuos que representan, entre otros, a sistemas mecanicos
con friccion, tratando de disminuir los efectos indeseados que este fenémeno fisico produce

(Alvarez Gallegos et al., 2000).

12  Objetivos

En este proyecto de tesis se incluye un estudio de una clase de ecuaciones diferencia-
les ordinarias con términos discontinuos. El objetivo general es proponer alternativas de
disefio de controladores estaticos y dindmicos para sistemas asi representados. Los al-
goritmos de control a desarrollar no deberdan hacer uso de técnicas de compensacion de
discontinuidades. Los sistemas discontinuos considerados serdn sistemas mecénicos con
friccion viscosa y de Coulomb, donde esta ultima sera descrita cualitativamente s6lo por la
funcion no lineal signo.

Los objetivos particulares de este trabajo son los siguientes:

e Estudiar las caracteristicas fundamentales de sistemas dinamicos representados
por una clase de ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, seccionalmente

diferenciables.

e Analizar la estabilidad de sistemas discontinuos auténomos.

e Diseflar controladores de posicion estaticos y analizar su aplicacién a una clase de

modelos de sistemas mecanicos.



e Diseiiar controladores de posicién dindmicos y analizar su aplicacién a una clase de

modelos de sistemas mecanicos.

1.3 Contenido de la tesis

El capitulo II es una introduccion al estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias con
términos discontinuos en el lado derecho. Se revisan caracteristicas fundamentales de estos
sistemas dindmicos, asi como las definiciones de solucion mas utilizadas.

En cl capitulo III se realiza el anélisis de estabilidad para sistemas mecédnicos con
friccion viscosa y de Coulomb con diferentes leyes de control. Para este fin se utiliza un
principio de invarianza para sistemas discontinuos. Los sistemas discontinuos considerados
aqui y en el resto del trabajo son auténomos.

Un procedimicnto de disefio de controladores de posicidn estaticos y dindmicos, y su
aplicacion a modelos de sistemas fisicos para esta clase de sistemas, se presentan en los
capitulos [V y V.

Finalmente las conclusiones son incluidas en el capitulo VI.



Capitulo II
Ecuaciones diferenciales con discontinuidades

En este capitulo se presentan los conceptos matematicos que sustentan el andlisis y
los esquemas de control propuestos aqui y que se daran en los capitulos siguientes. Se
incluye una introduccion a los sistemas bajo estudio, con definiciones y conceptos basicos

sobre ecuaciones diferenciales ordinarias con términos discontinuos en el lado derecho.

II.1 Sistemas discontinuos

Los sistemas discontinuos pueden encontrarse en la literatura como sistemas de estructura
variable, sistemas con controladores tipo relevador, sistemas conmutados, sistemas mul-
timodo, etc.. Incluso, en sistemas hibridos, donde la combinacién de procesos logicos y
continuos aparcce, los sistemas discontinuos son considerados como modelos simples de
sus partes continuas (Branicky, 1998).

En cste trabajo, un sistema discontinuo es caracterizado porque el lado derecho de
la ecuacion de estado que describe su dinamica es discontinuo con respecto al tiempo, al
estado, o a ambos.

Ejemplos tipicos de sistemas discontinuos incluyen sistemas de transmision de au-
tomoviles y para motores de pasos, manejadores de discos de computadoras, sistemas de
fabricacion flexibles, circuitos electronicos de potencia y una amplia variedad de otras apli-

caciones en ingenieria (Skafidas et al., 1999).



El modelo en diagrama de bloques considerado aqui para sistemas discontinuos se

muestra en la figura 2, donde la planta y todos los controladores son continuos®>. Como

f + Controlador | Conmutador
|
= JCuntroludurZ ~. %
| . ~
o | Sy ,’
: Planta t—
v \ Salida
[ ~siF I
e i—’: Controlador 3 |~ rd
—_— /"
7
| 7
-i—v Controlador
R

Figura 2. Diagrama de bloques de un sistema discontinuo.

sc puede observar ficilmente, una caracteristica fundamental de estos sistemas es la con-
mutacion que se efectia entre sus diferentes controladores. Asi, en el espacio de estados
de un sistema discontinuo, estos “cambios” de controladores definen lo que en adelante
se llamaran “las superficies de medida cero”. Los bloques llamados controladores pueden
formar parte del sistema o ser introducidos con propdsitos de control.

Consideremos el caso de sistemas bidimensionales (R?). Si ahora el sistema de la
figura 2 es visto como una amalgama de sistemas continuos fy, f2, ..., fn, una posible

division de los campos vectoriales del espacio de estados correspondiente a este sistema

2 Una teoria general para sistemas continuos puede ser encontrada en (Khalil, 1996)



discontinuo se muestra en la figura 3, donde S, Ss, ..., S,, son “las superficies de medida

cero” (superficies de conmutacion).

Sn—1

j‘z I

Sz

Figura 3. Superficies de conmutacion de un sistema bidimensional.

Es importante mencionar que precisamente esta caracteristica de division es la res-
ponsable que la extension de la teoria de andlisis y control de sistemas continuos para los
sistemas discontinuos no sea sencilla. Por ejemplo, la estabilidad de los subsistemas des-
critos por fi, fa, ..., fn no implica la estabilidad del sistema global discontinuo (Branicky,

1998).

En las dos siguientes secciones se presenta una definicion formal de sistemas discon-

tinuos.

II.2 Ecuaciones diferenciales con discontinuidades en el lado derecho
Una solucion de la ecuacion diferencial con el lado derecho continuo,

de .
E =K —f(t,-’l:),

es una funcién z(t) derivable que satisface esta ecuacién en un cierto intervalo.
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Esta definicion no es valida para ecuaciones con discontinuidades en el lado derecho.
Esto se puede observar facilmente en los siguientes ejemplos (Filippov, 1988).

Ejemplo 1. Sea & =sgn(t). Parat < 0, £ = —1, y susolucién es ¢ = —t -+ ¢;. Para
t >0,z =1,siendosusolucionz =t +cy.

Segun el requerimiento de solucién continua para ¢ = 0, tenemos que
z(0) = lim—o_(—t+ ¢1) = limy—p, (t +¢2), z(0) =c; = ca.

Asi, la solucion es expresada por la formula z(t) = |t| + ¢, y la derivada (t) no existe para
t=0.

Ejemplo 2. Considérese £ = 1 — 2sgn(z). Para z < 0, £ = 3, y su solucién es
x(t) = 3t +¢;. Paraxz > 0, & = —1, siendo su solucién z(t) = —t + c;. En la figura

4 se mucstra las soluciones de este sistema para diferentes condiciones iniciales. Cuando

\

w

(=]

-H::,
[=]
B

Figura 4. Soluciones de # = 1 — 2sgn(z).

t se incrementa, cada solucion alcanza la linea x = 0. La direccion del campo vectorial <
impide a la solucion dejar esta linea hacia arriba o hacia abajo. Si la solucién continua a

lo largo de esta linea, la funcion z(t) = 0 obtenida no satisface la ecuacion en el sentido
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usual puesto que para esto & = 0, y para ¢ = 0 el lado derecho de la ecuacion tiene el valor
1 — 2sgn(0) 5 0.

Asi, la consideracién de ecuaciones diferenciales con discontinuidades en el lado
derecho requiere una generalizacion del concepto de solucién. En casos donde el lado
derecho de la ecuacion & = f(¢,z) es continuo en z y discontinuo solamente en ¢, usual-
mente la generalizacion del concepto de solucion se lleva a cabo con solo un argumento
matematico (en el ejemplo 1 fue el de solucidon continua). Sin embargo, en casos donde el
lado derecho de la ecuacion es discontinuo en z, estos argumentos mateméticos son fre-
cuentemente insuficientes. Entonces la solucion es definida por medio de un método limite,
tomando en cuenta el significado fisico del problema dado (Filippov, 1988).

La gencralizaciéon del concepto de solucién debe enfrentar necesariamente los si-

guientes requisitos (Filippov, 1988):

Para ccuaciones diferenciales con un lado derecho continuo la definicion de una

solucién debe ser equivalente a la usual.

Para la ccuacion & = f(t) las soluciones deben ser las funciones z(t) = [ f(¢)dt + ¢

solamente.

Bajo cualquier condicién inicial z(¢p) = zo en una region dada, la solucion debe de
existir (al menos para t > tg) y ser continua hasta la frontera de esta region o hasta

infinito, es decir (¢, z) — oo.
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4, La definicion de una solucion debe servir como una descripcién de una clase de
procesos bastante general en sistemas fisicos.
Puesto que las ecuaciones con discontinuidades en el lado derecho son investigadas

por métodos conocidos, las siguientes condiciones también deben satisfacerse:

% El limite de una secuencia de soluciones uniformemente convergente debe ser una
solucion.
6. Bajo los cambios de variables comunmente usados, una solucion puede ser

transformada a otra solucion,

Muchos resultados de la teoria de ecuaciones diferenciales ya han sido extendidos
(algunas veces con alteraciones necesarias) a ccuaciones diferenciales con discontinuidades
en cl lado derecho. Por lo tanto, estas ecuaciones son analizadas usualmente por los mismos

métodos de las ecuaciones diferenciales con el lado derecho continuo.

En este trabajo de investigacion se consideran ecuaciones diferenciales con el lado
derecho discontinuo sélo en x (caso del ejemplo 2), ya que los sistemas autdnomos mecani-
cos con friccion son discontinuos sélo en algunos estados. A continuacion se revisan las

definiciones de solucion mas conocidas para este tipo de sistemas discontinuos.

II.3 Definiciones de solucion de ecuaciones diferenciales auténomas con
discontinuidades en el lado derecho

Para generalizar el concepto de solucién a ecuaciones diferenciales con discontinuidades

en el lado derecho, definimos lo siguiente.
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Una funcién f(z) es llamada continua a tramos en un dominio finito G de un espacio
n-dimensional z si el dominio G consiste de un niimero finito de dominios G; (i = 1, ..., 1),
en cada uno de los cuales la funcién f es continua hasta su frontera, y de un conjunto de
medida cero M que consiste de los puntos de la frontera de estos dominios. La funcion es
continua en cl dominio hasta su frontera si, cuando su argumento se aproxima a cada punto
de su frontera, la funcién tiende a un limite finito, posiblemente a diferentes limites para
diferentes puntos de la frontera. Si el dominio G es infinito, entonces en esta definicion
cada parte finita del dominio G debe tener puntos comunes solamente con un nimero finito
de dominios G;.

Considérese una ecuacion o un sistema en notacion vectorial

z = f(z) (D

donde f es una funcidn continua a tramos en un dominio G; z € R", & = dz/dt; M es un
conjunto (de medida cero) de puntos de discontinuidad de la funcion f.

El caso mas frecuente, y que serd tratado aqui, es cuando el conjunto M consiste
de un numero finito de hipersuperficies. En un espacio m-dimensional, un conjunto S es
llamado una hipersuperficie k-dimensional si en la vecindad de cada uno de sus puntos a (o
un conjunto de puntos a de los puntos S) todas las coordenadas de los puntos del conjunto
S son funciones continuas de algunas £ coordenadas variando sobre un cierto dominio

k-dimensional G*(a) (Filippov, 1988). Por ejemplo,

%5 = By, ey ) € C, b= 1, .., 0 (1, ey Ti) € Gk(a).
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En adelante, una hipersuperficie (m — 1)-dimensional en un espacio m-dimensional serd
llamada superficie.

Asi, si las soluciones del sistema (1) fuera de una superficie S se aproximan a ésta
por un lado y la abandonan por el otro, entonces cualquier solucién z(t) cruza S; si las
soluciones se aproximan a S por ambos lados, entonces existe velocidad de movimiento
& en la superficie de discontinuidad (también llamada: velocidad de movimiento en modo
deslizante); si las soluciones se alejan de S por ambos lados, entonces cualquier solucién
z(t) en esta superficie para t = ¢, puede o no abandonarla para ¢ > t; (la velocidad
de movimiento en modo deslizante es inestable y no ocurre en sistemas reales (Filippov,
1988)).

Como se verd luego, la superficie de discontinuidad S podra también representar una

interseccion de superficies de discontinuidad.

[1.3.1 Definicién del convexo mas simple

Considérese que para cada punto z € G el conjunto Fy(z) es el conjunto cerrado convexo
mas simple conteniendo todos los valores limite de la funcién f(z*) paraz* ¢ M, z* — z.

Entonces, una solucién de la ecuacion (1) es una solucion de la inclusion diferencial

i € Fy() )

En puntos de continuidad de la funcién f el conjunto Fy consiste de un punto f(z),
y la solucion satisface la ecuacion (1) en el sentido usual. Si el punto z € M se encuentra

en la frontera de dos o mds dominios Gy, ..., Gy, el conjunto Fy(z) es un segmento, un
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poligono conexo, o un poliedro con vértices f;(z),7 < k, donde
f‘z(x) == limm*EGi,m“‘—a»mf(x*) (3)

Todos los puntos f;(z) (i = 1,..., k) estan contenidos en Fy(z), pero no es necesario
que todos ellos sean vértices.

Considérese el caso donde la funcion f(z) es discontinua en una superficie suave S
definida por la ecuacién (z) = 0. La superficie S separa su vecindad en el espacio = en
los dominios G~ y G™. Para el punto z* aproximandose al punto z € S desde los dominios

G~ y G, definimos los valores limite de la funcién f(z*) como
f(2) = limgeeg-gr—af(@®),  f1(@) = limgeegr zo—af(27) @

Entonces el conjunto Fy(z) es un segmento lincal que une los puntos finales de los
vectores f~(z) y f*(z) que inician en ¢l punto z.

Si este segmento se cncuentra en un lado del plano P tangente a la superficie en €l
punto x, las soluciones pasan de un lado de la superficie S al otro (figura 5a)

Si este segmento intersecta el plano P, el punto de interseccion es el punto final
del vector fO(z) que determina la velocidad de movimiento & = f%(z) a lo largo de la
superficic S en el espacio « (figura 5b). Esto significa que la funcion z(t) que satisface la
ecuacion

= f(z) ()
es una solucion de la ecuacién (1) por la definicién (2). Si f # f~, f° # f7, tal solu-
cién es llamada un movimiento deslizante. Una funcion continua z(t), que en una parte

del intervalo de tiempo bajo consideracion se encuentra en el dominio G~ (0 en G*) sa-
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Figura 5. Interpretacion geométrica de la definicion de solucion del convexo mas
simple.

tisfaciendo la ecuacidn (1), y en el resto del intervalo se encuentra en la superficie S sa-
tisfaciendo la ccuacion (5) es, desde luego, también una solucion de la ecuacion (1) en el
sentido de la definicion (2).

Sin embargo, si ¢l segmento con los puntos finales de f~ y f* se encuentra en el
plano P la velocidad f° del movimiento a lo largo de la superficic S no es tnica.

En basc a la definicion (2), podemos encontrar también la velocidad de movimiento
a lo largo de la interseccion de superficies de discontinuidad (figura 6). Esta velocidad
puede ser tnica o no tnica dependiendo si el conjunto Fy(z) tiene uno o mas puntos co-
munes con la tangentc a esta interseccion. Si no hay tales puntos comunes, entonces cerca
del punto bajo consideracion no hay soluciones permaneciendo en la interseccion de estas
superficies. Se describe en seguida cémo determinar en qué casos ocurre esta situacion y
como encontrar la velocidad de movimiento a lo largo de la interseccion de superficies de

discontinuidad.
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i
/ \\ / Gy

Figura 6. Interseccion de superficies de discontinuidad.

I1.3.2 Definicién usando el método de control equivalente

Considérese el sistema

B = flowilm)qttelz]) (6)

donde z € R", la funcién f(z,u,,...,u,) es continua en el conjunto de argumentos, y
la funcion escalar u;(z) es discontinua solamente en una superficie suave S;(¢;(z) = 0),
i = 1,...,7. Estas superficies pueden intersectarse, o incluso coincidir. En cada punto
de discontinuidad de la funcién u; debe darse un conjunto cerrado U;(z), el cual es un
conjunto de posibles valores del argumento u; de la funcién f(z,uy, ..., u,). Parai # j
se supone que los argumentos u; y u; varian independientemente en los conjuntos Us(z)
y U;(z) respectivamente. En los puntos donde la funcién u;(z) es continua, el conjunto
Ui(z) consiste de un punto u;(z). En los puntos de discontinuidad de la funcion u;(z) es
neccsario que el conjunto U;(z) contenga todos los puntos limite para cualquier secuencia
de la forma v;, € U;(zy) , donde 2 — x, k = 1,2, .... Como u;(z) es una funcion escalar,
entonces U;(x) es un segmento o un punto.

Sea

Fl(x) = f(:E’ Ui($)1 ey Ur(.’L’)) (7
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un conjunto de valores de la funcién f(z, w, ..., 4, ), donde x es constante y uy, ..., u, varian
independientemente en los conjuntos U7 (z), ..., U.(z), respectivamente. Asi, las soluciones

de la ecuacion diferencial (6) son soluciones de la inclusién diferencial
i€ Fy(2) ®)

En los puntos que pertenecen a un superficie, o simultdneamente a varias superficies,
por ejemplo, a las superficies Sy, ..., Sm (1 < m < r), asumimos (si la solucién no puede
dejar inmediatamente tal superficie o la interseccion de tales superficies) que (6) puede

representarse como

== Floa (2] o), M Vo], o 1)) 9)

donde u{?, ..., u? llamados “controles equivalentes” son definidos de tal forma que el vector
f en (9) sea tangente a las superficies S, ..., Sy, v €l valor de u;?(z) estd contenido en el
intervalo cerrado u; (z), uf (z), que son los valores limite de la funcién u; en ambos lados
de la superficic S;, i = 1, ..., m. Asi, las funciones u;’(z), 7 = 1, ..., m, son determinadas a

partir del sistema de ecuaciones
Vo B - FLB, 057, e B it [B), e[ = 0, 8= 1 0

Asi, una solucidén es una funcién absolutamente continua, tal que fuera de la super-
ficies S; satisface la ecuacion (6), y en estas superficies y en sus intersecciones satisface
ecuaciones de la forma (9).

Por ejemplo, en el caso r = 1 el punto final del vector f(z,u*(x)) se encuentra en
la interseccion de la tangente a S en el punto = con el arco que se extiende desde el punto

final del vector f(z,u) cuando w varia de u™(z) a u™(xz) (figura 7). La ecuacion (6) es
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reducida a la inclusion diferencial & € F(z). El conjunto £ (z) es definido en (7), donde
Ui(z) es un segmento con finales u; (), u;"(z). Para esos u; que son continuos en el punto
z, el conjunto U;(x) es el punto u;(z). El lado derecho de (9) es un vector que termina en el
punto de interseccién del conjunto F' (x) con la tangente a la interseccion de las superficies
S1y ey S (figura 7).

Esta velocidad es unica si el conjunto F(z) tiene solo un punto comun con la tan-
gente a esta interseccion de superficies, y no es tnica si £ tiene mas de uno. Si no hay tales
puntos comuncs, entonces en las cercanias del punto bajo consideracion no hay soluciones
permanecciendo en la interseccion de estas superficies de discontinuidad.

G s,
\.
/)
o/

Figura 7. Interpretacion geométrica de la definicidon de solucion usando el método
de control equivalente.

Es importante mencionar que existen diferencias en las dos definiciones de solucién
mencionada aqui (compare los ejemplos asociados con las figuras 5 y 7). Sin embargo,
en los sistemas considerados en este trabajo la funcion f es lineal en wy, ..., u,, todas sus
superficies S; son diferentes, y en los puntos de su interseccion los vectores normales a
estas son linealmente independientes; por lo tanto, los conjuntos Fp, F coinciden y , desde

luego, las dos definiciones también coinciden (Filippov, 1988).
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Asi, para nuestro caso, a continuacion serd obtenida una sola expresion para la ve-
locidad de movimiento (9) a lo largo de una interseccién de superficies de discontinuidad

., Sm (Filippov, 1988).

Considérese que la ecuacion (6) es lineal con respecto a los controles escalares uy, ...,
Um, que son discontinuos respectivamente en las superficies S;(¢;(z) = 0),¢ = 1,...,m,
y los vectores p; = V,;(z),4 = 1,...,m, donde Vi = (B_f;' ,E?) son linealmente
independientes para x € S. Entonces, en las cercanias de las superficies 51, ..., Sy, ¥y su

interseccion S, (6) puede ser escrita en la forma
& = fo(z) + Bo()u(z) (10)

donde u(z) es el vector (ug, ..., uy)T, 1 < m < 7, By(x) es una matrizn x m, y T denota
transpucsta. El resto de las funciones %41, ..., son continuas en .S, y la manera en que
las funciones continuas fy y By dependen de ellos no tiene importancia.

Para obtener el movimiento a lo largo de la interseccion de las superficies Sy, ..., Sm,
debemos escoger el vector u = u®? en (10) tal que el vector 7 sea tangente a Sy, ..., Sm.,
esto es, ortogonal a todos los vectores p;, i = 1, ..., m. Sea G sea una matriz de m x n, tal

que sus renglones son los vectores p;. Entonces
Gi=Gfo+GByu™ =0, u=—(GBy) 'Gfy, (11)
si det G By # 0. Si las coordenadas del vector u®? satisfacen la desigualdad

Az) € uf(zx) (12)

=

|
&
IN
=
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entonces, sustituyendo el vector u®? en (10), obtenemos el vector de velocidad del movi-

miento a lo largo de la interseccion S
= fo . B(](GBO)_IGfD (13)

Si al menos en una de las coordenadas de u®? la condicion (12) no es satisfecha, no

existe movimiento a lo largo de S.

1.4 Conclusiones

Se ha presentado en este capitulo una introduccion a los sistemas representados por ecua-
ciones diferenciales con términos discontinuos. La coincidencia de las diferentes defini-
ciones de solucion para los sistemas discontinuos tratados en esta tesis resulta de gran im-
portancia para la confiabilidad de resultados de estabilidad y control obtenidos en capitulos

posteriores.

Asi, considerando los conceptos matemadticos revisados en este capitulo, estamos en
posicién para establecer un analisis de estabilidad para sistemas mecéanicos discontinuos

autonomos.



Capitulo III
Analisis de estabilidad

En este capitulo se mostrardn algunos ejemplos de aplicacién de las herramientas
matemdticas, contenidas en el capitulo anterior, al anélisis de sistemas mecanicos discon-
tinuos auténomos. En particular se presentara un andlisis de estabilidad para este tipo de
sistemas.

La clase de sistemas considerada aqui es conformada por los sistemas de la forma:

&= fl&, 08 )y Ge(2)), (14)

lineales con respecto a funciones cscalares uy, ..., u,, que son discontinuas respectivamente
en las diferentes superficies S;(y;(z) = 0),i = 1,...,r y los vectores p; = V,(z),7 =
1,...,7, son lincalmente independientes para z € S, donde S es la interseccion de las
superficies de discontinuidad Sy, ..., S,.

A continuacién se presenta un Teorema de invarianza® para sistemas discontinuos
propuesto en (Alvarez Gallegos ef al., 2000), el cual constituye la herramienta fundamental

de andlisis en este trabajo de investigacion.

III.1 Teorema de invarianza para sistemas discontinuos

Considérese el sistema (1):

&= f(z) (15)

3 El Teorema de invarianza para sistemas continuos puede ser consultado en (Khalil, 1996)
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donde f es una funcién continua a tramos en un dominio G; z € R™, & = dz/dt; M es un

conjunto de medida cero de puntos de discontinuidad de la funcién f.

Se sabe que (15) tiene una solucién en el sentido de Filippov (Filippov, 1988)*, posi-
blemente no Unica, para condiciones iniciales arbitrarias. Considérense entonces los sis-
temas dados por (15) cuyas soluciones son continuas y tnicas a la derecha’. Supéngase
que existe una funcién definida positiva V' (z), Lipschitz® en una vecindad de z € R™ y di-
ferenciable excepto en un conjunto de medida cero My,. Entonces, para cualquier solucion

de (15), la funcién V(z(z)) es absolutamente continua y

éd

SV (a(t) = 2V (@0 + i) hmo (16)

D,V (z(t))

casi donde sca.

Teorema 1 Supdngase que existe una funcion continua, Lipschitz, definida positiva V ()

tal que
DV (z(t)) <0 (17)

casi donde sea. Sea ) el subconjunto invariante mas grande de la variedad donde se
satisface estrictamente la igualdad de (17) y dendtese V(z) — oo como dist(x,§2)— oo,
donde dist es distancia Entonces todas las trayectorias x(t) de (15) convergen a §, es decir,

lim, o dist(z(t), 2) = 0.

4 En nuestro caso, segin cualquiera de las dos definiciones presentadas en el capitulo anterior.

5 es decir, es continua de manera tnica cuando ¢ se incrementa.

6 IV(z) = V()| < L|lx — yl|, Yz, y en alguna vecindad de zq
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Las Proposiciones siguientes ayudan a verificar las condiciones del Teorema anterior.

Proposicion 2 La condicion (17) se satisface si (16) es no positiva en el conjunto My
donde el gradiente V'V () no existe y en los dominios de f(z) donde (16) se puede expresar

en la forma estandar

%V(x) = VV(z)- f(z), z€R"\(MUDMy). (18)

Proposicién 3  Supdngase que ninguna trayectoria de (15) permanece en My U {0}
durante un intervalo de tiempo finito. Entonces (17) se satisface casi donde sea si (18) es

no positiva para toda x € R™\(M U My).

Las correspondientes demostraciones pueden ser consultadas en (Alvarez Gallegos

et al., 2000).

A continuacion se presenta una definicion de gradiente para funciones no suaves. La
importancia de este concepto matemadtico resulta del hecho de que las funciones de Lya-
punov no suaves son “naturales” para sistemas dindmicos discontinuos (Shevitz y Paden,

1994).

III.2 Gradiente generalizado

Una definicion de gradiente cominmente til en andlisis no suave es la debida a Clarke

(Shevitz y Paden, 1994).



25

Definicion 1 (Gradiente generalizado de Clarke): Para una funcién V' : B* — R local-

mente Lipschitz se define el gradiente generalizado de V' en = por
AV (z) = eo{lim z» g zogns, VV (") } (19)

donde ©o denota el conjunto convexo cerrado, y My es el conjunto de medida cero donde

el gradiente de V' no esta definido.

Por ejemplo, la funcion
Vie)=|z}, =e€R

ticne un gradiente generalizado

-1 mel”
oV(z) =sgn(z)=¢ +1 z€R*
(-1,1] z=0.

En las siguientes dos secciones se analiza la caracteristica de estabilidad de sistemas
mecdanicos discontinuos bidimensionales y n—dimensionales con algunas leyes de control

comunmente utilizadas, utilizando el Teorema de invarianza presentado aqui.

ITI.3 Sistemas bidimensionales

Considérese el sistema mecanico descrito por la ecuacion diferencial

oU
M§+%+F(Q):T, (20)

donde ¢(t) € R, U(q) es una funcién potencial, F'(§) = f,q + fesgn(q); M, fu y fe son

constantes no negativas y 7 es una entrada escalar.
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Si § = q — g4, donde g es la posicion constante deseada, entonces se tiene la repre-

sentacion en el estado zT = (g, ¢):

q

d
@ -)=((,,_%qz_m))m)- e

ey
. 32

Por lo tanto, los sistemas bidimensionales tratados aqui tendran la forma:

d(q\ _ q
TOR (TS N

donde B es una matriz constante de 2 x 7 y u es el vector (uy, ...,uT)T, Ui, .ry Uy SON
funciones escalares discontinuas respectivamente en las diferentes superficies S;(;(z) =
0),i = 1,...,r, cuyos gradientes V,(z),i = 1, ..., son linealmente independientes en la
interseccion de las superficies de discontinuidad 5, ..., S,.

En adclante se considerard que las soluciones de los sistemas dados por (22) son

continuas de manera tnica a la derecha de acuerdo con el apéndice A.

I11.3.1 Lazo abierto

El sistema (21) en lazo abierto (7 = 0) puede escribirse, de acuerdo con (22), como:

D)t ) (D)

donde u = — f.sgn(q)/M.

Consideremos la funcién no negativa asociada a este sistema:
V(,4) =Ulg) — cv + M¢*/2, (24)

donde ¢y =min,{U(q)} es una constante finita.
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Entonces, de acuerdo a la Proposicién 2 del Teorema 1, la derivada temporal Valo

largo de las trayectorias del sistema es

V(4,4) = —4F (9) = —fud® = feld| 0, (25)

casi donde sea.
Para concluir sobre la convergencia de las trayectorias del sistema, de acuerdo al

Teorema 1, se requiere encontrar el subconjunto invariante mas grande contenido en
{@q:v=0l={@Gq:q=0}. (26)

Como el eje § es caracterizado por la ecuacion ¢(z) = ¢ = 0, la cual define una
superficic de discontinuidad, el comportamiento de las trayectorias a lo largo del eje ¢
puede ser analizado utilizando la definicion de solucidn del convexo mas simple.

Definansc los campos vectoriales limites a la superficie de discontinuidad de (23)

como (véase (4))

grat ’
R A
. 0
=\ (-9 1 1) e
para ¢ = 04y ¢ = 0_, respectivamente, y sean los conjuntos G = {(,q) : £¢ > 0}.

Aqui es facil determinar cudndo ambos campos vectoriales limite f* y f~ se dirigen

a la superficie ¢(z) = ¢ = 0. En este caso, si

1 aU(q)

Bq l < fe (27)

las trayectorias cn esta superficie S no podran abandonarla.
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Por lo tanto, el subconjunto invariante mas grande contenido en (26) es
oU
Q=r(§,d)=d=0&‘—@15fc}, (28)

hacia donde, segun el Teorema 1, todas las trayectorias z(t) del sistema (23) convergen
cuando ¢ — ooc.
Ejemplo 1. Considérese un péndulo con friccién viscosa y de Coulomb, como el

mostrado en la figura 8.

Figura 8. Péndulo.

Un modelo simple para este sistema es dado por:
mi?§ + mglsen(q) + fud + fesgn(g) = 7, (29)

siendo ¢ la posicion angular del péndulo con respecto a la vertical, ¢ la correspondiente
velocidad angular, y f, v f. los coeficientes de la friccion viscosa y de Coulomb respecti-

vamente. Su energia potencial es

Ulq) = mgl(1 — cos(q)).

Si § = q — qq, donde gq cs la posicién angular constante deseada, entonces el sistema

en el estado z7 = (§, ¢) es:
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% ( 3 ) B ( (7 — mglsen(g) — ffq ~ fesgn(q))/(mi?) ) - (30)

El sistema en lazo abierto (7 = 0), de acuerdo a la forma (23), es

i ( : ) - ( (~malsen(a) — ud)/(mi?) ) + ( \ ) (1)

donde u = — f.sgn(q)/(mi?).

La figura 9 muestra cuatro retratos de fase del sistema (31). La figura 9a corresponde
al caso donde f, = f. = 0, es decir donde se satisface estrictamente la igualdad (25).

Si f, > 0y f. = 0 los vértices estables de la funcién potencial U(g) constituyen el
subconjunto invariante mas grande (28), estos se obscrvan en la figura 9b.

La figura 9c presenta el retrato de fase con f, > 0y mgl > f. > 0, dondc el
subconjunto invariante mas grande lo forman segmentos del ¢je ¢, y la figura 9d con f, > 0

y fe = mgl, donde el eje g constituye tal subconjunto.

II1.3.2 Lazo cerrado

Una estrategia de control comunmente utilizada para sistemas mecanicos con friccion de
Coulomb es incluir en la ley de control un término compensador (“cancelador”) para tal
fuerza, buscando obtener un sistema en lazo cerrado continuo (Gonzilez Elias, 2000).
Analizaremos este tipo de controladores.

Considérese la ley de control

7(z) = 7e(z) + feesgn(q) (32)
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Figura 9. Retratos de fase del péndulo sin ley de control.

donde 7.(x) es una funcion escalar continua y f,. es una constante no negativa. Entonces

el sistema (21) en lazo cerrado con (32), de acuerdo con (22), puede ser escrito como (23)

pero con
u = (re(z) — (fe — fec)sgn(d))/M. (33)

Si todas las traycctorias de este sistema convergen a un conjunto invariante donde

g = const. Vit >0, (34)

entonces en este conjunto

g=0 Vt>0. (35)

Asi, para encontrar el subconjunto invariante mas grande {2 contenido en

{(¢,4) : ¢ =0}, (36)
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podemos realizar un analisis en la superficie de discontinuidad ¢(z) = ¢ = 0 idéntico al
del sistema en lazo abierto.

La desigualdad (27) cambia a

Tc(qa O) - 8%{5‘?)‘ S (fc i fcc)a (37)
¥

Aqui es importante analizar los posibles valores de f... Si f, > fo los correspon-
dientes campos vectoriales limite f*y f~, y por lo tanto las trayectorias del sistema, se
dirigen a la superficie S (p(z) = ¢ = 0) en Q. Para f. = f.., (32) compensa (“cancela”)
exactamente la friccién de Coulomb, transformando el sistema discontinuo en uno con-
tinuo. Si f. < fe los correspondientes campos vectoriales limite f* y f~ se dirigen fuera
de la superficic S, implicando que 2 = @.

Puesto que los ultimos dos casos (f. < fe) no puede ocurrir y no interesa que
ocurra, respectivamente (Filippov, 1988), consideremos el primero (f. > f.). Debido
a que 7.(q,0) es una funcién continua, de acuerdo a (37) resulta facil concluir la imposi-
bilidad de que esta desigualdad se satisfaga solo cuando ¢ = 0. Por lo tanto, los sistemas
discontinuos bidimensionales tratados aqui no pueden ser controlados sin error mediante
leyes de control continuas o diferenciables.

Asi, finalmente podemos concluir que una ley de control de la forma (32), no sera
una opcidn factible a considerar en el disefio de controladores para sistemas discontinuos
bidimensionales propuesto en este trabajo.

Ejemplo 2. Considérese el péndulo del ejemplo 1.
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Debido a que la mayoria de los controladores para posicion y movimiento para sis-
temas mecénico sin friccion tienen en comun, en sus leyes de control, la presencia ex-
plicita de un controlador lineal del tipo PD (Berghuis y Nijmeijer, 1993), resulta ilustrativo

analizar el comportamiento del sistema (30) con
T(z) = —kyG — kyq + mglsen(q) + fe. tanh(c.g), (39)

donde f. > fe, ¥ kp, ky y ¢ son constantes positivas. Este control es llamado “PD con
compensacion de gravedad y de friccion de Coulomb™ puesto que el término f,. tanh(cq)
es incluido para compensar ( “cancelar”) la friccion de Coulomb.

El sistema en lazo cerrado, de acuerdo con (22), puede escribirse como

d (g q 0

— % )= . . . , A 40

dt ( q ) ( (—kpG — ko + fectanh(cq) — fuq)/(mi?) ) " ( 1 )u )
donde u = — f.sgn(q)/(mi?).

La funcion candidata de Lyapunov asociada a este sistema es

V(G,4) = kp@/2 + (ml*)¢*/2. (41)

La derivada temporal V' a lo largo de las trayectorias de (40), de acuerdo a la Proposi-

cion 2 del Teorema 1, es

V(3,4) = —kyg® — fud® — q(fosen(@) — fee tanh(cg)) <O (42)

casi donde sca.
Asi, para concluir sobre la convergencia de las trayectorias del sistema, de acuerdo

al Teorema 1, se requiere encontrar el subconjunto invariante mas grande {2 contenido en

{@d:V=0}={@d:q=0). 43)
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Entonces la desigualdad (37) queda como
|keil| < fe, (44)
y, por lo tanto todas las trayectorias z(t) del sistema (40) convergen, segun el Teorema 1, a
Q={(q,9): 1=0& kgl < fe}, (45)

cuando t — oo.

En este ejemplo observamos que el término compensador de friccion, f. tanh(c:q),
de la ley de control (39) resulta inutil para reducir el error en el objetivo de control provo-
cado por la friccion de Coulomb, a menos que ¢; = co.

La figura 10 muestra dos retratos de fase del sistema (40). La figura 10a corresponde
al caso donde f, > 0y f.. = f. = 0, es decir el subconjunto invariante més grande (45)
contiene solamente cl origen del sistema.

La figura 10b presenta el retrato de fase con f, > 0, foe = fe > 0y ¢, — o0, donde
asumimos, con fines ilustrativos, el conocimiento exacto del coeficiente de la friccion de

Coulomb, lo cual en sistemas reales no se presenta.

g ° g °
3 3
0 0
3 3
g 4 0 4 8 B 4 0 4 8
(a) q (b) 1

Figura 10. Retratos de fase del péndulo con una ley de control continua.
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II1.4 Sistemas n-dimensionales

Un sistema mecénico n-dimensional tipico es el denominado robot manipulador. Un robot
manipulador es un sistema mecanico formado de eslabones conectados a través de uniones.
Considerando friccién en las uniones no eldsticas y eslabones rigidos, la ecuacién

dindmica de un robot manipulador de m grados de libertad (g.d.1.) esta dada por

M(q)§+ Clq,4)q+ g(q) + F(q) =, (46)

donde ¢ € R™ es la posicién, 7 € R™ es la entrada de control, M, C, g son ma-
trices de dimensiones adecuadas, con términos que son funciones diferenciables, M =
MT > 0, F(§) = F,q+ F.sgn(q) es conocido como el vector de friccién viscosa y de
Coulomb, sgn(¢) = (sgn(¢1),...,sgn(¢.))”, y las matrices F,, =diag{f.} € R™™y
F. =diag{f+} € R™™ son diagonales y semi-definidas positivas.

A pesar de la complejidad de la ecuacion dinamica (46) sus términos poseen propie-
dades de particular valia en el estudio de sistemas de control para robots manipuladores.
Asi, los robot manipuladores constituyen un punto de partida interesante para el analisis y
control de sistemas discontinuos n-dimensionales.

En ésta y en otras secciones del presente trabajo de investigacion son considerados
sistemas de la forma (46) al estudiar sistemas discontinuos n-dimensionales.

En adelante se supondra que todas las uniones del robot son del tipo rotacional.

En términos del vector de estado z = (¢, ¢7)7, donde § = q — qq y gq s la posicién

constante deseada, ¢l sistema (46) es representado por :

T ( 3 ) B ( M@ = Cla, )i — o) - Fl@) ) | &0
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Asi, los sistemas n-dimensionales tratados aqui tendran la forma:

d (g

dt ( ‘; ) - ( M(Q)‘l[—C(q,d%d —9(q) — Fud] ) R %)

donde B es una matriz de bloques, de m x m, de 2 x r y u es el vector (u?,...,ul)”
U1, ..., Uy SON vectores, de m x 1, de funciones escalares discontinuas respectivamente en las
diferentes superficies S;(p;(z) = 0),i = 1, ...,7-m, cuyos gradientes Vi, (z),i = 1,...,r-
m, son linealmente independientes en la interseccion de las superficies de discontinuidad
Sl, ity Sn,-.m.

En adelante sc considerard que las soluciones de los sistemas dados por (48) son

continuas de mancra Unica a la derecha de acuerdo con el apéndice A.

111.4.1 Lazo abierto

El sistema (47) en lazo abierto (7 = 0) puede escribirse, de acuerdo con (48), como:

1¢ q’ )+ ()
— | 1 | = iy < : + " U, 49
7 (1) = (s cwdi-oo-ra )+ (- e
dondc 0 es una matriz de dimensiones adccuadas con elementos nulos y © = — F.sgn(q).
Consideremos la funcion no negativa asociada a este sistema:
= 2, .
V(@) =Ulg) — o + 54" M(g)g, (50)

donde U(q) es la cnergia potencial de (46) y cy =ming{U(q)}.
Entonces, de acuerdo a la Proposicion 2 del Teorema 1, la derivada temporal V a lo

largo de las trayectorias del sistema es

dod 3 el : B )
V(d,q) = qT——a%l +¢"M(q)g + ?ITMr(Q)Q
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= 729 | 70,0 - o(a) ~ F@)] + 50" M(0)d

y debido a que siempre 7 [%M(q) — C(q, q)] ¢=0yg(q) = %{(;’—), tenemos

V(§q) =—4"F(@) = —4"Fud - Y faldil <0, (51)
i=1
casi donde sea.

Para concluir sobre la convergencia de las trayectorias del sistema, de acuerdo al

Teorema 1, se requiere encontrar ¢l subconjunto invariante mas grande contenido en

{@d:V=0}={@d:d=0}. (52

Aqui, ¢ = 0 representa la interseccion S de las superficies de discontinuidad S;(¢;(z) =
g; = 0),7 = 1,...,m. Por lo tanto, el comportamicnto de las trayectorias a lo largo de S
pucde ser analizado utilizando una de las definiciones de solucion presentadas en el ca-
pitulo anterior.

La definicion de solucion del convexo mas simple, utilizada en la seccion anterior,
puede también ser considerada para sistemas n-dimensionales, sin embargo el analisis se
complica (Filippov, 1988). La alternativa en este caso es emplear la definicion de solucion
usando el método de control equivalente (Filippov, 1988).

Segun esta definicion, el sistema (49) en las cercanias a las superficies S1,...,5n ¥

su interseccion S puede ser escrito en la forma (10):

% ( 3 ) B ( M(q)‘P[—g(q)l ) " ( M(g)—l ) (33)

donde u(x) es el vector (uy, ..., Um)?.
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Al escoger el vector u = u®? en (53) tal que el vector £ sea tangente a Sy, ..., Sp,

tenemos
—(¢) = M(q)"*[—g(q) + v = 0. (54)

Entonces, si cada coordenada del vector u®? de (54) satisface la desigualdad (12):

u (@) < u(z) < uf(2), (35)

)

(0 wf(2) < u(z) <ui(x))

las trayectorias del sistema cn la interseccion .S no la abandonaran jamas (Filippov, 1988).
De (53) y (54) podemos determinar facilmente la ecuacidn diferencial que representa

al sistema cuando sus trayectorias permanecen en la interseccion S:

a(qy _
£(1)ay »

es decir, no existirda movimiento de las trayectorias del sistema a lo largo de S atin cuando
¢stas sc encuentren en tal interseccion.
Por lo tanto, de (54), (55) y (56), el subconjunto invariante mas grande contenido en

(52) es

QZ{(@:G’)q=0&|91(9’)|$fm,3=11:m}, (57)

donde (g1(g), ..., gm(q))T = g(q), hacia donde, segtin el Teorema 1, todas las trayectorias

z(t) del sistema (49) convergen cuando ¢ — oo.
Ejemplo 1. Considérese el robot de 2 g.d.l. con friccidon viscosa y de Coulomb que
se muestra en la figura 11.

Los valores numeéricos son incluidos en el apéndice B.
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4
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7

Figura 11. Robot de 2 g.d.1.

La figura 12 muestra los estados de este sistema en lazo abierto para las condiciones
iniciales
@(0) = -1, q(0) =-0.5,
@(0) = 0, (0)=0.
Con fines de comparacidn, se muestran los resultados obtenidos cuando F,, > 0y
F,, = 0, es decir el subconjunto invariante mas grande (57) contiene solamente los puntos de

equilibrio estables del sistema (lincas discontinuas), y cuando F, > 0, y max,{|g:(¢)|} >

fei > 0,4 = 1,2, donde el subconjunto invariante mas grande lo forman puntos ¢ € R™ no

aislados (lineas solidas).

I11.4.2 Lazo cerrado

Una ley de control con término compensador (“cancelador”) para la fricciéon de Coulomb,

buscando obtener un sistema en lazo cerrado continuo es dada por

7(z) = 7o(z) + Feesgn(q), (58)
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Figura 12. Estados del robot de 2 g.d.1. sin ley de control.

donde 7.(z) es el vector (T¢y, ... Tem) T, Teisi = 1, ..., m son funciones escalares continuas
y F.. =diag{ f.;} € R™*™ es una matriz diagonal y semidefinida positiva.
El sistema (47) en lazo cerrado con (58), puede ser escrito como (49) pero con
u = Te(z) — (Fe — Fe)sgn(g) (59)
Si todas las trayectorias de este sistema convergen a un conjunto invariante donde

g = const. Vit >0, (60)

entonces en este conjunto
Gg=0 Yt>0. (61)

Para encontrar el subconjunto invariante mas grande {2 contenido en

{(g,4): ¢=10}, (62)
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podemos realizar un anélisis en la interseccién S de las superficies de discontinuidad
Si(p;(z) = ¢; = 0),i = 1,...,m, idéntico al del sistema en lazo abierto.

Asi, el subconjunto invariante mds grande contenido en (62) es

2={(4,4) :94=0%&|7(§,0) — 9:(q)| £ (fei — feci)r 2 =1, ..., m}. (63)

Aqui, al igual que en los sistemas bidimensionales de la seccidn anterior, se puede
analizar los posibles valores de F.. Si F, > F,,, las trayectorias del sistema se dirigen a la
interseccion S en ). Para F, = F., (58) cancela la friccién de Coulomb, transformando el
sistema discontinuo en uno continuo. Si F, < F.. entonces {2 = @. Los tltimos dos casos
(F. < F.) no pueden ocurrir (Filippov, 1988).

De acuerdo con (63), también es facil concluir que los sistemas discontinuos n-
dimensionales tratados aqui no pueden ser controlados sin error mediante leyes de control
continuas o difcrenciables.

Asi, finalmente podemos concluir que, al igual que los sistemas bidimensionales de la
scccion anterior, una ley de control de la forma (58) no sera una opcion factible a considerar
en cl disefio de controladores para sistemas discontinuos n-dimensionales propuesto en este

trabajo.

Ejemplo 2. Considérese nuevamente el control PD con compensacion de gravedad y

de friccion de Coulomb para (47), cuya ley de control es dada por

7(z) = —K,q — K,4 + g(q) + F.. tanh(C,q), (64)
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donde K, =diag{k,} € R™™, K, =diag{k,;} € R™™ y C, =diag{c,;} € R™™
son matrices diagonales y definidas positivas, F, > F,. y tanh(C,q) = (tanh(c;141), .-,
tanh(cimdm))T.

El sistema en lazo cerrado, de acuerdo con (48), puede escribirse como

a(qy _ g
dt ( d ) - ( M(q) ™ [~ Ky — Ko + Foc tanh(Cig) — C(g, §)d — Fod] )
= ( M(g)_l ) u, (65)

donde u = — F,sgn(qg).

La funcién candidata de Lyapunov asociada a este sistema es
=5 7 1 ~T i 1 .T .
V(§.9) = 50 Kpd + 54 M(q)d. (66)

La derivada temporal V a lo largo de las trayectorias de (65), de acuerdo a la Proposi-

cion 2 del Teorema 1 y debido a que siempre ¢ [%M(q) - C(g, q)] g=10,es

V(g,4) = —4F(q) — ¢ [K,§ — Fi tanh(Cyg)]

= —("Fuq—"Kug— ) _ faildil + ) feadi tanh(cud:) <0,  (67)

i=1 i=1
casi donde sca.
Asi, para concluir sobre la convergencia de las trayectorias del sistema, de acuerdo

al Teorema 1, se requierc encontrar el subconjunto invariante mas grande €2 contenido en
{@a:V=0}={@d:q=0}. (68)

Por lo tanto, todas las trayectorias z(t) del sistema (65) convergen, segun el Teorema

1 y de acuerdo a (63), a
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Q={(49):4=08& lkudil < fa,i=1,....m}. (69)

cuando t — oo.
Al igual que en el ejemplo 2 de la seccién anterior, es facil observar que el término
compensador de friccion, F,. tanh(C,q), de la ley de control (64) resulta initil para reducir

el error en el objetivo de control provocado por la friccién de Coulomb.

La figura 13 muestra los estados del robot del ejemplo 1 con (64) para las condiciones
iniciales
a(0) = 0, ¢(0)=0,

@(0) = 0, ¢(0)=0,
y las posiciones deseadas

qd1 = —1., qi2 = —05

Las matrices K, y K, se escogen como:

K, = diag{20}

K, = diag{10}.

De nueva cuenta, se muestran los resultados obtenidos cuando F,, > 0y F. =
F, = 0, es decir el subconjunto invariante mas grande (69) contiene solamente el origen
del sistema (lineas discontinuas), y cuando F, > 0, F.. = F,. >0y cy — o0,t = 1,...,m,
dondc asumimos con fines ilustrativos el conocimiento exacto del coeficiente de la friccion

de Coulomb (lineas solidas).
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Figura 13. Estados del robot de 2 g.d.l. con una ley de control continua.

III.5 Conclusiones

Se ha mostrado cn este capitulo la aplicacion de un resultado sobre estabilidad de una clase
de sistemas no lincales discontinuos al andlisis de sistemas mecanicos con friccion tanto
viscosa como de Coulomb. Asi, se concluye que la descripcion cualitativa de la friccion
de Coulomb, por la funcién no lineal signo, en estos sistemas mecanicos y controladores
continuos con términos compensadores (“canceladores™) de este fendmeno no ayudan a al-
canzar un error nulo en los objetivo de control especificados. De aqui surge la necesidad
de proponer controladores que no requieran modelos de la friccion para cumplir satisfacto-

riamente los objetivos de control.
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En los siguientes dos capitulos se proponen algoritmos de control que no hacen uso
de técnicas de compensacion de discontinuidades para los sistemas discontinuos bidimen-
sionales (22) y n-dimensionales (48).El disefio tiene como base el andlisis de estabilidad

presentado aqui.



Capitulo IV
Control estatico

En este capitulo se presenta un procedimiento de disefio de controladores para sis-
temas mecanicos con friccién de Coulomb y se obtienen algunas leyes de control que
cumplen satisfactoriamente los objetivos de control. Para ello se utiliza el anélisis de esta-
bilidad presentado en el capitulo 3. Se considera posible el acceso a todos los estados del
sistema.

Tales algoritmos de control garantizan, bajo ciertas condiciones, un error nulo en
estado estacionario, ain cuando no se conozca con exactitud los coeficientes de friccion, y

aun cuando se tenga medicion unicamente de la posicion.

IV.1 Control de posicion de sistemas bidimensionales

Considérese el sistema con estado = = (g, ¢)7, de la forma (22):

d(§)_ q
ﬂq) B ( (-2 - fu) /M ) + B (70)

Va(q)
dq

donde B = (0,1/M)", 8V,(G) es una funcién que puede ser discontinua solo en una

con

u=—9Vi(q) —

- fcsgn(ej), (71)

superficie Sy (¢,(¢) = 0), @ denota el gradiente generalizado y V5(q) es una funcidén suave

definida positiva o cero, tal que qa—‘%ﬂ > 0Vq € R. La superficie de discontinuidad S;

(¢,(x) = 0) corresponde al término discontinuo de la friccion de Coulomb en u, es decir

pi(z) =q=0.
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En adelante se considerara que las soluciones de los sistemas dados por (70) y (71)

son continuas de manera tinica a la derecha de acuerdo con el apéndice A.

Definase la siguiente funcién no negativa asociada a este sistema:
V(§,9) = Ulq) — cv +Va(q) + M*/2, (72)

donde ¢;; =ming{U(q)} es una constante finita.

Entonces la derivada temporal de V(§, ) a lo largo de las trayectorias del sistema es

V(3.0) = —iF @) - 17D =~ - il - Tl <0, ()

fuera de todas las superficies de discontinuidad.

Debido a las Proposiciones 2 y 3, el principio de invarianza (Teorema 1) pucde ser
utilizado para concluir sobre la convergencia de las trayectorias del sistema.

De acuerdo al Teorema 1, se requicre encontrar ¢l subconjunto invariante mds grande

contenido en
{@d:V=0}={@d):¢=0}. (74)

/o (G . ;0
Tomando en cuenta que '@%ﬂh:g = 0, definase los campos vectoriales limites a la

superficic de discontinuidad S (¢,(¢) = ¢ = 0) de (70) y (71) como (ver (4))
fr= ;
“\ (-ov@ - 52 - ) /M

0
= ( (~am(é)—f‘-‘é—,‘,ﬂ+fc)/M)

para ¢ = 0.y ¢ = 0_, respectivamente, y sean los conjuntos G* = {(g, ) : ¢ > 0}.
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Es fécil determinar que las trayectorias en esta superficie S; no podran abandonarla

cuando

ovi(g) + 252

y el subconjunto invariante mas grande contenido en (74) es

< fe (75)

5 % . oU
Q= {(q,q):q=0& ‘BVI(Q)"‘ B;Q)‘ Sfc}, (76)
hacia donde, segun el Teorema 1, todas las trayectorias z del sistema (70) y (71) convergen

cuando t — co.

Por lo tanto, el origen (z = 0) del sistema (20):

. 9U(q) g
Mg+ Tq— + F(q) =, (77)
con
T = —0Vi(q) - M (78)

aq

es asintoticamente cstable si se proponen funciones V;(§) y Va(¢g) tales que:

V2(¢) es una funcion suave definida positiva o cero, tal que (jﬂ%ﬂ >0VYq € R,

dV1(q) es una funcion que puede ser discontinua solo en una superficie Sy (©,(G) = 0),
exista una funcion no negativa V' (72) y

la desigualdad (75) se satisfaga séloen ¢ = 0,

en un dominio D C R? que contiene a © = 0.
En las siguientes dos subsecciones se obtienen controladores que cumplen satisfac-

toriamente los objetivos de control para (77).



48

IV.1.1 Controladores discontinuos con compensacion de gravedad
Considérese (77) y (78).
Si
Vi(q) = —(U(g) — cu) + kclq] + Va(@), (79)
donde k. es una constante tal que k. > f. y V3(§) es una funcidn suave definida positiva o
cero, tal que (jg‘n’%@ > 0Vq € R, la funcién V' (72) queda como:

V(d,4) = keld| + V3(@) + M¢*/2, (80)

la cual es definida positiva, y la desigualdad (75) como:

V()
9q

kesgn(g) + < fes (81)

la cual no se satisface Vq # 0.

Por lo tanto, el origen del sistema (77) y (78) con (79) es global y asintéticamente
estable. |

Ejemplo 1. Considérese el péndulo con friccién viscosa y de Coulomb mostrado en
la figura 8.

El sistema es dado por (29):

ml*§ + mglsen(q) + f,4 + fosgn(qd) =T, (82)

siendo ¢ la posicion angular del péndulo con respecto a la vertical, ¢ la correspondiente
velocidad angular, y f, y f. los coeficientes de la friccion viscosa y de Coulomb respecti-

vamente.
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Asi, una ley de control discontinua con compensacién de gravedad para (82) que

cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por (ver (78) y (79)):

OVs(q) _ 9Va(9)
“ o5 9 (83)

_0U(q) -
e kesgn(G)

donde k. > f..

La figura 14 y 15 muestra dos retratos de fase del sistema (82) y (83) con f, >
0, k. > f. > 0, V4(§) = k,G*/2 y dos entradas de control 7. La figura 14a presenta el
retrato cuando Va(g) = 0 y la figura 14b cuando V5(g) = k,G?/2. Las figuras 15a y 15b

muestran entradas de control para ambos casos respectivamente.

q 15 q 1
10 10
5 5
° UR)
5 5
10 -10
% 4 0 4 8 - 0 4 8
(a) q (b) q

Figura 14. Retratos de fase del péndulo con una ley de control discontinua estatica
con compensacion de gravedad.

IV.1.2 Controladores discontinuos sin compensacion de gravedad
Considérese nuevamente (77) y (78).
Si

Vi(Q) = kelq| + Va(q), (84)
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T 30 T 3

20 20
10 10
0 0
-10 -10
.20 -20
-30 -30

'400 2 4 6 8 10 -400 2 4 6 8 10

f
(a) . (b)

Figura 15. Entradas de control del péndulo con una ley de control discontinua
estdtica con compensacién de gravedad.

donde k. es una constante tal que k. > f, y V53(§) es una funcion suave definida positiva o

cero, tal que c}aVT‘q@ > 0Vq € R, la funcion V' (72) queda como:
V(4,4) = Ulq) — cu + kelgl + Va(q) + M¢*/2, (85)

la cual cs no negativa, y la desigualdad (75) como:

o, 9(q) | 9U(q)
e £ 86
k.sgn(q) + 9 + 3 | = Lo (86)
la cual no se satisface V¢ # 0 si
k. > agé@’ +f VgeR (87)

Por lo tanto, el origen del sistema (77) y (78) con (84) si (87) es global y asintdtica-
mente estable.

Ejemplo 2. Considérese nuevamente el sistema (82) del ejemplo anterior.

Una ley de control discontinua sin compensacion de gravedad para (82) que cumple

satisfactoriamente el objetivo de control es dada por:

0Vi(@) _ aVa(d)
T8 8¢ (8)

T = -—chgn(C}')
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donde b, > | 252 + .

q
q

La figura 16 y 17 muestran dos retratos de fase del sistema (82) y (88) con f, >

aU(q)

0, k. > ‘ 5| T fo > 0, Va(@) = kyg*/2 y dos entradas de control 7. La figura 16a

presenta el retrato cuando V3(¢) = 0y la figura 16b cuando V5(G) = k,¢?/2. Las figuras

17a y 17b muestran entradas de control para ambos casos respectivamente.

q q

10 10

5 5

0 0

5 -5

-10 -10
1% 4 0 4 8 g 0 4 8
() q (b) q

Figura 16. Retratos de fase del péndulo con una ley de control discontinua estatica
sin compensacion de gravedad.

A continuacidn se obtienen controladores discontinuos para un robot manipulador de

m g.d.l. similares a los presentados en esta seccion.

IV.2 Control de posicion de sistemas n-dimensionales

Considéresc cl sistema, en ¢l estado = = (g7, ¢7)7, de la forma (48):

% ( g ) N ( M(Q)_l[—c(%;)fi - 9(q) — Fuq] ) e ( zi ) ! e

con

ur = —Fesgn(q) (90)



52

T 30 T 3

20 20,

10 10

0 0

1o} =10

-20 -20

-30 -30
-400 2 4 ] 8 10 -400 2 4 6 8 10

(a) ' (b) ‘

Figura 17. Entradas de control del péndulo con una ley de control discontinua
estatica sin compensacion de gravedad.

9Va(4)
oG

u, = —0Vi(q) -

donde

B 0 0 )

A\ Mgt Mg )
OVi(q) es el vector (Ovyy(q1), ..., OV1m(Gm))T cuyos términos son funciones que pueden
ser discontinuas respectivamente en las superficies Smti (@i (@) = 0), ¢ = 1,...,m, 8

denota cl gradiente gencralizado y V5(¢) es una funcion suave definida positiva o cero, tal

que G"T%;.(” > 0Vq € R™. Las superficies de discontinuidad S; (g;(z) = 0),¢ = 1, ..., m,

corresponde a los términos discontinuos de la ficcion de Coulomb en uy, es decir ¢,(z) =

En adelante se considerard que las soluciones de los sistemas dados por (89) y (90)
son continuas de manera tinica a la derccha de acuerdo con el apéndice A.

Definase la siguiente funcion no negativa asociada a este sistema:
- . g 1 ules ,
V(d.9) = U(q) - cv + Va(@) + 54" M(a)q, oD

donde ¢y =min {U(q)}.
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Entonces la derivada temporal de V' (g, ¢) a lo largo de las trayectorias del sistema es

iw o _ g aVald) _ rn . N g w0V2(@)
s ey — o AT . el AT
V(@4)=-q"F(d) - g gt g;nmu =55 S0 D)

94
fuera de todas las superficies de discontinuidad.

Debido a las Proposiciones 2 y 3, el principio de invarianza (Teorema 1) puede ser
utilizado para concluir sobre la convergencia de las trayectorias del sistema.

De acuerdo al Teorema 1, se requiere encontrar el subconjunto invariante mas grande
contenido en

{@a):V =0} ={(@d):¢=0}. 93)

Aqui, ¢ = 0 representa la interseccion S de las superficies de discontinuidad S;(;(z)
¢ = 0),7 = 1,...,m. Por lo tanto, el comportamiento de las trayectorias a lo largo de S
puede ser analizado utilizando una de las definiciones de solucién presentadas en el ca-
pitulo anterior.

Seguin la definicion de solucion usando el método de control equivalente, el sistema
(89) en las cercanias a las superficies S, ..., S,, y su interseccion S puede ser escrito en la
forma (10):

7 ()= s+ o9
donde wu es el vector (u}, uf )T de (m+1)x1,0 <1 < m, ug es un vector cuyos elementos
son elementos de w; o no tiene elementos, y fy y By son matrices de dimensiones adecuadas
con términos que son funciones continuas.

Para obtener el movimiento a lo largo de la interseccion de estas (m + [) superficies
(definidas por u), escogemos el vector © = u® en (94) tal que el vector & sea tangente

a estas (m + () superficies, esto es, ser ortogonal a todos sus correspondientes vectores
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p; = Vp,(z), j € {1,...,2m}. Esto es, segin (89) y (94):

T
O, (41) & B i (Gm) & 8+ (1) = b5 ) s
( @ag(m)ql b gﬁm(q ) o wa]éfl)f]l tpamdgj )qm ) = §

(0 . 0 « Gn) =0
d,.
@ = 0. (9

Asi, siguiendo con esta definicion de solucion, si cada coordenada del vector u®? de

(95) satisface la desigualdad (12):

IA

uy(z) < u(z) < uf(@), (96)

)

¥ e ]
=]
1~
+
—
8
g
IA

u;(z) < uj ()

las trayectorias del sistema en la interseccion S no la abandonaran jamds, pero no existira
movimicnto a lo largo dc ella.

De (89) y (95), y puesto que %@h:o = 0, si existe un vector u®? tal que

—(§) = M(q) " [-0VA(@) — g(q) + v =0 97)
y la desigualdad (96) se satisface para cada coordenada del vector u®? siendo u = uy =
—F.sgn(q), entonces las trayectorias del sistema en la interseccion .S permanecen sin mo-

vimiento.

Entonces, de (96) y (97), el subconjunto invariante mas grande contenido en (93) es
Q= {(g:Q) : q =0 & lavli(qi) T gt(Q)l S fci, 1= ]-: ---:m}y (98)

donde (91(q), ..., gm(q))T = glq), hacia donde, segun el Teorema 1, todas las trayectorias

x(t) del sistema (89) convergen cuando ¢ — oo.
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Por lo tanto, el origen (z = 0) del sistema (46):

M(q)i+ Cl(q,4)q + g(q) + F(d) =, (99)
con
o A
r=—0Vi(3) - —5. ", (100)

es asintticamente estable si se proponen funciones V1 () y V2(¢) tales que:

Va(q) es una funcién suave definida positiva o cero, tal que q"Taszé‘il >0Vge R™

OV1(q) es el vector (8v11(Gy), -, Ovim(Gm))¥ cuyos términos son funciones que
pueden ser discontinuas respectivamente en las superficies Spiti (¢p44(@) = 0),

= linaTe
exista una funcién no negativa V' (91) y

que el subconjunto invariante mas grande €2 (98) contenga solo al origen del sistema,

en un dominio D C R*™ conteniendo a z = 0.
En las siguientes dos subsecciones se obtiencn controladores que cumplen satisfac-

toriamente los objctivos de control para (99).

IV.2.1 Controladores discontinuos con compensacion de gravedad
Considérese (99) y (100).
Si

Vi(@) = —(U(q) — cv) + ) _ keldil + Va(3), (101)

i=1
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donde k.; es una constante tal que k. > fo ¥ V3(4) es una funcién suave definida positiva

o cero, tal que ¢ a‘g’éﬂ > 0Y§ e R™, la funciéon V' (91) queda como:

V(Gd) = kald] + Va(@) + 50" M(@)d, (102

i=1

la cual es definida positiva, y (98) como:

Q= {((]!Q) Q:O& kmsgn(é‘a)_’-a ~ Sfci:i= 17"')m}) (103)

el cual no contiene puntos fuera del origen.

Por lo tanto, el origen del sistema (99) y (100) con (101) es global y asintéticamente
estable.

Ejemplo 1. Considérese el mismo robot de 2 g.d.1. con friccién viscosa y de Coulomb
que se muestra en la figura 11, referenciado en ejemplos anteriores, cuyos valores numéri-
cos son incluidos en el apéndice B.

Una ley de control discontinua con compensacion de gravedad para este sistema que

cumple satisfactoriamente cl objetivo de control es dada por:

= ———agé@ — K.sgn(d)

@) av(@)
aq dg ’

(104)

donde K, > F..

La figura 18 muestra los estados de este sistema para las condiciones iniciales

q}.(o) = Oa QQ(O)EO’

@i(0) = 0, ¢(0)=0,
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y las posiciones deseadas
qd1 = —-1, Qa2 = —05

Ademis F, > 0, K. > F, > 0, V3(@) = 3d"Kyi y V(@) = 3¢"K.g, donde

K, =diag{100}.

Con fines de comparacion, se muestran los resultados cuando K, = 0 (lineas discon-

tinuas), y cuando K, =diag{30} (lincas sélidas).

= b ~ 0.6
q, 9 |
: 0.
1
0. ||I
| VIS 0.2'r|
0 l‘ ’ "‘_rr \
i B
-0.50 V) S
|
L T S T T 0% —% 4 & 8 10
!
(a) ¢ (b)
1
g 2 4 |
/
o of 1t
Ph A |
0 Y\t /7
‘\[‘ ‘| 1
-1 1 :
o) 20
24!
f]
R T S T %2 4 8 @8 10
r
(c) f (d)

Figura 18. Estados del robot de 2 g.d.1. con una ley de control discontinua estatica
con compensacion de gravedad.

IV.2.2 Controladores discontinuos sin compensacion de gravedad

Considérese nuevamente (99) y (100).
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Si

Vi(@) = ) kaldil + V5(9), (105)
i=1

donde k; es una constante tal que ks > fo; ¥ V() es una funcién suave definida positiva

o cero, tal que g‘ng"‘—é‘ﬂ > 0Vg € R™, la funcién V' (91) queda como:

= a , d .
V(§.4) =Ulg) = cu+ D ketlil + V3(2) + 5¢" M (a)d, (106)
i=1

la cual es no negativa, y (98) como:

oV3(q)
9Gi

Q= {(é": q):§=0& |kasgn(q) + +gz-(q). L fai= 1,---,m} ,  (107)

¢l cual no contiene puntos fuera del origen si
ke > |9:(g)| + fu Yq € R™, (108)

donde (91(q), .. gm(q2))T = 9(q).

Por lo tanto, el origen del sistema (99) y (100) con (105) si (108) es global y asintdti-

camente cstable.

Ejemplo 2. Considérese nuevamente el robot del ejemplo anterior.
Una ley de control discontinua sin compensacion de gravedad para este sistema que

cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por:

SOV 9Va(@)

_ — 109
T Ksgn(q) aq Er (109)

donde k¢ > |gi(q)| + fuyi=1,...,m VYge R™.

La figura 19 mucstra los estados de este sistema para las condiciones iniciales y

posiciones descadas del ejemplo anterior.
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Ademas F, > 0, K. > F, > 0, V4(@) = 3¢"K,d y Va(qd) = 1¢"K,4, donde
K, =diag{100}.
Con fines de comparacién, se muestran los resultados cuando K, = 0 (lineas discon-

tinuas), y cuando K, =diag{30} (lineas solidas).

4 6 8 10 | 2 4 6 8 10
(a) t (b) t
4
4 q; -
| i
2 T
it 2 g b !
|y of At il
AT Ay H|1r'
0 YRR S
1y -ty ! Pl
20 il
I -2
y
40 2 4 6 8 10 30 2 4 6 8 10
(c) , (d) ;

Figura 19. Estados del robot de 2 g.d.1. con una ley de control discontinua estatica
sin compensacion de gravedad,

IV.3 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado la aplicacion del resultado sobre estabilidad descrito
en cl capitulo anterior para obtener controladores que bajo ciertas condiciones cumplen

satisfactoriamente los objetivos de control para los sistemas mecdnicos considerados en
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esta tesis. Los controladores son estéiticos y necesitan de la medicién unicamente de la

posicién para estabilizar el sistema alrededor de una salida especificada.

Es importante mencionar que las leyes de control considerados aqui no requieren los
valores exactos de los coeficientes de la friccion de Coulomb f;, s6lo cotas méaximas, las
cuales pueden ser obtenidas analitica y/o experimentalmente en sistemas fisicos (Gonzalez
Elias, 2000). Esto constituye la diferencia fundamental con los controles con compen-
sacion, y lo que los vuclve de gran interés.

Por otra parte, obtuvimos que con leyes de control con términos discontinuos se
pueden alcanzar sin errores los objetivos de control. Sin embargo, la naturaleza discontinua
del controlador impide su implementacion fisica exacta, lo cual puede provocar desde er-
rorcs constantes u oscilaciones alrededor de una salida especificada hasta inestabilidad de

las salidas del sistema (Filippov, 1988) y (Branicky, 1998).

Los controladores propucstos aqui, y en general, utilizan la informacion del estado
completo = para mejorar la respucsta del sistema. Desafortunadamente, en la préctica no
es posible el acceso a todos los estados del sistema, en particular al estado velocidad g.
El siguicnte capitulo muestra una solucion a este problema para los sistemas discontinuos

tratados aqui.



Capitulo V
Control dinamico

En los controladores propuestos en el capitulo anterior se supuso que se tenia acceso '
al estado completo de los sistemas discontinuos considerados. Sin embargo, en sistemas
fisicos solamente la posicion ¢ puede ser obtenida de manera confiable. Si el controlador
depende de la velocidad, esto conduce a la necesidad de estimar dicho estado ¢ por medio
de un observador.

Un punto crucial cuando se trata con observadores para sistemas no lineales es su
utilidad para leyes de control con retroalimentacién de estado. El uso un observador que re-
construye asintdticamente el estado no garantiza que un controlador con retroalimentacion
de estado tenga un buen desempernio cuando usa los estados estimados en lugar de los ver-
dadecros.

Asi, cn cstc 'capitulo se propone el disefio de obscrvadores para ser usados cn los
controladores discontinuos con retroaiimentacion de estado presentados en el capitulo an-
terior. El uso de un observador en el lazo de control convierte estos controladores estaticos

a dindmicos.

V.1  Observador de velocidad para sistemas bidimensionales

Considérese el sistema mecanico descrito por la ecuacion diferencial (20):

i+ 229D L g =7, (110)
0q
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donde q(t) € R, Ul(q) es una funcién potencial, F'(¢) = fuq + fesgn(q); M, f, y f. son
constantes no negativas y 7 es una entrada escalar.
Si § = g — qq, donde gy es la posicidn constante deseada, entonces se tiene la repre-

sentacion, en el estado 7 = (g, ¢),

%(g)z((f—%ﬁf‘”gﬂq))/ﬂ/f) (111)

Se supone que el desplazamiento g es la variable de salida del sistema (111), es decir,

el mapa de salida es:
y=q (112)

Se proponc entonces el observador de velocidad siguiente, para (111),

d ff'l i‘g'l“@;'
d = 5 2 115
i(2) = (o) oo

D
Il
8
B

donde 2 es la posicion estimada, § = y — ¢ ¢s el crror de observacion de la salida.

La ccuacion diferencial de (113) es

U (y)
dy

My + +F(g) =749+ My (114)
La dindmica del error de observacion se obtiene restando (114) de (110)

Mj+My—Fy—9)+5+F@) =0 (115)

El sistema (115) en cl estado (, 7)), es

d (g _ y
3 1) =( g r iy — riae ) (o
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Por lo tanto, si el estado =7 = (4, ¢, 7, %), tenemos el sistema extendido

d q
a4 |_ (T“a_g(flTF(Q))/M (117)
@\ n .Y

y (-g—My+F(g-y) - F(q)/M

cuya propiedad de estabilidad serd analizada para las leyes de control presentadas en el
capitulo anterior.
En adclante se considerard que las soluciones de los sistemas dados por (117) son

continuas de mancra tnica a la derecha de acuerdo con el apéndice A.

V.1.1  Control de posicion

Sca la ley de control (78) para (111):

r=—ovi(a) - 222 (118)

tal que conduce al origen del sistema a ser asintoticamente estable como se mostrd en cl
capitulo anterior.

Sea
Va(q) = kv /2

donde %, es una constante positiva.
Si &y es la posicion estimada, £; = £,+§ = §— J serd una estimacion de la velocidad

¢. Considcrese entonces la ley de control que usa la estimacion de la velocidad, z;,

T = —0Vi(q) — kul1. (119)
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El sistema extendido (117) puede ser escrito entonces como:

q q
dfq|_| (-0%@-ki+hi- 52 -F@) /M 0
| g | : .

4 (—j — M+ F(§ — ) — F(q))/M

Una funcioén candidata de Lyapunov para (120) es
V(z) = Vi(@) +Ula) — co + M§*/2 +§2/2 + M [2 (121)

donde ¢y =min,{U(g)} es una constante finita.

La derivada temporal de V' (z) a lo largo de las trayectorias del sistema fuera de todas

las superficies de discontinuidad cs
V(z) = —f|dl + §(F(d - §) = F(@)) — (ko + £o)@ + kol — M (122)
Pero
HF(—§) - F(q) = feii(sen(d) —sen(®)) — fufl
= ~flgl(1 - sgn(y)sgn(9))
— £1§1(1 — sgn(g)sen(d)) — fuf’

L2
_f‘l.'y 1

A

tenemos

V(z) € =feld] = (ko + fo)@® + koiy — (M + £,)7 - (123)

Si reescribimos los tres ultimos términos como

; 5 % T _ky -
(k. + i + i = 0 + 2357 == () (5 adn ) ()
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determinamos facilmente que si

k2
W ik (124)

(s + fo)
la matriz que aparece en la forma cuadrética es definida positiva.
Entonces (122) es semidefinida negativa si (124) se satisface.

Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 1 y a sus Proposiciones, se requiere encontrar el

subconjunto invariante més grande contenido en
{@a5.0):V =0} ={@a5.9):¢=0&j=0} (125)

para concluir sobre la convergencia de las trayectorias de (120).
De acuerdo a (125) y a la definicion de solucién utilizando el método de control

cquivalente, tal conjunto invariante implicaria

d [ q
— | & | =0Vt2>0, 126
dt ( Y ) - (126)
y la ecuacion diferencial en cste serd
/[ q 0
d | ¢ 0
—| 2| = 127
U 0

Asi, siguiendo con esta definicién de solucidn, si cada coordenada del vector u®? de

(126) satistace la desigualdad (12):

u; (z) Sl < ulln), (128)

I
e

(0 uf(z) < uj(z) < uj(x))

las traycctorias del sistema en la interseccién S no la abandonaran jamds, pero no existird

movimicnto a lo largo de ella.
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De (120) y (126), si existe un vector u®? tal que

4 ( ‘?) _( (@ -Z@ ) M) _ (129)
@\ § (=5 +u + U/ M

y la desigualdad (128) se satisface para cada coordenada del vector u*? siendo u =
(u1,u2)T, up = —f.sgn(q), uy = f.sgn(d — y), entonces las trayectorias del sistema en
la interseccion S de las superficies S; (¢1(z) = ¢ = 0) y Sz (pa(z) = ¢— 3 = 0)
permanccen sin movimiento.

Asi, de (128) y (129), el subconjunto invariante mas grande contenido en (125) cs

oU(q)

WD)+,

Q= {(fi,fi,§=!§)=é=0&i7:0& lec& |91 S2fc}, (130)

hacia donde, segun cl Teorema 1, todas las trayectorias z(t) del sistema (120) convergen
cuando t — 00,

Por lo tanto, puesto que el error de observacion de la salida ¥ = y — ¢ no interesa que
sca cero, el punto (G, ¢) = 0 del sistema (110) con el observador (113)y (119) puede hacerse
asintoticamente cstable si (124) se satisface y sc asegura que Q = {(0,0,7,0) : § € R}.

Ejemplo 1. Considérese nuevamente ¢l péndulo con friccion viscosa y de Coulomb
mostrado en la figura 8.

El sistema cs dado por (82):
mi®§ + mglsen(q) + f.q + fesgn(q) = 7. (131)

El observador de velocidad propuesto es:

.’.&2+q—£1

d (&) _ | i |
@ ( % ) B ( (r+q -2 —mglsen(q) - fuy ~ fesgn(d1)) /(mi?) ) (132)
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a) Una ley de control discontinua con compensacion de gravedad para (131) y (132)

que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por:

LUl o @)
T = 3 k.sgn(q) 9 iy (133)

donde k. > f.y V3(q) es una funcién suave definida positiva o cero, tal que qav’ Q) >0
V§ € R.

Con fines de comparacién, las figuras 20a y 20b muestran los estados del sistema
(131) con (132) y (133), para f, > 0, k. > fo > 0, V3(§) = k,@*/2 y kp > 0, obtenidos

cuando A, > 0 (lineas sélidas) y k, = 0 (lineas discontinuas) con Z;(0) = g(0).

Figura 20. Estados del péndulo con una ley de control discontinua dindmica con
compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa y de Coulomb
son conocidos con exactitud.

b) Una ley de control discontinua sin compensacion de gravedad para (131) y (132)

que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es:

T = —kesgn(q) — %—@ — ki, (134)

donde &, > la—g(—"l + fc Vg € Ry V3(q) es una funcién suave definida positiva o cero, tal

que qBV‘ T 0Vq € R.
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Con fines de comparacidn, las figuras 21a y 21b muestran los estados del sistema

+ fe > 0Vq € R, V3(q) = kyG*/2

(131) con (132) y (134), para f, > 0, k. > )%—(ﬁl

y k, > 0, obtenidos cuando k, > 0 (lineas sélidas) y k, = 0 (lineas discontinuas) con

£1(0) = q(0)
A 4.2 2 =
q q )
Iy
0.8 S| S
Lo .'l
1
0.4r | . 0 L
I
0 ll ; ! \
v -1 N
i \
041\ 2h,
]
0l 2 4 6 8 10 35 2 4 6 8 10

Figura 21. Estados del péndulo con una ley de control discontinua dindmica sin
compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa y de Coulomb
son conocidos con exactitud.

Hasta aqui s ha considerado que los coeficientes de friccion viscosa y de Coulomb
son conocidos con exactitud, sin embargo cn sistemas fisicos solo valores aproximados de

cstos pueden ser obtenidos experimental y/o analiticamente.

V.1.2 Robustez frente a incertidumbres en la friccion

A continuacion sc analizard la estabilidad de (120) cuando f, y f. no son conocidos con

exactitud, cs decir tenemos que

7 ;
ald|_| (-0%@-ki+hi- 52 - F@) /M 1)
U

(—§ — Mg+ F,(¢—17) — F(@)/M

donde Fa[‘]) = fmfj + fcasgn{q')a fva = fv Yy fca > fc-
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Una funcién candidata de Lyapunov para este sistema es nuevamente (121).
La derivada temporal de V() a lo largo de las trayectorias del sistema fuera de todas

las superficies de discontinuidad es
; ; £ : 2 . . i 2
V(z) = ~f|dl + 4(Fald — §) — F(§)) — (ko + fo)d* + kudy — My . (136)
Pero

UFuli=9) = F(@) = §(fasen(y) — fesen(d@) — §(fod — foad)
= —|4|(fe — fasen(d)sgn(®)) — |9|(fua — fosgn(q)sgn(y))

~fuall + fustid
donde f,,, = fuu = fy, asi
V(@) < = feldl = (fe = feusen(@)sen(@)[d] = (fo + k)P + (fus + 5)id = (foa + MY
y reescribiendo los 3 dltimos términos tenemos:

. . . & & . _ fuatky .
Vie) < =il - 1.~ fosent@senlil - ( ) (R 777 ) ().

Y
(137)
En conseccuencia, si
L (138)
2
¥

(Fost )
e AT 139
o> v 00) e

donde fes = fea — fo, entonces (136) sera semidefinida negativa.
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Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 1 y a sus Proposiciones, se requiere encontrar el

subconjunto invariante mas grande contenido en
{@45.9):V=0} ={@05.):¢=0&§=0} (140)
para concluir sobre la convergencia de las trayectorias de (135).
Nuevamente, de acuerdo a (140) y a la definicién de solucion utilizando el método
de control equivalente, tal conjunto invariante implicaria (126) y la ecuacion diferencial en

este sera (127).

De (135) y (126), si existe un vector u*? tal que

#(5)- (-ovi@ - 2 +u) /01 ) (141)
@\ (5 4 )T

y la desigualdad (128) se satisface para cada coordenada del vector u® siendo u =

(1, )T, uy = —fosgn(q), us = feaSgn(q — §), entonces las trayectorias del sistema

Il

en la interseccion S de las superficies Sy (p,(z) = ¢ = 0) y Sz (po(z) = ¢ — 3 = 0)
permanccen sin movimiento.

Asi, el subconjunto invariante més grande contenido en (140) es

aU(q)
dq

‘ < f& il < (fc+fm)},
(142)

B {(q,q,?;,ﬁ):q—_-ow:o& \aww

hacia donde, segun cl Teorema 1, todas las trayectorias z(t) del sistema (135) convergen
cuando t — co.
Por lo tanto, ya que  no interesa, el punto (¢,q) = 0 del sistema (110) con el

observador:

B+ 7

2
'd‘t(ael):((r+ﬂ—9%—a(aa))/ﬂ4) S
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y (119), es asintGticamente estable si (138), (139)y 2 = {(0,0,¢,0) : § € R} se satisfacen.
Ejemplo 2. Considérese nuevamente el péndulo del ejemplo anterior (131).

Un observador de velocidad més real para este sistema es dado por:

jg-l-q—.i']_

dt ( Ty ) - ( (T +q — 21 — mglsen(q) — Foaiy — fmsgn(::?:l)) /(mi?) ) . (144)

a) Una ley de control discontinua con compensacion de gravedad para (131) y (144)
que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada nuevamente por (133).

Las figuras 22a y 22b muestran los estados de este sistema, obtenidos cuando &, > 0
(lincas solidas) y &, = 0 (lincas discontinuas) con £, (0) = ¢(0), para f, > 0, k. > f. > 0,

Va(q) = kpGg*/2y Ky > 0.

~ 1 . 2
q
/"
0 1 A
| 3
0.4 | o [ %
(T NI
of 1\ = Hq
5
| \
04r -2 \J'
4 \
0.8
0 2 4 6 8 10 30 2 4 6 8 10
(a) : (b) ’

Figura 22. Estados del péndulo con una ley de control discontinua dindmica con
compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa y de Coulomb
no son conocidos con exactitud.

b) Una ley de control discontinua sin compensacion de gravedad para (131) y (144)

que cumple satistactoriamente el objetivo de control es (134).
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Las figuras 23a y 23b muestran los estados de este sistema, obtenidos cuando &, > 0
(lineas sdlidas) y k, = 0 (lineas discontinuas) con £1(0) = ¢(0), para f, > 0, k, > f. > 0,

V() = kp(jz/Q ¥k, >0.

=~ 1.2 . 2
q q A
I
0.8 | S
1 1 A
0.4 # 0 At
'] I i '* N
0 '-l / .'\,'" 1 Y
) 1
041\ 24|
0.8 L
0 2 4 6 8 10 30 2 . 4 6 8 10
(a) : (b) ’

Figura 23. Estados del péndulo con una ley de control discontinua dindmica sin
compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa y de Coulomb
no son conocidos con cxactitud.

A continuacion se obtienen resultados similares a los de esta seccion para un robot

manipulador de m g.d.l.

V.2 Observador de velocidad para sistemas n-dimensionales

Considérese nuevamente la ecuacion dindmica de un robot manipulador de m g.d.l. con

friccion cn las uniones (46):

M(q)§+Clg,q)q+gla) + F(g) = . (145)

También, en adelante se supondra que todas las articulaciones del robot son del tipo rota-

cional.
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Asumiendo que la posicion de las uniones son las variables de salida del sistema

(145), el mapa de salida es:
y=gq (146)

El observador de velocidad propuesto, para (145), es descrito por

£(2) - (ool Thasm-ria) 09
dt \ Zo B M~Yy)[-Cy,z1)z1 + 7+ Hpj — g(y) — F(Z1)]

~

y =

donde 2Z; es la posicion estimada, § = y — ¥ es el error de observacién de la salida, hp es
una constante escalar positiva y Hp es una matriz simétrica definida positiva.

La ccuacion diferencial de (147) es:
M)+ Cly, )i + 9(y) + F(§) = u+ Hpj + hoM(y)y. (148)
Restando (148) de (145) obtenemos la dinamica del error de observacion de la salida ¥
M(y)j +Cly, i)y - Cly, )i + F@) - F(§) = —Hpj — hoM(y)i. (149
Pucsto que para el sistema (145) C(q, z)y = C(g, y)z (Craig, 1989), entonces

Cly, )i —Cly, i)y = Cly,9)3—Cly,9)i+Cly, 17— Cy,9)9

= Cly,9)j+Cy)y
que sustituyendo en (149) produce

M(y)y + Cly, )5 + F(9) — F(§) = —Hpj — hoM(y)§ — Cly, 9)7. (150)
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Sea el estado 2T = [¢7, 4%, 57, ng], donde § = g — gq es el error entre la posicion

deseada y la actual, entonces (145) y (150) constituyen el sistema extendido:

q q
di4q|_ M= q)lr - Clg, )4 — 9(9) — F(9)]
dt | ¥ _ y
Y M~Y(y)[-C(y, )y — Cly,9)§ — Hpj — ho M (y)y + F(y) — F()]

(151)
cuya propiedad de estabilidad para leyes de control obtenidas en el capitulo anterior sera

analizada a continuacion.

En adelante se considerard que las soluciones de los sistemas dados por (151) son

continuas de manera unica a la derecha de acuerdo al apéndice A.

V.2.1 Control de posicion

Sea la ley de control (100) para (145)

0vs(q) _ 9Va(g)
i (152)

T = *8V1(rj) =

tal que conduce al origen del sistema a ser asintoticamente estable (ver capitulo anterior).

Sea

; 1, .
Va(d) = Equvq,
) P
Va(g) = 54 K4,

dondec K, =diag{k,} € R™™ y K, =diag{k,} € R™*™ son matriccs diagonales

definidas positivas.
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Si &, es la posicion estimada, £, = 24+ = §—7 serd una estimacién de la velocidad
¢. Considérese entonces la ley de control que usa la estimacion de la velocidad, 21,

T = —0Vi(§) — K,§ — K.1. (153)

Aqui, el sistema extendido (151) queda
dl g | _| M@0V - Kpd — K + Koy — Cla, 4)g — g(g) — F(4)]
o | 2 . b o
y M~ y)[=Cly,9)y — Cly,9)y — Hpj — hoM(y)y + F(9) - F(3)]
(154)
Definasc la siguiente funcion no negativa asociada a este sistema:
. 1
V(z) =Vi(q) +U(q) —cu + §$TA(?J)$ (155)

donde ¢y = min, {U(q)} y A(y) =block diag[K,, M (y), Hp, M (y)].

La derivada temporal de V(z) a lo largo de las trayectorias del sistema fuera de todas

las superficies de discontinuidad es

Viz) = 52 A7+ qd) - §T(Clg, )i+ F(@)] - ¢ [Kuf = Kol

L ol 2 AL 13 5 ;
+y [=C(y, 1)y — Cly, )y — hoM(y)§ + F(9) — F(y)]
y puesto que wT[%M’(q) —-C(q,¢)jw=0 Vgq,¢qwe R,

\ ) . ; .. 2 =T R 2 .
Vi) = —=¢"F(g) —¢"[K.g— K. - ¥ Cl,9)y —hoy M(y)y

~§ [F(§) - F(§)] (156)
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Sabiendo que C(q,w)z = Clg, 2)w y |C(q, d)I| < Killdll ¥ q,4,w,z € R™, donde

k, es una constante definida como

1 m
by = gmixgern Y lICGH@),
k=1

y los elementos de la matriz C), como

OM;;, OMy OMsy .
Ci i = IR i o ) T .
£ ( dqx  Og; dg;

(Nicosia y Tomei, 1990) tenemos que (156) puede ser escrita

V(z) < —¢"Fsen(q) - § [Fesgn(q) - Fesgn(§)] — (K, + F)mlldl[?

+EKoup 1311 1141l = Funa 1§11 = hoMullgl[* + Kol dll 119117 + K,llyl* (157)

donde, dada una matriz de n x n simétrica definida positiva acotada A(z), Ay y A denota

el maximo y el minimo de los valores propios de A(x), para cualquier x, respectivamente.
Resulta facil demostrar que

T & :
y Felsgn(y) — sgn(q)] <0.

Adcmas,

Y T 1 )
- (12 _ g ; e HQH (I{U+Fv)m —EI(UM ) ( HQH
eeRdnla-satitaterait = (it ) (g TR ) i

Por lo tanto, para garantizar que (156) sea semidefinida negativa basta satisfacer

2
4 (158)

VAr

(I(v - Fv)m > m

B pg > 116l + 11511 (159)

kq
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Esta tltima desigualdad se satisface si

hp
M. (160)
V2k,

=]l <
Puesto que

1 2

> Anllall® < V(a), (161)

de (156), (160) y (161) concluimos que si

1 hp 2
V(2(0)) < 34n (——ﬂ—,chm) (162)
entonces
V() < V(z(0) Yt>0 (163)
V(z) <0 (164)

Finalmente, de acuerdo a (156), al Teorema 1 y sus Proposiciones, se requiere encon-

trar cl subconjunto invariantc mas grande contenido en
((@.4,5,9):V=0={34¢59) :¢=0&y=0} (165)

para concluir sobre la convergencia de la trayectorias de (154).
Nucvamente, de acucrdo a la definicion de solucion usando el método de control

equivalente, la ecuacion diferencial en tal conjunto invariante es

d
= 166
- (166)

022y R M
o ] e > |

Si ocurre el modo deslizante (166) en ¢ = 0 & 7 = 0, existe dos controles continuos

ui’ y ug'en (166), tal que —fo < ujf < fu,y —fa < uyf < fai = 1,...,m. De (154)
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tenemos que el subconjunto invariante mas grande contenido en (165) es

a=1{ @ ¢,5,7) : 4=0&y = 0& |0vis(@) + ki + 6:(9)] < fai (167)
& |Hpf| < 2fai=1, ym ’

donde (91(q), ---, 9m(q))T = g(q), hacia donde, segun el Teorema 1, todas las trayectorias
z(t) del sistema (154) convergen cuando ¢t — 0.

Por lo tanto, puesto que el error de observacion de la salida 7 = y — ¢ no interesa
que sea cero, el punto (¢,q) = 0 del sistema (145) con el observador (147) y (153) es
asintticamente estable si (158), (162) y Q@ = {(0,0,7,0) : § € R™} se satisfacen.

Ejemplo 1. Considérese el robot de 2 g.d.l. con friccidn viscosa y de Coulomb que
se muestra en la figura 11, cuyos valores numéricos son incluidos en el apéndice B.

a) Una ley de control discontinua con compensacion de gravedad para este sistema

que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por (147) y

oVi(g - :
= Q(Q) - f(csgn((j) - aBéQ) - I(pq - Kvxl: (168)

donde K, > F.. y V3(q) es una funcion suave definida positiva o cero, tal que (j’r——mgé'n >0

VG € R™.

Sean las condiciones iniciales

Q(O) = (Os O)Ta
Q(O) = (O? O)T:



79

y las posiciones deseadas
g =—1, ga2=-0.3.
La figura 24 muestra los errores de posicién ¢ y go, y sus respectivas velocidades (lineas

solidas) del robot de 2 g.d.]. con (147) y (168), para F;, > 0, K. > F, > 0, V43(q) = 0,

K, > 0y K, > 0. Con fines de comparacion, se muestran también los resultados obtenidos

cuando K, = 0 (lineas discontinuas).

4,
1
0.5
| A
oF "\ _f—
VT
0.5
L B el B e 2 4 6 8 10
(a) : (b) t
2
q1 9
TR
" Of gt
0 P /
N ;
vl =1h
\7
.1\/4 :'
' -
_21”, 2
$ f
B3 4 6 g 10 =% ¢ 6 8 10

Figura 24. Estados del robot de 2 g.d.I. con una ley de control discontinua
dindmica con compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa

y de Coulomb son conocidos con exactitud.

b) Una ley de control discontinua sin compensacion de gravedad para este sistema y

(147) que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es:

aVi(q) . .
gé — K,§ — K24, (169)

T = —K.sgn(q) —
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donde ks > |gi(q)| + fu,t = 1,...,m Yg € R™y V3(§) es una funcion suave definida
positiva o cero, tal que @TME;&@ >0V§e R™.

Las condiciones iniciales y las posiciones deseadas son las mismas que en el inciso
anterior. La figura 25 muestra los errores de posicion §; y @z, ¥ sus respectivas velocidades
(lineas solidas) del robot de 2 g.d.l. con (147) y (169), para Fy, > 0, ks > |gi(q)|+ fa > 0,
V3(@) = 0, K, > 0y K, > 0. Con fines de comparacién, se muestran también los

resultados obtenidos cuando K, = 0 (lineas discontinuas).

=k - ——

I~
j=]
=

'
=a
——,

Figura 25. Estados del robot de 2 g.d.l. con una ley de control discontinua
dindmica sin compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa
y de Coulomb son conocidos con exactitud.
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V.2.2 Robustez frente a incertidumbres en la friccion

Si F, y F,. no son conocidos con exactitud, el sistema extendido (154) es

q i
df g | _ | M-V - Kpd — Kot + Kol — Clg,4)d — 9(g) — F(g)]
dt| ¥ | ¥ . .
] M~Yy)[-Cl(y, 9)§ = C(y,9)y — Hpf§ — hoM(y)§ — F () + Fo(3)]

(170)
donde Fu(y) = Fuay + Fausgn(9), Foa =diag{ fuai} € B™™, Foo =diag{fous} € B™™
son diagonales, tales que F,, > F, y Fg, > F..

Utilizando nuevamente la funcién candidata de Lyapunov (155) obtenemos que su

derivada temporal a lo largo de la trayectorias de (170) fuera de todas las superficies de

discontinuidad es

o i , . i i 2 T . g
V(zg) < —4"[F.q+ Fsgn(q)] - ¢7 [Kuq— Kl — ¥ [Fud + Fesgn(q)

4 £ i L 3 Lo &
—Fafl = Fuasgn(§)] — hoi” M(a)ii + kolldll 113112 + Kl lF1°. (171)

Resulta facil determinar que si

parai = 1,...,m, (172)
se satisface, entonces
: ; oy 2 %
—¢" Fesgn(q) — y [Fesgn(q) — Feasgn(y)] < 0

y (171) se puede reescribir como

V(I) < _(F‘L' "t Kv)m“qng + (F‘us =+ Ku)M“'.lj’“ HQH - Fvgmugllz

~ho M|[§11? + Kqlldl] 1511% + kel l911* (173)
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~Y(Fus + Ko)umt ) ( Il )

_( lgll )T( (Fo + Ko)m ut l

”g” '%(Fus""Kv)M

~hp Mallgl® + kgl dl| 115112 + Kqllyll’.

V(z)
(174)

donde F,s = F,, — F,.
Por lo tanto, el lado derecho de (173) sera semidefinido negativo, si la matriz que

aparece en (174) es definida positiva, es decir, si

F,, + K,)3
(Fy + Ky)m > (o + o)y 4; )“, (175)

y, si nuevamente (162) se satisface.
Asi, un anlisis en la interseccién ¢ = 0 & y = 0 idéntico a los anteriores nos permite

concluir que el subconjunto invariante mas grande contenido en

{((},q,zj,zj)V-—-O}:{(t},q,g},g})q:O&ﬂ:O} (176)

cs

(§,6,7,9) : g =0& g = 0 & |0vy(G;) + kpii + 9:(9)] € far } , (177)

= { | &‘HP§‘| S(fci‘{"fcai):i:]-a---sm

donde (g1(q), .--, gm(q))T = g(q), hacia donde, segun el Teorema 1, todas las trayectorias

z(t) del sistema (170) convergen cuando t — co.

Por lo tanto, puesto que el error de observacion de la salida § = y — ¢ no interesa que

sea cero, el punto (¢, ¢) = 0 del sistema (145) con el observador

d (i‘l) .- ( . _i‘2+hD§ . ) (178)
MY y)[=Cly, #1)31 + 7 + Hpj — 9(y) = Fa(@1)]

-~

y = n
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y (153) es asintéticamente estable si (172), (175), (162) y = {(0,0,7,0) : § € R™} se
satisfacen..

Ejemplo 2. Considérese nuevamente el sistema del ejemplo anterior.

Un observador de velocidad mas real para este sistema es dado por (178).

a) Una ley de control discontinua con compensacion de gravedad para el robot de 2
g.d.l. y (178) que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada nuevamente por
(168).

Las condiciones iniciales y las posiciones deseadas son las mismas que en el ejemplo
1 inciso a). La figura 26 muestra los errores de posicion §; y g, ¥ Sus respectivas veloci-
dades (lincas solidas) del robot de 2 g.d.1. con (178) y (168), para F, > 0, K. > F, > 0,
Vi(@) = 0, K, > 0y K, > 0. Se muestran también los resultados obtenidos cuando
K, = 0 (lincas discontinuas).

b) Una ley de control discontinua sin compensacion de gravedad para este sistema y
(178) que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por (169).

Las condiciones iniciales y las posiciones deseadas son las mismas que en el inciso
anterior. La figura 27 muestra los errores de posicion ¢; v gz, ¥y sus respectivas velocidades
(lineas solidas) del robot de 2 g.d.1. con (178) y (169), para Fy, > 0, k& > |g:(q)| + fa > 0,
Va(¢) = 0, K, > 0y K, > 0. Se muestran también los resultados obtenidos cuando

K, = 0 (lineas discontinuas).



84

5]
0.4
|
0.2'I
7 1
of ‘A
3 02
o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 a 10
(a) t (b) .
) .1
q i q2
!
T o
, .
0F it Jf ! = /
‘\.' =10
A ! |
! )
1" 224
) ¥ b
\
30 2 4 6 8 10 3 2 4 6 8 10
(c) . (d) b

Figura 26. Estados del robot de 2 g.d.l. con una ley de control discontinua
dinamica con compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa

y de Coulomb no son conocidos con exactitud.

V.3 Conclusiones

En este capitulo se derivaron obscrvadores asintoticos para estimar el estado velocidad de
sistemas mecénicos bidimensionales y n-dimensionales discontinuos, tratados a lo largo
de esta tesis, y se muestra que estos obscrvadores pueden ser usados con controladores
obtenidos en cl capitulo anterior.

Para estos sistemas se encontraron condiciones suficientes para concluir que sus ori-
genes sean estables asintdticamente cuando las velocidades estimadas por los observadores
se usan en lugar de las verdaderas en las leyes de control consideradas. Para los sistemas

n-dimensionales una aproximacioén de la region de atraccion fue también obtenida.



% 42
9
0.8
n
0.4&1\17
l‘f\
(TNTRTE
o I
11
0.4"
) 2 4 6 8 10
(a) J
-4
q)
h
2 I,i '1
i
of i,
YU VIN
VRS
1] 50
24 !
h
4 3
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
(c) d (d) ‘

Figura 27. Estados del robot de 2 g.d.l. con una ley de control discontinua
dindmica sin compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa
y de Coulomb no son conocidos con exactitud.
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Es importante mencionar que los observadores pueden utilizar valores aproximados

de los coeficientes de las fricciones consideradas aqui, lo cual permite la validez de los con-

troles dindmicos propuestos en este capitulo, puesto que la obtencion de valores aproxima-

dos de las fricciones resulta posible analitica y/o experimentalmente en un sistema fisico

(Gonzalez Elias, 2000).



Capitulo VI
Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha hecho un estudio sobre sistemas mecanicos con fric-
cioén viscosa y de Coulomb. Se analizaron las definiciones de sus soluciones asi como la
estabilidad de las mismas.

Se ha propuesto un procedimiento de disefio de controladores estaticos y dindmicos,
que ofrecen alternativas de solucion a los problemas relacionados con los efectos nocivos
que provoca la friccion en sistemas de control. Los algoritmos de control desarrollados no
hacen uso de técnicas de compensacion de fricciones.

Con la informacion recabada y los conocimientos adquiridos a lo largo de este trabajo

de investigacion, considero que se puede concluir lo siguiente:

e La descripcion cualitativa de la fricciéon de Coulomb por medio de la funcién no
lineal signo (una aproximacion al verdadero fendmeno fisico por una cota superior)
puede resultar ventajosa, si lo que se busca es no compensarla (“cancelarla”) de

forma directa a través de un controlador (como lo fue en nuestro caso).

e En este caso el estudio de ecuaciones diferenciales con términos discontinuos y el
analisis de sus soluciones en busca de controladores que cumplan los objetivos de

control sin error produce resultados muy satisfactorios.

e Puesto que leyes de control discontinuas no pueden ser implementadas con exactitud

en sistemas fisicos, los objetivos de control sin error no pueden ser alcanzados. Sin
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embargo, una pequefia extension del analisis presentado aqui ayudara a determinar
de manera confiable los posibles errores en los objetivos de control, lo cual no
puede ser obtenido con algoritmos de control que usan técnicas de compensacion de

friccidn (Gonzalez Elias, 2000).

e En el caso de los observadores propuestos sus naturalezas discontinuas pueden pasar
desapercibidas puesto que sus implementaciones fisicas suelen ser electronicas, por

lo que sus términos discontinuos son implementados con buena exactitud.

VL1 Trabajo a futuro

En esta tesis se ha pretendido mostrar un panorama de las ecuaciones diferenciales con
términos discontinuos y su aplicacién a sistemas mecdnicos con friccion viscosa y de

Coulomb. Asi, algunos de los trabajos a futuros pueden ser:

e Implementacion fisica de los controladores propuestos y comparacion con

controladores que usan técnicas de compensacion de friccion.

e Control de movimiento.
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APENDICE A. Unicidad de soluciones a la derecha de ecuaciones diferenciales
discontinuas
En este apéndice se presentan un método para demostrar unicidad de soluciones a la derecha

. - . . " .

de los sistemas discontinuos considerados a lo largo de esta tesis. Puesto que en este tra-
bajo los sistemas bidimensionales es un caso particular de los sistemas n-dimensionales, se
demuestra unicidad a la derecha del robot manipulador de m g.d.l. con friccién viscosa y
de Coulomb.
Para este fin, es conveniente primeramente recordar el siguiente Teorema para sistemas

continuos, el cual pueden consultarse en (Khalil, 1996).

Teorema 4 (Existencia y unicidad global de soluciones de sistemas continuos) Supdngase

que f(z) satisface
If(2) = fF@WIl < L= -yl (A1)
[l f(zo)ll < R (A2)
Yz,y € R". Entonces, la ecuacion de estado

i = f(z), (A3)

con z(ty) = g tiene solucion inica sobre [ty, 00).

El sistema n-dimensional considerado en los ejemplos de este trabajo de investigacion es

el robot manipulador de m g.d.l. con friccion viscosa y de Coulomb dado por

i (1) = (Mot —cohi—st@ - @ ) )



90

donde ¢ € R™ es la posicion, § = q — qq, qq es la posicion constante deseada, 7 € R™ es
la entrada de control, M, C, g son matrices de dimensiones adecuadas, con términos que
son funciones diferenciables, M = M7 > 0, F(4) = F,q + F.sgn(q) es conocido como
el vector de friccion viscosa y de Coulomb, sgn(g) = (sgn(d1), ...,sgn(d,))T, y las matri-
ces I, =diag{f,;} € R™™y F, =diag{fs} € R™™ son diagonales y semi-definidas

positivas. Ademds, se supone que todas las uniones del robot son del tipo rotacional.

A.l Control continuo

El sistema (A.4) con una ley de control 7 continua queda como:

i(@):( . q | ), (A5)
dt \ g M(q)~'[r = Clg, 9)¢ — 9(q) — F(q)]

De acuerdo con (Filippov, 1988) si determinamos unicidad de soluciones fuera de las su-
perficies de discontinuidad 5; (¢; = 0), ¢ = 1, ..., m, y en estas superficies y en sus inter-
secciones implicara unicidad de soluciones a la derecha de este sistema discontinuo.

Fuera de toda superficie de discontinuidad (A.5) puede escribirse como:

_ q

d (g

— [ % )= _ Py ) , A6
dt(q) (Mm) l[réc?(q,q)q—g(q)—aq—q) el
donde C'es el vector constante (cy, ..., ¢ )" tal que ¢; € {—fui, fa} 1 = 1,...,m.

Por otro lado, de acuerdo con la definicion de solucién usando el método de control equiv-

alente, si las trayectorias del sistema (A.5) en cualquier superficie de discontinuidad ¢; = 0

permanecen en ella implica que

G, =G =0%t>0, (A7)
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por lo que

d; = const. ¥t > 0. (A.8)

Por lo tanto, aplicando el Teorema 4 tanto al sistema (A.6) como al sistema obtenido con-
siderando (A.7) y (A.8) podemos concluir que si ambos tienen soluciones unicas implicara,

segun (Filippov, 1988), que las soluciones de (A.5) son tnicas a la derecha.

A.2 Control discontinuo

La misma filosofia que para el control continuo puede ser utilizada para determinar unici-

dad de soluciones a la derecha del sistema (A.4) con una ley de control 7 discontinua.

A.2.1 Control estatico

El sistema (A.4) con la ley de control

r = —OVi(d) - ___atgng), (A9)

queda como:

d(q)_ Ki
& ( 1 ) B ( Wl [‘aVl(cf) — 229 — C(q,4)q — 9(q) - F(é)} ) @0

donde AV,(§) es el vector (Quy1(q1), ..., Ovim(Gm))T cuyos términos son funciones que
pueden ser discontinuas respectivamente en las superficies Spqi (0,0:(@) = 0), @ =
1,...,m, 0 denota el gradiente generalizado y V2(q) es una funcion suave definida positiva
o cero, tal que qT%qf‘” > 0Vq € R™. Las superficies de discontinuidad S; (¢;(z) = 0),
i = 1,...,m, corresponde los términos discontinuos de la friccion de Coulomb, es decir

pi(z)=¢=0,i=1,..,m.
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Fuera de toda superficie de discontinuidad (A.10) puede representarse como:
d (q q
—| % )= bl B 4 : . 3 A.ll
dt(q) (ﬂﬂw*fj%ﬂ—C@AM—ﬂw—E@—K@ﬂ) el ]

donde K (q).es el vector (k1(G), ..., km(Gn))T cuyos términos son funciones continuas.
Por otro lado, de acuerdo con la definicién de solucion usando el método de control equiva-
lente, si las trayectorias del sistema (A.10) en cualquier superficie de discontinuidad ¢; = 0

permanecen en ella implica que
@ =6=0vt>0 (A.12)
Si las trayectorias de este sistema en cualquier superficie de discontinuidad ¢,,, () = 0

permanccen en ella implica nuevamente (A.12).

Por lo tanto, aplicando el Teorema 4 tanto al sistema (A.11) como al sistema obtenido
considerando (A.12) podemos concluir que si ambos tienen soluciones Unicas implicara,

segun (Filippov, 1988), que las soluciones de (A.10) son unicas a la derecha.

A.2.2 Control dinamico

Considérese el sistema que representa a (A.4) con un control dindmico

q q
alq|_| M0 - Kpf — Ko + Ko = Cla, §)4 — g(g) - F(4)]
¥ . .. Y . .
y M~ q)[-Clg, 9y — Clq,9)y — Hpg — hoM(q)y — F(g) + Fa(7)]

(A.13)
donde § = ¢ — ¥, hp es una constante escalar positiva, Hp es una matriz simétrica definida
positiva, Fa(ﬁ) = Fooi+ Foosgn(), Fua =diag{ fuai} € R™™, F, =diag{feu:} € R™™

son diagonales, tales que F,,, > F, y F,, > F..
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Fuera de toda superficie de discontinuidad (A.13) puede representarse como:

i g
alq|_ M= (q)[-Kpq — Kug + Koy — Clg,9)¢ — 9(q) — Fug — K(7)]
dt | ¥ . » y . .
g M—I(Q)[_C(Qv Q')g - C(Q1 Q)g - HP@ - h‘DM(Q)g - qu + Fva:‘}(_ C;;’ Ca.]
A.l

donde K'(q).es el vector (ky(d1), ..., km(Gm))T cuyos términos son funciones continuas, C
es el vector constante (cy, ..., cm )7 tal que ¢; € {— fui, fei}, t = 1,...,m y C, es el vector
constante (cg1, ..., Cam)” tal que coi € {—feais feai}r 2= 1, ..., m.
De acuerdo con la definicion de solucién usando el método de control equivalente, si
las trayectorias del sistema (A.13) en cualquier superficie de discontinuidad ¢; = 0 per-
manecen cn ella implica que

§;=d =0Vt >0. (A.15)
De igual manera si las trayectorias de este sistema en cualquier superficie de discontinuidad
©,+:(@) = 0 permanccen en ella implica nuevamente (A.15).
Finalmente, si las trayectorias de (A.13) en cualquier superficie de discontinuidad U =

i — ; = 0 permanecen en ella implica
G, —9; = 0¥t >0, (A.16)
Por lo tanto, aplicando el Teorema 4 tanto al sistema (A.14) como al sistema obtenido

considerando (A.15) y (A.16) podemos concluir que si ambos tienen soluciones Unicas

implicara, segin (Filippov, 1988), que las soluciones de (A.13) son unicas a la derecha.
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APENDICE B. Robot de 2 grados de libertad

En este apéndice se incluyen varios datos numéricos del modelo dindmico del robot de 2
g.d.1. que es usado en diversos ejemplos de la presente tesis.

El robot considerado es mostrado en la figura 28. Este consiste de 2 eslabones unidos a

traveés de articulaciones rotacionales.

o

qi

z

Figura 28. Robot de 2 g.d.l.

B.1 Modelo dinamico

El modelo dinamico del sistema mostrado en la figura 28 es expresado por

M(q)§+C(q,d)q+g(q) + F(q) =,

donde (Berghuis y Nijmeijer, 1993)

M(q) = 8.77 4+ 1.02cos(gs) 0.76 + 0.51 cos(ga)
=\ 0.76 + 0.51 cos(go) 0.62 !

Cla,d) = —0.51sen(gz)ge  —0.51sen(g2)(g1 + Go)
i 0.51sen(gs)q: 0 !
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oo [ T.6sen(g;) + 0.63sen(gr + q2)
9(q) =938 0.63sen(q; + g2) '

Ademds, puesto que
F(q) = Fuq + Fesgn(g),
donde sgn(q) = (sgn(d:),sgn(gs))”, proponemos

F, = diag{10}

F,. = diag{3}.

Aqui, el valor propio minimo de M (gq), para cualquier g, es

M,, <04,
y
1 , m
kq = o MaXgerm Z [Cx(a)]] = 1.3,
k=1
donde

Cos = (amj L OMy 611/[{,'&) i i Ly

Oqi an dq;

Finalmente, al considerar los observadores (147) y (178), proponemos
30 0
Hy = ( 0 40 ) !

hp =130

K, = diag{100}.

y obtenemos el valor propio minimo de A(g) =block diag{ K, M(q), Hp, M(q)}:

An £04.



