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Directordetesis

En este trabajo se realiza un andlisis de estabilidad y el control de una clase de
sistemas representados por ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, con términos

discontinuos. Los sistemas caracterizados por términos discontinuos considerados aqui
son los mecanicos con friccién tipo Coulomb.Para ello se utilizan algunos resultados que
extienden la teoria de estabilidad de Lyapunov y la de control de sistemas no lineales
diferenciables. Los controladores propuestos cumplen satisfactoriamente los objetivos de
control, atin cuando no se tiene acceso a todo el vector de estados del sistema. Los

meétodosdesarrollados no hacen uso de técnicas de compensacion de discontinuidades.
Otras de las aportaciones de este trabajo es el disefio de observadores para este

tipo de sistemas, que incluyen términos discontinuos. Con ellos es posible mejorar el
desempefio del sistema controlado.

Las metodologias mencionadas seaplican al caso particular de modelos de brazos
manipuladores de  grados de libertad con friccidn viscosa y de Coulomb.

Palabras Claves: Sistemas discontinuos, superficies de discontinuidad, teorema de

invarianza, sistemas mecanicos confriccién, observadores, brazos manipuladores.



ABSTRACT of the thesis by Roque Martinez Ortiz, in partial fulfillment of the
requirements for the degree of MASTER of SCIENCE in ELECTRONICS AND
TELECOMMUNICATIONS, with specialty in CONTROL. Ensenada, Baja California,
México, December2001.

ANALISIS Y SINTESIS DE CONTROLADORESPARA SISTEMAS NO

LINEALES DISCONTINUOS

In this work, a stability analysis and control of a class of systems described by non-
linear ordinary differential equations with discontinuous terms, are developed. The systems
we consider here are those mechanical systems with Coulomb friction. We make use of
somerecentresults that extend the Lyapunovstability and non-linear differentiable systems
control theories. The controllers proposed satisfy the control objectives, even whenthestate
vector is not completely measured. The developed methods do not use discontinuity

compensation techniques.
Another contribution of this work is the design of observers for systems above, that

include discontinuous terms. With them it is possible to improve the behaviour of the

controlled systems.
These methodologies have been applied particularly to robotic manipulator models

n degrces of freedom with viscous and Coulombfriction terms.

Key words: Discontinuous systems, discontinuous surfaces, invariance theorem,

mechanical systems withfriction, observers, robot manipulators.
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Capitulo I

Introduccion

En el presente trabajo de tesis se ha realizado un estudio sobre una clase de sis-

temas descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias con términos discontinuos. Con-

ceptos matematicos relacionadosconsussoluciones,la estabilidad de las mismas, un pro-

cedimiento de disefio de controladoresestaticos, asi como varios disefios de controladores

dinamicos son analizados en formadetallada.

Un numero considerable de procesos en mecanica, ingenieria eléctrica/electronica y

otras areas, son caracterizados por modelarse con ecuaciones diferenciales que conticnen

términoscon discontinuidadescon respectoal tiempo o al estado, o a ambos. Esta situacion

se presenta con frecuencia en sistemas de control automatico donde el deseo de mejorar

el desempefio del sistema, minimizar la potencia consumida para propdsitos de control,

restringir cl rango de posibles variaciones de parametrosde control, entre otros, conduce a

controles en forma de funciones discontinuasdel estado y de la entrada del sistema (Utkin,

1992).

Sin embargo, debido a que actualmente no existe una teoria general para sistemas

discontinuos y puesto que una gran variedad de funciones discontinuas o seccionalmente

diferenciables pueden expresarse en términos dela funcién signo, una prdctica comin es

aproximaresta funcién por medio de una funcion continua o por una continuamentedife-

renciable incluir, en el disefio del controlador términos de compensacion (“cancelacién”)



de los elementos discontinuos (Gonzalez Elias, 2000). Esta técnica, atin cuando facilita el

analisis y, para muchassituacionespracticas, ofrecen soluciones adecuadas, no permiten

que el objetivo de control se cumpla conalto grado de precision.

Los mecanicosconstituyen una clase importante de sistemas discontinuos, debido a

que la friccién seca o de Coulombpuedeser descrita cualitativamente sdlo por la funcién

no-lineal signo, cuyo estudio se ha enfocado recientementeal disefio de algoritmos de

compensacion que le permitan al sistema de control disminuir los efectos nocivos de la

friccion.

Un ejemplo tipico de un sistema mecanico con friccién seca (Coulomb)esel osci-

lador que se muestra en la figura 1, cuya fuerza de resistencia al desplazamiento puede

tomar uno de dos valores de signo opuesto dependiendodela direccién del movimiento.

Entonces, la ecuacion diferencial discontinua que lo describe es

mé + P(&) + kr =0,

donde x es desplazamiento, m es masa,k esla rigidez del resorte, P(&) = Posgn(<),

1 coné € R*
sgn(z) 2? -1 coné € Ro

( [-1,]] conz =0

es la funcion signo y Pes una constantepositiva.

 

7 WN m
C7007 Be

   

 

Figura 1. Oscilador mecanico.



Asi, la alternativa propuesta en este trabajo considera la naturaleza discontinua de

los sistemas mecanicos,es decir las ecuaciones diferenciales con discontinuidades que los

representan,para su anilisis y control. Esto abre la posibilidad de que la fuerza de friccién

no sea directamente contrarrestada, ignorando la complejidad del comportamiento de este

fendmenofisico, al buscar el cumplimiento de los objetivos de control.

I.1  Antecedentes

Durante el desarrollo de la teoria de control automatico se han realizado intensas inves-

tigaciones sobre sistemas discontinuos de control. En particular, los reguladores del tipo

relevador fueron ampliamente utilizados al implementar los primeros sistemas de control

retroalimentados en el control de plantas industriales (Utkin, 1992), La razén fue su im-

plementacionfisica simple y el deseode usar recursos para el control con maximaeficacia.

Publicaciones comola de Fliigge-Lotz en 1953 (Johanssonet al., 1999) y la de Tsypkin en

1955 (Utkin, 1992) fueron los primerosesfuerzos para la generalizacién tedrica de la am-

plia diversidad de andlisis y métodos de disefio para sistemas con relevadores (0 control

bang-bang, segun Fliigge-Lotz) (Utkin, 1992).

El estudio de sistemas dinamicosdiscontinuoses un problema multidisciplinario que

abarca matematicas, teoria de control y aspectos de aplicacién. Unay otra vez, este pro-

blemahasido planteado por matemiaticos, fisicos e ingenieros, tratandolo desde sus dife-

rentes puntos de vista. Los resultados obtenidospor especialistas en diferentes disciplinas

casi siempre han tenido un efecto positivo significativo en el desarrollo de la teoria de con-

trol. Basta mencionar algunostrabajos en la teoria de oscilaciones de sistemas nolineales



discontinuos (Utkin, 1992), estudios matematicos sobre ecuaciones diferenciales ordinar-

ias con discontinuidades en su lado derecho (Filippov, 1988) o problemasvariacionales de

planteamientos no clasicos (Utkin, 1992).

Segtin Utkin (Utkin, 1987; Utkin, 1992), los sistemas de control discontinuos pueden

proporcionar una herramienta efectiva para la solucién de problemas de controlpara plantas

con dindmica compleja. El método de control por modos deslizantes, con sus caracteristicas

de desacoplamiento y de rechazo la influencia de perturbacionese incertidumbresen la

actuaciondel sistema, es una pruebadeello.

Recientemente, motivadosporel creciente interés en sistemas dindmicos hibridos,

cuyos modelos simplificados corresponden a sistemas discontinuos (Branicky, 1998), al-

gunos autores han estudiado control éptimo (Skafidas er al., 1999) y el problemadeesta-

bilidad para sistemasde estructura variable 0 con controladores detipo relevador(Skafidas

et al., 1999).

Sin embargo, atin cuando enla actualidad existe una considerable cantidad de pu-

blicaciones sobre sistemas dindmicos discontinuos, una teoria general para su analisis y

control no existe, por lo que no se ha alcanzadounatotal comprensi6n! deestossistemas.

Por otro lado, puesto que los modelosde friccién propuestos hasta ahora no logran

describir este fendmeno completamente, el control de sistemas mecanicos utilizandoal-

goritmos de compensacién puede ser nosatisfactorio, principalmente en tareas de gran

precision.

1 tanto matematica como fisicamente



Porlo tanto, ultimamente algunosinvestigadores de control automatico se han dedi-

cado al estudio desistemas discontinuos que representan, entre otros, a sistemas mecanicos

con friccién, tratando de disminuir los efectos indeseados que este fendmenofisico produce

(Alvarez Gallegos etal., 2000).

1.2  Objetivos

En este proyecto de tesis se incluye un estudio de una clase de ecuaciones diferencia-

les ordinarias con términos discontinuos. El objetivo general es proponeralternativas de

disefio de controladores estaticos y dindmicos para sistemas asi representados. Losal-

goritmos de control a desarrollar no deberan hacer uso de técnicas de compensacion de

discontinuidades. Los sistemas discontinuos considerados seran sistemas mecanicos con

friccion viscosa y de Coulomb,dondeestaultima sera descrita cualitativamente sdlo porla

funcionno lineal signo.

Los objetivos particulares de este trabajo son los siguientes:

e Estudiar las caracteristicas fundamentales de sistemas dinamicos representados

por una clase de ecuacionesdiferenciales ordinarias, no lineales, seccionalmente

diferenciables.

e Analizarla estabilidad de sistemas discontinuos aut6nomos.

e Disefiar controladores de posicién estaticos y analizar su aplicacién a unaclase de

modelos de sistemas mecanicos.



e Disefiar controladores de posicién dinamicos y analizar su aplicacion a unaclase de

modelos de sistemas mecdanicos.

1.3 Contenidodela tesis

El capitulo II es una introduccién al estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias con

términos discontinuosen el lado derecho. Se revisan caracteristicas fundamentalesde estos

sistemas dindmicos, asi como las definiciones de solucion mas utilizadas.

En cl capitulo III se realiza el andlisis de estabilidad para sistemas mecanicos con

friccidn viscosa y de Coulomb con diferentes leyes de control. Para este fin se utiliza un

principio de invarianzaparasistemas discontinuos. Los sistemas discontinuos considerados

aqui y en el resto del trabajo son auténomos.

Unprocedimiento de disefio de controladoresde posicion estaticos y dinamicos, y su

aplicacion a modelos desistemas fisicos para esta clase de sistemas, se presentan en los

capitulos IV y V.

Finalmente las conclusiones son incluidasen el capitulo VI.



Capitulo II

Ecuaciones diferenciales con discontinuidades

Eneste capitulo se presentan los conceptos matematicos que sustentan el andlisis y

los esquemas de control propuestos aqui y que se dardn en los capitulos siguientes. Se

incluye una introduccién a los sistemasbajo estudio, con definiciones y conceptos basicos

sobre ecuaciones diferenciales ordinarias con términos discontinuosen el lado derecho.

IL.1 Sistemas discontinuos

Lossistemas discontinuos pueden encontrarse enla literatura como sistemasde estructura

variable, sistemas con controladorestipo relevador, sistemas conmutados, sistemas mul-

timodo, etc.. Incluso, en sistemas hibridos, donde la combinacién de procesos ldgicos y

continuos aparece, los sistemas discontinuos son considerados como modelos simples de

sus partes continuas (Branicky, 1998).

Eneste trabajo, un sistema discontinuo es caracterizado porqueel lado derecho de

la ecuacion de estado que describe su dinamica es discontinuo con respectoal tiempo, al

estado, 0 a ambos.

Ejemplos tipicos de sistemas discontinuos incluyen sistemas de transmision de au-

tomdviles y para motores de pasos, manejadores de discos de computadoras, sistemas de

fabricacion flexibles, circuitos electronicos de potencia y una amplia variedaddeotras apli-

caciones en ingenieria (Skafidaset al., 1999).



El modelo en diagrama de bloques considerado aqui para sistemas discontinuos se

muestra en la figura 2, donde la planta y todos los controladores son continuos’. Como

ee
|

|
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Figura 2. Diagrama de bloques de un sistema discontinuo.

se puede observar facilmente, una caracteristica fundamentalde estos sistemas es la con-

mutacion que se efectia entre sus diferentes controladores. Asi, en el espacio de estados

de un sistema discontinuo, estos “cambios” de controladores definen lo que en adelante

se l]lamaran “las superficies de medida cero”. Los bloques llamados controladores pueden

formarparte del sistemao ser introducidos con propésitos de control.

Consideremosel caso de sistemas bidimensionales (R?). Si ahora el sistema de la

figura 2 es visto como una amalgamade sistemas continuos f, fo, .... fn, una posible

division de los camposvectoriales del espacio de estados correspondiente a este sistema

2 Unateoria generalpara sistemas continuos puedeser encontrada en (Khalil, 1996)



discontinuo se muestra en la figura 3, donde $1, So, ..., S,, son “las superficies de medida

cero” (superficies de conmutacion).

 

Figura 3. Superficies de conmutacién de unsistema bidimensional.

Es importante mencionar que precisamente esta caracteristica de division es la res-

ponsable que la extensionde la teoria de andlisis y control de sistemas continuos para los

sistemas discontinuosnoseasencilla. Por ejemplo, la estabilidad de los subsistemas des-

critos por f, fa, .... fp no implica la estabilidad del sistema global discontinuo (Branicky,

1998).

En las dos siguientes seccionesse presenta una definicion formalde sistemas discon-

tinuos.

II.2 Ecuaciones diferenciales con discontinuidades en el lado derecho

Unasolucion de la ecuacién diferencial con el lado derecho continuo,

dx
—=ct= fi(t,x),== Flea)

es una funcién x(t) derivable quesatisface esta ecuacionen uncierto intervalo.
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Esta definicion no es valida para ecuaciones con discontinuidadesen el lado derecho.

Esto se puede observar facilmente en los siguientes ejemplos (Filippov, 1988).

Ejemplo 1. Sea ¢ =sgn(t). Para t < 0, ¢ = —1, y su solucion es x = —t + c). Para

t > 0, = 1, siendo su solucién x = t+ cp.

Seguin el requerimiento de solucién continua para t = 0, tenemos que

z(0) = lim,oo_(—t+ c1) = limyo,(t+¢2), (0) = e1 = ce.

Asi, la solucién es expresada porla formula x(t) = |é| +c, y la derivada «(t) no existe para

t=0.

Ejemplo 2. Considérese ¢ = 1 — 2sgn(x). Para x < 0, = 3, y su solucién es

x(t) = 3t+c,. Parax > 0, ¢ = —1, siendo su soluciOn x(t) = —t + cg. En la figura

4 se muestralas solucionesde este sistema para diferentes condiciones iniciales. Cuando

WUT
Figura 4. Soluciones de « = 1 — 2sgn(z).

 

   

B
o

t se incrementa,cada solucién alcanzala linea « = 0. La direccién del campovectorial &

impide a la solucion dejar esta linea hacia arriba o hacia abajo. Si la solucién continua a

lo largo de esta linea, la funcién x(t) = 0 obtenida nosatisface la ecuacionen el sentido
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usual puesto que para esto & = 0, y para x = 0 el lado derecho dela ecuaciéntiene el valor

1 — 2sgn(0) 4 0.

Asi, la consideracién de ecuaciones diferenciales con discontinuidades en el lado

derecho requiere una generalizacion del concepto de solucién. En casos donde el lado

derecho dela ecuacién & = f(t,x) es continuo en z y discontinuo solamenteen ¢, usual-

mente la generalizacién del concepto de solucién se lleva a cabo con solo un argumento

matemiatico(en el ejemplo | fue el de solucién continua). Sin embargo, en casos dondeel

lado derecho dela ecuacidn es discontinuo en x, estos argumentos matematicos son fre-

cuentementeinsuficientes. Entoncesla solucién es definida por medio de un métodolimite,

tomando en cuenta el significado fisico del problema dado(Filippov, 1988).

La generalizacién del concepto de solucién debe enfrentar necesariamente los si-

guientes requisitos (Filippov, 1988):

Para ecuaciones diferenciales con un lado derecho continuo la definicién de una

solucién debe ser equivalente a la usual.

Para la ccuacién & = f(t) las soluciones debenserlas funciones x(t) = [ f(t)dt +c

solamente.

Bajo cualquier condici6ninicial x(t9) = xo en una regién dada, la solucion debe de

existir (al menos para t > to) y ser continua hasta la frontera de esta region o hasta

infinito, es decir (t, 2) + oo.
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4. La definicién de una solucion debe servir como una descripcién de una clase de

procesosbastante general en sistemasfisicos.

Puesto quelas ecuaciones con discontinuidades enel lado derecho son investigadas

por métodos conocidos,las siguientes condiciones también deben satisfacerse:

5. El limite de una secuencia de soluciones uniformemente convergente debe ser una

solucion.

6. Bajo los cambios de variables comtinmente usados, una solucién puede ser

transformadaa otra solucién.

Muchosresultados de la teoria de ecuaciones diferenciales ya han sido extendidos

(algunas veces con altcraciones necesarias) a ccuaciones diferenciales con discontinuidades

enel lado derecho. Porlo tanto, estas ecuacionesson analizadas usualmentepor los mismos

métodosde las ecuacionesdiferenciales con el lado derecho continuo.

Eneste trabajo de investigacién se consideran ecuacionesdiferenciales con el lado

derechodiscontinuosdlo en z (caso del ejemplo 2), ya quelos sistemas autonomos mecani-

cos con friccién son discontinuos sdlo en algunos estados. A continuacién se revisan las

definiciones de solucién mas conocidaspara este tipo de sistemas discontinuos.

I.3 Definiciones de solucién de ecuaciones diferenciales autonomas con

discontinuidades en el lado derecho

Para generalizar el concepto de solucién a ecuaciones diferenciales con discontinuidades

en el lado derecho, definimoslo siguiente.
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Unafuncién f(z) es llamada continuaa tramos en un dominiofinito G de un espacio

n-dimensional z si el dominio G consiste de un numerofinito de dominios G; (i = 1,...,1),

en cada unode los cuales la funcién f es continua hasta su frontera, y de un conjunto de

medida cero M que consiste de los puntos de la frontera de estos dominios. La funcién es

continua en cl dominio hasta su frontera si, cuando su argumento se aproxima a cada punto

de su frontera, la funcién tiende a un limite finito, posiblemente a diferentes limites para

diferentes puntos de la frontera. Si el dominio G esinfinito, entonces en esta definicion

cadapartefinita del dominio G debe tener puntos comunessolamente con un numerofinito

de dominios G;.

Considérese una ecuacién o un sistema en notacion vectorial

& = f(z) (1)

donde f es una funcidncontinua a tramos en un dominio G; z € R", ¢ = dx/dt; M es un

conjunto (de medida cero) de puntos de discontinuidad dela funcion f.

El caso mas frecuente, y que sera tratado aqui, es cuando el conjunto M consiste

de un numero finito de hipersuperficies. En un espacio m-dimensional, un conjunto S' es

llamado unahipersuperficie k-dimensionalsi en la vecindad de cada unode sus puntos a (0

un conjunto de puntos a de los puntos 5) todas las coordenadasdelos puntos del conjunto

S son funciones continuas de algunas k coordenadas variando sobre un cierto dominio

k-dimensional G*(a) (Filippov, 1988). Por ejemplo,
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En adelante, una hipersuperficie (m — 1)-dimensional en un espacio m-dimensional sera

llamada superficie.

Asi, si las soluciones del sistema (1) fuera de una superficie S' se aproximan a ésta

por un lado y la abandonanporel otro, entonces cualquier solucién x(t) cruza S;si las

soluciones se aproximan a S por amboslados, entonces existe velocidad de movimiento

& en la superficie de discontinuidad (también llamada: velocidad de movimiento en modo

deslizante); si las solucionesse alejan de S por amboslados, entonces cualquier solucién

x(t) en esta superficie para t = t; puede o no abandonarla para t > t, (la velocidad

de movimiento en modo deslizante es inestable y no ocurre en sistemasreales (Filippov,

1988)).

Comose vera luego,la superficie de discontinuidad S podra también representar una

interseccion de superficies de discontinuidad.

II.3.1 Definicion del convexo mas simple

Considérese que para cada punto x € G el conjunto Fo(z) es el conjunto cerrado convexo

mas simple conteniendotodoslosvaloreslimite de la funcién f(2*) parax* ¢ M, x* — z.

Entonces,una soluci6n de la ecuacién (1) es una solucién dela inclusion diferencial

é € Fo(2) (2)

En puntos de continuidad de la funcién f el conjunto Fp consiste de un punto f(x),

y la soluciOnsatisface la ecuacién (1) en el sentido usual. Si el punto z € M se encuentra

en la frontera de dos 0 mas dominios G1,...,G,, el conjunto Fp(z) es un segmento, un
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poligono conexo, o un poliedro con vértices f;(x),i < k, donde

fi(x) = lime+eG;,0*2f(2*) (3)

Todoslos puntosf;(x) (i = 1,...,&) estén contenidos en Fo(x), pero no es necesario

quetodos ellos sean vértices.

Considérese el caso donde la funcion f(x) es discontinua en una superficie suave S

definida por la ecuacién p(x) = 0. Lasuperficie S separa su vecindad en el espacio x en

los dominios G~ y G*. Para el punto x* aproximandose al punto x € S desde los dominios

G™ y G*, definimoslos valoreslimite de la funcién f(x2*) como

tf (x) = limy+e@-,2*+2f (2"), f*(2) — lim, co+,2*ef(z*) (4)

Entonces el conjunto F(z) es un segmento lineal que une los puntosfinales de los

vectores f~ (x) y f+ (a) que inician enel punto z.

Si este segmento se encuentra en un lado del plano P tangente a la superficie en el

punto x, las soluciones pasan de un ladodela superficie S al otro (figura 5a)

Si este segmento intersecta el plano P, el punto de interseccién es el puntofinal

del vector f°(x) que determina la velocidad de movimiento ¢ = f°(z) a lo largo dela

superficie S en el espacio x (figura 5b). Esto significa que la funcion x(t) que satisface la

ecuacién

é= f(z) (5)

es una solucién de la ecuacién (1) porla definicién (2). Si f° # f7, f° # fr,tal solu-

ciénes llamada un movimiento deslizante. Una funcién continua x(t), que en una parte

del intervalo de tiempo bajo consideracién se encuentra en el dominio G~ (0 en G'*) sa-
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Figura 5. Interpretacién geométrica de la definicién de solucién del convexo mas
simple.

tisfaciendo la ecuacidn (1), y en el resto del intervalo se encuentra en la superficie S sa-

tisfaciendo la ecuacién(5) es, desde luego, también una solucidn de la ecuacidn (1) en el

sentidode la definicion (2).

Sin embargo, si el segmento con los puntosfinales de f~ y f* se encuentra en el

plano P la velocidad f° del movimientoa lo largo dela superficie S' no es unica.

Enbase a la definicion (2), podemos encontrar también la velocidad de movimiento

a lo largo de la interseccién de superficies de discontinuidad (figura 6). Esta velocidad

puede ser unica o noUnica dependiendosi el conjunto Fo(2) tiene uno o mas puntos co-

munesconla tangentea esta interseccién. Si no hay tales puntos comunes, entonces cerca

del punto bajo consideracion no hay soluciones permaneciendoenla interseccién de estas

superficies. Se describe en seguida como determinar en qué casosocurre esta situacion y

cémo encontrar la velocidad de movimiento a lo largo dela interseccion de superficies de

discontinuidad.
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Figura 6. Interseccién de superficies de discontinuidad.

1.3.2 Definicion usando el método de control equivalente

Considéreseel sistema

& = f(x,u(z),..., up(z)) (6)

donde x € R”, la funcién f(x, w,...,uU,) es continua en el conjunto de argumentos, y

la funcién escalar u;(x) es discontinua solamente en unasuperficie suave S;(y;(x) = 0),

i = 1,...,r. Estas superficies puedenintersectarse, o incluso coincidir. En cada punto x

de discontinuidad de la funcién u; debe darse un conjunto cerrado U;(x), el cual es un

conjunto de posibles valores del argumento u; de la funcion f(z, u1,...,u,). Parai 4 7

se supone que los argumentos u; y u; varian independientemente en los conjuntos U;(z)

y U;(x) respectivamente. En los puntos donde la funcion u;(x) es continua, el conjunto

U;(«) consiste de un punto u,;(z). En los puntos de discontinuidad de la funcién u;(x) es

necesario que el conjunto U;(x) contengatodos los puntoslimite para cualquier secuencia

de la forma vu, € U;(r,) , donde 2, > x, k = 1,2,.... Como u;(z) es una funciodnescalar,

entonces U;(x) es un segmento o un punto.

Sea

F(z) = f(z, U;(z), *99 U,(z)) (7)
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un conjunto de valoresde la funcién f(z, u;, ...,u,), donde x es constante y u, ..., u, varian

independientementeen los conjuntos U;(z), ..., U,(x), respectivamente. Asi, las soluciones

de la ecuacion diferencial (6) son soluciones de la inclusion diferencial

& € Fi(z) (8)

Enlos puntos que pertenecena un superficie, o simultaneamentea varias superficies,

por ejemplo,a las superficies S1,..., 5 (1 <_m <r), asumimos(sila solucién no puede

dejar inmediatamente tal superficie o la interseccién de tales superficies) que (6) puede

representarse como

g= f(z, ui" (x); el (2), Um+1(2), sy up(x)), (9)

donde u;*, ..., ue? lamados “controles equivalentes”sondefinidosde tal forma queel vector

f en (9) sea tangente a las superficies S1,..., Sim y el valor de u;*(x) esta contenidoen el

intervalo cerrado u; (x), ui (x), que son los valores limite de la funcién u; en ambos lados

de la superficie S;, i = 1,...,m. Asi, las funciones u;"(z), i = 1,...,m, son determinadas a

partir del sistema de ecuaciones

Veoi(z) f(x, uz", .., uel, Ungi (2), ...,Ur(z)) =0, i=1,...,m.

Asi, una solucion es una funcién absolutamente continua, tal que fuera de la super-

ficies S; satisface la ecuacién (6), y en estas superficies y en sus intersecciones satisface

ecuacionesde la forma (9).

Por ejemplo, en el caso r = 1 el punto final del vector f(x, u®4(x)) se encuentra en

la interseccion de la tangente a S en el punto z conel arco que se extiende desde el punto

final del vector f(z, u) cuando u varia de u(x) a u*(zx) (figura 7). La ecuacién (6) es
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reducida a la inclusiondiferencial @ € F,(x). El conjunto F(a) es definido en (7), donde

U;(x) es un segmentoconfinales u; (x), uj (x). Para esos u; que son continuosen el punto

x, el conjunto U;(x) es el punto u;(x). El lado derecho de (9) es un vector que terminaen el

punto de interseccién del conjunto F(x) con la tangente a la interseccidn de las superficies

Si, .) Sm (figura 7).

Esta velocidad es unica si el conjunto F(a) tiene solo un punto comin con la tan-

gente a esta interseccionde superficies, y no es unica si Ftiene mas de uno. Si no haytales

puntos comunes,entoncesenlas cercanias del punto bajo consideracion no hay soluciones

permaneciendoenla interseccién de estas superficies de discontinuidad.

5

x

/, s
G/

Figura 7. Interpretacion geom¢trica de la definiciénde solucién usando el método
de control equivalente.

Es importante mencionar que existen diferencias en las dos definiciones de solucién

mencionada aqui (compare los ejemplos asociadoscon las figuras 5 y 7). Sin embargo,

en los sistemas consideradosen este trabajo la funcién f es lineal en u,..., up, todas sus

superficies S; son diferentes, y en los puntos de su interseccién los vectores normales a

estas son linealmente independientes; porlo tanto, los conjuntos Fo, F; coinciden y , desde

luego, las dos definiciones también coinciden (Filippov, 1988).
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Asi, para nuestro caso, a continuacién sera obtenida una sola expresion para la ve-

locidad de movimiento (9) a lo largo de una interseccién de superficies de discontinuidad

-, Sm (Filippov, 1988).

Considérese que la ecuacién(6) es lineal con respecto a los controles escalares11, ...,

Um, que son discontinuos respectivamenteen las superficies S;(y;(x) = 0), i = 1,...,m,

y los vectores p; = Vy,(z),7 = ,m, donde Vy = (ge...aft)» son linealmente

independientes para x € S. Entonces,en las cercanias de las superficies 5},...,5m y su

interseccién S, (6) puedeser escrita en la forma

£ = fo(z) + Bo(x)u(x) (10)

donde u(x) es el vector (ui,..., Um)", 1 <m <r, Bo(x) es una matriz n x m, y T denota

transpuesta. El resto de las funciones um+1,...Ur Son continuas en S, y la manera en que

las funciones continuas fp y Bo dependendeellos no tiene importancia.

Para obtener el movimientoa lo largo de la interseccién de las superficies 5), ..., Sms

debemosescoger el vector u = u® en (10) tal que el vector @ sea tangente a 5},..., Sm,

esto es, ortogonala todoslos vectores p;, i = 1,...,m. Sea G sea una matriz de m x n,tal

que sus renglones son los vectores p;. Entonces

Gt = Gfo+GBou™ = u% = —(GBo)'Gfo, (11)

si det GBy # 0. Si las coordenadas del vector u® satisfacen la desigualdad

S > & IA ull(c) < uf (2) (12)
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entonces, sustituyendo el vector u®? en (10), obtenemosel vector de velocidad del movi-

miento a lo largo de la interseccién S

& = fo — Bo(GBo)Gfo (13)

Si al menos en una de las coordenadas de u“! la condicion (12) no es satisfecha, no

existe movimientoa lo largo de 3.

II.4 Conclusiones

Se ha presentado en este capitulo una introduccién a los sistemas representados por ecua-

ciones diferenciales con términos discontinuos. La coincidencia de las diferentes defini-

ciones de solucion para los sistemas discontinuostratados en esta tesis resulta de gran im-

portancia para la confiabilidad de resultados de estabilidad y control obtenidosen capitulos

posteriores.

Asi, considerando los conceptos matematicos revisados en este capitulo, estamos en

posicion para establecer un analisis de estabilidad para sistemas mecanicos discontinuos

aut6nomos.



Capitulo Ill

Analisis de estabilidad

En este capitulo se mostraran algunos ejemplos de aplicacién de las herramientas

matemiaticas, contenidas en el capitulo anterior, al andlisis de sistemas mecanicos discon-

tinuos auténomos. En particular se presentara un andlisis de estabilidad para este tipo de

sistemas.

La clase de sistemas considerada aqui es conformadaporlos sistemas dela forma:

& = f(x,u;(2),...,ur(z)), (14)

lineales con respecto a funcionesescalares uy, ..., up, que son discontinuas respectivamente

en las diferentes superficies 9;(y;(z) = 0), = 1,...,r y los vectores p; = Vy,(x),i =

1,...,7, son linealmente independientes para x € S, donde S esla interseccién de las

superficies de discontinuidad S\, ..., S,.

A continuacién se presenta un Teoremadeinvarianza* para sistemas discontinuos

propuesto en (Alvarez Gallegos ef al., 2000), el cual constituye la herramienta fundamental

de andlisis en este trabajo de investigacion.

III.1 Teorema de invarianza para sistemas discontinuos

Considérese el sistema(1):

é= f(z) (15)

3 El Teoremadeinvarianza para sistemas continuospuedeser consultado en (Khalil, 1996)
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donde f es una funcién continua a tramos en un dominio G; x € R", ¢ = dx/dt; M es un

conjunto de medida cero de puntos de discontinuidad dela funcién f.

Se sabe que (15) tiene unasolucién enel sentido deFilippov (Filippov, 1988)*, posi-

blemente no unica, para condicionesiniciales arbitrarias. Considérense entonces los sis-

temas dadospor (15) cuyas soluciones son continuas y tnicas a la derecha*. Supongase

queexiste una funcién definida positiva V(x), Lipschitz’ en una vecindad de x € R” y di-

ferenciable excepto en un conjunto de medida cero My. Entonces, para cualquier solucién

de (15), la funcién V (x()) es absolutamente continua y

DV(alt) & £V(2(0)) = ZV(a(t) + Aé(6)) naa (16)

casi dondesea.

Teorema 1 Supdngase que existe unafuncién continua, Lipschitz, definida positiva V(x)

tal que

DiV(a(t)) <0 (17)

casi donde sea. Sea Q el subconjunto invariante mds grande de la variedad donde se

satisface estrictamente la igualdad de (17) y denotese V(z) — 00 comodist(x,2)— 00,

dondedist es distancia Entonces todaslas trayectorias x(t) de (15) convergen a Q,es decir,

lim,_odist(x(t), Q) = 0.

+ En nuestro caso, segtin cualquiera de las dos definiciones presentadasenel capitulo anterior.

5 es decir, es continua de manera unica cuando¢ se incrementa.

§ |V(x) —V(y)|| < Ll — yll, Vz, y en alguna vecindad de xo
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Las Proposiciones siguientes ayudan a verificar las condiciones del Teoremaanterior.

Proposicién 2 La condicidn (17) se satisface si (16) es no positiva en el conjunto My

donde el gradiente VV(x) no existey en los dominios de f(x) donde (16) sepuede expresar

en laforma estandar

d

dt
V(x) = VV(a)- f(z), we R"\(MU My). (18)

Proposicién 3 Supdéngase que ninguna trayectoria de (15) permanece en My U {0}

durante un intervalo de tiempo finito. Entonces (17) se satisface casi donde sea si (18) es

no positiva para toda z € R"\(M U My).

Las correspondientes demostraciones puedenser consultadas en (Alvarez Gallegos

et al., 2000).

A continuaciénsepresenta una definicién de gradiente para funciones no suaves. La

importancia de este concepto matematico resulta del hecho de que las funciones de Lya-

punov no suaves son “naturales”para sistemas dinamicos discontinuos (Shevitz y Paden,

1994).

IiI.2 Gradiente generalizado

Una definicion de gradiente cominmenteutil en andlisis no suave es la debida a Clarke

(Shevitz y Paden, 1994).
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Definicién 1 (Gradiente generalizado de Clarke): Para una funcion V : R” — local-

mente Lipschitz se define el gradiente generalizado de V en x por

OV(x) = CO{lim a+_.2,0°¢myVV(x*)} (19)

donde 2d denota el conjunto convexo cerrado, y My es el conjunto de medida cero donde

el gradiente de V no esta definido.

Por ejemplo,la funcién

tiene un gradiente generalizado

-1 week”

OV(x) =sgn(z)=4 +1 we Rt
(-1,1] «=0.

Enlas siguientes dos seccionesseanaliza la caracteristica de estabilidad de sistemas

mecanicos discontinuos bidimensionales y n—dimensionales con algunasleyes de control

comunmenteutilizadas, utilizando el Teoremade invarianza presentado aqui.

IIL.3 Sistemas bidimensionales

Considéreseel sistema mecanico descrito porla ecuacién diferencial

Mi OO + Pa =n, (20)

donde g(t) € R, U(q) es una funcién potencial, F(g) = fug + fesgn(g); M, fu y fe son

constantes no negativas y 7 es una entrada escalar.
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Si qd = 4 — qa; donde q, es la posicion constante deseada, entoncesse tiene la repre-

sentaciénen el estado z? = (@, q):

q
, ) = ( (r- oe - F(a) /M : (21)e

di  

g
O
S

Q
Q

Porlo tanto, los sistemas bidimensionales tratados aqui tendran la forma:

d (Gq \_ q
@($)=( (one Sea) ae) a

donde B es una matriz constante de 2 x r y u esel vector (u1, vesg Ur)5 U1, +++, Up SON

funcionesescalares discontinuas respectivamenteen las diferentes superficies S;(y,(x) =

0),i = 1,...,7, cuyos gradientes Vy;(x), i = 1,...,r son linealmente independientesen la

interseccion de las superficies de discontinuidad Sj, ..., S,.

En adelante se considerara que las soluciones de los sistemas dados por (22) son

continuas de manera unica a la derecha de acuerdo con el apéndice A.

I11.3.1 Lazo abierto

EI sistema (21) en lazo abierto (r = 0) puedeescribirse, de acuerdo con (22), como:

a (4) = (came! aya )*(2) (23)

donde u = —f.-sgn(q)/M.

Consideremosla funcién no negativa asociada a este sistema:

V(G,4) = U(q) — cu + M@?/2, (24)

donde cy =min,{U(q)} es una constantefinita.
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Entonces, de acuerdo a la Proposicién 2 del Teorema 1, la derivada temporal Valo

largo delas trayectorias del sistema es

V(G4) = -4F (4) = -fo¥— feld| <0, (25)

casi donde sea.

Para concluir sobre la convergencia delas trayectorias del sistema, de acuerdo al

Teorema1, se requiere encontrar el subconjunto invariante mas grande contenido en

{Gq :V =0) = {(@,4) :4=0}. (26)

Comoel eje ¢ es caracterizado por la ecuacién y(x) = ¢ = 0,la cual define una

superficie de discontinuidad, el comportamiento de las trayectorias a lo largo del eje g

puede seranalizado utilizando la definicién de solucién del convexo massimple.

Definanse los camposvectoriales limites a la superficie de discontinuidad de (23)

como (véase (4))

+_f 0
f= (20 _ f.) jt

0r( cagga)
para g = 0, yg =0_, respectivamente, y sean los conjuntos G* = {(g,q) : +q > 0}.

Aquies facil determinar cuando ambos camposvectoriales limite ft y f~ se dirigen

a la superficie p(x) = q = 0. En este caso,si

| dU(q)
Oq
 | S fe, (27)

las trayectorias en esta superficie S no podran abandonarla.



28

Porlo tanto, el subconjunto invariante mas grande contenido en (26) es

 

 
< rh ; (28)

hacia donde, segun el Teorema 1, todas las trayectorias x(t) del sistema (23) convergen

cuando t — co.

Ejemplo 1. Considérese un péndulo con friccién viscosa y de Coulomb, comoel

mostrado en la figura 8.

 

Figura 8. Péndulo.

Un modelo simple paraeste sistema es dado por:

ml?G + mglsen(q) + fod + fesen(q) = 7, (29)

siendo q la posicion angular del péndulo con respecto a la vertical, g la correspondiente

velocidad angular, y fy y fc los coeficientes de la friccién viscosa y de Coulombrespecti-

vamente. Su energia potencial es

U(q) = mgl(1 — cos(q)).

Sig = q-— qa, donde qq es la posicién angular constante deseada, entoncesel sistema

en el estado z? = (G,q) es:
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d G
at ( i ) - ( (r —mglsen(q) — fe — fesgn(q))/(ml?) ) GY)

EI sistema en lazo abierto (r = 0), de acuerdo a la forma(23), es

di ( ; ) - ( crfod) / (ml?) ) « ( ) th Gy)

donde u = —f.sgn(q)/(ml?).

Lafigura 9 muestra cuatro retratos de fase del sistema (31). La figura 9a corresponde

al caso donde f, = f, = 0, es decir donde se satisface estrictamente la igualdad(25).

Si fy > Oy fe = 0 los vértices estables de la funcién potencial U(q) constituyen el

subconjunto invariante mds grande (28), estos se observan en la figura 9b.

La figura 9c presenta el retrato de fase con f, > Oy mgl > f. > 0, donde el

subconjunto invariante mas grande lo forman segmentosdeleje q,y la figura 9d con f, > 0

y fe = mgl, donde el eje g constituye tal subconjunto.

II.3.2 Lazo cerrado

Unaestrategia de control comtnmenteutilizada para sistemas mecanicos con friccién de

Coulombes incluir en la ley de control un término compensador(‘“‘cancelador”) para tal

fuerza, buscando obtener un sistema en lazo cerrado continuo (Gonzalez Elias, 2000).

Analizaremoseste tipo de controladores.

Considéresela ley de control

T(x) =T-(x) + feesgn(q) (32)
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Figura 9. Retratos de fase del péndulosin ley de control.

donde r.(x) es una funcién escalar continua y f,, es una constante no negativa. Entonces

el sistema (21) en lazo cerrado con (32), de acuerdo con (22), puede ser escrito como (23)

pero con

w= (re(2) — (fe — foe)sgn(q))/M. (33)

Si todas las trayectorias de este sistema convergen a un conjunto invariante donde

q=const. Vt > 0, (34)

entonces en este conjunto

q=0 Vt>0. (35)

Asi, para encontrar el subconjunto invariante mas grande 2 contenido en

(36){G9 :4=9},
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podemosrealizar un analisis en la superficie de discontinuidad y(x) = q = 0 idéntico al

del sistema en lazoabierto.

La desigualdad (27) cambia a

 

 
Te(q, 0) ~ ee < (fe ~ fee)s (37)

y

a= {a :4=08 rao) - FO] <(f- fe}. (38)
 

Aqui es importante analizar los posibles valores de foc. Si fe > fee los correspon-

dientes camposvectoriales limite f* y f~, y porlo tanto las trayectorias del sistema, se

dirigen a la superficie S (p(x) = g = 0) en. Para f, = fee, (32) compensa (“cancela”)

exactamente la friccién de Coulomb, transformando el sistema discontinuo en uno con-

tinuo. Si fi. < fee los correspondientes camposvectorialeslimite f* y f~ se dirigen fuera

de la superficie S, implicando que Q = 2.

Puesto que los ultimos dos casos (f2 < fcc) no puede ocurrir y no interesa que

ocurra, respectivamente (Filippov, 1988), consideremos el primero (f, > fcc). Debido

a que T.(g, 0) es una funciéncontinua, de acuerdo a (37) resulta facil concluir la imposi-

bilidad de que esta desigualdad se satisfaga solo cuando ¢ = 0.Porlo tanto, los sistemas

discontinuos bidimensionales tratados aqui no pueden ser controladossin error mediante

leyes de control continuaso diferenciables.

Asi, finalmente podemos concluir que una ley de control de la forma (32), no sera

una opcion factible a considerar en el disefio de controladores para sistemas discontinuos

bidimensionales propuesto en este trabajo.

Ejemplo 2. Considérese el péndulo del ejemplo 1.
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Debido a que la mayoria de los controladores para posicién y movimiento para sis-

temas mecdnico sin friccién tienen en comin, en sus leyes de control, la presencia ex-

plicita de un controladorlineal del tipo PD (Berghuis y Nijmeijer, 1993), resulta ilustrativo

analizar el comportamientodel sistema (30) con

T(x) = —kpG — kyg + mglsen(q) + fee tanh(ceq), (39)

donde f, > foc; Y kp, ky y ce son constantes positivas. Este control es llamado “PD con

compensacion de gravedad de friccién de Coulomb”puesto que el término f,. tanh(cq)

es incluido para compensar( “cancelar’”) la friccion de Coulomb.

EI sistema en lazo cerrado, de acuerdo con (22), puede escribirse como

d q q 0
—(%)= ~ . 5 ‘ 40dé ( i } ( (—kyG — bud + foo tanh (cud) — fug)/(mi2) ) + ( 1 )m (40)

donde u = —f.sgn(q)/(ml?).

La funcién candidata de Lyapunovasociadaa este sistema es

V(G, 4) = kp@?/2 + (ml?) q?/2. (41)

La derivada temporal V lo largo delastrayectorias de (40), de acuerdo a la Proposi-

cién 2 del Teorema1, es

VG,4) = hud? — fod? — 4(fesgn(@) — fee tanh(arg)) <0 (42)

casi dondesea.

Asi, para concluir sobre la convergencia delas trayectorias del sistema, de acuerdo

al Teorema 1, se requiere encontrarel subconjunto invariante mas grande 22 contenido en

{@a:V =0} = {a :4=0}. (43)
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Entonces la desigualdad (37) queda como

lkp@l < fes (44)

y, porlo tanto todaslas trayectorias x(t) del sistema (40) convergen, segtn el Teorema 1, a

Q= {G9 :4=0& |hpd| < fe}, (45)

cuando t — oo.

En este ejemplo observamos que el término compensadorde friccién, f,. tanh(c:g),

dela ley de control (39) resulta intitil para reducir el error en el objetivo de control provo-

cadoporla friccién de Coulomb, a menos que c, = oo.

La figura 10 muestra dosretratos de fase del sistema (40). La figura 10a corresponde

al caso donde f, > Oy fee = fe = 0, es decir el subconjunto invariante mas grande (45)

contiene solamenteel origen del sistema.

La figura 10b presenta el retrato de fase con f, > 0, foc = fe > Oy 4 — 00, donde

asumimos, confinesilustrativos, el conocimiento exacto delcoeficiente dela friccion de

Coulomb,lo cual en sistemasreales no se presenta.

 

    
 

g 8 q 8

3 3
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Figura 10, Retratos de fase del péndulo con unaley de control continua.
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IIL4 Sistemas n-dimensionales

Unsistema mecanico n-dimensionaltipico es el denominado robot manipulador. Un robot

manipulador es un sistema mecanico formadode eslabones conectadosa través de uniones.

Considerando friccién en las uniones no elasticas y eslabonesrigidos, la ecuacién

dinamica de un robot manipulador de m gradosdelibertad (g.d.l.) esta dada por

M(q)G+ C(4,44+ 9(9) + F(@) = 7; (46)

donde gq € R™ es la posicién, r € R™ es la entrada de control, M, C, g son ma-

trices de dimensiones adecuadas, con términos que son funciones diferenciables, M =

M?> 0, F(q@) = Fug + Fesgn(q) es conocido comoel vector de friccién viscosa y de

Coulomb, sgn(q) = (sgn(q1),.-.,8gn(Gn))”, y las matrices F, =diag{f,;} € R™*™ y

F, =diag{fi} € R™*™ son diagonales y semi-definidaspositivas.

A pesarde la complejidad de la ecuacién dindmica(46) sus términos poseen propie-

dadesde particular valia en el estudio de sistemas de control para robots manipuladores.

Asi, los robot manipuladores constituyen un punto de partida interesante para el andlisis y

control de sistemas discontinuos n-dimensionales.

En ésta y en otras secciones del presente trabajo de investigacion son considerados

sistemas de la forma (46) al estudiar sistemas discontinuos n-dimensionales.

En adelante se supondra que todas las uniones del robot son deltipo rotacional.

En términos del vector de estado x = (G7, q7)", donde Gg = q — qa y qa €s la posicién

constante deseada, cl sistema (46) es representado por:

i ( i ) - ( Mair — C(a.4)4—ol0) — FC) ) i
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Asi, los sistemas n-dimensionales tratados aqui tendran la forma:

d G
dt ( ; ) ~ ( Mig-claga — 9(9) — Fed] ) +20 =

donde B es una matriz de bloques, de m x m, de 2 x r y wes el vector (uy, ...,uz)"

Uy, --., Ur Son vectores, de m x 1, de funciones escalares discontinuas respectivamenteenlas

diferentes superficies S;(y,(x) = 0), = 1,...,r+m, cuyos gradientes Vy;(x),i = 1,...,7-

m, son linealmente independientesen la interseccién de las superficies de discontinuidad

Si, aeey—

En adelante se considerard que las soluciones de los sistemas dados por (48) son

continuas de manera tinica a la derecha de acuerdo con el apéndice A.

Ii.4.1 Lazo abierto

EI sistema (47) en lazo abierto (r = 0) puede escribirse, de acuerdo con (48), como:

ala) =( )* (ace )—{ ?tj)= _ = 5 . + _ U, 49#(4) =(aratotda~o0 ai (a0) ”)
donde 0 es una matriz de dimensiones adecuadascon elementos nulos y u = —F.sgn(q).

Consideremosla funcion no negativa asociadaa este sistema:

i os 1. .
Vad) = U@) — cu + 54M(Q)4, (50)

donde U(q) es la energia potencial de (46) y cy =min,{U(q)}.

Entonces, de acuerdo a la Proposicién 2 del Teorema1, la derivada temporal V a lo

largo delas trayectorias del sistema es

Se .p OU : wo Lae .
VGa@ = ae +q¢°M(Qa+ 37M(a)4
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= gf UO 5Cla, ai— la) -— FO) + 54°M4

y debido a que siempre g7 [3a(@) —C(q, | q=0yg(q)= a, tenemos

VG) =-@F@) =-dFd - Y feildel < 0, (51)
t=1

casi donde sea.

Para concluir sobre la convergencia delas trayectorias del sistema, de acuerdo al

Teorema 1, se requiere encontrar el subconjunto invariante mas grande contenido en

{@d:V =0} = (4) :4=0}. (52)

Aqui, ¢ = 0 representala interseccién S' de las superficies de discontinuidad S,(y,(«) =

qi; = 0),i = 1,...,m. Porlo tanto, el comportamiento de las trayectorias a lo largo de S

puedeser analizadoutilizando una de las definiciones de solucién presentadasen el ca-

pitulo anterior.

La definicién de solucién del convexo massimple,utilizada en la seccion anterior,

puede también ser considerada para sistemas n-dimensionales, sin embargo el andlisis se

complica (Filippov, 1988). La alternativa en este caso es emplear la definicion de solucién

usando el método de control equivalente (Filippov, 1988).

Segtin esta definicién, el sistema (49) en las cercanias a las superficies Sj, ...,Sm y

su interseccion S puedeserescrito en la forma (10):

2 ( i ) = ( M(a“-a) ) . ( aia)" )e ©3)

donde u(x) es el vector (uy, ..., Um)”.
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Al escoger el vector u = u®! en (53) tal que el vector @ sea tangente a S,..., Sm,

tenemos

=, (@) = M(q)*[-9(@) + uv] = 0. (54)

Entonces, si cada coordenadadel vector u°? de (54) satisface la desigualdad (12):

ur (a) < uf(x) <uf(o), (55)

las trayectorias del sistema en la interseccién S' no la abandonaran jamas(Filippov, 1988).

De (53) y (54) podemosdeterminarfacilmente la ecuacion diferencial que representa

al sistema cuandosus trayectorias permanecenenla interseccién S:

d (gq _
a(i)=9 (56)

es decir, no existira movimiento de las trayectorias del sistema a lo largo de S atin cuando

éstas se encuentrenen tal interseccion.

Porlo tanto, de (54), (55) y (56), el subconjunto invariante mas grande contenido en

(52) es

Q= {((E9):¢=0& |9(9)| < fst =1,...,.m}, (57)

donde (91(q), .-; Im(q))* = g(q), hacia donde, segtin el Teorema1, todaslas trayectorias

x(t) del sistema (49) convergen cuando t 00,

Ejemplo |. Considérese el robot de 2 g.d.l. con friccién viscosa y de Coulomb que

se muestra enla figura I1.

Los valores numéricosson incluidos en el apéndice B.
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   4
Ja.

Figura 11. Robot de 2 g.d.l.

Lafigura 12 muestra los estados deeste sistema en lazo abierto para las condiciones

iniciales

u(0) = -1, (0) =—0.5,

0, 2(0) =0.(0)

Con fines de comparacién, se muestran los resultados obtenidos cuando F, > 0 y

F, = 0, es decir el subconjunto invariante mas grande (57) contiene solamente los puntos de

equilibrio estables del sistema (lineas discontinuas), y cuando F, > 0, y max,{|gi(q)|} >

fei > 0,2 = 1,2, donde el subconjunto invariante mas grande lo forman puntos q € R™ no

aislados(lineas sdlidas).

Iif.4.2 Lazo cerrado

Una ley de control con término compensador(“‘cancelador”) para la fricci6n de Coulomb,

buscando obtener un sistema en lazo cerrado continuo es dada por

T(z) = Te(Z) + F..sgn(q), (58)
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Figura 12. Estados del robotde 2 g.d.1. sin ley de control.

donde 7,(z) es el vector (T¢1, -.-; Tem)"; Tei, i = 1, ..., Mm son funcionesescalares continuas

y F., =diag{fei} € R™™ es una matriz diagonal y semidefinida positiva.

El sistema (47) en lazo cerrado con (58), puede ser escrito como (49) pero con

u= T(z) — (Fe — Fec)sgn(q) (59)

Si todas las trayectorias de este sistema convergen a un conjunto invariante donde

q=const. Vt>0, (60)

entonces en este conjunto

q=0 VWt>0. (61)

Para encontrar el subconjuntoinvariante mas grande (2 contenido en

{(G 4) :¢ = 0}, (62)
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podemosrealizar un andlisis en la interseccién S de las superficies de discontinuidad

Si(y;(x) = G = 0), = 1,...,m, idéntico al del sistema en lazo abierto.

Asi, el subconjunto invariante mas grande contenido en (62) es

Aqui, al igual que enlos sistemas bidimensionales de la secciénanterior, se puede

analizar los posibles valores de F... Si F, > Fcc, las trayectorias del sistemase dirigen a la

interseccién S en 2. Para F, = F..., (58) cancela la friccién de Coulomb,transformandoel

sistema discontinuo en uno continuo. Si Ff, < F,, entonces 2. = @. Losultimos dos casos

(F. < F.-) no puedenocurrir (Filippov, 1988).

De acuerdo con (63), también es facil concluir que los sistemas discontinuos n-

dimensionales tratados aqui no puedenser controlados sin error mediante leyes de control

continuas 0 diferenciables.

Asi, finalmente podemosconcluir que,al igual que los sistemas bidimensionales de la

seccion anterior, una ley de control de la forma (58) no sera una opcionfactible a considerar

en cl disefio de controladores para sistemas discontinuos n-dimensionales propuesto en este

trabajo.

Ejemplo 2. Considérese nuevamente el control PD con compensacion de gravedad y

de friccion de Coulombpara(47), cuyaley de control es dada por

T(z) = —KpG — K.g + 9(q) + Fee tanh(C,4), (64)
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donde Ki, =diag{k,:} € R"™“™, K, =diag{k,;} € R™*™ y C, =diag{cy} € R™™

son matrices diagonales y definidas positivas, F. > Fo. y tanh(C,g) = (tanh(c141), ...,

tanh(Cimm))?-

El sistema en lazo cerrado, de acuerdo con (48), puede escribirse como

: ( i ) ~ ( M(q)"|-KpG — Keg + tanh(Ci) — C(q,4)4¢ — Fad] )

* ( ma" )a ”
donde u = —F,sgn(q).

La funciéncandidata de Lyapunov asociadaa este sistema es

~. Ili, lip :
VQ4) = 59 Kd + 57 M(q)4- (66)

La derivada temporal V lo largo delas trayectorias de (65), de acuerdoa la Proposi-

cién 2 del Teorema | y debido a que siempre g” [}4¢(a) —C(q, i] gq =0, es

VGQ = -@F(@- @[Kod — Foc tanh(Cq)]

= -qFog-@Kig— > feilde| + D> fecids tanh(cuds) <0, (67)
i=1 i=l

casi dondesea.

Asi, para concluir sobre la convergencia de las trayectorias del sistema, de acuerdo

al Teorema 1, se requiere encontrar el subconjunto invariante mas grande (2 contenido en

{(6@) :V =0} ={@,4) :4=0}. (68)

Porlo tanto, todas las trayectorias x(t) del sistema (65) convergen, segun el Teorema

1 y de acuerdo a (63), a
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Q= {4,9 14 =0& |hpiGil S fois t= 1,....m}. (69)

cuando t — oo.

Al igual que en el ejemplo 2 de la seccién anterior, es facil observar que el término

compensadordefriccion, F,, tanh(C;,q), de la ley de control (64) resulta inutil para reducir

el error en el objetivo de control provocado porla friccién de Coulomb.

Lafigura 13 muestralos estadosdel robotdel ejemplo 1 con (64) para las condiciones

iniciales

m(0) = 0, (0) =0,

n(0) = 0,  g(0) =9,

y las posiciones deseadas

q@i=—1, qua = —0.5.

Las matrices K, y K, se escogen como:

K, = diag{20}

K, = diag{10}.

De nueva cuenta, se muestran los resultados obtenidos cuando F, > Oy Fe. =

F’, = 0, es decir el subconjunto invariante mds grande (69) contiene solamente el origen

del sistema (lineas discontinuas), y cuando Fy, > 0, Foc = F, > Oy cy 4 00,1 = 1,...,m,

donde asumimosconfinesilustrativos el conocimiento exacto del coeficiente dela friccion

de Coulomb(lineas solidas).
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Figura 13. Estados del robot de 2 g.d.1. con una ley de control continua.

IiI.5 Conclusiones

Se ha mostradoeneste capitulo la aplicacién de un resultado sobreestabilidad de unaclase

de sistemas nolineales discontinuos al analisis de sistemas mecanicos con friccién tanto

viscosa como de Coulomb. Asi, se concluye que la descripcién cualitativa de la friccién

de Coulomb,porla funcidn no lineal signo, en estos sistemas mecanicos y controladores

continuos con términos compensadores (“canceladores”) de este fendmeno no ayudana al-

canzar unerror nulo en los objetivo de control especificados. De aqui surge la necesidad

de proponer controladores que no requieran modelosdela friccién para cumplir satisfacto-

riamente los objetivos de control.
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Enlos siguientes dos capitulos se proponen algoritmos de control que no hacen uso

de técnicas de compensacidn de discontinuidades para los sistemas discontinuos bidimen-

sionales (22) y n-dimensionales (48).El disefio tiene comobase el analisis de estabilidad

presentado aqui.



Capitulo IV

Control  estatico

En este capitulo se presenta un procedimiento de disefio de controladores para sis-

temas mecanicos con friccién de Coulomb y se obtienen algunas leyes de control que

cumplensatisfactoriamente los objetivos de control. Para ello se utiliza el andlisis de esta-

bilidad presentadoen el capitulo 3. Se considera posible el acceso a todoslos estados del

sistema.

Tales algoritmos de control garantizan, bajo ciertas condiciones, un error nulo en

estado estacionario, atin cuando no se conozca con exactitud los coeficientes de friccién, y

atin cuandose tenga medicion Unicamentedela posicién.

IV.1 Control de posicién de sistemas bidimensionales

Considéresc el sistema con estado x = (g, g)", de la forma (22):

 

d(q\_ q

(4) =( (eyo sar )+ am
con

u=-dVi(g) - woe — fesgn(q), (71)

donde B = (0,1/M)", 8V,(q) es una funcién que puede ser discontinua solo en una

superficie Sz (y,(q) = 0), A denota el gradiente generalizado y V2(q) es una funcién suave

definida positiva o cero, tal que go > 0Vq € R. La superficie de discontinuidad 5;

(p(x) = 0) corresponde al término discontinuode la friccién de Coulomben u,es decir

py(z) =q =0.
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En adelante se considerar4 que las soluciones de los sistemas dados por(70) y (71)

son continuas de manera tinica a la derecha de acuerdo conel apéndice A.

Definasela siguiente funcion no negativa asociada a este sistema:

VG=U) -w +U@)+ M@?/2, (72)

donde cy =min, {U(q)} es una constantefinita.

Entoncesla derivada temporal de V(G, q)a lo largo delas trayectorias del sistemaes

Vad) = aR@RO = pa? - sya<0, ary 

fuera de todas las superficies de discontinuidad.

Debido a las Proposiciones 2 y 3, el principio de invarianza (Teorema 1) puede ser

utilizado para concluir sobre la convergencia de las trayectorias del sistema.

De acuerdoal Teorema1, se requiere encontrar el subconjunto invariante mas grande

contenido en

{(@a :V =0} = (Ga) :4=0}. (74)

Tomando en cuenta que MND | 50 = 0, definase los camposvectoriales limites a la

superficie de discontinuidad S; (y,(q¢) = ¢ = 0) de (70) y (71) como(ver (4))

0

= ( (-ovi 40-1)|

0

| (-ova — 248+ 1) 10)
para ¢ = 0. yq =0_, respectivamente,y sean los conjuntos G+ = {(g,q) : +q > O}.
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Es facil determinar quelas trayectorias en esta superficie S, no podran abandonarla

cuando

Ovi (q) + oe She (75)

y el subconjunto invariante mas grande contenido en (74) es

  

 

i BS, & . _OUa= {ad :a=08 |on@+ Ol <4}, (76)
hacia donde, segun el Teorema1, todaslas trayectorias x del sistema (70) y (71) convergen

cuando t — oo.

Porlo tanto, el origen (x = 0) del sistema (20):

Mg+ ve + F(g) =7, (77)
q

con

r= -ovi(@) - SHY, (78)
es asintoticamente estable si se proponen funciones V;(q) y V2(g) tales que:

V2(q) es una funcion suave definida positiva o cero,tal que qe >O0VGe R,

OV, (q) es una funcidn que puedeser discontinua solo en unasuperficie Sz (~2(¢) = 0),

exista una funcién no negativa V (72) y

la desigualdad (75) se satisfaga sdlo en g = 0,

en un dominio D C R? que contiene a x = 0.

En las siguientes dos subsecciones se obtienen controladores que cumplensatisfac-

toriamentelos objetivos de control para (77).
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IV.1.1 Controladores discontinuos con compensacién de gravedad

Considérese (77) y (78).

Si

Vi(@) = —(U(q) — ev) + kel al + V3(4); (79)

donde k, es una constante tal que k, > f. y V3(@) es una funcién suave definida positiva o

cero,tal que go > 0Vq € R, la funcién V (72) queda como:

V(G, @) = kel] + Va(@) + M@?/2, (80)

la cual es definida positiva, y la desigualdad (75) como:

V3(4)
og
 ksgn(q) + S fos (81)

la cual nose satisface Vg 4 0.

Porlo tanto, el origen del sistema (77) y (78) con (79) es global y asintéticamente

estable.

Ejemplo |. Considéreseel péndulo con friccién viscosa y de Coulomb mostrado en

la figura 8.

El sistema es dadopor(29):

ml?@ + mglsen(q) + fod + fesgn(q) =7, (82)

siendo q la posicion angular del péndulo con respecto la vertical, ¢ la correspondiente

velocidad angular, y f, y fc los coeficientes dela friccién viscosa y de Coulombrespecti-

vamente.
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Asi, una ley de control discontinua con compensacién de gravedad para (82) que

cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por (ver (78) y (79)):

OV3(q) OVa(4)
OG 8 (83)

_ OU(q) wi
T= k.sgn(@)   

donde k, > fe.

La figura 14 y 15 muestra dosretratos de fase del sistema (82) y (83) con f, >

0, ke > fe > 0, V3(@) = kpG?/2 y dos entradas de control r. La figura 14a presenta el

retrato cuando V2(q) = 0 la figura 14b cuando V2(q) = k,g?/2. Las figuras 15a y 15b

muestran entradas de control para amboscasosrespectivamente.

 

   
 

q 15) g 1

10 19

5 5

5 5

“10 =10

185 4 0 4 8 185 4 0 4 8

(a) q (b) 4

Figura 14. Retratos de fase del péndulo con unaley de control discontinuaestatica
con compensacién de gravedad.

IV.1.2 Controladores discontinuos sin compensacién de gravedad

Considérese nuevamente (77) y (78).

Si

Vid) = kell + Va), (84)
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T 30, t 3

20) 20;

10} 10

0} 0)

-10 10

-20 -20

-30 -30

405 2 4 6 8 10 405 2 4 6 8 10

(a) ‘ (b) ‘

Figura 15. Entradas de control del péndulo con una ley de control discontinua
estatica con compensacion de gravedad.

donde k, es una constante tal que k, > f- y V3(q) es una funcion suave definida positiva o

cero,tal que geo >> 0Vq € R,la funcion V (72) queda como:

V(G,4) =U(q) — cu + Keldl + Va(@) + M@?/2, (85)

la cual cs no negativa, y la desigualdad (75) como:

 

 

a) Oval) , WU(aal
kesgn(q) + —=> S fe, (86)sen() 3a 3q <4

la cual no sesatisface Vg 4 0 si

k, > ou(4ae +f. V@ER (87)
oq 

Porlo tanto, el origen del sistema (77) y (78) con (84) si (87) es global y asintotica-

menteestable.

Ejemplo 2. Considérese nuevamenteel sistema (82) del ejemplo anterior.

Unaley de control discontinua sin compensacion de gravedad para (82) que cumple

satisfactoriamente el objetivo de control es dada por:

AV3(G) OV2(4)
“aOe “ TS —k-sgn(q) ~~
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donde k, > 2a
 
te fee

La figura 16 y 17 muestran dos retratos de fase del sistema (82) y (88) con f, >

0, ke > 22 + fe > 0, Va(@) = kpG?/2 y dos entradas de control r. La figura 16a

 

presenta el retrato cuando V2(q) = 0 y la figura 16b cuando Vo(g) = kyg?/2. Las figuras

17a y 17b muestran entradas de control para ambos casos respectivamente.

 

7

   
 

q' 4
10 1

5 5

0 )

5 5

10 -10

1% 4 0 4 8 “183 4 0 4 8

(a) q (b) q

Figura 16. Retratos de fase del péndulo con unaley de control discontinuaestatica
sin compensacion de gravedad.

A continuacionse obtienen controladores discontinuospara un robot manipuladorde

m g.d.l. similares a los presentadosen esta seccin.

IV.2 Control de posicién de sistemas n-dimensionales

Considérese el sistema, en cl estado x = (q", 7)", de la forma(48):

a(4)- ( sat-ctade- ata) — Ra ) +B).
con

us = —Fsgn(q) (90)
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Figura 17. Entradas de control del péndulo con una ley de control discontinua
estatica sin compensacion de gravedad.

dVa(4)
ag
 Up = —OVi(G) -

donde

B= 0 0

M(q)* M(q)* }?
OV, (q) es el vector (Ov11(q1),...,OUim(Gm))? cuyos términos son funciones que pueden

ser discontinuas respectivamenteen las superficies Sin4i (Ym4i(Gi) = 0), i = 1,...,m, O

denota el gradiente generalizado y Va(q) es una funcién suave definida positiva o cero,tal

que gaa = 0Vq € R™. Las superficies de discontinuidad S; (y;(z) = 0), i = 1,...,m,

correspondea los términos discontinuosdela ficcion de Coulombenuy, es decir y,(x) =

En adelantese considerard que las solucionesde los sistemas dadospor (89) y (90)

son continuas de maneraunica a la derecha de acuerdo con el apéndice A.

Definasela siguiente funcion no negativa asociada a este sistema:

-. - 1. :
V(G4) = U(@) - cu + Vil@) + 59°M(a)a, (91)

donde cy =min,{U(q)}.
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Entonces la derivada temporal de V(g,g) a lo largo de las trayectorias del sistemaes

Ssliees 3 mys) _ OV2(Q) Tre Wp ys). Vala)il et = AP -) ; ta) — at
V(4, q) ~ q F(@) q Og q Fug feild qd og = 0, (92)

 

i=1

fuera de todas las superficies de discontinuidad.

Debidoa las Proposiciones 2 y 3, el principio de invarianza (Teorema 1) puede ser

utilizado para concluir sobre la convergenciadelas trayectorias del sistema.

Deacuerdo al Teorema1, se requiere encontrar el subconjunto invariante mas grande

contenido en

{(,4):V =o} = {(@@):4=0}. (93)

Aqui, ¢ = 0 representa la interseccién S de las superficies de discontinuidad S;(y;(x)

qi = 0),7 = 1,...,m. Por lo tanto, el comportamiento de las trayectorias a lo largo de S

puede ser analizado utilizando una delas definiciones de solucién presentadas enel ca-

pitulo anterior.

Segtin la definicién de solucién usando el método de control equivalente, el sistema

(89) en las cercanias a las superficies 5, ..., Sin y su interseccién S' puede ser escrito en la

forma(10):

dt ¢

donde w es el vector (uF, ug,)” de (m+l) x 1,0 <1 < m,upp es un vector cuyos elementos

5 (4) = fo Bou (94)

son elementos de u;, 0 no tiene elementos, y fo y Bo son matrices de dimensiones adecuadas

con términos que son funciones continuas.

Para obtenerel movimientoa lo largo de la interseccién de estas (m + l) superficies

(definidas por u), escogemos el vector u = uen (94) tal que el vector £ sea tangente

a estas (7m +) superficies, esto es, ser ortogonal a todos sus correspondientes vectores
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D; = Ve;(z), 7 € {1,..., 2m}. Esto es, segin (89) y (94):

; , ; ’ T(Bem(4) 5 Im4m(Gm) = dp (41) x Ben (den) = 0
a AL Bim Lm eg Lm

(0... 0 tw Gm)” = 0
d..
“ga? = 9% (5)

Asi, siguiendo con esta definicién de solucion, si cada coordenadadel vector u®? de

(95) satisface la desigualdad (12):

nd ae , IA S(2) < uf (2), (96)

las trayectorias del sistema en la interseccién S no la abandonaran jamas,pero no existira

movimiento a lo largo deella.

De (89) y (95), y puesto que 29),_) = 0, si existe un vector u*tal queq aq 4

= (4) = M(q)*[-OVi@) — g(a) + u""] = 0 (97)

y la desigualdad(96) sesatisface para cada coordenada delvector u®? siendo u = us =

—F-sgn(q), entonceslas trayectorias del sistema en la intersecci6n S permanecen sin mo-

vimiento.

Entonces, de (96) y (97), el subconjunto invariante mas grande contenido en (93) es

2 = {(G,9) :¢=0& |Oui(G) + 9:(9)| S fest =1,...,m}, (98)

donde (91(¢), ..-;9m(q))* = g(q), hacia donde, segun el Teorema 1, todaslas trayectorias

x(t) del sistema (89) convergen cuando t — co.
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Porlo tanto, el origen (x = 0) del sistema (46):

 

M(Q)G+C(a,a4a+9() +F(O =7, (99)

con

7 =-0V;(9) - ae (100)

es asintoticamenteestable si se proponen funciones V;(q) y V2(q) tales que:

_ Va(q) es una funcidn suave definida positiva o cero,tal que gee >O0Vq Ee R™

2: OV,(q) es el vector (Av41(G,), ---; OV1m(Gm))” cuyos términos son funciones que

puedenserdiscontinuas respectivamente en las superficies Sinyi (Ym4i(Gi) = 9),

i=1,...,m,

3. exista una funcion no negativa V (91) y

4. que el subconjunto invariante mas grande Q (98) contengasoloal origen del sistema,

en un dominio D Cc R?™ conteniendo a x = 0.

Enlas siguientes dos subsecciones se obtienen controladores que cumplen satisfac-

toriamente los objetivos de control para (99).

IV.2.1 Controladores discontinuos con compensaci6n de gravedad

Considérese (99) y (100).

Si

Vi(@ = —(U(a) - ev) + Sheil+ Va), (101)
i=1
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donde k,; es una constante tal que kg; > fo: y V3(@) es una funcién suave definida positiva

0 cero, tal que go > 0Vg € R™, la funcién V (91) queda como: 

wy WO ye a, bs
V(G,4) = D7 Feil Gel + Val@) + 54°M(Q)4, (102)

i=1

la cual es definida positiva, y (98) como:

rasan(q) + 2D) < 5,,1= Low, (103)
i

 a= {Gd sa=08
 

el cual no contiene puntos fuera del origen.

Porlo tanto, el origen del sistema (99) y (100) con (101) es global y asintéticamente

estable.

Ejemplo |. Considérese el mismorobotde 2 g.d.l. con friccién viscosa y de Coulomb

que se muestra enla figura 11, referenciado en ejemplos anteriores, cuyos valores numéri-

cos son incluidos en el apéndice B.

Unaley de control discontinua con compensacion de gravedadpara este sistema que

cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por:

r=IO) _ sgn) _ aVA(@) _ aVa(4) Iag og” (104)  

donde Kk, > Fi.

Lafigura 18 muestra los estados deeste sistema para las condicionesiniciales

u(0) = 0, (0) =09,

n(0) = 0, (0) =9,
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y las posiciones deseadas

qa = —1, a2 = —0.5.

Ademas F, > 0, Ke > Fe > 0, Va(@) = 447Kpd y Va(@) = 447Kud, donde

K, =diag{100}.

Con fines de comparacién, se muestranlos resultados cuando J, = (lineas discon-

tinuas), y cuando K,, =diag{30} (lineas sélidas).

= 0.6
h
 

0.4K
1
M

0.2)

of} \$\{5

 
 

  

   
  

 

Figura 18. Estados del robotde 2 g.d.1. con unaIey de control discontinua estatica
con compensacion de gravedad.

IV.2.2 Controladores discontinuos sin compensacion de gravedad

Considérese nuevamente (99) y (100).
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Si

Vi(@ =~ keild| + Va), (105)
i=1

donde k,; es una constante tal que ke: > fos y V3(G) es una funcion suave definida positiva

0 cero,tal que go > 0Vq € R™, la funcién V (91) queda como:

m

eA e w ts .
V(G,4) = U(g) — cu + > Fesl del + Vala) + 54°M(a)4, (106)

{=1

la cual es no negativa, y (98) como:

aV3(@)
OG:
 Q= {@ Q):G=0& |kasen(G) + + 0(0)| S feist = Lym} » (107)

 

el cual no conticne puntosfuera del origen si

kei > |9i(q)| + fer V9 E R™, (108)

donde (91(q), .-- 9m(@))” = 9(q).

Porlo tanto,el origen del sistema (99) y (100) con (105) si (108) es global y asintoti-

camente estable.

Ejemplo 2. Considérese nuevamenteel robot del ejemploanterior.

Unaley de control discontinua sin compensacion de gravedad para este sistema que

cumple satisfactoriamenteel objetivo de control es dada por:

“\ AValé
T = —K,sgn(q) — ae 2ae (109)

donde ke; > |gi(q)| + fer. i =1,....5m Va € R™.

La figura 19 muestra los estados de este sistema para las condiciones iniciales y

posiciones descadas del ejemploanterior.
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Ademas F, > 0, Ke > F. > 0, V3(G) = 34°Kpd y Va(@) = 447KuG, donde

K, =diag{100}.

Confines de comparacién, se muestranlos resultados cuando K,, = 0 (lineas discon-

tinuas), y cuando K,, =diag{30} (lineas sélidas).

 

 

 

 

    

 

Figura 19. Estados del robotde 2 g.d.l. con unaley de control discontinua estatica
sin compensacion de gravedad,

IV.3 Conclusiones

Eneste capitulo se ha presentado la aplicacién del resultado sobre estabilidad descrito

en cl capitulo anterior para obtencr controladores que bajo ciertas condiciones cumplen

satisfactoriamente los objetivos de control para los sistemas mecdnicos considerados en
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esta tesis. Los controladores son estaticos y necesitan de la medicién unicamente de la

posicidn paraestabilizar el sistema alrededorde unasalida especificada.

Es importante mencionar quelas leyes de control considerados aqui no requieren los

valores exactos delos coeficientes de la friccidn de Coulomb f,;, sdlo cotas maximas,las

cuales puedenser obtenidasanalitica y/o experimentalmenteen sistemasfisicos (Gonzalez

Elias, 2000). Esto constituye la diferencia fundamental con los controles con compen-

sacion, y lo que los vuelve de graninterés.

Por otra parte, obtuvimos que con leyes de control con términos discontinuos se

pueden alcanzarsin crrores los objetivos de control. Sin embargo,la naturaleza discontinua

del controlador impide su implementaciénfisica exacta, lo cual puede provocardesde er-

rores constantes u oscilaciones alrededorde unasalida especificada hasta inestabilidad de

las salidas del sistema (Filippov, 1988) y (Branicky, 1998).

Los controladores propucstos aqui, y en general, utilizan la informacién del estado

completo .x para mejorar la respuesta del sistema. Desafortunadamente,en la practica no

es posible el acceso a todos los estados del sistema, en particular al estado velocidad q.

El siguicnte capitulo muestra una solucion a este problema para los sistemas discontinuos

tratados aqui.



Capitulo V

Control dinamico

En los controladores propuestos en el capitulo anterior se supuso que se tenia acceso ,

al estado completo delos sistemas discontinuos considerados. Sin embargo, en sistemas

fisicos solamente la posicién gq puede ser obtenida de manera confiable. Si el controlador

dependede la velocidad, esto conducea la necesidad de estimar dicho estado g por medio

de un observador.

Un punto crucial cuandose trata con observadores para sistemas no lineales es su

utilidad para leyes de control con retroalimentacién de estado. El uso un observadorque re-

construye asintticamente el estado no garantiza que un controladorconretroalimentacion

de estado tenga un buen desempezio cuando usa los estados estimadosen lugar de los ver-

dadcros.

Asi, en este capitulo se proponeel disefio de observadores para ser usados en los

controladores discontinuos con retroaiimentacion de estado presentadosen el capitulo an-

terior. El uso de un observadorenel lazo de control convierte estos controladoresestaticos

a dinamicos.

V.1 Observadorde velocidad para sistemas bidimensionales

Considérese el sistema mecanicodescrito por la ecuacion diferencial (20):

mg+22 + rq) =, (110)
oq
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donde q(t) € R, U(q) es unafuncién potencial, F'(g) = fug + fesgn(q); M, fy fe son

constantes no negativas y 7 es una entrada escalar.

Si G = q — qa, donde qq es la posicién constante deseada, entoncesse tiene la repre-

sentacion,en el estado x” = (G, 4),

d (Gq q
&(2)~( (290! eta) ne } (111)

Se supone que el desplazamiento q esla variable de salida del sistema (111), es decir,

el mapade salida es:

y=4 (112)

Se proponeentoncesel observador de velocidadsiguiente, para (111),

) (113)
 

donde :i}; es la posicion estimada, 7 = y — 9 csel error de observacion delasalida.

La ecuacién diferencial de (113) es

 Mg+a +F(j)=T+94+ MG (114)

La dinamicadelerror de observacién se obtiene restando (114) de (110)

My+My-F(y-y) +9+ Fy) =0 (115)

E] sistema (115) en cl estado (g, 7)",es

y ) (116)
A ( : ) ~ ( (-§ — My + Fy - 9) — F(y))/M
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Porlo tanto,si el estado x? = (4, 4,9, 9), tenemosel sistema extendido

 

qd q

4 ; . ("- 5 - Fa) /M (117)
= . yo,
y (-9 — My + F(@-y) — F(@))/M

cuya propiedad de estabilidad sera analizada para las leyes de control presentadas en el

capitulo anterior.

En adelante se consideraré que las soluciones de los sistemas dados por (117) son

continuas de maneratnica a la derecha de acuerdo con el apéndice A.

V.1.1 Control de posicién

Sea la ley de control (78) para (111):

r= -on(g) - 2, (118)

tal que conduccal origen del sistema a ser asintoticamente estable como se mostré en el

capitulo anterior.

Sea

Vo(q) = keg?/2

donde k:, es una constante positiva.

Si &, es la posicion estimada, #, = #2+9 = q—J sera una estimacidn dela velocidad

q. Considérese entoncesla ley de control que usa la estimacién dela velocidad, £1,

t= -0V,(G) — ket. (119)
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El sistema extendido (117) puedeser escrito entonces como:

q
q

.

4{¢ |_| (-24@-ma+ ei - G2 - PM) /M «0
dt y ~ i :

. (-g - Mj + F(¢-9) — F(@)/M

Una funcion candidata de Lyapunovpara (120) es

V(e) =U+ U(@) — co + MP/2+P/2+ MG/2 (121)

donde cy =min,{U(q)} es una constantefinita.

La derivada temporal de V(z) a lo largo delas trayectorias del sistema fuera de todas

las superficies de discontinuidad es

V(a) = —f. ld] + (FG 9) — FQ) — (ho + fol? + bud — MP. (122)

Pcro

HEG-H) —F@) = fei(sen(G) - sen(y)) - fe?

= —fely|(1 — sgn(y)sgn(9))

—felG\(1 — sen(y)sen(9)) — fo

22
—fyIA

tenemos

V(x) < —feld| — (he + ful? + bod — (M+ fi. (123)

Si reescribimoslos tres ultimos términos como

55 x T _ ky ‘

—(ky + ful? + hogy — (M+ fo)= - ( ' ) ( mae M+f, ) ( ; )2
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determinamosfacilmente quesi

k2

M> a yk (124)
(ky + fy)

la matriz que aparece en la forma cuadratica es definidapositiva.

Entonces (122) es semidefinida negativasi (124) se satisface.

Porlo tanto, de acuerdo al Teorema | y a sus Proposiciones, se requiere encontrar el

subconjunto invariante mas grande contenido en

{645.0 :V =0} ={G.4,5,0):¢=085 =0} (125)

para concluir sobre la convergenciade las trayectorias de (120).

De acuerdo a (125) y a la definicién de solucién utilizando el método de control

equivalente, tal conjunto invariante implicaria

d (q
—[{ .)]=0Vt>0, 126a( 4) ove> (126)

y la ecuaciondiferencial en este sera

‘gq 0
d |q 0
—|2f= 127al 5 (127)

y 0

Asi, siguicndo con esta definicién de solucién, si cada coordenada del vector u®? de

(126) satisface la desigualdad(12):

8
\

ae l
A S
Ss = A &

+
7 <uj(z), (128)

ay 4 =,(o uf(x) < uj%(x) < uj (x)

las trayectorias del sistema en la interseccién S$ no la abandonaran jams,pero no existira

movimiento lo largo deella.
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De (120) y (126), si existe un vector u®? tal que

£(8)-(Ce@Seg)» om
y la desigualdad (128) se satisface para cada coordenada del vector u®! siendo u =

(ui, U2)?, uw = —fsen(q), ug = fesgn(¢ — ¥), entonceslas trayectorias del sistema en

la interseccién S' delas superficies S, (y,(z) = ¢ = 0) y So (y(t) = ¢-¥ = 0)

permanccensin movimiento.

Asi, de (128) y (129), el subconjunto invariante mas grande contenido en (125) es

dU(q)
0q
 a= {Gani G=0&)=08 [ste l<ar), (130)

 

avi (q) +

hacia donde, segun cl Teorema 1, todas las trayectorias x(t) del sistema (120) convergen

cuando t — oo.

Porlo tanto, puesto que el error de observaciondela salida 7 = y — ¥ no interesa que

sea cero,el punto (q, 7) = 0 del sistema (110) con el observador(113)y (119) puede hacerse

asintoticamente cstable si (124) se satisface y sc asegura que 2 = {(0,0, 9,0): 7 € R}.

Ejemplo |. Considérese nuevamente cl péndulo confriccién viscosa y de Coulomb

mostrado enla figura 8.

El sistema es dadopor(82):

ml?q + mglsen(q) + fod + fesgn(q) = T. (131)

El observador de velocidad propuesto es:

d fe \_ Za+q- a ;

dt ( Bo ) — ( (7 +q—-%, —mglsen(q) — fod - fesen(d1)) /(ml?) ) (132)
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a) Unaley de control discontinua con compensacion de gravedad para (131) y (132)

que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por:

_ au), OA)T= Bq kesgn(q) 8G Lite (133)

donde k, > f. y V3(@) es una funcion suave definida positiva 0 cero, tal que Gye >0

VGE R.

Con fines de comparacién, las figuras 20a y 20b muestran los estados del sistema

(131) con (132) y (133), para fy > 0, ke > fe > 0, Va(@) = kpG/2 y kp > 0, obtenidos

cuando /,, > 0 (lineas sélidas) y k, = 0 (lineas discontinuas) con #;(0) = q(0).
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Figura 20. Estados del péndulo con unaley de control discontinua dinamica con
compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa y de Coulomb
son conocidos con exactitud.

b) Una ley de control discontinua sin compensacion de gravedad para (131) y (132)

que cumplesatisfactoriamenteel objetivo de controles:

7 = —kesgn(@) - “a ~ hyd, (134)

donde k, > |S + f.Vq € Ry V3(@) es una funcién suavedefinida positiva o cero,tal
 

que G22 > OVER.
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Con fines de comparacion, las figuras 21a y 21b muestran los estados del sistema

+ fe > OV € R, V3(G) = kpG?/2

 

(131) con (132) y (134), para f, > 0, ke > [252

y ky > 0, obtenidos cuando k, > 0 (lineas sélidas) y ky = 0 (lineas discontinuas) con

 

    
 

(0) = q(0).
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Figura 21. Estados del péndulo con unaley de control discontinua dinamica sin
compensacién de gravedad. Loscoeficientes de la fricci6n viscosa y de Coulomb
son conocidos con exactitud.

Hasta aqui se ha considcrado quelos coeficientes de friccién viscosa y de Coulomb

son conocidosconcxactitud, sin embargoensistemas fisicos solo valores aproximados de

estos pucdenser obtenidos experimentaly/o analiticamente.

V.1.2 Robustez frente a incertidumbresenla friccién

A continuacién se analizard la estabilidad de (120) cuando f, y f, no son conocidos con

exactitud, es decir tenemos que

i
aya )_ (-avi(a) —kyg + ky - BY - F(d)) /M 135

y (-§ - My + F.(¢-9) — F@)/M

donde Fuld = frag + feasgn(q), faa > Je y fea > es
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Una funciéncandidata de Lyapunovparaeste sistema es nuevamente (121).

La derivada temporal de V(a) a lo largo delas trayectorias del sistema fuera de todas

las superficies de discontinuidad es

s . & ‘ ba 5 : ee 22
V(x) = —feld| +9(Fald— 9) — F(@) — (hu + fu)? + bua — My (136)

Pero

y(FalG-9) - F(@)) = y(foasen(y) — fesen(G)) — Y(fod — Fuad)

= —l4l(fe — foasgn(q)sgn(¥)) — |2/|(foa — fesgn(q)sgn(y))

— foal) + usta

donde fis = foa — fo, asi

V(x) $ —Feldl — (fe ~ foasen(d)sen(G)) dl — (fo + ko) 4? + (for + ku)iG — (fou + MI

y reescribicndo los 3 ultimos términos tenemos:

_ T 5 thy

V(x) S —feldl — (fe — feasgn(q)sgn(¥))|4| — ( 2 ) ( “futts fp, <M
y 2

(137)

En consecuencia, si

fe > fea (138)
2

y

(fos + ku)?1

>

weky, 139I> aha M) ™
donde fs = fea — fc, entonces (136) sera semidefinida negativa.
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Porlo tanto, de acuerdo al Teorema | y a sus Proposiciones, se requiere encontrarel

subconjunto invariante mds grandecontenido en

{(,49,8):V =0} ={(,4,5,8) :¢=0&9 =0} (140)

para concluir sobre la convergencia de las trayectorias de (135).

Nuevamente, de acuerdo a (140) y a la definicion de solucién utilizando el método

de control equivalente, tal conjunto invariante implicaria (126) y la ecuacion diferencial en

este sera (127).

De (135) y (126), si existe un vector u°? tal que

i ( ) = (-a@ — 25 +uit) Jat) _ (141)dt\y (—9 + uy’ + uj")/M
y la desigualdad (128) se satisface para cada coordenada del vector u®! siendo u =

(ui, t2)?, uy = —f.sgn(q), ue = feasgn(q — ¥), entonces las trayectorias del sistema

en la interseccién S' de las superficies S, (y,(r) = ¢ = 0) y So (v(x) = ¢-¥ = 0)

permanccensin movimiento.

Asi, el subconjunto invariante mas grande contenido en (140)es

au(q)
0q
 Q= {Gana q=0ky=0& lowe + | <f& lols (f+ fe),

(142)

hacia donde, segun el Teorema 1, todas las trayectorias x(t) del sistema (135) convergen

cuando t — oo.

Por lo tanto, ya que ¥ no interesa, el punto (¢,¢) = 0 del sistema (110) con el

observador:

dfi\_ Zoty

$(2)=((2a-288 ne)| “)
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y (119), es asintéticamenteestablesi (138), (139) yQ = {(0,0, 9,0) : 9 © R} se satisfacen.

Ejemplo 2. Considérese nuevamente el péndulodel ejemploanterior (131).

Un observador de velocidad masreal para este sistema es dadopor:

fo +q-%

dt ( Z ) ~ ( G + q—%, — mglsen(q) — frat — feasen(d1)) /(ml2) ) . (144)

a) Unaley de control discontinua con compensaci6n de gravedad para (131) y (144)

que cumplesatisfactoriamente el objetivo de control es dada nuevamentepor(133).

Las figuras 22a y 22b muestran los estadosde este sistema, obtenidos cuando k, > 0

(lineas slidas) y ky = 0 (lineas discontinuas) con £,(0) = q(0), para fy > 0, ke > fe > 0,

V3(G) = kp@?/2y ky > 0.

 

   
 

 

Figura 22. Estados del péndulo con unaley de control discontinua dinamica con
compensacion de gravedad. Loscoeficientes de la friccidn viscosa y de Coulomb
no son conocidos con exactitud.

b) Una ley de control discontinua sin compensacion de gravedad para (131) y (144)

que cumplesatistactoriamente el objetivo de controles (134).
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Las figuras 23a y 23b muestran losestadosdeeste sistema, obtenidos cuando k, > 0

(lineas sélidas) y k, = 0 (lineas discontinuas) con £;(0) = q(0), para f, > 0, ke > fo > 0,

Va(@) = hp@?/2 y ky > 0.

 

   
 

 

Figura 23. Estados del péndulo con unaley de control discontinua dindmica sin
compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccién viscosa y de Coulomb
no son conocidos con exactitud.

A continuacion se obtienen resultados similares a los de esta seccién para un robot

manipulador de m g.d.l.

V.2 Observadorde velocidad parasistemas n-dimensionales

Considérese nuevamente la ecuacién dinamica de un robot manipulador de m g.d.l. con

friccion en las uniones (46):

M(g)¢+C(a,a4+9(q) + F@) =r. (145)

También, en adelante se supondra quetodaslas articulaciones del robot son deltipo rota-

cional.
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Asumiendo que la posicién de las unionesson las variables de salida del sistema

(145), el mapa de salida es:

y=q (146)

El observador de velocidad propuesto, para (145), es descrito por

d(a\ _ fat hod .
dt ( 2 ) - ( M-(y)[-C(y, 21)21 + 7 + Hpy — g(y) — F(41)| ) a

y=

donde 2, es la posicion estimada, 7 = y — esel error de observacion dela salida, hp es

una constante escalar positiva y Hp es una matriz simétrica definida positiva.

La ecuacion difcrencial de (147) es:

M(y)i + C(y, 9)+ g(y) + FW) =u + Hg + hpM(y)y. (148)

Restando (148) de (145) obtenemos la dinamica delerror de observaciondela salida 7

M(y)y +Cly, ii — Cy, 9)9 + FG) - FW) =—-HpG—hoM(y)y. (149)

Puesto quepara el sistema (145) C(q, x)y = C(q, y)x (Craig, 1989), entonces

Cyny-Cy,aYy = Cy.ny-Cy.na+Cly.nD-CU.NYD

= Ciy,iu+CU.u)y

quesustituyendo en (149) produce

M(y)y + Cly, yy + Fly) — FG) = —Hea — hpM(y)y — Cly, OY. (150)
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Sea el estado 2? = [g", 7,97, i], donde Gg = q — qa es el errorentre la posicién

deseada y la actual, entonces (145) y (150) constituyen el sistema extendido:

q q
a) qa }_ M~(q)[r — C(a,.9)4 - 9(@) — F@))
dt ¥ / OY ;

u M7(y)[-Cly, 99 — Cy, Ny — Hey — hoM(y)y + Fy) - FO)
(151)

cuya propiedad de estabilidad para leyes de control obtenidas en el capitulo anterior sera

analizada a continuacién.

En adelante se considerard que las soluciones de los sistemas dados por (151) son

continuas de manera unicaa la derecha de acuerdo al apéndice A.

V.2.1 Control de posicién

Sea la ley de control (100) para (145)

a as 152  tT = -0V\(q) -

tal que conduce alorigen del sistema a ser asintoticamente estable (ver capitulo anterior).

Sea

: 1, ;
Vad) = afKod,

- lip...
VsG) = 54Kyl,

donde AK, =diag{ky} € R™™ y K, =diag{k,,} € R™<™ son matrices diagonales

definidas positivas.
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Si 2, es la posicion estimada, 2; = #.+-9 = q—y sera una estimacién dela velocidad

q. Considéreseentoncesla ley de control que usala estimacidén dela velocidad, fi,

r= -0V;(G) -— KG — Kyi. (153)

Aqui, el sistema extendido (151) queda

gG q

2) a)_{ M*W)I-U@ - Ka - Key + Key -— Ca 9)a - 9(@) - F@)
at 9 j ——

y M~*(y)[-Cly, yy — Cy, 9)y — Hef — hp>M(y)y + Fy) - F@)]
(154)

Definasela siguiente funcién no negativa asociada a este sistema:

= 1
V(z) = Vi+ Ug) — cu + 527A) (155)

donde cy = ming{U(q)} y A(y) =block diag[K,, M(y), Hp, M(y)].

La derivada temporal de V(x) a lo largo delas trayectorias del sistema fuera de todas

las superficies de discontinuidad es

Via) = aC + ga)e — G[C(q,4)4 + F(A) —[Ky - Koy
+Haly, Hy —Cly, ay —hoM(y)y + F(y) — F(y)]

y puesto que w?[LM(q) -C(¢,,Qlw=0 Va,g,w Ee R™,

-9 (Fv) - F@)] (156)
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Sabiendo que C(q,w)z = C(q,z)w y ||C(a, QI < Aqllal| Va,4, w, 2 € R™, donde

k, es una constante definida como

1 ; m

kg = gimaXgen™ s C.(@) Il,

k=1

y los elementos de la matriz C;, como

 

Cy = (ei Mix OM
i,j,k = 1, rey,

Ode 04; 04: )

(Nicosia y Tomei, 1990) tenemos que (156) puedeser escrita

V(z) < -@'F.sen(q) — i[Fesen(4) — Fesen(9)] — (Ky + F)mllall?

+Koylll [Gl] — FoallUll? — hoMmllglI? + Kallall [Iall? + Rallwll?,057)  

donde,dada una matriz de n x n simétrica definidapositiva acotada A(x), Ay y Am denota

el maximoy el minimode los valores propios de A(x), para cualquier x, respectivamente.

Resulta facil demostrar que

oT * i
y Felsgn(y) — sen(q)] < 0.

Ademas,

‘ 2 1 3
. ort dor . Ky Fale, ~giy lialKy+Fy)mlldl?—Ky Fun llgll? = tb) (| vm 3 “\( uty(K+ Fell? Koy ll ll+Foll1? (ff ST Be) gl

Porlo tanto, para garantizar que (156) sea semidefinida negativa basta satisfacer

K,+F Ku (158)(Ky + Fu)m > IF,

y

hp 7 Se

Ka
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Esta ultima desigualdadse satisface si

 \|2|| < =5-Mm. (160)Jak,
Puesto que

1 2gAmllzil" < V(2), (161)

de (156), (160) y (161) concluimosquesi

V(2(0)) < 2A (2m ) (162)

entonces

V(z) <V(x(0)) ve>0 (163)

V(x) <0 (164)

Finalmente, de acuerdo a (156), al Teorema1 y sus Proposiciones, se requiere encon-

trar cl subconjunto invariante mas grande contenido en

{(6.4,5,9) :V =0} = ((,4,9,9) 4 =0&y =0} (165)

para concluir sobre la convergencia de la trayectorias de (154).

Nucvamente, de acuerdo a la definicién de solucién usando el método de control

equivalente, ]a ecuacion diferencial en tal conjunto invariante es

d
= 166
dt (166)

V
r
V
r
Q
e
Q
r
i

o
o
c
o
e
o

Si ocurre el modo deslizante (166) en G = 0 & 7 = 0, existe dos controles continuos

uf? y ugfen (166), tal que — fur < uf! S fei ¥ foi S uf S fa i = 1,...,m. De (154)
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tenemos queel subconjunto invariante mas grande contenido en (165)es

= (4, 49,9) :¢=0k¥=0& |Ovi(G) + kph + 9(Q)1 < Sei (167)
& |Hpy| < 2fa,i=1,...,m

donde (91(q), ...; 9m(q))” = g(q), hacia donde, segun el Teorema1, todaslas trayectorias

z(t) del sistema (154) convergen cuando t — oo.

Porlo tanto, puesto que el error de observacién de la salida 7 = y — § no interesa

que sea cero, el punto (g,q) = 0 del sistema (145) con el observador (147) y (153) es

asintéticamente establesi (158), (162) yQ = {(0,0,9,0) : ¥ € R™} sesatisfacen.

Ejemplo 1. Considérese el robot de 2 g.d.l. con friccién viscosa y de Coulomb que

se muestra enla figura 11, cuyos valores numéricos son incluidosen el apéndiceB.

a) Unaley de control discontinua con compensacién de gravedad para este sistema

que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por (147) y

T = 9(q) — Kesgn(q) -— ae — Kg — Kyi, (168)

donde K, > F,. y V3(q) es una funcion suavedefinida positiva o cero, tal que foe >0

vg € R™.

Sean las condicionesiniciales

q(0) = (0,0),

q(0) = (0,0),

#0) = (0),
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y las posiciones deseadas

dai =—1, gag = —0.5.

La figura 24 muestra los errores de posicién ; y G2, y sus respectivas velocidades(lineas

slidas) del robot de 2 g.d.l. con (147) y (168), para F, > 0, K, > F. > 0, V3(q) = 0,

K, > Oy K, > 0. Con fines de comparacién, se muestran también los resultados obtenidos

cuando K, = 0 (lineas discontinuas).
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Figura 24. Estados del robot de 2 g.d.l. con una ley de control discontinua
dinamica con compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccién viscosa
y de Coulomb son conocidos con exactitud.

b) Unaley de control discontinua sin compensacién de gravedadparaeste sistema y

(147) que cumplesatisfactoriamente el objetivo de controles:

 

OV3(q - A
tT = —K,sgn(q) -— af — Kpg - Kua, (169)
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donde kes > |gi(q)| + fei, i = 1,...,m Vq € R™ y V3(q) es una funcidn suave definida

positiva o cero, tal que go > 0VG e R™.

Las condicionesiniciales y las posiciones deseadas son las mismasqueen el inciso

anterior. La figura 25 muestra los errores de posicion qj y G2, y sus respectivas velocidades

(lineas s6lidas) del robot de 2 g.d.1. con (147) y (169), para F, > 0, ke: > |9i(q)|+ fer > 0,

V3(q) = 0, Kp > Oy Ky > 0. Con fines de comparacién, se muestran también los

resultados obtenidos cuando K, = 0 (lineas discontinuas).
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Figura 25. Estados del robot de 2 g.d.l. con una ley de control discontinua
dinamica sin compensacién de gravedad. Loscoeficientes de la friccién viscosa
y de Coulomb son conocidoscon exactitud.
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V.2.2 Robustez frente a incertidumbresenla friccion

Si F, y F. no son conocidos con exactitud, el sistema extendido (154)es

G q.
d{q)]_| M>Q)-0Yu@- Kp - Ky + Ky - C(a,9)4 - 9(¢) — FO)
dt| y | y

y M-"(y)[-Cly, oo - C(y, )9 — Hed — hoM(y)9 — F(y) + Fa)
(170)

donde Fa(i)) = Fra+ Feasgn(9), Fin =diag{foi} € R™, Fen =diag{foai} € R™™™

son diagonales, tales que Fy, > Fy y Foo > Fe.

Utilizando nuevamente la funcién candidata de Lyapunov (155) obtenemos que su

derivada temporal a lo largo de la trayectorias de (170) fuera de todas las superficies de

discontinuidad es

: : 2 or : 7
Viz) < -d"[Fd + Fesen(@)] — g7 [Kid — Key] - 9 [Fog + Fesen(q)

& ‘ 27 a % 2119 s
—Fraij — Feasen(y)] — hog M(q)y + kallall |Iu||? + Rellvll?. =71)

Resulta facil determinar que si

feo> parai =1,...,m, (172)

se satisface, entonces

—4Fesgn(q) — 9" [Fesgn(q) — Feasgn(9)] < 0

y (171) se puede reescribir como

V(z) < —(% a Ky)mall? TP (Sa + K,)ar\la| lal ~ Fran ltgll?

—hpMmllull? + kqllall |Igll? + kellall? (173)
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wey < ~(Il)"(_fre HRBe) ( Uh)
—hpMmllU|l? + kal ldll Ilall? + Kellvil®. (174)

donde Fy, = Fy — F,.

Porlo tanto, el lado derecho de (173) sera semidefinido negativo, si la matriz que

aparece en (174) es definidapositiva, es decir, si

(Fus + Kv},
75iF (175)(Fy + Ky)m >

y, si nuevamente (162) se satisface.

Asi, un anilisis enla interseccién q = 0 & y = 0 idénticoa los anteriores nos permite

concluir queel subconjunto invariante mas grande contenido en

(44,59) :V =0} = (645,59) -¢=0&y =0} (176)

es

Q= GG5,9):¢=0& 7 =0& [Oui(G) + kpdi + ai(Q)| < fei (177)
& Hpg| s Gla + feai)s i= 1, very TM >

 

donde (9:(q),-.-; 9m(q))” = g(q), hacia donde, segun el Teorema1, todaslas trayectorias

z(t) del sistema (170) convergen cuando t — oo.

Porlo tanto, puesto queel error de observaciondela salida 7 = y — ¥ no interesa que

sea cero, el punto (g, g) = 0 del sistema (145) conel observador

(2) = (wswnomaittts-unnin)di

\

2 M-'(y)[-Cly, @:)21 +7 + Heg — g(y) — Fa(41)]

y= k
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y (153) es asintéticamenteestable si (172), (175), (162) y 2 = {(0,0,9,0): gy € R™} se

satisfacen..

Ejemplo 2. Considérese nuevamenteel sistema del ejemplo anterior.

Un observadorde velocidad masrealpara este sistema es dado por (178).

a) Unaley de control discontinua con compensacion de gravedad parael robot de 2

g.d.l. y (178) que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada nuevamente por

(168).

Las condicionesiniciales y las posiciones deseadasson las mismas que en el ejemplo

1 inciso a). La figura 26 muestra los errores de posicién , y ge, y sus respectivas veloci-

dades(lineas sdlidas) del robot de 2 g.d.l. con (178) y (168), para F, > 0, K. > F, > 0,

V3(q) = 0, Kp > Oy K, > 0. Se muestran también los resultados obtenidos cuando

kK, = 0 (lineas discontinuas).

b) Unaley de control discontinua sin compensacion de gravedad para este sistema y

(178) que cumple satisfactoriamente el objetivo de control es dada por (169).

Las condiciones iniciales y las posiciones deseadas son las mismas queen el inciso

anterior, La figura 27 muestra los errores de posicién q; y G2, y sus respectivas velocidades

(lineas sdlidas) del robot de 2 g.d.1. con (178) y (169), para F, > 0, ka > |9i(q)|+ fei > 0,

V3(q) = 0, Ky > Oy K, > 0. Se muestran también los resultados obtenidos cuando

A, = 0 (lineas discontinuas).
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Figura 26. Estados del robot de 2 g.d.l. con una ley de control discontinua
dinamica con compensacion de gravedad. Los coeficientes de la friccién viscosa
y de Coulomb no son conocidoscon exactitud.

V3 Conclusiones

En este capitulo se derivaron observadoresasintéticos para estimar el estado velocidad de

sistemas mecanicos bidimensionales y n-dimensionales discontinuos, tratados a lo largo

de esta tesis, y se muestra que estos observadores pueden ser usados con controladores

obtenidosen el capitulo anterior.

Para estos sistemas se encontraron condiciones suficientes para concluir quesusori-

genes sean establesasintdticamente cuando las velocidades estimadasporlos observadores

se usan en lugar de las verdaderas enlas leyes de control consideradas. Para los sistemas

n-dimensionales una aproximacion dela region de atraccién fue también obtenida.
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Figura 27. Estados del robot de 2 g.d.l. con una ley de control discontinua
dindmica sin compensacién de gravedad. Los coeficientes de la friccion viscosa
y de Coulombnoson conocidoscon exactitud.

Es importante mencionar que los observadores pueden utilizar valores aproximados

de los coeficientes delas fricciones consideradas aqui, lo cual permite la validez de los con-

troles dinamicos propuestos en este capitulo, puesto que la obtencidn de valores aproxima-

dos de las friccionesresulta posible analitica y/o experimentalmenteen unsistema fisico

(Gonzalez Elias, 2000).



Capitulo VI

Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha hecho un estudio sobre sistemas mecdanicos confric-

cién viscosa y de Coulomb. Se analizaron las definiciones de sus soluciones asi como la

estabilidad de las mismas.

Se ha propuesto un procedimiento de disefio de controladoresestaticos y dinamicos,

que ofrecen alternativas de solucién a los problemasrelacionados con los efectos nocivos

que provocala friccién en sistemas de control. Los algoritmos de control desarrollados no

hacen usode técnicas de compensacionde fricciones.

Conla informaciénrecabaday los conocimientosadquiridosa lo largo de este trabajo

de investigacion, considero que se puede concluirlo siguiente:

e Ladescripcién cualitativa de la fricci6n de Coulomb por medio de la funcién no

lineal signo (una aproximacion al verdadero fendmenofisico por una cota superior)

puede resultar ventajosa, si lo que se busca es no compensarla (“cancelarla”) de

formadirecta a través de un controlador (comolo fue en nuestro caso).

e Eneste caso el estudio de ecuaciones diferenciales con términos discontinuosy el

andlisis de sus soluciones en busca de controladores que cumplan los objetivos de

control sin error produce resultados muysatisfactorios.

© Puesto que leyes de control discontinuas no pueden ser implementadas con exactitud

en sistemas fisicos, los objetivos de control sin error no pueden ser alcanzados. Sin
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embargo, una pequefia extensidn del andlisis presentado aqui ayudara a determinar

de manera confiablelos posibles errores en los objetivos de control, lo cual no

puede ser obtenido con algoritmos de control que usan técnicas de compensacion de

friccién (Gonzalez Elias, 2000).

e Enelcaso de los observadores propuestos sus naturalezas discontinuas pueden pasar

desapercibidas puesto que sus implementacionesfisicas suelen ser electronicas, por

lo que sus términos discontinuos son implementados con buena exactitud.

VI.1 Trabajo a futuro

En esta tesis se ha pretendido mostrar un panoramade las ecuaciones diferenciales con

términos discontinuos y su aplicacién a sistemas mecanicos con friccién viscosa y de

Coulomb. Asi, algunosdelos trabajos a futuros puedenser:

e Implementacién fisica de los controladores propuestos y comparacién con

controladores que usan técnicas de compensaciondefriccién.

e Control de movimiento.
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APENDICEA. Unicidad de soluciones a la derecha de ecuaciones diferenciales

discontinuas

Eneste apéndicese presentan un métodopara demostrar unicidadde solucionesa la derecha

de los sistemas discontinuos consideradosa lo large de esta tesis. Puesto que en este tra-

bajo los sistemas bidimensionaleses un casoparticular de los sistemas n-dimensionales,se

demuestra unicidad a la derecha del robot manipulador de m g.d.l. confriccién viscosa y

de Coulomb.

Para este fin, es conveniente primeramente recordar el siguiente Teorema para sistemas

continuos, el cual pueden consultarse en (Khalil, 1996).

Teorema 4 (Existencia y unicidad global de soluciones de sistemas continuos) Supongase

que f(x) satisface

F(z) — F@)I| < Lila -— yl (A.1)

|f(zo)ll <b (A.2)

Vaz,y € R". Entonces, la ecuacidn de estado

é = f(z), (A.3)

con x(t) = xo tiene solucién tinica sobre {tp, 00).

El sistema n-dimensional considerado en los ejemplos de este trabajo de investigacion es

el robot manipulador de m g.d.1. con friccién viscosa y de Coulomb dado por

i ( : ) - ( M(a)“*fr ~C(g,4— 91) FA ) AA)
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donde q € R™ es la posicion, G = q — qa, qu es la posicién constante deseada, 7 € R™ es

la entrada de control, M, C, g son matrices de dimensiones adecuadas, con términos que

son funcionesdiferenciables, M = M7 > 0, F(q) = F.g + F.sgn(@) es conocido como

el vector de friccién viscosa y de Coulomb, sgn(g) = (sgn(q1), ....88n(Gn))*, y las matri-

ces F, =diag{f,:} € R™™ y F, =diag{fi} € R™*™ son diagonales y semi-definidas

positivas. Ademas, se supone quetodaslas uniones del robot son deltipo rotacional.

A.1 Control continuo

El sistema (A.4) con unaley de control r continua queda como:

£(7)=( 5 a ), (AS)dt 4 M(q)""[r - C(a, 4 - 9(@) — F@))

De acuerdo con (Filippov, 1988) si determinamos unicidad de soluciones fuera de las su-

perficies de discontinuidad S; (g; = 0), i = 1,...,m, y en estas superficies y en sus inter-

secciones implicara unicidad de soluciones a la derecha de este sistema discontinuo.

Fuera de toda superficie de discontinuidad (A.5) puede escribirse como:

(4) =(ana-e-ceaat-so-ra—c}) 89
donde C.es el vector constante (ci, ..., Cm)" tal que c; € {—fei, fa}, 7 = 1,...,m.

Porotro lado, de acuerdo conla definicién de solucién usando el método de control equiv-

alente, si las trayectorias del sistema (A.5) en cualquier superficie de discontinuidad q; = 0

permanecenenella implica que

G =& =0Vt>0, (A.7)
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por lo que

G; = const. Vt > 0. (A.8)

Porlo tanto, aplicando el Teorema tanto al sistema (A.6) comoalsistema obtenido con-

siderando (A.7) y (A.8) podemosconcluir quesi ambostienen soluciones tnicas implicara,

segtin (Filippov, 1988), que las soluciones de (A.5) son tnicas a la derecha.

A.2 Control discontinuo

La mismafilosofia que para el control continuo puedeser utilizada para determinar unici-

dad de solucionesa la derecha del sistema (A.4) con una ley de control 7 discontinua.

A.2.1 Controlestatico

El sistema (A.4) con la ley de control

r= -onig — 20, (A9)

queda como:

d(q)_ *
ai) ( M(q)* [-avi(@) ~ 242 - Cg, 44 - 9@) - FO] 2 ell

donde OV, (g) es el vector (Ou11(G:), ---; Vim(Gm))? cuyos términos son funciones que

puedenser discontinuas respectivamente en las superficies Sin4i (Ym4i(G%) = 0), ¢ =

1, ...,m, O denota el gradiente generalizado y V2(q) es una funcion suave definida positiva

0 cero,tal que go > 0Vq € R™. Lassuperficies de discontinuidad 5; (y,(x) = 0),

i = 1,...,m, corresponde los términos discontinuosdela friccién de Coulomb, es decir

g(e) =q@=0,i=1,...,m.
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Fuera de toda superficie de discontinuidad (A.10) puede representarse como:

d (gq q
—(2.J= AG 8 : E 5 All
dt ( q ) ( M(q)* [-2a — C(a,9)4 — 9(9) — Fug — K(@| ) ell

donde K(G).es el vector (k1(G1), .-.; Km(Gm))” cuyos términos son funciones continuas.

Por otro lado, de acuerdo conla definicién de solucion usando el método de control equiva-

lente, si las trayectorias del sistema (A.10) en cualquier superficie de discontinuidad q; = 0

permanecenenella implica que

G = 4% =0VE> 0. (A.12)

Si las trayectorias de este sistema en cualquier superficie de discontinuidad y,,.;(G;) = 9

permancecenenella implica nuevamente (A.12).

Por lo tanto, aplicando el Teorema 4 tanto al sistema (A.11) comoal sistema obtenido

considerando (A.12) podemos concluir que si ambostienen soluciones micas implicara,

segtin (Filippov, 1988), que las soluciones de (A.10) son unicas a la derecha.

A.2.2 Control dinamico

Considérese el sistema que representa a (A.4) con un control dinamico

q q
2) a ]_} M*@l-M@ — Kg - Keg + Key - Clq, 4G - 9a) - FO)
dt ¥ ; . Y ; ;

y M*(q)[-C(a, 4)y — C(a.9)¥ — Hei — hpM(q)y — FQ) + FA)
(A.13)

donde 7j = q—y, hp es una constante escalar positiva, Hp es una matriz simétrica definida

positiva, Fo(9) = Fra + Feasgn(), Foo =diag{fai} € R™, Fea =diag{foi} € R™™

son diagonales, tales que Fy, > Fy y Fog > Fy.
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Fuera de toda superficie de discontinuidad (A.13) puede representarse como:

i 4
a) q\_ M~(q)[-Kpd - Kug + Key —Ca.4 - 99) — Fed - K(Q)

at} YJ wo .
y M~*(q)[-C(q, ay ~ Ca, vy ~ Apy ~~ hpM(q)jy a Fug + nil ne Ca]

A.l

donde K(G).es el vector (ki(G1), ..-; km(Gm))? cuyos términos son funciones continuas, C’

es el vector constante (c1,...,Cm)? tal que c; € {—fei, fait, 1 = 1,...,5m y Cy es el vector

constante (Ca1, -.-;Cam)* tal que ca: € {—feais feat}, i= 1,...,m.

De acuerdo con la definicién de solucién usando el método de control equivalente, si

las trayectorias del sistema (A.13) en cualquier superficie de discontinuidad ¢; = 0 per-

manecen enella implica que

G,=G@ =0Vt>0. (A.15)

Deigual manerasilas trayectorias de este sistema en cualquier superficie de discontinuidad

m-+i(%) = 0 permanccenenella implica nuevamente (A.15).

Finalmente,si las trayectorias de (A.13) en cualquier superficie de discontinuidad i, =

Gi - %s = 0 permanecenenella implica

G& — 4, =0VE > 0, (A.16)

Por lo tanto, aplicando el Teorema 4 tanto al sistema (A.14) comoal sistema obtenido

considerando (A.15) y (A.16) podemos concluir que si ambos tienen soluciones unicas

implicara, seguin (Filippov, 1988), que las soluciones de (A.13) son unicas a la derecha.
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APENDICEB. Robotde 2 grados delibertad

En este apéndice se incluyen varios datos numéricos del modelo dinamico del robot de 2

g.d.l. que es usado en diversos ejemplos de la presente tesis.

El robot considerado es mostrado en la figura 28. Este consiste de 2 eslabones unidos a

través de articulacionesrotacionales.

1

Ia
Figura 28. Robot de 2 g.d.l.

B.1 Modelo dinamico

EI modelo dinamico del sistema mostradoen la figura 28 es expresado por

M(q)¢+C(4,d¢+ 9(a) + PF) =7,

donde (Berghuis y Nijmeijer, 1993)

M(q) = 8.77 + 1.02 cos(q2) 0.76 + 0.51 cos(q2)
~ 0.76 + 0.51 cos(go) 0.62 ,

Cla.) = —0.51sen(q2)q2_—0.51sen(g2)(gi + Go)
a 0.51sen(qo)qy 0 ,
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ool 7.6sen(qi) + 0.63sen(q + a2) \
gq) = 9.8 0.63sen(q, + g2) ,

Ademias, puesto que

F(q) = Fog + Fesgn(q),

donde sgn(q) = (sgn(qx),sgn(q2))", proponemos

F, = diag{10}

F, = diag {3}.

Aqui, el valor propio minimo de M(q), para cualquier q, es

Min < 0.4,

y
1 m™m

Kg = gmaxqerm > x(a] 2 1.3,

k=l

donde

   

- (2s Mix _ oh) i,j,k = 1,..,m.Chyig =
ve On. OQ; qi

Finalmente, al considerar los observadores (147) y (178), proponemos

30 0
Hp = ( 0 40 )

hp = 130

K, = diag{100}.

y obtenemoselvalor propio minimo de A(q) =block diag{K,, M(q), Hp, 41(q)}:

Am < 0.4.


