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EFECTOS DE TAMANO FINITO EN

REDES NEURONALES

Resumen aprobado por: he
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Dra. Laura Viana Castillén

Directora de tesis

Se desarrolla un estudio analitico sistemdtico de los efectos de tamafio finito en modelos

de redes separables, con dindmica secuencial lejos de la saturacién. Se encuentran dos tipos

de efectos: fluctuaciones térmicas y correcciones congeladas a las leyes de campo promedio.

Se parte de que la dindmica microscépica de la red obedece una ecuacién maestra conforme

a la dinémica de Glauber y se demuestra que la dindmica macroscépica, con los traslapes o

parémetros de orden como variables fisicas, puedeser descrita en forma aproximada como un

fenédmeno de difusién. Se propone una descomposicién de los traslapes como la suma de dos

términos: uno determinista, que son las trayectorias de campo promedio, y otro fluctuante al

azar, que es modelado mediante procesos de Ornstein y Uhlenbeck dependientes del tiempo.

Estos Wltimos son procesos gaussianos, de modo queescribimos explicitamente la distribucién

de probabilidad conjunta de las fluctuaciones. Las ecuaciones diferenciales para describir sus

momentos estadisticos forman sistemas no auténomos cuyas soluciones formales obtenemos.

Entonces aplicamos la teoria a sistemas que se conducen como memorias asociativas, presentan

relajacién al equilibrio, cumplen con el balance detallado y con un teorema de fluctuacién y

disipacién. También estudiamos dos sistemas fuera de equilibrio: uno donde existe un punto

fijo de la red pero no hay balance detallado y otro dondelas fluctuaciones aleatorias modifican

cualitativamente su conducta dando lugar a un fenédmenoenel cual el traslape se escapa de una

cuenca a otra. Las predicciones teéricas son comparadas con simulaciones en computadora.

Palabras clave: “Redes Neuronales”, “Tamajio Finito”, “Dindmica”.



Abstract

An analytical and systematic study of finite size effects on separable neural networks with

sequential dynamics is developed far away from saturation regime. Two kinds of effects are

found: thermal fluctuations and frozen corrections to mean-field laws. It is considered that

separable neural networksfollows microscopic Glauber dynamics goberned by a master equation

and a macroscopic description is obtained by taking overlaps (or order parameters) as physical

variables. A Fokker-Planck equation is found, so that diffusion phenomenaare useful to describe

this macroscopic dynamics. A decomposition in two terms is proposed for the overlaps: one

deterministic, given as the solutions to mean-field equations and other as random variables. It is

found that these fluctuations can be modeled by time-dependent Ornstein-Uhlenbeck processes.

Since these have gaussian behavior, one can write the joint probability distribution function for

fluctuations. Differential equations as non-autonomous systemsare found to describe the time

evolution of the statistical moments of these fluctuations and their formal solutions are found.

Thenour theory is applied to analize the dependenceoffinite size effects on detailed balance,

scaling properties of fluctuations close to phase boundaries and escape processes in critical

models which are driven by finite size effects. Finally, theoretical predictions are confirmed by

numerical simulations in computers.
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I. Introduccién

El objetivo deeste trabajo es el estudio de los efectos de tamafio finito en las redes neuronales

recurrentes. Estos son sistemas ideados comoabstraccionesdelas estructuras neurobiolégicas

(cerebros) encontradas en la naturaleza y tienen la caracterfstica de ser sistemas desordena-

dos capaces de guardar informacién. La forma en que desarrollan su trabajo es esencialmente

distinta de la utilizada por las computadoras convencionales. Los procesadores microscépi-

cos del cerebro (neuronas) operan en paralelo y presentan cualitativamente mds ruido que

los elementos que forman a las computadoras. No ejecutan un programafijo con base en un

conjunto previamente especificadode datos, sino que comunican sefiales a través de retrans-

misores que llamamossinapsis, que llegan a centros de conjuncién llamadoslos cuerpos de

las neuronas y desde los cuales surgensefiales eléctricas a través de canales conocidoscon el

nombre de axones.

La importancia de cadasinapsis en el proceso de retransmisi6n se actualiza continua-

mente y lo mismoocurrecon algunas propiedadesintrinsecas de las neuronas, proporcionando

un sistema de autoprogramacién y adaptaci6n que sustituye a la programaci6n externa delos

sistemas de cé6mputo comunes. Existe asi una dindmica de las sinapsis y de las neuronas en

el cual los programas y los datos cambian todoel tiempo.

Los cerebros no tienen una arquitectura o mapa de conexiones especffico, por ejemplo,

presentan estructuras relativamente ordenadas en centros receptores de informaci6n, pero es-

tructuras amorfas, practicamentealeatorias, en las regiones procesadoras dealto nivel como el

neocértex. Operandoen paralelo los cerebros dedican grandes cantidades de neuronas a una



actividad determinada,lo cual daporresultado actividades posibles muy diferentes y comple-

jas. Pueden adaptarse a circunstancias cambiantes, reconocer objetos deformados, borrosos,

o parcialmente visibles. En sintesis, las redes neuronales son esencialmente diferentes de los

sistemas de cémputo de la vida cotidiana.

Los distintos modelos de redes neuronales han planteado importantes e interesantes

retos a los ffsicos teéricos y a los matemAticos, pues exhiben conductas muyricas y nadatri-

viales. Se trata de sistemas sumamente complejos deanalizar porel gran nimero de elementos

interactuantes, por el caracter no lineal de los elementos individuales que operan enellas,

porquelas interaccionesentre ellos no son idénticas ni simétricas y porque la magnitudde las

interacciones, asf como los umbralesinternos de cada neurona, pueden cambiarenel tiempo.

Desdeel punto de vista bioldgico el funcionamiento detallado de las neuronas es ex-

tremadamente complicado, de hecho, gran cantidad de aspectos fisiol6gicos y quimicos de

éstas es atin materia de investigacién cientifica, de modo que parainiciar la bisqueda de un

tratamiento formal de grupos de ellas se requiere introducir un conjunto de hipétesis sim-

plificadoras que nosllevan a diferenciar entre una neurona biolégica y una neurona formal.

Nuestro propésito ahora es aclarar esta diferencia.

En los intentos por sistematizar la comprensi6n del cerebro pueden distinguirse dos

caminos:7) el primeroes el seguidoporlos neurofisidlogos, quienes generalmente confrontan

una abundanciade datos tan vasta que dificulta el examen sistematico dentro de un marco de

trabajo experimental. Los datos estan perturbados por una cantidad muy grandede influencias

que no pueden ser ffcilmente eliminadas por el experimentador. 7) El segundo es el que

han abierto los constructores de modelos sobre la base de un conjunto también grande de



suposiciones acerca del sistema que se busca explicar, con la esperanza de que el enfoque

ayudeal surgimiento de nuevashipdtesis, susceptibles de ser verificadas con la diversidad de

datos disponibles.

Dentro del segundode los caminos antes mencionadoshay dos opcionespara los creado-

res de modelos: 7) una consiste en tratar de modelaral sistema real tanto comosea posible.

Sin embargo,suele sucederquese introducen tantos parametrosque en realidad nose alcanza

ningtin entendimiento profundo; de dondese llega al resultado paradéjico de que, buscando

tanta fidelidad al sistemareal, resulta una copia tan mala que la comprensién del fenédmenose

desvanece. 77) El otro enfoque consiste en descartar, a priori, todos aquellos parametros que

a primera vista parecen noser esenciales, a fin de simplificar el andlisis matemdtico. Estos

no constituyen representaciones realistas del cerebro, sino que su inspiracion neuronal puede

contribuir a comprenderalgunas de las propiedades que los caracterizan en elprocesamiento

de informacion.

La combinacién de estas dos tltimas opciones va acompafiada y motivada porla ex-

periencia, la intuicién y el deseo de cuantificar el problema. La calidad del enfoque puede

respaldarse en los resultados obtenidos en afios recientes, que han mostradoprogresosenel

proceso de incorporacién de mas detalles biolégicos a los modelos analiticamente solubles.

Sobrela base de las consideraciones anteriores, podemos enumerarlas simplicifaciones

mds importantes que nosllevan de la neurona biolégica a la neurona formal:

e No ponemosatencién a los detalles de las avalanchas de sefiales electroquimicas que el
cuerpo de la neurona envia a través de su axén. Solamente atendemosla existencia 0 la

ausencia de unasefial y le asignamos un 1 0 un 0 a cada caso, 0 equivalentemente 1 y —1.

e Dejamosdeladolos aspectos quimicos del proceso de conversion conel cual una sinapsis
modifica las sefiales eléctricas que recibe para liberar sobre la membrana de la neurona
los neurotransmisores que aumentan o disminuyenel potencial eléctrico de esta Ultima.



Unicamente atendemosal cardcter excitador o inhibidor de la sindpsis y le asignamos un

numeroreal J; que es positivo si la sefial recibida excita y negativo si inhibe al potencial

de la neuronareceptora.

e No consideramosla distribucién espacial de las dendritas y las tomamos comosi fueran

cables pasivos de transmisi6n.

e Eléxito o el fracaso de cada sindpsis para retransmitir una sefial lo consideramos azaroso,

con unacierta probabilidad, tal que asociamosvariables aleatorias independientes a cada
dendrita.

e Cada neurona tiene un umbralde respuesta al potencial eléctrico de su cuerpo principal,

queal ser rebasado transmite unasefial a través del ax6n. Nosotros lo consideramos como
una variable aleatoria que se conduce conformea unadistribucién gaussiana en torno a un

promedio dado.

e No consideramosdiferencias de tiempo entre el envio y la recepcién de unasefial, y por

Ultimo, no diferenciamos grados distintos de respuesta de las neuronas, solamente nos im-

porta saber si lanza o no unasefial.

Con base en las simplificaciones mencionadas, podemosestablecer que una red neu-

ronal, en su forma mas general, es un sistema de neuronas 0 nodos, cada unode los cuales

est4 asociado con un valor numéricoreal, que es el estado de la neurona. Frecuentemente

los valores son restringidos a +1, tal que cada nodo es como un espfn de Ising. Hay cone-

xiones entre las neuronas, de modo queel estado de una de ellas puedeinfluir en el estado

de otras. Cada neuronaregistra entradas y les aplica una funcién, que generalmente es de la

formasiguiente:

k

Ff; > Fiz 8:8; ,
j=1

donde j = 1,...,k numeralas sefiales recibidas por la neurona 7, s; son los estados de las

neuronasque enviaronsusefial y J;; son los pesos dela interaccién de la i-ésima neurona con

las demas.

Dependiendodel tipo de red, los pesos son variables que serén modificadas durante su

evoluci6n, 0 por el contrario, ser4n magnitudes fijas como en el modelo de Hopfield. (Hop-



field, 1982)

Las neuronastienen, y las redes también, entradasy salidas, tales que las salidas son

calculadas en funcién de las entradas. Asf surge el concepto de regla de aprendizaje, que

consiste en la sistematizacién de la asociacién entre una pregunta y una respuesta. Por lo ge-

=>

neral, la pregunta FP es un vector de mayor dimension que la respuesta A. Un ejemplotipico

es el reconocimiento de voces0 sonidos, en los cuéles el vector de entrada r es un espectro

. . + Te

de frecuencias, que tiene que ser transformado en una lista de palabras R. Formalmente se

escribe

=> —

R=V(r),

= + .

donde esla regla de aprendizaje.

Delo anterior surgen varios propdsitos distintos:

(1) Conocida unaregla, se busca construir una red que la reproduzca.

(2) Disponiendo de pares de preguntas y respuestas,se trata de disefiar una red que hagalas

asociacionescorrectas. A esto se le llama aprendizaje supervisado.

(3) Otro propésito esencialmente diferente es el almacenamiento de memorias,que son las
respuestas, para plantear preguntas, que son los estadosiniciales, y dejar que la red evolu-

cione hacia un estadofinal buscandola respuesta almacenada més adecuadaa la pregunta.

Las redes neuronales recurrentes que pensamosestudiar se ubican dentro de este

ultimo concepto y el modelo matemAtico correspondiente es descrito en el segundocapitulo.

Los elementos fundamentales para la formalizacién de las redes neuronales se basa en

la propuesta (McCullochs y Pitts, 1943) que consiste en que una neurona dispara una sefial

eléctrica si la sumadesus entradas excitadoras excede un umbral, siempre y cuando noreciba

entradas inhibidoras. Hacia 1957 von Neumannhace ver quelas ideas dela fisica estadis-

tica podrian ser de utilidad en los sistemas de tipo cerebral, toda vez que se trata de acumu-



laciones de grandes cantidades de microsistemas aparentemente en desorden. Aunqueesta

clase de propuestas generanel interés de los disefiadores de computadoras digitales, diversos

resultados teéricos tienden a desalentarlos estudios formales acerca deestos sistemas almace-

nadores de informaci6n (Minsky y Papert, 1969). Posteriormente (Little, 1974) se trata a los

sistemas de neuronas comoespines de Ising con una temperatura asociada a su estocasticidad

y afios después las redes neuronales son estudiadas comosistemasde dos estados andlogos a

los vidrios de espin (Hopfield, 1982; Hopfield, 1984).

Eltrabajo de Hopfield constituye un avance fundamentalhacia unateorfa formalde las

redes neuronales porque asocia un hamiltonianoal sistema y establece los caminos para pen-

sar en términos de las herramientas cotidianas dela fisica. Hay dos respaldos histéricos que

contribuyen al avanceen la investigacién de estos sistemas: unode ellos consiste entratar a

los espines (Glauber, 1963) comosistemas cuyasinteracciones ocurren a través de una proba-

bilidad de transici6n, w;, que es funcidnde los espines cercanos. Introduce una distribucién de

probabilidad para el sistema de espines y plantea una ecuaci6n maestra conforme la cual los

estados de espin son procesos de Markov. El otro avance importante es un modelo de vidrio

de espin totalmente conectado (Sherrington y Kirkpatrick, 1972) que parte de considerar el

casoideal de interacciones de alcance infinito. Este sistemaestratable analfticamente.

A partir de 1985 se utiliza la fisica estadistica (Amit et. al 1985a; Amit. et al 1985b;

Amit et al 1987a; Amit et al 1987b) para estudiar redes neuronales totalmente conec-

tadas y que sostienen interacciones simétricas. Se encuentran un conjunto de propiedades de

estos sistemas en equilibrio y se utiliza una funcién de Lyapunoy,la energfalibre del sistema,

para estudiar sus minimos globales y localizar los estados de equilibrio. La red es caracte-



rizada mediante variables macroscopicas intensivas andlogas a la magnetizacién (par4metros

de orden), que permiten medir la semejanzadel estado dela red conlos patrones almacenados

en ella. Encuentran que el equilibrio es descrito por un conjunto de ecuaciones algebraicas

no lineales queen la actualidad se conocen con el nombre de ecuaciones de campo promedio.

Entre 1987 y 1988 ocurren cambios importantesen el interés de quienes estudian esta

clase de redes neuronales. Una vez quelas propiedadesdelos sistemas en equilibrio empiezan

a ser entendidas, se plantea el problema de la comprensién del problema dinamico. Sones-

tudiadas las interacciones sindpticas de las neuronas (Crisanti y Sompolinsky, 1988). Se pasa

de los modelos totalmente conectadosa otros con conexionesdiluidas y se estudia el modelo

dindmico (Derrida et a) 1987; Kree y Zippelius, 1987). También se utiliza la dindmica de

Glauberpara estudiar una dinadmica macroscépica en términos de los pardmetros de orden que

miden la semejanza entre el estado de la red al tiempo t y los patrones almacenadosenella

(Coolen y Ruijgrok, 1988). Se demuestra que para redes simétricas en equilibrio se obtienen

las ecuaciones de campo promedio y se hace ver que su enfoque permite estudiar también las

redes con interacciones asimétricas.

La gamade enfoquespara el estudio de la dinamica de estos sistemas es muy amplia.

Unode ellos (Nishimori y Ozeki, 1993) recurre a las ecuaciones de Ginzburg y Landau para

estudiarel problema como un movimiento “colina abajo” de los pardmetros de orden. Otro

(Ohira y Cowan, 1993) consiste en construir un operador de Liouville a base de operadores

de creaci6n y aniquilaci6n para trabajar con una ecuacién maestray analizar la dindmica del

estado microsc6pico de la i-ésima neurona de la red. Unadelas lineas de trabajo que ha

sido explorada de maneraconsistente es la originada por Coolen y Ruijgrok, cuya descrip-



ci6n macroscépica basada en los parametros de orden ha sido generalizada al caso de redes

que almacenan una cantidad muy grande de patrones. Enesta linea de trabajo (Coolen y She-

rrington 1993; Coolen y Sherrington, 1994; Laughton y Coolen, 1995) ha sido encontrado

un sistema de ecuaciones integrodiferenciales acopladas para describir la evoluci6n tempo-

ral de los pardmetros de orden y de una nueva variable que midela influencia de los patrones

de magnitud microscépica (no condensados) sobre los que alcanzan magnitud macroscépica

(condensados). Han demostrado que su formalismo reproducelos resultados de la teorfa de

réplica para el equilibrio y que la conducta cualitativa de la dindmica predichaporellos co-

incide con la simulacién numérica. Sin embargo reconocen que la concordancia cuantitativa

no esSatisfactoria para todo tiempot.

Basados en los métodosde lafisica estadistica, todos los enfoques mencionadosarriba

han tomado comovdlido el llamado limite termodindmico, conformeal cual se consideran las

variables descriptoras en el caso en que el ntimero de neuronas N — oo. Este procedimiento

ha sido aplicado con éxito en el estudio de gases, sdlidos cristalinos, diversasclases de lfqui-

dos, y en general, a sistemas que pueden ser modelados conbase en los conceptosintroducidos

en el tratamiento de esta clase de estados de agregacién. Todos ellos presuponenla existen-

cia de densidades que son extremadamentealtas si se les compara con el nimero de neuronas

que puedenser esperados en unared neurobiolégica. Ademas, las simulaciones numéricas de

estas redes reportan, regularmente, efectos de tamafio finito que suelen persistir hasta magni-

tudes en las cuales NV ~ 10°. Lo anterior sugiere que las técnicas utilizadas podrfan pasar por

alto efectos ffsicos que estén relacionadosconel cardcter finito del sistema, comoes el caso

de las fluctuacionesaleatorias que aparecenen las variables descriptoras cuandoel nimero de



eventos considerados es relativamente pequefio. Hasta donde nosotros sabemos, no ha sido

desarrollado un estudio sistemdtico de ellos.

La motivaciény los objetivos de esta investigacién puede resumirse comosigue: Todos

los estudios analiticos desarrollados para modelos de redes neuronales recurrentes se aplican

a sistemas infinitamente grandes (N — oo) y la mayorfa de ellos son de los llamados: tipo de

campo promedio. Tantola estética como la dindmica de los mismos puedenser resueltas en

este limite, que también suele llamarse limite termodindmico. Eneste trabajo desarrollamos

una teorfa que considera redes neuronales recurrentes muy lejos de la saturacién. Esto sig-

nifica que el cociente entre el nimero de patrones almacenados,p, y el nimero de neuronas

de la red, N, definido como a = ee, es muy cercano a cero. En ella los efectos de tamafio

finito toman la forma de fluctuaciones térmicas cuyo orden es O (v-#) y ocurren en torno a

las trayectorias de campo promedio de la dindmica de los parémetros de orden. Cabeaclarar

que la dindmica en el régimen cercanoa la saturacién se desconoce atin para ellimite termo-

dinémico (NV — oo), por lo que el estudio de los efectos de tamafio finito en ese régimenesta

totalmente fuera de nuestro alcance.

Nuestra teorfa se basa en un desarrollo de Kramers-Moyal que nos permite separarsis-

tematicamente la conducta dela red enel limite termodinémicode los efectos de tamafiofinito.

El ruido estocdstico generado comoresultado del cardcter finito de la red aparece en nuestras

expresiones analiticas en potencias del parémetro de ruido 7 = Ti De éstos retenemostni-

camentela primera contribuci6nnotrivial, lo cual nos lleva a una ecuacién de Fokker-Planck

que nos permite modelar las fluctuaciones comoprocesos de Ornstein-Uhlenbeck dependien-

tes del tiempo, que siempre son gaussianos.
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En mayordetalle, el procedimiento queutilizamos es como sigue: tomamos como punto

de partida la dindmicaparalos traslapes (pardmetrosde orden) desarrollada por Coolen y Ruij-

grok para redesen el régimenlejano a la saturacién. Distinguiremos dos clases de descripcién:

una microsc6pica que considera cada uno de los estados de las neuronas de la red comosus

sujetos de descripcién; y otra macroscépica que busca comparar, a todo tiempo ¢, la seme-

janza del microestadode la red con los patrones almacenadosenella. A partir de la dinamica

de Glauber, y de la ecuacién maestra correspondiente, obtenemos una descripcién que no des-

precia el cardcter finito de la red, lo cual nos lleva a reconocer que el vector detraslapes es

una variable vectorial estocdstica, de donde resulta la necesidad de introducir una densidad de

probabilidad multivariada que satisface una ecuaci6n diferencial parcial. En una descripcién

a orden + ésta resulta ser una ecuacién de Fokker-Planck. Los efectos de tamafio finito se

revelan entonces como pequefias oscilaciones azarosas en tornoa la trayectoria determinista

que predice la din4micade traslapes enel limite termodindmico; en consecuencia, es posible

hacer una separacién sistematica de estas fluctuaciones respecto delas trayectorias de campo

promedio. Este procedimiento dar4 lugar a una segunda ecuacién de Fokker-Planck,esta vez

asociada las variables de fluctuacién,lo cual nos permitira describir los efectos de tamafio

finito de la red mediante la llamada aproximacién de ruidolineal.

Tomandoen cuenta las consideraciones anteriores, estructuramoseste trabajo de la ma-

nera siguiente:

4) En el segundo capitulo describimos el modelo de redes recurrentes y presentamos

brevemente su dindmica macroscépica para el caso limite en que las redes estan formadas por

un ntimero infinito de neuronas y con pardmetro de carga aw = 4 muy cercanoa cero, donde
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p es el nimero de patrones almacenados. Dicha dindmica macroscépica se basa en el vec-

tor de traslapes ™, que es de dimensién p y cuyas componentes miden, cada unadeellas,

la semejanza del estado microscépico s (t) de la red, con cada patrén almacenadoenella.

Exponemosel desarrollo de Kramers-Moyal en potencias de + para obtener las ecuaciones

deterministas de campo promedio. Resolvemos algunos ejemplos que consideramosrele-

vantes para estudiar posteriormente los efectos de tamafio finito y mostramos cémoinfluye

sobre la dindmicael cardcter simétrico 0 antisimétrico de la interaccién entre neuronas.

it) El objetivo central del tercer capitulo es demostrar quepara redesfinitas la dindémica

macroscépica se puede modelar, aproximadamente, como un fendmenode difusién descrito

por una ecuacién de Fokker-Planck que describe la evolucién temporal de la densidad de pro-

babilidad conjunta P (m, t) del vector de traslapes 7m. También encontramoslas ecuaciones

que describen la evolucién temporal de los momentosestadisticos de la variable aleatoria 7m

y la primera deellas se aplica al problema de redes antisimétricas operando a temperatura

cero con dos patrones almacenados. Tambiénse encuentran las condiciones bajo las cuales la

red puedealcanzar un estado de equilibrio y se obtiene la expresién formaldela distribucién

de probabilidad correspondiente: Peg (m). Con estos esfuerzos comprobamos que la com-

plejidad del problema nosobliga a continuar conel desarrollo del formalismohasta hacerlo

mas manejable y poderoso. Esto se logra mediante el estudio de las fluctuaciones aleatorias

@ (t) en torno a la trayectoria de campo promedio m?*, queseré la versi6n madurade nuestra

teoria.

zit) En el cuarto capitulo se obtiene una descripcién de los efectos de tamafio finito

. . . —— . .

mediante las variables de fluctuacién, q. Se encuentran las ecuaciones que describen su
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dindmica y se resuelven formalmente. Para lograr este propdsito hacemoslo siguiente: 1)

primero encontramos la ecuacién fundamental de la teorfa, que es otra ecuacién de Fokker-

Planck, ahora parala distribucién de probabilidad conjunta, P, (7) . 2) Enseguida obtenemos

las ecuacioneslineales ordinarias y no auténomas que describen la evolucién de los momen-

tos estadfsticos de las fluctuaciones. 3) Finalmente hallamosla soluci6n formal a estas ecua-

ciones. Con lo anterior concluimos la formulacién de la teorfa, de modo queel siguiente

objetivo central es su aplicacién. Para conocer las implicaciones de la teorfa y comparar con

el experimentola aplicamosa sistemas fuera de equilibrio y en equilibrio, asi como otros que

satisfacen y que no satisfacen balance detallado.

iv) Dentro del rubro de los sistemas en equilibrio estudiamosenel quinto capitulo a una

clase de redes que presentan estados estacionarios con balance detallado. Discutimosel teo-

remade fluctuaci6n-disipacion y analizamoslos estados de equilibrio de redes con memorias

asociativas. Para este propdsito consideramos el modelo de Hebb generalizado al caso de pa-

trones almacenadoscondiferentes pesos (Viana, 1988) y presentamos una comparaci6nentre

nuestra predicci6n tedrica y los resultados arrojados por las simulaciones en computadora.

v) En el sexto capitulo abordamosel procesoderelajacional equilibrio en la clasede sis-

temas arriba mencionados. Es decir, estudiamos cémo evolucionanlas fluctuaciones cuando

la red avanza hacia la recuperacién de una memoria almacenada. Los sistemas seleccionados

son dos: 1) redes recurrentes operando a temperatura cero, cuya sencillez permite encontrar

solucionesanaliticas, y 2) redes operando a temperaturas intermedias y partiendo de estados

iniciales microsc6picos tales que s6lo uno delos traslapes iniciales es macroscépico. Es-
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tos ser4n llamadosposteriormente estados puros. Sus ecuacionesnecesitanser resueltas por

métodos numéricos. Encontramoslas soluciones correspondientes y comparamoslas curvas

tedricas obtenidas conlas que resultan de las simulaciones.

vi) En el séptimo capitulo abordamos la clase de sistemas que no satisfacen balance

detallado, Estudiamos primero un caso en que teniendola red infinita un mismo estado

macroscépico atractor, los efectos de tamajfio finito nos pueden llevar a alguno de dos es-

tados posibles, caracterizados porque sus fluctuaciones tienen propiedades estadisticas dis-

tintas: 7) uno en donde se cumple el balance detallado y iz) otro en el cual éste no existe.

Primero demostramos queel punto fijo seleccionado es estable y enseguida calculamoslos

primeros y segundos momentosestadfsticos de las fluctuaciones en el estado estacionario.

Posteriormente comparamosnuestros resultados teéricos con las simulaciones.

vii) En el octavo capitulo presentamos unaaplicacién de nuestra teorfa cuya importancia

radica en que los efectos de tamafio finito de la red modifican cualitativamente su conducta

macroscépica comoresultado de las fluctuacionesaleatorias. Este consiste en el estudio de

un sistema para el cual las redes infinitas tienen cuencas de atraccién bien definidas para

—> : eos : :

los traslapes m, en cambio, cuandosetrata de redes finitas encontramosla existencia de un

tiempo de escape, tesc, en el cual el estado del sistema puedesalir, con probabilidad igual a

1, hacia otra cuenca contigua. Obtenemostedricamente una expresi6n analitica para tes. y lo

comparamosconlos resultados que ofrecen las simulaciones.
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Il. El modelo de redes recurrentes. Su

dinamica para un numero infinito de neu-

ronas

1.1 Introduccién

En este capftulo estudiamos la dindmica macroscépica de las redes recurrentes para el caso

en que se forman con un ntimeroinfinito, NV, de neuronas y con una cantidad tan pequefia

de patrones almacenados, p, que el parémetro de carga, a = =, toma un valor cercano a

cero. Es decir, trabajamos en lo que se llama el régimen muy lejano a la saturacién. Pre-

sentamos los elementos fundamentales que componen la conducta microscépica de la red.

Introducimosel vector de traslapes como variable intensiva, lo cual nos permite pasar a una

descripcién macroscépica y definimos un promedio condicional para toda variable dindmica

f (co) . Obtenemoslas ecuaciones que describen la evolucién temporaldel vectorde traslapes

m™ (t), presentamos una breve discusién que demuestra que la conducta cualitativa del estado

macroscépico dela red puedeser clasificada conbase enla simetria de las interacciones sindp-

ticas, {J;;}. Esta caracterfstica serd trasladada mas adelante a una matriz A que apareceré al

escribir en forma separable el campo que actiia sobre cada neurona. Resolvemos numérica-

mente algunos ejemplosde interés (Coolen y Ruijgrok, 1988; Coolen, 1997). Discutimostres

casos en los cuales hay soluciones analfticas para m (t) y finalmente hacemos ver porqué

esta descripcién dindmica es valida s6lo si a ~ 0, El contenido de este capitulo se encuentra

en la literatura publicada, no es de manufacturaoriginal del autor y esté seleccionado con el

propésito de servir de base a los estudios que se presentan mds adelante sobre los efectos de
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tamafio finito en las redes neuronales recurrentes.

II.2 Descripcién del modelo

Consideremos una red recurrente operando a temperatura 7, con N neuronas tales que la

z-ésima de ellas interacciona con la j-ésima con una magnitud J,; y donde cada una es un

sistema de dos estados representado por unavariable bivaluada,o; (t), que tomael valor

+1 para representar a una neurona que lanza sefiales y —1 cuando no lo hace. El estado

microscépico de la red al tiempo ¢ est dado mediante la especificacién de cada uno de los

estados 0; (t) de las N neuronas, de modo que el espacio de microestados de la red esté

formadopor vectores N-dimensionales @ (t) = (0(t),..., ¢w (t)) que toman sus valores

en un hipercubo con 2” esquinas.

De estos 2 estados posibles de la red hay p de ellos que denotaremosconlos simbolos:

aa —_ ; ‘ sae

€ 1, +, € p, que constituyen los p patrones almacenadosenel sistema y que son utilizados

para especificar la interaccién neuronal J,; que denota el peso que dala neurona i lasefial

proveniente de la 7-ésima neurona. La regla algebraica esla siguiente:

1 Pp

Jis = [1 — Abs) 5 SY GAéy, (1)
wy=1

donde A,,, es una matriz de dimensiénp x p a ser especificada y la variable A nos permite

controlar la presencia 0 ausencia de autointeracci6n en la i-ésima neurona definiéndola como

sigue:
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_f0 si Ke #0
a={5 si Jp =0 @)

Como podemosver, una matriz simétrica A corresponde a interacciones simétricas J;;.

A las redes que almacenan patrones en esta forma se les llama redes separables, (Coolen,

1997).

Para nuestra notacién seguiremos una convenci6n que consiste en sefialar con letras

latinas a las neuronas y conletras griegas a los patrones almacenados.

Cada neuronarecibesefiales a partir de las N — 1 restantes a través de un campo es-

tocdstico, h; (@"), dadoporla expresiénalgebraica siguiente:

N

he [@ ()] = Do Jago (t) + 6, (3)
j=l

donde J,; es la magnitud de la conexi6n sindptica y 0; es el umbral de respuesta de la i-ésima

neurona.La variable 6; es aleatoria con una distribucién de probabilidad a ser especificada.

Lainfluencia del campo h, da lugar a que el estado o;(¢) de la 7-€ésima neurona se

modifique con una probabilidad de transicién w; ['o" (t)] dada como:

Wi; [o (é)] = : [1 — 0; tanh Bh; [o (t)]], (4)

donde 6 = 4 es el recfproco de la temperatura.

La expresi6n anterior es tal que la interaccién entre las neuronasse introduce a través

de una probabilidad de transicién entre sistemas (neuronas) de dos estados (Glauber, 1963).

Ademés, (4) es tal que para interacciones {J;;} simétricas se garantiza la existencia de un

régimen de equilibrio en el cual se cumple el balance detallado entre los pares de estados de
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cada una de las neuronas.

La probabilidad de transicién, w; [0 (t)], establece una regla de actualizacién del es-

tado de cada neurona a cadainstante t. De aqui se desprenden dos dindmicas obvias y distintas

para lared: 1) cuando sélo una neurona esactualizada al tiempo ¢ y 2) cuandotodoslos estados

se actualizan al mismo tiempo. La primerade ellas recibe el nombre de dinémica secuencial

y ser4 la que estudiaremos aqui, mientras que la segundase llama dindmicaparalela.

Para describir la dinémica microscépica dela red se le asocia a cada estado o” (t) una

probabilidad, p; [o (t)] , que Satisface una ecuaci6n maestra que establecela pérdida y ganan-

cia de probabilidad a nivel microscépico. Esta es comosigue:

d = WV sa a= = =gel? Ol = {ui [Ae Oe [Ae @]-wle@]a(eo]}, ©
donde Fes un operadordefinido como: Ff (01, +04, ..,0n) = f (01, +. — O%,...,0N). Cabe

aclarar que la introduccién de esta ecuacién descansa sobre la hipdtesis de que o (¢) es un

proceso estocdstico de Markov.

Definiendolas variables de estado,o traslapes, m,,, como sigue:

N
1

my (t) =>0% (t). (6)
é=1

Se obtiene una descripcién macroscépica de la red. La utilidad fisica de esta variable con-

siste en que permite medir la semejanza entreel estado 0” (t) y el patron almacenado eH,

( = 1,...,p), de modo que formandoel vector p-dimensional ™m (t) = (my (t), ..., 7M» (t))

contamos con tal medida para cada uno delos p patrones que la red almacena. Asi obten-
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emos un espacio de estados de dimensién p en el cual ocurre una dinaémica macroscépica

cuya descripcién nos dice cé6mo se comporta la red en cuanto a su capacidad para recuperar

los patrones almacenados, 0 acercarsea ellos en el transcurso del tiempo. En términos del

parémetro de estados m, (t), el campo estoc4stico h; que acta sobre la neuronai se escribe

como sigue:

— A =>
Pp

C)= So GAym(7yesAEA+0; = €-AmM—Doy EvAE40. (1)
by=l

Se dice que una red esté en el régimen lejano a la saturacién cuando el ntimero de

=

patrones almacenados,p, es muy pequefio comparado con el nimero de neuronas JV. Eneste

caso se dispone de un formalismo para describir la dinémica de las redes recurrentes. Es el

siguiente: Se introducela distribucién de probabilidad conjunta paralostraslapes:

Pm) = on. (#) 6 [mt — He (FY), 0)
y se demuestra quesatisface la siguiente ecuacién:

 

d

ah (™)=am,
con Fi!) (mi, t) dadoporla expresi6n“(0).

   () Fg? (.} +0 (Ze), )

Tomandoel limite NV — oo,ésta resulta ser la ecuaci6n de Liouville para el flujo en el

espacio de estados macroscépicos { m}, que seran denotados como ™m* = limy-soo ™ (t) y

son soluci6n de las ecuaciones acopladasy nolineales que siguen:
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d_, ae —int =m +(€ tanhB (EA: mi+8))eo. (10)

La soluci6na (9) es la distribucién de probabilidad dadaporla siguiente delta de Dirac:

P,(m) =5[m — mi]. (11)

11.3 La conducta del vector de traslapes para redesinfinitas

La evolucién temporal del vector de traslapes ms? depende de la temperatura T de la red, de

la estructura de la matriz A y delestadoinicial me. Una matriz A del tipo A,,, = 6,,, define

redes que almacenan patrones conformea la regla de almacenamiento de Hebb. Enestos

casos existen estados de equilibrio que pueden ser estudiados comose expresa enseguida:

11.3.1 Estados de equilibrio

La dindmica de ms puedeser vista como un movimiento “colina abajo” sobre una hipersu-

perficie (Domanyet. al. eds. 1992) definidaporla funcién f (™m*, 8) que tomalasiguiente

forma:

f (m*,p) = 7m - (log {acosh [a (€- 7) +6]})2, (12)

Eneste caso las ecuaciones (10) se pueden escribir mediante el siguiente gradiente:

d * *Siti = vs(7,6) (13)
de modo que f (m*, 8) es la funcién de Lyapunovdel sistema. Sus propiedades topoldgicas

nos indican cémoes la dindmica del problema. Esta tendré puntosfijos si para algtin estado
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mi,» se cumple que Vf (m?,, B) = 0 y éstos seran estables si el hessiano

ae?

saw(m%,,8) , (14)Omi,Om;, ( q )
Aw =

tiene eigenvalores positivos.

El punto 77* describe unatrayectoria colina abajo y se muevea través delos valles de

la hipersuperficie f (m*, @), que presenta n valles separadosporbarreras para temperaturas

T < 1, Cuando esinfinito estos valles estén separados por paredes infinitas, ademds

se cumple que n > p, de modo que solamente hay p puntos que minimizan globalmente la

energfa y constituyen estadosatractores que estén relacionadosconlos patrones almacenados.

Los n — p restantes son solamente minimoslocales de la energfa, se llaman estados espurios

y se relacionan con mezclas de los patrones almacenados. Para T ~ 1 ocurre un cambio

cualitativo en la topologia de f (m*, 6), entonces aparece solamente un minimo global en

™m* = 0. Para valores muy pequefios del par4metro de carga (a < 1), el diagramade fase T

vs. a presenta la existencia de un cambio defase en T' = 1 + \/a,,tal que por debajo de esta

temperatura tendremosuna fase de recuperacién de memorias que puede ser de buenacalidad

si la temperatura es cercana a cero y muy pobre conformeT' se acerca a la unidad. Por encima

de T =1+ Jase presentala fase de estados paramagnéticos.

11.3.2 Aspectos cualitativos de la dindmica

Existe un tipo de matrices A antisimétricas para las cuales la conducta dela red es bien cono-

cida, es el caso en el que A = J + S'con S una matriz antisimétrica cuya diagonal sonceros.

Entonces las soluciones de las ecuaciones (10) presentan estados atractores consistentes de
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trayectorias periddicas.

En general, la conducta cualitativa de las trayectorias de campo promedio, ™*, para

redes separables, puede clasificarse mediante un eigenvalor relevante, A*, de la matriz A.

Usandotécnicas dela teorfa de bifurcaciones, (Laughton y Coolen, 1994) ha sido analizado

la conducta alrededor del puntotrivial fijo m =0 y se ha encontrado que, en esencia, hay dos

tipos de conducta cuando el parémetro de bifurcaciones 6 se modifica: 2) las bifurcaciones

de estado estacionario, con propiedades de memoria asociativa si A* es un ntimeroreal y iz)

las bifurcaciones de Hopf, con propiedades de recuperaci6n secuencialde los patrones si A*

tiene parte real y parte imaginaria.

11.3.3 Comportamiento en la vecindad de la temperaturacritica

Los mismos autores han demostrado que, en particular, para redes con dos patrones almace-

nados mediante una matriz A antisimétrica y operando a temperaturas T muy cercanasa la

temperaturacritica T, ~ 1, la solucién del sistema de ecuaciones de campo promedio puede

ser aproximada mediante una expresi6n analftica. Para matrices de la forma

1 aa=(4,$), (1s)
con a pardmetro de asimetrfa y a > 1, las trayectorias de campo promedio 7m? describen

circulos cuyo radio de Hopfy frecuencia son

/ 2(g--1) (£-1)(e+1)
TH = B3(a?+1)(a—1) ? w= —af — l-a (16)

Para redes que almacenan patrones conformea la regla de Hebb, A, = 6,,,, Se presenta
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la siguiente conducta:

e Para T > 1 se cumple que lim;_,.. m: =0,

e y para T’ < 1 se cumple quelim... M$ = Meg (T).

11.3.4 Soluciones numéricas

En general, las soluciones a las ecuaciones (10) sdlo pueden obtenerse mediante métodos

numéricos. Con estas técnicas puede comprobarse la dindmica que mencionamos p4ginas

atrds y también es posible encontrar las cuencas de los estadosatractores. Estas son conjuntos

de puntos {m* (0)},, vy = 1, ..., p, tales que si cualquiera de los puntos que forman una

cuenca es tomado como condici6n inicial me, la red evoluciona siempre al mismo estado

atractor. Resulta entonces que, una vez seleccionado un conjunto de condicionesiniciales, la

trayectoria no puederecorrer todo el espacio de estados porque se queda atrapada en una de

las cuencas. Por este motivo se dice que el fendmenonoes ergédico, lo cual esté relacionado

conel cardcter selectivo de patronesde la red.

Salvo por la ausencia de estados espurios, el problema de las redes con dos patrones

almacenados es muy ttil para mostrar las conductas dindmicas que hemos mencionado an-

teriormente. Por esta razén hemos considerado este caso para resolver numéricamente las

ecuaciones (10), el algoritmo utilizado fué un Runge-Kutta de cuarto orden con tamafio de

paso h = 0.05, 230iteraciones para obtener la misma cantidad de puntosy graficar las solu-

ciones. Mas adelante se presentan éstas para varias temperaturas.

I1.3.4.1 Redes infinitas con dos patrones almacenados mediantela regla de Hebb

Tomandoal siguiente conjunto comocondicionesiniciales: (m°,m$) ={(0.2, 0.3), (0.3, 0.2),

(—0.2, 0.3), (—0.3, 0.2), (—0.2, —0.3), (0.3, —0.2), (0.2, —0.3), (0.3, -0.2)}, se resolvieron
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numéricamente las ecuaciones de campo promedio dadas por(10) para una red simétrica con

matriz A, = 6,,, con dos patrones almacenados, p = 2, y temperatura T’ = 0.1, primero y

T = 0.8 después. Los resultados se presentan enlas figuras 1(a) y 1(b) respectivamente. De la

figura 1(a) resulta claro que para unared simétrica a temperatura T = 0.1 existen cuatro cuen-

cas en el espacio de estados macroscépicos. Una para cada unodelossiguienes estadosatrac-

tores: (1,0), (0,1), (—1, 0), (0, —1). En este caso la recuperacién de uno delos patrones EH

es completa. De la figura 1(b) resulta que para T’ = 0.8 se obtiene la mismaestructura de cua-

tro cuencasy cuatro estadosatractores, sin embargo,la calidad de la recuperacién disminuye

paulatinamente. En este caso tenemos: (m(T) ,0), (0,m(T)), (—m(T) ,0), (0, —m(T)),

conm(T) <1.
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Figura 1(a). Existencia de estados atractores. Solucionespara infinita, p = 2, red
simétrica, a = 0, T = 0.1. Solucién numérica de la ecuacién (10).
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m,‘(t)

m,"()
Figura 1(b). Existencia de estadosatractores. Solucionespara infinita, p = 2, red

simétrica, a = 0, T = 0.8. Solucién numérica de la ecuaci6n (10).
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11.3.4.2 Redes antisimétricas

En el caso de redes antisimétricas los estados atractores ya no son puntos sino curvas que

se mantienen debido a la presencia de una conducta periédica que es independiente de las

condicionesiniciales. Enseguida se presentan las graéficas 2(a) y 2(b) para unared a tempera-

tura T = 0.1 y T = 0.2 respectivamente, parametro de antisimetria a = 1 y dos patrones

(imAgenes) almacenados. Podemosapreciar que en lugar de quela trayectoria se dirija ha-

cia un punto atractor, ahora exhibe una conducta periddica consistente en que el vector de

traslapes ™m (t) describe una curva cerrada para visitar los dos patrones almacenados y sus

simétricos & = 8: Cuandola temperatura aumenta, la red mantiene esta conducta, pero la

trayectoria periddica se cierra paulatinamente,lo cual se traduce en la pérdida decalidad del

acercamiento a los patrones. En céemninos practicos diremos que la semejanza con la imagen

en turno es mds mala conforme T crece. Si resolvemos las ecuaciones de campo promedio

para unared antisimétrica cona = 3y T' ~ 1 encontraremos quela curva se acerca paulatina-

mente a una cuasicircunferencia que vienea ser el estado atractor periddico. En este caso los

valores que tomael vector de traslapes mr son tan pequefios que ya notiene sentido hablar

de visitas a los puntos de recuperacién de memorias.
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-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

m’,(t)
Figura 2(a). Conducta ciclica. Soluciones para NV infinita, p = 2, red antisimétrica, a = 1,

T =0.1. Solucién numérica de la ecuacién (10).

1,0

 

 

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

m*(9
Figura 2(b). Conducta cfclica. Soluciones para N infinita, p = 2, red antisimétrica, a = 1,

T = 0.2. Solucién numérica de la ecuacién (10).
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Hay al menosdoscasosenlos cuales la solucién a las ecuaciones de campo promedio

(10) puede obtenerse analiticamente, estos son:

e Redes cuya temperatura es cero.

e Redes con condicionesiniciales macroscépicas tales que mt (0) ~ Oyatemperaturas T >

1+ /a. Sin embargoeste caso noesde interés debido a que no se recupera informacién

almacenada.

Enseguida revisaremos brevemente cada uno deellos:

Para redes a T = 0 se cumple que

— —

Jim tanh 6 (€ Ti; +0) = sign (€ mz +0), (17)

de modo quelas ecuaciones (10) se simplifican a la siguiente forma:

 

d . =Simi (t) +m} (t) = (sign (€ me +8) deo, (18)

con

va 1 z 3
(sign ( E ome +8))eo = pel S> sign ( Es mit 0) ; (19)

Pu
donde Pu indica las diferentes combinaciones de signos. Ademds

d * * _
ae (t) +m, (t) =0, (20)

para vy > 1. En este casolas soluciones son:

o={ mi (0) exp (—t) + fy ds exp (s — t) sign (€- mz +8) si v=1
: (21)

mi (0) exp (—t) si v>1
™,

A temperaturas muy altas se cumple que 8 < 1, de tal forma quela potencia 6° es

extremadamente pequefia. Entonces podemos considerar el siguiente desarrollo en serie de
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Taylor:

tanh 6 (€ - 7; +0) =6(€-m;+8) +O (6),
: . : als . :

de donderesulta que la ecuacién diferencial para m7? puede aproximarse comosigue:

d — =>

Smit mt =(€6(€ -mr+0))o,+. (22)
Enestos casos la solucién es directa, como discutimos enseguida. Suponiendo que 0 = 0 y

quelos patrones son generados conformea la siguiente distribucién de probabilidad: P (!') =

[6 (€ —1) +6 (€ + 1)], las ecuaciones de campo promediotomanla forma quesigue:

v
i
n

d * * _

y la solucién es:

mi, (t) = my (0) exp [— (1 — 6) t]. (24)

Las simulaciones con redes neuronales recurrentes han dejado claro que aparece un

ruido estocdstico conforme aumenta el nimero p de patrones almacenados. Este ruido tiene

: . . =< .

su origen enla influencia de los patrones almacenados € * cuyotraslape con el estado mi-

croscépico o”’ (t) de la red no alcanza un valor macroscépico. Estos casos no son contempla-

dos adecuadamenteporla dindmica que venimosestudiando,puesen ésta no hasido conside-

rada la existencia de los traslapes con magnitud microscépica.
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III. La dinamicade los traslapes como un

fendmenode difusion

W1.1 Introduccién

El objetivo central de este tercer capftulo es describir la dinamica macroscépicadelas re-

des neuronales finitas en términos de los traslapes ™m (t). Encontraremos que para redes

recurrentes con un nimero NV de neuronassuficientemente grande, pero finito, la conducta

estadistica de dichos traslapes puede ser modelada, en forma aproximada, mediante proce-

sos de difusi6n. Obtendremos una ecuacién de Fokker-Planck para describir la evolucién

temporal de la densidad de probabilidad conjunta P (m, t) del vector de traslapes ™. Nos

apoyaremosen el teorema de (Pawula, 1967) para concluir cudles son las opciones prdcticas

que se nos presentan para desarrollar una teorfa probabilista consistente a partir del desarro-

llo de Kramers-Moyal (Risken, 1989). Veremos que éstas involucran el corte de términos a

primero o a segundo orden,lo cual es posible siempre que se cumplan ciertas condiciones

fisicas que habremos de determinar. También encontraremoslas ecuaciones que describen la

evolucién temporal de los momentosestadisticos de la variable aleatoria ™ la primera de

ellas serd aplicada, en la ultima seccién de este capitulo, al problema de redes antisimétricas

operando a temperatura cero con dos patrones almacenados. Estudiaremos las condiciones

bajo las cuales la red puede alcanzarun estado de equilibrio y escribiremos la expresién for-

mal de la densidad de probabilidad, Peg (m). Dada su complejidad,sdlo la utilizaremos para

estudiar los casos de fluctuaciones pequefias en torno al estado de equilibrio.

Veremos queresulta imprdctico dejar el desarrollo de la teorfa hasta este nivel, de modo
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quela principal utilidad de las aplicaciones abordadas consistiré en motivar el estudio de las

fluctuacionesaleatorias q(t) en torno a la trayectoria de campo promedio ™?. Este tiltimo

serd el objetivo del cuarto capftulo de este trabajo y constituira la versi6n madura de nuestra

teorfa.

WI.2 La ecuacién de Fokker-Planck

Partimosde la ecuaci6n maestra (5) parala distribucién de probabilidad, p, [o (t)] . Tomamos

los traslapes (6) como variables de estado y (8) como su densidad de probabilidad. Deriva-

mosrespecto al tiempo en (8) e insertamos en el lado derecho (5). Aprovechamos que cada

actualizaci6n al tiempot del estado microscépico o (¢) da lugara queeltraslape m,, cambie

comosigue:

re (Foe) = 3p Doel) — Felton) = my (@ (0) — elton 0,
—

de modo que en general tenemos mm (Fy7) =™ (@) - 2 € *o; y desarrollamosenserie

de Taylor en potencias de 205; de modo quese obtiene la siguiente expresién:

“ShSata(EME
1i=l y=

« (Ze) (Baar) @s
Definimosel promedio condicional, (f (a) ) av de cualquier variable dindmica f (@)

comosigue:

floy Den (@)s(@) s/n -
(f( ) ate ype (e) 6[m — ag

a]
8
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que midelas contribuciones la funcién (f (2))at de parte de todos los estados microsc6pi-

cos a que estén condicionadosa producirel vector de traslapes macroscépico mal tiempo

t. Reacomodamosfactores y usamos (26). Podemosescribir el término entre Ilaves como

P, (m) Fe.my (m,t) con

FO(m = Daeo ) (eet) no (attne (27)

de modo que (25) se reescribe como:

— 1 =>

22. @@)=DiYemg LP (mm) Fi(mts t)}- 28)
i>1 7" wi=1 =

Esto es lo que se llama un desarrollo de KramersMoyaly es nuestro punto de partida para el

estudio de la conducta estocdstica del vectordetraslapes 77 (t).

El teorema de Pawula establece quela funcién P (m,t) puede mantenerse positiva,

para cualquier tiempot, solamente enlostres casos siguientes:

© 7) cuandose corta la serie después del primer término,lo cual es posiblesi se tomael limite

termodindmico, es decir, cuando se estudianlas redesinfinitas,

e 7%) cuando se cumplen las condiciones fisicas para cortar la serie después del segundo

término, que esla primera correcci6n a orden N~!,y se obtiene una ecuacién de Fokker-

Planck. Entonces pueden considerarselas redes finitas,

© y 222) si se conservatodoel desarrollo.

Existen tratamientos, para casos especifficos, en los cuales se utilizan cortes mds all4

del segundo término, pero aunque mejoranla precisidn, se trata inicamente de herramientas

matemAaticas que no puedenser consideradas como unateoria probabilista completa (Risken,

1989).

La condicién fisica necesaria para efectuar el corte a segundo orden se obtiene como
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sigue: Partimos de la hipdtesis de que las funciones promediadas

(w; (07) (48?) «++ (58)ates

mantienen una conducta suave respecto a m,, de tal modo que sus derivadasparciales no

modifican el orden de magnitud de las funciones originales. Entonces se puede estimarel

orden de magnitud del p-ésimo término comosigue: Primero reacomodamosen (27) para

escribir el coeficiente como

LN

Fa (ht) = (Fe) Doles (0) ove) +»(0
i=1

de donderesulta claro que la sumasobre 7 noslleva a que

9!
(2) ™m.t)~ et

FixHt (m,t) © (sex):

Enseguida consideramos las sumas sobre ;,, de donde encontramos que el p-ésimo término

del desarrollo de Kramers-Moyalseré tal que

SAEoaag9Hn (A) ~ 0 (Erg)l>1 "a==i fi=1

~O GNe!)

donde a = £ es el pardmetro de carga. Finalmente tomamoselcociente del orden de mag-

nitud del tercer término respecto del orden de magnitud del segundo término, obtenemos 2a,

de donde resulta que el desarrollo de Kramers-Moyal se puede cortar después del segundo

término, siempre y cuando el nimero p de patrones almacenadosen la red sea muy pequefio

comparado con el nimero N de neuronas que la forman. Esto es lo que llamamosel régimen

lejano a la saturacién.

Por lo tanto, cuando se parte del desarrollo de Kramers-Moyal, podemos obtener una
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teoria probabilista consistente, que describa a una red recurrente de tamajfio finito, en el mismo

régimen dondela dindmicadelas redesinfinitas es totalmente conocida. El resultado del corte

nos proporcionala siguiente ecuacién de Fokker-Planck:

ap “Seat wit) F, (wt,}+2mame—{P (ist) Dy» (t,t),

(29)

con eltérmino de flujo dado por

N

FO(7, t) =m, — ~5ef tanh 8 [eam—FpanErAe0 , G0)
t=1

y la matriz de difusi6n de la siguiente forma

FQ(7,1) = 2 {t -=Yee tanh 6 |Peant-FA0F-Ae+0 (a) .
i=l or

El orden de magnitud de Fe) (m, t) nos dice queel proceso estocastico, m (t), presentaré

fluctuaciones del orden de N~? (Gardiner, 1985) en torno a su media (mm).

En la difusién aparece la funcién (o;)7 4, que recibe el nombre de “actividad de la

i-ésima neurona”. Para encontrarsu ley dinaémica consideramosel promedio:

(oats = >Pt (©) 0%,

derivamosrespectoal “emo y utilizamos la ecuacién maestra en el lado derecho, resulta:

“Oy {ue [Aoo (t))} p: [Aeo (t) — Wr [o (t)] pe [oc ()}} 0i,
@ k=l

de dondese obtiene:
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4 co cag = SoSpe [FCO] [FC] {04 (1 — 2) — 04} = -240%(0)[ODate
a = oa

a

y sustituyendo la expresién para w,- (t)] Hegamosla siguiente ecuaci6n diferencial:

—(01) 34 = —(os)ate + (tanh {6h; [0 (t)]}) att, (32)

cuya solucién es

(ate = (04 (0)ye +fds(tanh {Bh; [o (t)]})ase. (33)

Ahora procede preguntarnos cudl es la informacién fisica que podemosextraer de la

ecuacién de Fokker-Planck que hemosencontrado. Este sera nuestro objetivo en el resto del

presente capitulo.

11.3 Evolucién temporal de las variables dinamicas definidas en

el espacio de estados

La evolucién temporal de los momentosestadfsticos dela variable aleatoria m,, (u = 1, 2,

..-) P), puedeser estudiada mediante un conjunto de ecuacionesdiferenciales ordinarias que se

obtienen comosigue (de la Pefia L., 1980): Sea una funcién f (m) doblemente diferenciable

respecto a m,,y tal que su primera derivada temporal también existe. Sea 2 el espacio donde

el vector de traslapes m. tomasusvalores. El promedio de f se define comosigue:

f (ni) = fF (mt) P ,2) a0, 4)
tal que multiplicando por f (m) en la ecuacién de Fokker-Planck (29) e integrando sobre dQ.
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resulta:

[scm gem=D[17aeP (wt) m, (7,2)}

>[a™) o,OmeOm,oo {P (m,t) Duy (m,t)}.

Nétese que el términodel lado izquierdo es simplemente 4(f (7)) y que integrando una vez

porpartes en el primer término del lado derecho,y dos vecesporpartes en el segundo término

de lado derecho, resulta la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

gl (i) =0at (i)+ 5Acama! @5)
siempre que se cumpla que P (m, >se anula en la frontera de 2.

A partir de esta expresi6n es posible encontrar las ecuacionespara la evolucién temporal

wee . eye = . ay

de los momentosestadifsticos de la variable estocdstica m haciendo f (m) = MyM,M,

«en (35). En general las ecuaciones que resultan son nolineales y sus soluciones pueden

encontrarse s6lo mediante métodos numéricos.

Deacuerdo lateorfa de los procesos de difusién, puede garantizarse la existencia de

estados estacionarios siempre que el término de flujo sea irrotacional (Gardiner, 1985). Esto

nos permite encontrar las condiciones que debe cumplir una red neuronal recurrente para

oe . . . —

alcanzar el estado de equilibrio. Sabemos que un campoirrotacional F' debe sertal que

su Jacobiano, Hy, = an es una matriz simétrica, de modo que evaluando las derivadas

correspondientes encontramos quela matriz

2 N — sy — — z

ado (6 é eAm(0)-FAo, Ev A€ +60) ODAw,
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debe ser simétrica, de donde resulta lo que sigue:

Aur = Arp- (36)

Porlo tanto, la distribucién de probabilidad P (7™,t) puede evolucionar hacia una esta-

cionaria, P., (7), siempre que la red recurrente sea simétrica. Este es un resultado bien

conocido en el limite termodindmico, que aqui generalizamos para redes finitas que se en-

cuentran en el régimen lejanoa la saturaci6n.

Ladistribucién de probabilidad en equilibrio satisface la siguiente ecuacién: Haciendo

ZPeq (m) = 0 en (29) tenemos

 

*. 0 i< a
t= » Bm Pen (7) Fu (mE) } + 5 dX Bmngdmny (Fea (7) Dw (m)}, BD

con

FB, (m) =limpso, (™m,t) » Dw (mM) = limpso Dw (m,t) .
oy

Puesto que el flujo F' es irrotacional, existe una funcionescalar & (m) tal que F [m] =

-V® [my], de modo que,sin normalizar, tenemos quela distribucién de probabilidad en equi-

librio tiene la forma que sigue (Gardiner, 1985):

 

Pa (iit) = exp (0 [mi]) , [mt] =—[2 [rt] a (38)

y

2a] = 3! lan [i] ~ >5D (Al). 09)

 

En términos de la teorfa estocdstica estandar, la funcién ® (m) es un potencial ter-
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modindémico para el sistema, cuyo minimo Mrmin nos da el punto de maxima probabilidad

de la distribucién en equilibrio, Pog (m). Enlas redesfinitas este es el concepto andlogo al

tratamiento fisicoestadistico desarrollado para redes infinitas (Amit et. al. 1985a).

Aunquelas expresionesanteriores contienen los elementos necesarios para estudiarla

conducta de las redes recurrentes finitas en equilibrio en el régimenlejanoa la saturaci6n, su

complejidad las hace impracticas, de modo que desarrollaremos una aproximacién de ruido

lineal en la siguiente seccién.

11.4 Aproximacién gaussiana en el estado de equilibrio

III.4.1 Redes con un patrén almacenado

Parafacilitar la comprensi6ndel problema estudiaremos primero una red que opera a tempera-

tura T con un patr6n almacenado, p = 1, en este caso la ecuacién de Fokker-Planck toma la

formaque sigue:

a)$pm) =(7, (mt) Rm} ttdt 2 (m) = am 1 m,t) % (™m)} 2 Am?

con los términos de flujo y de difusién dados de la siguiente forma:

{F(m,t) Pe (m)}, (40)

F,(m,t) =—-m+tanh(@m) , Fh(m,t) = %[1—mtanh (@m)| (41)

La soluci6n en equilibrio esté dado en términos del potencial termodindmico © (m):

P, (m) = we exp {-4(m)} &(m) =-2[ dm!Aim) (42)
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y K una constante de normalizacién cuya forma es
co

gles Fomine exp [—® (m’)] dm! (43)
2K Fo (m')

—co

Supongamos quelos efectos de tamafio finito acttian como pequefias perturbaciones

aleatorias a la conducta que sigue unaredinfinita. Entoncesel punto atractor , m3,, dado por

la teoria en el limite termodindmico, puede determinarse mediante la solucién a la ecuacién

siguiente:m?, = tanh (@m},), mientras que las fluctuaciones, x, en torno a éste pueden ser

consideradas comoligeras desviaciones. Entonces el potencial termodindmico es ®(m) =

® (mi, + z),cona< me, lo cual nos sugiere el siguiente desarrollo en serie de Taylor:

2
Fila) oy 1-6 +8 (m,)

Fy (x) [ms, sinh (@m:,) — cosh (6m%,) |

Integrando para encontrar ® y normalizando,se obtiene la siguiente distribucién gaussiana:

—2 7 (x - me) .

 

2

1 — me,Pag (a2) Tae?as (44)

con

Se (8,mt,) ~ (2 (mt, sinh (6m%,) — cosh (rmé,)) (45)

1—8+ (m%,)?
Encontramos queel pardmetro de orden m oscila aleatoriamente en torno a m, con

desviaci6n estdndar Seq (8, m%,).

III.4.2 Redes de Hebb con varios patrones almacenados

Para estudiar las redes con mas de un patr6n almacenado partiremos de las ecuaciones (30)

y (31) y llevar a cabo su desarrollo en serie de Taylor en torno a un punto atractor my.

Enseguida realizamoseste trabajo para redes de Hebb (A,,, = 6,,). Este nuevo enfoque nos
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habra de sugerir cObmoprocederpara el estudio de la dinémica en el préximo capitulo.

Definimosel vector de fluctuaciones, x , en tornoal estado atractor m%, tal que podemos

—
escribir: m = m2, + & con | a |<x| Meq |, de modo queel desarrollo del término de

flujo tomala siguiente forma:

Pp

Fit (6, ms, @) ~ >> Li(6, ms) a + AM(8, Me.) + O (2°) , (46)
v=1

donde

£2 (8, m?,) = bw BYeH” tonh? (6€:- 7Sa) (47)py ? N = a Meg

y

1 N. — —% 1Ast (8, 7z,) = mp, — —) ef tanh G ei: mis) a 0 (+) (48)
t=1

Esta tiltima expresi6n refleja la diferencia entre la sumafinita: N~! ee &} [...] y el auto-

promedio:(...)¢ utilizado en el limite termodinémico.

El término lineal del desarrollo en serie de Taylor de la matriz de difusién agregaria

una contribucién de orden N~?, que no resulta relevante en el orden de aproximacién que

estamos considerandopues nuestra ecuacién de Fokker-Planck surge de un corte a orden N~!.

Entonces tomamosla aproximacién a orden cero que sigue:

Dt (mi, + @) ~ D% (8, m%,) . (49)

De modo queenlugarde la ecuacién (37) podemosconsiderar el proceso de Ornstein-

Uhlenbeck (van Kampen, 1992) que es descrito por la siguiente ecuacién:
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anal{ticamente con las herramientas de la teorfa que hemosdesarrollado hasta ahora.

11.5 La dinamica de unared antisimétrica con dos patrones

almacenadosa T' = 0

Consideraremos unared finita operando a temperatura cero con dos patrones almacenados

(p = 2) mediante la regla de interacci6n neuronal siguiente:

i Y
Js =F Ds FAwe (53)

pv=l1

con la matriz A dada como:

_ An As _ 1 1

am (4 at ya ( 3, 1) 4)

y tal que las condicionesiniciales ™ (0) = (m9, m9) estén situadas en el primer cuadrante

del espacio de estados, esto es cuando m? > 0 y m§ > 0.

Las ecuaciones de evolucién para los pardmetros de orden de redes con un nimero

infinito de-neuronas son

<i, (t) = —m},(t) + (&, tanh 6 [€ Am" (t)})e, (95)

con pw = 1,..., p.

Para redes con dos patrones almacenadosy matrices de la forma:

_{ Aun Av
a= ( An Aaa ).

las ecuaciones toman la formasiguiente:
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Soni (t) + mi (t) = 5 {tank A; (é) + tanh Ss (t)}, (56)

<.ms (t) + m§(t) = 5 {tanh AS; (t) ~ tanh AS(t)}, 67)

con

51 (t) = (Air + Aoi) m1 (t) + (Ata + Are) me(2), (58)

y

Se (t) = (An _ Ag1) my (t) + (Aje _ Ago) mg (t) i (59)

Cuando T = resulta:

tanh [BS» (t)] = sign [mi (t)] , tanh [GS()] = sign [me(t)] , (60)

de tal modo que las ecuacionesa resolver cambian segtinel cuadrante del espacio de estados

en que se encuentra el vector de traslapes ™ (t). Los cuatro casos posibles se enumeran

enseguida:

La primera cuenca es el primer cuadrante: m;(t) > 0 y mo(t) > 0, y en ella las

ecuaciones toman la formasiguiente:

mj (t)+mi(t)=1 , Sm3(t)+mz(t)=0, (61)dt

cuyas soluciones son:
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mj (t)= mj (O)e*+(1—e*) , my(t)=mjz(O)e*, (62)

de modoqueexiste el siguiente estado atractor:

iz,=() ). (63)

La segunda cuencaes el segundo cuadrante,definido conlas desigualdades: m(t) > 0

y Mz (t) < 0, entonces las ecuaciones son:

Ami}(t)+mj(t)=0 , m3(t)+mj(t)=-1, (64)

y sus soluciones quedan comosigue:

mj (t)=mj(0)e* , mg (t)=m3(0)e*-(1-e), (65)

tal que el estado atractores:

mt, = ( ° ) (66)

El tercer cuadrante, que es el que cumplenconlas condiciones: ™m(t) < Oy mz(t) < 0,

es la tercera cuenca. Alli las ecuaciones tomanla formaque sigue:

Ami} (t)+mj(t)=—1 , Sm§(t)+mj(t)=0, (67)

y sus soluciones son:

m3 (t) = mj (O)e*—(1—e™') ,_ mg (t)= mj (O)e*, (68)
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de donderesulta que el estadoatractores:

-1

iis, = ( o (69)

Finalmente, la cuarta cuenca es el cuarto cuadrante, que cumple conlas desigualdades

siguientes: m(t) < 0 y me (t) > 0. Ahora las ecuaciones quedan comosigue:

Smi(t)+mj(t)=0 , Sm5(t)+mj()=1, (70)

las soluciones son:

mj (t) = mj (O)e* , ms (t) =m} (O)e*+ (L—e-) , (71)

de modo queexiste el siguiente estado atractor:

z= (2). (72)

En todos los casos enumerados se requiere un tiempo infinito para que la red alcanceel

estado de equilibrio mé,.

Ensintesis, la red antisimétrica bajo consideracién guarda dospatronesy sus negativos

—_ — . * . Ca oe:

€" = — €*, Cada unatiene asociado un conjunto de estadosiniciales que llamamoscuen-

cas y cada una contiene un punto atractor que constituye el estado de equilibrio. El estado

macroscépicoinicial de la red establece en cualde las cuatro cuencas se encuentra el sistema,

y en consecuencia, determina también a cual punto de equilibrio evolucionaré la red. Si la red

antisimétrica infinita opera a temperatura cero se comporta comosi fuera una red de Hebb.
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11.5.1 La dindmica para redesfinitas

Enseguida estudiaremos la mismared antisimétrica pero bajo el supuesto de que esfinito.

Necesitamoscalcular el término de flujo y la matriz de difusién de la ecuacién de Fokker-

Planck (29).

111.5.1.1 Calculo del término deflujo

Nuestro primer objetivo es calcular la forma del término deflujo:

N

FO(7m, t) =m, —wttanh § [ Ej. Ami| 0 (Ney, (73)
i=1

lo cual nos lleva a considerar la siguiente sumafinita:

N

“Setanh B {& [Aum (t) + Ajg™mg (t)] + @ [Azim (t) + Agomy (¢))} * (74)

i=1

Para ps = 1 resulta

“ SoGtanh 6 {€ [Asim(t) + Arama (t)] + & [Anim (t) + Anotma (t)]}
j=l

N

= wDtanh G {[Arm, (t) + Ayym (t)] + ee [Aeimy (t) + Agg™a On

i=1

1 N

= W> 6e3 e tanh 8 [Army (t) + Ayome (t) + Agim, (t) + Aggie (t)]
t=1

1 N

+5> 8¢1,-<2 tanh B [Arimy(t) + Aros(t) — Aaimy(t) — Aaome(t)]
i=1

N N
1= tanh 681 (t)> beep + tanh 82 (t)<6,

t=1i=1

Enseguida aprovechamos que
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N

haaOeé?) (75)
i=1

aoehgo Leyb= Ge) (76)
it=1

de modo que definiendo

1x

-woe m7)
obtenemos

N

* Dogtanh 6 {4} [Aram(t) + Aram (t)] + & [Anim (t) + Avarme(t)]} |
e1

N N

= tanh §S)(t an|1+ €/€?) + tanh BS;(¢ an(1 — €1€?)

ss 5 tanh Sy (t) {1+ Av} +5 tenh AS» (t) {1 — dy}. (78)

El pittinieins Aw es una medida normalizada del grado de semejanza entre los dos patronesal-

macenadosen lared y juega un papel fundamental en la diferencia que existe entre la conducta

de unared infinita y una red con un nimerofinito de neuronas.

Realizando el mismo procedimiento para p, = 2 resulta lo que sigue:

ADE tanh  {€ [Anim(f) + Ararme (t)] + [Anema (f) + Angmns(t)]}
tw=1

- 5 tanh AS, (t) {1 + An} 5 tanh Ss(t) {1 — rw}, (79)

de modo que ambosse puedenescribir en formasintética como:
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N
1= s- eft) tanh B {& [Aum (t) + Ajme (t)] + a [Agim (t) + Aogmy (t)]}

1 1
atanh JS, (t) {1+ Ay} + 3 tanh AS, (t) {1 — Ay}, (80)

dondeel signo + corresponde a p = 1 yel signo — a p = 2.

El término de flujo queda entonces dado comosigue:

=i cl m4 tanh (8,(t) {1 + An} + tanh BSy(¢) {1 — Aw}
FO ( mM ) ~ 9 ( tanh BS,(t) {1 + wh — tanh JS, (t) {1 — Ay} )

Me tanh 3S; (t) — tanh (Sz(t) 2 tanh GS; (t) + tanh {Sz(¢)

(81)

_ ( my ) -4 ( tanh GS, (t) + tanh AS. (¢) ) _ AN ( tanh (8S, (¢) — tanh GS»(t) )

N6tese queeste término de flujo coincide con el de la dinamicade redes infinitas cuando

=> lO

Aw — 0, lo cual puede suceder en el caso poco probable en que £1. € ? = 0, 0 bien cuando

Noo.

1.5.1.2 Calculo de la matriz de difusion

Nuestro segundo objetivo es obtenerla matriz de difusién, >L {HD(mem, t))} dada como

N

1 (rf1D (wt, t)} =>>LY —

Fa

LEEoadtamh [Es Am (Q] +0 (Ww).

- (82)
donde

(08) te = (0% (0) xp exp (—t) + ["e*tanh |BEsA- mi (s)|ds+--. (83)
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Sustituyendo (83) en oo tenemoslo siguiente:

1 2 nev exp (spt) Her Fe5 (RO(7,1)} =aeter - 2BSete+ (0))t tanh B | €'5- Ama (1)|

1x + > oe
— ye date| e** tanh B [ €,:Am (| tanh [a €;A+m (s)| ds, (84)

i=1

que puedeser analizado término a término con facilidad para obtener las expresiones que se

presentan a continuacién.

Simbolizaremoslos términos de (84) comosigue,al primero:

1 L5 {FO(mi) }°=ree, (85)
t=1

al segundo:

(R(t,2}=2927H) erer(or(O))nrtannA [Er AM ()] (66)
t=1

y al tercero:

1 (2) (Hy)1 tne (att)

1 & A + ¢ ag > 4
=—-— Mey 5—t tanh ie h iA- ds.nee [ erteannp [sant ()] tanh [2@A- FE (s)] as. 67
El primero deellostiene la siguiente forma simple:

Lena yyO_ lf 1 Aw5 {he(my => Ww tpt (88)

Enel caso en queel estado microsc6picoinicial (o; (0));2 se distribuye conformea la siguiente

distribucién de probabilidad: Po (o) = TIM{3 (1+ mf) 65,+ 3 (1 — mf)65,2 } el
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segundotérminoresultaser':

1 = 4)_ _mje( (1+ Ay) tanh BS; (t) + (1 — Ay) tanh BS, (t),
3 (Mw(7, 4)} oN ( (1+ Aw) tamh BS; (t) — (1 — Ay) tanh Ss (t),

(1 + An) tanh BS, (t) = (1 a An) tanh {Se (t) ) . (89)

(1 + Aw) tanh @S;(¢) + (1 — Ay) tanh BS»(¢)

El tercer término tiene una forma tan complicada que no esfacil escribirlo en la notacién

matricial de los anteriores, de modo que escribiremos cada una de sus componentes. Las

diagonales son comosigue:

Lapa
1 t

=~ay {a + dw) [ e** tanh JS, (t) tanh BS; (s) ds

+(1—Aw) [ e** tanh (Sy (t) tanh ASe (s) ds
0

+ (1-3) ie** tanh GS; (¢) tanh ASe (s) ds

‘
+ [ e*-* tanh GS» (t) tanh BS(s) as } ; (90)

0

con 4 = 1, 2. Las componentes no diagonales tomanla forma siguiente:

1 t

5 (RD(a, t) ee= ~aay {+m} Jf et ann 881 (0) tanh 08; (s)ds

— (1—dw)? [ e** tanh JS» (t) tanh BS» (s) ds
0

+ (1 = Ay) if e*‘tanh (S, (s) tanh Sy (t) ds

1 Su cdlculo es igual al que se detalla posteriormente eneste trabajo para la matriz de difusién de los procesos de

Omstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo.
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= ["tanhSy (t) tanh BS.(8) as \ . (1)
0

TI.5.1.3 Un efecto de tamaiio finito en los estados atractores

El problema que analizaremos a continuacién permite detectar un fenédmenoquese debe esen-

cialmente al cardcter finito de la red, toda vez que en el caso N —> oo desaparece. Este

consiste en que, bajo determinadascircunstancias,las condicionesiniciales ya no seleccionan

la cuenca enla cual se mueve el vector detraslapes puesto que este estado macroscépico puede

cambiar a otra cuenca contigua. En esta seccién habremos de visualizar que hay dos casos

interesantes para redes antisimétricas que almacenan dos patrones (o im4genes) a ‘J’ = 0:

e Unodeellos es cuando los patrones almacenados sontales que ra) . €2) < 0, en
cuyo caso los estados(1, Aw) y (—1, —Aw) pueden actuar como atractores que permiten el
escape del vector de traslapes m hacia una cuencadistinta de aquella donde sesittian sus
condiciones iniciales,

e el segundo caso de interés se presenta cuando los patrones almacenados cumplen con la
=og

relacién: €(. €@ > 0. Eneste régimen los estados (—Aw, —1) y (Aw, 1) cumplen la
misma funcién mencionada.

La complejidad del problemaes tal que no permite su estudio completo eneste nivel de

la descripci6n, por lo que sera necesario retomarsu andlisis una vez que hallamos desarrollado

la teorfa de las fluctuaciones 7. Sin embargo, la descripcién que hacemos ahora es muy

motivante para abordarel estudio del tiempo deescape en el octavocapitulo de este trabajo.

Ademas de (60), para 6 — oo se cumple que

=> —>\72

[sech G E gle m))| rit,

lo cual da lugar a que el término de flujo tome la forma que sigue:
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me 2 sign [me (t)] — sign [my (t) 2 sign [me (t)] + sign [my(6)]

(92)

Fe ( me \-3 ( sign [ms (t)] + sign [rm xX )# ( sign [ms (t)] — sign [my (t)] )

Enel primer cuadrante (m(0) > me (0) > 0) tenemoselsiguiente vectorde flujo:

= m —1
F= ( Siig Aw ) ‘ (93)

Haciendo f (m) = mp, pL = 1, 2, en (35)resulta la siguiente ecuacién diferencial:

@ (ma) (t) (m1) (t) )_ 1
dé ( (m2) (t) ) * ( (m2) (t) ) - ( Aw ) e4

cuya solucién es:

( ta) ) ) ~ ( a (0) jet ( hw(la ) ; (95)

tal que para t — oo el vectorde traslapes tiende al siguiente estado:

Moo = (1,Aw) « (96)

Realizando el mismotrabajo en el cuarto cuadrante (™m(0) > me (0) < 0) tenemos:

Rf mt Anf(t) “
y la siguiente ecuacién diferencial:

S((38)+((3B)-(24) ew
con la solucién dada comosigue:
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( tre (3 ) = ( my i \er + (as ) (99)

tal que para t — oo resulta:

Moo = (—Aw, -1). (100)

Enel tercer cuadrante (m, (0) < mz (0) < 0) se obtiene:

F = ( canine ) (101)

y la siguiente ecuacién diferencial:

@ (m)(t) (m)(t) _ -1
di ( (rma) (t) ) ‘ ( (mma) (t) ) ~ ( —dw ) : me

con la solucién dada comosigue:

(rm) (t)

\

_ (rm) 0)

)

ey

(

<a -e9)
( (rma) (t) ) - ( (m2)(0) ) : ( —Aw (1 =e") ) “

tal que para t — oo resulta:

Moo = (—1,-Aw). (104)

Porultimo, en el segundo cuadrante (mm(0) < mz (0) > 0) el término de flujo es:

F=(™¥ ) (105)
mz-1

y dalugar a la ecuaciéndiferencial:
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@ (m) (t) (m1) (t) _ {Aw
ai (tne)) + (fd ) =( 1 ): x06)

con la solucién quesigue:

(rr) (t)) _ (mn) (0) ge, Aw (=e)
( fm ) ~ ( ‘my (0) ) +( w(1-e*) ): oa

y el estadofinal:

Meo = (An, 1). (108)

Del resultado anterior obtenemos queel cardcter finito de la red, presente a través de

la ausencia de ortogonalidad de los patrones almacenados, da lugar a queel estado atractor

se recorra en el traslape mz, de tal forma que cuando el producto interior de los patrones

ee mrkZ ave. . . . . . . .

(€1.- €%) es positivo el corrimiento es hacia el interior del primer cuadrante; en cambio,

cuando es negativo se recorre hacia el cuarto cuadrante. Las mismas ecuaciones (55) per-

miten comprender que, si hay un corrimiento hacia la cuarta cuenca,la red se encuentra en

un régimen esencialmente distinto porque ahora sign [m, (t)] = 1 y sign [me (t)] = —1, de

donderesulta que las soluciones ya no son (68), sino:

(m ) (t) 2 (m1) (0) at | An | (1 = e*)

( (ina) (t) ) 7 ( (me)(0) ) + ( =e ) , (109)

donde Ay = — | An |. Ahora el estadoestacionario es

Test = (| Aw |,-1), (110)
: <p — . ie

lo cual sugiere que cuando ™ (t) se acerca a oo = (1, — | Aw |) puede ocurrir unatransicién



; oe =»
dela primera a la cuarta cuenca e iniciar un procesoen el que el estado a recuperar es ™. oo

(| An |, ~1).

> =

Cuando €!- €? < 0 se presenta la siguiente distribucidn de puntosfinales:
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2
4,0 (-Ayyt)

0,5

Gay) an (1,0..)
“1,0 °0,5 0 ‘0,5 4,0: my

1

0,5

-1,0 40 Ooyet)

Figura 3(a). Localizacién de puntosfijos a T = 0 con Ay < 0,p= 2, N < oo.

o> = :
Cuando £1. €? > 0 la distribucién es comosigue:

 

m

10 © (Ayst)

0,5

(thy) ng 9 (Ay)
10 05 0} 0,8 4,0 m,

-0,5

08) (Art)

Figura 3(b). Localizacién de puntosfijos aT’ =0 con Ay > 0,p = 2, N < ow.
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La primera grafica sugiere dos fenédmenos que ameritan atencién:

e Siel vectordetraslapesinicial, 7 (0), se localiza en la primera cuenca, mu(t) evolucionard
—

hacia el punto (1, — | Aw |), que se ubica en el cuadrante inferior cuando €1!. €? <0. En
untiempotedricamente infinito la red pasaria del cuadrante J al cuadrante IV, sin embargo,
la existencia de fluctuaciones permite prever quelared finita no tiene las limitaciones de

tiempo que ya mencionamospara la red infinita,En consecuencia, existe la posibilidad

de que en alguna desus fluctuaciones el vector m (t) pase al cuadrante IV e inicie una

evoluci6n hacia el estado atractor (| Aw |, —1), donde quedarfa atrapado.
e El otro efecto consiste en quesila red inicia su evolucion en el tercer cuadrante; avanzando

hacia el estado (—1,| Aw |), que se encuentra en el segundo;podré pasara este tiltimo para
evolucionar haciael estado (— | Ay |, 1).

En el primer caso tenemos que la vecindad del estado (1,— | Aw |) es una presunta

region de escape del primeroal cuarto cuadrante. Enel segundo casola vecindad de (—1,| Av |)

es el conjunto de posibles estados de transicién del tercero al segundo cuadrante.

. . . . —

La segundafigura nosindica que un fendmenoandlogo puedeocurrir para € !- € ? > 0,

con transiciones de la segundaa la primera cuencaa través de la vecindaddel punto (1, | Aw |)

y de la cuarta a la tercera cuencaa través de la vecindad de (— | Aw |, —1).

Puesto que mi (t) ejecuta un movimiento irregular en el espacio de estados, es de es-

perarse que el cambio de cuenca sea un fenédmenoaleatorio, de modo que el tiempo desalida

sera una variable aleatoria que amerita ser estudiada. Este tema ser4 abordado de nuevo en

el octavo capitulo de este trabajo. Por ahora sdlo podemos adelantar que tenemos elemen-

tos para conjeturar que la red antisimétrica finita con dos patrones (0 imagenes almacenados)

operando a temperatura cero ya no se comportara en forma similar a una red de Hebb con

cuencasde atraccién definidas.

III.6 Conclusién

La ensefianza mds importante que extraemos deeste capitulo es la siguiente: la descomposi-
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cién ™ = Meg + @, con Ly ~ O (w+), sugiere la posibilidad de separar al vector de

traslapes comosigue:

Sl

1 —
t) = ™*+—~7 (t),(t) tN q (t)

donde 7m? describe la conductade las redesinfinitas y “q’ (t) son las fluctuacionesaleatorias.

Este es el objetivo del préximocapitulo, en este nuevo planteamientola ecuacién de Fokker-

Planck (29) pasaréa ser s6lo un puente técnicamenteutil para desarrollar una descripcién mas

poderosade los efectos de tamajio finito que nos ocupan.
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IV. Descripcion mediante las variables de

fluctuacion

IV1 Introduccién

El objetivo central de este capftulo es la obtencién de la descripcién de los efectos de tamafio

finito en términosde las variables de fluctuacién. Para lograrlo nos proponemosabordartres

puntos:

e El primero seré encontrarla segunda ecuacién fundamentaldela teorfa, que es otra ecuacién
de Fokker-Planck. Esta vez para la distribucién de probabilidad conjunta delas fluctua-
ciones q.

e El segundoserd obtener las ecuacioneslineales ordinarias y no aut6nomas que describen

la evolucién de los momentosestadisticos de las fluctuaciones

e y el tercer punto sera hallar la solucién formal a estas ecuaciones.

Laestrategia para enfrentar el problemase basa en la observacién hecha en el capi-

tulo anterior, cuyas aproximaciones gaussianasen tornoal estado de equilibrio sugieren que

es posible una descripcién de las redes neuronales finitas mediante la técnica de separar la

conducta determinista que sigue unaredinfinita, respecto de las fluctuaciones aleatorias que

aparecen comoresultado de su cardcterfinito.

El trabajo desarrollado hasta ahora indica la presencia de tres fuentes de azar:

(1) El ruido intrinseco de la red, que se introduce por medio de la temperatura.

(2) La aleatoriedad que resulta al mantener NV finito. Es decir, la que aparece comoconse-
cuencia del caracter finito de la red.

(3) La estocasticidad proveniente de los patrones almacenadosen la red y que se mantiene atin
a temperatura cero.

La teorfa que estamos desarrollando integra todas las fuentes de azar enumeradasen el

conjunto de ecuaciones mencionadasarriba. La idea esencial consiste en definir las fluctua-
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ciones escaladas 7c (t) y en realizar una transformacién a dichas variables. La descripcién

que se obtenga nos proporcionaré una nueva ecuacién de Fokker-Planck, pero con la ventaja

de que se tratar4 de procesos gaussianos que nosgarantizan que el estudio de los primeros y

segundos momentosestadisticos son suficientes para la caracterizaci6n completa del proceso.

En consecuencia, nuestro objetivo se reduciré al andlisis de ellos.

IV.2 Los términos relevantes en el tamajio del sistema

En el capitulo anterior hemos obtenido la ecuacién de Fokker-Planck (29) con el término de

flujo dado por

N1 1FQ(wi, t) =m, —> ef tanh 8 [eanFaoAE0] (111)
a1

y la matriz de difusién de la siguiente forma

N

FQ(wt) = = {0 — Deftanh 6 [art—a0FAC6 oe} ,
i=1

(112)

Este corte introduce limitaciones en el tamafio del sistema, toda vez que la eliminacién de

las contribuciones de orden O (N~") con n > 1 nosobliga a cuidarunacota inferiorpara el

numero de neuronas NV por debajo del cual el ruido estocdstico creceria demasiado. Este punto

estar4 presente al comparar las predicciones de nuestra teorfa con las simulaciones. El corte

mencionado nos lleva ademas a observar la consistencia de las aproximaciones que estamos

realizando.

Un procedimento usual para estudiar esta clase de procesosestocdsticos es descompo-
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nerlos en una parte determinista y una fluctuante. La primera estaria dadaporlas trayectorias

de campo promedio, m},y la segunda por unvector estocdstico, q (t). La experiencia de

la fisica estadistica indica que las diferencias en 6rdenes de magnitud entre ambos términos

serfan tales que el segundo es VN veces mas pequefio, de modo que un escalamiento dado

por el inverso correspondiente, 1// NV, producirfa funciones q,, (t) reescaladas conforme al

tamafio de la red y adecuadas para nuestra descripcién. Entonces proponemos una descom-

posicién de la forma siguiente:

m (t) = m*+—7@(t) +0 (a): (113)

tal que ignoramosel tercero delos términos en el lado derecho de (113).

IV3 Transformaci6n a las variables de fluctuacion

En esta seccién obtendremos la ecuacién diferencial parcial que describe la evolucién de

la densidad de probabilidad conjunta de las fluctuaciones q,, (t). Con ese fin definimoslas

variables de fluctuaci6n escaladas como:

7d (t) = VN (m (t) — m}), (114)

lo cual refleja la descomposicién mencionadaanteriormente.

Definimosla distribucién de probabilidad conjunta, P, (@), de las fluctuaciones como

sigue:
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B(@)= [amie (mt) 6 [@ — VN (mi — m;)]. (115)
x

Evaluando la derivada temporal en la expresi6n anterior, utilizando la ecuacién de Fokker-

Planck (29) para P (™, t) e integrandoporpartes apropiadamente, se obtiene lo quesigue:

LPG) = VNVA(@) [(€ tanh a (€- Arts +6))en — mi] +

 

 

 

0 [s/o —
YNBg (PCF)a (it t)ae} +

p=l1

N * & BIW => L

zy a,| £(T) Dye (i t)rar} + © (a) (116)

donde

/ dmP,(™m)6|q — VN (m — m})| f (m,t)
(f (7m, t))a =

[anit (at) [at — VI (wt vs)
YT

_Pi(mit ge?) s (mit i@) =1 (4+7)

P.(mi+z7) 1" VN

= f (mi) +759 Vuh (mi) +0 (=) (117)

de modo que:

N

(F, (77, t))qe = mt, - “ Soe tanh 6 (E's Aras +0.) +

5 5 BS ger 1—tanh?9(€;. Amt +8 118TH at|For ay Lote (1— tanh? (Es Ante + 8:))]. cs)
Utilizando (118) y las ecuaciones deterministas para me, en la expresi6n (116), se obtiene lo

 

que sigue:
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N

P.(7) {os (t) - w Ettenn(Ee Amt; +64)
t=1

 

N

bw- ates (1-tanito (Eats +0))|}]}
i=

 

 

z OO ~ 1 x wae =+ P.(@) |m — a Dee? tanh 6 (Es- Amy +65) (o:)az4] - (119)
i=l

La formafinal dela ecuacién fundamentalquesatisface P, (q’) se obtiene tomandoel limite

en que V — oo. Resulta la siguiente ecuacién de Fokker-Planck:

 

dt val O04, = Oq.0n

(120)

donde:

—+ aS P —
Fi[, mi] => Ly (mi) w+ Ky), (121)

v=1

con la matriz de conveccién del flujo dada porla expresién:

P —>

Luv (72) = bw — BY(Ens [1 — tanh? (6 € - Arm; +6) |)eoAr. (122)
A=1
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K,(t) = Jim VN lt tanh ((o¢ Amt + 6)))e ws Sytanh (6; . Amit + 0)|

™ (123)

Esta expresi6n es una correcciénal término de flujo, dependede los patrones especfficos que

son almacenadosenla red y mide la diferencia entre el autopromedioy la realizacién de la

sumafinita. Este término es de la mismanaturaleza que la expresién para Ay obtenida en el

capitulo anterior y le lamaremos correcci6nfinita congelada.

La matriz de difusién es como sigue:

ws L,: raeDaw (Wdt) = Syn — fim, 5p 9 anger tah (8 s+ Ams +6.) (oi).
tal que si insertamos la expresién pars(oiats dada en (33) y aprovechamos(117) a orden

cero, resulta:

N

Dw (wt?) = bv — Jim, = Yo e'EL (04 (0)) tanh (0- ATM; + 64) exp (1)
i=1

t > >

- ds exp (s — t) (€,€, tanh (8 € Amt + 6) tanh (8 € Amt + 6) Yeo. (124)

El cardcter lineal en gz del término de flujo de la ecuacién (120), la independencia de la

matriz de difusién respecto a las variables de fluctuacién, y la dependencia implicita respecto

al tiempo de Fy y de D,,, nos lleva a establecer que los efectos de tamafio finito de la red

pueden servistos ahora comofluctuaciones térmicas descritas mediante procesosestocdsticos

de Ornstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo. (Uhlenbeck G.E. and Ornstein L. S., 1930;

Wang M.C. and Uhlenbeck G. E., 1945; Chandrasekar S., 1943; Lax M. 1966a; Lax M.,

1966b). Usaremoslas siglas POUDTparareferirnosa ellos.
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La estructura de la ecuacién de Fokker-Planck (120) muestra quese trata de un proceso

estocdstico gobernadoporlas trayectorias de campo promedio mt, en consecuencia,para la

descripcién del fenémenoseré necesario el conocimientodeellas. Estas satisfacen las ecua-

ciones nolineales (10), que resultan ser nuestro primer sistema fundamental de ecuaciones

diferenciales ordinarias.

IV3.1 Patrones aleatorios y umbrales

Antesde analizarla ecuaci6n de Fokker-Planck (120) paralas fluctuaciones q,, (t) es necesario

especificarla estadistica de los patrones eH y de los umbrales 6;. Tomaremospatrones cuyas

componentes €/ son generadosal azar con probabilidades iguales para los valores {—1, 1}.

Supondremos que los umbrales son estadisticamente independientes de los patrones eu y

que obedecena una distribucién de probabilidad W (0), tal que se puede definir el promedio

de una funci6n g [£, 6] como sigue:

GE Meo=s [awesta. (125)
<=11)?

Conestas hipdtesis obtenemosrelaciones convenientes comolas siguientes:

(f9 (yea SS? fe| [/enrno]
€e{-1,1}”

(Eudeo =0 , (ub, )e,0 = Ouv . (126)
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IV4 Las fluctuaciones como un proceso de Ornstein-Uhlenbeck

IV.4.1 La solucién formala la ecuacién de Fokker-Planck

Como veremos enseguida, el cardcter gaussiano de los procesos de Ornstein-Uhlenbeck nos

permiten describir totalmente las propiedades estadisticas de las fluctuaciones mediante los

primeros y segundos momentosestadisticos. Es decir, utilizando las fluctuaciones medias y

las correlaciones.

La soluci6n a la ecuacién de Fokker-Planck (120) para las fluctuacionestienela sigu-

iente forma (van Kampen, 1992):

BD) =enon(SIF - PIE OTR-]), C2
(2m)? \/det 5 (t)

donde

(7) (t) = / A(T) Tae (128)
son las fluctuaciones medias,

Ew (= [PCP(wav (anlar)a, (129)
son las correlaciones no centradas y det © (t) es el determinante de la matriz =.

Aunquela soluci6n esté dada en términos de &, resulta mds convenientetrabajar con la

matriz de correlaciones no centradas, C,, (t), definida de la siguiente forma:

Cw (t) = (qua)(2). (130)
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Nuestro esfuerzo se concentrar4 ahora en obtener las ecuaciones de evolucién de (q,) (t) y

Cyv (t), asf comolas soluciones formales correspondientes.

IV.4.2 Los momentosestadisticos de las fluctuaciones

Las ecuaciones correspondientes se puede obtener siguiendoel procedimientoutilizado en el

tercer capitulo para obtener (35).

Consideramosunafuncién f (“q’), doblementediferenciable respecto aq, y con primera

derivada temporal. Multiplicamos por ésta en (120), integramos una vez por partes en el

primer término del lado derecho y dos veces en el segundo, imponemosla condicién a la

frontera que sigue:

P, (7) | rontera= 0,

y resulta la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

 

donde

G@)=[1B@)ad. (132)
vt

Tomando f (7) = us GW, se obtienen las ecuaciones para la evolucién temporal de los

momentosestadisticos de interés.

IV4.3 Evolucién temporal de los momentosestadisticos

Haciendo f (q) = qq,tengo af (@) = 5,tal que sustituyendo en 131 se obtiene la
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ecuaci6n para las fluctuaciones medias (q,):

--> Luv (t)

(qu)

(t) + Ky (t) (133)

Este conjunto de p ecuaciones Vieleacopladas y no auténomasconstituyen el segundo

sistema fundamental de ecuacionesdiferenciales ordinarias.

Para obtener la ecuacién de evolucién temporalde las correlaciones cruzadas hacemos

f (@) = 44ay resulta

eof (G) = Sunda + Sarde 5° Teac (4) = Sunburn + Surdin. (134)

pero F, (2 (8), @) = Toy Lert) ay (t) + Ky, (0), luego
z = O =>

SF (# (), 1) 3,,f (@)) =

ds(StatoLy (t t)+ Ky (t) (ByGa + 59) =

= Lowpy (t) dy Oper + Ly (t) 46rd) + WK, (t) buds + Ky (t) burn) =
HY #

= $7 Lay (t) (dyn) + D> Dae (t) (G44) + Ke (8) (aa) + Ko (t) (de),

ademas

oe?

OquOg
 >Ow (# (t)) f(@))=

by

XDy (© (t)) (5undva + 5urbve) = Der (2 (t)) + Dax (2 ()

Denotando Cx (t) = (Gen), resulta
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d
ane (t) =

= S72 Lay (t) Cyn (t) — D2 Dae (t) Crs (t) — Ren (t) — Rin (€) + Dra (4) + Dae (t), (135)

con

Rhy (t) = Kn (t) (ga) (t)- (136)

Atendiendoal primero y segundo término del lado derecho:

Via (t) = oy Lay (t) Cyn (t) > Vy (t) = oy Ly (t) on (t) ) (137)

y tengo que

Yo Ley (8) Oya (1) +S) Vag (t) Cre (t) = Vir (t) + Var (1) (138)

es tal que la suma de ambasda una matriz simétrica sin importar como son L (t) y C(t).

La matriz de difusién es simétrica de modo que en lo sucesivo haremos

2Dyy (t) = Dy (t) + Dry (t) (139)

enseguida definimosel siguiente tensor simétrico

2Ryy (t) = Rip (t) + Ry, (t), (140)

de modotal que tanto D (t) como R (t) son matrices simétricas.
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Asi la ecuacién de evolucién temporal de la matriz centrada es

<0 (t)=-V(t) +20 (i) - 2R(t). (141)

N6tese que el lado derecho de (141) es una suma de matrices simétricas, de modo que

la matriz £C (€) es simétrica, porlo tanto, C'(¢) sersimétrica.

Haciendo By, (t) = 2D.) (t) — 2R,, (¢) para simplificar la escritura, reescribimos la

ecuacié6n (135) comosigue:

="Ly (t)¢,ya (t>Dyy (t) t) + Brn (tde

ademas podemosusar el nadie de que C (¢ ) es simétrica para darle una formaligeramente

distinta al segundo término del lado derecho:

»Lyy (t)(t)¢.Lane ( = » (Ly (t))? Cav (t=) Cry (E Lay (t))”, (142)

donde (Ly, ()? es la traspuesta. Bnav resulta la siguiente ecuacién matricial:

<c(t) =-L(t)C()-CWL()" +B), (143)
. : 1 . : 4

que constituye un conjunto de Pett) ecuacioneslineales acopladas y no aut6nomas.

Enseguida obtendremoslas ecuaciones de evolucién para las correlaciones centradas

=v. Escribiendo componente por componente (143) e introduciendo explicitamente la forma

de Buy (¢) tenemos:

d P

ae” (t) = SS Luy (¢) Cw ()

y=1
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Lent) Lau (t)” + 2Dyv (t) — [Ky (t) (gv) (1) + Ke (t) (Qu) (O)]-

Sumandocero* dos veces en esta expresién tenemos:

fa
Zo --L tm (t) Gn (t)

2 Chun (t + 2Dyy (t) — [Ky (t) (qv) (t) + Ky (t) (qu) (t)) +

So(a) (#) Dua (#) (a) () — Sv) (E) Lyy (4) (@)

+ (qu) (t) Lva (t) (aa) (8) — D3 (au) (#) (an) (8) £7, (0),

tal que reacomodando tenemos:

(qv) (t)7)Yn (t) (a) “nolsuf(t) (qa) (t) — KL wh
A=1

+» Ly (t) Cru (t) — Y9 Lyy (t) (an) (€) (av) (0)
yl

PpP

+S Guy (4) EE(8) — Dau) (t) (a) (8) EF(t) = 2Dyw (b)
y=1 y=1

Identificando los términosentre paréntesis como: #(q,,) (¢) y £(q) (¢) resulta:

d d d 7geChe  ~ (edFelted ()~ (4) 0) Gel(2) + Yb)Co

SLy (t) (ay)( t)++> Cuy (t) )- oq) (t) (Gq) (4) iy (t) = 2D(t),

deoo resulta la expresién siguiente:
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d P Pp

a(t) + > Luy () Ey (t) + Eyy (t) Ly () = 2D (t) : (144)

y=1 y=1

Finalmente tenemosla ecuaci6n parael det (& (t)). Escribiendo la ecuacién anterior en forma

matricial y multiplicandoporla inversa £1:

ats (t) +27LG) ES) +518 (6) 17 (t) = 227 (t) DQ).

‘Tomandola traza y aprovechandola identidad siguiente: T'r [E~145 (t)] = # {In [det = (#)]},

resulta luego de un reacomodo:

< fin [det  (t)]} = 2Tr [=" ()D()-L (t)] . (145)

Las ecuaciones (133), (144) y (145) constituyen el tercer sistema fundamental de ecua-

ciones diferenciales.

El cardcter gaussianodelas fluctuacionesnos permite establecer que ya no necesitamos

mas elementos para describir el fenémeno. En cuanto a ecuacionesbdsicas, nuestra teorfa

est completa. El siguiente problema que nosatafie es la solucién formal de las ecuaciones

anteriores.

IV5 Solucién formal paralas fluctuaciones mediasy las

correlaciones cruzadas

Nuestro objetivo final sera la obtenciénde la solucién formal a la ecuacién (143) y durante el

proceso encontraremosla de (133). Para lograrlo se aprovecha un teoremade las ecuaciones

diferenciales ordinarias (Imaz C. y Vorel Z., 1968) que establece la equivalencia de la ecuacién
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d_, =a? WO=407), (146)

donde “’ (t) es un vector, con la ecuacién

d
a (t)=N(OY(), (147)

donde Y (¢) es una matriz cuadrada.

La estrategia que se sigue consta delos siguientes pasos:

(1) Puesto que el teorema se establece para ecuaciones diferenciales homogéneas, se hace
necesario transformarla siguiente ecuaci6n para las fluctuaciones promedio:

5(@)()=-L@O@)O- KW, (148)
que no es homogénea,a otra quesilo sea.

(2) Una vez hecho ésto, tendremosla ecuaci6n siguiente:
ad -— —

ae) @) =-LM) (2) (), (149)
que noincluye la correcciénfinita congelada.

(3) Al realizar este cambio se obtiene la ventaja de que la solucién a la ecuacién (149) esta

dadapor una transformaciénlineal G (t) aplicada sobre las condicionesiniciales, (Q) (0),
es decir: > >

_, (2) 4) = G((2) (0). (150)
(4) Una vez establecido que (Q ) (t) tiene la forma(150), se aborda el problemade obtenerla

soluci6n formal para la ecuaci6n matricial:

<1 (t) + L(t) L(t) + I(t) L7 (t) = 2D (8), (151)

dondeTI (¢) = {Q,(¢) Q, (t)} es la matriz de correlaciones cruzadas dela variable (Q) (t);
(5) A partir de TI (t) se determina (t).

IV5.1 Transformacion a las variables sin correccién finita congelada

= : : . . 2
Sea wu (t) un vector cuyas componentes son p funcionesquesatisfacen la siguiente ecuacién

diferencial:
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ie = aeStH =-LOHVH+K(, (152)

con condiciones iniciales u (0) = 0. Definimosla transformaciénde variable:

QH=FW+V(), (153)

enseguida derivamosrespecto al tiempo y promediamos sobre P (q, t), de lo cualresulta:

£(2)=2G)+57. (154)
Enseguidasustituimos (148) y (152) en el lado derecho de esta ecuacién y se obtiene:

d — => =>

qi2)) =-L@ (V)Q)-K®-LOeCOH+ Kt)

d5(2) (0) =-LO (2) () + VO},
de modo que encontramosla ecuacién (149):

d- =
ai @) t) =-L(H (2).

El papel que cumple el vector w (t) es trasladar, a cadainstante t, al vector (q) (t)

para obtener (Q) (t), N6tese también que para disponerde una ecuacién homogéneaparalos

promediosdelas variables trasladadasse paga el precio de tener un sistema mas de ecuaciones

diferenciales.

IV5.2 Solucién a la ecuacién homogénea

A las ecuaciones de la forma de (149) se les asocia un propagador (Imaz y Vorel, 1968) G(t)

que obedece la ecuaci6n:
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d
ae (t) =-L(t)G(t), (155)

=>
con condiciones iniciales G (0) = J. Entoncesel vector (@ ) (¢) estd dado porla expresién:

= =>

(Q) (4) = G4) (Q) (0). (156)

Podemos comprobarque efectivamente éste es el caso: Integrando en (155) resulta:

t

G(t) - G(0) = -{ L(s) G(s) ds,
0

pero usandolas condiciones iniciales tenemos que:

G(t)=1- [ro G(s) ds. (157)
0

Sustituyendo en (156) resulta

Oro={1- [ eaiask Gyo),
que se reacomoda comosigue:

=B=B)==[1(s)a(6) a
Derivando en (158) se obtiene

oI = (158)

dt

de modo que usando (156) tenemos:

d= =>

59) ) =-L0(Q) 0),
de donderesulta que el lado izquierdo produce el lado derecho de la ecuaci6n a comprobar.

Si se conoce el propagador (t), la fluctuacién media puedeescribirse en la siguiente
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forma:

PO=COG-G()[dso" (0) R(s), (159)
0

IV5.3 La ecuacién de Fokker-Planck para las variables sin correccién
finita congelada

La transformacién definida en (153) introduce las nuevas variables aleatorias Q,, (t), que

obedecen una ecuacién de Fokker-Planck ligeramente modificada. Esta es la que vamos a

obtener a continuacién:

Sea

Qy (t) = M(t) + u(t),

es claro que se cumple

0 = Jd = OQ, 9 of

Bag? (9) = (3g, (8:4) } 2 = a9; (4.1)
de modoque el problemase reduce a estudiar el lado izquierdo de la ecuacién de Fokker-

Planck.

Definimos

Pp (2.1) =P (@ - 7,t) (160)

con

P(q,t) =P (@ - wt)

entoncesla derivada temporal es comosigue:
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= 2P- > (BP) tow+ >) (GaP) Kel. 6H
bv=l1 OQ, w=1 0Qy

Ademas

Yo tw)Z{PF} = Yo bw OS (IQ (OP (F.1)}
pv=1 q pyv=1 dp

: 2

f
o

n(G a¢ =a
= dX Ly (é) 30, {QP (9 ,t) } - dX Ly(t) 30, {u,P (9 it) } . (162)

Ahora usamos (161) en el lado izquierdo de (120) y (162) en el lado derecho de (120),

resulta:

wP(G)-¥aanDerowo rzbs?) “(9
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> Lu (t) ¥0,2 fa,B (@, )}+ agaaa, (Pm (2 (0) B(@,2)}. (163)
Bv=1

Quees la ecuacién de Fokker-Planck modificada. Comoera de esperarse, la transformacién

~¥
(153) solamente elimina el términode correcci6n finita congelada, A (t), que ahora aparece

en la ecuacién de evolucién de w(t).

IV5.4 La ecuacién de evolucién de la matriz de correlaciones cruzadas

Para encontrar la ecuacién para las correlaciones 1.x, (t) = (QQx) (t) procedemosenla

—=

forma que ya es usual. Sea una funcién f (2) doblemente diferenciable respecto a Q,, y

con primera derivada temporal. A partir de (163) resulta

d (> # a >=(f (@)) = ~2tm) Qo,F (2))+xDw (# ©) Sqeaact (2).
(164)

Haciendo f = Q,, tengo vef = Suy y queda la ecuacién

“(@n)(0) >> Ly (t) (Qu) (t) ; (165)
wy=1

que coincide con la ecuacién (149), lo cual confirma que (163) es la ecuacién de Fokker-

Planck correcta.

Haciendo f = QQ) tengo

iat = Qrbun + QnOur ) eat = SurSvar + OurOur

de dondese obtiene la siguiente ecuacién de evolucién:
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Pp

F(Qn@a) (t) = = Lar (8) (10s) (>Lay (t) (Qy@Qn) (t) + Dra (t) + Dax (1).
(166)

El primero y el segundotérmino del lado derecho pueden verse comoun solo elemento

de matriz simetrizado, a su vez, el tercero y el cuarto término del mismo lado forman un

elemento de matriz simetrizado. En consecuencia, el lado izquierdo da lugar a una matriz

simétrica, de modo quesuintegral respecto al tiempo, (QKQ ))(t), es simétrica. Entoncesel

segundo término del lado derecho se puedeescribir comosigue:

Pp

Dt() (QyQx) (t) = > [Lar(I (Q1Qx) (t) = D>(Q1Qx) (t) [Loa ()]”
q=1 y=1

Denotando TI (t) = {(QyQx) (£)}, reescribimos la ecuacion (166) comosigue:

d

dt

quees la ecuaci6n (151).

—II (t) = —L (t) T(t) — I(t) £7 (t) + 2D (2), (167)

IV5.5 Solucién formal a la ecuacién paralas correlaciones cruzadas

Para resolver la ecuacién (167) proponemoslasiguiente transformacién:

II (t) = G(t) H(t) G? (t). (168)

Sustituimos en (167) y obtenemos:

(Z¢0) ie* (t) + G(t) (si) GT(t)+G () T(t) (4670) -

= —L(t)G (t) I(t) GT (t) - Gt) 1 (t) GT (#) L(t) + D (0),
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de modo que usando (155), y su traspuesta: £G7 (t) = —G7 (t) L(t), enel lado derecho

de la expresién anterior obtenemos:

az) il (t) GT (t) + G (2) (G20) GT (t)+G() it () (al () -

= (46) f(t) GT (t) + Ge) 1) G"17 (+ 2D(0),

tal que eliminando términos se obtiene lo que sigue:

dx
G(t) (sa () GT (t) =2D(t).

Esto noslleva a la siguiente ecuacién:

“ii (t) =G"'2D (t) [a7], (169)

cuya solucién formal es

fl (t) = [ G™(ty) 2D (tr) [G7 (t1)] "dts + C(0). (170)

Ahora utilizamos esta expresién en (168) para obtener:

I(t) =G(t) {[ewe (t1) [G7 (a) tanbat (t)+ G(t)C (0) GT (t), (71)

quees la solucién buscada.

IV5.6 Procedimiento formal

Unavez que hemosobtenidola matriz II (t) = {(QQx) (t)}, necesitamosresolverel sistema

de ecuaciones (152) para obtener u’ (t), de tal modo que podamos encontrar C,,, (t) mediante

la siguiente relaci6n:
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Cv (t) = (Qu (t) wy (#)) = [Qu (4) — Up (2)LQ, (t) — w(4) =

= (Qu (t) Qv (4) — (Qu) H) — (Qr (t))uv (t) + Up (t) w(t). (172)

Para resolver la ecuacién (144) se desarrolla un procedimiento semejante al que hemos

descrito. El resultadoesel siguiente:

S(t) =G(t)S(0)G7 (t) + G(t) |* dsG" (8) 2D (s) [G7 (s)]GT (). 73)
0

IV5.7 Las correlaciones cruzadas cuandoL es independiente del tiempo

La matriz L dependedel tiempoa través de las funciones ms, pero existen ejemplos en los

cuales L es constante. Este es el caso de estados a temperatura cero y el de aquellos en los

>

queel estadoinicial de la red es o (0) = € 1. Entonceslas solucionesse simplifican mucho,

como veremos enseguida:

Sea la matriz C (t) tal que se cumplelo siguiente:

C (t) = exp (tL) C (t) exp (-tL7), (174)

de modo que podemosdeterminar C (t) enseguida:

Sustituyendo (174) en (151) tenemos:

d ~
—texp (-tL) C(t) exp (-tL") + exp (—tL) Lae @} exp (—tL7)

— exp (—tL) C(t) LT exp (-tL") = —Lexp (-tL) C(t) exp (-tL")
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— exp (—tL) C(t) exp (-tL") LT + B (t)

y queda solamente

exp (tL) {sé ©} exp (-tL7) = B(t), (175)

de donde tenemosla ley dinémica que sigue para la matriz C (t):

{52 w} = exp (tL) B (t)exp (tL) , (176)

cuya integral formal es:

t

C(t) =C(0)+ [ exp (t'L) B (t') exp (#'L”) dt’, (177)
0

con lo cual resulta

C (t) = exp (—tL) C (0) exp (-tL”)

v
+ [ exp [(t’ — t) L] B (t’) exp [(’ — t) L”] at’, (178)

0

y si tomamosen cuenta que C (0) = C (0), resulta que (178) es la solucién formal que bus-

camos.

IV6 Conclusién

Hemosconcluido la formulacién de la teorfa y hemos encontradolas soluciones formales de

las ecuaciones fundamentales, por consiguiente estamos ahora en condicionesde aplicarla a

diversos sistemas concretos para conocer las implicaciones de nuestro tratamiento tedrico.

Este es el objetivo de los siguientes capitulos.
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Vv. Aplicacién a memorias asociativasI.

Estadosestacionarios.

V1 Introduccién

En este capitulo aplicaremos nuestra teorfa a estados estacionarios con balance detallado.

Encontraremos que la condicién a cumplir para la existencia de esta clase de estadoses la

simetrfa de la matriz A. Haremosver queentonceslas fluctuaciones correspondena flujos,

Fu (m*.), de rotacional cero y revisaremos cémo debenserlos eigenvalores de la matriz de

conveccién, L,, (m%,), en este régimen, Discutiremosel teoremade fluctuacién-disipacién

y analizaremos en detalle los estados de equilibrio de redes con memorias asociativas. Para

este ultimo fin consideraremosel modelo de Hebb generalizadoal caso de patrones almace-

nados con diferentes pesos y presentaremos una comparaci6nentre nuestra predicci6nteérica

y los resultados arrojados porlas simulaciones en computadora.

V2 La estacionariedad y el balance detallado

Para tiempos grandes t — oo la dependencia de la matriz de difusién D (¢) respecto delas

condiciones iniciales se anula. Ademds, para estados macroscépicos estacionarios, en los

— — > ‘ 5
cuales se cumple que m* = m* tenemos que m* esté dado porla solucién a las ecuaciones

macroscépicas de puntofijo:

m* = (€ tanh [¢ . Am* + 6| Ve. (179)

Entonces podemosllevar a cabo la integracién temporal que apareceenla expresi6n (124) para
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D (t). En este caso, los términos de flujo y de difusién resultan independientesdel tiempo.

Comparandolas expresiones (122) y (124) para el caso que nos ocupa ahora, encon-

tramos que se cumplela siguiente relacién entre la matriz de convecciony la de difusién:

L=I-£DA, (180)

de modo que tenemosun proceso de Ornstein-Uhlenbeck independiente del tiempo caracteri-

zado porlas siguientes expresiones:

F(@)=K+U-BDAG , Dw = Su — (Eng, tanh? B Gi Am* + 6] eo

(181)

=> — Ny —

K = lim VNA(E tanhB|  Am* +6] = =)ét tanh B [ es: Am" +4)
N-co N fel

(182)

Debido a que la matriz L es estacionaria, el propagador toma la forma que sigue: G =

exp (—tL). Si el sistema alcanza unestado estacionario macrosc6pico, 0 no, depende de

la seleccién que se haga de la matriz A.

Una condicién suficiente para obtener la estacionariedad asintética que buscamoses

el balance detallado microscépico, el cual establece que, ademds de la estacionariedad de la

distribucién de probabilidad p, (7°), se cumple que no hayflujo neto de probabilidad entre

=
acualquier par de configuraciones y ‘o'. Encontraremos que para los modelos estudiados

en este trabajo, esta condicién se traduce en la exigencia de simetria de la matriz A y en
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la ausencia de autointeracciones en las neuronas. Esta Ultima condicién equivale a tomar

A = len laformulacién que ya desarrollamos en términosdelos traslapes m. Sin embargo,

las ecuaciones (122) y (124) indican que la presencia 0 ausencia de las autointeracciones no

juega papel alguno en la descripcién que estamos haciendodelos efectos de tamajfio finito.

Nuestro propésito ahora es encontrar las condiciones bajo las cuales la ecuacién de

Fokker-Planck tiene soluciones estacionarias. Definiendo

> > => —1/> — m4 =oV=(Senk) » Te@)=R(@) {DE- (a)) -K +077},
(183)

reescribimos la ecuacién de Fokker-Planck (120) como una ecuacién de continuidad:

0 — Tz
Be (ad) +V> Ji(q) =0. (184)

Delas ecuaciones (133) y (144) resulta que (q’) (t) dada por(159)es estacionariasi se

cumple que

(7) =-1L°R , b{1e+ (z=)"} =D (185)

Eneste estado estacionario la corriente de probabilidad dada en (183) puede escribirse como

sigue:

— — ened — ieJ (@) =P (@) (DE"-1)(@+E7K),

de donderesulta claro que la corriente neta de probabilidad sera cero si se cumple que
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D=LE. (186)

Combinandola segunda ecuacién de (185) con (186) encontramos que la condicién a cumplir

para obtenerel balance detalladoesla siguiente:

DLT = LD,

que utilizada en la identidad (180)lleva a la expresién que sigue:

DATD = DAD. (187)

De que la matriz de difusién es simétrica y no negativa resulta que se cumplela relacién

siguiente: “x” - Da’ > 0, de modo quesi {| n)} es la base ortonormalizada de eigenvectores

de la matriz D, con {d,,} el conjunto de eigenvectores correspondiente, entonces los elementos

de matriz (m | «++ | m) de (187) llevan a la siguiente condicion:

dndm(m | AT — A|n), (188)

de donderesulta que el balance detallado se cumple si AT = A.

V3 Flujos de rotacional cero

Otra forma de arribar a la misma conclusién es imponer la condicién de queel flujo en la

ecuacién de Fokker-Planck tenga rotacional cero, esto es cuando se cumple que

ah, _ Fy
Og, Qn”

para todo par ys, y = 1, ..., p. Calculando en detalle resulta:

(189)
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oF, 2 >Fon = (1B) by +BYUEuEs tanh? 8 [€ Ami] )eAry
Gy dA=1

P io

= ae = (1 ~ f) Ons + BYEséa tanh” 6 € 3 Am;| YeAru.
‘Y A=1

Haciendo

Fa
P= D7(Gé tanh? 6 [€ - Ami] e,

d=1

la condicién para tenerrotacional cero tomala siguiente forma:

PA=(PA)’,

que se cumple solamente si A es simétrica. En este caso es posible definir una funcién de

iyapuney (o funcién energia) cuyos minimos son atractores de la dinémica del sistema. Si

las soluciones a las ecuaciones de campo promedio Ilegan a un puntofijo, los parametros de

orden satisfacen la relaci6n dm*/dt = 0 y los eigenvalores del Hessiano dela energia libre

tienen eigenvalores positivos, entonces el sistema est4 en un estado de equilibrio.

Cuandolas interacciones sindpticas son asimétricas no se puede garantizar la existencia

de puntos fijos en la conducta de ms, en cuyo caso pueden aparecer7) ciclos estacionarios

en las fluctuaciones 0 77) estados estacionarios sin balance detallado.

V4 La matriz de conveccion enlos estados de equilibrio

En la vecindad de un punto fijo es posible escribir las trayectorias de campo promedio en la

siguiente forma:

donde m*, es el punto fijo y | a (t) |<<| 7% |, para cada t. Desarrollando en serie de
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“Le . . : eet

Taylor podemosescribir como sigue la matriz de convecci6n Ly, ( mi):

Lyy (72) = Li (7S) + Bu (t), (190)

donde

=
Les, (mi3,) = (1B) Suv + (Eu. tanh?(8 & - ms,) )e (191)

y
1 Pp Pp on

Ba (O= Dog 2a" Le GigsDinn>1 Ki=1 Kn=1

{ (Gugs tanh? (0€ - 72,) ets (t) Dns (t) ++ trey (t)}. (192)

En el modelo bajo andlisis la seleccién de un estadoinicial ™ (0) determina unacuencadel

espacio de estados de la red y en consecuencia un punto fijo m*,. Porotra parte, en la teoria

de las ecuaciones diferenciales ordinarias (Verhulst E, 1990) se establece quese presentaré la

siguiente conducta asintética:

lim @ (t) =0 (193)
t00

si se cumplen las condiciones enumeradas a continuacién:

(1) La matriz By, (t) es tal que

jim Buy (t) = 0, (194)

(2) los eigenvalores Ay, Az, +++, An de la matriz Le! (m%,), cumplen con que Re (Ax) > Oy
t

(3) / B (t') dt’ es unaintegral acotada.
0

¥ 4 . a £
entonceslas solucionesa la ecuaci6n para los primeros momentos,( q’) (£), estén acotadas.
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: ¢ amie : : : : soe
Elvalor asintotico, L°%, (m*,), de la matriz de conveccién coincide conla matriz jaco-

biana o Hessiano

a

Om,Om,
f, (195)

de la energfa libre, f, obtenida para las redes neuronales infinitas mediante lafisica estadfstica

en equilibrio, por lo tanto, en el régimen lineal podemosrecurrir a los andlisis de atractores y

puntosdesilla conocidosen laliteratura. El Hessiano para el modelo de Hebbes un problema

resuelto (Amit D. et. al., 1985a), asf como la generalizacién a patrones almacenados con

distintos pesos (Viana L., 1988).

V5 El teorema de fluctuacién-disipacién

Hemosestablecido que un sistemafinito estar en un estado estacionariosi el flujo de campo

3 5 =, =>, ‘
promedio llega a un punto fijo tal que m? = m?{,,, para toda to > 0. Entonces la matriz de

=>

conveccién L, la matriz de difusién D,la correcciénfinita congelada K’, y por consiguiente

la densidad de probabilidad P, (@), resultan independientes del tiempo. De las ecuaciones

fundamentales tenemosque para esta clase de procesos debe cumplirse que

LeolGoot Keo =0 , LoCo + CooL, = 2 (Deo — Reo) (196)

El papel de los elementos de L,. consiste en disipar las fluctuaciones promedio (eos

del sistema finito. En cambio, la correccién finita congelada Ke y la difusi6n D,, repre-

sentan la fuente de ruido en la conducta macroscé6picade la red. Esto es consecuencia de que

existen dostipos de efectos de tamaifio finito:
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las fluctuaciones térmicas, presentes a través de D, y
ey

e las correcciones congeladas introducidas mediante K go.

La relacionde la derecha en (196) es un teoremade fluctuacién-disipacién que establece

la forma en que se compensan la parte disipante y de ruido para que el sistemafinito se

mantenga en un estado estacionario. Una expresién formalpara la matriz de correlaciones en

equilibrio, C,,, que mide la magnitud de las fluctuaciones, puede encontrarse comosigue:

Sea | An) los eigenvectores de la matriz L7,L.,, con A, sus eigenvalores. Comola

matriz L7\L,. es simétrica se cumple que‘oo ple q

(An | Le Loo = An (An | « (197)

Multiplicando por LZ, porla izquierda, y por L,. por la derecha,resulta:

LEDpCooLica + UECyp LF,Leg = 17,2 (Doo — Boo) Leo:

Enseguida multiplicamospor (A, | por la izquierda y por | Am) por la derecha,se obtiene:

(An | L5LoCoLec | Am) + (An | LoCooLLco | Am) = (An | £52 (Doo — Roo) Loo | Am);

de donne tenemos:

Ann | CooLco | Am) + Am (An | LzCo0 | Am) = (An | L502 (Doo — Reo) Loo | Am):

Considerando que Coo Lino = L7,C.0, podemosfactorizar comosigue:

(An + Am) (An | CooLco | Am) = (An | L552 (Doo — Roo) Loo | Am),

de modo queintroduciendo el desarrollo espectral de la unidad Doped | Ap) (Ap |= lenel

lado izquierdoresulta:

1

Dirk

i
y

On | Mee (Poo = Fo) Loo | Am);(An | Coo ¥> | 0) (Ap | Loo | Am) = 2
p=1
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y nos quedan las matrices de C,, y Loo en la representacién de los eigenvectores | An):

Pp 1
ee L®) = 2=———~ (An LE, (Doo — Roo) Leo Am):Y(Oe oom 2 Fey Oe | Ho (Doo Fes) |)

Multiplicamos porel inverso de la matriz L°° para tener

co. — = 1 T _ co
(¢ Nasal ~2a + Ma) (An | Doo (Doo Ro) Loo | Am) (L Yount 3

sustituyendo (L®)71, = (Am | Lg | An’) quedafinalmente

(Cunt = An | Lz (Doo ~ Roo) LooGnLics: | An')s (198)

donde

G, = 2 5Am) (199)

. m=1 An + Am ,

V6 Aplicaciones a memorias asociativas

Aplicaremos nuestra teorfa a un modelo de memoria asociativa que generaliza el modelo

estandar de Hebb y permite el almacenamiento de patrones con diferentes pesos. La matriz

de interaccién sindptica es

1 Pp

Js =Hul, (200)
B=1

con 0 < w, < 1 para todo y. Este modelo correspondea la siguiente seleccién de la matriz

A

A= wb; (201)
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de modo que cumple conel balance detallado. En lo sucesivo tomaremos umbrales iguales

a cero por simplicidad (0 = 0), lo cual correspondea una distribucién de la forma W (0) =

6 (6).

Estudiaremoslas correccionesfinitas de los llamados estados puros, donde

my, (t) = m* (t) dy.

Sin pérdida de generalidad podemosescoger m (0) > 0 y \ = 1 (lo cual se logra ordenando

los patrones a almacenar conformea la magnitud desustraslapes iniciales). Entonces tenemos

que la conducta de campo promedio esta gobernadaporlas siguientes ecuaciones:

mi (t)=m*(t)da , Zm*(t) = —m* (t) + tanh 6 [wim* (t)] , (202)

que para tiempos muy grandestienden a un puntofijo dado porla solucién a la ecuacién que

sigue:

m*, = tanh B [wm’,]. (203)

Porarriba de la temperatura critica, J, = wy, el punto fijo macrosc6pico es paramag-

nético,es decir, resulta m* = 0. Por debajo de T, se encuentra un estado ordenado: m* > 0.

Es necesario definir condiciones iniciales que generen un estado macrosc6pico puro,

con ese fin seleccionamosla siguiente distribucién de probabilidadinicial:

po(o)=][% 3 [1 +m (0)] 6,,,¢ + - [1 — m(0)] baa) , (204)

que nosdala siguiente condicién inicial macroscépica: mj, (0) = m (0) b,1.
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V6.1 La estadistica de los efectos de tamajfio finito

La restriccién a estados macroscépicospuros nos permite simplificar considerablemente nues-

tro anélisis de los efectos de tamafio finito. En este caso los coeficientes de la ecuacién de

Fokker-Planck toman la forma que sigue:

—
K(t))=K()K , Lw(t)=h(t)6n , D(t)=d(t)l, (205)

con las siguientes funciones escalares:

K (t) =—tanh# [wym*(t)] , I, (t) =1—- Bw, [1 —tanh” B[wim*(t)]] , (206)

d (t) = 1— tanh [w:m*(t)] {im (0) e+ [ e®‘tanh f [wym*(s)| asl (207)

y el siguiente vector estacionario

Ky=0 , Ky=limyoo geDe - (208)

Eneste caso el propagador tomala siguiente forma simple:

t

Gv (t) = bu exp -/ dsl, (| (209)
0

de modo que los momentosestadisticos de la densidad de probabilidad P, (7) pueden ser

calculados para obtenerlas siguiente relacién cerrada para la fluctuacién media:
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(a) (0) = K {mm (0) exp [= [ash ()] + f° dstant 9 fm (sexn[- faut, (] |
(210)

y para las correlaciones centradas:

Ey (t) = ow, (t), (211)

con

=, (t) = [1-—m? (0)]? exp [-2 [ast (| +2 [dsp (s) exp [-2 [aus (| .

(212)

Deestos resultados se obtiene quela distribucién de probabilidad de las fluctuaciones

tomala siguiente forma:

=) 1 ex i [qu — (q) ()P ;

1) Trias] "| 22S) ”
Esta expresi6n indica que las fluctuaciones estan desacopladas y que las fluctuaciones

medias tienden a un valor asint6tico distinto de cero para todo p > 1.

Conel propésito de compararconlas simulacionesen el préximo capitulo estudiaremos

la evolucién temporal de estos sistemas para el caso de tres patrones almacenados, p = 3, y

resolveremos las ecuaciones correspondientes por métodos numéricos. En esta seccién pre-

sentamoslos resultados obtenidos en equilibrio para redes con NV = 5 000 neuronas, operando

a temperaturas, 0.1 < T’ < 0.7 tres patrones almacenadosconpesosiguales: w, = 1,
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py = 1, 2, 3. Para compararla prediccién teérica con el experimento computacional se simu-

laron redes con tres patrones almacenados F3 Eo, Es, con condicionesiniciales m? = 0.9,

Most = 0 y grabandoresultadosal tiempo t = 10. Las simulaciones fueron realizadas me-

diante programasescritos en fortran 77 en una computadora ALPHA STATION.Sellevaron

a cabo n = 200 realizaciones sobre la base de que el error de muestreo disminuye como 1

y de que unarevisi6n dela grdfica de la funcién f (n) = Wh indica que después del valor

seleccionado el mejoramiento de la precisién es muy poco si se compara conel esfuerzo de

cémputo. Una vez obtenidaslas realizacionesse aplicé un andlisis estadistico que fué llevado

a cabo en una computadora personal con procesador 486 de 100 megahertz y utilizando el

software MATHEMATICA.Losresultados se presentan enseguida en las graficas 4(a) y 4(b):
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Figura 4(a). Estados puros en equilibrio, N = 5 000, p = 3, 200 realizaciones. Dependencia
respecto a la temperatura de las fluctuaciones medias. Valorasintético de la expresi6n (210).
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Figura 4(b). Estados puros en equilibrio, N = 5 000, p = 3, 200 realizaciones. Dependencia
respecto a la temperatura de las fluctuaciones medias. Valor asint6tico de la expresién (210).
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V.7 Estados de equilibrio en redes de Hebb. Dos patrones

almacenados

V7.1 Solucién delas ecuaciones algebraicas

Este sistema ya fué estudiado de manera general en este capitulo. Ahora consideraremos el

caso particular de una red operando a temperatura T’, con dos patrones almacenados median-

te la regla de Hebb. Escribiendo y resolviendo en detalle las ecuaciones (196) tenemosla

siguiente expresi6n matricial para las fluctuaciones medias:

FF _ (1)co _ 1 Inky — Li2Ke

(ea = ( (92) 00 ) ~ 12, — 12, ( IyKo- Lyk, }’ a)

con

In = Im =1- B+ . {tanh? 6 [(m}).. + (73)eo] + tanh? B [(m})..— (™3)eo] }, 215)

Li = Im = & {tanh? A [(mi),. + (m§),.] — tanh? B [(m{),, — (m}),.]}. (216)

Paralas fluctuaciones cuadraticas encontramos:

(Q2)oo = Ru — Dan Dy {Lu [Lie (Rus — Dir) + 221 (Rig — Dig) — Lis L12 (Ree — Dis)}}

- Tn 2Dy(LR, — Lu Le) ,

(217)

 

(a2) oo _ Fao -Dy eae {Lui [Lio (Rar — Dix) + 2Ln1 (Rig — Dig) — LiLiz (Ree — Dis)]}

2 In Dy (Lh; — LiL4y)

(218)
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donde

Dy = 1— {tanh? 6 [(m}),. + (m}),.] + tanh” B[(mi),. — (™3)o.]} » (219)

Dry = ~ {tanh” 6 [(m}),, + (™3),.] — tanh” 6 [(mj),. = (m3).]}, 220)

Ku =Ki(u)o » Ki2 = 4(K1(d2)o0 + K2(1)oo) 5 Kae = Ki(41)co (221)

y

K7o = tanh 6 [(m}),.. + (™M2).0] F tanh 6 [(m}),.. — (a)]- (222)

V7.2. Comparacién dela prediccién teérica para estados de equilibrio con
las simulaciones

El procedimientoutilizado consistié en simular redes con N = 1 000 y 5 000 neuronas, con

dos patrones £1 y €4 generados al azar conforme a las siguientes condicionesiniciales:

m? = 0.9 y m§ = 0.1, La constante congelada result6 ser Ko = 1.264911 en el primercaso

y Ko = 1.583919 en el segundo. Se hicieron evolucionar las redes conformeal algoritmo

directo y grabando resultados a t = 10 para las temperaturas: T = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5,

0.6. La selecci6n deeste tiempo se debe a quelas soluciones numéricas de las ecuaciones de

campo promedio para ms ya han alcanzado un puntofijo para ese valor de t. En cambio, para

las temperaturas: T = 0.7, 0.8, 0.9, result6 necesario extender la simulacién hasta t = 20

para garantizar el equilibrio.

Estas simulaciones también fueron realizadas mediante programasescritos en fortran
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77 en una computadora ALPHA STATION.Porlas razones expuestas con anterioridad, se

Wevaron a cabo n = 200 realizaciones. El andlisis estadistico del muestreo realizado dié por

consecuencialos resultados que se presentan en las graficas 5(a)-8(b):
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Figura 5(a). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediantela regla

de Hebb. N = 1 000, Ko = 1.264911. Ecuacién (214).
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Figura 5(b). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediantela regla
de Hebb. NV = 1000, Ko = 1.264911. Ecuacién (214).
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Figura 6(a). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediantela regla
de Hebb. N = 1 000, Ko = 1.264911. Ecuacién (214-217).
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Figura 6(b). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. N = 1 000, Ko = 1.264911. Ecuacién (214-217).
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Figura 7(a). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediantela regla
de Hebb. N = 5 000, Ko = 1.583919. Ecuaci6n (214).
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Figura 7(b). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. NV = 5 000, Ko = 1.583919. Ecuacién (214).
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Figura 8(a). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediantela regla
de Hebb. NV = 5 000, Ko = 1.583919. Ecuacién (214-217).
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Figura 8(b). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediantela regla
de Hebb. N = 5 000, Ko = 1.583919. Ecuacién (214-218).
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V7.3 Discusién de resultados

Los resultados para N = 1 000 neuronas muestran que la prediccién teérica para las fluctua-

ciones medias, (q,) (t), 4 = 1, 2, y las simulacionescorrespondientes, coinciden en forma

excelente en el intervalo 0.1 < T < 0.4. Enelcaso de las desviaciones esténdar el acuerdo

es muy bueno en el intervalo 0.1 < T < 0.3.

Para redes con N = 5 000 neuronas la concordancia es superior, pues la teorfa y el

experimento computacional coinciden en el intervalo 0.1 < T < 0.6 para las fluctuaciones

medias. Sin embargo la mejorfa en las desviaciones esténdar no es muysignificativa.

Hay dos aspectos que afectan la precisién de nuestra teorfa: 1) la disminucién del

numero de neuronas en la red, y 2) el aumento de la temperatura. Estos resultados son de

esperarse debido a que en amboscasos la magnitud del ruido se incrementa y entonces la

descripcién a base de procesos de Ornstein-Uhlenbeck adolece de fallas porque descansa so-

bre la hipdtesis de queel ruido es relativamente pequefio. Entonces la descomposicién (113)

empieza a Ser insuficiente.
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VI. Aplicacién a memorias asociativas II.

Ejemplosdela relajacién hacia el equilibrio.

VI.1 Introduccién

En este capitulo consideramos nuevamentelas redes finitas que evolucionan hacia estados

de equilibrio. Ahora nuestro propésito es ejemplificar c6mo evolucionan las fluctuaciones

en el proceso de relajacién hacia la recuperaci6n de una memoria almacenada. Los sistemas

seleccionados son dos: 1) redes de Hebb operando a temperatura cero, cuyasencillez permite

encontrar solucionesanaliticas, y 2) estados puros funcionando a temperaturas intermedias,

cuyas ecuacionesnecesitan ser resueltas por métodos numéricos. Describiremosla estrategia

que fué utilizada para resolverlas y obtenertanto las fluctuaciones medias, (q,.) (t), comolas

desviacionesest4ndar, ¢,, (¢). Entonces compararemoslas curvas teéricas obtenidas con las

que resultan de las simulaciones.

VI.2 Evoluciéndelas fluctuaciones medias a T’ — 0.

Consideraremos unared con dos patrones almacenadosutilizando la matriz A = ( A ; )

en la regla de almacenamiento y estudiaremosel caso simple en que el estado macroscépico

de ésta toma sus condicionesiniciales en la cuenca delpunto fijo (mg, 0). Entonces se cumple

que

= =
lim tanh@ € - Ams = sign ( é - Am) (223)
Boo

y los parametros de orden del sistema finito toman la siguiente expresién:
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My (t) = d.sign (m2) {1 — (| mf |e“) } + y(t) (224)
VN

La matriz de conveccién es simplemente L,,, = 6, y la matriz exponenciales:

CO 4k

{exp (—Lt)},,,, = “i (—L)* = 6,, exp (—t). (225)

Parrafos mds adelante explicaremos satisouliiadion debemostener para evitar transiciones

entre cuencas contiguas de los patrones almacenados,por el momento s6lo supondremos que

existe un patrén condensado (digamosel primero) y que el estado de la red evoluciona so-

lamente dentro de su cuenca. Cuando las condicionesiniciales son de la forma m (0) =

(m9, m$), los elementosde matriz son de la forma siguiente. Entonces la matriz de difusién

tomala siguiente forma:

Dyv (t) = Suv (1— | my |) exp (—t) ~ (1 bv) | 79 | exp (—t) (226)
‘ 3 0

El término de correcci6nfinita congelada es K (t) = —“ ( 1 ).

Las soluciones a las ecuaciones de los momentosestad{sticos son:

(11) (t) = (a1) (0) exp (—t), (ga) (¢) = (a2) (0) exp (—t) + Ko (1 — exp (—t)) (227)

Las expresiones para los segundos momentosestadisticos son mds extensas, de modo

que solamente incluiremos las que correspondena las varianzas:

E11 (t) = See (t) = E11 (0) exp (—2¢) + 2 (m} = 1) (exp (—2t) — exp (-t)). (228)
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Estas redes las estudiaremos de nuevoal tocar el fendmeno de escape de una cuenca a

otra contigua. Ahoranosinteresa analizarla situacién en queel estado macroscépico de la red

se mantiene atrapado en unadeellas, pero para discriminar entre ambostipos de fenémenos

es necesario tener en cuentalo siguiente:

e La expresién que ser4 obtenida en el octavo capitulo, (314), indica que para constante
congelada Ko > 0 la probabilidad de escape de un atractor a otro es cero, mientras que
para Ko < 0 la red puede escapar de su atractor con probabilidad igual a 1 en un tiempo

dadoporla formula (315).
e La experiencia con las simulaciones demuestra que, atin cuando Koes positivo pero muy

cercano cero,alrealizar hasta 200 realizacionesen la cuenca delatractor (mg, 0), ocurre
una cantidad pequefia de escapes a la cuenca del atractor (0,—mg). Este fendmeno se
presenta, por ejemplo, si Ko ~ 0.16.

La teorfa que se desarrolla en el octavo capitulo para el tiempo de escape permite obtener

una formula para escapes que ocurren con probabilidad 1, pero no incluye los escapes que

ocurren con probabilidad menora la unidad. En consecuencia, si queremosestudiarla evolu-

cién temporal de las fluctuaciones desde determinadas condicionesiniciales hasta que la red

alcanza un estado de equilibrio, es necesario trabajar con redes cuyos patrones almacenados

den lugar a constantes congeladas suficientemente grandes. En el caso que nos ocupa fue

suficiente imponer la condicién de que la constante congelada sea superiora la unidad.

VI.2.1 Comparacién conlas simulaciones. Evolucién temporal a T = 0.

Para confrontar la predicci6n teérica con el experimento se realizaron 200 realizaciones en

la cuenca del atractor (mg, 0) con el algoritmo directo y grabando desde t = 0 hasta t = 8,

cada At = 0.1. Los resultados indicaron que en ese tiempo la red alcanzaba el equilibrio.

Se utiliz6 una red con N = 1 000 neuronas. Se llevaron a cabo estudios con N = 5 000

y N = 10 000 neuronas. Sin embargolosresultados fueron esencialmente los mismos, por
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cuyo motivo solamente presentamoslos primeros deellos.

Enseguida se llevé a cabo un anflisis estadistico para cada unode losinstantes en los

cuales se registraron los valoresde las traslapes. Los resultados para las fluctuaciones medias

se presentan en las figuras 9(a) y 9(b). Para las desviaciones estdndar se encuentran en la

figura 10:
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Figura 9(a). Evolucién temporal de las fluctuaciones medias a T = 0. Cuenca de

(m(T) ,0). N = 1000, Ko = 1.264911. Ecuaci6n(227).
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Figura 9(b). Evolucién temporal de las fluctuaciones medias a T = 0. Cuenca de
(m(T) ,0). N =1000, Ko = 1.264911. Ecuacién(227).



109

 

   
  

   
 

0,6

teoria

° simulacién
0,4

5,(t)

0,2

0,0

T T v T T
0 2 4 6 8

tiempo

Figura 10. Redes de Hebb operando a T = 0, N = 1000, p = 2, Ko = 1.264911.

VI.2.2 Conclusién

Las grdficas indican que la evolucién temporal predicha porla teorfa para las fluctuaciones

medias y para las varianzas se encuentra en buen acuerdo conlas simulaciones.
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VI.3 La dinamicadelos estados puros

En este capitulo consideraremos de nuevo los estadospuros para poner atencién a la dinfmica

de las redes. La matriz de interaccién que define esta clase de sistemas es A,, = w,65,, con

0 < w, < 1. El estadoinicial de la red se genera conformea la distribucién de probabilidad

escrita en (204), tal que se obtiene la siguiente condicién inicial macroscépica: mj, (0) =

m6,1, en tanto queelresto de los patrones almacenadostienen traslapes microscépicos con

el estado o” (t) de la red. Las ecuaciones de campo promedio que describen la evolucién

temporal del patrén condensadoestan dadas por (202) y el punto fijo es soluci6n de (203).

Las condiciones iniciales q, (0) se distribuyen al azar comoresultado de la regla de

generacion del estado microscépico dada en (204) y su media se calcula comosigue:

N

(qu (0))o = JimVN [m, (0) — mi}, (0)] = Jim VN E>ea: (0) — mj, (0)
t=1

N-0o 5
t=1

N
1

=lim VN {iVe [oO - 08] Plo oo} = mK0 (1 — 8,1). (229)

Los coeficientes de la ecuacién de Fokker-Planck toman la forma dada en (205-207).

En el capitulo anterior presentamosla solucién formal a las ecuaciones diferenciales quesatis-

facen (qj) (t) y ES,(t). Ahora abordaremosla soluci6n numérica directa a la ecuacién dife-

rencial para el primer momentoestadistico:

“y (t) +a (t)y (¢) = b(t), (230)

tal que para y (t) = Sago) tenemos
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a(t) =1- fw, {1- tanh? [Bwymi (é))} , b(t) =— (1 — 6,1) tanh [(Bwim}(2)]

(231)

Notese que (t) es definida positiva y que para t — oo alcanzan unvalorfijo, de donde

resulta que las fluctuacines medias tienden a unIfmite finito, dado por

too Jo
Yoo = lim "5 (s) exp i (s') ds! — fe (s) as ds. (232)

0

Esto es lo que Ilamamos amortiguamiento delas fluctuaciones. Significa que cuando sere-

cupera un patrén almacenado, permanece un numero de caracteres de la misma que no son

totalmente recuperados, dando lugar a unafluctuacién aleatoria cuyo promedio no cambia

con el tiempo. Es decir, la recuperacién no se mejora mas, pero tampoco empeora.

VI.4 Evolucién temporalde las fluctuaciones medias. Solucién

numérica.

Para resolver las ecuaciones (230) se hizo uso de la siguiente estrategia:

(1) Se resolvi6 numéricamente la ecuacién

Sm (t) = —mt (t) + tanh [Bwims (2)], (233)
con la condici6n inicial m? = 0.9, en elintervalote [0, 10], para las temperaturas 0.1 <
T < 0.7. El algoritmoutilizado fué un Runge-Kutta de cuarto orden. El tamafio de paso
para desarrollarla iteracién fué h = 0.05 de modo quese obtuvo unalista de 201 nimeros.

(2) A esta lista numérica que aproximaa la funcién m}(t) le fueron calculadaslas funciones
tanh [Gw,m%(t)] y tanh? [@wym%(t)].

(3) Se obtuvo una representacién analitica para estas listas numéricas. El procedimiento con-

sisti6 en tomar sus valores para t = 0, 1, ..., 10 y ajustarles la siguiente funcién mediante
una aproximaci6n conla técnica de minimos cuadrados:

Co + cyt + cat? + est? + cat* + e5t® + cgt® + cre’. (234)
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(4) Usandoestas representacionesanaliticas se calculé la integral f> e* tanh [(Sw;m+(s)] ds
para los tiempos t = kh, con k = 0, 1, ..., 201 y se calculé la funcién D (t) como unalista
numérica.

(5) Enseguida se utilizé la misma técnica y la misma representacién funcional para obtener
unarepresentaci6n analftica para D (t).

(6) La ecuacién diferencial para (q;) (¢) no tiene término perturbador y ademés la condicién
inicial (q1) (0) es cero, de donderesulta queesta funcién es idénticamenteceroparatodat.
En cambiolas ecuaciones para (q2) (¢) y (qs) (t) necesitan serresueltas, lo cual fué Ilevado
a cabo conlas condicionesiniciales mencionadas arriba y con los siguientes valores de las

constantes de correccién congelada:

K, = { 1.583919 si v=2
ww | -1.301077 si v=3 °

VI.5 Confrontacién de teoria y experimento parala evolucién

temporaldelas fluctuaciones medias.

Para confrontar teorfa y experimento en la evolucién temporal de las fluctuaciones medias

desdeun estado inicial hasta alcanzarel equilibrio se siguié el mismo procedimiento descrito

en la seccién anterior. El intervalo de tiempo utilizado fué 0 < t < 10 y se simularon redes

con NV = 5 000 neuronas.

Con el propésito de compararconlas simulacionesen el proximo capitulo estudiaremos

la evolucién temporalde estos sistemas para el caso de tres patrones almacenados, p = 3, y

resolveremos las ecuaciones correspondientes por métodos numéricos. En esta secci6n pre-

sentamoslos resultados obtenidos en equilibrio para redes con V = 5 000 neuronas, operando

a temperaturas, 0.1 < T < 0.7 y tres patrones almacenados con pesos iguales: w, = 1,

p = 1, 2, 3, Para compararla prediccién teérica con el experimento computacional se simu-

—— >
laron redes contres patrones almacenados € 1, € 2, € 3, con condicionesiniciales m? = 0.9,

Mist = 0 y grabandoresultadosal tiempo t = 10. Las simulacionesfueronrealizadas me-
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diante programas escritos en fortran 77 en una computadora ALPHA STATION.Se Ilevaron

a cabo n = 200 realizaciones sobre la base de que el error de muestreo disminuye como 1

y de que unarevision de la grdfica de la funcién f (n) = wn indica que después del valor

seleccionado el mejoramiento de la precisi6n es muy poco si se compara con el esfuerzo de

cémputo.

Una vez obtenidas las realizaciones se aplicé un andlisis estadistico que fué llevado

a cabo en una computadora personal con procesador 486 de 100 megahertz y utilizando el

software MATHEMATICA.Unavariante de utilidad en este problema fué que al trabajar con

la variable st fué posible aislar el efecto de la temperatura sobre las fluctuaciones medias.

Losresultados se presentan en las graficas 11(a)-17(b):
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Figura 11(a). Estados puros. N = 5 000, T = 0.1, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 11(b). Estados puros. NV = 5 000, T' = 0.1, p = 3,200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 12(a). Estados puros. N = 5 000, T' = 0.2, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuaci6n (230).
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Figura 12(b). Estados puros. N = 5 000, T = 0.2, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Soluci6n numérica de Ja ecuaci6n (230).
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Figura 13(a). Estados puros. NV = 5 000, T = 0.3, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuaci6n (230).
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Figura 13(b). Estados puros. N = 5 000, T = 0.3, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 14(a). Estados puros. V = 5 000, T = 0.4, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 14(b). Estados puros. N = 5 000, T = 0.4, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Soluci6én numérica de la ecuacién (230).
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Figura 15(a). Estados puros. NV = 5 000, 7’ = 0.5, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numéricade la ecuacidn (230).
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Figura 15(b). Estados puros. N = 5 000, T = 0.5, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuaci6n(230).
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Figura 16(a). Estados puros. N = 5 000, T = 0.6, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 16(b). Estados puros. N = 5 000, T = 0.6, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién

temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 17(a). Estados puros. NV = 5 000, T = 0.7, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 17(b). Estados puros. NV = 5 000, T = 0.7, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentosestadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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VI.6 Evolucién temporaldelas desviaciones estandar para

estados puros

Las ecuacionespara las correlaciones centradas que fueron obtenidas en el cuarto capitulo

son las siguientes:

d_. P _ P _

qe” (t)+ > Ly (t) Bay (t) + »Ey (2) Ey (t) = 2Dyy (t) . (235)
y=1 y=1

Utilizando las expresiones (205), (206) y (207) introducidas en el quinto capitulo para

estados purosse simplifica la ecuacién anterior para quedar comosigue:

sey (t) + (4, (t) + L(t)Ew (t) = 24 (t) 5, (236)

con

1, (t) = 1— Bw, [1 — tanh? B[wim*(t)]]

t

d (t) =1— tanh f [w:m‘*(t)] {rm (0)e* + [ e** tanh B [wym*(s)] as}
0

Las ecuacionesespecificas quenosinteresaresolverse obtienen haciendo p = v = 1, 2,

...., cuando todoslos pesos son iguales tenemos redes de Hebb. Entoncessetrata de la misma

ecuacién diferencial para todas las desviaciones estandar. Nuestro propésito es resolver (236)

numéricamente utilizando la misma estrategia que fué trazada al iniciar este capitulo, con

el trabajo adicional que consiste en calcular la integral que aparece en la funcién d (¢). En

este caso se parametrizé el integrando e*~* tanh 3 [w;m* (s)] para integrar numéricamente

una expresi6n analitica. Los coeficientes 1, (t) y d (t) fueron representados analfticamente

también y la ecuacién diferencial fué resuelta mediante un algoritmo Runge-Kutta de cuarto
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para integrar numéricamente una expresién analitica. Los coeficientes J, (t) y d (t)

fueron representados analfticamente también y la ecuacién diferencial fué resuelta mediante

un algoritmo Runge-Kutta de cuarto orden con 200 iteraciones y parémetro de paso h = 0.05.

Losresultados se grafican enseguida junto con las desviaciones estandardelas simulaciones

que se indican:
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Figura 19 (a). Estados puros, NV = 10 000, T = 0.1, p = 2, Ko = 0.16, 200 realizaciones.

Evolucién temporal de las desviaciones estandar. Solucién numérica de la ecuacién (236).
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Figura 19 (b). Estados puros, V = 10 000, T’ = 0.2, p = 2, Ko = 0.16, 200 realizaciones.
Evolucién temporal de las desviaciones est4ndar. Soluci6n numérica de la ecuacién (236).
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Figura 20 (a). Estados puros, N = 10 000, T = 0.3, p = 2, Ko = 0.16, 200 realizaciones.
Evolucién temporal de las desviaciones estandar. Soluciédn numérica dela ecuacién (236).
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Figura 20(b). Estados puros, NV = 10 000, T = 0.4, p = 2, Ko = 0.16, 200 realizaciones.

Evolucién temporalde las desviaciones estandar. Solucién numérica de la ecuacién (236).
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VI.7 Discusién

En este capitulo hemosdiscutidola estrategia utilizada para resolver numéricamente las ecua-

cionesdiferenciales que describen la evoluci6n temporaldelas fluctuaciones medias,(q,,) (¢),

y de las desviacionesestdndar, 0, (t), para un sistema consistente en redes almacenando pa-

trones conformea la regla de Hebb y evolucionandoen el tiempoenel régimen de un patrén

condensado. Las grdficas que hemospresentadoen este capitulo permiten comparar nuestra

teorfa con las simulaciones de redes almacenandotres y dos patrones. Los resultados indican

queel acuerdoentre la prediccién teérica y la simulacién en computadora es excelente para

las fluctuaciones medias, (q,,) (¢), en el intervalo de temperaturas 0 < T < 0.3 para redes

con N = 5 000 neuronas. Lacalidad de la prediccién teérica se mantiene hasta temperatu-

ras del orden de T ~ 0.6. Aunquepara los segundos momentosestadisticos se desarrollaron

simulacionesen redes con NV = 104 neuronas, encontramos queenel caso de las desviaciones

estAndar la prediccién teérica no alcanza la mismacalidad que en las fluctuaciones medias,

pues este descriptor estadistico es siempre mayoren la simulacién. El acuerdo noes per-

fecto cuantitativamente pero la conducta cualitativa y los érdenes de magnitud predichos son

correctos.
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VII. Estados fuera de equilibrio I. Atractor

sin balance detallado.

VII.1 Introduccién

Ahora analizaremos un problemaesencialmente distinto de los tratados en los dos capftulos

anteriores. Consiste en que teniendola red infinita un mismo estado macroscé6pico atractor,

los efectos de tamafio finito nos presentan dos estados cuyas fluctuacionestienen propiedades

estadisticas distintas: 7) una en la cual se cumple el balance detallado 72) otra en la que éste

no existe.

En el caso en el que se cumple el balance detallado tenemos un punto fijo deltipo de los

aye . . + ae .

estados de equilibrio de las redes de Hebb, con un flujo medio ( F’) cuyo rotacionales cero,

En cambio,en el caso en el cual no se cumple el balance detallado tenemos el mismo punto

fijo pero con rotacional del flujo medio diferente de cero.

El sistemaa considerares una red neuronal finita con dos patrones almacenados median-

: : : le : =>
te una matriz de interacci6n A = 0 1)» €n la vecindad del estado Mes: = (m (T) ,0),

que acttia comoestadoatractor cuando e = 0.

El flujo medio es

=(3 )= (nehesas)
y la magnitud de su rotacional es

| rot(F)|= ao - oer =x Diny ~ Diep, (237)
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pero la matriz de convecci6n en este caso tiene la forma quesigue:

0 1 — 8 + Btanh?(6m (T))—%
de donderesulta que | rot( F’) | es lineal en ¢. En consecuencia, cuando el parémetro € toma

L= ( 1— B+ Btanh? (Bm(T)) —Be (1 — tanh? (Bm (T))) ) (238)

valores distintos de cero se rompe la simetrfa de la matriz A y aparece el flujo medio rota-

cional, asi como el rompimiento del balance detallado, con propiedades estadisticas distintas

que habremosdecalcular.

Primero demostraremos que el estado (m(T) ,0) es efectivamente un punto fijo es-

table de las ecuaciones de campo promedio, enseguida calcularemoslos primeros y segundos

momentosestadisticos de las fluctuacionesen este estadoestacionario y posteriormente com-

pararemosnuestros resultadosteéricos con las simulaciones.

VII.1.1 La regién de estabilidad del modelo

A continuacién veremos cual es la condicién que debe cumplir el pardmetro de asimetria

€ para que el estado ™m.. = (m(T),0) sea un punto estable de las ecuaciones de campo

promedio. Consideraremoslas ecuaciones que describen la conducta del vector detraslapes,

—+.ms:

Soon (6) = —m; (t) + (6 tanh 8 es (me (t) +em§ (t)+ Eames (OE, 239)

<omns (t) = —mi(t) + (Ea tanh Bes (mj (t) +ems(t)) +€omg (ON) 240)
Desarrollando los autopromediosresulta:
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Loans (t) = —mi(+5 {tanh f [mj (t) + (€ +1) ms (t)] + tanh f [rn(t) + (© — 1) m5 (H)}},
(241)

a ao t)= 5 (t J tanh i 1) m3 (tSrna (t) = —m5 (t) + 5 {tanh A rm(t) + (e+ 1) m5 (0)

Sims (t) = —m$ (t)+5 {tankfj (6) +(e + 1) ms (t)] ~ tanh 6 fm} (6) + (© ~ 1) m5 ()]}.
(242)

Para encontrarlas ecuaciones que describen la conductadela red en la vecindad (m (T) , 0)+

(Sm} (¢) , 6m(t)) basta hacer una variacién de las ecuaciones anteriores respecto a ambas

variables, se obtiene:

d * *wom (t) = —6m;(t)

+5 {1 — tanh®  fn§(t) + (€ +1) § ()}} benlOmy (t) + (© + 1) mi(0)

+ (1 tanh? Ami (t) + (€— 1) my (O)]} Matas, (5mmi (4) + (6 — 1) my (#)], (243)

opOmma (t) = —4m:(¢)

+6 {1- tanh? G [mi (t) + (e + 1) m}(t))} laa... (omy (t) + (e + 1) 6m} (2)]

— £ {1 tanh? 9 s(t) + (© — 1) m3 (1]} late[Omi (H) + (€ 1) 6g (t)], 44)

en la vecindad de Mest resulta lo que sigue:
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4Smt (t) = —Smf (t) + BBo [6m§ (t) + 6m(t)] , £8(t) = —6m§ (t) + BBosm; (t) ,
(245)

donde By = 1 — tanh” Gm (T). En notacién matricial resulta

d dm} (t) _ le bmi(t)
dt ( dm(t) ) PBo\ 4 bmi (t) ) re)

Para buscarla estabilidad local en Test se imponela condicién 4 | ém* |?< 0 para

toda 5m* = (5m%(t) 6m(t)), que equivale adm? 26m < Ode modo que desarrollando

el producto interior con base en la ecuacién (246)resulta, luego de un reacomodosencillo:

ABo [(6mj (t))” + (ms (t))” + 6m} (t) dmg (t)]
(mj(t))” + (6m: (t))”

Pero la expresi6n entre corchetes en el numeradorse puede escribir como una forma cuadratica,

<1. (247) 

£
sea la matriz Q = ( I i ) entones (247) se reescribe como

2

dm? . Obm3

| drm|? ~
¥yLa expresi6n ém* 2Sms suele llamarse un polinomio cuadratico que denotaremos Q ( ) y

BBo <i. (248)

tiene la propiedad de que siempre existe una base ortonormaltal que el polinomio cuadratico

se puedeescribir comosigue (R. Williamson, 1973):

Q (9) = Ag? +o. + Ande,

dondelas \-s son eigenvalores de la matriz de la forma bilineal, en este caso de 2. Buscando

entonceslos eigenvalores de 2 se obtiene:
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Desarrollando ahora larelacién en la nueva base tenemos: 67" -Quiagd™* = Ax [Smt (t)]? +

do [6m (t))” < Amax ([6my (t)]? + [omy (t))?), de modo que regresandoa la condicién de

estabilidad tenemos quede la relacién:

Smt» QaiagdM?
Bo="+ < 1Pee Toa P

se puede obtener la siguiente:

a 12

ABem—BBNae <1,
| 6m? |?

tal que definiendo €, (@) como aquel valor de € para el cual se cumple que GBoAmax = 1,

obtenemos:

a
&c (8) = 2(TT2 ) , (250)

de donderesulta que para todo € < €, (() se obtiene estabilidad de las ecuaciones macrosc6pi-

cas en la vecindad de Mes, = (m(T) ,0). La grdfica del valor critico de epsilon es la que

sigue:
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Figura 21. Valor critico de ¢ en funcion de la temperatura.
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VII.2 Las fluctuacionesen la region de estabilidad del modelo

La matriz Des, valuada en Mest esté dada por (238). El término de correccién congelada es:

Ko = (0,—Ko tanh (8m (T))). (251)

Muycerca del punto (m (T) ,0) debe cumplirse que ATest = 0, por consiguiente, se

cumple que m (T’) = tanh (8m (T)), lo cual nos permite escribir los elementos de la matriz

de conveccién comosigue:

Ly =1-6+ 6m?(T) 5 Li, = —Be (1 — m? (T)) , Do, =0 ) In =1-—684+ Bm? (T) .

(252)

Resolviendo las siguientes ecuaciones algebraicas para la fluctuacién promedio en el

Coe Bef Bs yl etoJ
encontramos las fluctuaciones promedio en equilibrio:

estado estacionario:

(a1) (Be) = haeKom (7) =EDMOND) a), (8) =De -
(253)

La asimetria introducida en la interaccién neuronalporel pardmetro ¢ da comoresultado

la aparici6n de unafluctuacién mediadistinta de cero en el traslape m° (@), mientras que la

fluctuacién media correspondiente al traslape m$° (3), no resulta afectada.

La dependencia funcional respecto a la temperatura, y paramétrica respectoa ¢,se anali-
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za comosigue:

© Primero se calcula m(T) mediante la solucién de la ecuacién m = tanh $m, para los
siguientes valores discretos de la temperatura J’ = 0.01 *k, k =1,..., 100. La grafica que
se obtiene aparece en la figura siguiente:

1,24

1,0

0,8
m(T)

0,6

0,4

0,2

 

 1

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,0 L 1

temperatura

Figura 22. Soluciones numéricas de la ecuacién m = tanh (Gm).

e Con base en los valores discretos encontrados para m(T’) se calcula y grafica écrit (T).
Losresultados se presentaron enla gréfica 21.

e Deesta gréfica resulta quela estabilidad en la vecindad del estado (m (T) , 0) se mantiene
para temperaturas hasta del orden de T ~ 1, siempre y cuandolos valoresde e esténsitua-
dos enel intervalo 01s E < Ecrit (T) ~ 0.04. Sin embargo, una recuperacién razonable del

patrén almacenado € 1, digamossuperior al 97% de los caracteres (bits) que lo conforman,
se obtiene solamente para temperaturas T| < 0.45; en cuyo caso podemostener hasta
€ ~ 15, sin poneren peligro la estabilidad predicha macrosc6picamente en la vecindad de

(m(T),0).

VII.2.1 La matriz de correlacién en la regién de estabilidad del modelo

La matriz de correlacién C,,, en el estado estacionario bajo consideracién obedecela siguiente

ecuacién algebraica:



LeoCoo + Coo LE, = 2(Doo - Keo) ;

donde B,, = 2(Doo — Koo) con

donde K$° = —Kom(T).

Las ecuaciones algebraicas a resolver son

LeCee + LegCes = FBS , ALYCH + LECH = BS , ALSCH = Bs .

0 a 0 £KS?(M1) 00 (8, €)

:) Bee (rkeiade0) ” KS°(q2)n (8)
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(254)

)
(255)

(256)

En todas las soluciones aparecen los elementos de la matriz de conveccién como el

_— : Leg Be(1—m?(T) :TE sa —Salient) j ‘siguiente cociente: [2 = —yayam2(r)- Losresultados son los que siguen:

wo 61 (LR) 1 L\8 2on =-% (FB) -& (B) ttm. ear,

co\ 2

CR= a (3) + [Casco (B,€)] [(aa)(B)],

og=-4 (=) + [(d2)o0 (B)]?.
Delo anterior resultan las siguientes correlaciones no centradas:

(257)

(258)

(259)

(260)
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Encontramos entonceslas siguientes conclusiones:

e Lacorrecci6nfinita congelada desplazael punto fijo pero no afecta la formade la distribu-

cién de probabilidad de las fluctuaciones.

e La asimetrfa de la matriz A producetraslacién del punto fijo en la direccién de uno de los
traslapes, m1, pero no afecta am». En promedio,dichatraslaciénes linealen e.

e Al romperseel balance detallado aparececorrelaci6n entre las fluctuaciones.

e El promedio de los traslapes puede escribirse comosigue:

(sao (@) = mT) {1+ HgMD| (aa (2) = Saar(1-6(1-m?(T)))
(261)

e Es la asimetrfa la que causarotacional distinto de cero. Existe un flujo estacionario detipo
rotacional en la vecindad del atractor.

Si llamamos como red ntimero 1 a la que trabaja con el pardmetro « = 0 y con el

nimero 2 a la red que trabaja con e # 0, podemosestablecer lo siguiente: desde el punto

de vista macrosc6pico, ambas redes pueden almacenar la misma imagen y recuperarla. Sin

embargo,el hecho de queel ruido sea mayoren la segundared Ilevard a que la nitidez de las

imagenes recuperadas sea superior en la primera.

VII.2.2 Comparacién con las simulaciones. Punto fijo sin balance

detallado.

Para confrontar teorfa y experimento para el estado estacionario que hemosvenido estudiando

en esta seccién se tomaron temperaturasen el intervalo 0.3 < T’ < 0.6. Las razones para esta

seleccién son las siguientes:

e Losefectos de tamafio finito son muy pequefios por debajo de T = 0.3, mientras que la

agitaci6n térmica porarriba de T = 0.6 lleva a la pérdida de precisién de la teorfa. Como
en el caso de otros sistemas, las predicciones teéricas podrén tener mas precisién si se

incrementa el ntimero de neuronas dela red.

VII.2.2.1 Procedimiento

Este sistema presenta diversas dificultades. Una de ellas es que el valor de la constante de
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formade las cuencas de los estados atractores. Por ejemplo, para ¢ = 1 prevalecen dos estados

atractores y la frontera de las dos cuencases una I{nea inclinada que corre por debajo del eje

de las m, > 0 y porarriba del eje de las m; < 0. Esto da lugar a quelas trayectorias de

campo promedio evolucionen dentro de una cuenca, comoes de esperarse. En cambio,las

simulaciones puedensaltar a la cuenca contigua. La grafica siguiente muestra este fendmeno.
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0,04

m
* 0,00...

004 Socccee

Figura 23. Diferencia en la conductaentrelas redes finitas y las redes infinitas. Para

N = co la solucién a la ecuacién (10) indica que la red evoluciona hacia el atractor

(—m (T) ,0). En cambio, una simulacién de unared finita con N = 500, ¢ = 25,

Ko = 0.268, indica que se puede escaparhacia una regién cercanaalatractor (m (T) , 0).
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Haydos detalles a consideraal llevar a cabo las simulaciones. Unodeellos es que en

el problema que estamosestudiando, la forma de las cuencas de las redes infinitas cambia

con el valor del pardmetro ¢. Todas las modificaciones importantes ocurren en el intervalo

0 < € < 1, de modo quesi tomamos € = 1 garantizamos modificaciones muy pequefias al

variar la temperatura.

Otro punto a considerar es el fendmeno que muestra la figura 23, donde encontramos

queel sistema presenta un fenédmenode escape a otra cuenca contigua. Es similar al que es-

tudiaremos para T’ = 0 enel octavo capitulo, aunque mds complejo de analizar formalmente.

El tipo de conducta que deseamosanalizar se refiere a realizaciones que se comportan

de tal formaqueel estado dela red avanza haciael atractor (m(T') , 0) y se mantieneoscilando

en su vecindad. La siguiente grdfica asilo ilustra:
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Figura 24. En una simulacién de una red con N = 500, T = 0.4, ¢ = 25, Ko = 0.4472136,

el vector de traslapes oscila al azar dentro de una cuenca siempre que Ko > 0. En cambiola
soluci6n numérica a la ecuacién (10), graficada con una linea punteada,indica queel estado

de unared infinita evoluciona hacia un estado atractor. La cuenca de oscilaci6n de la red

finita se encuentra trasladada haciaarriba.
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La forma de lograr queel estado de la red tome la conductasefialadaen la ultima gré-

fica consiste en trabajar inicamente con valores positivos de Ko y que sean suficientemente

grandes. La experiencia demostr6 que con valores mayoresa la unidad essuficiente.

La técnica utilizada fué la misma que ha sido expuesta para los sistemas anteriores.

Los datos fueron grabadosal tiempo t = 10, lo cual fué suficiente para garantizar el estado

estacionario en las temperaturas analizadas. Los resultados se presentan enseguidapara las

fluctuaciones medias de los traslapes m, y m, en redes con nimero de neuronas dados por

N = 250, 500, 1 000 y 5 000. Comoera deesperarse, los resultados mejoraron conforme se

increment6 el nimerode neuronas. Enel caso de las desviaciones estandar, dondela predicién

tedrica pierde calidad mas r4pidamente conla elevacién de la temperatura, se presentan los

resultados para redes con NV = 5 000 neuronas.
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Figura 25(a). Punto fijo sin balance detallado. (m1) (co) se encuentra trasladado respecto
de la prediccién de la teorfa de campo promedio (V = 00), Las simulaciones con NV = 250,
p= 2,€ =1, Ko = 1.644384 y 200 realizaciones indican que la predicci6n de nuestra

ecuaci6n (261) es mds precisa. Nétese que la correcci6n es de mejor calidad para
temperaturas bajas.
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Figura 25(b). Punto fijo sin balance detallado. (me) (7) se encuentra trasladado respecto

de la prediccién de la teorfa de campo promedio (V = 00). Las simulaciones con N = 250,
p= 2,¢ =1, Ko = 1.644384 y 200 realizaciones indican quela prediccién de nuestra

ecuaci6n (261) es mas precisa. Nétese que la correccién es de mejor calidad para

temperaturas bajas.
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Figura 26(a). Punto fijo sin balance detallado. (m1) (c) se encuentra trasladado respecto

de la prediccién de la teorfa de campo promedio (NV = oo). Las simulaciones con N = 500,
p = 2,¢€ =1, Ko = 1.341641 y 200 realizaciones indican que la prediccién de nuestra

ecuaci6n (261) es mds precisa. Nétese que la correccién es de mejor calidad para
temperaturas bajas.
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Figura 26(b). Punto fijo sin balance detallado. (m2) (c) se encuentra trasladado respecto

de la prediccién de la teorfa de campo promedio (V = oo), Las simulaciones con NV = 500,
p= 2,¢€ =1, Ko = 1.341641 y 200 realizaciones indican que la prediccién de nuestra

ecuaci6n (261) es mas precisa. N6tese que la correcci6n es de mejor calidad para
temperaturas bajas.
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de la prediccién de la teorfa de campo promedio (V = oo). Las simulaciones con
N = 1000, p = 2, ¢ = 1, Ko = 1.011929 y 200realizaciones indican que la prediccién de

nuestra ecuacién (261) es mas precisa. Nétese quela correcci6n es de mejor calidad para

temperaturas bajas.
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Figura 27(b). Punto fijo sin balance detallado. (mz) (co) se encuentra trasladado respecto
de la prediccién de la teoria de campo promedio (IV = oo). Las simulaciones con

N = 1000, p = 2,e = 1, Ko = 1.011929 y 200 realizaciones indican que la prediccién de

nuestra ecuacién (261) es mas precisa, Nétese que la correccién es de mejor calidad para
temperaturas bajas.
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Figura 28(a). Punto fijo sin balance detallado. (m1) (o) se encuentra trasladado respecto
de la prediccién de la teorfa de campo promedio (V = oo), Las simulaciones con V = 5

000, p = 2,¢ = 1, Ko = 1.583919 y 200 realizaciones indican quela predicci6n de nuestra
ecuacién (261) es mas precisa. Nétese que la correccién es de mejor calidad para

temperaturas bajas.
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Figura 28(b). Puntofijo sin balance detallado. (m2) (co) se encuentra trasladado respecto

de la prediccién de la teorfa de campo promedio (V = 00). Las simulaciones con N = 5

000, p = 2,¢ = 1, Ko = 1.583919 y 200 realizaciones indican que la prediccién de nuestra

ecuaci6n (261) es mas precisa. Nétese que la correccién es de mejor calidad para

temperaturas bajas.
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estad{fstico con confiabilidad de 95%.
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VII.3 Discusién

En este capitulo analizamosun sistema con puntofijo sin balance detallado. Hemoscalculado

la predicci6n teérica para el traslape promedio, (mj) oo (c), y para la desviacién estandar,

(a22,)?, comoresultado del cardcter finito de la red. Ademds presentamos la comparacién

de la prediccién teérica con las simulaciones en computadora. Los resultados demuestran

que, en el caso del traslape promedio, (m,,) (c), el acuerdo entre la predicci6ntedéricay la

simulaci6n es excelente en el intervalo de temperaturas 0 < T < 0.6, siempre quesetrate de

redes con NV > 10° neuronas. Lacalidad dela predicci6nteérica no es tan buenapara el caso

de las desviacionesestandar, pues en este caso fué necesario avanzar hasta redes con N = 104

neuronas para encontrar buenosresultados en el intervalo 0 < T < 0.5.



147

VIII. Estados fuera de equilibrio I. Tiempo

de escape controlado porel tamanodelsistema.

VIII.1 Introduccién

El objetivo de este capitulo es presentar una aplicacién de nuestra teorfa cuya importancia

radica en que los efectos de tamafio finito de la red modifican cualitativamente su conducta

macroscépica como resultado de las fluctuaciones aleatorias. Para ilustrar este fendmeno

regresamosal sistema de redes operando a temperatura cero con una matriz de interaccién

dada comosigue:

1 =1a=(7, : ). (262)

Este efecto ya fué esbozado en el tercer capitulo de este trabajo, pero el estado de la

teorfa hasta ese punto atin no nospermitia un estudio cuantitativo del mismo. En este caso,

las ecuaciones de campo promediopredicen un valor en equilibrio mm, para el vector de

traslapes y existe una cuenca muy definida para el atractor correspondiente. Esta conducta

cambia totalmente para las redes finitas. Con base en nuestra teorfa demostraremos que el

estado macrosc6picodela red, 77 (t), puede escaparde dicha cuenca con probabilidadigual

a uno, bajo circunstancias que habremos de determinar. Encontraremos queel tiempo en el

cualel estado ™ (t) puede escaparhacia otra cuencaest dictado por el tamafio N dela red.

Este capitulo esté ordenado comosigue: primero obtenemoslas ecuaciones generales

para redes no simétricas con dos patrones almacenados. Después analizamosel fenédmeno de
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tiempodeescape parael sistema arriba mencionadoy finalmente presentamos una compara-

cién conlas simulaciones.

VIII.2 Redes no simétricas con dos patrones almacenados

En esta seccién calculamoslas matrices de conveccién y de difusién, asf comoel vector de

correcci6n finita congelada, para redes con dos patrones almacenados mediante una matriz

de la forma:

_( An ArsA= ( Aor Ago ): (263)

VINI.2.1 Calculo de la correccién finita congelada para redes con dos
patrones almacenados

Encontramoslas ecuacionespara las fluctuaciones promedio, (q’)(t), especificando la ma-

triz A comosigue:

_{ An ArA= ( A a2), (264)

con el campolocal h; (o" (t)) dadopor la siguiente formabilineal: h; (@ (t)) = eyAmt +

0;. Aunqueen lo sucesivo haremos 6; = 0 para simplificarla escritura.

Nuestro primer propésito es calcular la sumafinita siguiente:

N

x So Gu tanh 6 {6} [Army (t) + Aram} (¢)] + & [Anim(t) + Aram} (t)]}, (265)
i=1

tal que para » = 1 resulta
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N

Fy Dik tanh 8 {EE [Asis (t) + Aram(0)] + €2 [Anim(0)+ Anns (0)]}
i=l

==iih{[Arim}(t) + Aram} (t)] + 16? [Aarmy(t) + Asem)(t)]}

1 N

= N SS 5e3,¢ tanh 3 [Aym} (t) + Ajo} (t) + Agim} (t) + Ago™), (t)]

i=1

N
1 * *+7) Sete tanh 6 [Anim(t) + Arom§ (t) — Anim(#) — Aram(0)]

i=1

= tanh 6S, (t Sbeset tanh BS_ (t aD be,-@

donde

S(t) = (Arr + Aor) mj (t) + (Are + Aaa) mg (t), (266)

y

S_ (t) = (Ars — Asi) my (€) + (Ar2 — Aaa) m,(¢) - (267)

Enseguida aprovechamos que

3koe =4b ON 42), FE ba-e = 44 DL (1 - Ge) - (268)

de modo que obtenemos

Nzvetanh 6 {€} [Arm}(t) + Aram)(t)] + @ [Azim(¢) + Azer(¢)]}
=1
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NN

= tanh BS, (t) os Y> (1+ €1é?) + tanh BS_ (i) “ So (1 - ae)
=1 a1

w
N
l
r
R
e

= tanh BS, ofrs abeahs}+ =tanh BS_(trf — abea}. (269)

Enseguida podemos caloular ts expresion para el término de correcci6n congelada. La

expresi6n para el autopromedio es, cuando p = 1:

(&tanh 6 {€; [Arm(t) + Aram, (t)] + &2 [Anim(t) + Aram(t)]})E

= (tanh 6 {[Am} (t) + Aram)(t)] + &1€2 [Aaim} (t) + Arvm)(2)]})€

1
== {tanh BS, (t) + tanh BS_ (t)}, (270)

de modo querestando (270) menos(269), multiplicando por VNy tomandoel limite VV — oo,

resulta

K,(t) =8 [tanh 8S, (t) — tanh BS-(t)], (71)

donde

Ko = limnae@. (272)

Anélogamente se calcula el segundo término y se encuentra;

k(t) =-—**[tanh BS, (t) + tanh BS_ (t)] , (273)

de modo queel término de correccién congelada tomala formasiguiente:
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>. Ko tanh BS, (t) — tanh BS_ (t)
K()=-> ( tanh BS, (t) + tanh BS(t)] ) : (274)

VIII.2.2 Calculo de la matriz de conveccién para redes con dos patrones
almacenados

La expresi6n para la matriz de conveccién, L,,, es mas facil de calcular porque en ella sola-

mente aparece el autopromedio,se necesita conocer:

— —

(Gués [1 — tanh? 8 € - Arti])_ = 5 — (Eg tanh” BE» Arat)e,
Para el modelo bajo consideracién se distinguen dos casos, uno es pp = Vv:

(tanh? 6 {€ [Army (t) + Arem} (t)] + £2 [Aaim} (t) + Agom(t)]})e

= (tanh? 6 {[Aym} (t) + Aram(t)] + £16 [Aarm} (t) + Aro (t))})<

= ; [tanh? 65. (t) + tanh? BS. (t)] (275)

y el otro caso es pp # v:

(E1€2 tanh” 6 {£; [Arrmj(t) + Aros (t)] + &2 [Aarm} (t) + Aram} (t)] Je

= (€:€2 tanh? 6 {[Ayim} (t) + Arom§(t)] + &&[Aarm} (t) + Asam} (t)]})¢

= } [tanh? 8S, (t) — tanh? @S_ (t)] . (276)

Detal modo quesi escribimosla matriz {LZ} como

L(t) =1-BP(t)A, (277)
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con J la matriz identidad y

P(t) = {6— Kuga tanh®BE Amiz)e}, (78)

resulta:

Py (t) = Po (t) =1- : [tanh? 6S, (t) + tanh? BS_ (¢)] , (279)

Pr (t) = Poy (t) = -s [tanh? BS, (t) = tanh? BS_ (t)] : (280)

En formaexplicita, los elementos de matriz tienen la siguiente forma:

Iu (=1=8 {an 7 : [Au + Aoi] tanh? 8S, (t) — 7 [Au — Api] tanh? BS @}

(281)

Iya (t)= —B {An s ; [Aiz + Ago] tanh? B54, (t) — : [A12 — Aga] tanh? 8.S_ w} ;

(282)

Ly (t) = —p {an _ : [Au + Ao] tanh? BS, (t) + . [Au — Aoi] tanh? BS_ } ,

(283)

Lo (t) =1- B {An = ‘ [Ais + Ago] tanh? BS, (t) + 5 [Ais _ Ag] tanh? BS_ w} ‘

(284)
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VIII.2.3 Calculo de la matriz de difusién para redes con dos patrones
almacenados

Para obtenerla matriz de difusién necesitamos conocerla distribucién de probabilidad P,, con

la cual se genera el estado microsc6pico inicial o; (0) de la red. Para lograr que la red parta

del estado macrosc6pico m (0) = (m2, m®) podemosgenerar ; (0) conformea la siguiente

relacion:

P;, =| m0 | 6 lo: — €} sign (m)] + |m|6 [o: — €? sign (m$)]

1
+5 (1- | m2] =| m2) 6 (o- 1) + 60+ 0), (285)

donde | m? | + | m3 |< 1.

La expresién general para la difusién es

N
_ —ipert i i Bev 7 . Am®*

Dy (t) = bw € jim, WN 2. &f€/0; (0) tanh (6 bi Ari?)

- |‘ e*(€,€, tanh (€ Ami) tank (€ Anis) eds, (286)

y nuestro primer objetivo es calcular el segundo término. Para ese fin tomamosen cuenta que

N-0oo
lim 55 Yeteo%(0)tanh (0. amiz) = fr (n) nan,

i=1

donde n; = €/€0; (0) tanh (6: . Am?) y P, (7) es la distribucién de probabilidad de esta

variable aleatoria. Tomandoen cuenta que€!' y a; (0) son variables aleatorias independientes

podemoscalcularla integral f P,, (0;) 0; (0) do; y dejar pendiente el promediosobre €, que

no es otra cosa que el autopromedio. Entoncesse obtiene lo siguiente:

N

ima Doef (0) tanh (@.- Amz) =
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(Eu&[| mz | £1 sign (my) — | m> | &2sign (m3)])¢.

Enseguida calculamos el autopromedioy resulta:

N —>

et {im“ Lessin (0) tanh (G Ea? aia’) =
me

= xo* [| mf | €: sign (m2) — | m} | £2 sign (mQ)] tanh [95(t)]

+ soal m | €, sign (m}) + | mb | sign (m$)] tanh [BS_ (t)] (287)

con 4 = 1, 2. Para los elementos fuera de la diagonal encontramos

et {iim5%é'¢¥o;(0) tanh (6€; - Ama) \ *
pv

= set [| m? | &sign (m?) — | m} | &:sign (m})] tanh [65 (¢)]

1. ‘ :
_ 7 3 * [| m2 | &sign (m2) + | m} | &:sign (m})] tanh [8S_ (t)], (288)

con Av.

Nuestro siguiente objetivo es calcularel tercer término de (286), que contiene sélo un

autopromedio y no implica mayordificultad, resulta lo que sigue:

[e*-*(é,¢, tanh (€ . Armi:) tanh (€€ Am:) eds =

5 {tanh [GS (s)] tanh [.S, (t)] + tanh [@S_ (s)] tanh [B.S_ (t)]} , (289)

con . = 1, 2. Los elementos fuera de la diagonal son:
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| e**(é,€, tanh (€ Ani;) tanh (€ Arms) eds -

; {tanh (25, (s)] tanh (85, (1)] — tanh [8S-(s)] tanh [8S_(2)]}. (290)

Colectando todos los términos se encuentra que las expresiones anteriores se pueden com-

pactar si definimoslas siguientes funciones:

Cr 0) = 5 tan (0%. (e)] [| m? | sign (mf) + | mf | sien (mt) + fet tanh [8(3) as e*
(291)

y

_1 0} e 0) | 0) 0 “a ~tC_(t)= 3 tanh (BS_ (t)] ! my | sign (m?) | m} | sign (m9) +f e* tanh [BS_ (s)] as eT’.

(292)

Entonces se puede reescribir

Dy(t) = Sy(1 — Cy (t) — CL (t)] + (1 — by) [-C4 (t) + C- (0). (293)

VIII.3 Tiempo de escape para T' = 0.

En el tercer capitulo de este trabajo estudiamos un caso particular de redes antisimétricas

con dos patrones almacenados y encontramos que los puntos atractores de la red a tempera-

tura cero presentan un corrimiento cuya magnitud es proporcional al producto interior de los

patrones almacenados. Hicimosverque esto abria la posibilidad de que ocurriera unatrasfe-
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rencia de una cuencaa otra, dando lugar a un cambio cualitativo en la conducta macroscépica

de la red. Sin embargo, el estado de nuestra teorfa haste ese punto nos impedia calcular el

tiempo de escape. Ahora retomaremosel mismo modelo, que consiste en una red cuya inter-

accién Jj; contiene una matriz antisimétrica dada como sigue: A = ( j ; ). Cuandola

temperaturaes distinta de cero, la conducta macrosc6pica de unared infinita con esta regla de

almacenamientoestal queel vector detraslapes mt describe ciclos en la forma queya ha sido

descrita en otro apartado de este trabajo. En cambio, es facil ver que cuando la temperatura

es cero el vector de traslapes queda atrapado en unestadoatractor. Este tiltimo fenédmeno se

modifica cuandolared es finita. Haremosver que, cuandosetrata de redes finitas, la presen-

cia de las fluctuaciones puede producir transferencias entre cuencas contiguas en un tiempo

de escape cuya expresi6nanalitica vamosa calcular, lo cual constituye la modificacién cuali-

tativa que venimos mencionando de la conducta macroscépica dela red.

Las ecuaciones macroscépicas son:

d =>, =

Simi + mt = (E sign (BE + Ari?))e, (294)
con condicionesiniciales ™* = (m°,m9), con m? > 0 y m9 > 0, de modoqueIasolucién

analitica es:

pot
wy = iget+ (7 a ), (295)

* —F,
de donderesulta que lim_,..m} = (1,0).

Cuandosetrata de una red con un ntimerofinito de neuronas el acercamiento asint6tico

del vector 7 (t) al estado atractor va acompafiado delas fluctuaciones q’ (t), que pueden
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hacersaltar al vector de traslapes del primer cuadrante, donde m(t) > 0 y m2 (t) > 0, al

cuarto cuadrante, donde m, (t) > 0 y my (t) < 0. Una vez que esto sucede, 7m (¢) puede

escapar del estado atractor. Para analisar las condiciones bajo las cuales puede ocurrireste

fenédmeno procedemos comosigue:

e Partimos de la ecuacién maestra que satisface p, (’) y calculamosla probabilidad, IT!’ (M),

de queeltraslape, m, (?), tomeun valorinferior a una cota determinada M.

e Enseguida estudiamoslas fluctuaciones del traslape me (t), para encontrar una ecuacién

para la probabilidad m1) (M), en tornoa M = 0.

e Posteriormente introducimos un pardmetro y cuyo papel seré el de determinar los valores
del tiempo ¢ para los cuales puede ocurrir una transici6n de M extremadamente pequefio,

pero positivo, a M < 0. La funcién de probabilidad 11?) (M)se escribiré entonces en
términos de una funcién P, (M) cuya ecuacién diferencial queda dada en términos dela
mediadela fluctuaci6n qo (t) y de su desviacién estdndar.

e Lo anterior nos lleva acalcular la media (q2) (t) y la fluctuaci6n cuadratica media Oy» (t) =
(q@)(£), para determinarsu conductapara tiempos suficientemente largos.

e Entonces se dispondra de un conjunto de expresiones que nos permiten determinar para

cuales valores de puedeocurrir que el traslape ™ (t) escape de la vecindad del estado
atractor, y como unaconsecuencia,cual es el tiempo minimodesalida.

VIII.3.1 Ecuacién generalpara IT!’ (/)

Sea M > 0 tal quem, (7) < My seaIl} (M)la probabilidad de que m,, (o) tomevalores

menores que M. Esta puededefinirse como sigue:

Tl (M) => (0) O[M—m,(@)], (296)
oe

tal que su ecuacién de evolucién puede obtenerse derivando e insertando la ecuacién maestra

en el lado derecho:
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tal que luego de un poco de Algebrase obtiene:

att (M) = (5[M-m, (@)] {m - netanh Gh; (a) + O(N“) he (297)

VIII.3.2 EJ modelo con dos patrones almacenados a temperatura cero

Aplicando la ecuacién (297) a una red con NV neuronasy dospatrones almacenados mediante

1 1
-1 1

mu (@) = @e2) (1, +) (m8) -00)i “MSiose) 1 1 m2 (o 7

que utilizada en (297) con mp (0) = mM (co) lleva a la expresi6n que sigue:

unainteracci6n asimétrica que utiliza la matriz ( ) , la forma del campoes

d 2 —

qu” (M) = (6 [M — me (0’)] x

6 { - we Dotanhe [€2e? (mi (07) + ma (0’)) + (m2 (0?) — m(@))] +0yh.

Luegode untrabajo algebraico razonable obtenemos:

<r(M) = (6 [M —m(@)] {a -5 ¢ + ako) tanh [2M]

1 1
ty ( - sak) tanh B [2m(o°)] +O (whe

Cuandola temperaturade la red es cero tenemos que tanh 8 [2m(o°)] = sign (m (¢)) =

1, siempre que m(@") > 0. A su vez tanh Z [2M] = sign (M). Por consiguiente resulta

LJque” (M) = (6[M — ms (2°)] x

x {m -5 (: + aha) sign (M) + ; (1 - aka) +0 (w-)}), (298)
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VIII.3.2.1 La conducta en la vecindad de M = 0

Si M tiende a cero por la izquierda tenemos sign(M) = —1, de modo quedela ecuacién

anterior obtenemoslasiguiente:

djlim_ 5,(M) = (6 [me (0°)]). [1 +0 (N)]. (299)

Si M tiende a cero por la derecha tenemos que sign (M) = 1, de modo quede (298) resulta

la ecuacién que sigue:

— 1 -lim, <1 (M) = (6 [m2 (@)])e sam +O(N ‘| : (300)

En cambio, si M = 0 se obtiene:

d —7, fi 14
allt” (0) = (6 [m2 (0°) ])e 5 IRhetO (N-‘| ; (301)

Para determinar completamente nuestras ecuaciones para mW?) (M)necesitamosevaluar

la expresi6n (6 [m2 (o’)])s que aparece en (299-301):

Aprovechandola propiedad 6 (ax) = 46(a), escribimos:

(5 ma (@)])e = @ [mg () + Fem ()])e =
; [Rare=VN [Vs (t) + % ())).,

de modo que el promedio sobre los estados microscépicos puede ser reemplazado porel

promedio sobre las fluctuaciones de qo, resulta:

VNN(6 [VNmg (t) + a (1)=vfdaeTE"SS5 [VNim; (t) + 02(0)),
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tal que g2 sigue una distribucién gaussiana de media q (t) y desviacién estandars (t). Reali-

zandola integral se obtiene:

yy, 1 _ WRmscosaptoy
(6 [m(0°)])e =VNx oo, (302)

Las fluctuacionesescaladasq y la desviaci6n estandar s (t) son de orden N°, de donde

resulta que si N —+ oo tendremos (6 [m2 (@’)])¢ = 0, lo cual da por consecuencia que

£m (M) se anule. ,Cémopuedeser diferente de cero esta expresién? Para responder

esta pregunta debemostener en cuenta que la conducta macroscépica dela red seacercaal

estado atractor (1,0) de acuerdo a la siguiente dependencia funcional: e~*. Esto indica que

existen valores de t para los cuales m} (t) es del orden de sus fluctuaciones no escaladas

2_(t) = Tae (t), tal que en ese régimen puedeexistir una constante y # 0 que cumpla con

la siguiente relacién:

1
e* — VN’ (303)

lo cual nos permite proponer

m2 3
1 +R)

6 @)))t= VN——=e 0”. 304( [m2 (7) ])e an (304)

Si ademas diferenciamosen (303)resulta dy = Sudt = ydt, de tal forma queutilizando

este cambio devariable y (304) en (299), (300) y (301) resultan las siguientes expresiones:

0 2
2aR(t)

d 4, Ko ae 1
— ae a(t) olaf (0*) =Jame(° +O1= |, (305)
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Fi JN- Ky el ry= —9 ae +0 ), (306)—P,(0) = =
dy 7) 2yVv 218 (t) N

mo _ 2

d VN _|F +93(t) ( 1 )

=P (97) =— wy UL OL), 307
dy” ( ) vv 2m8 (i) N C07)

El vector de traslapes 7m (t) se acerca al estado atractor por arriba, de modo que el

tiempo de escape,si existe, deber4 estar determinado porla funcién P, (0+), que puedeser

determinada totalmente si calculamos los momentosdela fluctuacion escalada q (¢) en el

modelo bajo consideracién. En el limite T —> 0 se obtiene la siguiente correcci6n finita

congelada: K (t) = (0,—Ko). La matriz de conveccién es L = ( 0 , ). La forma mds

simple de la matriz de difusién, D,,, (¢), se presenta cuando el estado microsc6picoinicial,

0; (0), es generado conformea la siguiente distribucién de probabilidad:

(1+ m{)6, + ; (1 — my) baa} . (308)

N
i
l
e

P(#) =m, {
SiT — 0 resulta

0 i

Duy (t) = buy (1 = my) e*. (309)

Usandoestas expresiones en las ecuaciones para los momentosestadifsticos se puede

demostrar que

8? (t) = Cop (t) — (qe)? (t) = 8? (0) eo+ 2 (e* — eo™) (1 = my) , (310)

tal que para tiempossuficientemente grandes,tales que e~* ~ rr resulta que (q2) (t) > Ko

y s? (t) > 0, porlo tanto la distribucién gaussianatiene la conducta asint6tica que sigue:
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0 2
+a 0

Tmo 2e*(t) 76 (= + Ke) ‘ (311)
TS

Sustituyendo (311) en (305) y (307) se obtiene:

mo _ 0

AP, (0*) = 406 (2+ Ko) +O(4) , £P,(0-) = 85 (M4 Ko) +O(4) -

(312)

Si Ko > 0 la expresién (312) produce un resultado negativo,lo cual indica que en este

caso no puede habertiempo de escape. Por consiguiente, la tnica posibilidad es que se cumpla

que Ko < 0, en cuyo caso tenemos

Y 1 m2

P, (0+) =| Ko | | dz—6 (= | Ko ) . (313)
0 z \2@

Este resultadoes de esperarse debido a quela predicci6n teérica para (mz)(t) tiende a ym Ko

para tiempos grandes, de lo cual tenemos que un término de correccién congelada positivo

aleja al patrén de la linea de cruce, mientras que unonegativolo recorre haciaella para situarse

en el cuadrante en que mg (t) es menorquecero.

VIII.3.3 El tiempo de escape

Para calcular el tiempo de escape necesitamos evaluarla integral (313), con este propésito

: : 9 oO 0

hacemosel siguiente cambio de variable: u = "=, du = —7#dz, de modo que dz = —“3du,

con lo cual tenemos

21P, (0) =| Ko | Jos du5(u- Ko |).
Y

Esta integral se puede extender de —oo a oo insertando la funcién de paso © (u = a):
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00 1 m®

P, (0*) =| Ko | / dux5 (u- | Ko |) ® (u- m2)
-o wv Y

de donderesulta que

0
P, (0+) =@ ( Ko | -) ; (14)

Esta expresi6n demuestra que la probabilidad de alcanzarla frontera es uno si y > Z, por

consiguiente, el tiempo de escape lo determinamoscon base enla igualdad, tal que insertando

este valor de y en (303) tenemos

W
oec om

| Ko|’
 

al

de donde encontramosque el tiempo de escape deberd estar dadoporla siguiente expresién:

1 ms 1
tone: = leg (W) + og (7HKo) +0(Z). (315)

Una vez queelvectorde traslapes cruza del primero al cuarto cuadrante, la dinémica de

m?estd dadaporlas siguientes expresiones: m* (t) = m* (0)e* y m3 (t) = m3 (0) e~* —

(1 — e~*), de donde tenemosqueelvectorde traslapes avanza hacia el estado (0, —1), alejan-

dose definitivamentedel estado (1, 0).

El efecto de tamafio finito consiste en que al recuperar una imagen (digamos la numero

1 de las dos almacenadas), la red se escapa para avanzarhacia la recuperaci6nde otro patrén,

queeneste caso es el negativo fotograéfico de la imagen ntimero2.

VIII.4 Comparaciéncon las simulaciones

Para comparar la formula (315) con las simulaciones en computadora se procedié a simular

redes con condicién inicial m} = 0.5 y variando la constante congelada Ko de modo que
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se obtuvieron diversosvalorespara la variable y = m$/Ko. Tomando comoeje X el valor

log (#) se graficaron en el eje Y tanto los resultados experimentales comola prediccién

tedrica ya mencionada.

Consideramos que el tiempo de escape, tesc, quedaba dado por el momento en el que

la segunda componentedel vectorde traslapes ™m (t) = (m,(t) ,m» (t)) empezaba a tomar

valores negativos. Los resultados para redes con N = 500, N = 1000 y N = 104, se

presentan en las graéficas que siguen:
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—o— teorla para N=500

o simulacién, N=500

~ teorfa mas ralz de N

teorfa menosraiz de N

      
 14 7 7
-2 “1 0 1 2

Logim °2/K o)

Figura 30(a). Las lineas que unenlos cfrculos corresponden la prediccién tedrica de la

ecuaci6n (315). Las Ifneas punteadas indican el valor teérico +O (w), Los resultados

experimentales se indican con rectdngulos.

6 —o— teorla para N=1000

a simulacién, N=1 000

sto“ teorfa mas ra(z de N

teorla menosralz de N 

 

2 1 0 1 2

Log(m ok é

Figura 30(b). Las lineas que unenlos circulos correspondena la prediccién teérica de la

ecuaci6n (315). Las lineas punteadas indican el valor teérico +O (v*). Los resultados

experimentalesse indican con rectangulos.
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6 —o— teorfa para N=10 000

a simulacién, N=10 000

seteeeeee teorfa mas raiz de N

 

Ceteorfa menosralz de N

t
esc

4

3

T “T : i-2 “1 0 1
Log(m ok0)

Figura 31. Las lineas que unenlos circulos corresponden la prediccién teérica de la

ecuacién (315), Las lineas punteadas indicanel valor teérico tO (w-4). Los resultados

experimentales se indican con rectangulos.
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VIILS5 Discusién

En este capitulo hemos analizado un sistema en el cual el estado macroscépico dela red,

™ (t), puede escapar, con probabilidad igual a uno, de la cuenca de atraccién en que se en-

cuentra. Este fendmeno es consecuencia de la existencia de las fluctuaciones aleatorias, que

modifican radicalmente la conducta macroscé6pica de la red. Encontramosla expresién para

el tiempo de escape,tesc, y confrontamos nuestra predicci6n tedrica con las simulaciones en

computadora. Lacalidad de los resultados es excelente.
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