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Directora de tesis

Se desarrolla un estudio analitico sistemético de los efectos de tamaifio finito en modelos
de redes separables, con dindmica secuencial lejos de la saturacién. Se encuentran dos tipos
de efectos: fluctuaciones térmicas y correcciones congeladas a las leyes de campo promedio.
Se parte de que la dindmica microscépica de la red obedece una ecuacién maestra conforme
a la dindmica de Glauber y se demuestra que la dindmica macroscépica, con los traslapes o
parametros de orden como variables ffsicas, puede ser descrita en forma aproximada como un
fenémeno de difusién. Se propone una descomposicién de los traslapes como la suma de dos
términos: uno determinista, que son las trayectorias de campo promedio, y otro fluctuante al
azar, que es modelado mediante procesos de Ornstein y Uhlenbeck dependientes del tiempo.
Estos tltimos son procesos gaussianos, de modo que escribimos explicitamente la distribucién
de probabilidad conjunta de las fluctuaciones. Las ecuaciones diferenciales para describir sus
momentos estadisticos forman sistemas no auténomos cuyas soluciones formales obtenemos.
Entonces aplicamos la teoria a sistemas que se conducen como memorias asociativas, presentan
relajacién al equilibrio, cumplen con el balance detallado y con un teorema de fluctuacién y
disipacién. También estudiamos dos sistemas fuera de equilibrio: uno donde existe un punto
fijo de la red pero no hay balance detallado y otro donde las fluctuaciones aleatorias modifican
cualitativamente su conducta dando lugar a un fenémeno en el cual el traslape se escapa de una

cuenca a otra. Las predicciones tedricas son comparadas con simulaciones en computadora.
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Abstract

An analytical and systematic study of finite size effects on separable neural networks with
sequential dynamics is developed far away from saturation regime. Two kinds of effects are
found: thermal fluctuations and frozen corrections to mean-field laws. It is considered that
separable neural networks follows microscopic Glauber dynamics goberned by a master equation
and a macroscopic description is obtained by taking overlaps (or order parameters) as physical
variables. A Fokker-Planck equation is found, so that diffusion phenomena are useful to describe
this macroscopic dynamics. A decomposition in two terms is proposed for the overlaps: one
deterministic, given as the solutions to mean-field equations and other as random variables. It is
found that these fluctuations can be modeled by time-dependent Ornstein-Uhlenbeck processes.
Since these have gaussian behavior, one can write the joint probability distribution function for
fluctuations. Differential equations as non-autonomous systems are found to describe the time
evolution of the statistical moments of these fluctuations and their formal solutions are found.
Then our theory is applied to analize the dependence of finite size effects on detailed balance,
scaling properties of fluctuations close to phase boundaries and escape processes in critical
models which are driven by finite size effects. Finally, theoretical predictions are confirmed by

numerical simulations in computers.
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I. Imtroduccion

El objetivo de este trabajo es el estudio de los efectos de tamafio finito en las redes neuronales
recurrentes. Estos son sistemas ideados como abstracciones de las estructuras neurobioldgicas
(cerebros) encontradas en la naturaleza y tienen la caracteristica de ser sistemas desordena-
dos capaces de guardar informaci6n. La forma en que desarrollan su trabajo es esencialmente
distinta de la utilizada por las computadoras convencionales. Los procesadores microscdpi-
cos del cerebro (neuronas) operan en paralelo y presentan cualitativamente més ruido que
los elementos que forman a las computadoras. No ejecutan un programa fijo con base en un
conjunto previamente especificado de datos, sino que comunican sefiales a través de retrans-
misores que llamamos sinapsis, que llegan a centros de conjuncién llamados los cuerpos de
las neuronas y desde los cuales surgen sefiales eléctricas a través de canales conocidos con el
nombre de axones.

La importancia de cada sinapsis en el proceso de retransmisién se actualiza continua-
mente y lo mismo ocurre con algunas propiedades intrinsecas de las neuronas, proporcionando
un sistema de autoprogramacién y adaptacion que sustituye a la programaci6n externa de los
sistemas de computo comunes. Existe asf una dindmica de las sinapsis y de las neuronas en
el cual los programas y los datos cambian todo el tiempo.

Los cerebros no tienen una arquitectura o mapa de conexiones especifico, por ejemplo,
presentan estructuras relativamente ordenadas en centros receptores de informacidn, pero es-
tructuras amorfas, pricticamente aleatorias, en las regiones procesadoras de alto nivel como el

neocértex. Operando en paralelo los cerebros dedican grandes cantidades de neuronas a una



actividad determinada, lo cual da por resultado actividades posibles muy diferentes y comple-
jas. Pueden adaptarse a circunstancias cambiantes, reconocer objetos deformados, borrosos,
o parcialmente visibles. En sintesis, las redes neuronales son esencialmente diferentes de los
sistemas de computo de la vida cotidiana.

Los distintos modelos de redes neuronales han planteado importantes e interesantes
retos a los fisicos tedricos y a los mateméticos, pues exhiben conductas muy ricas y nada tri-
viales. Se trata de sistemas sumamente complejos de analizar por el gran nimero de elementos
interactuantes, por el cardcter no lineal de los elementos individuales que operan en ellas,
porque las interacciones entre ellos no son idénticas ni simétricas y porque la magnitud de las
interacciones, asf como los umbrales internos de cada neurona, pueden cambiar en el tiempo.

Desde el punto de vista biolégico el funcionamiento detallado de las neuronas es ex-
tremadamente complicado, de hecho, gran cantidad de aspectos fisiolégicos y quimicos de
éstas es ain materia de investigacién cientifica, de modo que para iniciar la bisqueda de un
tratamiento formal de grupos de ellas se requiere introducir un conjunto de hipétesis sim-
plificadoras que nos llevan a diferenciar entre una neurona biol6gica y una neurona formal.
Nuestro prop6sito ahora es aclarar esta diferencia.

En los intentos por sistematizar la comprension del cerebro pueden distinguirse dos
caminos: 7) el primero es el seguido por los neurofisi6logos, quienes generalmente confrontan
una abundancia de datos tan vasta que dificulta el examen sistemético dentro de un marco de
trabajo experimental. Los datos estdn perturbados por una cantidad muy grande de influencias
que no pueden ser ficilmente eliminadas por el experimentador. 47) El segundo es el que

han abierto los constructores de modelos sobre la base de un conjunto también grande de



suposiciones acerca del sistema que se busca explicar, con la esperanza de que el enfoque
ayude al surgimiento de nuevas hip6tesis, susceptibles de ser verificadas con la diversidad de
datos disponibles.

Dentro del segundo de los caminos antes mencionados hay dos opciones para los creado-
res de modelos: 7) una consiste en tratar de modelar al sistema real tanto como sea posible.
Sin embargo, suele suceder que se introducen tantos pardmetros que en realidad no se alcanza
ningin entendimiento profundo; de donde se llega al resultado paradéjico de que, buscando
tanta fidelidad al sistema real, resulta una copia tan mala que la comprensién del fenémeno se
desvanece. ) El otro enfoque consiste en descartar, a priori, todos aquellos pardmetros que
a primera vista parecen no ser esenciales, a fin de simplificar el andlisis matemdtico. Estos
no constituyen representaciones realistas del cerebro, sino que su inspiracion neuronal puede
contribuir a comprender algunas de las propiedades que los caracterizan en el procesamiento
de informacion.

La combinacién de estas dos tltimas opciones va acompaiada y motivada por la ex-
periencia, la intuicién y el deseo de cuantificar el problema. La calidad del enfoque puede
respaldarse en los resultados obtenidos en afios recientes, que han mostrado progresos en el
proceso de incorporacién de més detalles biolégicos a los modelos analiticamente solubles.

Sobre la base de las consideraciones anteriores, podemos enumerar las simplicifaciones

mds importantes que nos llevan de la neurona biol6gica a la neurona formal:

e No ponemos atencién a los detalles de las avalanchas de sefiales electroquimicas que el
cuerpo de la neurona envia a través de su axén. Solamente atendemos la existencia o la
ausencia de una sefial y le asignamos un 1 o un 0 a cada caso, o equivalentemente 1y —1.

e Dejamos de lado los aspectos quimicos del proceso de conversion con el cual una sinapsis
modifica las sefiales eléctricas que recibe para liberar sobre la membrana de la neurona
los neurotransmisores que aumentan o disminuyen el potencial eléctrico de esta dltima.



Unicamente atendemos al cardcter excitador o inhibidor de la sindpsis y le asignamos un
numero real Ji; que es positivo si la sefial recibida excita y negativo si inhibe al potencial

de la neurona receptora.
e No consideramos la distribucién espacial de las dendritas y las tomamos como si fueran

cables pasivos de transmisién.
e El éxito o el fracaso de cada sindpsis para retransmitir una sefial lo consideramos azaroso,
con una cierta probabilidad, tal que asociamos variables aleatorias independientes a cada

dendrita.

e Cada neurona tiene un umbral de respuesta al potencial eléctrico de su cuerpo principal,
que al ser rebasado transmite una sefial a través del axén. Nosotros lo consideramos como
una variable aleatoria que se conduce conforme a una distribucién gaussiana en torno a un

promedio dado.
e No consideramos diferencias de tiempo entre el envio y la recepcién de una sefial, y por
tltimo, no diferenciamos grados distintos de respuesta de las neuronas, solamente nos im-

porta saber si lanza o no una sefial.

Con base en las simplificaciones mencionadas, podemos establecer que una red neu-
ronal, en su forma mas general, es un sistema de neuronas o nodos, cada uno de los cuales
estd asociado con un valor numérico real, que es el estado de la neurona. Frecuentemente
los valores son restringidos a £1, tal que cada nodo es como un espin de Ising. Hay cone-
xiones entre las neuronas, de modo que el estado de una de ellas puede influir en el estado
de otras. Cada neurona registra entradas y les aplica una funcién, que generalmente es de la
forma siguiente:

k
F; Z Jij8is; |
=
donde j = 1,...,k numera las sefiales recibidas por la neurona i, s; son los estados de las
neuronas que enviaron su sefial y J;; son los pesos de la interaccién de la i-ésima neurona con
las demis.
Dependiendo del tipo de red, los pesos son variables que serdn modificadas durante su

evolucién, o por el contrario, serdn magnitudes fijas como en el modelo de Hopfield. (Hop-



field, 1982)

Las neuronas tienen, y las redes también, entradas y salidas, tales que las salidas son
calculadas en funcidn de las entradas. Asi surge el concepto de regla de aprendizaje, que
consiste en la sistematizacién de la asociacién entre una pregunta y una respuesta. Por lo ge-
neral, la pregunta 7 esun vector de mayor dimensién que la respuesta /. Un ejemplo tipico

. . . —
es el reconocimiento de voces o sonidos, en los cudles el vector de entrada 7 es un espectro

_)
de frecuencias, que tiene que ser transformado en una lista de palabras /2. Formalmente se
escribe
— —
R=V(7),
_.} . .
donde V es la regla de aprendizaje.

De lo anterior surgen varios propdsitos distintos:

(1) Conocida una regla, se busca construir una red que la reproduzca.

(2) Disponiendo de pares de preguntas y respuestas, se trata de disefiar una red que haga las
asociaciones correctas. A esto se le llama aprendizaje supervisado.

(3) Otro prop6sito esencialmente diferente es el almacenamiento de memorias, que son las
respuestas, para plantear preguntas, que son los estados iniciales, y dejar que la red evolu-
cione hacia un estado final buscando la respuesta almacenada més adecuada a la pregunta.

Las redes neuronales recurrentes que pensamos estudiar se ubican dentro de este
ultimo concepto y el modelo matemdtico correspondiente es descrito en el segundo capitulo.
Los elementos fundamentales para la formalizacién de las redes neuronales se basa en
la propuesta (McCullochs y Pitts, 1943) que consiste en que una neurona dispara una sefial
eléctrica si la suma de sus entradas excitadoras excede un umbral, siempre y cuando no reciba
entradas inhibidoras. Hacia 1957 von Neumann hace ver que las ideas de la fisica estadis-

tica podrian ser de utilidad en los sistemas de tipo cerebral, toda vez que se trata de acumu-



laciones de grandes cantidades de microsistemas aparentemente en desorden. Aunque esta
clase de propuestas generan el interés de los disefiadores de computadoras digitales, diversos
resultados tedricos tienden a desalentar los estudios formales acerca de estos sistemas almace-
nadores de informacién (Minsky y Papert, 1969). Posteriormente (Little, 1974) se trata a los
sistemas de neuronas como espines de Ising con una temperatura asociada a su estocasticidad
y afios después las redes neuronales son estudiadas como sistemas de dos estados andlogos a
los vidrios de espin (Hopfield, 1982; Hopfield, 1984).

El trabajo de Hopfield constituye un avance fundamental hacia una teorfa formal de las
redes neuronales porque asocia un hamiltoniano al sistema y establece los caminos para pen-
sar en términos de las herramientas cotidianas de la fisica. Hay dos respaldos histéricos que
contribuyen al avance en la investigacion de estos sistemas: uno de ellos consiste en tratar a
los espines (Glauber, 1963) como sistemas cuyas interacciones ocurren a través de una proba-
bilidad de transicién, w;, que es funcién de los espines cercanos. Introduce una distribucién de
probabilidad para el sistema de espines y plantea una ecuacidn maestra conforme a la cual los
estados de espin son procesos de Markov. El otro avance importante es un modelo de vidrio
de espin totalmente conectado (Sherrington y Kirkpatrick, 1972) que parte de considerar el
caso ideal de interacciones de alcance infinito. Este sistema es tratable analiticamente.

A partir de 1985 se utiliza la fisica estadistica (Amit et. al 1985a; Amit. et al 1985b;
Amit et al 1987a; Amit et al 1987b) para estudiar redes neuronales totalmente conec-
tadas y que sostienen interacciones simétricas. Se encuentran un conjunto de propiedades de
estos sistemas en equilibrio y se utiliza una funcién de Lyapunov, la energia libre del sistema,

para estudiar sus minimos globales y localizar los estados de equilibrio. La red es caracte-



rizada mediante variables macroscépicas intensivas andlogas a la magnetizacién (pardmetros
de orden), que permiten medir la semejanza del estado de la red con los patrones almacenados
en ella. Encuentran que el equilibrio es descrito por un conjunto de ecuaciones algebraicas
no lineales que en la actualidad se conocen con el nombre de ecuaciones de campo promedio.

Entre 1987 y 1988 ocurren cambios importantes en el interés de quienes estudian esta
clase de redes neuronales. Una vez que las propiedades de los sistemas en equilibrio empiezan
a ser entendidas, se plantea el problema de la comprensién del problema dindmico. Son es-
tudiadas las interacciones sindpticas de las neuronas (Crisanti y Sompolinsky, 1988). Se pasa
de los modelos totalmente conectados a otros con conexiones dilufdas y se estudia el modelo
dindmico (Derrida et al 1987; Kree y Zippelius, 1987). También se utiliza la dindmica de
Glauber para estudiar una dindmica macroscopica en términos de los pardmetros de orden que
miden la semejanza entre el estado de la red al tiempo ¢ y los patrones almacenados en ella
(Coolen y Ruijgrok, 1988). Se demuestra que para redes simétricas en equilibrio se obtienen
las ecuaciones de campd promedio y se hace ver que su enfoque permite estudiar también las
redes con interacciones asimétricas.

La gama de enfoques para el estudio de la dindmica de estos sistemas es muy amplia.
Uno de ellos (Nishimori y Ozeki, 1993) recurre a las ecuaciones de Ginzburg y Landau para
estudiar el problema como un movimiento “colina abajo” de los pardmetros de orden. Otro
(Ohira y Cowan, 1993) consiste en construir un operador de Liouville a base de operadores
de creacidn y aniquilaciOn para trabajar con una ecuacién maestra y analizar la dindmica del
estado microscépico de la i-ésima neurona de la red. Una de las lineas de trabajo que ha

sido explorada de manera consistente es la originada por Coolen y Ruijgrok, cuya descrip-



ci6n macroscépica basada en los pardmetros de orden ha sido generalizada al caso de redes
que almacenan una cantidad muy grande de patrones. En esta linea de trabajo (Coolen y She-
rrington 1993; Coolen y Sherrington, 1994; Laughton y Coolen, 1995) ha sido encontrado
un sistema de ecuaciones integrodiferenciales acopladas para describir la evolucién tempo-
ral de los pardmetros de orden y de una nueva variable que mide la influencia de los patrones
de magnitud microscépica (no condensados) sobre los que alcanzan magnitud macroscépica
(condensados). Han demostrado que su formalismo reproduce los resultados de la teoria de
réplica para el equilibrio y que la conducta cualitativa de la dindmica predicha por ellos co-
incide con la simulacién numérica. Sin embargo reconocen que la concordancia cuantitativa
no es satisfactoria para todo tiempo .

Basados en los métodos de la fisica estadistica, todos los enfoques mencionados arriba
han tomado como vélido el llamado limite termodindmico, conforme al cual se consideran las
variables descriptoras en el caso en que el nimero de neuronas N — oco. Este procedimiento
ha sido aplicado con éxito en el estudio de gases, s6lidos cristalinos, diversas clases de liqui-
dos, y en general, a sistemas que pueden ser modelados con base en los conceptos introducidos
en el tratamiento de esta clase de estados de agregacién. Todos ellos presuponen la existen-
cia de densidades que son extremadamente altas si se les compara con el nimero de neuronas
que pueden ser esperados en una red neurobioldgica. Ademds, las simulaciones numéricas de
estas redes reportan, regularmente, efectos de tamaiio finito que suelen persistir hasta magni-
tudes en las cuales N ~ 10°. Lo anterior sugiere que las técnicas utilizadas podrian pasar por
alto efectos fisicos que estdn relacionados con el cardcter finito del sistema, como es el caso

de las fluctuaciones aleatorias que aparecen en las variables descriptoras cuando el ndmero de



eventos considerados es relativamente pequefio. Hasta donde nosotros sabemos, no ha sido
desarrollado un estudio sistemdtico de ellos.

La motivacién y los objetivos de esta investigacién puede resumirse como sigue: Todos
los estudios analiticos desarrollados para modelos de redes neuronales recurrentes se aplican
a sistemas infinitamente grandes (/N — oo) y la mayoria de ellos son de los llamados: tipo de
campo promedio. Tanto la estdtica como la dindmica de los mismos pueden ser resueltas en
este limite, que también suele llamarse limite termodindmico. En este trabajo desarrollamos
una teorfa que considera redes neuronales recurrentes muy lejos de la saturacién. Esto sig-
nifica que el cociente entre el nimero de patrones almacenados, p, y el hﬁmero de neuronas
de la red, N, definido como o = %, es muy cercano a cero. En ella los efectos de tamafio
finito toman la forma de fluctuaciones térmicas cuyo orden es O (N ”%) y ocurren en torno a
las trayectorias de campo promedio de la dindmica de los pardmetros de orden. Cabe aclarar
que la dindmica en el régimen cercano a la saturacién se desconoce atn para el limite termo-
dindmico (N — o0), por lo que el estudio de los efectos de tamafio finito en ese régimen estd
totalmente fuera de nuestro alcance.

Nuestra teoria se basa en un desarrollo de Kramers-Moyal que nos permite separar sis-
temdticamente la conducta de la red en el limite termodindmico de los efectos de tamafio finito.
El ruido estocdstico generado como resultado del cardcter finito de la red aparece en nuestras
expresiones analiticas en potencias del pardmetro de ruido n = ﬁ De éstos retenemos tni-
camente la primera contribucién no trivial, lo cual nos lleva a una ecuacién de Fokker-Planck

que nos permite modelar las fluctuaciones como procesos de Ornstein-Uhlenbeck dependien-

tes del tiempo, que siempre son gaussianos.
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En mayor detalle, el procedimiento que utilizamos es como sigue: tomamos como punto
de partida la dindmica para los traslapes (pardmetros de orden) desarrollada por Coolen y Ruij-
grok pararedes en el régimen lejano a la saturacién. Distinguiremos dos clases de descripeion:
una microscépica que considera cada uno de los estados de las neuronas de la red como sus
sujetos de descripcidn; y otra macroscépica que busca comparar, a todo tiempo ¢, la seme-
janza del microestado de la red con los patrones almacenados en ella. A partir de la dindmica
de Glauber, y de la ecuacién maestra correspondiente, obtenemos una descripcién que no des-
precia el cardcter finito de la red, lo cual nos lleva a reconocer que el vector de traslapes es
una variable vectorial estocistica, de donde resulta la necesidad de introducir una densidad de
probabilidad multivariada que satisface una ecuacion diferencial parcial. En una descripcién
a orden - ésta resulta ser una ecuacién de Fokker-Planck. Los efectos de tamafio finito se
revelan entonces como pequefias oscilaciones azarosas en torno a la trayectoria determinista
que predice la dindmica de traslapes en el limite termodindmico; en consecuencia, es posible
hacer una separacién sistemdtica de estas fluctuaciones respecto de las trayectorias de campo
promedio. Este procedimiento dard lugar a una segunda ecuacién de Fokker-Planck, esta vez
asociada a las variables de fluctuacién, lo cual nos permitird describir los efectos de tamafio
finito de la red mediante la llamada aproximacién de ruido lineal.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, estructuramos este trabajo de la ma-
nera siguiente:

) En el segundo capitulo describimos el modelo de redes recurrentes y presentamos
brevemente su dindmica macroscépica para el caso limite en que las redes estdn formadas por

un ndmero infinito de neuronas y con pardmetro de carga v = % muy cercano a cero, donde
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p es el nimero de patrones almacenados. Dicha dindmica macroscépica se basa en el vec-
tor de traslapes m, que es de dimensién p y cuyas componentes miden, cada una de ellas,
la semejanza del estado microscépico S (t) de la red, con cada patr6n almacenado en ella.
Exponemos el desarrollo de Kramers-Moyal en potencias de -}v para obtener las ecuaciones
deterministas de campo promedio. Resolvemos algunos ejemplos que consideramos rele-
vantes para estudiar posteriormente los efectos de tamafio finito y mostramos cémo influye

sobre la dindmica el cardcter simétrico o antisimétrico de la interaccidon entre neuronas.

1) El objetivo central del tercer capitulo es demostrar que para redes finitas la dindmica
macroscopica se puede modelar, aproximadamente, como un fendmeno de difusién descrito
por una ecuacién de Fokker-Planck que describe la evolucién temporal de la densidad de pro-
babilidad conjunta P ("n?, t) del vector de traslapes m. También encontramos las ecuaciones
que describen la evoluci6n temporal de los momentos estadfsticos de la variable aleatoria
y la primera de ellas se aplica al problema de redes antisimétricas operando a temperatura
cero con dos patrones almacenados. También se encuentran las condiciones bajo las cuales la
red puede alcanzar un estado de equilibrio y se obtiene la expresién formal de la distribucién
de probabilidad correspondiente: Peq ( H) Con estos esfuerzos comprobamos que la com-
plejidad del problema nos obliga a continuar con el desarrollo del formalismo hasta hacerlo
mds manejable y poderoso. Esto se logra mediante el estudio de las fluctuaciones aleatorias
7 (t) entorno a la trayectoria de campo promedio Fn";, que serd la version madura de nuestra
teoria.

144) En el cuarto capitulo se obtiene una descripcién de los efectos de tamafio finito

. . . — . .
mediante las variables de fluctuacién, ¢ . Se encuentran las ecuaciones que describen su
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dindmica y se resuelven formalmente. Para lograr este propdsito hacemos lo siguiente: 1)
primero encontramos la ecuacién fundamental de la teorfa, que es otra ecuacién de Fokker-
Planck, ahora para la distribuci6n de probabilidad conjunta, P; (¢’). 2) Enseguida obtenemos
las ecuaciones lineales ordinarias y no auténomas que describen la evolucién de los momen-
tos estadisticos de las fluctuaciones. 3) Finalmente hallamos la solucién formal a estas ecua-
ciones. Con lo anterior concluimos la formulacién de la teorfa, de modo que el siguiente
objetivo central es su aplicaci6n. Para conocer las implicaciones de la teorfa y comparar con
el experimento la aplicamos a sistemas fuera de equilibrio y en equilibrio, asi como otros que

satisfacen y que no satisfacen balance detallado.

1v) Dentro del rubro de los sistemas en equilibrio estudiamos en el quinto capitulo a una
clase de redes que presentan estados estacionarios con balance detallado. Discutimos el teo-
rema de fluctuacion-disipacién y analizamos los estados de equilibrio de redes con memorias
asociativas. Para este propésito consideramos el modelo de Hebb generalizado al caso de pa-
trones almacenados con diferentes pesos (Viana, 1988) y presentamos una comparacion entre

nuestra prediccidn tedrica y los resultados arrojados por las simulaciones en computadora.

v) En el sexto capftulo abordamos el proceso de relajacién al equilibrio en la clase de sis-
temas arriba mencionados. Es decir, estudiamos c6mo evolucionan las fluctuaciones cuando
la red avanza hacia la recuperacién de una memoria almacenada. Los sistemas seleccionados
son dos: 1) redes recurrentes operando a temperatura cero, cuya sencillez permite encontrar
soluciones analiticas, y 2) redes operando a temperaturas intermedias y partiendo de estados

iniciales microscépicos tales que s6lo uno de los traslapes iniciales es macroscopico. Es-
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tos serdn llamados posteriormente estados puros. Sus ecuaciones necesitan ser resueltas por
métodos numéricos. Encontramos las soluciones correspondientes y comparamos las curvas

tedricas obtenidas con las que resultan de las simulaciones.

vi) En el séptimo capftulo abordamos la clase de sistemas que no satisfacen balance
detallado. Estudiamos primero un caso en que teniendo la red infinita un mismo estado
macroscépico atractor, los efectos de tamafio finito nos pueden llevar a alguno de dos es-
tados posibles, caracterizados porque sus fluctuaciones tienen propiedades estadisticas dis-
tintas: %) uno en donde se cumple el balance detallado y #¢) otro en el cual éste no existe.
Primero demostramos que el punto fijo seleccionado es estable y enseguida calculamos los
primeros y segundos momentos estadisticos de las fluctuaciones en el estado estacionario.

Posteriormente comparamos nuestros resultados tedricos con las simulaciones.

v4%) En el octavo capfitulo presentamos una aplicacin de nuestra teorfa cuya importancia
radica en que los efectos de tamafio finito de la red modifican cualitativamente su conducta
macroscépica como resultado de las fluctuaciones aleatorias. Este consiste en el estudio de
un sistema para el cual las redes infinitas tienen cuencas de atraccion bien definidas para

— . . s . .

los traslapes m, en cambio, cuando se trata de redes finitas encontramos la existencia de un
tiempo de escape, tes, en el cual el estado del sistema puede salir, con probabilidad igual a
1, hacia otra cuenca contigua. Obtenemos tedricamente una expresion analitica para {4 y lo

comparamos con los resultados que ofrecen las simulaciones.
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II. El modelo de redes recurrentes. Su
dinamica para un nimero infinito de neu-
ronas

II.1 Introduccion

En este capitulo estudiamos la dindmica macroscOpica de las redes recurrentes para el caso
en que se forman con un ndmero infinito, N, de neuronas y con una cantidad tan pequefia
de patrones almacenados, p, que el pardmetro de carga, & = £, toma un valor cercano a
cero. Es decir, trabajamos en lo que se llama el régimen muy lejano a la saturacién. Pre-
sentamos los elementos fundamentales que componen la conducta microscépica de la red.
Introducimos el vector de traslapes como variable intensiva, lo cual nos permite pasar a una
descripcién macroscépica y definimos un promedio condicional para toda variable dindmica
f (7). Obtenemos las ecuaciones que describen la evolucién temporal del vector de traslapes
m (t), presentamos una breve discusién que demuestra que la conducta cualitativa del estado
macroscépico de la red puede ser clasificada con base en la simetria de las interacciones sindp-
ticas, { J;;}. Esta caracteristica serd trasladada mas adelante a una matriz A que aparecer4 al
escribir en forma separable el campo que actia sobre cada neurona. Resolvemos numérica-
mente algunos ejemplos de interés (Coolen y Ruijgrok, 1988; Coolen, 1997). Discutimos tres
casos en los cuales hay soluciones analiticas para m (t) y finalmente hacemos ver porqué
esta descripcién dindmica es vélida s6lo si « ~ 0. El contenido de este capitulo se encuentra
en la literatura publicada, no es de manufactura original del autor y estd seleccionado con el

propdsito de servir de base a los estudios que se presentan m4s adelante sobre los efectos de
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tamafio finito en las redes neuronales recurrentes.
I1.2 Descripcion del modelo

Consideremos una red recurrente operando a temperatura 7', con /N neuronas tales que la
t-ésima de ellas interacciona con la j-ésima con una magnitud J;; y donde cada una es un
sistema de dos estados representado por una variable bivaluada, o; (), que toma el valor
+1 para representar a una neurona que lanza sefiales y —1 cuando no lo hace. El estado
microscépico de la red al tiempo ¢ estd dado mediante la especificacién de cada uno de los
estados o; (t) de las N neuronas, de modo que el espacio de microestados de la red est4
formado por vectores N-dimensionales o (t) = (o (t),...,on (t)) que toman sus valores

en un hipercubo con 2V esquinas.

De estos 2N estados posibles de 1a red hay p de ellos que denotaremos con los simbolos:
b 4 —_ Y . y
Iy ooes , que constituyen los p patrones almacenados en el sistema y que son utilizados
» 9 ¥ pp yq
para especificar la interaccién neuronal J;; que denota el peso que da la neurona ¢ a la sefial

proveniente de la j-ésima neurona. La regla algebraica es la siguiente:

1 &
iy = 1= Ady] 5 D ' Aw, ()
=1
donde A, es una matriz de dimensién p X p a ser especificada y la variable A nos permite

controlar la presencia o ausencia de autointeraccién en la i-ésima neurona definiéndola como

sigue:
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_ 0 si J,-,:%U
A—{1 i Jy=0 @

Como podemos ver, una matriz simétrica A corresponde a interacciones simétricas J;.
A las redes que almacenan patrones en esta forma se les llama redes separables, (Coolen,
1997,

Para nuestra notacién seguiremos una convencién que consiste en sefialar con letras
latinas a las neuronas y con letras griegas a los patrones almacenados.

Cada neurona recibe sefiales a partir de las /N — 1 restantes a través de un campo es-

tocdstico, h; (?), dado por la expresi6n algebraica siguiente:

N
h [0 ()] = Jiyo; (£) + 6, 3)
j=1
donde J;; es la magnitud de la conexi6n sindptica y 6; es el umbral de respuesta de la i-€sima

neurona. La variable 6; es aleatoria con una distribucién de probabilidad a ser especificada.

La influencia del campo h; da lugar a que el estado o; () de la -ésima neurona se

modifique con una probabilidad de transicién w; [ @ (¢)] dada como:

w; [@ ()] = % [1 — oitanh Bh; [0 (8)]] (4)

donde = 51: es el recfproco de la temperatura.
La expresién anterior es tal que la interaccién entre las neuronas se introduce a través
de una probabilidad de transicién entre sistemas (neuronas) de dos estados (Glauber, 1963).
Ademds, (4) es tal que para interacciones {J;;} simétricas se garantiza la existencia de un

régimen de equilibrio en ¢l cual se cumple el balance detallado entre los pares de estados de
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cada una de las neuronas.

La probabilidad de transicion, w; [? (t)], establece una regla de actualizacién del es-
tado de cada neurona a cada instante ¢. De aqui se desprenden dos dindmicas obvias y distintas
paralared: 1) cuando s6lo una neurona es actualizada al tiempo ¢ y 2) cuando todos los estados
se actualizan al mismo tiempo. La primera de ellas recibe el nombre de dindmica secuencial

y serd la que estudiaremos aqui, mientras que la segunda se llama dindmica paralela.

Para describir la dindmica microscépica de la red se le asocia a cada estado o (t) una
probabilidad, p, [? (t)], que satisface una ecuacién maestra que establece la pérdida y ganan-

cia de probabilidad a nivel microscOpico. Esta es como sigue:

N
d ~ -
e )] => {w,- [E-?(t)] D [ﬂ? (t)] —w; [7 @®)]p[7 (t)]} )
i=1
donde F, es un operador definido como: Fyf (01, sty cnms Ot} = f (045000 = Btyrcstpe). Cabb
aclarar que la introduccién de esta ecuacién descansa sobre la hiptesis de que @ (t) es un

proceso estocdstico de Markov.

Definiendo las variables de estado, o traslapes, m,, como sigue:

N
i !
my (1) = 5 D _€lai(t). (©)
i=1
Se obtiene una descripcién macroscépica de la red. La utilidad fisica de esta variable con-
siste en que permite medir la semejanza entre el estado o (t) y el patrén almacenado ?",
(x=1,...,p), de modo que formando el vector p-dimensional 72 (t) = (my (¢), ..., m, (t))

contamos con tal medida para cada uno de los p patrones que la red almacena. Asi obten-
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emos un espacio de estados de dimension p en el cual ocurre una dindmica macroscépica
cuya descripcién nos dice como se comporta la red en cuanto a su capacidad para recuperar
los patrones almacenados, o acercarse a ellos en el transcurso del tiempo. En términos del

pardmetro de estados m, (t), el campo estocéstico h; que actia sobre la neurona ¢ se escribe

como sigue:

—

P
1 — — — A — —
)= D G Awm, (0) 50 v AL DO = £ AT —50: € cAE A0 ()
=1
Se dice que una red estd en el régimen lejano a la saturacién cuando el nimero de
patrones almacenados, p, es muy pequefio comparado con el nimero de neuronas V. En este

caso se dispone de un formalismo para describir la dindmica de las redes recurrentes. Es el

siguiente: Se introduce la distribucién de probabilidad conjunta para los traslapes:

B (R) = Y0 (7) 8 [m - (7)), ®

y se demuestra que satisface la siguiente ecuacion:

1
=, (1)
Pt Z {Pt F ( )} + 0 (N) 9)
con FV (m t) dado por la expres16n (30)
Tomando el limite N — oo, ésta resulta ser la ecuacién de Liouville para el flujo en el
espacio de estados macroscépicos {ﬁ)} que serdn denotados como r_n.)§ = limy_,o0 M. (t)y

son solucién de las ecuaciones acopladas y no lineales que siguen:
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d * ® 4 i *
s = —m; + (€ tanh B (€ A 77 +0))eo. (10)

La solucién a (9) es la distribucién de probabilidad dada por la siguiente delta de Dirac:

P.(m)=6[m —m;]. (11)
II.3 La conducta del vector de traslapes para redes infinitas

La evolucién temporal del vector de traslapes m; depende de la temperatura 7' de la red, de
la estructura de la matriz A y del estado inicial m . Una matriz A del tipo A, = 6, define
redes que almacenan patrones conforme a la regla de almacenamiento de Hebb. En estos

casos existen estados de equilibrio que pueden ser estudiados como se expresa enseguida:

I1.3.1 Estados de equilibrio

La dindmica de m ¢ puede ser vista como un movimiento “colina abajo” sobre una hipersu-
perficie (Domany et. al. eds. 1992) definida por la funcién f (ﬁ’*, ﬁ) que toma la siguiente

forma:

F (—T-r_f*,ﬁ) = %m*z -~ %(log {2 cosh [ﬁ (? . T_n+*) 4 9] }>?,3‘ 12)

En este caso las ecuaciones (10) se pueden escribir mediante el siguiente gradiente:

d * *
™ =-Vf(m:.6) (13)
de modo que f (m*, 3) es la funci6n de Lyapunov del sistema. Sus propiedades topolégicas

nos indican cémo es la dindmica del problema. Esta tendrd puntos fijos si para algin estado
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_nT:q, se cumple que V f (?ﬁ;q, ﬁ) = 0 y éstos serdn estables si el hessiano

32

mf (m;q, g, (14)

H,, =
tiene eigenvalores positivos.

El punto m describe una trayectoria colina abajo y se mueve a través de los valles de
la hipersuperficie f (ﬁ)*, ﬁ), que presenta n valles separados por barreras para temperaturas
T < 1. Cuando N es infinito estos valles estdn separados por paredes infinitas, ademds
se cumple que n > p, de modo que solamente hay p puntos que minimizan globalmente la
energia y constituyen estados atractores que estdn relacionados con los patrones almacenados.
Los n — p restantes son solamente minimos locales de la energfa, se llaman estados espurios
y se relacionan con mezclas de los patrones almacenados. Para T' =~ 1 ocurre un cambio
cualitativo en la topologfa de f ( m*, ﬁ), entonces aparece solamente un minimo global en
m* = 0. Para valores muy pequefios del pardmetro de carga (a < 1), el diagrama de fase 7’
vs. o presenta la existencia de un cambio de fase en 7' = 1 + /a, tal que por debajo de esta
temperatura tendremos una fase de recuperacién de memorias que puede ser de buena calidad
si la temperatura es cercana a cero y muy pobre conforme 7" se acerca a la unidad. Por encima

deT =1+ /ase présenta la fase de estados paramagnéticos.

I1.3.2 Aspectos cualitativos de la dindmica

Existe un tipo de matrices A antisimétricas para las cuales la conducta de la red es bien cono-
cida, es el caso en el que A = I + S con S una matriz antisimétrica cuya diagonal son ceros.

Entonces las soluciones de las ecuaciones (10) presentan estados atractores consistentes de
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trayectorias periédicas.

En general, la conducta cualitativa de las trayectorias de campo promedio, T_n’§, para
redes separables, puede clasificarse mediante un eigenvalor relevante, A*, de la matriz A.
Usando técnicas de la teorfa de bifurcaciones, (Laughton y Coolen, 1994) ha sido analizado
la conducta alrededor del punto trivial fijo m=0 y se ha encontrado que, en esencia, hay dos
tipos de conducta cuando el pardmetro de bifurcaciones 3 se modifica: ¢) las bifurcaciones
de estado estacionario, con propiedades de memoria asociativa si A* es un nimero real y )

las bifurcaciones de Hopf, con propiedades de recuperacién secuencial de los patrones si A*

tiene parte real y parte imaginaria.
I1.3.3 Comportamiento en la vecindad de la temperatura critica

Los mismos autores han demostrado que, en particular, para redes con dos patrones almace-
nados mediante una matriz A antisimétrica y operando a temperaturas 7' muy cercanas a la
temperatura critica 7, ~ 1, la soluci6n del sistema de ecuaciones de campo promedio puede

ser aproximada mediante una expresién analftica. Para matrices de la forma

1 a
A=(—a1)’ (15)

. P . T .
con a pardmetro de asimetrfa y a > 1, las trayectorias de campo promedio m; describen

circulos cuyo radio de Hopf y frecuencia son

2!-22 ~1! !"ﬂ'@ ~1)(a+1)
"H = \/ Pt YT —af - 1-a (1)

Para redes que almacenan patrones conforme a la regla de Hebb, A,, = §,,,, se presenta
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la siguiente conducta:

e ParaT > 1 se cumple que lim;_,o, ™} = 0,
e yparaT < 1 se cumple que lim oo M} = Meq (T).

I1.3.4 Soluciones numéricas

En general, las soluciones a las ecuaciones (10) sélo pueden obtenerse mediante métodos
numéricos. Con estas técnicas puede comprobarse la dindmica que mencionamos pédginas
atrds y también es posible encontrar las cuencas de los estados atractores. Estas son conjuntos
de puntos {?ﬁ)* (0)}V, v = 1, .., p, tales que si cualquiera de los puntos que forman una
cuenca es tomado como condici6n inicial r_n’;, la red evoluciona siempre al mismo estado
atractor. Resulta entonces que, una vez seleccionado un conjunto de condiciones iniciales, la
trayectoria no puede recorrer todo el espacio de estados porque se quedé atrapada en una de
las cuencas. Por este motivo se dice que el fenémeno no es ergddico, lo cual estd relacionado
con el cardcter selectivo de patrones de la red.

Salvo por la ausencia de estados espurios, el problema de las redes con dos patrones
almacenados es muy (til para mostrar las conductas dindmicas que hemos mencionado an-
teriormente. Por esta raz6n hemos considerado este caso para resolver numéricamente las
ecuaciones (10), el algoritmo utilizado fué un Runge-Kutta de cuarto orden con tamafio de
paso h = 0.05, 230 iteraciones para obtener la misma cantidad de puntos y graficar las solu-
ciones. M4s adelante se presentan éstas para varias temperaturas.

I1.3.4.1 Redes infinitas con dos patrones almacenados mediante la regla de Hebb

Tomando al siguiente conjunto como condiciones iniciales: (m?,m3) ={(0.2,0.3), (0.3,0.2),

(—0.2,0.3), (-0.3,0.2), (—0.2,—0.3), (—0.3,—-0.2), (0.2, —0.3), (0.3, —0.2) }, se resolvieron
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numéricamente las ecuaciones de campo promedio dadas por (10) para una red simétrica con
matriz A, = 6,,, con dos patrones almacenados, p = 2, y temperatura T' = 0.1, primero y
T = 0.8 después. Los resultados se presentan en las figuras 1(a) y 1(b) respectivamente. De la
figura 1(a) resulta claro que para una red simétrica a temperatura 7' = 0.1 existen cuatro cuen-
cas en el espacio de estados macroscépicos. Una para cada uno de los siguienes estados atrac-
tores: (1,0), (0,1), (—1,0), (0, —1). En este caso la recuperacién de uno de los patrones ?*‘
es completa. De la figura 1(b) resulta que para T = 0.8 se obtiene la misma estructura de cua-
tro cuencas y cuatro estados atractores, sin embargo, la calidad de la recuperacién disminuye
paulatinamente. En este caso tenemos: (m (7'),0), (0,m (7)), (—m(T),0), (0, —m (1)),

conm(T) < 1.
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-0,8 -0,4 0,0 0,4 0,8

m, ()

Figura 1(a). Existencia de estados atractores. Soluciones para N infinita, p = 2, red
simétrica, @ = 0, T' = 0.1. Solucién numérica de la ecuacién (10).

-0,8

1 " 1 s ] L 1 " 1

-0,8 -0,4 0,0 0,4 0,8

m, ()

Figura 1(b). Existencia de estados atractores. Soluciones para N infinita, p = 2, red
simétrica, a = 0, T' = 0.8. Solucién numérica de la ecuacion (10).
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I1.3.4.2 Redes antisimétricas

En el caso de redes antisimétricas los estados atractores ya no son puntos sino curvas que
se mantienen debido a la presencia de una conducta periédica que es independiente de las
condiciones iniciales. Enseguida se presentan las gréficas 2(a) y 2(b) para una red a tempera-
tura T = 0.1 y T' = 0.2 respectivamente, pardmetro de antisimetria @ = 1 y dos patrones
(im4genes) almacenados. Podemos apreciar que en lugar de que la trayectoria se dirija ha-
cia un punto atractor, ahora exhibe una conducta periédica consistente en que el vector de
traslapes m (t) describe una curva cerrada para visitar los dos patrones almacenados y sus
simétricos £, = —¢... Cuando la temperatura aumenta, la red mantiene esta conducta, pero la
trayectoria periédica se cierra paulatinamente, lo cual se traduce en la pérdida de calidad del
acercamiento a los patrones. En térmiﬁos pricticos diremos que la semejanza con la imagen
en turno es m4s mala conforme T crece. Si resolvemos las ecuaciones de campo promedio
para una red antisimétricacon a = 3y T' ~ 1 encontraremos que la curva se acerca paulatina-
mente a una cuasicircunferencia que viene a ser el estado atractor periddico. En este caso los
valores que toma el vector de traslapes Fﬁ;‘ son tan pequefios que ya no tiene sentido hablar

de visitas a los puntos de recuperacién de memorias.
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Figura 2(a). Conducta ciclica. Soluciones para /V infinita, p = 2, red antisimétrica, a = 1,

T = 0.1. Solucién numérica de la ecuacion (10).

1,0 -

m*. (0

05

Figura 2(b). Conducta ciclica. Soluciones para NV infinita, p = 2, red antisimétrica, a = 1,

T = 0.2. Solucién numérica de la ecuacién (10).
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Hay al menos dos casos en los cuales la solucién a las ecuaciones de campo promedio

(10) puede obtenerse analiticamente, estos son:

e Redes cuya temperatura es cero.
Y . s e . _7'*
e Redes con condiciones iniciales macroscépicas tales que m; (0) ~ 0y a temperaturas 7" >
1 + /. Sin embargo este caso no es de interés debido a que no se recupera informacién
almacenada.

Enseguida revisaremos brevemente cada uno de ellos:
Para redes a T' = 0 se cumple que
— —
ﬁiimtanhﬁ({ -ﬁ’;+9)=s¢gn(§-ﬁ’;+e), a7

de modo que las ecuaciones (10) se simplifican a la siguiente forma:

d : =
=i () +mi (£) = (sign (€ - 77 +6) )eo, (18)
con
- — | - = =
(sign ( & g +9))5,9 ] Zsmgn (f S my + 9) : (19)
Pu

donde Py indica las diferentes combinaciones de signos. Ademas

d * * —
Emy (t) + m; (t) =0, (20)

para v > 1. En este caso las soluciones son:

* (t) = { mj (0) exp (—t) + f;dsexp (s —t) sign (? - ?’—n>; -+ 9) si v=1 @1)
my, (0) exp (—t) si v>1

A temperaturas muy altas se cumple que # < 1, de tal forma que la potencia 3° es

extremadamente pequefia. Entonces podemos considerar el siguiente desarrollo en serie de
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Taylor:
tanh (€ i +60) =6 (€ Wi +0) +O (8,

. . . —t . .
de donde resulta que la ecuacién diferencial para m} puede aproximarse como sigue:

d — —

Zmi+mi= (€8 (€ Mi+0))p,+. (22)
En estos casos la solucién es directa, como discutimos enseguida. Suponiendo que # =0y
que los patrones son generados conforme a la siguiente distribucién de probabilidad: P (£!') =

216 (&8 —1) + 6 (& + 1)), las ecuaciones de campo promedio toman la forma que sigue:

L s (6)+ (1~ B)mi (1) =0, @3)

y la soluci6n es:

my, (t) = m;, (0) exp [ (1 - 8)1]. (24)

LLas simulaciones con redes neuronales recurrentes han dejado claro que aparece un

ruido estocdstico conforme aumenta el nimero p de patrones almacenados. Este ruido tiene
. . . _.) .

su origen en la influencia de los patrones almacenados & * cuyo traslape con el estado mi-

. oy '
croscépico o (t) de la red no alcanza un valor macroscépico. Estos casos no son contempla-
dos adecuadamente por la dindmica que venimos estudiando, pues en ésta no ha sido conside-

rada la existencia de los traslapes con magnitud microscépica.



29

ITI. La dinamica de los traslapes como un
fenomeno de difusion

III.1 Introduccion

El objetivo central de este tercer capftulo es describir la dindmica macroscépica de las re-
des neuronales finitas en términos de los traslapes m (t). Encontraremos que para redes
recurrentes con un nimero N de neuronas suficientemente grande, pero finito, la conducta
estadistica de dichos traslapes puede ser modelada, en forma aproximada, mediante proce-
sos de difusién. Obtendremos una ecuacién de Fokker-Planck para describir la evolucion
temporal de la densidad de probabilidad conjunta P (H, t) del vector de traslapes m. Nos
apoyaremos en el teorema de (Pawula, 1967) para concluir cudles son las opciones practicas
que se nos presentan para desarrollar una teoria probabilista consistente a partir del desarro-
llo de Kramers-Moyal (Risken, 1989). Veremos que éstas involucran el corte de términos a
primero o a segundo orden, lo cual es posible siempre que se cumplan ciertas condiciones
fisicas que habremos de determinar. También encontraremos las ecuaciones que describen la
evolucién temporal de los momentos estadisticos de la variable aleatoria m y la primera de
ellas serd aplicada, en la dltima seccién de este capitulo, al problema de redes antisimétricas
operando a temperatura cero con dos patrones almacenados. Estudiaremos las condiciones
bajo las cuales la red puede alcanzar un estado de equilibrio y escribiremos la expresién for-
mal de la densidad de probabilidad, P, (m ). Dada su complejidad, s6lo la utilizaremos para
estudiar los casos de fluctuaciones pequeiias en torno al estado de equilibrio.

Veremos que resulta impractico dejar el desarrollo de la teorfa hasta este nivel, de modo
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que la principal utilidad de las aplicaciones abordadas consistird en motivar el estudio de las
fluctuaciones aleatorias ¢ (t) en torno ala trayectoria de campo promedio m:. Este dltimo
q pop t

ser4 el objetivo del cuarto capitulo de este trabajo y constituird la version madura de nuestra

teoria.
IIL.2 La ecuacion de Fokker-Planck

Partimos de la ecuacion maestra (5) para la distribucién de probabilidad, p; [? (t)] . Tomamos
los traslapes (6) como variables de estado y (8) como su densidad de probabilidad. Deriva-
mos respecto al tiempo en (8) e insertamos en el lado derecho (5). Aprovechamos que cada
actualizacién al tiempo ¢ del estado microsc6pico T (t) da lugar a que el traslape m,, cambie
como sigue:

m, (A7 (1)) = Es“az (6) = ko () = my (T (1) — mbon (1),

—
T . | .
de modo que en general tenemos m (Fh a) =m (o) — % ¢ %o, y desarrollamos en setic

de Taylor en potencias de —2-0,-!;} de modo que se obtiene la siguiente expresion:

4@ -Ti3 Sl S @ u

I>1 7 =1 m=l1

. (%Giffl) . (%a,.ggﬂ) } | 25)

Definimos el promedio condicional, (f (")) ., de cualquier variable dindmica f (o)

como sigue:

To ()1 (7) 8] - 7 (7)) -
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que mide las contribuciones a la funcién (f (Tf) )ﬁ»,t de parte de todos los estados microsc6pi-
cos o que estdn condicionados a producir el vector de traslapes macroscdpico m al tiempo

t. Reacomodamos factores y usamos (26). Podemos escribir el término entre llaves como

P, (m )F,,,1 . (M,t) con

_, 2
B () = (o (7) (Fotr ) o (RokPme @

de modo que (25) se reescribe como:

ERE) =S E Y g T (R (W) ELL (70 @

>1 " =1 =1
Esto es lo que se llama un desarrollo de Kramers-Moyal y es nuestro punto de partida para el
estudio de la conducta estocdstica del vector de traslapes . (t).

El teorema de Pawula establece que la funcién P (72,t) puede mantenerse positiva,

para cualquier tiempo £, solamente en los tres casos siguientes:

e 1) cuando se corta la serie después del primer término, lo cual es posible si se toma el limite
termodindmico, es decir, cuando se estudian las redes infinitas,

e 37) cuando se cumplen las condiciones fisicas para cortar la serie después del segundo
término, que es la primera correccién a orden N1, y se obtiene una ecuacién de Fokker-
Planck. Entonces pueden considerarse las redes finitas,

e y %i%) si se conserva todo el desarrollo.

Existen tratamientos, para casos especificos, en los cuales se utilizan cortes més alld
del segundo término, pero aunque mejoran la precision, se trata Unicamente de herramientas
matemadticas que no pueden ser consideradas como una teorfa probabilista completa (Risken,

1989).

La condicién fisica necesaria para efectuar el corte a segundo orden se obtiene como
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sigue: Partimos de la hip6tesis de que las funciones promediadas

(w; (@) (0:€l”) + + -+ (a:€") sz
mantienen una conducta suave respecto a m,,, de tal modo que sus derivadas parciales no
modifican el orden de magnitud de las funciones originales. Entonces se puede estimar el
orden de magnitud del p-ésimo término como sigue: Primero reacomodamos en (27) para

escribir el coeficiente como

P (70) = (5) Tt (@) ") -+ (€

=1

de donde resulta claro que la suma sobre 7 nos lleva a que

21
() m.t) ~ —
Fm---.ut (m’t) O (Nlﬁ]) )
Enseguida consideramos las sumas sobre 14, de donde encontramos que el p-ésimo término

del desarrollo de Kramers-Moyal ser4 tal que

1 s g o — j20) — %, pl 2!
Zl_;Z"'Zamm__,amm {P(m,t) e (m’t)}“' I NET

I>1 " =l =1
21
~ QO ('l—INCMI) 3

donde o = £ es el pardmetro de carga. Finalmente tomamos el cociente del orden de mag-

nitud del tercer término respecto del orden de magnitud del segundo término, obtenemos %a,
de donde resulta que el desarrollo de Kramers-Moyal se puede cortar después del segundo
término, siempre y cuando el ndmero p de patrones almacenados en la red sea muy pequefio
comparado con el nimero NV de neuronas que la forman. Esto es lo que llamamos el régimen

lejano a la saturacién.

Por lo tanto, cuando se parte del desarrollo de Kramers-Moyal, podemos obtener una
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teoria probabilista consistente, que describa a una red recurrente de tamaifio finito, en el mismo
régimen donde la dindmica de las redes infinitas es totalmente conocida. El resultado del corte

nos proporciona la siguiente ecuacion de Fokker-Planck:

8 p o)
Zam'u )Fp(m Z  Om,om, {P (m t) Dy (m t)}
k=1 [.L,UA
(29)
con el término de flujo dado por
ay (= i/ 1 " — T | — —
F,u (m,t) =m.u—"ﬁ 65 tanhﬁ E,--Am—ﬁAcriEi-Afz—l-ﬂi 1 (30)
i=1
y la matriz de difusion de la siguiente forma
@ (7 & 1 S gy P L W e
F’w (m,t) = N 51“/ - N;& éi tanh [gi'Am_'ﬁAUi 5 A '] 2‘-{—9;:’ (G-i>—n_{,t g
(€29

El orden de magnitud de Fjy @ (m t) nos dice que el proceso estocdstico, m (t), presentard
fluctuaciones del orden de N7 (Gardiner, 1985) en torno a su media (r_n’).
En la difusi6n aparece la funci6n (o) ;. que recibe el nombre de “actividad de la

i-ésima neurona”. Para encontrar su ley dindmica consideramos el promedio:

01. 'm.t E pt O-n

derivamos respecto al tiempo y utilizamos la ecuacion maestra en el lado derecho, resulta:

dt (03)m.e ZZ {'lUk [FA o ]pt [ﬁk-(? (t)] — Wy, [? (t)] P [? (t)]}g’i,

7 k=1

de donde se obtiene:
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= Z,: S e 7 (1)) {o: (1= 264) — 03} = —2(0: () wi [@ ()]},

y sustituyendo la expresién para wy, [_) (t)] llegamos la siguiente ecuacién diferencial:

(@) = ~(oi)z s + (tanh {Bh: [@ ()] e (32)

cuya solucién es

(@050 = {os O™+ [ dsfiant {80 [7 O] @ 69

Ahora procede preguntarnos cudl es la informacién fisica que podemos extraer de la

ecuacidn de Fokker-Planck que hemos encontrado. Este serd nuestro objetivo en el resto del

presente capitulo.

II1.3 Evolucion temporal de las variables dinamicas definidas en
el espacio de estados

La evolucién temporal de los momentos estadisticos de la variable aleatoria m,,, (1 = 1, 2,
..., p), puede ser estudiada mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que se
obtienen como sigue (de la Pefia L., 1980): Sea una funcién f (H) doblemente diferenciable
respecto a my,, y tal que su primera derivada temporal también existe. Sea (2 el espacio donde

el vector de traslapes m toma sus valores. El promedio de f se define como sigue:

f(m)) = fg f (m) P (m,t)dq, (34)

tal que multiplicando por f (H) en la ecuacion de Fokker-Planck (29) e integrando sobre df?
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resulta:

fnf( )2 p (i f/faa—% P (1) F, (,1))

— —
- L (m, ).
+ 2 L7 ) gy (7 G7.0) D (7.9}
Nétese que el término del lado izquierdo es simplemente £ (f (7)) y que integrando una vez

por partes en el primer término del lado derecho, y dos veces por partes en el segundo término

de lado derecho, resulta la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

d — . a — T e o2 —

—(f(m)) =— FO—f(m))+= FO——f (m)), 35

gt (M) == FEDg-f (W) +3 D g =f (m)), (9
p=1 ur=1

siempre que se cumpla que F (Ff, t) se anula en la frontera de 2.

A partir de esta expresion es posible encontrar las ecuaciones para la evolucién temporal
de los momentos estadfsticos de la variable estocdstica 7 haciendo f (m) = m,m,m, -
« en (35). En general las ecuaciones que resultan son no lineales y sus soluciones pueden
encontrarse s6lo mediante métodos numéricos.

De acuerdo a la teorfa de los procesos de difusién, puede garantizarse la existencia de
estados estacionarios siempre que el término de flujo sea irrotacional (Gardiner, 1985). Esto
nos permite encontrar las condiciones que debe cumplir una red neuronal recurrente para

g . . . _>
alcanzar el estado de equilibrio. Sabemos que un campo irrotacional F' debe ser tal que
su Jacobiano, H,, = g—ﬂ: es una matriz simétrica, de modo que evaluando las derivadas
correspondientes encontramos que la matriz
N P
2)6 — g ﬁ —% —
Y 0 (FE AT~ 00 € AT c90) € D€l A,
i=1

r=]
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debe ser simétrica, de donde resulta lo que sigue:

A,ur = Afr,u,- (36)
Por lo tanto, la distribucién de probabilidad P (ﬁ’,t) puede evolucionar hacia una esta-
cionaria, P, (Fz’), siempre que la red recurrente sea simétrica. Este es un resultado bien
conocido en el limite termodindmico, que aqui generalizamos para redes finitas que se en-

cuentran en el régimen lejano a la saturacion.

La distribucién de probabilidad en equilibrio satisface la siguiente ecuacién: Haciendo

2 P,y (m) = 0en (29) tenemos

P
'—) il 8 — —
g eq (10) B (2) } + p;m{aq(mww(m)} (37)
con
F, (M) =lime oo Fy (m,t) , Dy (m) =limy,o Dy (m,1).

— —
Puesto queel flujo I es irrotacional, existe una funcién escalar @ (m ) talque F [mi] =
Vo [F{] de modo que, sin normalizar, tenemos que la distribucién de probabilidad en equi-

librio tiene la forma que sigue (Gardiner, 1985):

P () = xp (-2 []) , @[] =~ [ N (38)

T_n’]} . (39)

D
" 8
m| =Y D, [m - am’yD
v=1 =1

En t¢rminos de la teorfa estocdstica estdndar, la funcién @ (H) es un potencial ter-
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modindmico para el sistema, cuyo minimo T min NOS da el punto de méxima probabilidad
de la distribuci6n en equilibrio, Pe, ( Frf) En las redes finitas este es el concepto anilogo al
tratamiento fisicoestadistico desarrollado para redes infinitas (Amit et. al. 1985a).

Aunque las expresiones anteriores contienen los elementos necesarios para estudiar la
conducta de las redes recurrentes finitas en equilibrio en el régimen lejano a la saturacién, su
complejidad las hace impricticas, de modo que desarrollaremos una aproximacion de ruido

lineal en la siguiente secci6n.

III.4 Aproximacion gaussiana en el estado de equilibrio

IIL.4.1 Redes con un patrén almacenado

Para facilitar la comprension del problema estudiaremos primero una red que opera a tempera-

tura 7' con un patrén almacenado, p = 1, en este caso la ecuacién de Fokker-Planck toma la

forma que sigue:

" d o 1 0%
P (m) = ~B {F1(m,t) Py (m)} + o2 {F2 (m,t) B, (m)}, (4?)

con los términos de flujo y de difusion dados de la siguiente forma:

Fy (m,t) = —m+tanh (Bm) , Fj(m,t) =2 [1 —mtanh (Bm)] 41)

La solucién en equilibrio estd dado en términos del potencial termodindmico @ (m):

Fg(m)

P, (m) = =X~ exp {—® (m)} qa(m)=—2fmdm'§—;g%g (42)
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y K una constante de normalizacién cuya forma es
== 7 ——— exp [ @ ()] dm’ @3)
2K Fp (m') '

Supongamos que los efectos de tamafio finito actian como pequefias perturbaciones

*

aleatorias a la conducta que sigue una red infinita. Entonces el punto atractor , ., dado por
la teorfa en el limite termodindmico, puede determinarse mediante la solucién a la ecuacién
siguiente:my, = tanh (#m},), mientras que las fluctuaciones, z, en torno a éste pueden ser
consideradas como ligeras desviaciones. Entonces el potencial termodindmico es ® (m) =

® (mj, + x), con z < m},, lo cual nos sugicre el siguiente desarrollo en serie de Taylor:

F (z) 1- B+ B (mg,)” )
—_— e~ N _ .
2F2 (z) [m;q sinh (ﬂm;q) — cosh (ﬁm;q)] 2 (CC meq)

Integrando para encontrar ¢ y normalizando, se obtiene la siguiente distribucién gaussiana:

2
1 - m;
Fu) = mmm o {_ = 2;;: : ] ’ (44)
con
&mmm%)zv%ﬁﬁéfﬂﬁﬁﬁllﬁﬂﬂﬁﬁﬂ. -

1-8+8(ms,)’

Encontramos que el pardmetro de orden m oscila aleatoriamente en torno a m, con

desviaci6n estdndar Se, (3, my,).

I11.4.2 Redes de Hebb con varios patrones almacenados

Para estudiar las redes con mds de un patrén almacenado partiremos de las ecuaciones (30)
y (31) y llevar a cabo su desarrollo en serie de Taylor en torno a un punto atractor ﬁ’;q.

Enseguida realizamos este trabajo para redes de Hebb (A,, = §,,). Este nuevo enfoque nos
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habrd de sugerir cémo proceder para el estudio de la dindmica en el préximo capitulo.

Definimos el vector de fluctuaciones, z, en torno al estado atractor m ;, tal que podemos

—

escribir: m = m} + « con| z' |<<| m}, |, de modo que el desarrollo del término de

flujo toma la siguiente forma:

P
FA(B,me, @) =Y LL (8, ms,) 3+ A (8, m2,) + 0 (a%), (46)
v=1
donde
e —x )8 N ey 2 e
‘Cp?/ (ﬁ)meq) =6MV_'-NT"Z€i£i tanh (ﬁét meq) ) (47)
i=1
y
A%t (8,2 ) =m0 — L1 igﬁ* tasik (ﬁ? .m* ) ) (N—%) 48)
(7 » T eq kN - ? ¢ eq

Esta dltima expresion refleja la diferencia entre la suma finita: N? Zil £ [...] y el auto-
promedio: (...)¢ utilizado en el limite termodindmico.

El término lineal del desarrollo en serie de Taylor de la matriz de difusién agregaria
una contribucién de orden N~ %, que no resulta relevante en el orden de aproximacién que
estamos considerando pues nuestra ecuacién de Fokker-Planck surge de un corte a orden N1,
Entonces tomamos la aproximacion a orden cero que sigue:

D% (mi,+ @) ~ D% (B, mb,) . (49)

De modo que en lugar de la ecuacion (37) podemos considerar el proceso de Ornstein-

Uhlenbeck (van Kampen, 1992) que es descrito por la siguiente ecuacion:
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analiticamente con las herramientas de la teorfa que hemos desarrollado hasta ahora.

III.5 La dinamica de una red antisimétrica con dos patrones
almacenados a 1" = (

Consideraremos una red finita operando a temperatura cero con dos patrones almacenados

(p = 2) mediante la regla de interaccién neuronal siguiente:

1 we ,
Ji= D A, (53)
=1
con la matriz A dada como:
{An A (1 1 -
A_(Azl A22)_(“1 1) @

y tal que las condiciones iniciales m (0) = (m%, m9) estdn situadas en el primer cuadrante

del espacio de estados, esto es cuando m{ > 0 y md > 0.

Las ecuaciones de evolucién para los pardmetros de orden de redes con un nimero

infinito de-neuronas son

Lt (t) = —m? (¢) + (€, tanh B [E’ . AT (t)} b, (55)
conp=1,..,p

Para redes con dos patrones almacenados y matrices de la forma:

_ ([ An Ap
a= ( Apn A )’

las ecuaciones toman la forma siguiente:
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%m‘{ () + m? (£) = % {tanh 83, (t) + tanh S, (£)} (56)
d . 1
& m3 (1) +m3 (6) = 5 {tanh 5, () — tanh 55 (6}, 67
con
Sl (t) = (An + Am)ml (t) + (Am + Agz) Mo (t) 3 (58)
y
Sa () = (A11 — Aor) my (t) + (Ae — Ax) s (t). (59)

Cuando T = 0 resulta:

tanh [8Ss (t)] = sign[mq (t)] , tanh[8S (t)] = sign [ms (t)] , (60)
de tal mod_o que las ecuaciones a resolver cambian segiin el cuadrante del espacio de estados
en que se encuentra el vector de traslapes m (t). Los cuatro casos posibles se enumeran
enseguida:

La primera cuenca es el primer cuadrante: my (t) > 0y mq(t) > 0, y en ella las
ecuaciones toman la forma siguiente:
FmiO+mi@) =1, Zmi(t)+mi(t)=0, (61)

cuyas soluciones son:
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mi (t) =mi(0)e" +(1-e) , my(t)=m;(0)e™", (62)

de modo que existe el siguiente estado atractor:

ﬁ’;q=((1)). (63)

La segunda cuenca es el segundo cuadrante, definido con las desigualdades: m (¢) > 0

y my (t) < 0, entonces las ecuaciones son:

Ami(t)+mi(t) =0 , Emj(t)+ms(t)=—1, (64)

y sus soluciones quedan como sigue:

mi () =mi(0)e™ , mi(t) =m;(0)e" - (1—-e™), (65)

tal que el estado atractor es:

me, = ( LS ) . (66)
El tercer cuadrante, que es el que cumplen con las condiciones: m; () < 0yms (t) < 0,

es la tercera cuenca. Allf las ecuaciones toman la forma que sigue:

mi(t)+mi(t)=—-1 , Zmj(t)+mj(t)=0, (67)

y sus soluciones son:

mi(t) =mi(0)e* —(1—e™) , my(t) =mj(0)e™", (68)
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de donde resulta que el estado atractor es:

4 -1
Mgy = ( g ) . (69)
Finalmente, la cuarta cuenca es el cuarto cuadrante, que cumple con las desigualdades

siguientes: my (t) < 0y mq (£) > 0. Ahora las ecuaciones quedan como sigue:

Ly () +mi(t)=0 , Emy(t)+my(t)=1, (70)

las soluciones son:

mi (£) =mi (0)e™" , my(t) =m5(0)e"+(1—-e™), (71)

de modo que existe el siguiente estado atractor:

L= ( (1) ) : (72)
En todos los casos enumerados se requiere un tiempo infinito para que la red alcance el
estado de equilibrio F{Zq.
En sintesis, la red antisimétrica bajo consideracién guarda dos patrones y sus negativos
— —
£ # = — & H Cada una tiene asociado un conjunto de estados iniciales que llamamos cuen-
cas y cada una contiene un punto atractor que constituye el estado de equilibrio. El estado
macroscopico inicial de la red establece en cudl de las cuatro cuencas se encuentra el sistema,
y en consecuencia, determina también a cuél punto de equilibrio evolucionard la red. Si lared

antisimétrica infinita opera a temperatura cero se comporta como si fuera una red de Hebb.



45

IIL5.1 La dindmica para redes finitas

Enseguida estudiaremos la misma red antisimétrica pero bajo el supuesto de que N es finito.

Necesitamos calcular ¢l término de flujo y la matriz de difusion de la ecuacién de Fokker-

Planck (29).
I11.5.1.1 Calculo del término de flujo

Nuestro primer objetivo es calcular la forma del término de flujo:

v ‘
F}EI) (H{,t)=mp“%2§ftanhﬁ[fiu4m] +0O(N7?), (73)
i=1

lo cual nos lleva a considerar la siguiente suma finita:

N
I%I- Z&f tanh 3 {&! [Anmy () + Apng (£)] + €7 [Azimy (£) + Agama (£)]} . (74)
i=1

Para ¢ = 1 resulta

'fi\f ZE& tanhﬁ {63 [A11m1 (t) + Algmg (t)] + ff [Azlml (t) + A22m2 (t)]}

=1

N
- % Z tanh 8 {[Ay1mq (t) + Apma ()] 4 £€F [Azima (t) + Azemns (8)] }
i=1
1 N
== D ber.¢2 tanh § [Aumy (t) + Arama (2) + Agima (£) + Agamy (£)
i=1

1 N
5 > " 6, tanh B [Ayymy (8) + Argmg (£) — A (8) — Agamy (2)]

i=1

N N
1 1
=fanh ﬁSl (t) —ﬁ E 6&1’&2 - tanh ﬁSz (t) ﬁ E 653,_52.
i=1 t=1

Enseguida aprovechamos que
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1N N
= Y b= Z (1+¢1€) (75)
i=1 i=1
¥
L o
w2 _ pled
N ; b = 57 ; (1-&¢€), (76)
de modo que definiendo
N — N 1% ( )
=1

obtenemos

% > &l tanh B {&] [Anmy (&) + Aiama (1)] + & [Agrmy (t) + Azama (1)]}

=1

N N
= tanh 85, (¢ Z (1 +&¢2) +tanh BS, (¢ Z (1-¢le?) |

= %tanh BS1 (6) {1+ v} + % tanh ASs (£) {1 — Aw} . (78)
El parémet;ro An es una medida normalizada del grado de semejanza entre los dos patrones al-
macenados en lared y juega un papel fundamental en la diferencia que existe entre la conducta
de una red infinita y una red con un ndmero finito de neuronas.

Realizando el mismo procedimiento para p = 2 resulta lo que sigue:

% fo tanhﬂ {E: [A11m1 (t) + A]gmg (t)] + Ef [Aglm] (t) |- A22m2 (t)]} ‘

1=1

= 5 tanh 5y (£) {1+ Aw} = 5 tanh 85 (6) {1 - M}, (79)

de modo que ambos se pueden escribir en forma sintética como:
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N
% Z £§1’2) tanhﬁ {6} [Anml (t) + Algmg (t)] + 522 [A21m1 (t) + A22m2 (t)]}

= %tanhﬁsl (t) {l—l-)\N}:i:%ta,nhﬁSg @ {1~ 2w}, (80)

donde el signo + corresponde a p = 1 yel signo —a = 2.

El término de flujo queda entonces dado como sigue:

) ( my ) 1 ( tanh 38 () {1+ An} +tanh 8S, () {1 — An} )
My 2 \ tanh 8S; (t) {1+ An} — tanh S, (t) {1 — An}

My tanh S, (t) — tanh S, (1) 9\ tanh S, (t) + tanh 85, (¢)
(81)

_ ( my ) _% ( tanh 355 (t) + tanh S, (¢) ) _Av ( tanh A3, (t) — tanh 8S, (£) ) _

Nétese que este término de flujo coincide con el de la dindmica de redes infinitas cuando
—  —
An — 0, lo cual puede suceder en el caso poco probable en que £ 1. £ 2 = 0, o bien cuando

N — oo,

1I1.5.1.2 Calculo de la matriz de difusion

Nuestro segundo objetivo es obtener la matriz de difusidn, 3 {Fﬁ) ( . )}, dada como

5 {FS) (it NZZ&*&” 25“5” O3z banh 0 [ € - A7 (1)] +-0 (N2).
82)

donde

(C’i)m,t = (0; (0));; exp (1) —I—/0 e tanh [ﬁ_{:A m (s)] ds 411, (83)
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Sustituyendo (83) en (82) tenemos lo siguiente:

HRD (7)) = i eter - TR Sttt 0 o [ €5 47 )

N t
1 =3 =
g > G / " tanh 3 [ £, Am (t)] tanh [ﬂ €A m (s)] ds,  (84)
i=1 s
que puede ser analizado término a término con facilidad para obtener las expresiones que se

presentan a continuacion.

Simbolizaremos los términos de (84) como sigue, al primero:

1 1 s
S{ED (w1} = e, (85)
=1
al segundo:
1 FO) (7 (rn _ exp bev( b s At
5 {F (m,1)} Zﬁtf mtanh € Am (1)) (86)
y al tercero:
1 s (111)
L {ED (7)) =
1. N ¢ =t o — "
=z ) G fo e*’“tanhﬁ[&;--Am (t)] tanh [ﬁgiA- m(s)] ds. (87)
=1

El primero de ellos tiene la siguiente forma simple:

1 9 — a1 1 1 v
S {ED (m,1)} =E(AN L) (88)
En el caso en que el estado microscépico inicial (o; (0));; se distribuye conforme a la siguiente

distribucién de probabilidad: Py (0°) = I {% (1+m]) 8per + 3 (1 —m) 6y, }, el
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segundo término resulta ser':

1 — 0D _ m0 ~t /(14 Ay)tanh 8S; (t) + (1 — Ay) tanh 8S, (¢),
A AG) . 2 ( (1 + Aw) tanh 5 (2) — (1 — Aw) tanh S, (&)

(1 + )\N) tanh ﬁSl (t) + (1 = AN) tanh 682 (t)

El tercer término tiene una forma tan complicada que no es facil escribirlo en la notacion

(14 Awn)tanh 8S; (t) — (1 — An) tanh 3S, (t) ) . (89)

matricial de los anteriores, de modo que escribiremos cada una de sus componentes. Las

diagonales son como sigue:

(III)
{F(2)( % ) jnn e

1 t
= {( + Av)? / e** tanh 4S; (t) tanh AS; (s) ds
0

4N
¢
{1 = ¥ / e’ *tanh 35, (t) tanh 3S, (s) ds
0
t
+(1-2%) [/ e* *tanh (S, (t) tanh BS; (s) ds
0
¢
- f e* *tanh (S, (t) tanh 85 (s) ds] } ; 90)
0

con i = 1, 2, Las componentes no diagonales toman la forma siguiente:

1 t
{F,E?)( )}Lf:’” 4N{(1+/\N) /ﬂes—ttanhﬁsl (t) tanh S, (s)ds

— fL— ) -/t e* *tanh 88, (t) tanh 83, (s) ds
0

+(1- %) [[)t e* *tanh 8S; (s) tanh S, (t) ds

1 Su célculo es igual al que se detalla posteriormente en este trabajo para la matriz de difusion de los procesos de
Omstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo.
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- /t e**tanh 4S; (¢) tanh 3, (s) ds] } : 91)
0

TI1.5.1.3 Un efecto de tamainio finito en los estados atractores

El problema que analizaremos a continuacion permite detectar un fendmeno que se debe esen-
cialmente al cardcter finito de la red, toda vez que en el caso N — oo desaparece. Este
consiste en que, bajo determinadas circunstancias, las condiciones iniciales ya no seleccionan
la cuencaen la cual se mueve el vector de traslapes puesto que este estado macroscépico puede
cambiar a otra cuenca lcontigua. En esta secci6n habremos de visualizar que hay dos casos

interesantes para redes antisimétricas que almacenan dos patrones (o0 imdgenes) a 7' = (:

e Uno de ellos es cuando los patrones almacenados son tales que ?(1) - ?(2) < 0, en
cuyo caso los estados (1, Ay) y (—1, —An) pueden actuar como atractores que permiten el
escape del vector de traslapes /m hacia una cuenca distinta de aquella donde se sitdan sus
condiciones iniciales,

e ¢l segundo caso de interés se presenta cuando los patrones almacenados cumplen con la

— —
relacién: ¢ @ . ¢ @ > 0. En este régimen los estados (— Ay, —1) y (Aw,1) cumplen la
misma funcién mencionada.

La complejidad del problema es tal que no permite su estudio completo en este nivel de
la descripcién, por lo que serd necesario retomar su andlisis una vez que hallamos desarrollado
la teorfa de las fluctuaciones _gf Sin embargo, la descripcién que hacemos ahora es muy
motivante para abordar el estudio del tiempo de escape en el octavo capitulo de este trabajo.

Ademais de (60), para [ — oo se cumple que

—5 — 3\ T2
[sech (ﬁ £ A m)] — 0,

lo cual da lugar a que el término de flujo tome la forma que sigue:
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F o= 2\ sign[ms (t)] + sign [mi (t)]

(92)

( my )_1 ( sign [m (£)] + sign [m (£)

]
ma )72\ sign ma ()] - sign [ (£)

)2 ((somima = sim m (0],

En el primer cuadrante (m; (0) > ms (0) > 0) tenemos el siguiente vector de flujo:

?:(ml_l ) 93)

() (E0)-(L) e

cuya solucién es:

( §$§.§ Eg ) B ( §$;§§83 )E_t % ( ,\Nl(f —e_en—t) ) = (95)

tal que para t — oo el vector de traslapes tiende al siguiente estado:

Moo = (1,An). (96)

Realizando el mismo trabajo en el cuarto cuadrante (m; (0) > ms (0) < 0) tenemos:

= _ [ mi+ AN
- ()

y la siguiente ecuacion diferencial:

a(m)+(ii)=(2r) o

con la solucién dada como sigue:
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(@ )=(E38 )+ (2s?), 99)
tal que para t — oo resulta:

Moo = (—An, —1). (100)

En el tercer cuadrante (m; (0) < ms (0) < 0) se obtiene:

F = ( o jﬁv ) (101)
y la siguiente ecuacién diferencial:
a ( (m)(t) (ma) (1) \ _ ( -1
it ( (ma) (2) ) i ( (ma) (2) ) - ( . ) ’ i)
con la solucién dada como sigue:
(ma) (¢) \ _ ( (ma) (0) ) - —(1—e™)
(38 )= (G )+ (s ), (103)
tal que para ¢t — oo resulta:
Moo = (—1,—An). (104)

Por dltimo, en el segundo cuadrante (m4 (0) < my (0) > 0) el término de flujo es:

3 W — Ay
F—( mz_l) (105)

y da lugar a la ecuacién diferencial:
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& (@) +(m8)-(r)
con la solucién que sigue:
(e )= (lm@ )+ (Visy ). oo
y el estado final:
Moo = (Ay,1). (108)

Del resultado anterior obtenemos que el cardcter finito de la red, presente a través de
la ausencia de ortogonalidad de los patrones almacenados, da lugar a que el estado atractor
se recorra en el traslape mg, de tal forma que cuando el producto interior de los patrones

— -_)2 . . . . . . . .
(£1. £€7) es positivo el corrimiento es hacia el interior del primer cuadrante; en cambio,
cuando es negativo se recorre hacia el cuarto cuadrante. Las mismas ecuaciones (55) per-
miten comprender que, si hay un corrimiento hacia la cuarta cuenca, la red se encuentra en
un régimen esencialmente distinto porque ahora sign [m; (t)] = 1y sign [ms (t)] = —1, de

donde resulta que las soluciones ya no son (68), sino:

(ma) (1) \ _ ( (m1) (0) - | Av | (1—e)
( (ma) (8 ) B ( (ma) (0) ) 4 ( —(1-e ) ’ o
donde Ay = — | An |. Ahora el estado estacionario es
Mest = (| Av |,~1), (110)

. —p —i) . . e,
lo cual sugiere que cuando i (t) se acercaa me, = (1,— | Ax |) puede ocurrir una transicién
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de la primera a la cuarta cuenca e iniciar un proceso en el que el estado a recuperar es m o, =

(l ’\N l) _1)'

—. —
Cuando £1'. €2 < 0se presenta la siguiente distribucién de puntos finales:
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2
1,08 (-?LN,'i)
0.5
.("s’{N) el Ay
1.0 -0, b,0 0,5 0
) 1
.0,5 =
1,0 e
(A‘NJ"‘)

Figura 3(a). Localizacién de puntos fijosaT =0con Ay < 0,p =2, N < co.

— = :
Cuando ¢1!- €2 > 0ladistribuci6n es como sigue:

1,0de (?LN,1)

0,5

N)

(;1,-&_“)' _J\'n- . ?{1.7%

-1,0 -0,5 oo 0,5 1,0 m

0,5 -

1,08 (A1)

Figura 3(b). Localizacién de puntos fijosa7 =0con Ay > 0,p= 2, N < 0.
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La primera gréfica sugiere dos fendmenos que ameritan atencién:
e Siel vector de traslapes inicial, m (0), se localiza en la primera cuenca, m (t) evolucionar4

=
hacia el punto (1, — | Aw |), que se ubica en el cuadrante inferior cuando £ 1. £ 2 < 0. En
un tiempo teéricamente infinito la red pasaria del cuadrante [ al cuadrante IV, sin embargo,
la existencia de fluctuaciones permite prever que la red finita no tiene las limitaciones de
tiempo que ya mencionamos para la red infinita. En consecuencia, existe la posibilidad
de que en alguna de sus fluctuaciones el vector m (t) pase al cuadrante IV e inicie una
evolucién hacia el estado atractor (| Ay |, —1), donde quedarfa atrapado.

e El otro efecto consiste en que si la red inicia su evolucién en el tercer cuadrante; avanzando
hacia el estado (—1, | An |), que se encuentra en el segundo; podrd pasar a este dltimo para
evolucionar hacia el estado (— | Ay |,1).

En el primer caso tenemos que la vecindad del estado (1, — | Ax |) es una presunta
regién de escape del primero al cuarto cuadrante. En el segundo caso la vecindad de (—1,| Ay |)
es el conjunto de posibles estados de transicion del tercero al segundo cuadrante.

La segunda figura nos indica que un fenémeno andlogo puede ocurrir para ?1 . ?2 > 0,
con transiciones de la segunda a la primera cuenca a través de la vecindad del punto (1, | Ay |)
y de la cuarta a la tercera cuenca a través de la vecindad de (— | Ay |, —1).

Puesto que (t) ejecuta un movimiento irregular en el espacio de estados, es de es-
perarse que el cambio de cuenca sea un fenémeno aleatorio, de modo que el tiempo de salida
serd una variable aleatoria que amerita ser estudiada. Este tema serd abordado de nuevo en
el octavo capitulo de este trabajo. Por ahora sélo podemos adelantar que tenemos elemen-
tos para conjeturar que la red antisimétrica finita con dos patrones (o im4genes almacenados)
operando a temperatura cero ya no se comportard en forma similar a una red de Hebb con

cuencas de atraccién definidas.
II1.6 Conclusion

La enseflanza mds importante que extraemos de este capitulo es la siguiente: la descomposi-
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cién m = ﬁ’eq + 7, con z, ~ O (N “%), sugiere la posibilidad de separar al vector de
traslapes como sigue:

—_ — 3
m(t)=m; +—=q (t),
(t) ey q (t)
donde i describe la conducta de las redes infinitas y ¢’ (t) son las fluctuaciones aleatorias.
Este es el objetivo del préximo capitulo, en este nuevo planteamiento la ecuacién de Fokker-

Planck (29) pasar4 a ser s6lo un puente técnicamente til para desarrollar una descripcién mds

poderosa de los efectos de tamafio finito que nos ocupan.
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IV. Descripcion mediante las variables de
fluctuacion

IV1 Introduccion

El objetivo central de este capitulo es la obtenci6n de la descripci6n de los efectos de tamaiio
finito en términos de las variables de fluctuacién. Para lograrlo nos proponemos abordar tres

puntos:

e El primero serd encontrar la segunda ecuacién fundamental de la teorfa, que es otra ecuacion
de Fokk_e’r-Planck. Esta vez para la distribucién de probabilidad conjunta de las fluctua-
ciones ¢ .

e El segundo serd obtener las ecuaciones lineales ordinarias y no auténomas que describen
la evolucién de los momentos estadisticos de las fluctuaciones

e y el tercer punto serd hallar la soluci6n formal a estas ecuaciones.

La estrategia para enfrentar el problema se basa en la observacién hecha en el capi-
tulo anterior, cuyas aproximaciones gaussianas en torno al estado de equilibrio sugieren que
es posible una descripcidn de las redes neuronales finitas mediante la técnica de separar la
conducta determinista que sigue una red infinita, respecto de las fluctuaciones aleatorias que
aparecen como resultado de su carécter finito.

El trabajo desarrollado hasta ahora indica la presencia de tres fuentes de azar:

(1) El ruido intrinseco de la red, que se introduce por medio de la temperatura.

(2) La aleatoriedad que resulta al mantener N finito. Es decir, la que aparece como conse-
cuencia del cardcter finito de la red.

(3) Laestocasticidad proveniente de los patrones almacenados en la red y que se mantiene atin
a temperatura cero.

La teorfa que estamos desarrollando integra todas las fuentes de azar enumeradas en el

conjunto de ecuaciones mencionadas arriba. La idea esencial consiste en definir las fluctua-
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ciones escaladas ¢ (t) y en realizar una transformaci6n a dichas variables. La descripcién
que se obtenga nos proporcionard una nueva ecuacién de Fokker-Planck, pero con la ventaja
de que se tratard de procesos gaussianos que nos garantizan que el estudio de los primeros y
segundos momentos estadisticos son suficientes para la caracterizacién completa del proceso.

En consecuencia, nuestro objetivo se reducird al andlisis de ellos.

IV2 Los términos relevantes en el tamano del sistema

En el capitulo anterior hemos obtenido la ecuacién de Fokker-Planck (29) con el término de

flujo dado por
@) = 1 L " s | — —
F,u (m,t) :m#—ﬁgéi tanhﬁ[frAm—ﬁAUeErAfri—Bi} ; (111)
y la matriz de difusi6n de la siguiente forma
i 2 1 N — NP | — —
F‘LSE) (m,t) = ﬁ é}w - NZ{fﬂ’tanhﬁ I:f ,--Am—-ﬁAo‘,; f i'A f ;ng:l (O}; mt e
) i=1

(112)
Este corte introduce limitaciones en el tamafio del sistema, toda vez que la eliminacién de
las contribuciones de orden O (IN™™) conn > 1 nos obliga a cuidar una cota inferior para el
ndmero de neuronas NV por debajo del cual el ruido estocéstico crecerfa demasiado. Este punto
estard presente al comparar las predicciones de nuestra teorfa con las simulaciones. El corte
mencionado nos lleva ademds a observar la consistencia de las aproximaciones que estamos

realizando.

Un procedimento usual para estudiar esta clase de procesos estocdsticos es descompo-
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nerlos en una parte determinista y una fluctuante. La primera estaria dada por las trayectorias
de campo promedio, m}, y la segunda por un vector estocédstico, ¢ (t). La experiencia de
la fisica estadistica indica que las diferencias en 6rdenes de magnitud entre ambos términos
serfan tales que el segundo es vV N veces mas pequefio, de modo que un escalamiento dado
por el inverso correspondiente, 1/+/N, producirfa funciones g, (t) reescaladas conforme al
tamafio de la red y adecuadas para nuestra descripcién. Entonces proponemos una descom-

posicién de la forma siguiente:

mE)=mi+—=q t)+0 (—) , (113)

tal que ignoramos el tercero de los términos en el lado derecho de (113).

IV.3 Transformacion a las variables de fluctuacion

En esta seccién obtendremos la ecuacién diferencial parcial que describe la evolucién de
la densidad de probabilidad conjunta de las fluctuaciones g, (t). Con ese fin definimos las

variables de fluctuacidn escaladas como:

q (t)=VN (m (t) - my), (114)

lo cual refleja la descomposicién mencionada anteriormente.

Definimos la distribuci6n de probabilidad conjunta, B, (¢’), de las fluctuaciones como

sigue:
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B(7) = /dHP (M.6)8|q = VN (m - ;)| (115)
¥
Evaluando la derivada temporal en la expresi6n anterior, utilizando la ecuacién de Fokker-

Planck (29) para P ( Fﬁ%, t) e integrando por partes apropiadamente, se obtiene lo que sigue:

S B,(7) = VRV, (T) [(€ tannp (€ - AT +6))ep - 73] +
8 (5 ,— -
\/ﬁzcg_ Pt(q)(Fu(m’t))qt}‘l'
=1 7
N~ 8 (5. - 1
'E' Z aq 8q { t(Q)(D_LLV (m:t”q,t}‘i‘o(_z), (116)
nr=1 e
donde
. f dm P, (m) 6| T~ VN (7 - 1) £ (1)
(f(m?t”qtz T
/dma(m)aﬁ_m(m-m;)]
T
P(mi+ %) (Mi+ k7)1
= = =3 My (m§+—Q)
Pt(m;‘+ qu) N
—Fx 1 — —y 1
=f(mt)+-\/—jvq -me(mt)—I—O(N), (117)
de modo que:
- 1, -
(Fy (,8)) s = mi— = D&l tanh B (€ s+ ATy +6) +

(118)

1 < B 2 3 o d —
=0 |8 = D& (1—tanh? 8 (€4 Ay +0:)) |-
N v=1 [ N i=1
Utilizando (118) y las ecuaciones deterministas para F{;‘, en la expresion (116), se obtiene lo

que sigue:
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et

L5,.(T) = VN {¥,

P
a
+“z=;a—%

,(7) - [(€ tanh B (€ - AT} +0))eo — ;]

N

m, (£) - % 3 ¢ tanh B (?,- . Am? + 9,-)

i

14 62 -~ 1 N - . .
+ Zl quaq,,ﬂ ( q ) [6,1;, N 2. &€/ tanh 3 ( Ei-Am] + 9,;) (ai>ﬁ,z . (119

P (7q)

—

N

b — B3ttt (1 tand? 9 (T AT +01))

i=1

1 14
+ﬁ;qu

La forma final de la ecuacién fundamental que satisface P, (¢’) se obtiene tomando el limite

en que N — oo. Resulta la siguiente ecuacién de Fokker-Planck:

(@)=Y o (R [T A B(D)) +2 Y Do () e (B (D)),

= 3@# Fegen 3(],_,3(1,,
(120)
—_ — £ —
F 0, mi] =) L (M) g + Ku (2), (121)
v=1
con la matriz de conveccién del flujo dada por la expresién:
P —
L () 26 — B (€t [1 — tank?® (ﬁ £ . Am: 4+ 9)])5,3AA,,. (122)

A=1
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N
K, (t) = lim VN [(gﬂ tanh ((6°€ - ATH; +6) ))e = > & tanh (5 E - AT} + ai)} ,
- (123)
Esta expresion es una correccién al término de flujo, depende de los patrones especificos que
son almacenados en la red y mide la diferencia entre el autopromedio y la realizacién de la
suma finita. Este término es de la misma naturaleza que la expresién para Ay obtenida en el
capitulo anterior y le llamaremos correccion finita congelada.

La matriz de difusién es como sigue:

Dy (M) = 8o — lim —pr{ytanh ([35 Am )( Oi)ata
tal que si insertamos la expresién para (o.;);}t dada en (33) y aprovechamos (117) a orden

cero, resulta:

By (ﬁ):) Sy — 11m — fof" ; (0)) tanh (ﬁ?, CAm? + 6’.,;) exp (—1)

— fotn':is exp (s — t) (€.€, tanh (ﬁ? CAm;+ 9) tanh (ﬁ? CAm? + 6) deoo  (124)

El cardcter lineal en gu del término de flujo de la ecuacién (120), la independencia de la
matriz de difusién respecto a las variables de fluctuacién, y la dependencia implicita respecto
al tiempo de Fu y de D,,,, nos lleva a establecer que los efectos de tamafio finito de la red
pueden ser vistos ahora como fluctuaciones térmicas descritas mediante procesos estocdsticos
de Ornstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo. (Uhlenbeck G. E. and Ornstein L. S., 1930;
Wang M. C. and Uhlenbeck G. E., 1945; Chandrasekar S., 1943; Lax M. 1966a; Lax M.,

1966b). Usaremos las siglas POUDT para referirnos a ellos.
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La estructura de la ecuacién de Fokker-Planck (120) muestra que se trata de un proceso
estocdstico gobernado por las trayectorias de campo promedio H;, en consecuencia, para la
descripcién del fenémeno serd necesario el conocimiento de ellas. Estas satisfacen las ecua-
ciones no lineales (10), que resultan ser nuestro primer sistema fundamental de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

IV.3.1 Patrones aleatorios y umbrales

Antes de analizar la ecuacién de Fokker-Planck (120) para las fluctuaciones g, (t) es necesario
especificar la estadistica de los patrones ?F‘ y de los umbrales ;. Tomaremos patrones cuyas
componentes £} son generados al azar con probabilidades iguales para los valores {—1,1}.
Supondremos que los umbrales son estadisticamente independientes de los patrones ?*‘ y
que obedecen a una distribucién de probabilidad W (), tal que se puede definir el promedio

de una funcién g [€, 0] como sigue:

1
GEew=5 > [wwogko. (125)
56{—1p1}p
Con estas hip6tesis obtenemos relaciones convenientes como las siguientes:

COION= |5 ¥ 10| [[ww@s0)]

£e{-1,1}*

Edea=0 , (&b )o="0uw . (126)
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IVi4 Las fluctuaciones como un proceso de Ornstein-Uhlenbeck

IV4.1 La solucion formal a la ecuacion de Fokker-Planck

Como veremos enseguida, el cardcter gaussiano de los procesos de Ornstein-Uhlenbeck nos
permiten describir totalmente las propiedades estadisticas de las fluctuaciones mediante los
primeros y segundos momentos estadisticos. Es decir, utilizando las fluctuaciones medias y
las correlaciones.

La solucién a la ecuacién de Fokker-Planck (120) para las fluctuaciones tiene la sigu-

iente forma (van Kampen, 1992):

F (7)== 7 P (—% [¢ - (@)= () [7 - <?>]) a2

() () = f B(q)qddqd (128)
son las fluétuaciones medias,
B (B = f B, (77) (quqv — (qu)(av)) d ¢, (129)

son las correlaciones no centradas y det = (t) es el determinante de la matriz =.
Aunque la solucién estd dada en términos de Z, resulta mds conveniente trabajar con la

matriz de correlaciones no centradas, C,, (t), definida de la siguiente forma:

Cuv () = (qua) (1) - (130)
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Nuestro esfuerzo se concentrard ahora en obtener las ecuaciones de evolucién de (g,) (t) y

C). (t), asi como las soluciones formales correspondientes.

V4.2 Los momentos estadisticos de las fluctuaciones

Las ecuaciones correspondientes se puede obtener siguiendo el procedimiento utilizado en el
tercer capitulo para obtener (35).

Consideramos una funcién f ('), doblemente diferenciable respecto a g, y con primera
derivada temporal. Multiplicamos por ésta en (120), integramos una vez por partes en el

primer término del lado derecho y dos veces en el segundo, imponemos la condicién a la

frontera que sigue:

-ﬁt (?) |froutcra= 0)

y resulta la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

— . — — a — — —
@V () == 80 (T7) et (T +3 3 (O (7) 351 (T
(131)
donde
(f (7)) = f f(9)F(7)d7. (132)
T

Tomando f (—c?) = qu, quqv, e obtienen las ecuaciones para la evolucién temporal de los

momentos estadisticos de interés.

I1V4.3 Evolucion temporal de los momentos estadisticos

Haciendo f (¢') = ¢y, tengo 3% £ (¢) = 6.y, tal que sustituyendo en 131 se obtiene la
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ecuacién para las fluctuaciones medias (g ):

Z Ly (1 t)+ K, (1) (133)
Este conjunto de p ecuaciones hneales acopladas y no auténomas constituyen el segundo
sistema fundamental de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Para obtener la ecuacién de evolucién temporal de las correlaciones cruzadas hacemos

f(q) = quay y resulta

2 (€)= bustr + 6n0x " oS (€) = usbir + 8nbun ,  (134)
pero F, (T (£), T) = X, Ly (8) gy (£) + Ky (2), luego
SUE(F®,T) et (7)) =
H ! aq'u

Z (E Ly (¢ )+ Ky (t )) (Bungr + 0pats)) =

e ZZ(LM (t) @y6usr + Ly (t) gx6urgs) + Z(Ku (£) Optr + K (2) burgs) =

7

=57 Ly (t) (090) Z Ly (t) {gy4x) + K (t) (a) + K (£) (20,

ademas
32

BQuBQVf ( . )> -

> (D (7 (t))

v

E Dpw 5,(.;.'56://\ GE 6;:)«5!/5) = Drs)\ (E} (t)) &+ D)w (? (t)) ¢

Dcnotando Cix (t) = {gxg)), resulta
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d
56’5,\ (£} =
- Z Ly (t) C’y«\ (t) - Z Ly (t) Co (t) = Ryy (8) — Ry (2) + Dia () + Das (8), (135)

con

R, (8) = Ky (£) (a3) (¢) - (136)

Atendiendo al primero y segundo término del lado derecho:

Via (t) = Z’y Lm (t) C'w\ (t) y Vaw (t) == Zq’ L»\'r (t) C’rm (t) ; (137)

y tengo que

D iy (8) Coa (8) + Y 7Ene (8) G (2) = Vi (8) + Vi (8), (138)
es tal que la suma de ambas da una matriz simétrica sin importar como son L (t) y C (1).

La matriz de difusién es simétrica de modo que en lo sucesivo haremos

2D,Lu/ (t) == DJU-V (t) T DV.M (t) (139)

enseguida definimos el siguiente tensor simétrico

2R, (t) = R, (t) + K., (t), (140)

de modo tal que tanto D (t) como R (t) son matrices simétricas.
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Asi la ecuacién de evolucién temporal de la matriz centrada es

d,tc( ) —V(t)—I—ZD (t)—2R(t). (141)
Nétese que el lado derecho de (141) es una suma de matrices simétricas, de modo que
la matriz £C (t) es simétrica, por lo tanto, C (t) serd simétrica.

Haciendo By (t) = 2Dy (t) — 2Ry (t) para simplificar la escritura, reescribimos la

ecuacién (135) como sigue:

ZL,W () Oy () — ZLM t) + B (t),
ademds podemos usar el hecho de que C (¢ ) es simétrica para darle una forma ligeramente

distinta al segundo término del lado derecho:

Z L)w (t) C'ym (t) - Z ( ( ) Om' Z C'G’Y )) ) (142)

¥ 4
donde (L. (t))” es la traspuesta. Entonces resulta la s1gulentf: ecuacién matricial:

Lo =-LOCH-COLE" +B), (143)

. . 1 . . .
que constituye un conjunto de ﬂ?’zil ecuaciones lineales acopladas y no auténomas.

Enseguida obtendremos las ecuaciones de evolucién para las correlaciones centradas
=,w. Bscribiendo componente por componente (143) e introduciendo explicitamente la forma

de B, (t) tenemos:

g P
EO.W (t) = £ Z Lmr (t) O’rv (t)

7=1
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— Z Chay (8) Ly (8)7 + 2Dy (8) — [Ku (8) (@) (8) + Ko (2) (g} ()]
Sumando cero dos veces en esta expresion tenemos:

%Oﬁw (&) =— Z Lyy (t) Cy (2)

A=1 =1

+ > {au) (8) Lua (8) {ga) (8) = D {au) () (@) (8) I3, (8)

tal que reacomodando tenemos:

(t) {_ Z Ly (t) (@) (1) — Ky (t)} { Z Lyx () (an) (8) — K, (t)}

+Z ZL#’T (gy) () {q) (2)

=1

P

P

+D 2 Cuy () L3, (6) = D) (8) (@) (8) L, (1) = 2Dy (1)
y=1 =1

Identificando los términos entre paréntesis como: 4(q,,) (t) y % (g, ) (¢) resulta:

d d d s

=G (8) = @) (1) () (6) = (@) (8) (@) (6) + Z Ly (£) Gy (8)
ZLW (t) (g ( +Zc’m )= > {gu) (t) (@) (£) LT, (t) = 2D,,, (2),
"y=l

de donde resulta la expresin mgmente
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d P P
2O+ L O () + Y B (L, () =2Du (). (144)
v=1

=1
Finalmente tenemos la ecuacién para el det (= (t)). Escribiendo la ecuacién anterior en forma
matricial y multiplicando por la inversa =1

d - - -
E_IZEEE B +ELOZEW+ETEQLT () =22"1)D(1).
Tomando la traza y aprovechando la identidad siguiente: T'r [E~14 2 (t)] = £ {In [det E (t)]},

resulta luego de un reacomodo:

% {In[det = ()]} = 2Tr [E“l @t)D(t)-L (t)] : (145)

Las ecuaciones (133), (144) y (145) constituyen el tercer sistema fundamental de ecua-
ciones diferenciales.

El cardcter gaussiano de las fluctuaciones nos permite establecer que ya no necesitamos
mds elementos para describir el fenémeno. En cuanto a ecuaciones bédsicas, nuestra teoria
estd completa. El siguiente problema que nos atafie es la solucién formal de las ecuaciones
anteriores.

IV.5 Solucién formal para las fluctuaciones medias y las
correlaciones cruzadas
Nuestro objetivo final serd la obtencién de la soluci6én formal a la ecuacién (143) y durante el

proceso encontraremos la de (133). Para lograrlo se aprovecha un teorema de las ecuaciones

diferenciales ordinarias (Imaz C. y Vorel Z., 1968) que establece la equivalencia de la ecuaci6n
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%? t)=Al)7T (t), (146)

=} .
donde z (t) es un vector, con la ecuacién

d
aY(t) = N (£ ¥ (), (147)

donde Y (t) es una matriz cuadrada.

La estrategia que se sigue consta de los siguientes pasos:

(1) Puesto que el teorema se establece para ecuaciones diferenciales homogéneas, se hace
necesario transformar la siguiente ecuacién para las fluctuaciones promedio:
d ,— — =%
{00 =-L®)(q) ) - K (), (148)
que no es homogénea, a otra que si lo sea.
(2) Una vez hecho ésto, tendremos la ecuacién siguiente:

d — -
(@) =-L({)(Q) (), (149)
que no incluye la correccidn finita congelada.
(3) Al realizar este cambio se obtiene la ventaja de que la solucién a la ecuacién (149) estd

dada por una transformaci6n lineal G (t) aplicada sobre las condiciones iniciales, (5) (0),

es decir: - -
(Q)(#)=G(t)(Q)(0). (150)

— ;
(4) Una vez establecido que (@ ) () tiene la forma (150), se aborda el problema de obtener la

solucién formal para la ecuacién matricial:
d ’
— (0 + L)) + I (2) LT (ty=2D1), (151)

dondell (t) = {Q, (t) Q. (t)} es la matriz de correlaciones cruzadas de la variable (5) ().
(5) A partir de II (¢) se determina C (t).

IV5.1 Transformacion a las variables sin correccion finita congelada

ﬁ » . . . (e
Sea w (t) un vector cuyas componentes son p funciones que satisfacen la siguiente ecuacién

diferencial:
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d — o 7
U t)=-L{t)w (@) + K (t), (152)

con condiciones iniciales w (0) = 0. Definimos la transformacién de variable:

Q=T ®+7 ), (153)

enseguida derivamos respecto al tiempo y promediamos sobre P (Tf, t), de lo cual resulta:

(@ WO=2(DO+=T . (154)
Enseguida sustituimos (148) y (152) en el lado derecho de esta ecuacion y se obtiene:

%(5) &)=L (T)E) - K@) -LE T {t)+ K (t)

d —

— —
(@) =-L0) (D)) + 7 0)},
de modo que encontramos la ecuacién (149):
d — —
(@) =-L{®)(Q) ().
El papel que cumple el vector u (t) es trasladar, a cada instante ¢, al vector {¢’) ()
para obtener (6) (t). Nétese también que para disponer de una ecuacién homogénea para los
promedios de las variables trasladadas se paga el precio de tener un sistema m4s de ecuaciones

diferenciales.

IV.5.2 Solucién a la ecuacién homogénea

A las ecuaciones de la forma de (149) se les asocia un propagador (Imaz y Vorel, 1968) G (t)

que obedece la ecuacién:



d
=G ) =-L{t)G (1),
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(155)

—
con condiciones iniciales G (0) = I. Entonces el vector (Q ) (t) estd dado por la expresién:

(@) () =G ) (Q)0).

Podemos comprobar que efectivamente éste es el caso: Integrando en (155) resulta:

G(t)—-G(0) = —AtL(s)G(s)ds,

pero usando las condiciones iniciales tenemos que:

G (1) xI—fOtL(s)G(s)ds.

Sustituyendo en (156) resulta

@={1- [1c@al@ o,

que se reacomoda como sigue:

—

Derivando en (158) se obtiene

dt
de modo que usando (156) tenemos:

d — —

QYO =-LO(D) ©),

@O-(@©=- [ 1666 is@Q) ).

(156)

(157)

(158)

de donde resulta que el lado izquierdo produce el lado derecho de la ecuacién a comprobar.

Si se conoce el propagador G (t), la fluctuacién media puede escribirse en la siguiente
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forma:

(D)0 =C0)(Th-0 [ dsG 1 (5) K (5). (159)

IV5.3 La ecuacién de Fokker-Planck para las variables sin correccion
finita congelada

La transformacién definida en (153) introduce las nuevas variables aleatorias @, (t), que

obedecen una ecuacién de Fokker-Planck ligeramente modificada. Esta es la que vamos a

obtener a continuacion:

Sea
Q,u (t) =qu (t) +uy, (t) )
es claro que se cumple
a —3 o) e 0Q, 0 =
s o —r =
o C {anP (Q’t)} B, Q. (1),
de modo que el problema se reduce a estudiar el lado izquierdo de la ecuacién de Fokker-

Planck.

Definimos

P (6,t) =7 (6’ - E’,t) , (160)
con
P(qd,t)=h (Ef . 'E’,t) ,

entonces la derivada temporal es como sigue:
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. %ﬁ — i (iﬁ) L, (t)u, (£) + zp: ( d ﬁ) K,(t). (161)

=1 BQ.“ u=1 BQ#
Ademis
P a - 2 8 —
Ly (t)a {aP (T )} =) Lw (t)% {[Qv—w (1P (q,t)}
par=1 K =1 I

P P N p 5 -
= g; L () 37 {QVP (Q t)} - WZ:I L (t) 5~ {u,,P (Q ,t) } . (162)
Ahora usamos (161) en el lado izquierdo de (120) y (162) en el lado derecho de (120),

resulta:
.%13 (Zj’,t) _ él ('g%f (Zj,t)) Ly (8) uy (£) +FZ: [%ﬁ (5#})} K, (t)
- Y L {@B(T0)} - X 1m0 55 (P (@)}
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Z L (£) {Q,, (@)} + Zp_j 36-2;%@{17”,, (@) P(Q.1)}. a3

m=1
Que es la ecuacién de Fokker-Planck modificada. Como era de esperarse, la transformacién

—_
(153) solamente elimina el término de correccién finita congelada, K (t), que ahora aparece

en la ecuaci6n de evolucién de u’ (t).

IV.5.4 La ecuacion de evolucion de la matriz de correlaciones cruzadas

Para encontrar la ecuacién para las correlaciones Il (t) = (Q,Qx) (t) procedemos en la
forma que ya es usual. Sea una funcién f (5) doblemente diferenciable respecto a @, y

con primera derivada temporal. A partir de (163) resulta

< (@)=- > Lt (Qub-g—#f (@)+ > Du (7 ) c@%@f- (@)

par=1 =1
(164)

Haciendo f = Q., tengo 53-f = 8,y y queda la ecuacién

2@ (1) = Y L@, (165)

=1
que coincide con la ecuacién (149), lo cual confirma que (163) es la ecuacién de Fokker-

Planck correcta.
Haciendo f = Q.Q, tengo
%f == QA‘s,un + Qnaw\ ) Egﬁf = 5un‘5u)\ e 6pA6un

de donde se obtiene la siguiente ecuacién de evolucién:
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P

Qe () = = D Ly (1) (@ Q) ( Z Ly (£) (@4 @i} (8) + Don (8) + Dae (8)
"~ (166)
El primero y el segundo término del lado derecho pueden verse como un solo elemento
de matriz simetrizado, a su vez, el tercero y el cuarto término del mismo lado forman un
elemento de matriz simetrizado. En consecuencia, el lado izquierdo da lugar a una matriz

simétrica, de modo que su integral respecto al tiempo, (QxQ ) (t), es simétrica. Entonces el

segundo término del lado derecho se puede escribir como sigue:

ZL)W t) (erQﬁ, E [L')’)\ Q’YQN) ( ) = Z(Q’}’QE) (t) [L’Yf\ (t)]T :

oye=]
Denotando II(t) = {(QQx) (¢ )}, reescrlblmos la ecuacion (166) como sigue: :

jtn( t)=—L()TI(t) —I0(t) L™ (t) + 2D (t), (167)

que es la ecuacién (151).

IV5.5 Solucién formal a la ecuacién para las correlaciones cruzadas

Para resolver la ecuacién (167) proponemos la siguiente transformacién:

() =G II(t)GT (t). (168)
Sustituimos en (167) y obtenemos:
(F60)E06Tm+c0 (FH0) 0 +c0in (5670) -

=—L)GMIE)GT (&) -G )T (E) G () IT () + D (1),
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de modo que usando (155), y su traspuesta: $-G7 (t) = —G™ () L” (t), en el lado derecho

de la expresion anterior obtenemos:
d

(%G (t)) () G" () + G (1) (%ﬁ(t)) GT () + G () T (1) (EGT (t)) %

- (£60) B0 O +cORO O ©+200),

tal que eliminando términos se obtiene lo que sigue:

G (%ﬁ (t)) GT(£) = 2D (1),

Esto nos lleva a la siguiente ecuacidn:

2Hi(5) = 6 (5)2D () [07 ()] (169)
cuya solucién formal es
Il (t) = f G (t1) 2D (t1) [G” (t1)] dty + C(0). (170)
0

Ahora utilizamos esta expresioén en (168) para obtener:

II(t) =G (t) {/ﬁt G'(t1)2D () [GT (1:1)]_1 dtl} GT(t)+G(t)C(0)GT (t), (171)

que es la soluci6n buscada.

V5.6 Procedimiento formal

Una vez que hemos obtenido la matriz IT (t) = {(Q,Qx) (¢)}, necesitamos resolver el sistema
de ecuaciones (152) para obtener ’ (t), de tal modo que podamos encontrar Cow (t) mediante

la siguiente relacién:
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Cuuw (8) = (g (1) g (1)) = ([Qu (1) — uu ()] (@0 () —w, (1)) =

= (Qu (1) Qv (1)) — (Qu () (¢) — (Qv ())uw () + e (£) wy (2). (172)

Para resolver la ecuacién (144) se desarrolla un procedimiento semejante al que hemos

descrito. El resultado es el siguiente:

t
2(t) = G (H)E(0)GT (t) + G (1) f dsG1(s)2D (s) [GT ()] GT ().  (173)

0 |

IV.5.7 Las correlaciones cruzadas cuando L es independiente del tiempo ‘

La matriz L depende del tiempo a través de las funciones Ff;, pero existen ejemplos en los
cuales L es constante. Este es el caso de estados a temperatura cero y el de aquellos en los

_}
que el estado inicial delared es & (0) = & . Entonces las soluciones se simplifican mucho,

como veremos enseguida:

Sea la matriz C (t) tal que se cumple lo siguiente:

C (t) = exp (—tL) C (t) exp (—tL7), (174)
de modo que podemos determinar £ (t) enseguida:

Sustituyendo (174) en (151) tenemos:

—texp (—tL) C (t) exp (—tL") + exp (—~tL) {%5 (t)} exp (—tL")

—exp (—tL) C (t) L exp (—tL") = —Lexp (—tL) C (t) exp (—tL")



—exp (—tL) C (t) exp (—tLT) LT + B (t)

y queda solamente

exp (—tL) {%5 (t)} exp (—tLT) = Bt}

de donde tenemos la ley dindmica que sigue para la matriz G ():

{%6‘ (t)} = exp (tL) B (t) exp (tL") ,

cuya integral formal es:

£
C(t)=C(0) +/ exp (t'L) B (') exp (' L") dt,
0
con lo cual resulta

C (t) = exp (—tL) C (0) exp (—tL")

+ /0 t exp [(t' —t) L] B (') exp (¢’ — t) L7] dt,

81

(175)

(176)

(177)

(178)

y si tomamos en cuenta que C (0) = C (0), resulta que (178) es la solucién formal que bus-

camos.

IV.6 Conclusion

Hemos concluido la formulacién de la teorfa y hemos encontrado las soluciones formales de

las ecuaciones fundamentales, por consiguiente estamos ahora en condiciones de aplicarla a

diversos sistemas concretos para conocer las implicaciones de nuestro tratamiento tedrico.

Este es el objetivo de los siguientes capitulos.
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V. Aplicacion a memorias asociativas I.
Estados estacionarios.

V1 Introduccion

En este capitulo aplicaremos nuestra teorfa a estados estacionarios con balance detallado.
Encontraremos que la condicién a cumplir para la existencia de esta clase de estados es la
simetrfa de la matriz A. Haremos ver que entonces las fluctuaciones corresponden a flujos,
Fu (T_n);o), de rotacional cero y revisaremos como deben ser los eigenvalores de la matriz de
conveccion, Ly, (m?,), en este régimen. Discutiremos el teorema de fluctuacién-disipacién
y analizaremos en detalle los estados de equilibrio de redes con memorias asociativas. Para
este tltimo fin consideraremos el modelo de Hebb generalizado al caso de patrones almace-
nados con diferentes pesos y presentaremos una comparacién entre nuestra prediccién tedrica

y los resultados arrojados por las simulaciones en computadora.

V2 La estacionariedad y el balance detallado

Para tiempos grandes ¢ — oo la dependencia de la matriz de difusién D (t) respecto de las
condiciones iniciales se anula. Ademds, para estados macroscdpicos estacionarios, en los

— — — : ;
cuales se cumple que m; = m™ tenemos que m* estd dado por la solucidn a las ecuaciones

macroscépicas de punto fijo:

m* = (€ tenh g [E’ AW+ 0] - (179)

Entonces podemos llevar a cabo la integracién temporal que aparece en la expresion (124) para
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D (t). En este caso, los términos de flujo y de difusi6n resultan independientes del tiempo.

Comparando las expresiones (122) y (124) para el caso que nos ocupa ahora, encon-

tramos que se cumple la siguiente relacién entre la matriz de conveccién y la de difusién:

L=1I-p8DA, (180)
de modo que tenemos un proceso de Ornstein-Uhlenbeck independiente del tiempo caracteri-

zado por las siguientes expresiones:

F(@) =K +U-DAT Do =6~ Gy tant®5[€ - AT +0])cs

(181)

1 N

N

i=1

¢¥ tanh [E’,; AT 91-] } .
(182)

?{’:A}i_@ W{(?tanhﬁ [E’-A?H*Jra]

Debido a é;ue la matriz L es estacionaria, el propagador toma la forma que sigue: G =
exp (—tL). Si el sistema alcanza un estado estacionario macroscépico, o no, depende de

la seleccién que se haga de la matriz A.

Una condicién suficiente para obtener la estacionariedad asintdtica que buscamos es
el balance detallado microscépico, el cual establece que, ademds de la estacionariedad de la
distribucién de probabilidad p, (@), se cumple que no hay flujo neto de probabilidad entre

. . . —F - .
cualquier par de configuraciones ¢ y o '. Encontraremos que para los modelos estudiados

en este trabajo, esta condicién se traduce en la exigencia de simetrfa de la matriz A y en
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la ausencia de autointeracciones en las neuronas. Esta dltima condicién equivale a tomar
A = 1 enla formulacién que ya desarrollamos en términos de los traslapes m. Sin embargo,
las ecuaciones (122) y (124) indican que la presencia o ausencia de las autointeracciones no

juega papel alguno en la descripcién que estamos haciendo de los efectos de tamafio finito.

Nuestro propdésito ahora es encontrar las condiciones bajo las cuales la ecuacién de

Fokker-Planck tiene soluciones estacionarias. Definiendo

V=(dd) o (@) =R@{E T -@0) -F+17],

(183)
reescribimos la ecuacién de Fokker-Planck (120) como una ecuacién de continuidad:
0 iy —
5P (0)+V J.(7) =0 (184)

De las ecuaciones (133) y (144) resulta que (?) (t) dada por (159) es estacionaria si se

cumple que

—}
(=LK | %{LE—F (LE)T} 21 (185)
En este estado estacionario la corriente de probabilidad dada en (183) puede escribirse como
sigue:
e ——1 — _1_)
J(@)=P(7) (0" -1) (T+LK),

de donde resulta claro que la corriente neta de probabilidad seré cero si se cumple que
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D = LE, (186)
Combinando la segunda ecuacién de (185) con (186) encontramos que la condicién a cumplir
para obtener el balance detallado es la siguiente:
DIT = LD,

que utilizada en la identidad (180) lleva a la expresién que sigue:

DATD = DAD. (187)
De que la matriz de difusién es simétrica y no negativa resulta que se cumple la relacién
siguiente: = - Dz > 0, de modo que si {| n)} es la base ortonormalizada de eigenvectores
de lamatriz D, con {d, } el conjunto de eigenvectores correspondiente, entonces los elementos

de matriz (m | - - - | n) de (187) llevan a la siguiente condicién:

dpdm(m | AT — A | n), (188)

de donde resulta que el balance detallado se cumple si A7 = A.
V.3 Flujos de rotacional cero

Otra forma de arribar a la misma conclusién es imponer la condicién de que el flujo en la

ecuacion de Fokker-Planck tenga rotacional cero, esto es cuando se cumple que

oF, _ oF,
¢y  Og.’

para todo par p, v = 1, ..., p. Calculando en detalle resulta:

(189)
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% = (1= B8)buy + B (utan? B [ € - Am;|)e Ay,

Qy A=1

= P (1 )bt B s tan? 8 [ € - A
Qv A=1

Haciendo

P
P = (6 tanh? 6 [ € - Amg])e,
A=l
la condici6n para tener rotacional cero toma la siguiente forma:
PA=(PA)",
que se cumple solamente si A es simétrica. En este caso es posible definir una funcién de
Lyapunm; (o funci6n energfa) cuyos mfnimos son atractores de la dindmica del sistema. Si
las soluciones a las ecuaciones de campo promedio llegan a un punto fijo, los pardmetros de
orden satisfacen la relacién dm ¥ /dt = 0 y los eigenvalores del Hessiano de la energia libre
tienen eigenvalores positivos, entonces el sistema est4 en un estado de equilibrio.
Cuando las interacciones sindpticas son asimétricas no se puede garantizar la existencia

de puntos fijos en la conducta de m}, en cuyo caso pueden aparecer %) ciclos estacionarios

en las fluctuaciones o i7) estados estacionarios sin balance detallado.
V4 La matriz de conveccion en los estados de equilibrio

En la vecindad de un punto fijo es posible escribir las trayectorias de campo promedio en la

siguiente forma:

donde %, es el punto fijo y | = (t) |<<| m* |, para cada t. Desarrollando en serie de
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g w . . . =y,
Taylor podemos escribir como sigue la matriz de convecci6n Ly, (m}):

Ly (my) = L% (m2,) + B, (), (190)
donde
L% (M) = (1 — B) b + (€ué, tanh? (ﬁ? H;))E (191)
y
1 o - o
Bﬁw(t)z TZ "Zammulamnﬂx

n>1 Kk1=1 tin=1

{(€uty tant® (B€ - L) ety ()0 (8) - 2, (9} (192)
En el modelo bajo an4lisis la seleccién de un estado inicial 7 (0) determina una cuenca del
espacio de estados de la red y en consecuencia un punto fijo H;. Por otra parte, en la teorfa
de las ecuaciones diferenciales ordinarias (Verhulst E, 1990) se establece que se presentard la

siguiente conducta asint6tica:

lim @ (t) =0 (193)

t—o0
si se cumplen las condiciones enumeradas a continuacién:
(1) Lamatriz By, (t) es tal que
lim B, (t) =0, (194)
t—oo
(2) los eigenvalores Aq, Ag, + + -, A, de la matriz Lf;{, (ﬁ);o), cumplen con que Re (M) >0y

¢
3) f B (') dt' es una integral acotada.
0

- . . _) rd
entonces las soluciones a la ecuaci6n para los primeros momentos, ( ¢') (%), estdn acotadas.
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El valor asintdtico, Ly, ( m;o), de la matriz de convecci6n coincide con la matriz jaco-
biana o Hessiano

32
om,om,

[ (195)
de la energia libre, f, obtenida para las redes neuronales infinitas mediante la fisica estadistica
en equilibrio, por lo tanto, en el régimen lineal podemos recurrir a los andlisis de atractores y
puntos de silla conocidos en la literatura. El Hessiano para el modelo de Hebb es un problema
resuelto (Amit D. et. al., 1985a), asf como la generalizacién a patrones almacenados con

distintos pesos (Viana L., 1988).

V.5 El teorema de fluctuaciéon-disipacion

Hemos establecido que un sistema finito estard en un estado estacionario si el flujo de campo
; w — —ra .
promedio llega a un punto fijo tal que m; = m,, paratodate > 0. Entonces la matriz de
—,.
conveccién L, la matriz de difusion D), la correccion finita congelada K, y por consiguiente
la densidad de probabilidad P, (?), resultan independientes del tiempo. De las ecuaciones

fundamentales tenemos que para esta clase de procesos debe cumplirse que

Leo{TVeo+ Koo =0 , LeoCoo + Coo LT, = 2(Deo — Rov) - (196)

El papel de los elementos de Lo, consiste en disipar las fluctuaciones promedio (7 )eo,

del sistema finito. En cambio, la correcci6n finita congelada I_{)m y la difusién D, repre-
sentan la fuente de ruido en la conducta macroscdpica de la red. Esto es consecuencia de que

existen dos tipos de efectos de tamafio finito:



89

e las fluctuaciones térmicas, presentes a través de D, y
-—-’
e las correcciones congeladas introducidas mediante K .

Larelacién de 1a derecha en (196) es un teorema de fluctuacién-disipacién que establece
la forma en que se compensan la parte disipante y de ruido para que el sistema finito se
mantenga en un estado estacionario. Una expresion formal para la matriz de correlaciones en
equilibrio, C,, que mide la magnitud de las fluctuaciones, puede encontrarse como sigue:

Sea | A,) los eigenvectores de la matriz LT L, con A, sus eigenvalores. Como la

matriz LT L, es simétrica se cumple que

(M | L% Loo = Mn(hn | - (197)
Multiplicando por LT por la izquierda, y por L, por la derecha, resulta:
L O i+ LT 0l L = IE.8 (D= i) Bisge
Enseguida multiplicamos por (A, | por la izquierda y por | A,,) por la derecha, se obtiene:
(M | Lo LooCoo Liso | Am) +{n | LggCooLgo Lo | Mm) = (M | L2 (Doo = Reo) Lo | Am),
de d(;nde tenemos:
MnfAn | CooLoo | Am) + Am{An | LoCoo | Am) = (An | Lgo2 (Do = Roo) Loo | Arm)-
Considerando que Co, Lo = L, Coo, podemos factorizar como sigue:
(M + 2m) (An | CooLoo | Am) = (An | L2 (Doo = Roo) Leo | M),
de modo que introduciendo el desarrollo espectral de la unidad 7 _, | Ap)(Ap |= lenel

lado izquierdo resulta:

P 1 .
(An | Coo Y 1 A0)(Ap | Loo | Am) = 2m(1\n | Loo (Doo = Ro) Lo | Am),

p=1
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y nos quedan las matrices de C, ¥ Lo en la representacion de los eigenvectores | Ay):

2 (Gm)n,p (Loo)p,m = 2()‘r‘—ixm_) (An I L& (Doo - ROO) Leo | Am)-

p=1
Multiplicamos por el inverso de la matriz L> para tener

p
1 (o ¢]
(Cw)n,'n’ . Z_:l 2m(/\n | Lg:) (Poo — Reo) Leo | A (L )Pm’ )

sustituyendo (L)}, = (Am | L7} | Mnr) queda finalmente

(C®)pmt = (Mn | L, (Doo = Roo) LG L) | Awt), (198)
donde
G =2 i L()‘m' (199) .
" m=1 /\n+ )\m -

V.6 Aplicaciones a memorias asociativas

Aplicaremos nuestra teorfa a un modelo de memoria asociativa que generaliza el modelo
estdndar de Hebb y permite el almacenamiento de patrones con diferentes pesos. La matriz

de interaccion sindptica es

1 @ y
i =% ) w e, (200)
p=1
con 0 < w, < 1 para todo p. Este modelo corresponde a la siguiente seleccién de la matriz

A

A=w,b,, (201)
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de modo que cumple con el balance detallado. En lo sucesivo tomaremos umbrales iguales
a cero por simplicidad (f = 0), lo cual corresponde a una distribucién de la forma W (6) =
§(0).

Estudiaremos las correcciones finitas de los llamados estados puros, donde

my, (t) = m" (t) by

Sin pérdida de generalidad podemos escoger m (0) > 0 y A = 1 (lo cual se logra ordenando
los patrones a almacenar conforme a la magnitud de sus traslapes iniciales). Entonces tenemos
que la conducta de campo promedio estd gobernada por las siguientes ecuaciones:

(t)=m* ()8, , Lm*(t)=—m*(t) + tanh B [wym* (¢)] , (202)

m i dt

*
i
que para tiempos muy grandes tienden a un punto fijo dado por la solucién a la ecuacién que

sigue:

m}, = tanh B[wym?]. (203)

Por arriba de la temperatura critica, 7, = wy, el punto fijo macroscdpico es paramag-

nético, es decir, resulta m* = 0. Por debajo de T, se encuentra un estado ordenado: m* > 0.

Es necesario definir condiciones iniciales que generen un estado macroscopico puro,

con ese fin seleccionamos la siguiente distribucién de probabilidad inicial:

po (@) =[]¥, {% [1+m (0)] 65,1 + % [1 —m(0)] 501.,_5‘;} , (204)

que nos da la siguiente condici6n inicial macroscépica: my, (0) = m (0) é,1.
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V6.1 La estadistica de los efectos de tamano finito

Larestriccion a estados macroscopicos puros nos permite simplificar considerablemente nues-
tro andlisis de los efectos de tamafio finito. En este caso los coeficientes de la ecuacién de

Fokker-Planck toman la forma que sigue:

K=Kt K , Lul)=4006w , DE)=d@)I, (205)

con las siguientes funciones escalares:
K(t) = —tanh B wim* ()] , 4 (t)=1— Pw, [1 —tanh® Blwim* (¢)] , (206)

d (t) = 1 — tanh g3 [wym* ()] {m (0)e™* + /ﬂt e® *tanh B [wym®* (s)] ds} (207)

y el siguiente vector estacionario

Ki=0 , Ky =limy e YN, e . (208)

En este caso el propagador toma la siguiente forma simple:

t
&, 1) = G onp {— f ol (s)] (209)
0
de modo que los momentos estadisticos de la densidad de probabilidad P, (?) pueden ser

calculados para obtener las siguiente relacion cerrada para la fluctuacién media:
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) 0) = K fm @ exp [~ [[ast, ()] + [*dotanh gl (exs [ ["aug ()]}
210)

y para las correlaciones centradas:

E,uv (t) = va,u (t) ) (211)

con

B = [ —md (0)]%exp [—2/;4% (s)] +2/0tdsD (8)exp [—2[(1% (u)} ;

(212)

De estos resultados se obtiene que la distribucion de probabilidad de las fluctuaciones

toma la siguiente forma:

. 1 [0 — (2,) (2)] }
P = ex : (213)
o [CLRARAC) P{ Z = (1)

Esta expresion indica que las fluctuaciones estdn desacopladas y que las fluctuaciones

medias tienden a un valor asintético distinto de cero para todo p > 1.

Con el propdsito de comparar con las simulaciones en el préximo capitulo estudiaremos
la evolucién temporal de estos sistemas para el caso de tres patrones almacenados, p = 3, y
resolveremos las ecuaciones correspondientes por métodos numéricos. En esta seccion pre-
sentamos los resultados obtenidos en equilibrio para redes con N = 5 000 neuronas, operando

a temperaturas, 0.1 < 7' < 0.7 y tres patrones almacenados con pesos iguales: w, = 1,
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© =1, 2, 3. Para comparar la prediccién teérica con el experimento computacional se simu-
laron redes con tres patrones almacenados ?1, ?2, ?3, con condiciones iniciales m9 = 0.9,
mj., = 0y grabando resultados al tiempo ¢ = 10. Las simulaciones fueron realizadas me-
diante programas escritos en fortran 77 en una computadora ALPHA STATTON. Se llevaron
a cabo n = 200 realizaciones sobre la base de que el error de muestreo disminuye como %
y de que una revisién de la gréfica de la funcién f (n) = 71; indica que después del valor
seleccionado el mejoramiento de la precision es muy poco si se compara con el esfuerzo de
cémputo. Una vez obtenidas las realizaciones se aplic6 un andlisis estadistico que fué llevado

a cabo en una computadora personal con procesador 486 de 100 megahertz y utilizando el

software MATHEMATICA. Los resultados se presentan enseguida en las graficas 4(a) y 4(b):
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Figura 4(a). Estados puros en equilibrio, NV = 5 000, p = 3, 200 realizaciones. Dependencia
respecto a la temperatura de las fluctuaciones medias. Valor asint6tico de la expresidn (210).
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Figura 4(b). Estados puros en equilibrio, N = 5 000, p = 3, 200 realizaciones. Dependencia
respecto a la temperatura de las fluctuaciones medias. Valor asint6tico de la expresién (210).
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V.7 Estados de equilibrio en redes de Hebb. Dos patrones
almacenados

V7.1 Solucion de las ecuaciones algebraicas

Este sistema ya fué estudiado de manera general en este capftulo. Ahora consideraremos el
caso particular de una red operando a temperatura T', con dos patrones almacenados median-
te la regla de Hebb. Escribiendo y resolviendo en detalle las ecuaciones (196) tenemos la

siguiente expresién matricial para las fluctuaciones medias:

— _ e ) _ 1 L1 Ky — Lia Ky
(@)en ( (92)o0 ) T I, - I3, ( LKy — LppKy )° @4

con
Lu=1In=1-p#+ § {tanh” B [(m]) o, + (M3)] + tanh® B [(m1), — (m3).]}, (215)

Lig= Ly = g {tanh’ B[(m}),, + (m3),,] — tanh® B((m]),, — (M3) ]} . (216)

Para las fluctuaciones cuadriticas encontramos:

(D)o = Ryy — D11+L12 {L11 [L12 (Ru1 — Du1) + 2Ly (Ryz — Dig) — L Lz (Ree — D)}
1/00 Lll 2L11 (L?l = LIIL%2) ’

(217)

(@)oo = Rgp — D11+L12 {L11 [L1g (R1y — D11) + 2Ly1 (Ryg — D1a) — Ly Ly (Re2 — Dui)]}
e L]] 2L11 (L:i,'l po— LllL%z) i

(218)
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donde
Dy = 1 — {tanh® §[(m]),, + (m3)c] + tanh® B [(m])o, — (M3)el } (219)
Dz = — {tanh? B [(m3),, + (m3),,] — tanh? B [(m})., - (m3), ]}, (220)

K =Ki{ti)oo , K2 =73 (K1{@2)oo + Ka{®1)eo) , Kaz = Ki{d1)oo (221)

K1 = tanh B [(m]), + (m}),] F tanh B [(m]),, — (m3).]- (222)

V7.2 Comparacion de la predicciéon tedrica para estados de equilibrio con
las simulaciones

El procedimiento utilizado consistié en simular redes con NV = 1 000 y 5 000 neuronas, con
dos patrones ?1 y ?2 generados al azar conforme a las siguientes condiciones iniciales:
m? = 0.9 y mJ = 0.1. La constante congelada result6 ser Ko = 1.264911 en el primer caso
y Ko = 1.583919 en el segundo. Se hicieron evolucionar las redes conforme al algoritmo
directo y grabando resultados a t = 10 para las temperaturas: T = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5,
0.6. La s-eleccién de este tiempo se debe a que las soluciones numéricas de las ecuaciones de
campo promedio para ?{;‘ ya han alcanzado un punto fijo para ese valor de t. En cambio, para
las temperaturas: T = 0.7, 0.8, 0.9, resulté necesario extender la simulaci6n hasta t = 20
para garantizar el equilibrio.

Estas simulaciones también fueron realizadas mediante programas escritos en fortran
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77 en una computadora ALPHA STATION. Por las razones expuestas con anterioridad, se
llevaron a cabo n = 200 realizaciones. El andlisis estadistico del muestreo realizado di§ por

consecuencia los resultados que se presentan en las graficas 5(a)-8(b):
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Figura 5(a). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. NV = 1000, Ko = 1.264911. Ecuacit6n (214).
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Figura 5(b). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. N = 1000, K¢ = 1.264911. Ecuacién (214).
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Figura 6(a). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. N =1 000, Ky = 1.264911. Ecuacién (214-217).
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Figura 6(b). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. N =1 000, Ko = 1.264911. Ecuacién (214-217).
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Figura 7(a). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. N = 5000, Ky = 1.583919. Ecuacién (214).
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Figura 7(b). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. N = 5000, Ky = 1.583919. Ecuaci6n (214).
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Figura 8(a). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. N = 5 000, Ko = 1.583919. Ecuacién (214-217).
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Figura 8(b). Estados en equilibrio de redes con dos patrones almacenados mediante la regla
de Hebb. N = 5 000, Ko = 1.583919. Ecuaci6én (214-218).
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V7.3 Discusion de resultados

Los resultados para N = 1 000 neuronas muestran que la prediccidn teérica para las fluctua-
ciones medias, {(g,) (t), 0 = 1, 2, y las simulaciones correspondientes, coinciden en forma
excelente en el intervalo 0.1 < T' < 0.4. En el caso de las desviaciones estdndar el acuerdo
es muy bueno en el intervalo 0.1 < T < 0.3.

Para redes con N = 5 000 neuronas la concordancia es superior, pues la teoria y el
experimento computacional coinciden en el intervalo 0.1 < 7" < 0.6 para las fluctuaciones

medias. Sin embargo la mejorfa en las desviaciones estdndar no es muy significativa.

Hay dos aspectos que afectan la precisién de nuestra teorfa: 1) la disminucién del
nimero de neuronas en la red, y 2) el aumento de la temperatura. Estos resultados son de
esperarse debido a que en ambos casos la magnitud del ruido se incrementa y entonces la
descripcién a base de procesos de Ornstein-Uhlenbeck adolece de fallas porque descansa so-

bre la hip6tesis de que el ruido es relativamente pequefio. Entonces la descomposicién (113)

empieza a ser insuficiente.
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VI. Aplicacion a memorias asociativas II.
Ejemplos de la relajacion hacia el equilibrio.

VI.1 Introduccion

En este capftulo consideramos nuevamente las redes finitas que evolucionan hacia estados
de equilibrio. Ahora nuestro propdésito es ejemplificar cémo evolucionan las fluctuaciones
en el proceso de relajacién hacia la recuperacién de una memoria almacenada. Los sistemas
seleccionados son dos: 1) redes de Hebb operando a temperatura cero, cuya sencillez permite
encontrar soluciones analiticas, y 2) estados puros funcionando a temperaturas intermedias,
cuyas ecuaciones necesitan ser resueltas por métodos numéricos. Describiremos la estrategia
que fué utilizada para resolverlas y obtener tanto las fluctuaciones medias, (g,,} (¢), como las
desviaciones estdndar, o, (t). Entonces compararemos las curvas teéricas obtenidas con las

que resultan de las simulaciones.

V1.2 E\.foluci(m de las fluctuaciones medias a 7" = 0.

Consideraremos una red con dos patrones almacenados utilizando la matriz A = ( _11 } )

en la regla de almacenamiento y estudiaremos el caso simple en que el estado macroscGpico

de ésta toma sus condiciones iniciales en la cuenca del punto fijo (mg, 0). Entonces se cumple

que

lim tanhf € - Am? = sign (E’ : Am;) , (223)

B—roo

y los pardmetros de orden del sistema finito toman la siguiente expresion:
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my (t) = 8uusign (m]) {1 — (|m{ | e™*)} + ) (224)

VN

La matriz de conveccién es simplemente L, = 6, y la matriz exponencial es:

o Lk

{exp (-Lt)},, = Z ;c-l (—L)* = 8, exp (~t). (225)

Parrafos més adelante explicaremos cuéf;()cuidados debemos tener para evitar transiciones
entre cuencas contiguas de los patrones almacenados, por el momento s6lo supondremos que
existe un patrén condensado (digamos el primero) y que el estado de la red evoluciona so-
lamente dentro de su cuenca. Cuando las condiciones iniciales son de la forma m (0) =

(m?%, m9), los elementos de matriz son de la forma siguiente. Entonces la matriz de difusién

toma la siguiente forma:

Dy () = 8 (1= | m |) exp (=) = (1 = 8) | m3 | exp (1) (226)
; = 0
El término de correcci6n finita congelada es K (t) = —% ( 1 )

Las soluciones a las ecuaciones de los momentos estadisticos son:

(@) (t) = (q1) (0) exp (—t) , (g2} () = (g2} (0) exp (—t) + Ko (1 —exp (—t)) (227)
Las expresiones para los segundos momentos estadisticos son mds extensas, de modo

que solamente incluiremos las que corresponden a las varianzas:

E11 (t) = Eg (t) = Z11 (0) exp (—2t) + 2 (m‘l’ — 1) (exp (—2t) — exp (—t)). (228)
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Estas redes las estudiaremos de nuevo al tocar el fenémeno de escape de una cuenca a
otra contigua. Ahora nos interesa analizar la situacién en que el estado macroscépico de la red

se mantiene atrapado en una de ellas, pero para discriminar entre ambos tipos de fendmenos

es necesario tener en cuenta lo siguiente:

e La expresion que serd obtenida en el octavo capitulo, (314), indica que para constante
congelada Ky > 0 la probabilidad de escape de un atractor a otro es cero, mientras que
para Ko < 0 la red puede escapar de su atractor con probabilidad igual a 1 en un tiempo
dado por la férmula (315). ‘

e La experiencia con las simulaciones demuestra que, atin cuando Ky es positivo pero muy
cercano a cero, al realizar hasta 200 realizaciones en la cuenca del atractor (mg, 0), ocurre
una cantidad pequefia de escapes a la cuenca del atractor (0, —myg). Este fenémeno se
presenta, por ejemplo, si Ko ~ 0.16.

La teorfa que se desarrolla en el octavo capitulo para el tiempo de escape permite obtener
una férmula para escapes que ocurren con probabilidad 1, pero no incluye los escapes que
ocurren con probabilidad menor a la unidad. En consecuencia, si queremos estudiar la evolu-
cién temporal de las fluctuaciones desde determinadas condiciones iniciales hasta que la red
alcanza un estado de equilibrio, es necesario trabajar con redes cuyos patrones almacenados
den lugar a constantes congeladas suficientemente grandes. En el caso que nos ocupa fue

suficiente imponer la condicién de que la constante congelada sea superior a la unidad.

VI.2.1 Comparacién con las simulaciones. Evolucion temporala 7" = 0.

Para confrontar la prediccién tedrica con el experimento se realizaron 200 realizaciones en
la cuenca del atractor (mg, 0) con el algoritmo directo y grabando desde t = 0 hasta ¢ = 8,
cada At = 0.1. Los resultados indicaron que en ese tiempo la red alcanzaba el equilibrio.
Se utiliz6 una red con N = 1 000 neuronas. Se llevaron a cabo estudios con NV = 5 000

y N = 10 000 neuronas. Sin embargo los resultados fueron esencialmente los mismos, por



107

cuyo motivo solamente presentamos los primeros de ellos.

Enseguida se llevé a cabo un andlisis estadistico para cada uno de los instantes en los
cuales se registraron los valores de las traslapes. Los resultados para las fluctuaciones medias
se presentan en las figuras 9(a) y 9(b). Para las desviaciones estdndar se encuentran en la

figura 10:
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Figura 9(a). Evolucién temporal de las fluctuaciones medias a 7' = 0. Cuenca de
(m(T),0). N =1000, Ky = 1.264911. Ecuacién (227).
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Figura 9(b). Evolucién temporal de las fluctuaciones medias a 7' = 0. Cuenca de
(m (T),0). N =1000, Ko = 1.264911. Ecuaci6n (227).
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Figura 10. Redes de Hebb operandoa T = 0, N = 1000, p = 2, Ko = 1.264911.

VI1.2.2 Conclusion

Las gréficas indican que la evolucién temporal predicha por la teoria para las fluctuaciones

medias y para las varianzas se encuentra en buen acuerdo con las simulaciones.
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VI.3 La dinamica de los estados puros

En este capitulo consideraremos de nuevo los estados puros para poner atencién a la dindmica
de las redes. La matriz de interaccién que define esta clase de sistemas es A, = w6, con
0 < w, < 1. El estado inicial de la red se genera conforme a la distribucién de probabilidad
escrita en (204), tal que se obtiene la siguiente condici6n inicial macroscépica: my, (0) =
mi8,,1, en tanto que el resto de los patrones almacenados tienen traslapes microsc6picos con
el estado @ (t) de la red. Las ecuaciones de campo promedio que describen la evolucién

temporal del patrén condensado estdn dadas por (202) y el punto fijo es solucién de (203).

Las condiciones iniciales g, (0) se distribuyen al azar como resultado de la regla de

generaci6n del estado microscépico dada en (204) y su media se calcula como sigue:

(4 (0))s = Jim VN [my, (0) = m;, (0)] = lim VN [ﬁ > €t (0) = m;, (0)

i=1
1
= lim VN {“j{f Z]:gf [0: (0) = 07] P [0 (o)]} =miK} (1 - 6u). (229)
i=
Los coeficientes de la ecuacién de Fokker-Planck toman la forma dada en (205-207).
En el capitulo anterior presentamos la solucién formal a las ecuaciones diferenciales que satis-
facen (qu) (t) y £, (t). Ahora abordaremos la solucién numérica directa a la ecuacién dife-

rencial para el primer momento estadistico:

Zy(0) +a )y ) =b(0), (230

tal que para y (1) = %ﬂ tenemos
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a(t) =1— Buw, {1 —tanh® [Bwim} (t)]} , b(t) = — (1 — 6,1) tanh [Bwim] (¢)]
(231)
Noétese que a (t) es definida positiva y que para t — oo alcanzan un valor fijo, de donde

resulta que las fluctuacines medias tienden a un lfmite finito, dado por

t—o0

t 8 t
Yoo = lim [ b(s)exp [f a(s)ds — f a(s) ds] ds. (232)

0 0 0
Esto es lo que llamamos amortiguamiento de las fluctuaciones. Significa que cuando se re-
cupera un patrén almacenado, permanece un nimero de caracteres de la misma que no son
totalmente recuperados, dando lugar a una fluctuacion aleatoria cuyo promedio no cambia

con el tiempo. Es decir, la recuperacién no se mejora més, pero tampoco empeora.

VI.4 Evolucion temporal de las fluctuaciones medias. Solucion
numeérica.

Para resolver las ecuaciones (230) se hizo uso de la siguiente estrategia:

(1) Se resolvié numéricamente la ecuacién

%m{ (t) = —mj] (t) + tanh [fwym] (t)], (233)
con la condici6n inicial m{ = 0.9, en el intervalo te [0, 10], para las temperaturas 0.1 <
T < 0.7. El algoritmo utilizado fué un Runge-Kutta de cuarto orden. El tamafio de paso
para desarrollar la iteraci6n fué h = 0.05 de modo que se obtuvo una lista de 201 nimeros.
(2) A esta lista numérica que aproxima a la funcién mj (t) le fueron calculadas las funciones
tanh [Bw;m? (t)] y tanh? [Bw;m? (t)].
(3) Se obtuvo una representacién analitica para estas listas numéricas. El procedimiento con-
sistié en tomar sus valores parat = 0, 1, ..., 10 y ajustarles la siguiente funcién mediante
una aproximacién con la técnica de minimos cuadrados:

co + cit + cat? + cat® + cat® + est® + c6t® + cre. (234)
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(4) Usando estas representaciones analiticas se calcul6 la integral [ e® tanh [fuym] (s)] ds
para los tiempos t = kh, con k = 0, 1, ..., 201 y se calcul6 la funcién D (t) como una lista

numérica.

(5) Enseguida se utilizé 1a misma técnica y la misma representacién funcional para obtener
una representacién analitica para D (t).

(6) La ecuacién diferencial para (g;) (t) no tiene término perturbador y adem4s la condici6n
inicial (g;) (0) es cero, de donde resulta que esta funcién es idénticamente cero para toda t.
En cambio las ecuaciones para (g2) (t) y (g3) (t) necesitan ser resueltas, lo cual fué llevado
a cabo con las condiciones iniciales mencionadas arriba y con los siguientes valores de las

constantes de correccion congelada:
Ko — 1.583919 si v=2
= —1.301077 si v=3 °

VI.5 Confrontacion de teoria y experimento para la evolucion
temporal de las fluctuaciones medias.

Para confrontar teorfa y experimento en la evolucién temporal de las fluctuaciones medias
desde un estado inicial hasta alcanzar el equilibrio se sigui6 el mismo procedimiento descrito
en la seccién anterior. El intervalo de tiempo utilizado fué 0 < ¢t < 10 y se simularon redes
con N = 5 000 neuronas.

Con el prop6sito de comparar con las simulaciones en el préximo capftulo estudiaremos
la evolucién temporal de estos sistemas para el caso de tres patrones almacenados, p = 3, y
resolveremos las ecuaciones correspondientes por métodos numéricos. En esta seccidn pre-
sentamos los resultados obtenidos en equilibrio para redes con N = 5 000 neuronas, operando
a temperaturas, 0.1 < 7' < 0.7 y tres patrones almacenados con pesos iguales: w,, = 1,
=1, 2, 3. Para comparar la prediccién tedrica con el experimento computacional se simu-

— —

__)
laron redes con tres patrones almacenados § 1, £ 5, & 3, con condiciones iniciales m$ = 0.9,

my, = 0y grabando resultados al tiempo ¢ = 10. Las simulaciones fueron realizadas me-
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diante programas escritos en fortran 77 en una computadora ALPHA STATION. Se llevaron
a cabo n = 200 realizaciones sobre la base de que el error de muestreo disminuye como %
y de que una revisi6n de la gréfica de la funcién f (n) = 71; indica que después del valor
seleccionado el mejoramiento de la precision es muy poco si se compara con el esfuerzo de
cémputo.

Una vez obtenidas las realizaciones se aplic un andlisis estadistico que fué llevado
a cabo en una computadora personal con procesador 486 de 100 megahertz y utilizando el
software MATHEMATICA. Una variante de utilidad en este problema fué que al trabajar con
la variable E%@l, fué posible aislar el efecto de la temperatura sobre las fluctuaciones medias.

Los resultados se presentan en las graficas 11(a)-17(b):
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Figura 11(a). Estados puros. N = 5000, 7" = 0.1, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacion (230).
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Figura 11(b). Estados puros. N = 5000,7" = 0.1, p = 3, 200 realizaciones. Evoluci6n
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 12(a). Estados puros. N = 5000, T' = 0.2, p = 3, 200 realizaciones. Evolucion
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 12(b). Estados puros. N = 5000, 7' = 0.2, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 13(a). Estados puros. N = 5000, T' = 0.3, p = 3, 200 realizaciones. Evolucion
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 13(b). Estados puros. N = 5 000, T" = 0.3, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacion (230).
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Figura 14(a). Estados puros. N = 5000, T' = 0.4, p = 3, 200 realizaciones. Evoluci6n
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacion (230).
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Figura 14(b). Estados puros. N = 5 000, T' = 0.4, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 15(a). Estados puros. N = 5 000, T' = 0.5, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentos estadfsticos. Solucién numérica de la ecuacién (230).
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Figura 15(b). Estados puros. NV = 5000, T' = 0.5, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacion (230).
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Figura 16(a). Estados puros. NV = 5000, T = 0.6, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacion (230).
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&
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tiempo

Figura 16(b). Estados puros. N = 5000, 7" = 0.6, p = 3, 200 realizaciones. Evoluci6n
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacidn (230).
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Figura 17(a). Estados puros. N = 5000, T’ = 0.7, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacidn (230).
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Figura 17(b). Estados puros. N = 5000, T = 0.7, p = 3, 200 realizaciones. Evolucién
temporal de los primeros momentos estadisticos. Solucién numérica de la ecuacion (230).
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VI.6 Evolucion temporal de las desviaciones estandar para
estados puros
Las ecuaciones para las correlaciones centradas que fueron obtenidas en el cuarto capitulo
son las siguientes:
d P P
—Ew (1) + 3 Ly OB ) + Y By () IZ, () = 2D,,, (2) . (235)
7=1 y=1

Utilizando las expresiones (205), (206) y (207) introducidas en el quinto capitulo para

estados puros se simplifica la ecuaci6n anterior para quedar como sigue:

%E,ﬂ, () + (L () + b (8)) oo (6) = 2 (£) by, (236)

con

L(t)=1—pPw, [1- tanh® A [wym* ®)]]

t
d (t) = 1 — tanh § [wym” (t)] {m (0)e™*+ / e’ *tanh B [wim* (s))] ds}
0
Las ecuaciones especificas que nos interesa resolver se obtienen haciendo y = v = 1, 2,
...., cuando todos los pesos son iguales tenemos redes de Hebb. Entonces se trata de la misma

ecuacién diferencial para todas las desviaciones estdndar. Nuestro propdésito es resolver (236)

numéricamente utilizando la misma estrategia que fué trazada al iniciar este capitulo, con
el trabajo adicional que consiste en calcular la integral que aparece en la funcién d (t). En
este caso se parametriz6 el integrando e®~*tanh 3 [wym* (s)] para integrar numéricamente
una expresi6n analitica. Los coeficientes [, (t) y d (t) fueron representados analiticamente

también y la ecuaci6n diferencial fué resuelta mediante un algoritmo Runge-Kutta de cuarto
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para integrar numéricamente una expresién analitica. Los coeficientes I, (t) y d ()
fueron representados analiticamente también y la ecnacién diferencial fué resuelta mediante
un algoritmo Runge-Kutta de cuarto orden con 200 iteraciones y pardmetro de paso h = 0.05.

Los resultados se grafican enseguida junto con las desviaciones estdndar de las simulaciones

que se indican:
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teorfa

o simulacién

tiempo

Figura 19 (a). Estados puros, N = 10000, T = 0.1, p = 2, Ko = 0.16, 200 realizaciones.
Evolucién temporal de las desviaciones estdndar. Solucién numérica de la ecuacién (236).

04 |-
teorla
L o simulacién
c, (1)
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L 1 1 ke 1 A []
0 2 4 6 8 10
tiempo

Figura 19 (b). Estados puros, N = 10000, 7' = 0.2, p = 2, Ky = 0.16, 200 realizaciones.
Evolucién temporal de las desviaciones estdndar. Solucién numérica de la ecuacién (236).
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Figura 20 (a). Estados puros, NV = 10000, 7' = 0.3, p = 2, K, = 0.16, 200 realizaciones.
Evolucién temporal de las desviaciones estdndar. Solucién numérica de la ecuacién (236).
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Figura 20(b). Estados puros, N = 10000, 7' = 0.4, p = 2, K, = 0.16, 200 realizaciones.
Evolucién temporal de las desviaciones estdndar. Solucién numérica de la ecuacién (236).
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V1.7 Discusion

En este capitulo hemos discutido la estrategia utilizada para resolver numéricamente las ecua-
ciones diferenciales que describen la evoluci6n temporal de las fluctuaciones medias, (g,.) (%),
y de las desviaciones estdndar, o, (t), para un sistema consistente en redes almacenando pa-
trones conforme a la regla de Hebb y evolucionando en el tiempo en el régimen de un patrén
condensado. Las grificas que hemos presentado en este capftulo permiten comparar nuestra
teorfa con las simulaciones de redes almacenando tres y dos patrones. Los resultados indican
que el acuerdo entre la prediccién tedrica y la simulacién en computadora es excelente para
las fluctuaciones medias, (g,) (t), en el intervalo de temperaturas 0 < 7' < 0.3 para redes
con N = 5 000 neuronas. La calidad de la predicci6n teérica se mantiene hasta temperatu-
ras del orden de T' ~ 0.6. Aunque para los segundos momentos estadisticos se desarrollaron
simulaciones en redes con N = 10 neuronas, encontramos que en el caso de las desviaciones
estdndar la prediccién tedrica no alcanza la misma calidad que en las fluctuaciones medias,
pues este descriptor estadistico es siempre mayor en la simulacién. El acuerdo no es per-
fecto cuantitativamente pero la conducta cualitativa y los 6rdenes de magnitud predichos son

correctos.
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VII. Estados fuera de equilibrio I. Atractor
sin balance detallado.

VIL.1 Imtroduccion

Abhora analizaremos un problema esencialmente distinto de los tratados en los dos capitulos
anteriores. Consiste en que teniendo la red infinita un mismo estado macroscépico atractor,
los efectos de tamaiio finito nos presentan dos estados cuyas fluctuaciones tienen propiedades
estadisticas distintas: ) una en la cual se cumple el balance detallado y ¢¢) otra en la que éste
no existe.

En el caso en el que se cumple el balance detallado tenemos un punto fijo del tipo de los
estados de equilibrio de las redes de Hebb, con un flujo medio (F) cuyo rotacional es cero.
En cambio, en el caso en el cual no se cumple el balance detallado tenemos el mismo punto
fijo pero con rotacional del flujo medio diferente de cero.

Elsistema a considerar es una red neuronal finita con dos patrones almacenados median-
te una matriz de interaccién A = ( 3 i ) en la vecindad del estado m ey, = (m (1) ,0),
que actida como estado atractor cuando € = 0.

El flujo medio es

(?) - ( (F1) ) " ( Lyi{g1) + L12(gz) )
(F32) Lor(q1) + Laz(qe) — Ko

y la magnitud de su rotacional es

= )
| rot( F') |= - = Lgy — Ly, (237)
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pero la matriz de convecci6n en este caso tiene la forma que sigue:

_ [ 1— B+ Ptanh® (Bm(T)) —PBe (1 — tanh® (Bm (T))
= . B pumomay ) @

de donde resulta que | rot(?) | es lineal en . En consecuencia, cuando el pardmetro £ toma
valores distintos de cero se rompe la simetria de la matriz A y aparece el flujo medio rota-
cional, asi como el rompimiento del balance detallado, con propiedades estadisticas distintas
que habremos de calcular.

-Primero demostraremos qué el estado (m (T'),0) es efectivamente un punto fijo es-
table de las ecuaciones de campo promedio, enseguida calcularemos los primeros y segundos
momentos estadisticos de las fluctuaciones en este estado estacionario y posteriormente com-

pararemos nuestros resultados tedricos con las simulaciones.

VIL.1.1 La region de estabilidad del modelo

A continuacién veremos cudl es la condicién que debe cumplir el pardmetro de asimetria
e para que el estado Mo = (m(T),0) sea un punto estable de las ecuaciones de campo
promedio. Consideraremos las ecuaciones que describen la conducta del vector de traslapes,

ot
my:

o (£) =~ (£) + (6 tanh B 61 (mi (6) + emy () + &mi (O, (239)
2 () = —m3 (¢) + (6 tonh L6 (i (1) +emi () + &mi (ODE. (240

Desarrollando los autopromedios resulta:
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3 (£) = —m (¢ {sanh B [mf (£) + (¢ + 1) m3 (1)) + tanh B s (&) + (¢ — 1)m3 ()]}
(241)

£ mi (1) = —m3 (1) + 5 {tanb i (8) + (e + 1) m (1)

2ms (£) = —m3 0+ {sanh 8 ¢) + (6 + 1)m3 ()] — tanh §[m (1) + (£ — 1) m ()]}

(242)
Para encontrar las ecuaciones que describen la conducta de la red en la vecindad (m (T') ,0) +
(6mj3 (t) ,6m3 (t)) basta hacer una variaci6n de las ecuaciones anteriores respecto a ambas

variables, se obtiene:

jtéml( 0) = ~ém3 (9

2 {1~ tanh® Bms (0) + (¢ + 1) m5 (]} [, 63 () + (o + 1) 6 o)

+§{1—tanh2ﬁ[ 1)+ (e = 1)ms ()]} |z, [6m] () + (e — 1) 6ms (t)], (243)

d

= 6m3 (t) = —om3 (2

+§ {1 —tanh® B[m] (t) + (¢ + 1) m3 (1))} |z, [6m] (t) + (e + 1) 6mj (¢)]

- §{1 — tanh® B[m] (t) + (e — 1) m3 ()]} |7, [6m] (t) + (e — 1) 6my (t)], (244)

" —> .
en la vecindad de m .4 resulta lo que sigue:
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4 6m3 (t) = —émi (t) + BBo [6m] (t) + ebms (t)] d%&m; (t) = —bémj (t) + BBobm3 (1) ,
(245)

donde By = 1 — tanh® @m (T'). En notacién matricial resulta

d [ om3(t) \ _ 1 € ém; (t)
dt ( smy(t) |~ PBo| ¢ 1 smi(t) |- ety
Para buscar la estabilidad local en 7 5 se impone la condici6n £ | §my |2< 0 para

toda 6m; = (6m? (t) ,6m3 (t)), que equivale a 6m - 46 m} < 0de modo que desarrollando

el producto interior con base en la ecuacién (246) resulta, luego de un reacomodo sencillo:

BB [(6mi (1))" + (6m3 (1)) + ebmj (t) 6m (¢)]
(6m3 (1)) + (6m3 (1))
Pero la expresién entre corchetes en el numerador se puede escribir como una forma cuadrdtica,

<1, 247)

£

sea la matriz 2 = ( % ) , entonces (247) se reescribe como

pofm =

smy Q6m;
| 6 |2

ﬁ

y

La expresion 5'r_n)2‘ -Qﬁf_n)g suele llamarse un polinomio cuadratico que denotaremos ¢ ( ) y

BBy = L (248)
tiene la propiedad de que siempre existe una base ortonormal tal que el polinomio cuadrético

se puede escribir como sigue (R. Williamson, 1973):

Q (V) = yf+ ... + i,
donde las A-s son eigenvalores de la matriz de la forma bilineal, en este caso de §2. Buscando

entonces los eigenvalores de 2 se obtiene:
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M=1-%, d=1+%. (249)

Desarrollando ahora la relacién en la nueva base tenemos: §m ¢+ Quiag6m; = Ay [6mf (£)]” +
X2 [6m2 (1))® < Amax ([6mg (&) + [6mg (t)]g), de modo que regresando a la condicién de

estabilidad tenemos que de la relacién:

— —
6m§ . Qdmgém;
—
| 6m: |2

ﬁBo <1

se puede obtener la siguiente:
; - 6_"1- 2
/3190'—|=';£"i = BBoAmax < 1,
| 6mi |2

tal que definiendo £, () como aquel valor de € para el cual se cumple que B8BpAmax = 1,

obtenemos :

/]
e (0) =2 (ﬁ (1 — tanh? fm (T)) B 1) ' (250)

de donde resulta que para todo € < £, () se obtiene estabilidad de las ecuaciones macroscopi-

cas en la vecindad de m ., = (m (T'),0). La gréfica del valor critico de epsilon es la que

sigue:
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Figura 21. Valor critico de € en funcién de la temperatura.
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VIL.2 Las fluctuaciones en la region de estabilidad del modelo

La matriz Les valuada en m ., estd dada por (238). El término de correccion congelada es:

K o = (0, — Ko tanh (Bm (T)). @51)
Muy cerca del punto (m (T'),0) debe cumplirse que Edzmeat = 0, por consiguiente, se
cumple que m (T') = tanh (m (T')), lo cual nos permite escribir los elementos de la matriz

de conveccién como sigue:

L11=1~—ﬂ—l—ﬁm2(T) ; L12=—ﬁ5(1—m2(T)) , L1 =0, L22=1—ﬁ+ﬁm2(T).

(252)

Resolviendo las siguientes ecuaciones algebraicas para la fluctuacién promedio en el

(20 2 3 Y=l gy )

encontramos las fluctuaciones promedio en equilibrio:

estado estacionario:

Be(1-m?*(T) ) Kom(T) m
<q1>oo (5)6) = _.(lfu)! K‘Jm (T) = ((1—ﬁ+ﬁm2(‘1f))2 b <q2)00 (ﬁ) = %n% ®
(253)

La asimetria introducida en la interaccién neuronal por el pardmetro & da como resultado
la aparicién de una fluctuacién media distinta de cero en el traslape mS° (), mientras que la
fluctuacién media correspondiente al traslape m$° (), no resulta afectada.

Ladependencia funcional respecto a la temperatura, y paramélrica respecto a €, se anali-
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Za como sigue:

e Primero se calcula m (T") mediante la solucién de la ecuacion m = tanh fm, para los
siguientes valores discretos de la temperatura T’ = 0.01 x k£, k = 1, ..., 100. La grafica que
se obtiene aparece en la figura siguiente:

12 b
1,0
0,8
m(T)
0,6

0,4

0,2

0,0 i L A i i L R L .
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

temperatura

Figura 22. Soluciones numéricas de la ecuacién m = tanh (Om).

e Con base en los valores discretos encontrados para m (T’) se calcula y grafica .4 (T').
Los resultados se presentaron en la grifica 21.

e De esta grifica resulta que la estabilidad en la vecindad del estado (m (7) , 0) se mantiene
para temperaturas hasta del orden de T' ~ 1, siempre y cuando los valores de ¢ estén situa-
dos enel intervalo 0 __<}_ £ < €qrit (T') ~ 0.04. Sin embargo, una recuperacién razonable del

patrén almacenado ¢ 1, digamos superior al 97% de los caracteres (bits) que lo conforman,
se obtiene solamente para temperaturas 7' < 0.45; en cuyo caso podemos tener hasta
g ~ 15, sin poner en peligro la estabilidad predicha macroscépicamente en la vecindad de
(m(T),0).

VIL.2.1 La matriz de correlacién en la regién de estabilidad del modelo

La matriz de correlacién C,, en el estado estacionario bajo consideracién obedece la siguiente

ecuacién algebraica:



LosCho + Cog I, = (D~

donde By, = 2(Dy — Koo) cOn
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%) (254)

K5 (@)oo (B, €) )

\ 10 _
Pa=-m @) (3 1)+ K= yrptahepe) * Ao (9

donde K3° = —Kom (T).

Las ecuaciones algebraicas a resolver son

(255)

LYCE + LCYs = %—B{? , 2L3CT + L3sC = By , 2LY%Css = Bsg . (256)

En todas las soluciones aparecen los elementos de la matriz de conveccién como el

_ " LS PBe(1-m2(T) .
L L ) g
siguiente cociente: 7& = — 550 - Los resultados son los que siguen:

= (L%:) - (L—:) + @)oo (B )P, 57)
co\ 2

8= o (’;To) + a1 (B,)] (ga)en (B, (58)

g = —% (—g’) + [{gz)oe (B). (259)

De lo anterior resultan las siguientes correlaciones no centradas:

)2 C . J— (5‘3) . (260)
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Encontramos entonces las siguientes conclusiones:

e La correccién finita congelada desplaza el punto fijo pero no afecta la forma de la distribu-
cién de probabilidad de las fluctuaciones.

e La asimetria de la matriz A produce traslacién del punto fijo en la direccién de uno de los
traslapes, m;, pero no afecta a my. En promedio, dicha traslacion es lineal en ¢.

e Al romperse el balance detallado aparece correlacién entre las fluctuaciones.

e El promedio de los traslapes puede escribirse como sigue:

(M1)eo (@) =m(T) {1 +§9\-f—(1"“—2(’"’)—,} , (Ma)eo () = Sty -

[1—A(1-m2(T))]
(261)

e Es la asimetrfa la que causa rotacional distinto de cero. Existe un flujo estacionario de tipo
rotacional en la vecindad del atractor.

Si llamamos como red nimero 1 a la que trabaja con el pardmetro € = 0 y con el
nimero 2 a la red que trabaja con £ # 0, podemos establecer lo siguiente: desde el punto
de vista macroscOpico, ambas redes pueden almacenar la misma imagen y recuperarla. Sin
embargo, el hecho de que el ruido sea mayor en la segunda red llevar4 a que la nitidez de las

imédgenes recuperadas sea superior en la primera.

VIL.2.2 Comparacion con las simulaciones. Punto fijo sin balance
detallado.

Para confrontar teorfa y experimento para el estado estacionario que hemos venido estudiando
en esta seccién se tomaron temperaturas en el intervalo 0.3 < 7" < 0.6. Las razones para esta

seleccién son las siguientes:

e Los efectos de tamaiio finito son muy pequefios por debajo de T = 0.3, mientras que la
agitacion térmica por arriba de 7" = 0.6 lleva a la pérdida de precisién de la teorfa. Como
en el caso de otros sistemas, las predicciones tedricas podrdn tener més precision si se
incrementa el nimero de neuronas de la red.

VIL2.2.1 Procedimiento

Este sistema presenta diversas dificultades. Una de ellas es que el valor de la constante de
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forma de las cuencas de los estados atractores. Porejemplo, para e = 1 prevalecen dos estados
atractores y la frontera de las dos cuencas es una linea inclinada que corre por debajo del eje
de las m; > 0y por arriba del eje de las my; < 0. Esto da lugar a que las trayectorias de
campo promedio evolucionen dentro de una cuenca, como es de esperarse. En cambio, las

simulaciones pueden saltar a la cuenca contigua. La gréfica siguiente muestra este fendémeno.
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0,08 |
—o— dinamica para N=500
--------- dinamica para N infinita
0,04 |
m
* o000} ..
_0'04 e e e
L 1 L L s

Figura 23. Diferencia en la conducta entre las redes finitas y las redes infinitas. Para
N = oo la solucién a la ecuacién (10) indica que la red evoluciona hacia el atractor
(—=m (T),0). En cambio, una simulacién de una red finita con N = 500, £ = 25,

Ko = 0.268, indica que se puede escapar hacia una regi6n cercana al atractor (m (7') , 0).
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Hay dos detalles a considera al llevar a cabo las simulaciones. Uno de ellos es que en
el problema que estamos estudiando, la forma de las cuencas de las redes infinitas cambia
con el valor del pardmetro €. Todas las modificaciones importantes ocurren en el intervalo
0 < € < 1, de modo que si tomamos € = 1 garantizamos modificaciones muy pequefias al
variar la temperatura.

Otro punto a considerar es el fendmeno que muestra la figura 23, donde encontramos
que el sistema presenta un fendmeno de escape a otra cuenca contigua. Es similar al que es-
tudiaremos para 7' = 0 en el octavo capitulo, aunque mds complejo de analizar formalmente.

El tipo de conducta que deseamos analizar se refiere a realizaciones que se comportan
de tal forma que el estado de la red avanza hacia el atractor (m (T") , 0) y se mantiene oscilando

en su vecindad. La siguiente gréfica asf lo ilustra:
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0,04
—o—teoria para N finita
0,02 |
0,00 |-
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-0,02 |
-0,04 L
1 e i 1 =]

A A [l N " 1
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Figura 24. En una simulacién de una red con V. = 500, T' = 0.4, ¢ = 25, Ko = 0.4472136,
el vector de traslapes oscila al azar dentro de una cuenca siempre que Ko > 0. En cambio la
solucién numérica a la ecuacion (10), graficada con una linea punteada, indica que el estado
de una red infinita evoluciona hacia un estado atractor. La cuenca de oscilacion de la red
finita se encuentra trasladada hacia arriba.
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La forma de lograr que el estado de la red tome la conducta sefialada en la dltima gré-
fica consiste en trabajar inicamente con valores positivos de K y que sean suficientemente
grandes. La experiencia demostr6 que con valores mayores a la unidad es suficiente.

La técnica utilizada fué la misma que ha sido expuesta para los sistemas anteriores.
Los datos fueron grabados al tiempo ¢ = 10, lo cual fué suficiente para garantizar el estado
estacionario en las temperaturas analizadas. Los resultados se presentan enseguida para las
fluctuaciones medias de los traslapes m; y mq en redes con niimero de neuronas dados por
N = 250, 500, 1 000 y 5 000. Como era de esperarse, los resultados mejoraron conforme se
increment6 el nimero de neuronas. En el caso de las desviaciones estdndar, donde la predicién
tedrica pierde calidad mds rdpidamente con la elevacién de la temperatura, se presentan los

resultados para redes con /N = 5 000 neuronas.
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Figura 25(a). Punto fijo sin balance detallado. (m) (?) se encuentra trasladado respecto
de la prediccién de la teorfa de campo promedio (/N = oo). Las simulaciones con N = 250,
p=2¢e=1, Ko = 1.644384 y 200 realizaciones indican que la prediccion de nuestra
ecuacion (261) es mds precisa. N6tese que la correccién es de mejor calidad para
temperaturas bajas.

012 | o ° °
o 0o 0o o 0 % % %o
0,08 P
teorfa para N infinita
m, 004 | ini
......... teorfa para N finita
o simulacién
0,00 |
-0,04
i i 1 i 1 » L

1 " '} A 1 "
030 035 040 045 050 055 0,60

temperatura

Figura 25(b). Punto fijo sin balance detallado. (ms) ( ?) se encuentra trasladado respecto
de la prediccién de la teorfa de campo promedio (N = co). Las simulaciones con N = 250,
p=2¢e=1, Ky =1.644384 y 200 realizaciones indican que la prediccién de nuestra
ecuacién (261) es mds precisa. N6tese que la correccién es de mejor calidad para
temperaturas bajas.
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Figura 26(a). Punto fijo sin balance detallado. (m;) (o) se encuentra trasladado respecto
de la prediccion de la teorfa de campo promedio (/V = co). Las simulaciones con N = 500,
p=2€e=1, Ko =1.341641 y 200 realizaciones indican que la prediccién de nuestra
ecuacion (261) es més precisa. Nétese que la correccién es de mejor calidad para
temperaturas bajas.

0,08 |

006 | o-ooro

m, 0,04 teorla para N infinita
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0,00

L " '} A L " i " L | " L

030 035 040 045 050 055 0,60
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Figura 26(b). Punto fijo sin balance detallado. (mny) (?) se encuentra trasladado respecto
de la prediccién de la teorfa de campo promedio (N = o0o). Las simulaciones con /N = 500,
p=2¢=1, Ko = 1.341641 y 200 realizaciones indican que la prediccién de nuestra
ecuacién (261) es mds precisa. N6tese que la correccién es de mejor calidad para
temperaturas bajas.
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Figura 27(a). Punto fijo sin balance detallado. (m;) (_(?) se encuentra trasladado respecto
de la prediccién de la teoria de campo promedio (/N = oo). Las simulaciones con
N =1000,p = 2,e =1, Ko = 1.011929 y 200 realizaciones indican que la prediccién de
nuestra ecuacién (261) es més precisa. No6tese que la correccién es de mejor calidad para
temperaturas bajas.

teorfa para N infinita
------ teorfa para N finita
o simulacién
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0--0 A9 Re-P

°__,°._-B--—°--°'"O"o-'
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030 035 040 045 050 055 0.60
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Figura 27(b). Punto fijo sin balance detallado. (my) (?) se encuentra trasladado respecto
de la prediccién de la teorfa de campo promedio (/N = co). Las simulaciones con
N =1000, p = 2, = 1, Ky = 1.011929 y 200 realizaciones indican que la predicci6én de
nuestra ecuacién (261) es mds precisa. N6tese que la correccién es de mejor calidad para
temperaturas bajas.
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0.98 |-
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Figura 28(a). Punto fijo sin balance detallado. {(m;) (?) se encuentra trasladado respecto
de la prediccién de la teorfa de campo promedio (N = oo). Las simulaciones con N = 5
000,p =2,e =1, Ko = 1.583919 y 200 realizaciones indican que la prediccién de nuestra
ecuacion (261) es mds precisa. Noétese que la correccion es de mejor calidad para
temperaturas bajas.

0,04 |

it iy g R ST TR
- 0,00

2
teorfa paraN infinita
------ teor(a para N finita
0,04 | o simulaciones
1 " 1 i i 13 M 1
0,3 0,4 0,5 0,6
temperatura

Figura 28(b). Punto fijo sin balance detallado. {m;) (?) se encuentra trasladado respecto
de la predicci6n de la teorfa de campo promedio (/N = oo). Las simulaciones con N = 5
000,p = 2,e =1, Ko = 1.583919 y 200 realizaciones indican que la prediccién de nuestra
ecuacién (261) es mds precisa. Notese que la correccidn es de mejor calidad para
temperaturas bajas.
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Figura 29(a). Punto fijo sin balance detallado. Desviacion estdndar del primer traslape. Las
simulaciones con N = 5000, p =2, = 1, Ko = 1.683919 y 200 realizaciones. Anilisis
estadistico con confiabilidad de 95%.

0,016 -
02 o, tedrica
w |, min. sim.
0,008 - * O, max. sim.,
: +
0,000 4

0,3 0,4 0.5

Figura 29(b). Punto fijo sin balance detallado. Desviaci6n estdndar del primer traslape. Las
simulaciones con N = 5000, p = 2,& = 1, Ko = 1.583919 y 200 realizaciones. Andlisis
estadfstico con confiabilidad de 95%.
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VIL.3 Discusion

En este capitulo analizamos un sistema con punto fijo sin balance detallado. Hemos calculado
la predicci6n terica para el traslape promedio, (m,)e, (@), y para la desviacién estndar,
(Eﬁ)%, como resultado del cardcter finito de la red. Ademds presentamos la comparacién
de la prediccién tedrica con las simulaciones en computadora. Los resultados demuestran
que, en el caso del traslape promedio, (m,,) (?), el acuerdo entre la prediccién teérica y la
simulacién es excelente en el intervalo de temperaturas 0 < T' < 0.6, siempre que se trate de
redes con NV > 102 neuronas. La calidad de la predicci6n te6rica no es tan buena para el caso

de las desviaciones estdndar, pues en este caso fué necesario avanzar hasta redes con N = 104

neuronas para encontrar buenos resultados en el intervalo 0 < 7" < 0.5.
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VIII. Estados fuera de equilibrio II. Tiempo
de escape controlado por el tamano del sistema.

VIII.1 Introduccion

El objetivo de este capitulo es presentar una aplicacién de nuestra teorfa cuya importancia
radica en que los efectos de tamaifio finito de la red modifican cualitativamente su conducta
macroscépica como resultado de las fluctuaciones aleatorias. Para ilustrar este fenémeno
regresamos al sistema de redes operando a temperatura cero con una matriz de interaccién

dada como sigue:

1 -1
d={% 7} 262)

Este efecto ya fué esbozado en el tercer capitulo de este trabajo, pero el estado de la
teorfa hasta ese punto ain no nos permitfa un estudio cuantitativo del mismo. En este caso,
las ecuaciones de campo promedio predicen un valor en equilibrio Ff;ﬂ para el vector de
traslapes y existe una cuenca muy definida para el atractor correspondiente. Esta conducta
cambia totalmente para las redes finitas. Con base en nuestra teorfa demostraremos que el
estado macroscépico de la red, m (t), puede escapar de dicha cuenca con probabilidad igual
a uno, bajo circunstancias que habremos de determinar. Encontraremos que el tiempo en el

cual el estado ™ (t) puede escapar hacia otra cuenca estd dictado por el tamafio N de la red.

Este capftulo estd ordenado como sigue: primero obtenemos las ecuaciones generales

para redes no simétricas con dos patrones almacenados. Después analizamos el fenémeno de
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tiempo de escape para el sistema arriba mencionado y finalmente presentamos una compara-

cién con las simulaciones.

VIIL.2 Redes no simétricas con dos patrones almacenados

En esta seccién calculamos las matrices de conveccién y de difusién, asi como el vector de

correccién finita congelada, para redes con dos patrones almacenados mediante una matriz

de la forma:

_( An An
A= ( Ay Ay ) (263)

VIIL2.1 Cilculo de la correccion finita congelada para redes con dos
patrones almacenados

Encontramos las ecuaciones para las fluctuaciones promedio, ( g') (¢), especificando la ma-

triz A como sigue:

([ An Agp
A= ( e ) (264)

con el campo local h; (@ (t)) dado por la siguiente forma bilineal: h; (o (t)) = e Ami+
6;. Aunque en lo sucesivo haremos 6; = 0 para simplificar la escritura.

Nuestro primer propdsito es calcular la suma finita siguiente:

N
"fi’_ > &utanh B {& [Am] () + Amy ()] + €2 [Anm] (t) + Asamy (8)]},  (265)

f=1

tal que para 1 = 1 resulta
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N
% > & tanh §{&] [Aum] () + Aigm; (8)] + € [Anmi (¢) + Aoy ()] }
=]
= Z tanh B {[Aumj (t) + Awmj (£)] + &€ [Anm; (t) + Azm; (1))}
1 N
== > " bg1 g tanh B [Apm] (t) + A (t) + Aumj (t) + Apm; (1))
i=1

N
1
+W Z 6&)_& tanh ﬁ [Anm; (t) + A12m§ (t) i Azlm; (t) = Aggm; (t)]

i=1
= tanh 8S5, (¢ Z 8162 + tanh BS_ (¢ Z Ber 2
donde
S, (t) = (A + An) m () + (Arz + Agq) my (t) (266)
y
S_ () = (Ann — Az) mq (£) + (A1z — Ag) m; (2) . (267)

Enseguida aprovechamos que

7 it b = I Y (1+88) , #Tii0g-0=3% 20, (1-E€) . (268)

de modo que obtenemos

N
D€l bamh 8 (€] [Aurm (8) + Auams (6] + € (vt () + Ao (8]}
=1
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i 1 o
= tanh 85 (t) = > (1 +&/€}) + tanh BS_ (1) z= > (1 - &€}
an L 2N‘Z=l:( ) 2N = ( )

N N
_ 1 1 13l , 1 " 142
= 5 tanh 5, (t) {1 g ;g,.g,. } + 5 tanh 5. (t) {1 - ,-;5"& . (269)
Enseguida podemos calcular la expresion para el término de correccién congelada. La

expresion para el autopromedio es, cuando p = 1:
(& tanh B {& [Aum] (1) + Aigm; (2)] + & [Anmy (8) + Azam; (2)]})€

= (tanh B {[A1im] (t) + Aram; (8)] + §1&2 [Aam; (8) + Azemg (2)]})€

= % {tanh 3S, (t) + tanh BS_ (£)} (270)

de modo que restando (270) menos (269), multiplicando por v/N y tomando el limite N — oo,

resulta
Ky
Kill) = -5 [tanh S, (t) — tanh BS_ (t)], (271)
donde
] X
R 142
o= i w2 94 o

Andlogamente se calcula el segundo término y se encuentra;

Ky () = —% [tanh 8BS, () + tanh BS_ (£)], 273)

de modo que el término de correccidn congelada toma la forma siguiente:
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o Ko( tanh BS, (t) — tanh BS_ (t) ) (274)

= 779 \ [tanhBS, (t) + tanh BS_ (t)]

VIIL.2.2 Calculo de la matriz de conveccién para redes con dos patrones
almacenados

La expresi6n para la matriz de conveccién, Ly, es més f4cil de calcular porque en ella sola-

mente aparece el autopromedio, se necesita conocer:

(6t [1 = tomb? B € - AT )e = a — (6 tanh® B € - AT,

Para el modelo bajo consideracién se distinguen dos casos, uno es p = v:
(tanh® B {& [Anm] (8) + Argms ()] + & [Azm] (1) + Aoy (£)]})e

= (tanh? B {[Aum] (t) + A1amj (t)] + €162 [Anm] (t) + Anms; (2)]})e

. .% [tanh? B, (t) + tanh? BS_ (t)] 275)

y el otro caso es p # v:
(€162 tanh® B {& [Anm] (t) + Ams (8)] + & [Aorm] (2) + Agams (2)]})e

= (€163 tanh® B {[Anym] () + A1gms (£)] + €162 [Asrmy (£) + Aggmil (8)]})e

_ % [tanh? 85, (£) — tanh? FS_ (t)] (276)

De tal modo que si escribimos la matriz {L,, } como

L(t)=1-8P(t)A, (277)
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con I la matriz identidad y

P(t) = {% — (€6, tanh? B € - Aa’;)f}, 278)

resulta:
Py (t)=Pult)=1- % [tanh? BS.. () + tanh® BS_ (t)] (279)
Pu () = Py (t) = —% [tanh? 85, (t) — tanh? AS_ (£)] . (280)

En forma explicita, los elementos de matriz tienen la siguiente forma:

Ln (t) =1- ﬂ {A}] — % [Au + A21] tanh2 ﬂS+ (t) = % [A]l =2 Az]] tanh2 ﬁS_ (t)} ’

(281)

L]g (t) "—‘ “—‘ﬁ {A12 == % [A12 + A22] tanh2 ﬁS+ (t) = % [A12 — Agg] tanh2 ﬁS_ (t)} 5
(282)

L21 (t) = —‘ﬁ {AZI =3 % [A]l -+ Az]] tanh2 ﬁS+ (t) + % [Al] = Agl] tanh2 ﬂS- (t)} )
(283)

ng (t) =1- ﬁ {Azg = % [Alg + Agz] tanh2 ﬁS+ (t) -+ —;" [A]g = Agg] tanh2 ﬁS- (t)} i

(284)
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VIIL2.3 Célculo de la matriz de difusion para redes con dos patrones
almacenados

Para obtener la matriz de difusi6n necesitamos conocer la distribucién de probabilidad £, con
la cual se genera el estado microscépico inicial o; (0) de la red. Para lograr que la red parta

0

del estado macroscépico m (0) = (m9,m9) podemos generar o; (0) conforme a la siguiente

relacion:

Py, =| m?| 6 [0 — &l sign (m])] + | m3 | 6 [o: — &7 sign (m3)]

+%(1—|m$|—|mg|)[6(ai—1)+6(cri+1)], (285)

donde | m? | + | md |< 1.

La expresién general para la difusién es

-t 13 1 & v 5 =y
Dy (t) = b — €™ A;gnmﬁ;a‘& 0: (0) tanh (B € ;- A7)
- /0 t e*~t(£,&, tanh (? - A}‘n’;) tanh (5 . Am® ))Eds (286)

y nuestro primer objetivo es calcular el segundo término. Para ese fin tomamos en cuenta que

lim — Zf“{f”a,, 0) tanh (ﬁ?, - A?ﬁ;) = /Pn (n) ndn,
donde 7; = €#€¥0; (0) tanh (ﬁ £y Am;) y P, (1) es la distribucién de probabilidad de esta
variable aleatoria. Tomando en cuenta que £ y o; (0) son variables aleatorias independientes
podemos calcular la integral [ F,, (0;) 0; (0) do; y dejar pendiente el promedio sobre £/, que

no es otra cosa que el autopromedio. Entonces se obtiene lo siguiente:

N —P
Jim — > étefo: (0 tonh (56 am;) =



(€uby [| mY | &1 sign (m3) — | my | & sign (my)])e.
Enseguida calculamos el autopromedio y resulta:
=N e —*' p —¥x -
{h}{g}n 5 Z«f /0 (0) tanh (8¢ ; - ATi; )
pp

= % “[I m3 | & sign (m) — | m} | €;sign (m3)] tanh [BS ()]

4267 | md | & sign (m3) + | m3 | & sign (m)] tanh [4S. (1)

con o = 1, 2. Para los elementos fuera de la diagonal encontramos

e {Ivlllnm—Z£“§VG,( ) tanh (ﬁ?,—-Aﬁ);)} =
n

=1

™" [| m] | & sign (m]) — | my | & sign (m3)] tanh [BS, (2)]

o=

- %e‘t [| m3 | & sign (m) + | mj | & sign (m3)] tanh [BS_ (2)],

con p # v.
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(287)

(288)

Nuestro siguiente objetivo es calcular el tercer término de (286), que contiene sélo un

autopromedio y no implica mayor dificultad, resulta lo que sigue:

fo tes-t@pg“ tanh (?-Am;) _— (g Am® ))5ds =

—;— {tanh [8S, (s)] tanh [3S, (t)] + tanh [8S_ (s)] tanh [8S_ (¢)]} ,

con i = 1, 2. Los elementos fuera de la diagonal son:

(289)
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£ t &%t (£,€,, tanh (? - Af—n’;) tanh (? : Aﬁ’;))gds -
% {tanh [3S, (s)]tanh [8S, (t)] — tanh [3S_ (s)] tanh [BS_ (t)]}. (290)

Colectando todos los términos se encuentra que las expresiones anteriores se pueden com-

pactar si definimos las siguientes funciones:

&, @)= %tanh [BS; (t)] [| my | sign (mQ) + | mJ | sign (m3) +/0 e’ tanh [BS (s)] ds} et

(291)
y
C_(t)= %tanh (BS- ()] [| m] | sign (m) — | mJ | sign (m3) +/D. e’ tanh [3S_ (s)] ds] et
(292)
Entonces se puede reescribir
Dy (8) = 6 [ = G4 (1) = O (D] + (1 - 6,) [-C () + C- (1)) (299)

VIIL.3 Tiempo de escape para ] = 0.

En el tercer capitulo de este trabajo estudiamos un caso particular de redes antisimétricas
con dos patrones almacenados y encontramos que los puntos atractores de la red a tempera-
tura cero presentan un corrimiento cuya magnitud es proporcional al producto interior de los

patrones almacenados. Hicimos ver que esto abrfa la posibilidad de que ocurriera una trasfe-
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rencia de una cuenca a otra, dando lugar a un cambio cualitativo en la conducta macroscépica
de la red. Sin embargo, el estado de nuestra teoria haste ese punto nos impedia calcular el
tiempo de escape. Ahora retomaremos el mismo modelo, que consiste en una red cuya inter-
accién J;; contiene una matriz antisimétrica dada como sigue: A = ( _11 } ) Cuando la
temperatura es distinta de cero, la conducta macroscépica de una red infinita con esta regla de
almacenamiento es tal que el vector de traslapes ?n-*;‘ describe ciclos en la forma que ya ha sido
descrita en otro apartado de este trabajo. En cambio, es fécil ver que cuando la temperatura
es cero el vector de traslapes queda atrapado en un estado atractor. Este dltimo fendmeno se
modifica cuando la red es finita. Haremos ver que, cuando se trata de redes finitas, la presen-
cia de las fluctuaciones puede producir transferencias entre cuencas contiguas en un tiempo
de escape cuya expresién analitica vamos a calcular, 1o cual constituye la modificacion cuali-

tativa que venimos mencionando de la conducta macroscépica de la red.

Las ecuaciones macroscépicas son:

L+ i = (€ sign (0E - A7), (294)
con condiciones iniciales 7§ = (m?,m3), con m¢ > 0y m9 > 0, de modo que Ia solucién
analftica es:

m: = mae " + ( . "Oe_t ) ; (295)
de donde resulta que lim_,.om = (1,0).
Cuando se trata de una red con un niimero finito de neuronas el acercamiento asintético

del vector m (t) al estado atractor va acompafiado de las fluctuaciones Tf (t), que pueden
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hacer saltar al vector de traslapes del primer cuadrante, donde m4 (t) > 0y m» (t) > 0, al
cuarto cuadrante, donde my (t) > 0y my (t) < 0. Una vez que esto sucede, m (t) puede

escapar del estado atractor. Para analisar las condiciones bajo las cuales puede ocurrir este

fenémeno procedemos como sigue:

e Partimos de la ecuacidn maestra que satisface p, (?’) y calculamos la probabilidad, IT} (M),
de que el traslape, m,, (‘o ), tome un valor inferior a una cota determinada M.

e Enseguida estudiamos las fluctuaciones del traslape my (1), para encontrar una ecuacién
para la probabilidad ¥ (M), en tornoa M = 0.

e Posteriormente introducimos un pardmetro -y cuyo papel serd el de determinar los valores
del tiempo ¢ para los cuales puede ocurrir una transicién de M extremadamente pequeiio,
pero positivo, a M < 0. La funcién de probabilidad 1'I§2) (M) se escribird entonces en
términos de una funcién P, (M) cuya ecuaci6n diferencial queda dada en términos de la
media de la fluctuacién g () y de su desviacién estdndar.

e Lo anterior nos lleva a calcular la media (g») (t) y la fluctuacién cuadrética media Cy, (t) =
(g2) (t), para determinar su conducta para tiempos suficientemente largos.

e Entonces se dispondrd de un conjunto de expresiones que nos permiten determinar para
cuales valores de +y puede ocurrir que el traslape m (t) escape de la vecindad del estado
atractor, y como una consecuencia, cual es el tiempo minimo de salida.

VIIL3.1 Ecuacién general para IT,' (M)

Sea M > 0 talque m, (_t?) < M yseallj (M) la probabilidad de que m,, (?) tome valores

menores que M. Esta puede definirse como sigue:

(M) => p ()0 [M-m,(7)], (296)
7
tal que su ecuacién de evolucién puede obtenerse derivando e insertando la ecuacién maestra

en el lado derecho:
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tal que luego de un poco de 4lgebra se obtiene:

%Hif (M) = (6 [M —m, (7)] {M = %Zsr tanh Bh; (@) + O (N7") })t. (297)

VIIL3.2 El modelo con dos patrones almacenados a temperatura cero

Aplicando la ecuacién (297) a una red con [V neuronas y dos patrones almacenados mediante
1

1
-1 1
h(3) = (€6 ( 2 i) (2; g; )+o(1v~1),

que utilizada en (297) con mpu (?) = Ty (?) lleva a la expresidn que sigue:

una interaccién asimétrica que utiliza la matriz ( ) , la forma del campo es

d__(2 —
17 (M) = (8§ [M —mq ()] x

X {M - % é tanh B [6}¢2 (mq (@) +my (7)) + (ma (7)) —ma (0))] + © (N‘l)})t.

Luego de un trabajo algebraico razonable obtenemos:

%nﬁ” (M) = (8 [M —m, ()] {M ~ % (1 + \/—INKO) tanh 8 [2M] |
+%- (1 — —lﬁf(g) tanh g [2m1 (?)] +0 (N—l)})z.

Cuando la temperatura de lared es cero tenemos que tanh 8 [2m, (?)] = sign (m (?)) =
1, siempre que 7 (?) > 0. A suvez tanh 3 [2M] = sign (M). Por consiguiente resulta
d

I (M) = (6 [M —my (7)) x
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VIIL3.2.1 La conducta en la vecindad de M =0

Si M tiende a cero por la izquierda tenemos sign (M) = —1, de modo que de la ecuacién

anterior obtenemos la siguiente:

Jim %n@’ (M) = (6 [ma (@)])e [1+O (N 7Y)]. (299)

Si M tiende a cero por la derecha tenemos que sign (M) = 1, de modo que de (298) resulta

la ecuaci6n que sigue:

i, S (1) = (5 [ma (7)) [V—_Kf,w(w )]. (300)

En cambio, si M = 0 se obtiene:

%H?) (0) = (6 [ma (@)])e B = ;\/I—Ko +O (N~ )} : (301)

Para determinar completamente nuestras ecuaciones para H§ ) (M) necesitamos evaluar

la expresién (8 [m, ('0”)] )¢ que aparece en (299-301):

Aprovechando la propiedad & (az) = 16 (z), escribimos:

wwwﬂm:whWH;%mﬂ»=

wrwmgyﬁw} — VIS [V () + 0 O]

de modo que el promedio sobre los estados microscépicos puede ser reemplazado por el

promedio sobre las fluctuaciones de g2, resulta:

VN{5 [\/ﬁm; (t)+ ¢ (t)] )= \/N/dfbs(t);\m—

70

R [V () + (1)
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tal que ¢, sigue una distribucién gaussiana de media @3 (t) y desviaci6n estdndar s (¢). Reali-

zando la integral se obtiene:

Ny 1 WULLCE O
(6 [mz(o)])z—x/ﬁ——s(t) Word © (302)

Las fluctuaciones escaladas g, y la desviaci6n estdndar s (t) son de orden N°, de donde
resulta que si N — oo tendremos (6 [mg (—(?)])t = 0, lo cual da por consecuencia que
%ng) (M) se anule. ;C6émo puede ser diferente de cero esta expresién? Para responder
esta pregunta debemos tener en cuenta que la conducta macroscépica de la red se acerca al
estado atractor (1, 0) de acuerdo a la siguiente dependencia funcional: e~*. Esto indica que
existen valores de t para los cuales mj () es del orden de sus fluctuaciones no escaladas
By (t) = 7117‘]2 (t), tal que en ese régimen puede existir una constante  # 0 que cumpla con

la siguiente relacién:

1
e = ——= (303)

E

lo cual nos permite proponer

1 S+a3()

((5 [m2 (?)])t = \/ﬁs(t)—\/%e 285(t) | (304)

Si ademds diferenciamos en (303) resulta dy = %dt = ~ydt, de tal forma que utilizando

este cambio de variable y (304) en (299), (300) y (301) resultan las siguientes expresiones:

0 2
T
d Ko el 1
el = N ([ o [ O . S 2a2(2) i
dy * ( ) YV 2mrs (t)e * (N) , e
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23-+ﬁ(e)|2
vIN i 1
—fo = o (-) , (306)

qf()_2f)f 27rs(t) N
d VN ghvmo] 1
— T o 28%(¢) O—1.
wo = ! (N ) o

El vector de traslapes 7 (t) se acerca al estado atractor por arriba, de modo que el
tiempo de escape, si existe, deberé estar determinado por la funcién P, (0), que puede ser
determinada totalmente si calculamos los momentos de la fluctuacion escalada g, (t) en el
modelo bajo consideracién. En el limite 7' — 0 se obtiene la siguiente correccién finita
congelada: K (t) = (0, —Kp). La matriz de conveccién es L = ( {1) (1) ) La forma m4s

simple de la matriz de difusién, D, (t), se presenta cuando el estado microsc6pico inicial,

o; (0), es generado conforme a la siguiente distribucién de probabilidad:

1 1
ooy =T, {-2; (1+m]) 6.0 + 5 (1-m)) 5%_53} ; (308)

SiT — 0 resulta

0 e
Dy (8) = 8, (1 —mj]) 7%, (309)
Usando estas expresiones en las ecuaciones para los momentos estadisticos se puede

demostrar que

F)=Cu(t)— (@2 t)=0)e*+2(e*t-e*)(1-m)), (310)

—t

tal que para tiempos suficientemente grandes, tales que e~ ~ Wlﬁ resulta que (g2) (t) — Ko

y 8% (t) — 0, por lo tanto la distribucién gaussiana tiene la conducta asint6tica que sigue:
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0 2
AT 0
——1-—-e~ 262 (t) — 6 (ﬁ 5 K(]) . (311)
27s (t) i

Sustituyendo (311) en (305) y (307) se obtiene:

0 0
4P, (0*) = —Ka (%ur Kg) +O(3) , £P(07) :ﬂa(%wrm,) +O(4) .
(312)

Si Ko > 0 la expresién (312) produce un resultado negativo, lo cual indica que en este

caso no puede haber tiempo de escape. Por consiguiente, la dinica posibilidad es que se cumpla

que Ky < 0, en cuyo caso tenemos

2 1 mﬂ
P, (0") =| Ko | / dz=6 (——2— | Ko 1) : (313)
0 Z Z
Este resultado es de esperarse debido a que la prediccién teérica para (mg) (t) tiende a 7]17 Ko
para tiempos grandes, de lo cual tenemos que un término de correccién congelada positivo

aleja al patr6n de la linea de cruce, mientras que uno negativo lo recorre hacia ella para situarse

en el cuadrante en que my (t) es menor que cero.

VIIL.3.3 El tiempo de escape

Para calcular el tiempo de escape necesitamos evaluar la integral (313), con este propdsito

. . . . 0 0 0
hacemos el siguiente cambio de variable: u = =2, du = —Z2dz, de modo que dz = —2du,

con lo cual tenemos

|
P, (0%) =| Ko | fh dud (u= | Ko ).
ke

0

Esta integral se puede extender de —oo a co insertando la funcién de paso © ('u, = T—:Z)
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S ma
P, (0%) =| Ko | f BBl | B e [s-2),
-0 U ki
de donde resulta que
0

B, (0*) =0 ([ K, | —-’g—%) : (314)
Esta expresion demuestra que la probabilidad de alcanzar la frontera es uno si vy > 'I%EI" por
consiguiente, el tiempo de escape lo determinamos con base en la igualdad, tal que insertando

este valor de vy en (303) tenemos

e my
VN | Kol

de donde encontramos que el tiempo de escape deberd estar dado por la siguiente expresién:

m3 1
bone = 2log(N)+log(|K |) +o(m). (315)

Una vez que el vector de traslapes cruza del primero al cuarto cuadrante, la dindmica de
m; estd dada por las siguientes expresiones: m? (t) = m} (0)e "ty mj (t) = m3 (0) e~ —
(1 — e7*), de donde tenemos que el vector de traslapes avanza hacia el estado (0, —1), alejdn-
dose definitivamente del estado (1, 0).

El efecto de tamafio finito consiste en que al recuperar una imagen (digamos la nimero
1 de las dos almacenadas), la red se escapa para avanzar hacia la recuperacién de otro patrén,

que en este caso es el negativo fotografico de la imagen nimero 2.
VIII.4 Comparacion con las simulaciones

Para comparar la férmula (315) con las simulaciones en computadora se procedié a simular

redes con condici6n inicial m) = 0.5 y variando la constante congelada K, de modo que
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se obtuvieron diversos valores para la variable y = m/Kjy. Tomando como eje X el valor
log (;—"(g-) se graficaron en el eje Y tanto los resultados experimentales como la prediccién
teérica ya mencionada.

Consideramos que el tiempo de escape, t.4, quedaba dado por el momento en el que
la segunda componente del vector de traslapes m (t) = (my (t) ,m, (t)) empezaba a tomar
valores negativos. Los resultados para redes con N = 500, N = 1000y N = 104, se

presentan en las graficas que siguen:
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—o— teorla para N=500

o simulacién, N=500
= T teoria més rafz de N
teoria menos ralzde N
4 4
1
esc

34
2.
1 T 4 M y T v '

D -1 0 1 2

Log(m © 2.ﬂ( e)

Figura 30(a). Las lineas que unen los circulos corresponden a la prediccién tedrica de la
ecuacién (315). Las lineas punteadas indican el valor teérico £O (N ’%). Los resultados
experimentales se indican con rectdngulos.

6 - —o—teoria para N=1000
| o simulacién, N=1 000
ga teorfa més ralz de N
teorla menos ralz de N
4
t
es8c
34
2
L) b L] — T T
-2 -1 0 1 2

Log(m © 2”( 0)

Figura 30(b). Las lineas que unen los circulos corresponden a la prediccién tedrica de la
ecuacion (315). Las lfneas punteadas indican el valor teérico £O (N *%). Los resultados
experimentales se indican con rectdngulos. ,
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6 - —o— teorfa para N=10 000
o simulacién, N=10 000
--e-oo- t@Orfa més ralz de N
Bd s teorfa menos ralz de N
t
esc
4 4
3
L L i 5 ” Ll v L]
-2 -1 0 1

Log(m OEIK 0)

Figura 31, Las lineas que unen los circulos corresponden a la prediccién tedrica de la
ecuacion (315). Las lineas punteadas indican el valor teérico +=O (N ‘%). Los resultados
experimentales se indican con rectdngulos.
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VIIL.5 Discusion

En este capftulo hemos analizado un sistema en el cual el estado macroscépico de la red,
m (t), puede escapar, con probabilidad igual a uno, de la cuenca de atraccién en que se en-
cuentra. Este fendmeno es consecuencia de la existencia de las fluctuaciones aleatorias, que
modifican radicalmente la conducta macroscépica de la red. Encontramos la expresi6n para
el tiempo de escape, t.s, y confrontamos nuestra prediccién tedrica con las simulaciones en

computadora. La calidad de los resultados es excelente.
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