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Resumen aprobado por:
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El presente trabajo de tesis aborda el problema de regulacién de posicién o fuerza
en sistemas mecanicos con restricciones en la posicién, asegurando un desempeno efi-
ciente ain cuando existan perturbaciones externas, variaciones paramétricas, friccién
o mediciones incompletas de los estados. Los sistemas considerados se describen por
un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan la dindmica suave,
una condicién algebraica dependiente de la posiciéon, méas perturbaciones externas y
friccién. Dadas estas consideraciones, para resolver el problema se disenan contro-
ladores que sean capaces de alcanzar el objetivo de regulaciéon de posicion o fuerza a
pesar de perturbaciones externas, variaciéon de parametros, friccién y medicién incom-
pleta de los estados, viéndose los efectos de estos elementos absorbidos o minimizados
por el controlador. El objetivo general es el diseno de controladores robustos para
estos mecanismos. Se resuelve el problema mediante la aplicaciéon de tres técnicas es-
pecificas: la primera consiste en la solucion del problema de control H., extendido a
sistemas lineales y no lineales invariantes en el tiempo con restricciones en la posicion.
La segunda es la teoria de control por modos deslizantes para resolver el problema
de regulacion en mecanismos con restricciones en la posicién. Como tercera opcion se
disenia un controlador combinando las dos metodologias mencionadas anteriormente.
Se complementard el trabajo con simulaciones numéricas y experimentos con circuitos
electronicos y sistemas mecanicos.
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This thesis deals with the position/force regulation problem for mechanical systems
under constraints in the position assuming external disturbances, parameter variations,
friction, and incomplete and imperfect state measurements. These class of systems are
described by a set of ordinary differential equations (ODE) that represents a smooth
dynamics, an algebraic condition depending on position, as well as other terms as
external disturbances and friction. Given these considerations, to solve the problem
some controllers capable of dealing with the regulation objective are designed, in spite
of external disturbances, parameter variations, friction, and incomplete state measu-
rements, all these mentioned factors are absorbed or minimized by the control. The
general objective in this thesis is to design robust controllers for these mechanisms. The
problem is solved trough the application of three techniques. The first technique, uses
the H,, control methodology extended to invariant-time linear systems and invariant-
time non linear systems, both of them with position constraints. The second one is
the sliding mode control theory, used to solve the regulation problem in mechanical
systems with constraints in the position. As a third option it is proposed a controller
which combines the two techniques mentioned above. Performance issues of the above
mentioned controllers are presented with numerical simulations, and experiments trough
electronic circuits and mechanical platforms.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1 Formulacién del problema

Muchas aplicaciones en la industria involucran sistemas mecanicos que interactian con
el ambiente. Ejemplos de ellos se pueden encontrar en aplicaciones de manufactura
automatizada, materiales manejados por robots y aplicaciones espaciales. En estas
aplicaciones, un factor importante es poder lograr modelar completamente el sistema y
las restricciones.

En la mayoria de los sistemas mecanicos con restricciones, la naturaleza de la res-
triccién es descrita por un comportamiento unilateral. La restriccion, casi siempre,
divide el espacio de trabajo del sistema mecanico en dos regiones, una regién donde
la restriccion es estrictamente satisfecha y el sistema mecéanico evoluciona libremente
y otra region definida por la violacién de la restriccién. El tipo de restricciones con-
sideradas en este trabajo son de posicion, donde los sistemas tienen impactos, es decir
que un dispositivo mecanico colisiona con otro dispositivo. Algunas aplicaciones de sis-
temas mecanicos con restricciones son operaciones de desbarbado, molienda, perfilado,
esmerilado.

El problema que se aborda en la tesis es regulacion de fuerza y posicién en sistemas
mecanicos con restricciones y friccién seca, donde la friccion se modela como friccién
viscosa mas friccion de Coulomb o friccion de Dahl, a su vez se supone que los sistemas

estan sujetos a perturbaciones externas. Existe la posibilidad de que se presenten im-



pactos debido a la restriccién en el espacio de trabajo (unilateral o bilateral), esto ocurre
debido a la interacciéon del sistemas mecanico con el ambiente. Esto significa que los sis-
temas mecanicos colisionan con una restriccion que se representa fisicamente como una
superficie u otro sistema mecéanico. Algunos trabajos anteriores de sistemas mecanicos
con restricciones se pueden encontrar en Mansard y Khatib (2008) donde proponen
un controlador continuo para sistemas con restricciones unilaterales con aplicacion a
tareas de control visual y Indri y Tornambé (2001) donde disefian un controlador para
regulacion de posicién para un sistema mecanico sujeto a impactos suaves.

En el presente trabajo de tesis los sistema mecanicos y restricciones se modelan
como un solo sistema. Este modelo nos permite desarrollar un solo controlador cuyo
proposito es alcanzar el contacto con la restriccion y mantener ese contacto y una vez
logrado esto, el control debera regular la posicion del efector final o fuerza ejercida en
el efector final contra una restriccién fisica.

Anteriormente se han realizado investigaciones en el area de control de robots con
restricciones en la posicién. Muchos de estos trabajos son basados en la suposicion de
que el sistema mecéanico ya se encuentra en contacto con la restriccién. Sin embargo, en
muchas aplicaciones el sistema mecanico evoluciona en movimiento libre antes de estar
en movimiento restringido Mansard et al. (2009). La conmutacién de movimiento re-
stringido a movimiento libre no presenta dificultades, comparado con la conmutacion de
movimiento libre a movimiento restringido Tornambé (1996); Potini et al. (2006). Esto
se debe a que cuando se presentan impactos entre dos sistemas mecanicos se produce
un cambio repentino en el sentido de la velocidad de ambos sistemas. La transicién de
movimiento libre a movimiento restringido puede generar cambios repentinos en forma
de fuerzas impulsivas que afectan a los sistemas mecanicos, para mas detalles consultar

Brogliato (1999) y sus referencias. Dupree et al. (2006) presentan un problema de un



robot de dos grados de libertad (2-g.d.l.) que colisiona con un sistema masa-resorte,
pero no considera friccién ni perturbaciones, facilitindose de esta manera que se logre
demostrar estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Perez et al. (2010) utilizan funciones de transferencia discretas para el problema de
regulacién de posicion. Ademas, el control utiliza una técnica de modos deslizantes
predictivos y se disena para restringir la senal de control y ser robusto con respecto a
perturbaciones en la salida y errores del modelo. Por lo tanto ese trabajo aborda el
control de sistemas modelados en tiempo discreto.

Nowacka-Leverton y Bartoszewicz (2008) consideran un sistema variante en el tiempo
de segundo orden donde se disena un controlador por modos deslizantes para hacer
frente a restricciones de la senal de entrada y de velocidad, ademas de perturbaciones
externas e incertidumbre paramétrica.

Por otra parte en Haghshenas-Jaryani y Vossoughi (2009) proponen un controlador
continuo por modos deslizantes para un sistema mecéanico con restricciones holonémicas,
donde se considera friccién de Coulomb. Rubagotti y Ferrara (2010) consideran restric-
ciones en el control y en los estados, a su vez se propone un controlador por modos
deslizantes de segundo orden para sistemas no lineales. El controlador es robusto con
respecto a perturbaciones externas.

Pekarek y Murphey (2011) disenian un control éptimo para hacer frente a impactos
elasticos en sistemas lagrangianos con restricciones unilaterales. De igual manera Or
y Ames (2011) desarrollan un control 6ptimo para sistemas hibridos lagrangianos con
restricciones unilaterales.

Morarescu y Brogliato (2010) desarrollan un controlador conmutado para una clase
de sistemas lagrangianos no suaves completamente actuados sujeto a restricciones uni-

laterales, donde no se considera friccién. A su vez desarrollan un controlador especifico



para cada etapa de movimiento correspondiente. Rengifo et al. (2009) proponen un
controlador PD para controlar un sistema mecanico con restricciones unilaterales con
friccién de Coulomb.

Finalmente, Bourgeot y Delaleau (2007) propone un estimador para detectar im-
pactos durante la evolucién de las trayectorias en sistemas lineales sujetos a restricciones
unilaterales, donde solamente se tienen mediciones de la posicién, las cuales pueden es-

tar corrompidas por ruido.

1.1.1 Sistemas mecanicos con restricciones en la posicion

Debido a que existe un gran interés en el problema de control de sistemas mecénicos, el
caso de control de posicién/fuerza ha recibido atencién de la comunidad cientifica. En
el problema de control de sistemas mecanicos se supone que el sistema evoluciona sobre
un espacio con obstaculos y se describe por un conjunto de ecuaciones diferenciales

ordinarias dadas por

M(q)j+ C(q,4)q + g(q) + F(4) =7+ f(q) + w(?) (1)

donde ¢ € R" es el vector de coordenadas generalizadas, M(q) € R™" es la matriz de
inercia la cual es positiva-definida, C'(g, ¢)¢ contiene los términos de Coriolis y fuerzas
centrifugas, g(¢q) € R" es el vector de pares gravitacionales generalizados, F/(¢) € R" es
el vector de fuerzas de friccién que actian independientes en cada eslabon, 7 € R™ es el
vector de entradas de control y w(t) € IR? es el vector de perturbaciones desconocidas.
A su vez definimos el término f(q) € R™ que representa el conjunto de fuerzas de
restriccion ya sean unilaterales o bilaterales, es decir, el subespacio ® C R"™ donde
el sistema evoluciona cuando se encuentra restringido; cabe mencionar que se utilizan

restricciones del tipo flexibles a lo largo de éste trabajo de tesis. Consideramos una



restriccion unilateral flexible como en la Definicién 1 y una restricciéon bilateral flexible

como en la Definicién 2 definidas a continuacion

Definicién 1. Sea un sistema lagrangiano descrito por un conjunto de coordenadas
generalizadas ¢ € R"™ y fi(q), i = 1,...,m, un conjunto de funciones no lineales de
codimension 1 en la configuracion de espacio del sistema. La desigualdad f(q) > 0
define un subespacio del espacio de configuracion, llamado ® = {q : f(q) > 0} =

Nie1{q : fi(q) > 0}, donde el sistema se encuentra restringido en su evolucion.

Definicién 2. Sea un sistema lagrangiano descrito por un conjunto de coordenadas
generalizadas ¢ € R" y fi(Aq), i = 1,...,m, un conjunto de funciones no lineales de
codimension 1 en la configuracion de espacio del sistema. Cuando 0 > f(Aq) > ¢ donde
c € R define un subespacio del espacio de configuracion, llamado ® = {q: 0> Aq >

ct =NZ{q: 0> Aqg > c}, donde el sistema se encuentra restringido en su evolucion.

Las Definiciones 1 y 2 se obtuvieron a partir de la definicion de restriccién uni-
lateral rigida encontrada en Brogliato (1999), pagina 19. Se supone que el sistema
evoluciona alrededor de un subconjunto limitado, donde las fuerzas de interaccion entre
la extremidad del manipulador y el obstaculo se deben considerar en el analisis, véase
Brogliato et al. (2006). Cabe recalcar que se utilizan restricciones flexibles, es decir que
no hay cambios instantaneos en la velocidad del efector final al hacer contacto con la
restriccién. Algunos trabajos previos sobre restricciones flexibles se pueden encontrar
en Goldsmith (1996); Brogliato y Orhant (1998); Dupree et al. (2006). Para la clase de
sistemas como en (1), que son linealizables completamente, se han propuesto algunos
tipos de controladores anteriormente (véase e.g., Mansard y Khatib (2008); Indri y
Tornambé (2001) y las citas dentro de ellas).

En la Figura 1 se muestra una representacion esquematica de un sistema en movimiento



libre y otro restringido.

(a) ()

Figura 1. Esquematico de robot manipulador de dos grados de libertad (a) sin restricciones
y (b) con restricciones.

1.1.2 Estrategias de control

Se aborda el problema de control de sistemas mecanicos con restricciones en la posicién
a través de la aplicacién de técnicas de control por modos deslizantes: Utkin (1992);
Emelyanov et al. (1986), control Hn.: Doyle et al. (1989); Van der Schaft (1992); Isidori
y Astolfi (1992); Aguilar et al. (2003) y de control modos deslizantes-H..: Xiaoqiu y
DeCarlo (2001); Lian y Zhao (2010); Ghafari-Kashani et al. (2010); Castanos y Fridman

(2011).

1.1.3 Problema de control por modos deslizantes

El control por modos deslizantes es reconocido por ser una herramienta eficiente para
disenar controladores robustos para plantas dinamicas no lineales de alto orden las

cuales operan bajo condiciones de incertidumbre. La investigacion en esta area fue ini-



ciada en la antigua Unién Soviética hace alrededor de 60 anos y ha recibido mucha mas
atencion de la comunidad de control internacional dentro de las dos ultimas décadas
véase Bartolini et al. (2008); Fridman et al. (2011). La mayor ventaja de los modos
deslizantes es la baja sensibilidad respecto a variaciones de los parametros de la planta
y perturbaciones, las cuales eliminan la necesidad de un modelo exacto. El control
por modos deslizantes supone que las acciones de control son funciones de estados dis-
continuos los cuales pueden ser facilmente implementados por convertidores de energia
convencionales con ‘encendido-apagado’ como el tinico modo de operacién. Por ello
la investigacion ha ido creciendo ya que ha demostrado ser aplicable para un amplio
rango de problemas como en robética, accionadores eléctricos y generadores, control de
procesos, vehiculos y control de movimiento, entre otros. Detalles sobre la solucién de
ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo se puede encontrar en Filippov
(1988).

Muchos sistemas fisicos naturalmente requieren el uso de términos discontinuos en
sus modelos dinamicos. Este es, por ejemplo, el caso de sistemas mecanicos con friccion
véase Orlov et al. (2003); Orlov (2009). Este hecho fue reconocido y aprovechado ven-
tajosamente desde el comienzo mismo del siglo XX para la regulacién de una gran
variedad de sistemas dindamicos. La clave de este nuevo enfoque era la teoria de ecua-
ciones diferenciales con lado derecho discontinuo utilizada por primera vez por grupos
académicos de la antigua Union Soviética.

Sobre esta base, las estrategias de control discontinuo aparecieron a mediados del
siglo XX bajo el nombre de teoria de sistemas de estructura variable. Dentro de este
punto de vista, las entradas de control toman valores de un conjunto discreto, como
los limites extremos de un relevador. Basados en estos principios, una de las técnicas

mas populares fue creada y desarrollada desde los 1950’s y popularizado por el articulo



seminal de Utkin (1977). La caracteristica esencial de esta técnica es la eleccién de una
superficie deslizante en funcion del espacio de estados acorde con las especificaciones
de la dindmica deseada del sistema en lazo cerrado. La légica de conmutacion, y asi la
ley de control, son diseniadas tal que las trayectorias de estados alcancen la superficie y
permanezcan en ella. Las principales ventajas de este método son:

Es robusto contra una amplia clase de perturbaciones o incertidumbres del modelo.

La posibilidad de estabilizacién de algunos sistemas no lineales los cuales no son
estabilizables por leyes continuas de retroalimentacion de estados.

Los modos deslizantes de alto orden han demostrado tener una alta exactitud y
robustez con respecto a perturbaciones internas y externas, también se revela su prin-
cipal inconveniente: el llamado efecto “chattering”, es decir, peligrosas vibraciones de
alta frecuencia del sistema controlado, véase Stassinopoulos y Vinter (1977); Noh y
Smith (1980). Este fenémeno se refiere a la aparicién de oscilaciones, de amplitud y
frecuencia finita, en el estado de la planta debido a la excitaciéon por parte del control
discontinuo de dindmicas no modeladas en sensores y actuadores. Como dindmicas no
modeladas se tienen, por ejemplo, zonas muertas, saturaciones, histéresis y el ancho de
banda limitado de los actuadores.

Es importante recalcar que el término “chattering” no se refiere a la conmutacion
del controlador, que idealmente debe ser de frecuencia infinita, sino a las oscilaciones
en el estado del sistema.

Para evitar “chattering”, se propusieron algunas soluciones en Slotine (1984); Levan-
tovsky (1985); mds recientemente algunos trabajos de supresion de “chattering” se
pueden encontrar en Bartolini (1989); Bartolini et al. (2000). La idea principal era
cambiar las dindamicas en una pequena vecindad de la superficie discontinua con el fin

de evitar discontinuidad real y al mismo tiempo conservar las propiedades principales



del sistema entero. Sin embargo, la gran exactitud y robustez de los modos deslizantes
se perdi6 de manera parcial. Recientemente se desarrollaron los modos deslizantes de
orden superior (por sus siglas en ingles HOSM, High Order Sliding Modes) los cuales
remueven totalmente el efecto de “chattering” y proporcionan una alta exactitud en
alcanzar el objetivo de control. Este tipo de controladores fueron descritos en la liter-
atura Bartolini et al. (1997, 1998); Emelyanov et al. (1986); Levantovsky (1985); Levant
(1993, 1998).

Algunas aplicaciones mas recientes de modos deslizantes de orden superior se pueden
encontrar en Orlov et al. (2008) donde se presentan resultados referentes a la estabi-
lizacién orbital de sistemas subactuados: sintesis del algoritmo, verificacién experimen-
tal y la aplicacién de control para balanceo. Asi mismo en Loukianov et al. (2008) se
presenta un bloque de control por modos deslizantes de alto orden para sistemas no
lineales sin modelado de actuadores, aplicado a sistemas de energia eléctrica y servo-
motores electrohidrdulicos. En Kaveh y Shtessel (2008) otra aplicacién es la regulacién
de glucosa en la sangre a traves de control de doble lazo por modos deslizantes de alto
orden y tasa de muestreo multiple. En Pisano y Usai (2008) se presenta la regulacién
de fuerza de contacto en pantégrafos actuados por cables. En Patel et al. (2006) pode-
mos encontrar un esquema de modos deslizantes para frenado 6ptimo y estimacién del
camino con un neuméatico con friccién. En Sabanovic et al. (2006) se encuentra la apli-
cacién de control por modos deslizantes para nano-posicionadores. En Bartolini et al.
(2006) la aproximacion por modos deslizantes de alto orden para el control y estimacién
de unidades de arranque eléctricas. En Zinober et al. (2006) se encuentra el control
de seguimiento por retroalimentacién de salida de fase no minima para convertidores
de energia de corriente directa a corriente directa (CD a CD). En Punta (2006) encon-

tramos la aplicacion de control multivariable por modos deslizantes de segundo orden
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para sistemas mecanicos. Defoort et al. (2006) también aplican control por modos
deslizantes de alto orden para un motor a pasos.

Se utiliza la metodologia de control por modos deslizantes para resolver el problema
de regulacién de fuerza o posicion cuando se tiene contacto con la restriccién . La
principal caracteristica de esta clase de controladores es que nos permite que el modo
deslizante ocurra sobre una superficie de conmutacion predeterminada, de tal forma
que el sistema es gobernado por una sola ecuacion deslizante y permanece insensible a
cierta clase de perturbaciones y variaciones paramétricas, consultar Utkin (1978, 1992).
Este tipo de controladores ha sido utilizado exitosamente en control de movimiento de
robots manipuladores, véase Sabanovic et al. (2008) y sus referencias. Por otra parte
un trabajo de control por modos deslizantes aplicado a robots con restricciones fue
presentado en Lian y Lin (1998). En nuestro caso, se propone un algoritmo de control
por modos deslizantes utilizando una superficie deslizante dinamica, la cual es disenada
para regulacion de posicion. El controlador utiliza mediciones de los errores de posicion
y velocidades, cuyo proposito, en el caso de regulacion de fuerza es comprimir el resorte
sin exceder la fuerza deseada en él. Esto es debido a que un sobretiro en la fuerza
del resorte puede generar una pérdida de contacto entre los sistemas mecanicos. Un
detalle importante a considerar es que el controlador no necesita mediciones exactas
de las fricciones de Coulomb ni de la amplitud de las perturbaciones, solamente sus
cotas superiores. Para probar estabilidad del sistema mecanico controlado se utilizan
herramientas de funciones cuadraticas, algunas referencias pueden encontrarse en Paden
y Sastry (1987); Shevitz y Paden (1994); Kazerooni (1990); Branicky (1998). Estas
herramientas nos permiten que la fuerza en el resorte converja asintéticamente a la
referencia deseada una vez que se llega a la superficie deslizante, ademas de probar

convergencia en tiempo finito hacia la superficie deslizante.
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1.1.4 Problema de control por H.,

En 1981, Zames plantea el problema de control H., para el caso escalar basado en
la respuesta entrada-salida. La solucion del problema la obtienen Zames y Francis en
1984 y posteriormente los mismos autores extienden los resultados para el caso multiva-
riable. Es a partir de Doyle et al. (1989) cuando se impulsa la solucién algoritmica de
los problemas de control H, en el espacio de estados, obteniéndose un controlador de
la misma dimension que la planta ampliada o también denominada planta generalizada
(constituida por el modelo del proceso junto con las matrices de ponderacién que cons-
tituyen las especificaciones de diseno). Los algoritmos desarrollados en el espacio de
estados se caracterizan por basarse en la solucion de un par de ecuaciones algebraicas
de Riccati desacopladas, partiendo de las matrices de estado de la planta generalizada.
Otro enfoque de la teoria de control H., se relaciona con la teoria de juegos Basar
(1990); esto es, se debe pensar en el disenador por un lado y en el medio ambiente por
otro lado, y el objetivo del disenador es elegir un controlador que estabilice el sistema
y sea 6ptimo con respecto a un criterio dado mientras que el medio exterior tiene como
objetivo hacer fracasar la estrategia del disenador por medio de la eleccién de la peor
perturbacion posible que actiie sobre la planta a controlar. A partir de estas ideas Ravi
et al. (1991) extiende la teoria H, hacia sistemas lineales variantes en el tiempo basados
en la solucién de un par de ecuaciones diferenciales de Riccati. Van der Schaft (1992)
e Isidori y Astolfi (1992) presentan la solucién al problema de control H,, para el caso
global y local de sistemas no lineales invariantes en el tiempo con retroalimentacion
de estados y salida respectivamente. La solucién del problema consiste en resolver dos
ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Isaacs (caso global) o ecuaciones de Riccati (caso local).

Recientemente, Aguilar et al. (2003) extienden la solucién hacia sistemas no lineales
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variantes en el tiempo con retroalimentacion de salida. Finalmente, en Aguilar et al.
(2003) se resolvid el problema de control H,, para sistemas no suaves variantes en el

tiempo

Estas estrategias para encontrar controladores H,, se utilizan hasta la fecha, y ellas
tienen en comun que las dindmicas suaves no se encuentran restringidas. En el presente
trabajo se muestra que la teoria de control H., no lineal se puede extender a sistemas

lineales y no lineales invariantes en el tiempo con restricciones unilaterales y bilaterales.

El diseno de controladores H., que se presenta en esta tesis se basa en la teoria de
juegos de Basar (1990) y el anélisis de la ganancia £, de Isidori y Astolfi (1992) y Van der
Schaft (1992). En el andlisis se presentan las condiciones suficientes para la existencia
de una solucién global del problema en funcién de la soluciéon de dos desigualdades de
Hamilton-Jacobi e Isaacs. Asi mismo, se sigue la linea de razonamiento propuesta por
Orlov (2009) donde la correspondiente expresién de Hamilton-Jacobi-Isaacs requiere
que sea semidefinida negativa en lugar de definida negativa. Esto permite desarrollar
un procedimiento de diseno que no obliga al sistema de control a tener las condiciones
de estabilizidad y detectabilidad de Doyle et al. (1989). Aqui el problema es encontrar
la correspondiente solucion de las ecuaciones diferenciales de Riccati cuando el sistema

esta bajo restricciones.

1.1.5 Problema de control por modos deslizantes-H .,

Es una manera relativamente novedosa de abordar problemas de regulacién de posicion

en sistemas mecanicos. En este trabajo de tesis extendemos la aplicacién de este tipo
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de controladores para regulacion de fuerza en sistemas mecanicos con restricciones. Al-
gunas referencias recientes de este tipo de trabajos las podemos encontrar en Lian y
Zhao (2010); Ghafari-Kashani et al. (2010); Castanos y Fridman (2011). Bésicamente
es un controlador por modos deslizantes que involucra un diseno de control H,, en su
superficie deslizante. El motivo de este diseno es que el control por modos deslizantes
elimine ciertas incertidumbres paramétricas y perturbaciones acopladas al sistema, por
otra lado, la parte correspondiente a H,, atenuara incertidumbres y perturbaciones no
acopladas al sistema, logrando de esta manera que las trayectorias del sistema per-
manezcan acotadas alrededor del punto de referencia.

La metodologia para resolver el problema de regulaciéon en sistemas mecanicos con
restricciones unilaterales en la posicién fue abordada por Brogliato et al. (1997) anterior-
mente. En Xiaoqiu y DeCarlo (2001) se desarrolla un control por modos deslizantes-H.,
para una clase de sistemas con retardos en el tiempo.

Por otra parte en Loukianov et al. (2009) se disena un bloque de control por modos
deslizantes combinado con un bloque de H., para resolver localmente el problema de
seguimiento de trayectoria cadtica en un sistema electrohidraulico sujeto a entradas de
control acotadas.

En Tseng (2005) se construye un controlador tipo PID para robots con restricciones
donde se mezcla un control Hy/He, para atenuar la influencia de perturbaciones e
incertidumbre.

En Ghafari-Kashani et al. (2010) se disenia un controlador integral utilizando control
no lineal H,, y modos deslizantes para un motor sincrono de iman permanente. Otro
ejemplo de este tipo de controladores estd en Castanos y Fridman (2011) donde se
utiliza un controlador por modos deslizantes con un enfoque H., para control de salida.

A su vez Shen (2002) presenta un control que mezcla las metodologias de H., y modos
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deslizantes para controlar un sistema magnético de levitacion.

Por otro lado en Vidal-Idiarte et al. (2006) se utiliza una estrategia de H, y modos
deslizantes para control de corriente en un convertidor conmutado. Finalmente en
Castanos y Fridman (2006) se analiza y disena un control integral por modos deslizantes

combinado con H., para controlar sistemas con perturbaciones desacopladas.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo principal

El objetivo de esta tesis es resolver el problema de regulacién de posicién o fuerza en
sistemas mecanicos con restricciones en la posicién, considerando que en el modelo existe
incertidumbre paramétrica, friccion de Coulomb o dinamica y perturbaciones externas.
Debido a las ventajas anteriormente mencionadas, se decide resolver el problema a
través de las técnicas de control de: modos deslizantes integrales, H,, y una técnica
novedosa de modos deslizantes integrales que involucra en su diseno la metodologia de

Hoo; estas tres técnicas se utilizan para sistemas no lineales invariantes en el tiempo.

1.2.2 Objetivos especificos

Los objetivos particulares del problema de regulacién para sistemas mecanicos con
restricciones en la posicion

Diseno de control por modos deslizantes y su verificacién experimental para regu-
lacion de posicién y fuerza considerando friccién de Coulomb, perturbaciones externas
e incertidumbre paramétrica.

Control ‘H., para regulacion de posicion y fuerza considerando friccién dindamica de
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Dahl, perturbaciones externas y error en las mediciones de las posiciones.
Control por modos deslizantes-H ., para regulacién de posicién y fuerza considerando
friccién dinarica de Dahl, perturbaciones externas, incertidumbre paramétrica y error

en las mediciones de las posiciones.

1.3 Metodologia

Para resolver el problema de control se propone primeramente encontrar en forma
analitica el modelo dindmico que describe el comportamiento de los sistemas mecéanicos
con restricciones en la posicion a través de los métodos de Lagrange, véase Barrientos
et al. (1997) o aplicando sumatoria de fuerzas. Después se aplica la técnica de contro-
ladores por modos deslizantes, H,, y modos deslizantes-H ., para resolver el problema
de regulacién de posicién y/o fuerza asumiendo retroalimentacién de estados y retroali-
mentacién de salida, donde solamente las posiciones estan disponibles para medicion, a
su vez se consideran incertidumbres paramétrica, friccion seca y perturbaciones exter-
nas. Para demostrar estabilidad del sistema en lazo cerrado utilizando los controladores
por modos deslizantes y modos deslizantes-H ., se utilizan herramientas de Lyapunov,

consultar Shevitz y Paden (1994); Branicky (1998).

1.4 Organizacion del trabajo

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: el Capitulo I es una resena de las
metodologias de control H,, y modos deslizantes aplicadas a sistemas mecanicos con
restricciones en la posicién. En el Capitulo III se aplican algunos de los controladores

antes mencionados a sistemas mecanicos de 1 g.d.l. con restricciones en la posicién. En
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el Capitulo IV se aplican los tres tipos de controladores propuestos para mecanicos de
2 g.d.l. completamente actuados, utilizando retroalimentacién de estados y de salida.
En el Capitulo V se aplican las mismas técnicas de control en sistemas mecéanicos de
2 g.d.l. sub-actuados con restricciones en la posicion. En el Capitulo VI se controla el
robot Pegasus de 3 g.d.l. con un muro como restriccién en la posicion, utilizando las
técnicas de los capitulos anteriores: modos deslizantes, H,, y modos deslizantes-H ..

En el Capitulo VII se ofrecen conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 2

Introduccion a modos deslizantes

Segun lo presentado en Filippov (1988), algunos sistemas dindmicos contienen términos
discontinuos, sea por naturaleza propia o por diseno, que al conmutar a frecuencias
tedricamente infinitas confinan las trayectorias del estado a una superficie de desliza-
miento. A la dindmica del sistema dentro de esta superficie se le denomina modo
deslizante.

Considérense los sistemas descritos por la ecuacién diferencial

t = f(x,u,t), (2)

donde t € R™ representa el tiempo, x € IR™ es el estado, u € IR™ son las entradas y
f:R"x R"™ x R" — IR" denota el campo vectorial que describen las trayectorias del
sistema. Se definen k superficies de deslizamiento como el conjunto de puntos z € R"
que satisfacen
si(x) =0, i€{1,2,...,k}, (3)

donde s; : R™ — IR es suficientemente suave.

Para la existencia de modos deslizantes debe cumplirse que, dada cualquier condicién
inicial, el estado (2) converja a la interseccién de las superficies (3) en tiempo finito.

En el proceso de diseno, la condicion de alcanzabilidad se satisface asegurando que

se cumple la siguiente desigualdad, véase Utkin (1977)
58 < 0, (4)

lo cual deriva de las nociones de estabilidad en el sentido de Lyapunov.
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Una vez alcanzada la superficie de deslizamiento en un tiempo finito ¢,, el sistema

no la abandona, lo cual implica el cumplimiento de la igualdad

§=0, Vt>t,, (5)

ademas, el sistema experimenta una reducciéon de orden dada por n — k, lo cual se
denomina desacoplamiento.

De mayor relevancia en términos de control es la propiedad de invariancia, segin
la cual las trayectorias del sistema, una vez en (3), no dependen de la planta, incer-
tidumbres paramétricas o perturbaciones externas. Con esto, el problema de control
por modos deslizantes implica el diseno de una superficie en la cual el sistema tenga un
comportamiento deseado.

La Figura 2 muestra la trayectoria del plano de fase siendo estabilizada por un
controlador por modos deslizantes. Después de la etapa de alcance, los estados del
sistema se deslizan a través de la linea s = 0. Se selecciona la superficie particular
s = 0 debido a que reduce el orden de la dinamicas del sistema cuando se encuentran
restringidas a ésta. En este caso, la superficie s = cx + & corresponde al sistema de

segundo orden ¥ = —cz + u.

2.1 Método de control equivalente

Este procedimiento se emplea para encontrar las ecuaciones de movimiento del sistema
una vez que ha llegado a la superficie de deslizamiento, véase Utkin (1977). Se aplica

a sistemas lineales con respecto a la entrada,
i = f(z) + Bla)u, (6)

con B(z) € R™™ y z, f, u como ya se definieron en (2).
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Figura 2. Superficie deslizante s = kx + & en un sistema de segundo orden.

Dado que al llegar a la superficie el sistema no lo abandona, al considerar (5) y (6)

se tiene que

5 =Gf+ GBue =0, (7)
donde
0s
G = e (8)

y el control equivalente u., corresponde a la sustitucién de la entrada discontinua por

un control continuo que mantiene al sistema en la superficie s = 0 , es decir,
g =—(GB) " G, (9)

cuidando que la matriz GB sea no singular.
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Capitulo 3

Sintesis de control H., no lineal

3.1 Formulacion del problema

Considérese un sistema no lineal con la forma

3

b= 5 fiw) + gu(a)w + gale)u
i=1
2 =hi(z) + kia(z)u (10)
y = ho(x) + ko1 (z)w
donde z(t) € R" es el vector de estados, u(t) € R™ es la entrada de control, w(t) € R"
son las perturbaciones desconocidas, z(t) € R es la salida virtual y y(t) € IR? es la
variable disponible para medicién en el sistema.

Las siguientes suposiciones son tomadas de Doyle et al. (1989); Isidori y Astolfi

(1992); Aguilar et al. (2003).
(A1) fi(0)=0,i=1,...,3, hi(0) =0y hy(0) = 0.

(A2) Las funciones fi(z), f3(x), g1(x), g2(x), hi(x), ho(z), k12(x) y k21 () son al menos

dos veces continuamente diferenciables en z alrededor del origen x = 0.
(A3) La funcién fo(x) es localmente Lipschitz en = alrededor del origen = = 0.

(A4) El vector ¢ = 0 es un supergradiente préximo uniforme en tiempo de los compo-

nentes fo;(z), i =1,...,n de la funcién fo(z) en x = 0.
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(A5)

th(m)]ﬁz(iU) =0, k{2<x>k12(1’) =1,

k:zl(m)ng(:v) =0, le(if)k;(ﬂf) = I

Estas suposiciones son hechas por razones técnicas. La suposiciéon (Al) asegura que
el origen sea un punto de equilibrio del sistema dindmico (10) considerando que no
existe una entrada aplicada (u = 0) y perturbaciones (w = 0). Las suposiciones (A2)
y (A3), garantizan que el sistema estd planteado en forma adecuada. La suposicién
(A3) admite no linealidades no suaves. En el subsecuente analisis local de la planta, las
no linealidades no suaves seran incluidas en el término fo(z), los términos suaves seran
incluidos en fi(x), mientras que los términos restrictivos seran incluidos en f3(z) el cual
se supone suave. Aunque fi(z) y f3(z) pueden ser contenidos en una sola expresion, se
mantendran de esta manera para enfatizar la presencia de la restriccion en el sistema.

La suposicién (A4) implica que la funcién no suave fo(x) es céncava en el origen
(ver Clarke (1983) para detalles). Un vector ((z) € IR" se dice que es el supergradiente
préximo de la funcién escalar f(z) en & € R™™ si existe algiin niimero o(z) > 0 tal
que

flz) < f(@) + ¢ (@) (@ — &) + o(@) ]|z — 2] (11)

para todo z en una vecindad U(z) alrededor de . El conjunto 9* f(2) de supergra-
dientes proximos de f en Z serd nombrado como el superdiferencial proximo de f en z,

tal que los componentes fo;, i = 1,...,n de la funcién fo(z) son céncavos debido a que
0 € 9" f2:(0) (12)

o de manera equivalente

fai(w) < ollz® (13)
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Figura 3. Interpretacién geométrica del supergradiente préximo.

para un ¢ > 0 y todo z € U(0).

La existencia de un supergradiente préximo ¢ en un punto de Z corresponde a la
posibilidad de aproximar la funciéon f por abajo por una funcién cuya grafica es una
pardbola. El punto (Z, f(Z)) es un punto de contacto entre la gréfica de f y la parabola
y ¢ es la pendiente de la pardbola en ese punto (ver figura 3).

La suposicién (A5) simplifica el desarrollo del problema de control, y es una simpli-
ficacién heredada del problema de control H, (ver Doyle et al. (1989)).

Las suposiciones (A1)-(Ab), juntas, permiten linealizar las desigualdades de Hamilton-
Jacobi-Isaacs correspondientes, las cuales a su vez permiten obtener una solucién local
del problema de control H ..

Un compensador dindmico causal

u=K(), &=ny) (14)

con estados internos £ € IR’ se dice ser un controlador admisible si el sistema en lazo
cerrado (10), (14) es asintéticamente estable en forma global cuando w = 0.
Dado un nimero real v > 0, se dice que el sistema (10), (14) tiene una ganancia Lo

menor a -y si la respuesta z, resultante de w para el estado inicial z(0) = 0, £(0) = 0,
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satisface
T T
/OIIZ(t)Hth<V2/O [Jw(t)||>dt (15)

para todo 7" > 0 y todas las funciones continuas w(t).

El problema de control no suave H,, consiste en encontrar un controlador (14) tal
que la ganancia L, del sistema en lazo cerrado (10), (14) sea menor que . A su
vez tenemos que un controlador local admisible (14) se dice ser local si en la solucién
del problema de control H,, existe una vecindad U alrededor del equilibrio tal que
la desigualdad (15) se satisfaga para todo 7" > 0 y las funciones continuas w(t) para
las cuales las trayectorias de los estados del sistema en lazo cerrado del punto inicial

(2(0),£(0)) = (0,0) permanezcan en U para todo t € [0, 7.

3.2 Solucién global en el espacio de estados

A continuacién se enlistaran las hipdtesis para derivar una solucién global al problema

de control H.,

(H1) Existe una funcién definida positiva F'(x) y una funcién suave, definida positiva

V(z), tal que la desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs

Zfz +7%) (@)an (@) — og (w)as(@) + hy (2)hi(2) + F(z) <0 (16)

con
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(H2) Existe una funcién continua G(t) y una funcién semidefinida positiva Q(x, &) su-
jeta a que Q(0, &) es definida positiva y la funcién semidefinida positiva W (z, £) su-
jeta a que W (0, &) la cual es definida positiva, tal que la desigualdad de Hamilton-
Jacobi-Isaacs

<8W ow

) 0 4 R (2,9 + 207 (0, 9000, + QO <0 (19

f &) = (DT (D), (20)
Zfz + g1(2)ar (z) + ga(r)aa(x),

Zfz +g1(&)ai(§) + g2(§)az () + G(ha(z) — ha(€)),  (21)

he(z,8) = a2(§) — az(), (22)
1o 3D
¢(x,8) = 559 (v) | (23)
(@)
ge(z) = 91() . (24)
Gkgl (:1:)

Bajo las hipdtesis (H1) y (H2) la solucién al problema de control H., declarado ante-

riormente es de la siguiente manera.

Teorema 1. Considérese que (H1) y (H2) se satisfacen. Entonces el control

3

§=Y " 1il&) + 91(ar(§) + g2()as(€) + Gly — ha(9)),

=1

u = ay(£), (25)

estabiliza en forma global al sistema sin perturbaciones (10) y hace a la ganancia Lo

del sistema en lazo cerrado menor que 7.



Prueba: para empezar considérese la siguiente funcién

ov

H(x,w,u):a—
x

+ hi (z)hy(7) + ulu — Y w

> fi@) + @y + gala)u

la cual es cuadratica en (w,u). Las relaciones (17) y (18) resultan en

OH oV
o7 = 2 (x) — 29%aT = 0,
( ow ) (w,u)=(a1,a2) Oz . (x) /y al

OH ov
— = — 208 =0
( au ) (w7u):(a1,a2) ax g2< ) + a2 ?

y expandiendo la funcién cuadrética H(z,w,u) en series de Taylor se tiene que
H(z,w,u) = H(z, a1(2), az(@)) = v*llw — ar(@)||* + [lu — as(2)|”
donde H(z,aq(x), as(x)) < —F(x) acorde con la hipétesis (H1). Asi,
H(z,w,u) < [[u—az(2)* = *lw — a1 (2)[|* — F()

y utilizando (26), (30), se llega a

(Zfz + g1 w—l—gg(x)u) <
lu = az(@)[|* = *lw — a1 (@)[]* = [ (@)[]* = [Jull* + *[|w]* = F(2).
Ahora introduciendo la siguiente funcion

He(l',fﬂ") = (88{1./ 8812-/) [fe(x f) +ge( ) ]+hZ(x>5>he(w’§) _PVQTTT

la cual es cuadritica en r. Entonces tenemos

oH, oW oW 0 o
(87” )r o) <% 8_5) ge($)_27 ¢ (x,f)—O

25

(26)

(27)

(28)

(31)

(32)

mientras la suposicién (H2) asegure que H.(x,&, ¢(z,£)) < —Q(x,§). Asi, la funcién

cuadréatica H.(x,&,r) se expande en series de Taylor de la siguiente manera

He<$:£a T) = He<x7£7 ¢(l‘,£)) - ”}/2H7" - ¢($7€)H2
< =9l = ¢(z, I — Q(x, €)

(33)
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y por virtud de (32), se puede establecer que

(G 56 ) U9 + o - anto)

< —yflw — ar(@) = ¢z, )| — [laz(€) — az(@)|?

+9%lw — a1 (@) - Q(x,€). (34)

Ahora se demostrara que la funcién

Ulz,§) = V() + W(z,§) (35)

la cual es acotada y definida positiva por construccién, tiene derivada negativa a lo
largo de las trayectorias del sistema en lazo cerrado (10), (14), (25) con w = 0. De
hecho al juntar (31) y (34) se tiene que

aw_ov

> o) + ) + (o)
dt ,

(5 a;,f) Fo.€) + ()0 — o (x))]

< Jlu = as(@)[* = 7*[len (@) = [Jha(2)]*
=V llea(z) + o, I — [Jaz(§) — az(@)]
+ % len(@)|? = [[ull? = F(z) - Q(,¢€)
< —[lh(@)[* = ?[lar (@) + ¢, O — |z (2) || = F(z) — Q(x,€)
< —F(z) = Q(z,9).
Asi, el sistema en lazo cerrado (10), (14), (25) es internamente globalmente asintéticamente
estable.

Finalmente, para demostrar (15) se deriva (35) a lo largo de las trayectorias del

sistema (10), (14), (25) con w # 0 y usando (31), (34) entonces se tiene que

<P + 22l ~ F(@) ~ Q. ) — 7w — an(a) — (. . (37
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por lo que (37) asegura que
/0 (Vllw@®* = l=)]?) dt > /0 [F(x(t) + Q(x(t),£(1))] dt

+ U(@(T),£(T)) — U((0),£(0)) + /0 lw(t) — aa(2(t) — Sa(t), £(1))|dt > 0
(38)

para cualquier trayectoria de (10), (14), (25) comenzando en z(0) = 0, £(0) = 0. Asi,
el compensador dindmico (14) se prueba que es una solucién del problema de control
Hoo- |

Debemos notar que el Teorema 1 asegura la existencia de un control retroalimen-
tado que estabiliza las trayectorias del sistema y no es necesario verificar condiciones
de estabilidad y detectabilidad, lo cual nos ahorra trabajo en la verificacién de estas
condiciones. En lo subsecuente, el Teorema 1 va a ser instrumental en al analisis local

del problema en cuestién.

3.3 Solucién local en espacio de estados

Las suposiciones (A1)—(A5), permiten linealizar la desigualdad de Hamilton-Jacobi-
[saacs y asi tener una solucion local al problema de control H., no suave. Notese que
la estimacién (13) es unilateral y eso no implica que el término no suave fo(x) sea
despreciable en el subsecuente andlisis local. Por ejemplo, la ecuacién (13) se mantiene
con la funcién escalar fy(x) = —|z| cuya influencia debe ser tomada en consideracién
mientras se analiza el comportamiento del sistema alrededor del punto de equilibrio.

El subsecuente analisis local involucra el problema de control H., lineal para el
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sistema
= Aix + Byw + Byu
z = Cix + Dou (39)
y = Cox + Dy,
donde
=20+ 280, B = 010), B2 = 000),
6 g0 0

D1y = k12(0), Doy = k21 (0).

El problema de control H, del sistema lineal (39) ha sido bien estudiado si es estabi-
lizable y detectable de u y y, respectivamente. Bajo estas suposiciones, las siguientes

condiciones son necesarias y suficientes para que exista una solucién al problema.
(C1) Existe una solucién simétrica semidefinida positiva para la ecuacién
1
O:PA1+A1TP+01TC1+P ¥B1BlT—BQB§ P, (41)

tal que la matriz [A; — (ByBI — v~2B,BT)P] tiene todos sus eigenvalores con

parte real negativa;

(C2) existe una solucién simétrica semidefinida positiva para la ecuacién
1
0=AZ+ZA" + B\B{ +Z | 5PB,B; P — C; (4| Z, (42)
v

donde A = A; + (1/4?)B, BT P, tal que la matriz [A — Z(C¥Cy — v 2P By BI P)]

tiene todos sus eigenvalores con parte real negativa.
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Las condiciones (C1) and (C2) son tomadas de Doyle et al. (1989) por ser necesarias
y suficientes para que exista una solucién al problema de control lineal H., para el
sistema (39)-(40). Acorde con el lema real acotado (ver, e.g., Anderson y Vreugdenhil
(1973)), las condiciones (C1) y (C2) aseguran que existe una constante positiva gy tal

que el sistema de las ecuaciones perturbadas de Riccati
1
0=PA +ATP.+CIC + P. {—2313{ — B,BY } P.+¢l, (43)
gl
1
0=AZ + Z.A + BBl + Z. [—QPSBQBQT P.—CF 02} Ze +el, (44)
Y

tiene una unica solucién definida positiva (P., Z.) para cada € € (0,g9) donde A, =
Ay + (1/4%) B, BT P.. Basandonos en esta solucién se construye un controlar no suave

Hoo de la siguiente manera.

Teorema 2. Sean las condiciones (C1) y (C2) satisfechas para el sistema (10) y sea

(P., Z.) una solucion definida positiva de (43), (44) sujeto a € > 0. Entonces el control

E= 21O+ | 0O - w(©OF©) e+ 2L - (@l (19

u=—g; (§)P:£ (46)
es una solucion local al problema de control He.

Prueba: La prueba del Teorema 2 es similar a la del Teorema 1 por lo tanto se omite

la prueba. |

3.4 Control H., para regulacién de manipuladores

mecanicos con friccién y sujetos a restricciones

Se abordara el problema de regulacién de posiciéon para sistemas mecanicos ante pre-

sencia de friccion y restricciones, donde las uniones entre cada eslabén o articulacion
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del sistema puede ser prismatica o de revolucion. Un modelo matemético para este tipo

de manipuladores esta dado por
M(q)q+C(g:4)q + G(a) + F(q) =7+ w1 + f(q) (47)

donde ¢(t) € R™ es la posicién, 7(t) € R™ es la entrada de control, wy(t) € IR® es una
perturbacion externa, f(q) € R! es el vector de fuerzas restrictivas en coordenadas de
espacio, F'(¢), G(q), M(q) y C(q,q) son matrices de dimensiones apropiadas. Desde el
punto de vista fisico, ¢ es el vector de coordenadas generalizadas, T es el vector de pares
o fuerzas de control, M(q) es la matriz de inercia, que es simétrica y definida positiva
para todo ¢ € R", C(q, ¢)q es el vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis, G(q) es el
vector de fuerzas o pares gravitacionales, las componentes F(¢;), i = 1,...,n de F(q)
son fuerzas de fricciéon que actian independientes en cada eslabdn.

Todas las funciones M (q), C(q, ¢) y G(q) son dos veces continuamente diferenciables.
Las fuerzas de friccién se representan como una combinacion de friccion viscosa og;g; v
friccién de Dahl Fy;

Fy=00q +Fg, 1=1,....n (48)

donde
: . . Fai
Fyi = 0134 — 01| Gs) =~ + w2, (49)
Fci
donde og; > 0, 01; > 0y F,; > 0 son coeficientes de friccion viscosa, la rigidez y el
nivel de fricciéon de Coulomb, respectivamente, correspondientes al i-ésimo eslabén del
manipulador y ws; es una perturbacion externa la cual involucra discrepancias en el
modelo de friccién.
El modelo de Dahl (49) describe el comportamiento de un resorte durante la ad-

herencia estatica y puede verse como fricciéon de Coulomb con un desplazamiento en el

cambio de la fuerza de friccién cuando la direccion de esta cambia. Como la friccion de
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Coulomb es una funcién del desplazamiento y el signo de la velocidad, este modelo es
no suave.
La relacion de los componentes anteriores puede reescribirse en su forma vectorial

de la siguiente manera

F =o0uq + Fy, (50)

Fy = 01q — odiag{| G|} F, ' Fy 4w, (51)

donde F' = col{F;}, F; = col{Fy}, x = col{q;}, oo = diag{on}, o1 = diag{o;},
F, = diag{F.;}, ws = col{wy;}, La notacién diag y col se utiliza para denotar una
matriz diagonal y un vector columna, respectivamente.
Sea qq = col{qus;} la posicién deseada. Entonces si no hay perturbaciones iniciales
y externas la posicion deseada, serda un punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado
actuado por 74, el cual estd dado por la siguiente expresion
t
=Gl =0 ([ 0lt) =) dtg =000 F(@)) (52)
donde 0 <ftl; (q(t) — qq) dt,q — qa, q, F(q)) es una entrada de control, sujeto a la condicién
inicial £y = 0 € R (la ausencia de perturbaciones iniciales y externas significa que ¢(0) =
0, ¢(0) =0, F4(0) =0y w; = wy = 0). El compensador 6 <j;i (q(t) — qq) dt, q — qq, 4, F(q)>
juega un rol importante en el diseno del controlador H., debido a que asegura que el
sistema (47) sea asintGticamente estable y nos ayuda a darle al sistema la estructura
adecuada para poder disenar el control H., que funciona como atenuador de perturba-
ciones.

Nuestro objetivo es disenar un controlador de la forma

T=Tqg+ U (53)
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el cual impone en el manipulador las propiedades de estabilidad deseadas alrededor del
punto de referencia, a la vez que atenua en forma local los efectos de perturbaciones.
Asi, el controlador a disefiar consiste en un compensador como (52) y un atenuador
de perturbaciones u(t), los cuales estabilizan el sistema en lazo cerrado alrededor de la
posicion deseada.

Confinaremos nuestra investigacién al problema de regulaciéon donde (i) la salida a

ser controlada esta dada por

0 1
z2=p + u (54)
q—qd 0
con un coeficiente de peso positivo p y (ii) se tienen disponibles las mediciones de
posicion
Yy = q + wo, (55)
contaminadas por un vector de error wy(t) € R".

El problema de regulaciéon de posicién utilizando control H., en un manipulador
con friccién y restricciones puede definirse de la siguiente manera. Dado un sistema
mecanico (47)—(55) y un ndmero real v > 0, se requiere encontrar (si existe) un contro-
lador retroalimentado causal (14) con estados internos £ € IR® tal que el sistema en lazo
cerrado sin perturbaciones sea asintoticamente estable alrededor de la posicién deseada
y su ganancia Ly sea localmente menor a 7, es decir, la desigualdad (15) se satisface
para cualquier 7' > 0 y toda funcién continua w(t) = (wo(t),w;(t), ws(t))” para la cual
la trayectoria de los estados comienza de la condicién inicial (¢(0),¢(0), F4(0),£(0)).

Ahora, definamos los vectores z = (z1, 79, 23)7 donde z; = ¢ — g4 es el error de

posicion donde g, es la posicion deseada, x5 = ¢ es la velocidad y x5 = Fj es la friccion
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de Dahl. Ahora reescribiremos las ecuaciones de estado (47)—(55) en términos x
I = X9
iy = M~ (21 + qa)[~C(21 + qa. 2) T2 — 0022 — 23 + f21 + ¢0) — 0 +u+w;] (56)
i3 = 0109 — oydiag{|ay |} F tas + ws.

Cabe senalar, que el problema de control H., para regulacion en sistemas mecanicos

con restricciones es el mismo problema que el de control H,, no lineal para sistemas no

suaves (10), especificado de la siguiente manera

_ N
fi(x) = M~z + q4) [-C(x1 + qq, v2) w9 — 009 — T3 — 0] | 5 (57)
I 0122
_ .
fal) = o , (58)
| o ding{Jo]} Fr s
_ .
(@) = | M~ (21 + q2) f(z1 + qa) | - (59)
L 0*
gnxn (gnxn (rxn (gnxn

gi(@) = [0mm M~z +qa) 0| 02(2) = | M~ (a1 + qa) | »

Qnxn Qnxn Jnxn Qrxn
o™
hi(z) =p . ho(x) = 21 + qq,
Ty
Jmxm
]{;12(1;) p— , k21(1') — |:[7‘><7”—s 07‘><sj| (60)

OTLXm
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la funcién f,(x) satisface (13) para o = 0.5max; 01, F,; " y toda x € R™. Ahora apli-
cando el Teorema 2 al sistema (56), se puede obtener una solucién local al problema
de regulacién H,. Por lo tanto la solucion local H, para el problema de regulacién de

posicién sujeto a (57)—(60) tiene la siguiente entrada de control a ser retroalimentada
. 3 1
E=S A+ {ﬁgl O (€) — &) (©)] P&+ 208y — ma(e)],  (61)
i=1
u = _QQT(f)Psf' (62)

En los préximos capitulos se abordaran algunos ejemplos utilizando esta metodologia.
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Capitulo 4

Aplicacién a sistemas mecanicos de 1 g.d.l.

4.1 Sistema masa-resorte de 1 g.d.l. (usando un

controlador por etapa de movimiento)

En este capitulo se utiliza como plataforma experimental un sistema mecanico de un
grado de libertad sujeto a una restriccion unilateral rigida. En dicho sistema ana-
lizamos la regulacién de fuerza ejercida sobre un resorte, que puede estar o no estar
en contacto con la restriccion. A su vez se analiza la estabilidad en lazo cerrado de
dicho sistema mecanico. El sistema mecédnico utiliza un sensor de fuerza, el cual es
modelado por un resorte rigido. Se disenan tres algoritmos de control utilizando la
metodologia de modos deslizantes, con el fin de alcanzar la fuerza deseada en el resorte.
Los controladores disefiados son: control para la etapa de movimiento libre (sin contacto
con la restriccién), etapa de movimiento restringido (contacto con la restriccién) y
control para la etapa de sobretiro (transitorio). Se prueba que el sistema no-lineal es

asintéticamente estable y alcanza un error de fuerza cero.

4.1.1 Modelo dinamico

Unos de los motivos del presente ejemplo es el anélisis de estabilidad y control de fuerza

del sistema mecéanico que se muestra en la Figura 4. Las ecuaciones de movimiento en
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restriccion

sensor de
fuerza

Figura 4. Sistema mecanico y restriccion.

lazo abierto pueden ser expresadas en coordenadas de espacio de estado como

u=mi + bx + F (63)
0 siz<0

F= (64)
kx six >0,

donde m € R es la masa, b € R" denota el coeficiente de friccién viscosa, un sensor
de fuerza montado en la extremidad del sistema mecanico se modela como un resorte
con rigidez ¥ € IR", la masa es impulsada por la fuerza del actuador v € R. La
posicion x € IR de la masa es cero cuando el sensor entra en contacto con la pared y

esté aplicando una fuerza cero sobre el resorte. Sustituyendo (64) en (63) se tiene que

mi + bt + g(z) =0, (65)

donde

—u six <0
g(z) = (66)
kr—u siz>0.

La funcién g(z) representa el control combinado y la fuerza de contacto actuando sobre

la masa. Como esta cantidad es cero cuando x = u/k, el sistema (65) tiene un punto de
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equilibrio en (z = u/k, & = 0). Debido a que en el sistema (65) la retroalimentacién de
la posicién se utiliza en lugar de la retroalimentacién de fuerza, la posicién de la pared
y la rigidez del sensor debe ser conocida de manera exacta con el fin de alcanzar la
fuerza de contacto deseada. Por esta razdn, la retroalimentacién de fuerza es preferible

a la retroalimentacion de posicion.

4.1.2 Regulacién de posicién/fuerza mediante un controlador

por modos deslizantes

Se puede desplazar el punto de equilibrio de (65) al origen introduciendo la transfor-

macion de estado basada en el error de fuerza:
e; = ko — Fy; (67)

donde F; > 0 es la fuerza de contacto deseada, entonces

é1 =kx = ()]
(68)
ég = ki = —%62 — %g(€1>
y
.
—Uy siep < —Fy
g(el) =3Ne —uy+F; si—F;<e; <0 (69)
\61—U3+Fd siep > 0.
Reordenando la ecuacion (68) en su forma matricial se tiene que
0 1 0
¢ = - gle). (70)
0o =2t .3

Se analizard el sistema en cada uno de los casos Brogliato (1999): etapa de movimiento

libre e; < —Fy, etapa de movimiento restringido —F; < e; < 0y etapa de transicion
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e1 > 0. En el sistema mecanico la conmutacién entre el movimiento libre y el restringido
presenta una transicion suave debido a la accién del resorte que amortigua el impacto
con la restriccién (véase Figura 4).

Dado estos antecedentes se proponen controladores por modos deslizantes para cada
caso donde la transicién entre un controlador y otro se da en base al valor de error de

fuerza e;.

1) Etapa de movimiento libre ¢; < —F,;: El objetivo del controlador es llevar las
trayectorias del sistema hacia la regién e; > —F}; con una velocidad relativamente alta
sin que la entrada de control presente amplitudes altas o cambios abruptos para evitar
danos en el actuador.

La superficie de deslizamiento que se propone con base a lo anterior es

donde a > 0 es un pardmetro sintonizable que esta relacionado con la velocidad del
sistema e indica la velocidad de conmutacién hacia la etapa de movimiento restringido.
Se disena una ley de control tal que $; = —A1s; — sign(sy). Una ley de control que
asegura esto es

b

m .
Uy = Eez T [A1s1 + sign(sy)] . (72)

Sustituyendo (72) y (69) en (70)

€2

—)\181 — sign(sl)
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Para verificar la existencia de modos deslizantes se debe probar que s1$; < 0. De (71)

5’1 - ég
(74)

= —Ley+ £ [Ley — Nysy —sign(s)] — Aisy — sign(s;)

entonces
s161 = —A1s — |s1] < 0 (75)
lo cual garantiza que la superficie de deslizamiento s; es atractora para las trayectorias

de los estados del sistema (70) en esta etapa.

2) Etapa de movimiento restringido —F,; < e; < 0: Para este caso, el objetivo del
controlador es llevar los errores e; donde @ = 1,2 a cero. Dado que las trayectorias del
sistema se conmutan hacia esta regién con una velocidad relativamente alta se pretende
disminuir esta velocidad rapidamente, pero ademas se buscara que la senal de control
no presente sobresaltos o cambios abruptos.

La superficie de deslizamiento que se propone con base en este argumento es
Sy = aexp{fer} —a+ey (76)

donde § > 0 es la velocidad de convergencia de la superficie deslizante. Se disenara una
ley de control tal que $3 = —Aysy — sign(sy). La ley de control que asegura esto es

Uy =Fy+ e+ 2es — 2 [afexp{fer} + Aasy + sign(sy)]. (77)
Sustituyendo (77) y (69) en (70) tenemos

€2
—AoSy — sign(ss)

Analizamos la existencia de modos deslizantes verificando si s2$ < 0. De (76)

9 = afexp{fei}é +é; (79)

= afexp{fe; }es — %62 — % le1 + Fy — us] — Aa(s2) — sign(ssy)
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entonces

S9S9 = —>\283 — |82| <0 (80)

lo cual garantiza que la superficie de deslizamiento s, es atractora para las trayectorias

de los estados del sistema (70) en esta etapa.

3) Etapa de sobretiro e; > 0: El objetivo del controlador en este caso es evitar que
se generen sobreimpulsos en la etapa de transitorio tanto en e; como en e,. Dado que las
trayectorias del sistema se conmutan hacia esta regiéon con una velocidad relativamente
alta se pretende disminuir esta velocidad rapidamente, de igual forma se busca que la
senial de control no presente sobresaltos o cambios abruptos.

La superficie de deslizamiento que se propone es
S3 = ye1 + e9 (81)

donde v es una constante positiva usada para modificar la pendiente de la superficie
deslizante. Se diseniard una ley de control tal que $3 = —M\3s3 — sign(s3). La ley de

control que asegura esto es

b m .
us = Fy+e; + Eeg + = [—ye2 — Azse — sign(sg)] (82)

sustituyendo (82) y (69) en (70)
€2
— 383 — sign(ss)
Analizando la existencia de modos deslizantes

83 = €1+ é

b k .
= ey — —eg — — [e1 + Fy — ug] — A\3s3 — sign(ss) (84)
m m
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dado esto, es facil verificar que
8383 = —>\3$§ — |83| <0 (85)

lo cual garantiza que la superficie de deslizamiento s3 es atractora para las trayectorias

de los estados del sistema (70) en esta etapa.

4.1.3 Analisis de estabilidad

Dadas las configuraciones anteriores, se puede demostrar estabilidad asintética del ori-
gen en forma local para el sistema (70) en cada uno de los tres casos anteriores bajo

las leyes de control (72), (77) y (82) utilizando las siguientes funciones de Lyapunov:

1. Etapa de movimiento libre

1
Vie) = 53% (86)
2. Etapa de movimiento restringido
L,
V(e) = 352 (87)
3. Etapa de transicion
1
V(e) = 55% (88)

La funcién candidata se pueden resumir en la siguiente expresion

Va(e) = =s

n:
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Notese que las tres funciones candidatas de Lyapunov son positivas definidas, radial-

mente desacotadas y continuamente diferenciables. La derivada temporal de V' (e) es
Viu(e) = sn8n
= Sy (—AnSn — sign(s,))
=~ 52 — |5,

<0. (90)

La derivada temporal de V(e) a lo largo de las trayectorias es definida negativa, se

concluye que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable en forma local.

4.1.4 Simulaciéon numeérica

Las propiedades de rendimiento y robustez de los algoritmos de control por modos
deslizantes propuestos son ilustrados con experimentos numéricos. En las simulaciones,
que se realizan en MATLAB, el modelo mecéanico cuyas coordenadas estan en términos
del error de fuerza, como se aprecia en (69), (70) bajo las leyes de control (72), (77) y (82)
seguin sea la regién de operacion. Se consideran los siguientes valores Fq = 3.7542 N
que es la fuerza de contacto deseada Fy > 0, b = 15 kg/s, k = 375.42 N/m, m = 2.06238
kg. Las ganancias del controlador son \; = Ay = 30 N/m, A3 = 7000 N/m, los valores
de sintonizacién para las superficies deslizantes son seleccionados como o = 20 kg/m-s,
g =2y vy =23800 kg/(m.s). Las condiciones iniciales e;(0) = —5.5084 N y e5(0) = 200
N/s se eligieron de tal forma que los tres controladores actien en algin momento sobre
el sistema.

Los valores de masa, friccion y rigidez del resorte fueron tomados de mediciones
de los dispositivos reales en el laboratorio de control de CICESE. La medicién de la

fuerza en la plataforma se realiza aplicando la ley de Hooke F' = kx. Dado que solo
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se tiene la variable de posicion del sistema mecanico x para ser retroalimentada fue
necesario identificar el parametro de rigidez del resorte k, el cual se obtuvo a través de
las pruebas de identificacion de parametros indicadas por el manual para el sistema de
control rectilineo ECP 210, el cual emula al sistema de la Figura 4.

Una comparacion del desempeno de los controladores locales por modos deslizantes
(72), (77) y (82) se hace contra un algoritmo de control proporcional con retroali-
mentacién de fuerza de la forma u = F; — kge; (Goldsmith (1996)), donde ky = 1
kg/s? es la ganancia de retroalimentacién de fuerza que debe satisfacer la condicién
kg > 0. Buen desempefio y robustez del sistema (70) bajo las leyes de control por

modos deslizantes se concluye, de la Figura 5.

4.1.5 Comentarios

Un problema de retroalimentacion de fuerza calculada a través de medir la posicién
es estudiado con un prototipo mecanico de un grado de libertad, el cual opera bajo
condiciones restrictivas. Se propone un marco general para la solucién de dicho pro-
blema. El marco consiste en la descomposicién del problema en tres etapas, las cuales
involucran el diseno de controladores por modos deslizantes de primer orden. La ve-
rificacién experimental hecha para un prototipo de laboratorio, muestra la efectividad
de los controladores desarrollados. Aunque se aborda un sistema mecénico sencillo,
la importancia del problema radica en que sirve como base para resolver problemas
méas complejos tales como la sincronizaciéon y coordinacién de dos brazos robdticos para
desempenar tareas de agarre y transporte de objetos al presionar estos objetos con los

dos extremos de los efectores.
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Figura 5. a) error de posicién, b) derivada del error de fuerza, c) accién de control, d)
fuerza en el resorte y €) plano de fase.
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4.2 Sistema masa-resorte de 1 g.d.l. (usando un

controlador para las tres etapas)

4.2.1 Modelo dinamico

Se desarrolla un modelo dindmico para el sistema mecénico de la Figura 4. A diferencia
del modelo dindmico (65) este modelo es aumentado con friccion seca tipo Coulomb,
por lo que se reescribiran las ecuaciones de movimiento en lazo abierto para el sistema

mecanico restringido de la siguiente manera:
u = mi + bi + asign(z) + F — w, (91)

donde z € R es la posicién de la masa, la masa es m € IRT, la friccién viscosa es
proporcional a la velocidad #(t) € IR, con el coeficiente de fricciéon denotado por b > 0.

Por otra parte I’ es la fuerza actuando en el resorte, la cual se calcula a partir de

0, sixz<O,
F= (92)

kx, sixz >0.
El parametro k es el coeficiente de rigidez del resorte, el cual suponemos que es cono-
cido. La masa es actuada por u € IR. Consideramos la restriccién como una pared
rigida. También, se considera un nivel de friccién de Coulomb denotado por o > 0. La

expresion sign(z) denota la funcién signo, la cual es definida como

.
1 siz >0

sign(#) = 4 [~1,1] sid =0, (93)

—1 siz <0

\
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Para tomar en cuenta las discrepancias en el modelo, anadimos una perturbacién ex-

terna desconocida w(t) € IR, la cual satisface
sup [w(t)] < M, (94)
t

para todo ¢ y una constante conocida M > 0. La posicién z(t) en el sistema mecénico
es cero cuando el sensor de fuerza (resorte) estd en contacto con la pared sin ejercer
ninguna fuerza sobre ésta; esto es cuando el resorte esta en contacto con la restriccién
ejerciendo una fuerza cero.

Ahora se denotard como x7 a la posicién x y a la velocidad & como x4, de tal forma
que, para una entrada de fuerza constante al sistema u = @ y una perturbacion cero

(w =0), el sistema (91) tiene los siguientes puntos de equilibrio:
1. Siu = «, entonces Ty =0y 7 € (—00,2a/k].
2. Si u # «, entonces

(a) Siu > «, entonces To =0y 7 € [(u— a)/k, (u+ «)/k].
(b) Si |u] < «, entonces To = 0 and Z; € (—oo, (u + «)/k].

(¢) Siu < —a, entonces no hay equilibrios.

Si se desea que la punta del efector se situe sobre la restriccién en estado estacionario,
debido a que se desea regular la fuerza que ejerce el resorte contra la restricciéon, entonces
se debe elegir © = F* > «, donde F™ es la fuerza deseada en el resorte. La fuerza F
debe sobrepasar a la friccién de Coulomb «. Por lo tanto, la region de equilibrios puede
ser considerada como (7, € [(—a+ F*)/k, (o + F*)/k],Z2 = 0), como se muestra en la
Figura 6. Dado que se utiliza retroalimentacion de posicién en el sistema (91) en lugar

de retroalimentacion de fuerza, la posicion de la pared y la rigidez del resorte deben
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Figura 6. Caracteristicas de la restriccion del sistema mostrado en la Figura 4. El intervalo
denota los posibles puntos de equilibrio.

de ser conocidas con precision con el fin de alcanzar la fuerza de contacto deseada en
el resorte. Un rebote ocurre cuando existe una transiciéon de movimiento restringido

(x1 > 0) a movimiento libre (z; < 0).

4.2.2 Diseno del controlador por modos deslizantes

Debido a que anteriormente se diseniaron tres controladores, los cuales acttian en dife-
rentes etapas para regular la fuerza ejercida en el resorte del mecanismo de la Figura
4, ahora se pretende disenar un solo controlador que tenga el mismo propésito de re-
gulacion de los tres controladores anteriores, este diseno de control actuard para todo
tiempo y se pretende que absorba algunos tipos de perturbaciones externas.
Supdngase que la perturbacion w(t) esta afectando al sistema (91) y que satisface
(94), el coeficiente de fricciéon de Coulomb es tal que 0 < o < v, para una cota conocida

a.. El objetivo de control es disenar un controlador u, que dependa de la fuerza deseada
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F*(z*) (a través de la posicién deseada x*), el desplazamiento z y la velocidad &, de tal

manera que la respuesta del sistema en lazo cerrado como en (91)-(92) debe satisfacer

lim |z(t) — 2] = 0. (95)

t—r00
Para satisfacer (95) se disefiard un controlador por modos deslizantes, el cual se basa
en una superficie deslizante dinamica, donde el controlador se disena para el sistema

(91)-(92). Para este fin, recorremos los puntos de equilibrio de (91) a cero, a través de

nh =r—x,
(96)
Ya = T.
El sistema (91), (92) ahora estd dado por
yl = Y2,
(97)
gy = —Lyy — T ogion(yy) + L 4 2
donde F'(y;,x*) se puede reescribir como
* k: * *
F(yl,x)zi(ymLx +lyr +2) Yy €R. (98)

Ahora se propone una ley de control por modos deslizantes para el sistema (97), basado
en el controlador propuesto por Koshkouei et al. (2005). Considérese la siguiente su-
perficie deslizante:

T
Szuy1+yz+v/ [F(y1,2%) — F7] di. (99)
0

La ley de control que fuerza a s =5 =0 es
u=(b—mu)y2 —mAs — Psign(s) + F(y1, z") — my [F(y1,27) — F"], (100)

donde F* es la fuerza deseada en el resorte. La ley de control (100) actuard en todo
tiempo t > 0, esto es, cuando el sistema estd en movimiento libre o movimiento res-

tringido (contacto con la restriccién). Los pardametros u, A, 5y v son positivos; los
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cuales seran sintonizados para asegurar que el movimiento de las trayectorias se dirija
hacia la superficie deslizante.
Debido a que la superficie deslizante (99) es una variable dindmica, podemos agregar

la variable s como otro estado en (97). Esto nos conduce al sistema extendido

91 = Y2,
gy = —Lyy — T ogion(yy) + L 4 2 (101)
§ = pys — By — T — Ssign(yy) + £ + 2 4y [F(yy,2”) — F7.

Notar que, para el sistema (101), la superficie deslizante sera el plano (yi,y2), caracte-

rizado por s = 0.

4.2.3 Analisis de estabilidad

En esta seccién se analizard la estabilidad del sistema en lazo cerrado (101). Para este

fin se sustituye (100) en (101):

yl = Y2,
g2 = —pys — As — Lsign(s) — Esign(ys) + L — v F, (102)
§ =—=As— %sign(s) — Zsign(ys) + =2,

donde F' = F(y;,2*) — F*. Ahora, se asegurard la existencia de modos deslizantes al

verificar que s§ < 0. Con este fin, nétese que de (96) y dado que o < a., se tiene

s (—As — Zsign(s) + £ — Zsign(ys))

ss

IN

—As? — B|g| 4 Miac|g

< g2 — (W) 1s].

- m
Asi se concluye la existencia de modos deslizantes en la superficie (99) mientras la

condicién f > M + a,. permanezca valida. Esto nos da una idea para sintonizar el
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pardmetro 5 del controlador (100). De hecho, podemos demostrar que las trayectorias

alcanzan la superficie s = 0, en tiempo finito, a través de la siguiente funcion cuadratica
V(s) = s (103)

La derivada temporal de V(s) a lo largo de las soluciones de (102) es

V(s(t)) < -2 —2 (B0 ) | < o (Bl ) g

" " (104)
— 9 (%) V().
De (104) se tiene que
V(t) = 0 para t > to+ (5_(1‘;%1)) = ty. (105)

Asi, V(t) converge a cero en tiempo finito y en consecuencia, el movimiento de las
trayectorias a lo largo del conjunto s = 0 ocurre en el sistema con lado derecho dis-
continuo (102). Notemos que el tiempo de llegada a la superficie se puede reducir al
incrementar 5. De tal manera, en los siguientes desarrollos, se supondra que (102) esté
en la superficie deslizante; esto es, s = s = 0 para t > ty.

Ahora mostraremos que mientras el sistema permanece en s = s = 0, las trayectorias
(y1,y2) convergen a cero cuando t — oco. De (98), (99) y dado que F* = ka* > 0,
tenemos que la dindmica del sistema (102), una vez que se estd en modo deslizante se

puede reducir a

yl = Y2,
(106)

go ==y — " + |y + 27|) — pye.

Nétese que el sistema (106) tiene solamente un punto de equilibrio situado en el ori-
gen, el cual es asintéticamente estable, dado que x* > 0. Ahora vamos a encontrar
las condiciones suficientes para probar estabilidad asintética de (106), utilizaremos la

técnica clésica de Lyapunov. El sistema (106) puede tomar la siguiente forma

y = Ay + g(y) (107)
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donde y = [y1,92)" v

-5 G =+

Una funcién candidata de Lyapunov para el sistema no lineal estd dada por
V(y) =y" Py, (108)

donde P es la solucién de la ecuacién de Lyapunov ATP + PA = —Q, @ es una
matriz definida positiva. La matriz P es definida positiva debido a que la matriz A
es estrictamente Hurwitz (los pardmetros k, v y p son positivos). Por otra parte, la

derivada temporal de V(y) a lo largo de las trayectorias del sistema estéd dada por
V(y) = y"Py+4"Py
= y"PlAy+ 9]+ [y" A" + 4" ()| Py
(109)
= y (PA+ ATP)y +2y" Py(y)

= —y"Qy+2y" Py(y).
El primer término del lado derecho es definido negativo, mientras que el segundo es

indefinido. Sin embargo la funcién g(y) satisface

la@)ll2 < S lyll2- (110)

Asi

V< =(1Qll2 = v Pll2) I3, (111)

donde V' serd negativa si kv es lo suficientemente pequena para hacer ||Ql|2 — k|| P||2
positivo. Bajo estas circunstancias, podemos concluir que el origen es asintéticamente

estable.
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Un factor adicional es que la condicién sobre el término kv es restrictiva. De hecho,
el campo vectorial correspondiente a este sistema es no suave en y; = —x*, pero es
Lipschitz para todo y € IR%. Por lo tanto, se satisfacen las condiciones establecidas
por el Teorema 3.2 en Hou (2003) y el Teorema 1 en Melin (2005), acerca de la no
existencia de dérbitas cerradas en sistemas no suaves. De tal manera el sistema (106)
no tiene orbitas cerradas en IR? y tiene solamente un punto de equilibrio en el origen,
el cual es localmente asintéticamente estable. Asi como no hay ningiun ciclo limite,
este punto de equilibrio debe de ser global y asintéticamente estable. Esta condicion
es garantizada una vez que el sistema alcanza la superficie deslizante, lo cual ocurre en

tiempo finito.

4.2.4 Etapa de movimiento libre, restringido y transicion

Hemos mostrado que para cada condicion inicial en el espacio de estados, el sistema
converge a la superficie deslizante s = 0 (el plano (y1,92)) en un tiempo finito y que
una vez que se tiene el modo deslizante, las trayectorias convergen asintéticamente al
origen. Desde un punto de vista fisico, el movimiento del sistema controlado puede
ser dividido en tres etapas. Podemos observar méas de cerca las diferentes etapas de
movimiento del sistema en lazo cerrado para formarnos una idea sobre como sintonizar
los parametros del control, de tal forma que se puedan reducir el niimero de rebotes y
que el sistema mantenga un buen comportamiento dinamico.

La restriccién, caracterizada por la ecuacién (95), impone una dindmica diferente en
el espacio de estados que se puede dividir en dos zonas S y .S;, esto es dependiendo si el
sistema estd en movimiento libre (S; = {y € R?|y; < —2*}), o movimiento restringido

(S, = R*\Sy).
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Etapa de movimiento libre (y € Sf): en este caso la dindmica del sistema estd

dada por (ver las ecuaciones (98) y (106))

_ T . (112)
U2 0 —pf| [y yF*

Dado que F™* es una constante positiva se tiene que

Yo (t) = (yz(to) — ﬂ) e Hlt=to) | 7_F*,

M M
por lo que ¥y, tiende a vF*/u para cualquier condicién inicial yo(tg). Asi yi, el cual en
esta etapa es menor a —z* < 0, alcanza este valor en tiempo finito, forzando de esta
manera al resorte a tener contacto con la restriccién y a que comience por lo tanto
la etapa de movimiento restringido. Asi, no importa si el sistema inicia o reinicia a

la etapa de movimiento libre, siempre se dirigirdn las trayectorias hacia la etapa de

movimiento restringido.

Etapa de movimiento restringido (y € S,): para la etapa de movimiento res-

tringido el sistema es descrito por (ver ecuacién (98) y (106))

Y1 0 1] |m
= : (113)
Yo vk —p| |y
Previendo que el sistema se mantenga en esta etapa, sus trayectorias convergen al origen

debido a que los parametros p, v y k son todos positivos. La convergencia puede ser

sintonizada con los parametros del controlador v y .

Etapa de transicién: el sistema presenta esta etapa cuando el resorte pierde contacto
con la restriccion. Dependiendo de las condiciones iniciales, esta situaciéon puede tener

lugar en cualquier momento, particularmente antes que el sistema alcance la superficie
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deslizante. Sin embargo, una vez que el sistema estd en modo deslizante, es posible
reducir en gran medida el nimero de transiciones movimiento restringido-movimiento
libre (“rebotes”) con una adecuada sintonizacién de las parametros del controlador,
en particular de v y p. Esto se obtiene desplazando los dos polos del sistema (113) a
valores negativos, lo que significa que el factor de amortiguamiento es mayor o igual
a uno, de esta forma se pueden prevenir oscilaciones que pudieran conducir a rebotes.

Esto se satisface si

n>2y/ky. (114)

4.2.5 Estudio experimental

Se ponen a prueba el desempeno y robustez del controlador por modos deslizantes a
través de simulacién numérica, experimentos en circuitos electrénicos y experimentos

en un sistema mecanico de laboratorio.

1. Algunos experimentos fueron llevados a cabo utilizando la tarjeta de adquisicién
de datos DSPACE®, montada en una computadora AMD® Dual-Core 4800 y
utilizando el circuito electréonico mostrado en la Figura 7; la tasa de muestreo
para la adquisicién de datos se fij6 en 5 x 1075 s. Este circuito emula muy de
cerca el comportamiento dindmico del sistema mecanico mostrado en la Figura 4.
En particular, las caracteristicas no lineales de la restricciéon, como se muestran
en la Figura 6, son bien representadas por el circuito, ver Figura 8. Dada la
flexibilidad de los circuitos electrénicos para emular diversas situaciones, estos
pueden ser muy ttiles para evaluar el desempeno del controlador propuesto en un

ambiente experimental.

Se estudia el modelo dindmico basado en el error de posicién de la masa, su veloci-
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dad y la dindmica de la variable deslizante s (como en (101)), con los siguientes
pardmetros: fuerza deseada F* = 2 N, coeficiente de friccién b = 1 kg/s, rigidez
del resorte £k = 2 N/m, y masa: m = 1 kg. La ganancia de retroalimentacién
del controlador se ajusta en A = 2 N/m, el pardmetro de la superficie deslizante
p = 2 kg/m-s, el pardmetro de ganancia de la funcién signo f = 1 N y la ganancia

de la fuerza v = 0.5 m~1.

La posicion deseada se fija en z* = 1 m. La ampli-
tud de la fricciéon de Coulomb se establece como o = 0.5 N y la perturbacion
en w = 0.25sin(¢) N. Las condiciones iniciales de error de posicién, velocidad y

superficie deslizante s se fijaron en y;(0) = —5.781 m, y2(0) = —0.4687 m/s y

s(0) = —10, respectivamente.

La Figura 9 muestra las respuestas experimentales y de simulacion en el sistema.
Las Figuras 9(a) y 9(b) muestran el error de posicién (y;) y velocidad, respec-
tivamente. Las Figuras 9(c) y 9(d) muestran la sefial de control y la fuerza en
el efector. Podemos notar la particular similitud entre los datos experimentales
y numeéricos, a su vez la suave aproximacién de la posiciéon a su valor deseado.
Por otra parte, aunque se exhibe una componente de alta frecuencia en la senal
de control en la simulacién numérica, en el experimento fisico se muestra una
senal muy similar en amplitud pero con una componente menor en frecuencia. Es
también de notarse que a pesar de la existencia de fricciéon de Coulomb y per-
turbaciones externas en el sistema controlado, éste exhibe cierta robustez ante
estos elementos, ya que se ve reflejado un error en estado estacionario en la senal
de fuerza de 0.135% con respecto a la referencia (ver Figuras 9). Finalmente, la
Figura 6 muestra como la variable deslizante s alcanza la superficie deslizante en

tiempo finito aproximadamente en ty = 1.0 s.
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2. Otros experimentos fueron llevados a cabo utilizando la plataforma masa-resorte-
amortiguador de Educational Control Products (ECP-210), la cual fue configu-
rada para tener una restriccién unilateral (ver la Figura 11), la plataforma esta
conectada a una computadora AMD® Dual-Core 4800 y se utiliza como interfaz
Simulink®, la tasa de muestreo para la adquisicién de datos fue fijada en 0.001
s. Esta plataforma esta configurada para tener el comportamiento dinamico del
sistema mecanico mostrado en la Figura 4. En particular, las caracteristicas no
lineales de la restriccion, representadas en la Figura 6 son bien reproducidas al
considerar la modificaciéon hecha por la restriccion en el sistema mecénico, ver
Figura 11. La modificacion en el sistema consiste en utilizar un perno con rosca
solamente en su extremo para unir el resorte a la masa fija, de tal forma que
existe una holgura entre el resorte y la masa fija. De esta manera, pueden presen-
tarse rebotes del resorte con respecto a la masa fija. Algunas tuercas y rondanas

también fueron utilizadas, ver la Figura 11.

El sistema mecanico se controlé utilizando los siguientes parametros: fuerza de-
seada F'* = 1.5 N, coeficiente de friccién b = 7.7 kg/s, rigidez del resorte k = 375
N/m, y masa m = 1.062 kg. La ganancia del controlador se fijé en A = 2 N/m,
el parametro de la superficie deslizante ;. = 30 kg/m-s, el pardmetro de ganan-
cia de la funcién signo f = 1 N y la ganancia de la fuerza v = 30 m~!. La
posicion deseada se estableciéo en z* = 0.004 m. La perturbaciéon se fijé como
w = 0.25sen(2nt) N. Las condiciones iniciales para el error de posicién, velocidad
y movimiento deslizante s fueron establecidas como y;(0) = —0.014 m, y»(0) =0
m/s y s(0) = 0, respectivamente. Basandonos en Rosas et al. (2007), un ob-

servador por modos deslizantes se utilizé para estimar la velocidad del sistema
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mecanico.

La Figura 8 muestra la fuerza vs posicion experimentales que son caracteristicas de
la restriccion y exhibidas por el sistema mecdnico. La Figura 9(a) muestra el error
de posicién (y1), la Figura 9(b) la velocidad. Las Figuras 5(c) y 5(d) muestran
la senal de control y la fuerza en el efector, respectivamente. Podemos notar
que incluso cuando una perturbacién externa esta presente, el sistema controlado
exhibe robustez contra perturbaciones y friccién de Coulomb, con un error en la
senal de fuerza en estado estacionario del 1.333% con respecto a la referencia,
este error es debido a la incertidumbre natural en el valor k& para la rigidez del
resorte, el cual suponemos conocido. La Figura 10 muestra la variable deslizante

s alcanzando la superficie deslizante en tiempo finito.

4.2.6 Comentarios

Se estudia un problema de regulacién de posicién y fuerza para un prototipo mecanico
de un grado de libertad, el cual opera en condiciones restrictivas. El sistema mecanico
y su modelo son bastantes simples; sin embargo constituye una representacién de sis-
temas de estructura variable de donde se puede partir para desarrollar dispositivos mas
complejos. Por otro lado se incorporan al sistema algunos elementos reales que no son
completamente conocidos como friccién de Coulomb y perturbaciones externas.

El controlador sintetizado utilizando la técnica de control por modos deslizantes
dinamico, hizo que el sistema en lazo cerrado fuera robusto. Se prob6 que la conver-
gencia de las trayectorias del sistema en lazo cerrado ocurre en tiempo finito hacia la
superficie deslizante y asintéticamente hacia el punto de equilibrio. A su vez se dio una

idea para reducir los posibles rebotes en el sistema, debido a que pueden causar efectos
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no deseados en éste. Se llevaron a cabo experimentos y simulaciones numéricas que
mostraron concordancia con la robustez y desempeno esperados.

Las componentes de alta frecuencia en la senal de control son tipicas de controladores
discontinuos. Sin embargo, la amplitud de estas oscilaciones de alta frecuencia se puede
ajustar al fijar un valor adecuado para el coeficiente § del controlador, siempre teniendo
en cuenta que el pardmetro [ se debe elegir satisfaciendo la desigualdad 8 > M + a..
Debemos también decir que se eligieron heuristicamente los parametros de ganancia del
controlador A, p y 7; por lo tanto, es posible que otros valores en los parametros del
controlador arrojen mejores resultados. Una guia en la elecciéon de los valores de los
pardmetros p y v es dada en (114). El pardmetro p es una ganancia proporcional que
reduce el error de posicidn; v es una ganancia integral la cual mejora la convergencia
al origen del error en estado estacionario y A\ posiciona el polo de la variable dinamica
s, incrementando la razon de convergencia hacia la superficie deslizante.

Algunas técnicas para reducir el chattering pudieran ser la implementacién de modos
deslizantes de alto orden. Por otro lado, se pudiera reemplazar la funciéon signo por
otra funcién mas adecuada en la practica, como una histéresis, saturacion o tangente

hiperbdlica. Este tipo de técnicas valdria la pena analizarlas en un futuro.
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Figura 7. Circuito electrénico emulando al sistema mecanico con una restriccién unilateral
de la Figura 4.
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Figura 8. Error de posicion vs. fuerza. Estas caracteristicas fueron extraidas del circuito
mostrado en la Figura 7, donde se puede notar la similitud con la Figura 6.
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Figura 9. (a) Error de posicién, (b) velocidad, (c) sefal de control y (d) regulacién de la
fuerza deseada, obtenidos del sistema simulado (101) y el circuito electrénico de la Figura

7, con la ley de control (99)-(100).
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Figura 10. Evolucién de la variable deslizante s(t), obtenidos del sistema simulado (101) y
el circuito electrénico de la Figura 7, con la ley de control (99)-(100).
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Figura 11. Plataforma masa-resorte de la compafiia Educational Control Products (ECP-
210) configurada para tener una restriccién unilateral.
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Figura 12. Error de posicion vs. fuerza. Similar al de la Figura 6, obtenidos de la plataforma

(ECP-210) de la Figura 11, con la ley de control (99)-(100).
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Figura 13. (a) Error de posicién, (b) velocidad, (c) ley de control y (d) regulacién de la
fuerza deseada, obtenidos de la plataforma (ECP-210) de la Figura 11, con la ley de control

(99)-(100).
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Figura 14. Variable deslizante s(t), obtenida de la plataforma (ECP-210) de la Figura 11,
con la ley de control (99)-(100).
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Capitulo 5

Aplicaciones a sistemas mecanicos de 2
g.d.l. completamente actuados

El control de un sistema dindmico con condiciones restrictivas es un problema intere-
sante con aplicaciones préacticas. Una dificultad en controlar sistemas sujetos a res-
tricciones en la posicién es que las ecuaciones de movimiento son diferentes cuando la
condicién del sistema cambia de movimiento libre a movimiento restringido. En este
capitulo se ofrece una alternativa de modelado donde las ecuaciones de movimiento son
Unicas sin importar la zona de movimiento donde se situe el sistema. En este capitulo
se proponen algoritmos de control por modos deslizantes, H.,, vy modos deslizantes-
Ho para regular la fuerza ejercida en un resorte, considerandose que la friccion seca,
tipo Coulomb o Dahl y las perturbaciones no son completamente conocidas. Los contro-
ladores propuestos se disenan para el sistema general sin importar la zona de movimiento
en que se encuentre. Se prueba que los sistemas no lineales contenidos en este capitulo
son asintéticamente estables en forma global y alcanzan un error de fuerza igual a cero

en estado estacionario.

5.1 Robot manipulador de 2 g.d.l. con un circulo

como restriccion

El modelo dinamico del sistema mecanico de dos eslabones con restriccion que se mues-

tra en la Figura 15, se puede expresar en coordenadas de espacio de estado como
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M(q)q+ C(g,@)q+ G(q) + Flq) + Fe(q) = 7+ w(?) (115)

donde q(t), 4(t), G(t) € IR* denotan el desplazamiento, velocidad y aceleracién articular
de los eslabones del sistema mecanico; M(q) € IR**? es la matriz de inercia, la cual
es simétrica y definida positiva para cada ¢ € IR?* C(q,¢)¢ es el vector de fuerzas
centrifugas y de Coriolis; G(q) € IR? es el vector de fuerzas gravitacionales; F(q) €
IR? es el par generado por el resorte al hacer contacto con la restriccién; F.(¢) =
[asign(gy), aasign(ge)]” € R? es el vector de fricciones de Coulomb, donde a; y as
son los coeficientes de magnitud de la friccién; 7 € IR? son las entradas de control y
w(t) = [wi(t), wy(t)]" € R? son las perturbaciones externas desconocidas. La amplitud

de la friccién de Coulomb y la perturbacién se supone que satisfacen
t

para todo t y unas constantes A; > 0, B; > 0, con i = 1,2. La suposicién (116) se
establece por razones técnicas que se especificaran mas adelante.

De la Figura 15, k € R es la rigidez del resorte en el efector final, [y € IR es la
longitud del primer eslabén, [, € IR es la longitud del segundo eslabén, m; € R es
la masa del primer eslabén, ms € R es la masa del segundo eslabdn, ry € IR es la
distancia desde el origen hasta la punta del segundo eslabén sin tomar en cuenta el
resorte, considerando que se tiene contacto entre el resorte y la restricciéon con una
fuerza de compresion cero. La posicién euclidiana de la punta del segundo eslabén esta

denotada por z, = [z,1, xTQ]T e R? y se expresa de la siguiente manera

T, = lycos(qr) + lacos(qr + ¢2)
(117)

Tro = lysin(qy) + lasin(q + ¢2).
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restriccion

Figura 15. Sistema mecdnico de dos eslabones con una circunferencia como restriccién.

La superficie de restriccién es un circulo en el espacio de trabajo (plano x-y), cuyo
centro coincide con el eje de rotacion del primer eslabon del sistema mecanico, y se
expresa como

O(,) = a}y +ajy — 15 = 0. (118)

La restriccion se puede expresar en términos de variables de estado como

P(q) = \/l% + 13 + 2lyl5 cos(qz) — 10 = 0. (119)

Por lo tanto se puede definir la fuerza en el resorte como

0 si /12 + 13+ 2Ly cos(qz) < 1o
F = (120)

kv(q)  si /B + 13+ 21y cos(qe) > o
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donde F;. se puede reescribir de la siguiente manera

k
F. = 3 (\/lf + 12 + 21115 cos(qa) — 1o + ‘\/Z% + 13 + 2413 cos(q2) — 70

) v Go € R.
(121)
El par generado en el sistema mecanico por la fuerza del resorte al hacer contacto con

la restriccién F'(q) se denota como

V13 + 12 + 21415 cos(ga)
Flg) = F. | (122)

I

5.1.1 Diseno del control por modos deslizantes

El objetivo de control es encontrar un control 7 € IR?, que dependa de la fuerza deseada
sobre el resorte Fy (a través de la distancia deseada hasta la punta del segundo eslabén
rq), los posiciones articulares (¢, ¢2), la posicién de referencia 7, las velocidades arti-
culares (g1, ¢2), v las posiciones articulares deseadas dadas por las constantes (qi4, ¢24)

tal que el sistema en lazo cerrado satisfaga
lim |q1(t) — q1a| = 0, lim |ga(t) — qoq| =0 (123)
t—o00 t—o00

Dado que F; = k(rq — 19), despejando r4 y utilizando (119) se puede obtener o4, es

decir

(2d = arccos (—rfl;(lljjlg)) = arccos((Fd/“g‘})j;(lf“g)), (124)

Con estos antecedentes se disena una ley de control por modos deslizantes para el
sistema (115). Se busca que un controlador dirija las trayectorias del sistema hacia la

superficie deslizante s € IR?

t
Szuq+c}+7/(q—qd)dt (125)
0
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donde g4 = [qia, q24)" € R?, diag{u} € R**? y diag{y} € IR**? son matrices diagonales
positivas de sintonizacion. Esta superficie deslizante se propone dindmica debido a que
el término integral facilita alcanzar el objetivo de control. La ley de control 7 € R? que

asegura esto, estd dada por

7= Clg.4)q+G(q) + Flg) — By — M(q)[ng + 7(q — ga) + As]. (126)

Se propone que la ley de control estard actuando en todo tiempo, es decir, cuando
el sistema mecdnico estd en movimiento libre o en movimiento restringido (contacto
con el circulo). A € R**? y 8 € R**? son matrices diagonales de ganancia positivas,
cuyos valores seran sintonizados para asegurar que el movimiento de las trayectorias
se dirija hacia la superficie deslizante. Debido a que la superficie deslizante (125) es
una variable dindmica, afiadiremos s como otro estado en (115). Esto nos conduce al

sistema extendido

q q
d
sl d|= | M9[-Cle,d)q — Gla) — Flg) = Fu(g) +w(t) +7) |- (127)
s | [ M+t = qa) |

5.1.2 Analisis de estabilidad

En esta seccién se analizard la estabilidad del sistema en lazo cerrado (127) y concluire-
mos acerca de la estabilidad global.

Sustituyendo (126) en (127), el sistema en lazo cerrado toma la forma

q q

| d | = | ~MNg)Bsign(s) + Folg) —w] — pg — (g —qa) = As |- (128)

5 —As — M~ (q)[Brg + Felq) — w]
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Ahora, se puede probar la existencia de modos deslizantes verificando que s7$ < 0, a
través del siguiente desarrollo
s = (=As = MY (q) By + Fula) — w))

< =" = A {M7H@) FAmin{ BYHIs ]| + Amaa{ M~ (q)} i:Zm (Ai + By) [|s]]

IA

—Allsl* - (Amin{M‘l(Q)}Amm{ﬁ} — Amac{ M~ ()} 2 (At Bﬁ) sl
Concluimos la existencia de modos deslizantes en la superficie s = uqg + ¢ + v fot (g —
qq)dt mientras la condicion 0 < A\ {M1(q)} (Ai + B;) < Amin{M (@) }Amin{ B} per-
manezca valida, con ¢ = 1, 2.

También se puede demostrar la convergencia en tiempo finito de las trayectorias

hacia la superficie s = 0 a través de la siguiente funcién cuadratica V (s) € R
V(s)=s"s (129)
cuya derivada temporal a lo largo de las trayectorias de (128),

V(s(t)) < =2A[ls||* -2 (Amm{M_l(Q)}Amm{ﬁ} e M @)} Y (At Bi)) Il

i=1,2

< -2 <>‘min{M_1(q)}/\min{5} - )‘max{M_l(Q)} Z (A + Bz)) [ s]]

i=1,2

= -2 <>\mm{M_1(Q)})‘mm{6} - )‘maz{M_1<Q)} Z (Ai + Bz)) V V(‘S(t))'

i=1,2
(130)
De (130) se tiene que
) V(o) —
VO = 0para b= ot e P 1B} — e (@)} > (At B) v
’ (131)

Por lo tanto, V() converge a cero en tiempo finito y en consecuencia, un movimiento

a través del conjunto s = 0 ocurre en el sistema discontinuo (128). De esta manera, en
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los siguientes desarrollos supondremos que el sistema (128) estd en modo deslizante, es
decir que s = 5 = 0 para t > 5.

Ahora se demostrara que, mientras el sistema permanezca en s = 0, las trayectorias
(¢, q) convergen a cero cuando t — oco. De (125) con el cambio de variables e = ¢ —q, €
R?, ¢ = ¢, donde e = [e1, e5]T v € = [é1, €3], se tiene que la dindmica del sistema (128),

una vez que se encuentra en la superficie deslizante, se describe por

€1 0 0 1 0 €1
d €9 0 0 0 1 €2
— = . 132
il | (132)
€1 -7 0 =y 0 €1

Dado que los elementos 7y, 74, iy, iy sON positivos, nétese que el sistema (132) tiene
un tinico punto de equilibrio situado en el origen [0,0,0,0]7, el cual es asintéticamente
estable.

En resumen, se puede asegurar que todas las trayectorias del sistema (115), (117)-
(122), con la ley de control (125)—(126) convergen a la referencia deseada. Sin embargo
una forma de reducir el nimero de impactos en el sistema mecanico es teniendo una
adecuada sintonizacién de los parametros del controlador, especialmente de la relacion
entre los elementos de diag{~} y diag{p}. Esto se obtiene haciendo los polos del sistema

(132) negativos y reales. Esto se logra satisfaciendo la relacion

Piz12 = 2¢/Vi=12- (133)

5.1.3 Simulaciéon numérica

El desempeno y robustez del controlador por modos deslizantes propuesto son puestos

a prueba en simulaciones numéricas. Estas simulaciones se llevan a cabo utilizando
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MatLab®. Se estudia el modelo dindmico como en (127), el cual estd en funcién de
las posiciones articulares [g1, ¢2], sus velocidades [§1, ¢2] y la dindmica de la superficies
deslizantes [s1, s2]. Se consideran los siguientes parametros: fuerza deseada F; = 2N, la
distancia deseada desde el centro del circulo hasta la punta del segundo eslabén r; = 4,
con la distancia de referencia ry = 3, la posicion deseada q14 = 0, goq se calcula de
(124), la constante de rigidez del resorte k = 2, las masas m; = my = 1. La ganancia
del controlador es sintonizada en \; = Ay = 70, el parametro de la superficie deslizante
[y = jio = 4, el parametro de ganancia de la funcion signo 5, = 5, = 2 y la ganancia del
error de posicién vy, = v, = 2. Las amplitudes de las fricciones de Coulomb son a; = 0.5
y ag = 0.3, las perturbaciones en el sistema son w; = 0.2sin(t) y we = 0.3sin(2t). Las
condiciones iniciales de posicién, velocidad y superficie deslizante s son puestas como
q(0) = [-7/4,7], ¢ =[0,0], y s = [0.1, —0.1]. La seleccién de pardmetros de control se
realiza cumpliendo las condiciones que garantizan la estabilidad del sistema mecanico
en lazo cerrado, de la misma manera se seleccionan condiciones iniciales que pongan a
prueba al controlador propuesto.

La Figura 16a muestra la posicién y velocidad del primer eslabén. La Figura 16b
muestra la posicién y velocidad del segundo eslabén. En la Figura 16¢ se observa los
movimientos deslizantes s, alcanzandose las superficies deslizantes en tiempo finito. La
Figura 16d muestra la fuerza ejercida en el resorte regulada indirectamente a través de
@2, la Figura 17 las senales de control aplicadas y la Figura 18 la fuerza en el resorte
vs. posicién articular del primer eslabén, donde se observa la relacion entre ambas

variables.
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5.1.4 Comentarios

Se estudia un problema de regulacion asintética de posicion y fuerza en un resorte para
un sistema mecanico de 2 g.d.l., el cual presenta una restriccién en la posicion modelada
por un circulo. Este sistema de estructura variable constituye un ejemplo basico para la
construcciéon de ejemplos méas complejos y completos. Mas atin, se incorporan algunos
elementos reales que no son completamente conocidos en el disenio del controlador como
lo son la friccén de Coulomb y perturbaciones externas.

El controlador el cual presenta robustez en lazo cerrado, fue sintetizado utilizando
la metodologia de controladores dindamicos por modos deslizantes. A su vez se prueba
la convergencia en tiempo finito a la superficie deslizante y estabilidad asintética global

hacia un tnico punto de equilibrio.



7
5.2 Robot manipulador de 2 g.d.l. con una pared

como restriccion

restriccién
=3

Figura 19. Robot manipulador de 2 g.d.l. y restriccién en la posicidn.

5.2.1 Diseno del controlador por modos deslizantes

El modelo dindmico del sistema mecanico de dos eslabones con restriccién como se
muestra en la Figura 19 véase Apéndice A, se puede expresar en coordenadas de espacio

de estado como

M(q)d+ C(q,q)q + G(q) +7(q) + Fu(q) = 7+ w(t) (134)

donde ¢(t), 4(t), G(t) € R? denotan el desplazamiento, velocidad y aceleracién articular
de los eslabones del sistema mecanico; M(q) € IR**? es la matriz de inercia, la cual
es simétrica y definida positiva para cada ¢ € R?; C(q,¢)¢ es el vector de fuerzas

centrifugas y de Coriolis; G(¢) € IR? es el vector de fuerzas gravitacionales; 7.(q) €
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IR? es el par generado por el resorte al hacer contacto con la restriccién; F.(¢) =
[asign (1), aasign(ge)]” € R? es el vector de fricciones de Coulomb; 7 € IR? son las
entradas de control y w(t) = [w(t), wy(t)]" € IR? son las perturbaciones externas
desconocidas. La amplitud de la friccién de Coulomb y la perturbacion se supone que
satisfacen las mismas condiciones dadas en (116).

El objetivo de control es encontrar un control 7 € IR?, que dependa de la fuerza
deseada sobre el resorte Fy (a través de la posicién deseada x4 sobre el eje = de la
punta del segundo eslabén), los posiciones articulares (g1, g2), la posicién de referencia
xg, las velocidades articulares (q1,¢2), y las posiciones articulares deseadas (qq1, q42) tal

que el sistema en lazo cerrado satisfaga
Lim |1 (t) — qa| = 0, Lim |g2(t) — qaz| = 0. (135)

Dado que Fy = k(x4 —x9), con Fy; > 0y del hecho de que x4 = 1 cos(qq1) + 12 cos(qaz),
sustituyendo y despejando podemos obtener g4 en funcién de las otras variables

B Fy  xy  lycos(qar)
(g2 = arccos (12 3 + I, I,

(136)
Con estos antecedentes se disena una ley de control por modos deslizantes para el

sistema (134). Se busca que el controlador dirija las trayectorias del sistema hacia la

superficie deslizante s € IR?

t
S:uq+q'+7/ (¢ — qa)dt’ (137)
0

donde q; = [q14, q2a)” € R?, a su vez u € R*? y v € R**? son matrices diagonales
positivas de sintonizacion. Esta superficie deslizante se propone dindmica debido a que
el término integral facilita alcanzar el objetivo de control. La ley de control 7 que

asegura esto esta dada por

7= Clg.4)qi+G(q) + F(q) — By — M(a)[1d +v(a — qa) + As]. (138)
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Se propone que la ley de control estarda actuando en todo tiempo, es decir, cuando el
sistema mecanico esta en movimiento libre o en movimiento restringido. Los valores de
diag{\} € R**? y diag{3} € IR**? son matrices diagonales positivas las cuales serdn
sintonizadas para asegurar que el movimiento de las trayectorias se dirija hacia la su-
perficie deslizante. Debido a que la superficie deslizante (137) es una variable dindmica,

anadiremos s como otro estado en (134). Esto nos conduce al sistema extendido

q q
d
1 d| = MHQ-Cle,d)d— Glg) = Telq) — Ful@) +w(t) +7] |- (139)
s | |t d+(— ) |

5.2.2 Analisis de estabilidad

En esta seccién se analizard la estabilidad del sistema en lazo cerrado (139) y concluire-
mos acerca de la estabilidad global.

Sustituyendo (138) en (139), el sistema en lazo cerrado toma la forma

q q
d
| d | = | ~M(@)Bsien(s) + Folg) —w] — pg — (g —qa) = As |- (140)
s | —As = M~Y(q)[B5 + Felq) — w] |

Ahora, se puede probar la existencia de modos deslizantes verificando que s7s < 0, a

través del siguiente desarrollo

s =T (=hs = M) [Bg + Fulg) — )

< —=5"As = Anind M™H@) Pnin{BHS || + Amaa{ M ()} :212 (Ai + Bi) [Is]

IN

i=1,2

—Allsl* - (Amm{M‘l(Q)}Amm{ﬁ} — Amaa{ M)} 20 (Ai+ Bi)) Is]]-
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Se concluye la existencia de modos deslizantes en la superficie s = pug + ¢ + v fot (q —
qa)dt’ mientras la condicion 0 < Apae{M 1 (q)} (Ai + Bi) < Amin{M (@) }min{B}
permanezca valida, con i = 1, 2.

También podemos demostrar la convergencia en tiempo finito de las trayectorias

hacia la superficie s = 0 a través de la siguiente funcién cuadratica V(s) € R
V(s)=s"s (141)
cuya derivada temporal a lo largo de las trayectorias de (141),

V(s(t)) < =2A[ls||* — 2 (Amm{M_l(Q)}Amm{ﬁ} e M@} Y (At Bi)) Il

i=1,2

< -2 <>\mm{M_1(Q)}/\min{5} - )‘max{M_l(Q)} Z (A + Bz)) [ s]]

i=12

= -2 <>\mm{M_1(Q)}>\mm{ﬁ} — Anaad M)} Y (Ai+ Bi)) VV(s(t)).

i=1,2
(142)
De (142) se tiene que
V(to)
V _ = .
D 7] O B WS 3 DT
’ (143)

Por lo tanto, V' (t) converge a cero en tiempo finito y en consecuencia, un movimiento a
través del conjunto s = [0, 0] ocurre en el sistema discontinuo (140). De esta manera,
en los siguientes desarrollos supondremos que el sistema (140) estd en modo deslizante,
tal que s = § = 0 para t > t;.

Ahora se demostrara que, mientras el sistema permanezca en s = 0, las trayectorias
(¢, q) convergen a cero cuando t — co. De (137) con el cambio de variables e = ¢ —q, €

R?, ¢ = ¢ € IR?, se tiene que la dindmica del sistema (140), una vez que se encuentra
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en la superficie deslizante, se describe por

€1 0 0 1 0 €1
d €9 0 0 0 1 €2
— = . 144
i | (144)
€1 -7 0 —p 0 €1
i 62 | i 0 _72 0 _/,/L2 ] | 62 |
Dado que las matrices
7 0 py 0
"}/ = /L —=
0 7 U

tienen todos sus elementos positivos, entonces el sistema (144) tiene todos sus puntos
de equilibrio situados en el origen, los cuales son asintoticamente estables.

En resumen, se puede asegurar que todas las trayectorias del sistema (134), con la
ley de control (137)—(138) convergen a la referencia deseada. Sin embargo una forma
de reducir el nimero de impactos en el sistema mecanico es teniendo una adecuada
sintonizacién de los parametros del controlador, especialmente de la relacién entre v y
. Esto se obtiene localizando los polos del sistema (144) como negativos y reales. Esto

se logra satisfaciendo la relacién

me> 207, i=12 (145)

5.2.3 Simulacién numérica

El desempeno y robustez del controlador por modos deslizantes propuesto (138) es
puesto a prueba en simulaciones numéricas. Estas simulaciones se llevan a cabo uti-
lizando MatLab®. Los pardmetros utilizados en la planta corresponden a los del robot

PEGASUS fabricado por la compania Amatrol. Se estudia el modelo dindmico como en
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Tabla 1: Parametros del manipulador de 2 g.d.l.

Notacion | Descripcién Valor Unidades
Iy Longitud del eslabon 1 0.297 m

lo Longitud del eslabon 2 0.297 m

mq Masa del eslabdén 1 0.38 kg
mo Masa del eslabén 2 0.34 kg

I Inercia 1 0.000243 | kg m?
I Inercia 2 0.000068 | kg m?
I3 Inercia 3 0.000015 | kg m?
g Gravedad 9.80665 | m/s?
k Constante de rigidez del resorte 100 N/m
le1 Longitud al centro de masa: Eslabén 1 | 0.1485 m

leo Longitud al centro de masa: Eslabén 2 | 0.1485 m

(139) basado en las posiciones articulares [¢i, ¢o], sus velocidades [¢1, ¢2] v la dindmica
de la superficies deslizantes [sq, so], se consideran los pardmetros mostrados en la Tablas

1y 2.
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Tabla 2: Ganancias del controlador y perturbaciones externas de la planta, control por

odos deslizantes

Notacién | Descripcion Valor Unidades
¢:1(0) Posicion articular 1 /4 rad
¢1(0) Velocidad articular 1 0 rad/s
72(0) Posicion articular 2 /4 rad
42(0) Velocidad articular 2 0 rad/s
51(0) Movimiento deslizante 1 0

$2(0) Movimiento deslizante 2 0

A Ganancia del controlador 40 1/s

Ao Ganancia del controlador 30 1/s

[y Ganancia del controlador 5 1/(m.s)
i Ganancia del controlador 5 1/(m.s)
B4 Ganancia del controlador 1.6 N.m

By Ganancia del controlador 1.6 N.m

T Ganancia del controlador 9 1/(m.s?)
Y Ganancia del controlador 20 1/(m.s?)
o Friccién de Coulomb en el eslabén 1 0.2 N.m

oy Friccién de Coulomb en el eslabén 2 0.1 N.m

Tq1 Posicién euclidiana deseada del efector final | 0.57 m

Fy; Fuerza deseada en el efector final 2 N

T Posicién euclidiana de referencia 0.55 m

qa Posicion articular deseada del eslabén 1 0 rad

w1 Perturbacién en eslabdn 1 0.1sin(¢) | N.m

Wy Perturbacién en eslabon 2 0.1cos(t) | N.m
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5.2.4 Diseno del controlador H.

El controlador por modos deslizantes desarrollado en la seccion IV.2.2 mostré ser ro-
busto ante cierto tipo de perturbaciones acopladas y fricciéon de Coulomb, en la pre-
sente seccion se pretende explorar otro tipo de control el cual atenua incertidumbres
paramétricas, friccion tipo Dahl y perturbaciones no acopladas al sistema mecénico de
la Figura 19, esta metodologia de diseno es el control H,,, cuyo desarrollo del contro-
lador se muestra a continuacion.

El modelo dindmico del sistema mecanico de dos eslabones con restriccién, que se

muestra en la Figura 19, se puede expresar en coordenadas de espacio de estado como

M(q)G+C(q,4)q+ G(q) + F(q) = 7+ 7c(q) + w(t) (146)

donde ¢(t), 4(t), G(t) € IR? denotan el desplazamiento, velocidad y aceleracién articular
de los eslabones del sistema mecénico, respectivamente; M (q) € R?*? es la matriz de
inercia, la cual es simétrica y definida positiva para cada ¢ € R?*; C(q,q)q es el vector
de fuerzas centrifugas y de Coriolis; G(g) € IR? es el vector de fuerzas gravitacionales;
7.(q) € R? es el par generado por el resorte al hacer contacto con la restriccién; 7 € IR?
son las entradas de control y w(t) = [w; (t), wy(t)]” € IR? son las perturbaciones externas
desconocidas. F(q) € IR? es el vector de fuerzas de friccién, las cuales son representadas
como una combinacion

Fi=00q;+ Fg, 1=1,2 (147)

de friccién viscosa 0¢;q;, v friccion de Dahl Fy;, la cual es gobernada por el siguiente

modelo dindmico (véase Dahl (1976)):

Fai = 011 — U1z‘|¢]i|% + wo;, (148)
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donde o¢; > 0, 01; > 0y F.; > 0 son los coeficientes de friccion viscosa, coeficiente de
rigidez y nivel de fricciéon de Coulomb, respectivamente; correspondientes a la i-gésima
articulacién del manipulador; wy; es una perturbacion externa agregada para lidiar con
discrepancias en el modelo de friccion.

El modelo de Dahl (148) describe el comportamiento en un resorte con friccién
estatica, este modelo representa esencialmente la friccion de Coulomb con un retraso
en el cambio de la fuerza de friccién cuando la direccion del movimiento cambia. Como
la friccion de Coulomb es solamente una funcién del desplazamiento y el signo de la
velocidad, este modelo dinamico es no suave.

El modelo (148) puede reescribirse en su forma vectorial

F =044+ Fy, (149)

Fy =014 — ordiag{|g:|} F,” ' Fy+ wa, (150)

donde F' = col{F;}, F; = col{Fy}, x = col{¢;}, oo = diag{on}, o1 = diag{o;},
F, = diag{F.;}, wa = col{wy}.

Sea qq = col{qy} las constantes de las posiciones deseadas. Entonces si no hay
perturbaciones iniciales y externas, la posicion deseada serd el punto de equilibrio del
sistema en lazo cerrado actuado por 7. El objetivo de control es disenar un regulador

de la forma

donde ¢ (+) es un compensador, el cual elimina los términos no deseados de la ecuacién
en lazo cerrado y otorga al sistema la estructura necesaria para disenar la parte de
control H,,. A su vez la expresion 7 asegura estabilidad asintética hacia la referencia

qq a la vez que se atenuan localmente los efectos de perturbaciones.
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Por otro lado, la salida a ser controlada esta dada por

0 1
z2=p + u (152)
q— qa 0

con un coeficiente de peso positivo p. La salida del sistema esta dada por
Yy = q + wo, (153)

donde se supone que solo tiene acceso a la medicién de posiciones y son afectadas por
el vector de error wy(t) € IR?.

El problema de H,., para regulaciéon de posicién para el manipulador con friccion
puede ser considerado de la siguiente manera. Dado el sistema mecénico (146)-(153),
una posicién deseada g¢g y un ntmero real v > 0, se busca encontrar (si existe) un
regulador dindmico causal con estados internos ¢ € R® de tal forma que el sistema
en lazo cerrado sin perturbaciones sea asintéticamente estable y su ganancia Lo sea
localmente menor a .

El objetivo de control es encontrar un control 7 € R?, que dependa de la fuerza
deseada sobre el resorte Fy (a través de la posicién deseada x4 sobre el eje = de la
punta del segundo eslabdn), los posiciones articulares (qi, g2), la posicién de referencia
xg, las velocidades articulares (q1,¢G2), y las posiciones articulares deseadas (g1, qq2) tal

que el sistema en lazo cerrado satisfaga
lim g1 (t) = ga[ =0, lim |g2(t) = gas| = 0 (154)

dado que Fy = k(xg — x0), con Fy > 0y xg1 = Iy co8(qa1) + l2 cos(qqe). Sustituyendo y

despejando podemos obtener g4 en funcién de las otras variables

Fg xo b cos(qdl)) (155)

(g2 = arccos (lg_k + I, I,
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Se puede trasladar el punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (146) al origen a
través del siguiente cambio de variables, que incluye la integral del error de posicion,

error de posicion, velocidad y friccion de Dahl, respectivamente;

t
Ty = / o (t)dt', x0 = (g1 — qa1, ¢2 — Qd2]T, xr3 = [Qlaqz]T, Ty = [Fdlde2]T- (156)
0

Entonces las ecuaciones de estado son de la siguiente manera

T1 = Ty
[tg = T3
.i‘3 = Mﬁl(l’g + qd)[—C<l’2 -+ dd, $3)$3 — O0pX3 — X4 (157>

+ Te(T2 + o) + ¢ + u + wy]
Ty = 0103 — U1diag{|$3i|}Fc_1934 + ws.
donde ¢4, 0o, 01, wy, we vy F, € R?. El problema de control H,, en cuestién es

el problema de control H,, para sistemas no lineales y no suaves desarrollado en el

Capitulo II, donde el sistema tiene la forma
= fi(x) + fo(x) + g1(x)w + go(z)u
z = hy(x) + kia(z)u (158)
y = ho(z) + ko (z)w

donde = € IR" es el vector de espacio de estados, u € IR™ es la entrada de control,

w € IR" son perturbaciones desconocidas, z € R! es la salida a controlar, y € IR? son
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las mediciones del sistema. Adecuando (157) a la forma (158) se tiene que

T3
T3
fil@) = | M~ (x2 + qa) [=C(22 + qa, 73)235 | - (159)
—00T3 — Ty + Te(Ta + qa) + O

0173

fo(@) = : (160)

—ordiag{|za| } 2

02x2 02x2 02x2 02x2
0252 O2x2 0252 O2x2
gl(x) = ) gg(l’) - )
Oaxz M Haa + qa) Oaxo M~Yxs + qa)
02x2 02x2 ]éx2 02x2
02x1
hl(x) =p 3 h?(x) = T + qd,
o)
IQXZ
kia(z) = k() = |:12><2 02><4} (161)
02x2

Se propone qﬁ(fg(q —qq)dt',q — qa, ¢, F(4)) € IR? la cual garantiza propiedades de esta-

bilidad en (156) de la siguiente manera

qb = 0gx3 + T4 — kixl - ]Cpl‘g - k?dl'g (162)
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entonces 7 de (151) es:
T =G(x2 + qa) + oor3 + x4 — kizy — kpxy — kgxs + u (163)

donde k;, k, y kq € IR?*?, son matrices diagonales definidas positivas.

5.2.5 Solucién local al problema H

El siguiente analisis local involucra el problema de control lineal H,, para el sistema
= Aix + Byw + Byu
z = Cixz + Dpu (164)

Yy = CQZL‘ + Dgl’w.

Dado que el punto de equilibrio del sistema (157) es el origen se puede aseverar que

Ay =200 4 0RO B g(0) By = go(0)

oz ox ?
C, = 20 Dis = K15(0) (165)
Cy = ahgf), Dy = K /(0).

El sistema (164) debe de ser estabilizable y detectable en u y y, respectivamente. Bajo
estas suposiciones, las siguientes condiciones son necesarias y suficientes para que exista

solucién al problema de control H..
A1 Existe una solucién simétrica positiva semi-definida para la ecuacion
1
PA +ATP+C{Ci+ P | BB —B,B] | P=0 (166)
Y

de tal forma que la matriz [A; — (BB — 2B BY) P] tiene todos sus valores

propios con parte real negativa.
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A2 Existe una solucén simétrica positiva semi-definida para la ecuacion
1
AZ + ZA" + B{Bi+ Z | 5PByBy P — CoCy | Z =0 (167)
Y

donde A = Ay + (1/9*) BB P, de tal manera que la matriz [A — Z(CJCy
—y2PB,BY P)] tenga todos sus valores propios con parte real negativa. Las

ecuaciones (166) y (167) se conocen como ecuaciones algebraicas de Riccati.

De acuerdo con el lema citado en Aguilar et al. (2003), se puede aseverar que las
condiciones (Al) y (A2) aseguran que existe una constante positiva gy tal que las

ecuaciones perturbadas de Riccati

1
P.A, + ATP.+ CTCy + P. bBlBlT - BQBE} P.+el=0 (168)

1
AZ.+ Z. AT + BB + Z. {—QPEBQBQTPE - @CZT} Ze+el=0 (169)
gl

tienen una unica solucién definida positiva (P., Z.) para cada ¢ € (0,&¢) donde A, =
Ay + (1/4?) ByBTP..

Las ecuaciones (168) y (169) serdn utilizadas para obtener una solucién local para
el problema de control no lineal como en (158). El siguiente Teorema es extraido de

Aguilar et al. (2003)

Teorema 3. Supongase que las condiciones (A1) y (A2) se satisfacen y sean (P:, Z.)
soluciones positivas definidas de (168) y (169) con un € > 0. Entonces el controlador

a retroalimentar

£= f1(&) + f2(6) + %gl(f)gf(f) — 92895 (§) | Pe£ + Z:C5 [y — ha(€)]  (170)
u=—By (§)P£ (171)

es una solucion local del problema de control H.
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La prueba es omitida, se puede encontrar en Aguilar et al. (2003). En lo consecuente
el Teorema 3 es utilizado para disenar un controlador H,, para el manipulador con

friccién en cada una de sus articulaciones. [ |

5.2.6 Simulacién numérica

El desempeno y robustez del compensador + controlador H,, propuesto (163) utilizando
también (171) es puesto a prueba en simulaciones numéricas. Estas simulaciones se lle-
van a cabo utilizando MatLab®. Los pardmetros utilizados en la planta corresponden
a los del robot PEGASUS fabricado por la compania Amatrol. Se estudia el modelo
dindmico como en (157) basado en la integral del error de posicién [z11, x12], los erro-
res de posiciones articulares [za1, 29s], sus velocidades [x31,x32] y fricciones de Dahl
[41, 42|, se consideran los siguientes pardmetros mostrados en las Tabla 1, que son los
parametros de la planta y a su vez la Tabla 3 nos muestra los parametros de control y

condiciones iniciales:
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Figura 24. Errores de posicion, velocidades, senales de control y fuerza ejercida en el resorte

en el robot Pegasus.
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Tabla 3: Condiciones iniciales, ganancias del controlador y perturbaciones externas de

la planta, controlador H.

Notacién | Descripcion Valor Unidades
711(0) Integral de error de posicién 1 0 rad.s
712(0) Integral de error de posicion 2 0 rad.s
21 (0) Error de posicion articular 1 0.5 rad
2(0) Error de posicién articular 2 1 rad
x31(0) Velocidad articular 1 0 rad/s
x32(0) Velocidad articular 2 0 rad/s
x41(0) Friccién Dahl articular 1 0 N.m
242(0) Friccién Dahl articular 2 0 N.m
£,(0) € R® | Estados del filtro Ogx1

T4l Posicién euclidiana deseada del efector final | 0.57 m

Fy Fuerza deseada en el efector final 2 N

T Posicién euclidiana de referencia 0.55 m
qa Posicion articular deseada del eslaboén 1 0 rad
Wy Perturbacion en eslaboén 1 0 N.m
Wo Perturbaciéon en eslabon 2 0 N.m
k; Ganancias Integrales 3,6] N/s
k, Ganancias Proporcionales (3,12] N

ka Ganancias Derivativas [1,8] N.s
o0 Friccién viscosa [13.02,9.87] | N.s
o1 Coeficiente de rigidez [0.053,0.039] | N.m
fe Nivel de friccién de Coulomb [1.02,0.78] N.m
v constante de control H, 1.1

€ constante de ec. perturbada de Riccati 500

p Coeficiente de peso en diseno de control 1
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5.2.7 Diseno del control por modos deslizantes con atenuador
Hy

El controlador por modos deslizantes desarrollado en la seccion IV.2.2 mostrd ser ro-
busto ante cierto tipo de perturbaciones acopladas y friccién de Coulomb. A a su vez, el
controlador H,, desarrollado en la seccién IV.2.5 atentia incertidumbres paramétricas,
friccion tipo Dahl y perturbaciones no acopladas al sistema mecéanico de la Figura 19.
Debido a las ventajas particulares de cada uno de estos controladores se decide unificar
estas dos metodologias de control con el fin de disenar un control que incluya las ven-
tajas de ambas, lo cual se muestra a continuacion.

El objetivo de control es encontrar un control 7 € IR?, que dependa de la fuerza
deseada sobre el resorte Fy (a través de la posicién deseada x4 sobre el eje = de la
punta del segundo eslabdn), los posiciones articulares (¢, g2), la posicién de referencia
xg, las velocidades articulares (g1, ¢2), y las posiciones articulares deseadas (g1, qa2) tal

que el sistema en lazo cerrado satisfaga
tlgg lq1(t) — qa| = 0, tlgglo G2 (t) — qa2| = 0 (172)

A pesar de la perturbacién acotada sup, ||w;(t)|| < N;, con i = 1,2, donde la accién
H,, atenta la influencia de las otras perturbaciones externas wg, we € R% Dado que
Fy=k(xg —x), con Fy >0y xg =l cos(qq) + la cos(qqe), sustituyendo y despejando

podemos obtener ¢4 en funcién de las otras variables, es decir

Fy | o M) (173)

(42 = arccos (lz_k + E — I,

Se puede cambiar el punto de equilibrio de (134) en lazo cerrado al origen a través

del siguiente cambio de variables, que incluye la integral del error de posiciéon, error de
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posicion, velocidad y friccién de Dahl, respectivamente, es decir:

t
Ty = / zo(t)dt', xo = [ — qa1, ¢2 — Qd2]T, xr3 = [QI7Q2]T7 Ty = [Fdlde2]T- (174)
0

Las ecuaciones de estado de la siguiente manera

.I"l = T2
I"g = T3
i3 = M (29 + qa)[—C(m2 + qa, 23)73 — G (29 + qa) (175)

— 0073 — Ty — T(T2 + qa) + u + W]
iy = 01wz — ordiag{|as|} Fo ey + ws.
donde g; € R?, 0g € R**?, 07 € R*?, wy € R, wo € Ry F, € R**?.
Se propone una superficie deslizante para el diseno del controlador, donde se busca
que el controlador dirija las trayectorias de los estados hacia la siguiente superficie
deslizante

t
s =vx] + pre + r3 — / Uoodt’ (176)
0

donde v, i € R**? son matrices diagonales positivas y e es un controlador H, el cual
funciona alrededor del punto de equilibrio del sistema (175), a su vez podemos notar
que la superficie deslizante (176) es dindmica, esto debido al término integral.

La ley de control que asegura la convergencia de las trayectorias de (175) a s es

u = C(xg+ qu,x3)T3 4+ 00xs + T4 + Te(v2 + qa) + G(22 + qa)
(177)

—M (x5 + qq) |V + prs — Use + As + Bﬁ] .
La ley de control propuesta estara actuando en todo momento, es decir, cuando el sis-
tema esté en movimiento libre o en movimiento restringido (contacto con la restriccién).
Las matrices A y f € IR**? son diagonales positivas, las cuales son sintonizadas para

asegurar que las trayectorias de (175) se dirijan hacia la superficie deslizante.
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Debido a que la superficie deslizante (176) es una variable dindmica, se anadira s

como otro estado en (175). Esto nos conduce al sistema extendido
.jfl = T2
jl'g = I3

. S _
T3 = —T9 — T3 — AS — Bm ‘l‘M 1(1‘2 ‘l'Qd)U)l
(178)

iy = o133 — oydiag{|zsi|}F,  wy + wo
§ = vy + s + M (22 + qa) [~ C(@2 + qa, 23)T3 — 003 — T4
— Te(2 + qa) — G(z2 + qa) + u+ w1] — Uso.

A partir de substituir el controlador (177) en el sistema (178), se puede verificar la
existencia de modos deslizantes si se cumple la condicién s”$ < 0 (véase Utkin (1978)).

Para este fin, recordemos que sup, |wi;(t)| < N; para todo tiempo y una constante

N; >0, con i = 1,2, a su vez definimos N = max(N;)

sts = T (—)\s — B+ M= (xy + qd)wh)
< =AMl = i {BY = Amae {M ™ (22 + qa) }N) [s]].
Se puede concluir la existencia de modos deslizantes en la superficie s = 1 + x9 + 13 —
fot Usodt’ mientras la condicién Ain{ 8} — Mnae{M 122 +qq) } N > 0 permanezca vélida.
A su vez se puede demostrar la convergencia hacia la superficie deslizante s = 0 en

tiempo finito utilizando la siguiente funcién cuadratica

V(s) = s's. (179)
Calculamos su derivada a lo largo de la solucién de (178), se tiene que

V(s() < =2 Amin{B} = Amaa{ M (w2 + ¢a) }N) |I5]
(180)

= =2(Amin{B} = AmaaA M (22 4+ qa) }N) /V (s(1)).
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De (180) se puede asegurar lo siguiente:

\/V(to) - ¢
()\min{ﬁ}f)\maz{Mil(x2+Qd)}N) - f

V(t) = 0 para t > to+ (181)

De esta forma, la funcién V(t) converge a cero en tiempo finito y en consecuencia, el
movimiento a lo largo del conjunto s = [0, 0]7 ocurre en el sistema (178). A partir de este
punto y en los préximos desarrollos, se supondra que el sistema (178) se encuentra sobre
el modo deslizante, por lo que s = 5 = 0 para todo tiempo ¢ > ¢;. Primero derivando
(176) y luego despejando @3 de ella se puede describir la dindmica del sistema cuando

éste esta en modo deslizante

j’)l = T2
j?g = T3

(182)
Ty = —VTy — 4T3 + Uso

j34 = 013 — aldiag{|x3i|}Fc_1x4 =+ wsy.
Ahora se analizard la trayectoria (3, x3) en (182), suponiendo uy, = 0, a través de la

siguiente funcién cuadratica
_ T T T
V(za, x3) = (22 + x3)" (2 + x3) + 225 22 + 3 23 (183)

donde V' (x9, z3) es una funcién positiva definida y radialmente desacotada. La derivada

de V(z9,23) a lo largo de las trayectorias de (182) con us = 0 es

V(Qfg, .Tg) = 6.T’2T.CE2 + 21’;1‘3 + 2.15?;262 + 4l‘gﬂf3
= —20fvxy — dxl pws + 623 x5 — 208 pay — 4xlvas + 20l xs (184)
= —2xlvwy — dxlpxs + 23 (6 — 2u — 4v) x3 + 2213 < 0.

Escogiendo los elementos de la diagonal principal de la matriz (diag{6} — diag{2u}

—diag{4v}) de tal forma que sean cero con diag{u} > 1/2 € R**? y diag{r} > 0 €
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R?*2, aseguramos que mientras el sistema permanezca en s = 0, las trayectorias de
(29, x3) del sistema (182) con la entrada u., = 0 convergen a cero en ¢t — 0o.

Asi, el problema de regulacién para z, en el sistema (182) puede ser considerado
como un problema de control H., no lineal.

En lo subsecuente, el desarrollo se enfocard en el problema de regulaciéon H,, donde

1. La salida a controlar es

z=0p + Uso (185)
i) 0

con un coeficiente de peso positivo p.

2. La posicion x, es la medicién disponible y es afectada por el vector de error
Wo (t) S ]Rz.

Yy = T2 + Wo, (186)

El problema de H,., para regulaciéon de posicién para el manipulador con friccion
puede ser considerado de la siguiente manera. Dado el sistema mecédnico (182)-(186)
y un niimero v € IR, se busca encontrar (si existe) un regulador dindmico con la
siguiente forma

Uso = K(§) (187)

con estados internos & € IR® de tal forma que el sistema en lazo cerrado sin pertur-
baciones sea asintoticamente estable hacia el punto de equilibrio y su ganancia Lo sea

localmente menor a v, i.e., la desigualdad

/0 l=()IPdt < 72 / Jeo(t) 2t (188)
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se satisface para todo T' > 0 y toda funcién continua w(t) = [wo(t),w; (t), ws(t)]" para
las cuales las trayectoria del sistema (182)en lazo cerrado, inicializado en el origen,

permanece en alguna vecindad de este punto.

5.2.8 Sintesis H

El problema de H., en cuestion es el problema de control H., para sistemas no lineales

y no suaves, donde el sistema tiene la forma

&= fi(x) + folx) + g1(2)w + g2(2)u
z=hi(x) + ki2(z)u (189)
y = ho(x) + ko1 (x)w

donde z € IR" es el vector de espacio de estados, u € R™ es la entrada de control,

w € R" son perturbaciones desconocidas, z € R’ es la salida a controlar, y € IR? son

las mediciones del sistema. Adecuando (182) a la forma (189) tenemos que
)
x3
filz) = , (190)

—T2 — I3

0173

fo(z) = , (191)

—odiag{|zsi[ o
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0252 0252 0252 O2x2
O2x2 02x2 02x2 02x2
g1($> = ) QQ(I') = )
Oaxa M7 (z2 4 qa) Ooxo Ioyo
0252 0252 Iryo O2x2
02x1
hi(z) =p , he(z) = 29 + qu,
T2
Iéx2
) = | | ko) = [ 00 (192)
O2x2

5.2.9 Solucién local al problema H

El siguiente analisis local involucra el problema de control lineal H,, para el sistema
= Aix + Byw + Byu
z = Cix 4+ Dysu (193)

Yy :ZC&17+>1)2ﬂﬂ

Dado que el punto de equilibrio para el sistema (182) es el origen podemos aseverar que

Al _ 0A(0) + 9/2(0) By = gl(O) B, = 92(0)

ox oxr
C, = 2a0 D15 = K12(0) (194)
Cy =220 Dy = Ky /(0).

Dado que las condiciones (A1) y (A2) del Teorema 3 se satisfacen para el sistema
(182), se pueden obtener las soluciones positivas definidas (F:, Z.) con un € > 0. En-

tonces el controlador a retroalimentar es

£= f1(8) + f2(6) + %gl(f)gip(i) — 92(8)92 ()| P£+ Z.C7 [y — ha(§)]  (195)
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Uso = =By (§) P& (196)

es una solucién local del problema de control H...

5.2.10 Simulaciéon numérica

El desempernio y robustez del controlador de modos deslizantes con atenuador H,, prop-
uesto (177) se prueba en simulaciones numéricas. Estas simulaciones se llevan a cabo
utilizando MatLab®. Los parametros utilizados en la planta corresponden a los del
robot PEGASUS fabricado por la compania Amatrol. Se estudia el modelo dindmico
como en (178) basado en la integral del error de posicién [x11, x12], los errores de posi-
ciones articulares [x9,x9s], sus velocidades [z31, 3], fricciones de Dahl [x41,x40] ¥
superficies deslizantes [sq, s2], se consideran los parametros mostrados en la Tabla 1
que son los parametros de la planta, las Tablas 4 y 5 contienen condiciones iniciales,

parametros del control y perturbaciones:
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Figura 27. Fuerza en el resorte F..
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Figura 28. Fuerza en el resorte F, vs. posicion euclidiana del efector final x,q.
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Tabla 4: Condiciones iniciales y ganancias del controlador por modos deslizantes con

atenuador H.,

Notacion Descripcién Valor Unidades
211(0) Integral de error de posiciéon 1 | 0 rad.s
212(0) Integral de error de posiciéon 2 | 0 rad.s
291(0) Error de posicién articular 1 | 0.5 rad
292(0) Error de posicién articular 2 | 1 rad
x31(0) Velocidad articular 1 0 rad/s
x32(0) Velocidad articular 2 0 rad/s
241(0) Friccién Dahl articular 1 0 N.m
242(0) Friccién Dahl articular 2 0 N.m
51(0) Variable deslizante 1 0

s9(0) Variable deslizante 2 0

£,(0)...&4(0) | Estados del filtro [0,0,0,0,0,0,0,0]

A Ganancia del controlador [10,20] 1/

i Ganancias del controlador [9,10] 1/(m.s)
B Ganancias del controlador [1,1] N.m

v Ganancias del controlador [4,4] 1/(m.s?%)
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Tabla 5: Parametros de la planta y ganancias del controlador por modos deslizantes

con atenuador H,,

Notacion | Descripcién Valor Unidades
k Constante de rigidez del resorte 100 N/m
T4l Posicion euclidiana deseada del efector final | 0.57 m
Fy Fuerza deseada en el efector final 2 N

T Posicién euclidiana de referencia 0.55 m
qa1 Posicion articular deseada del eslabén 1 0 rad
Wy Perturbacién en eslabon 1 0 N.m
Wo Perturbacién en eslabon 2 0 N.m
o0 Friccién viscosa [13.02,9.87] | N.s
o1 Coeficiente de rigidez [0.053,0.039] | N.m
fe Nivel de friccién de Coulomb [1.02,0.78] N.m
v constante de control H, 1.1

€ constante de ec. perturbada de Riccati 500

p Coeficiente de peso en diseno de control 1
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5.2.11 Comentarios

Se estudia un problema de regulacién de posicién y fuerza para un prototipo mecanico
de dos grados de libertad, el cual opera en condiciones restrictivas. El sistema mecanico
y su modelo representan una etapa intermedia antes de desarrollar controladores para
el robot Pegasus de 3 g.d.l.. Por otro lado se incorporan al sistema algunos elementos
reales que no son completamente conocidos como friccion de Coulomb, friccién de Dahl
y perturbaciones externas.

Los controladores son sintetizados utilizando la técnica de control por modos deslizan-
tes, Hy y un control que es la mezcla de ambas técnicas que denominamos control por
modos deslizantes con atenuador H.,. Este tipo de controladores hacen que el sistema
en lazo cerrado sea robusto contra perturbaciones. para el caso de modos deslizantes
y modos deslizantes con atenuador H,, se probd que la convergencia de las trayecto-
rias del sistema en lazo cerrado fue en tiempo finito hacia la superficie deslizante y
asintéticamente hacia el punto de equilibrio. A su vez se dio una idea para reducir
los posibles rebotes en el sistema, debido a que pueden causar efectos no deseados
en este. Cabe senalar que las ganancias de los controladores fueron seleccionadas
heuristicamente; por lo tanto, es posible que otros valores en los parametros de los
controladores arrojaran mejores resultados. Se llevaron a cabo simulaciones numéricas

que mostraron concordancia con la robustez y desempeno esperados.
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Capitulo 6

Aplicacién a sistemas mecanicos
sub-actuados de 2 g.d.l.

En el presente capitulo se desarrollan tres tipos de controladores: modos deslizantes, H .
y modos deslizantes con atenuador H.,. Con el propédsito de validar los controladores
propuesto se llevan a cabo simulaciones numéricas y experimentos en la plataforma
rectilinea ECP-210, de igual manera se hacen simulaciones numéricas para un ma-
nipulador que puede tener contacto con un sistema masa resorte. Podemos resaltar la
importancia de este capitulo debido a que este tipo de sistemas mecanicos sub-actuados
son mas complicados de controlar que el resto de los sistemas mecanicos analizados en
este trabajo. De esta manera los controladores tienen que compensar incertidumbres
paramétricas, friccion seca y viscosa y perturbaciones externas las cuales pueden estar

acopladas y/o desacopladas con respecto a la entrada de control.

6.1 Sistema mecanico bajo contacto con un sistema
masa-resorte

La clase de sistemas mecdanicos que se presentan en esta seccién son solamente una clase
particular de sistemas sujetos a restricciones unilaterales, los cuales son sub-actuados
y presentan un mayor reto en el diseno del controlador y su prueba de estabilidad en

lazo cerrado.
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6.1.1 Modelo dinamico

El modelo dindmico de la masa m;, como se muestra en la Figura 29, se puede expresar

en coordenadas de espacio de estado como
mlil + bli'l + alsign(x'l) = U+ w (197)

donde z1(t), ©1(t), #1(t) € R denotan el desplazamiento, velocidad y aceleracion de la
masa my, respectivamente; b; es el coeficiente de friccion viscosa y a; es el coeficiente
de friccién de Coulomb. La masa m; estd actuada por la entrada de control u(t) € R
y wi(t) € R es la perturbacion externa desconocida.

La dinamica del sistema masa-resorte en la Figura 29 es
mg.ﬁig + bg.ﬁtz —+ oagsign(:tg) -+ k’(l'g — l‘o) = W2 (198)

donde w5(t), 2(t), #2(t) € R denotan el desplazamiento, velocidad y aceleracion de la
masa mg, respectivamente; xg € IR es la posicion en reposo y sin perturbacion de la
masa me, k es el coeficiente de rigidez del resorte, by es el coeficiente de friccion viscosa
y g es el coeficiente de friccion de Coulomb y ws(t) € R es la perturbacién externa
desconocida. La amplitud de la friccion de Coulomb y la perturbacion se supone que
satisfacen

a; < M;, suplw(t)| <N, =12 (199)
t

para todo ¢ y unas constantes estrictamente positivas My, My, Ny, Ns.

Ocurrird un impacto entre la masa my y la masa ms del sistema masa-resorte cuando
x1(t) > xo(t) —d. El impacto genera fuerzas opuestas y de igual magnitud entre la masa
my y la masa msy. La fuerza de impacto actuando en las masas m; y mo, denotada
como Fy,(z1,x9) € R, se define de la siguiente manera

R, = %(Il (s — )+ |71 — (22 — d))) (200)
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X0, sensor de
""""""""""""""""""""" ' fuerza

Of -==-= === - m ==

Figura 29. Ejemplo académico de un impacto entre dos sistemas dindmicos.

donde K es una constante que denota la rigidez y d es la longitud horizontal de la masa
mo.
Baséndonos en (197), (198) y (200), el modelo dindmico para el sistema masa-masa-

resorte puede ser expresado como

mlftl + bli'l + ozlsign(dvl) — Fm =u -+ w;
(201)
dei’g + bgl"g + CYQSigH<.Z"2) + /{3(1'2 — .1'0) = Fm + W2
donde la fuerza en el resorte es
F = k(zo(t) — xo), Vt>0. (202)

6.1.2 Diseno del control por modos deslizantes

Se pretende regular la fuerza ejercida en un resorte en un sistema mecanico donde se
presenta friccién seca tipo Coulomb y perturbaciones externas, donde ambas variables
no son completamente conocidas. El control por modos deslizantes es adecuado para
lograr el objetivo de control, el cual es disenado para el sistema general sin importar
la zona de movimiento en que se encuentre, se prueba que el sistema no lineal es
asintéticamente estable en forma global y alcanza un error de fuerza igual a cero en

estado estacionario.
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El objetivo de control es encontrar un control u, que dependa de la fuerza deseada
sobre el resorte F** (a través de la posiciéon deseada z* y la longitud horizontal d de
la masa may), los desplazamientos de posicion (z1, x2), la posicién de referencia z( y las

velocidades (&1, 42), tal que el sistema en lazo cerrado satisfaga
lim |z1(t) — 2" =0, lim |z2(t) —2™| =0 (203)
t—o0 t—o0

donde z* es la posicion deseada de la masa m; y ™ = 2* 4+ d es la posicion deseada de
la masa my. Trasladamos el punto de equilibrio de (201) a cero definiendo la siguiente

transformacién de estado basada en el error de posicién:
Yy =11 — QT*,
yl = ilv
(204)
Yo =1xp— ™,
Yo = Tg.

Por lo tanto el sistema (201) se puede transformar como

mafi + bigh + agsign(yn) — Frn = u+wy
(205)
Mmalia + bolo + aosign(ys) + k(y2 + 2™ — o) = F,, + wo

donde F}, se puede reescribir como

K
F,, = 3(yl—y2+|?/1—yz|)- (206)

De igual forma la transformacion para F' es

Se disenia una ley de control por modos deslizantes para el sistema (205). Se busca que

el controlador dirija las trayectorias del sistema hacia la superficie deslizante

t
s = p(y1 +y2) + (41 + 1) + 7/ (F — F* 4 kyy)dt’ (208)
0
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donde F** = k(2™ —xq), pu y v son parametros positivos. La ley de control que asegura

esto estd dada por

ma2

u = —miAs — myfsign(s) + (by — map)n + ”:n—lzk (ys + 2 — o) + (m _ mlu) U

— (14 2) B = muy(F = P + ky).

m2

(209)
Se propone que la ley de control estard actuando en todo tiempo, es decir, cuando la
masa esta en movimiento libre o en movimiento restringido (contacto con masa-resorte).
Los valores de X y 3 son pardametros de ganancia positivos, los cuales seran sintoniza-
dos para asegurar que el movimiento de las trayectorias se dirija hacia la superficie
deslizante. Debido a que la superficie deslizante (208) es una variable dindmica, se

anadird s como otro estado en (205). Esto nos conduce al sistema extendido

1= — gy — Shsign(yn) +
jo = —Mutroto) 4 Fu bay, _ @2gion(jy) 4 22
5= plin )+ J i = ki — fhsign() + 2 (210)
k T —x . o .
— Mt on0) g B by, @ giam(g,)

6.1.3 Analisis de estabilidad

En esta seccién se analizard la estabilidad del sistema en lazo cerrado (210) y concluire-
mos acerca de la estabilidad global.

Sustituyendo (209) en (210), el sistema en lazo cerrado toma la forma

ji = —As — Psign(s) — ugh + = (y2 + 2 — 20)
+ (:1—22 - M) g + Lm — y(F + kyy) — Shsign(yy) + 2
(211)
o = _k(—yﬁi2 —T0) 4 % — %92 — s2sign(ye) + ;2
§ = —As— Psign(s) — otsign(yn) — p2sign(ge) + - + 2



116

donde F' = F — F**. Ahora, se verificara la existencia de modos deslizantes verificando

que ss < 0:

w1 w2

5§ =s (—)\s — Bsign(s) — ntsign(yn) + - — o2sign(ye) + m2>
2 My+Ny | My+N.
s 3] (Mg 4 M) g

< —)\82 _ B _ Mi+Ny + Mo+No |S|
mi me

Se concluye entonces la existencia de modos deslizantes en la superficie s = u(y; +

IN

y2) + (Y1 + v2) + nyt(F — F** + ky;)dt’ mientras la condicién 0 < Ny /my + Ny/my <
B — My /my — Msy/ms permanezca valida.
También se puede demostrar la convergencia en tiempo finito de las trayectorias

hacia la superficie s = 0 a través de la siguiente funcién cuadratica
V(s) = s (212)

cuya derivada temporal a lo largo de las trayectorias de (211),

V(s(t)) < —2Xs? -2 (5— (Ml M MﬁN?)) B

my mo

M, + N, My + N
§—2(ﬁ—< 1+ Ly 2+ 2>>|5|
mq mo
M, + N, M+ N.
= -2 (ﬁ - ( LERAL S 2)) V(s(t)). (213)
my ma
De (213) se tiene que
V(t
V(t) = 0 para t > to -+ (to) — iy, (214)

B — Mi+Ny + Ms+No
mi mao
Por lo tanto, V(t) converge a cero en tiempo finito y en consecuencia, un movimiento
a través del conjunto s = 0 ocurre en el sistema discontinuo (211). De esta manera, en

los siguientes desarrollos supondremos que el sistema (211) estd en modo deslizante, tal

que s = s = 0 para t > ty.
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Ahora demostremos que, mientras el sistema permanezca en s = 0, las trayectorias
(y1,91,Y2,Y2) convergen a cero cuando t — oo. De (207), (208) con el cambio de
variables z = y; + y2, 2 = ¥1 + U2 y dado que F** = k(z™ — z;), tenemos que la
dindmica del sistema (211), una vez que se encuentra en la superficie deslizante, se
describe por
= = . (215)

z —vk —p z
Dado que 7, k y p son positivas, ndtese que el sistema (215) tiene un dnico punto de
equilibrio situado en el origen, el cual es asintéticamente estable. Debido a restricciones
fisicas del sistema mecénico la inica forma de tener (z, 2) = (0, 0) es que (y1, ¥1, Yo, J2) =
(0,0,0,0).

En resumen, se puede asegurar que todas las trayectorias del sistema (205)—(207),
con la ley de control (208)—(209) convergen al origen. Sin embargo una forma de reducir
el nimero de impactos en el sistema mecanico es teniendo una adecuada sintonizacion
de los parametros del controlador, especialmente de la relacion entre 7, k y u. Esto se
obtiene localizando los polos del sistema (215) como negativos y reales. Esto se logra

satisfaciendo la relacién

SN (216)

6.1.4 Simulaciéon numérica

Se llevan a cabo simulaciones numeéricas del controlador por modos deslizantes uti-
lizando MatLab®. Se estudia el modelo dindmico como en (210) basado en los errores de
posicion de las masas, velocidades de las masas y la dindmica de la superficie deslizante
s, se consideran los siguientes parametros: fuerza deseada F™** = 2N, con la posicién

en reposo xro = 3, una posicion deseada x* = 3.5 y una longitud horizontal d = 0.5 de
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la masa ms, por lo que x** = x* + d = 4, la constante de rigidez del resorte k = 2, los
coeficientes de friccién by = by = 1, las masas m; = my = 1 y un valor constante de
rigidez K = 3000. La ganancia del controlador es sintonizada en A = 70, el pardmetro
de la superficie deslizante u = 2, el parametro de ganancia de la funcién signo § = 2y la
ganancia de la fuerza v = 0.5. Las amplitudes de las fricciones de Coulomb son oy = 0.5
y as = 0.3, las perturbaciones en el sistema son w; = 0.2sen(t) y we = 0.3sen(2t). Las
condiciones iniciales de error de posicién, velocidad y superficie deslizante s son puestas
como y1(0) = =4, 91 =0,y =1, 9o =0y s = —0.1.

La Figura 30 muestra el error de posiciéon y velocidad de la masa m;, donde se
pueden apreciar los impactos principalmente en los cambios repentinos de velocidad.
La Figura 31 muestra el error de posicién y velocidad de la masas my, donde de igual
manera se observan los efectos de los impactos. En la Figura 32 se observa el movimiento
deslizante s alcanzando la superficie deslizante en tiempo finito. La Figura 33 muestra
la fuerza ejercida en el resorte y la Figura 34 la senal de control aplicada, donde se
aprecia la reaccién del control al presentarse rebotes en el sistema fisico y tratar de

compensarlos.
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Figura 31. Error de posicién y velocidad de masa m..
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6.2 Sistema masa-resorte de 2 g.d.l. con holgura
como restriccién, donde sus eslabones estan unidos

a través de cunas

Xo
oo sensor
| a de
| fuerza
u
— i My L m;
b k

Figura 35. Ejemplo académico de un impacto entre dos sistemas dindmicos.

6.2.1 Modelo dinamico

El modelo dindmico es idéntico al modelo (197)-(199), incluyendo las cotas superiores
para friccion de Coulomb y perturbaciones externas en ambas masas, la diferencia en
este sistema mecanico es el modelo de fuerza de contacto el cual se da a través de cunas
como en la Figura 35, donde pueden la masa actuada puede empujar o jalar a la masa
no actuada. Esta fuerza de impacto se define de la siguiente manera

Un impacto entre la masa m; y la masa ms del sistema masa-resorte ocurre cuando
z1(t) +a > x9(t) — d 6 cuando z1(t) + a < x9(t) — d — b. El impacto genera fuerzas
opuestas y de igual magnitud entre la masa m; y la masa ms. La fuerza de impacto

actuando en la masa m; y masa may, representada por F,,(x1,z5) € R, se define como

b
Fm = K(x1+a—x2—i—d+§)

K
+E(|x1+a—x2+dl—\xg—d—b—:cl—a\) (217)
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donde K representa un valor constante de rigidez, d es la longitud horizontal de la masa
ms, a es la longitud de la cuna de la masa my y b es la longitud de la cuna de la masa
ms, donde se cumple que a > b.

Basandonos en (197), (198) y (217), el modelo dindmico para el sistema masa-masa-

resorte puede ser expresado como

mlzil + bll"l + &1Sign(i’1) — Fm =u -+ wy
(218)
dei’g + bgl"g + OéQSigH(:tQ) =+ /{3(1'2 — .1'0) = Fm =+ Wa
donde la fuerza en el resorte es
F = k(xo(t) — o), Vt>0. (219)

Debido a que el modelo dindmico (218)-(219) es el mismo al presentado para el
sistema mecanico de la seccion V.1, solo cambia el término F;,, sin cambiar esto la
estructura del diseno del controlador ni su prueba de estabilidad, es que se omiten esos

desarrollos.

6.2.2 Simulaciéon numérica

Se llevan a cabo simulaciones numéricas donde son puestos a prueba el desempeno
y robustez del controlador propuesto. Estas simulaciones se llevan a cabo utilizando
MatLab®. Se estudia el modelo dindmico como en (210) basado en los errores de
posicion de las masas, velocidades de las masas y la dindmica de la superficie deslizante
s, se consideran los siguientes pardametros: fuerza deseada F* = 2N, con la posicién
en reposo ro = 2, una posicién deseada z* = 0 para la masa m;y, la longitud de la
cuna a = 2 para la masa my, una posicion deseada x** = 3 para la masa mo, con una
longitud horizontal d = 1 de la masa msy y una longitud de la cuna b = 1 de la masa

mo, la constante de rigidez del resorte k = 2, los coeficientes de friccion b; = by = 1, las
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masas m; = msy = 1 y un valor de la constante de rigidez K = 3000. La ganancia del
controlador es sintonizada en A = 70, el parametro de la superficie deslizante p = 2, el
parametro de ganancia de la funcion signo = 2 y la ganancia de la fuerza v = 0.5. Las
amplitudes de las fricciones de Coulomb son a; = 0.5 vy as = 0.3, las perturbaciones
en el sistema son w; = 0.2sen(t) y we = 0.3sen(2t). Las condiciones iniciales de error
de posicion, velocidad y superficie deslizante s son puestas como z1(0) = =2, @, = 0,
To=2,1T9=0y s=—0.1.

La Figura 36a) muestra en orden de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo el
error de posicién y velocidad de la masa m;, donde se pueden apreciar los impactos
principalmente en los cambios repentinos de velocidad, la siguiente Figura 36b) muestra
el error de posiciéon y velocidad de la masas mo, donde de igual manera se observan
los efectos de los impactos. En la Figura 36¢) se observa el movimiento deslizante s
alcanzando la superficie deslizante en tiempo finito. La Figura 36d) muestra la fuerza
ejercida en el resorte, la Figura 36e) la senal de control aplicada y la Figura 36f) la

fuerza vs. error de posiciéon en masa m;.
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Ahora se simula para una fuerza deseada en el resorte F* = —2N, con una posicién
deseada x* = —3 para la masa my, una posiciéon deseada z** = 1 para la masa ma,
utilizando los mismos valores de parametros y las siguientes condiciones iniciales

1131(0) :—1, .i?l :0, 1'2:2, Z’QZOYS:—Ol

6.2.3 Comentarios

Dada la similitud entre el sistema mecanico de la seccion V.1 y el de la seccién V.2 y
debido a que solo varia entre ellos la fuerza de impacto F},,, eso conduce a que el diseno
de control y prueba de estabilidad tengan la misma estructura, eso hace pensar que
es posible generalizar este término a una variedad mas amplia de restricciones, como
podrian ser de velocidad y conservar la misma estructura del controlador y su prueba

de estabilidad.
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6.3 Sistema masa-resorte de 2 g.d.l. con holgura
como restricciéon

Ahora aplicaremos el diseno de control ‘H., desarrollado en la seccién previa para ser

utilizado en una planta rectilinea sujeta a una restriccién unilateral (ver Figura 38). El
k

U
mp jv\/\/\/\/)l mo

ffffffff

Figura 38. Sistema mecdnico restringido.

modelo matematico para el prototipo de laboratorio de la planta rectilinea, en coorde-

nadas de espacio esta dado por

migr+ Fi(q) = 7+ f(q) +wu,
(220)

mads + Fo(q) = f(q) +wie.
En las ecuaciones anteriores, ¢;(t), ¢1(t), ¢1(t) € R representan la posicién, velocidad
y aceleracion de la masa m; € R, respectivamente; ga(t), ¢2(t), G2(t) € R representan
la posicion, velocidad y aceleracién de la masa mo € IR, respectivamente; 7 € IR es el
par de entrada y w; € IR? es una perturbacién externa. Las fuerzas de friccién Fi(q),
i = 1,2 son especificadas como en (48)-(49). Finalmente, f(q) es la fuerza de contacto

entre las masas modeladas por

(

—k(ga —b—c— (1 +a)) sigpg—b—c>q +a,

f= 0 si0<—qp—a+qg2—b<ec, (221)

k(g1 +a— (g2 — b)) sigrt+a>q—0;
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las cuales se pueden reescribir como

k
f:5(2(Q1+a+b—(&)+c+|Q1+a—QQ+b|
(222)

—lgz —=b—c—a—aql)
donde k£ € IR es la rigidez del resorte.

Previendo que las unicas mediciones disponibles en el sistema son la posicion de la
masa ¢;(t) y la posicién de la masa g(t), el modelo anterior (220), (222) es una vez
continuamente diferenciable y el sistema en lazo abierto posee un conjunto de equilibrios
(¢1,q2) con ¢; € [m —a —b—c¢,m —a — b|] donde m es cualquier constante y gz = m.

Para satisfacer los requisitos del diseno de control para una solucion local al problema
de regulacién de control H,, el modelo de fuerza de contacto (222) se reemplaza por
una aproximacién estrictamente monétona, ésta aproximacion asegura que f3(z) es al
menos dos veces continuamente diferenciable, esto es acorde con la suposicién (Ag) del
Capitulo 11,

f=kAq+kn(Aq) (223)

donde

Aq=qp+a—qg+b+c/2 (224)

1 — e—(Aq/O.E)c)
N T e (Bq/050)

(225)
En lo sucesivo estda aproximacion de f serd utilizada, la cual es inspirada en el tra-
bajo de Merzouki y M’Sirdi (2004). La aproximacién de f acoplada al sistema actuado
(220) constituye una aproximacion suave del sistema mecénico, el cual opera bajo las
incertidumbres wy 1(t), w12(t) que seran atenuadas. En realidad, estas incertidum-

bres constituyen discrepancias entre el modelo fisico de fuerza de contacto (222) y su

aproximacién (223)—(225).
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(a) (b)

Figura 39. (a) Modelo de fuerza de contacto y (b) Aproximacién monétona del modelo de
fuerza de contacto.

Basados en (53), se propone el siguiente regulador

Tqg = Uo,lfh + fdl - f -\ fot(fh - Qd)dt/ - )\2(612 - Qd) — A3q2 — /\4fd2 (226)

que impone propiedades de estabilidad alrededor del punto de referencia ¢; € IR del
sistema sin perturbaciones.

En todo tiempo la salida a controlar estda dada por

0 1
z=p g —qi| + [0]u (227)
92 — qd 0

donde ¢ = ga—a—b—c/2, con un coeficiente de peso positivo p, y las tinicas mediciones

disponibles son de posicién

Y = + T (228)
42 Wo,2

corrompidas por los vectores de error wg (%), wo2(t) € R.

6.3.1 Objetivo de control

El objetivo de regulacion H, de salida del sistema no lineal (220) con friccién (50)—

(51) y fuerza de contacto (223)—(225) es disenar un controlador no lineal H,, de tal
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forma que el sistema en lazo cerrado tenga las trayectorias de los estados acotadas y
la salida ¢2(t) decaiga asintéticamente a la referencia deseada g4 cuando ¢ — oo en el
caso sin perturbaciones w = 0; de otra manera el controlador H., no lineal va a ate-
nuar la influencia de las perturbaciones externas w = [wp 1, w2, W1 1, W1 2, wg,l,wgg]T.
Trasladando el punto de equilibrio de (220) al origen de acuerdo a la suposicién (A2)
al introducir el cambio de coordenadas en funcién del error de posicion, incluyendo la

integral del error de posicion la cual se agrega para efectos de control, de igual manera

se mantiene la friccién de Dahl como estado en el sistema

t
T = / To(t)dt', xo=q1 — ¢, 3= q1, x4 = Fa
0 (229)

t
x5 = / ze(t)dt', 6 = qo — qa, T7 = ¢2, xs = Fpo.
0

Después de lo anterior, se puede reescribir las ecuaciones de estado (220)—(228) en

términos del vector z;

1 = X9
To = T3
i3 =mi (—og 23 — 4+ f+u+wp)
iy = 01123 — o diag{|as|}E vy + wa
(230)
Ts = Tg
Te = T7
i7 =my ' (—002m7 — T8 + f + wi0)
Ty = 01207 — 0172diag{|x7\}FC’21xg + wa o
donde

[ =kAz + kn(Ax) (231)
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con Ax =9+ g+ a— 6 — qq + b+ ¢/2 el cual se puede simplificar a Ax = x9 — g,

con
1— 6—(Am/0.50)
y
Tda = 00,173 + T4 — f — )\1265 — )\2336 — )\3267 — )\4338- (233)

Esta aproximacién impone propiedades de estabilidad en el sistema sin perturbaciones

alrededor de zg = 0.

6.3.2 Diseno del control H

El objetivo del control es determinar un controlador retroalimentado que resuelva el
problema de regulacion, tal que el sistema en lazo cerrado ante la ausencia de pertur-

baciones satisfaga
limy o0 || 26(2)]| = 0. (234)

La representacién de (230) aplicando (233) y acorde a (10) es la siguiente

Z2
z3
ml_l (—)\15E5 — )\2:[;6 — )\3(,57 — )\41‘8)
01,173
fi(z) = : (235)
Te

X

m;l (—002m7 — w3)

01,227
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1

1 00 00O
k’m(ﬁ(]): o1, k’gl(l’): . (240)

010000
0

Entonces la retroalimentacion de salida (61)-(62) sujeta a (235)-(240) es una solucién
local del problema de regulaciéon de posicién H,, para el sistema con restricciones de
fuerza (230). Asi, el controlador 7 a ser construido consiste en el compensador 7,4 (233)
y el atenuador de perturbaciones u (62), que estabilizan el sistema en lazo cerrado (230)

alrededor de la posicién deseada, siendo de la siguiente manera

T = 00173+ Ts — f— M5 — Aoxg — A3w7 — \grg — 93 (§)P:E. (241)

6.3.3 Estudio experimental

En los siguientes experimentos se prueba el compensador (233) y el atenuador de per-
turbaciones u(t) (62). Como solamente se tienen las mediciones de los estados x5 y g,
se utiliza un filtro H, (61) para tener acceso a los estados remanentes.

En la plataforma ECP-210 modificada para tener una restriccion de fuerza como en
la Figura 40, se utilizaron los siguientes parametros: posiciéon deseada de la segunda
masa qq = 23.1 cm siendo ¢ = 3.0 cm, coeficientes de friccién viscosa g1 = 7.695,
00,2 = 2.1141, coeficientes de rigidez 01 ; = 0.1, 012 = 1, niveles de friccién de Coulomb
F. =0.1, F5 = 0.1, valores de las masas en kilogramos m; = 1.06238 kg., my = 0.611
kg., valores de las distancias en metros a = 15.0 cm, b = 5.1 cm, ¢ = 1.0 cm, la rigidez
del resorte k = 375.42 Nm. Las ganancias del controlador se fijaron en A\ = 4, Ay = 6,
A3 =4 and \; = 1.

Adicionalmente aplicamos un par acotado como perturbacién dado por

wy; = 0.2e7" cos(10¢). (242)
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Figura 40. Plataforma experimental ECP-210 modificada para tener una restriccién de

fuerza.

Para los pardmetros

seleccionados v = 400, p = 1 and € = 5, la ecuacion de Riccati

correspondiente (43) y (44) tiene las siguientes soluciones definidas positivas:

[ 1.1367
~0.1524
0.0008
0.1615
~1.1348
—0.8753

—0.0013

| 0.8679

[ 2.6841
0.0385
—0.0003
0.0003
—2.6559
~0.0392

—0.0014

| 0.0001

—0.1524

4.6501

0.0493

—1.8023

0.1717

—3.1253

—0.0275

0.3399

0.0385

3.4717

0.1165

—0.0000

0.0562

—3.2976

—0.0550

0.0052

0.0008

0.0493

0.0052

—0.0012

0.0008

—0.0440

—0.0047

0.0011

—0.0003

0.1165

0.0065

—0.0000

0.0042

—0.1092

—0.0041

0.0004

P. =10%x
0.1615 —1.1348
—1.8023 0.1717
—0.0012  0.0008
1.7936 —0.1627
—0.1627 1.1395
0.3366 0.8684
0.0006 0.0004
—0.3346  —0.8699

Ze =103 x
0.0003 —2.6559
—0.0000  0.0562
—0.0000  0.0042
0.0039 —0.0010
—0.0010  2.6841
—0.0015 —0.0163
0.0001 —0.0001
—0.0000 —0.0003

—0.8753

—3.1253

—0.0440

0.3366

0.8684

5.3139

0.0254

—2.5548

—0.0392

—3.2976

—0.1092

—0.0015

—0.0163

3.1948

0.0520

—0.0056

—0.0013

—0.0275

—0.0047

0.0006

0.0004

0.0254

0.0046

—0.0013

—0.0014

—0.0550

—0.0041

0.0001

—0.0001

0.0520

0.0034

—0.0002

0.8679

0.3399

0.0011

—0.3346

—0.8699

—2.5548

—0.0013

2.5535

0.0001

0.0052

0.0004

—0.0000

—0.0003

—0.0056

—0.0002

0.0039

las cuales fueron encontradas numéricamente utilizando MATLAB. Los valores iniciales
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para la integral del error de posicién, error de posicion, velocidades y términos de
friccién fueron fijados en x1(0) = 0, 22(0) = —0.03 m, x3(0) = 0, 24(0) = 0, z5(0) = 0,
26(0) = —0.02 m, 27(0) = 0y 25(0) = 0, respectivamente. Las condiciones iniciales para
el filtro Hoo se fijaron como £(0) = 0. De las Figuras 41-42, podemos observar buen
desempeno y robustez en el sistema mecénico de la Figura 40 utilizando el compensador

(233) + ley de control H, (62).

6.3.4 Comentarios

Se ha desarrollado un marco practico para el control de sistemas no lineal utilizando
la metodologia de control H.,. El diseno de control ha mostrado ser lo suficientemente
efectivo para resolver un problema de regulacién en un sistema mecanico con friccién y
restricciones. El modelo de friccion elegido fue el modelo de Dahl aumentado con friccion
viscosa. Para este caso de estudio, hecho para una planta rectilinea, el sistema no es dos
veces continuamente diferenciable debido al fendmeno de zona muerta presente en la
restriccion, es por eso que se considera una aproximacion monotona de esta zona muerta
la cual es continuamente diferenciable. La sintesis de H., propuesta para regulacién de
salida muestra ser adecuada para resolver el problema de regulaciéon en forma local, a
la vez que atenua las discrepancias en la aproximacién de la zona muerta. La eficiencia
del diseno propuesto es apoyado con experimentos realizados en un sistema mecanico

de dos g.d.l. sujeto a una restriccién (plataforma ECP-210).
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Figura 41. Resultados experimentales del controlador H, considerando solo medicién de la

posicién de las masas.
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Figura 42. Resultados experimentales del controlador H, considerando solo medicién de la

posicién de las masas: caso perturbado.
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6.3.5 Diseno de control modos deslizantes-H .,

- -

Figura 43. Sistema mecdnico restringido.

La idea principal es diseniar un controlador para regulacion de posicién y desarrollar
la prueba de estabilidad, para un sistema mecanico sujeto a una restriccion bilateral
(ver Figura 43). Este es un sistema bésico, descrito por un modelo simple. Sin embargo,
este mismo sistema es similar a la estructura presentada por otros sistemas mecanicos,
especialmente con holgura. Estos sistemas pueden presentar en su dinamica fenémenos
tales como rebotes, debido a colisiones con la restriccion, los cuales pueden poner en
riesgo la integridad del mecanismo. De esta forma, disenaremos un controlador con
el propoésito de reducir los rebotes en el sistema aparte de alcanzar el objetivo de
regulacion.

Las ecuaciones en lazo abierto del sistema mecdnico con restricciones puede ser

expresado de la siguiente manera

mlil +b13'E1 +f = u+w1,
(243)

MoZy + boe = [+ wo

donde k € R es la rigidez del resorte, m; € R es la masa, x1(t), ©1(t), Z1(t) € R
representan la posicion, velocidad y aceleracion de la masa m; respectivamente; ms € IR

es la segunda masay z5(t), Z2(t), Z5 € IR representan la posicién, velocidad y aceleracién
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de la masa msy. Se involucran fuerzas de friccién, donde by y by son los coeficientes de
friccién viscosa para cada masa respectivamente. Con el fin de tener en cuenta las
discrepancias del modelo se agregan las perturbaciones wy(t) y wa(t) € R. A su vez f
es la fuerza de contacto entre las masas, donde se utilizara la aproximacién (223), (224)
y (225) para modelar la fuerza de contacto como se muestra en la Figura 39.

El objetivo del controlador de modos deslizantes utilizando un criterio H, es regular
xo(t), la posicién de la segunda masa hacia una referencia a pesar de ciertas perturba-
ciones, esto es que tlggo || z2(t) ||= xa2. El propésito de la parte de control por modos
deslizantes es eliminar el efecto de wy(t) y el propdsito de la parte de control H, es
la de atenuar o al menos no amplificar las perturbaciones desacopladas ws(t), ws(t) y
wy(t), cabe mencionar que un diseno inadecuado del controlador pudiera provocar que
al tratarse de eliminar las perturbaciones acopladas se amplificaran las no acopladas.
Dado el sistema no lineal (243) con fuerza de contacto (223)-(225), se disena el contro-
lador de tal forma que las trayectorias del sistema antes mencionado sean acotadas y
la salida x5(t) asintéticamente decaiga a la posicién de referencia x4 a través de x4,
aun con la presencia de perturbaciones acotadas que satisfagan sup, |w;(t)| < M y con
wa(t) = ws(t) = wy(t) = 0.

Primeramente desplacemos el punto de equilibrio de (243) al origen a través del

siguiente cambio de coordenadas basado en los errores de las posiciones

g1 = %1 — Tq1 QG2 = X1

(244)

g3 = T2 — XTg2 (G4 = T2
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donde xgo = xg1 + a + b+ ¢/2. Por lo que la dindmica del sistema es la siguiente

q1 q2
d | " ® g T
q3 g4
@] | et iLre ]
donde
[ =kAq + kn(Aq) (246)

con Aq=q +xq1 +a — g3 — g2 + b+ ¢/2. Reemplazando x4y en Aq se tiene que
Ag=q —gs

n es dado por

1 — e—(Aq/O.Sc)
La aproximacion (246)-(247) acoplada al sistema (245), constituye una aproximacién
dos veces continuamente diferenciable del sistema mecanico (Figura 43), el cual puede

tener incertidumbres que van a ser atenuadas.

El objetivo de control consiste en lograr que

lim [| gs() [| = 0. (248)

t—o00

Consideremos la siguiente superficie deslizante

T T
S=q1+q+ / qirdt — / Uoso (1)dt (249)
0 0

donde u(t) € R es el controlador H,, el cual se disena como en Aguilar et al. (2003);
Isidori y Astolfi (1992). La ley de control que asegura que las trayectorias alcancen la

superficie deslizante esta dada por

u = biga+ f+mi(—q1 — ¢+ us — As — Psign(s)). (250)
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La ley de control propuesta actuard en todo tiempo t > 0, esto es, cuando el sistema

estd en movimiento libre o movimiento restringido (en contacto con la restriccién). Los

parametros A y [ son ganancias positivas que se sintonizaran para asegurar que las

trayectorias se dirijan hacia la superficie deslizante.

Combinando la entrada de control (249) con las dindmicas del sistema (245)—(247)

se tiene la dindmica en lazo cerrado:

q1
d q2
qs3

q4

S

q1

q2

b f
_m_11q2___|_i_|_ﬂ

mi mi mi1

qa

b f w
“medat g o

(1= p)ge — 5 i+ 2 gy — e

mi mi

6.3.6 Analisis de estabilidad

(251)

Teorema 4. Sea el sistema (251) con (246), (247) a través del controlador gobernado

por (249), (250). Considerando la condicion sup, |wi(t)] < M y ws(t) = 0, entonces se

tiene que el estado q3 en el sistema (251) es asintdticamente estable.
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Prueba. Al sustituir (250) en (251), el sistema cerrado toma la forma

0 ¢
1 42
d | @ —q1 — @2 + Usg — As — Psign(s) + 2+
- - . (252)
43 44
_ b2 Joy we
qa mola + o o
kN I —As — Bsign(s) + |

Ahora, aseguramos la existencia de modos deslizantes al verificar que s$ < 0. Para este

fin, notar que sup, |w;(t)| < M para todo t y una constante M > 0

5§ = s (—)\s — Bsign(s) + ﬂ) < —As?— (6 - M) |s|. (253)

mi — mi

. : . ) . T
Concluimos la existencia de modos deslizantes en la superficie s = ¢1 + g2+ ¢q3— fo Usodt
mientras la condicién g — mﬁl > ( permanezca valida. A su vez, podemos demostrar
convergencia en tiempo finito de las trayectorias a la superficie deslizante s = 0 usando

la funcién cuadrética

V(S) = 527 (254)
y calcular su derivada temporal a lo largo de las soluciones de (252),

V(s(t) < —2xs%2—2 M g
(s(t)) < (8- 25)1s] 55,

De (255) se tiene que

Vi) = 0 ¥Vt > bty < b (256)
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Asi, V(t) converge en tiempo finito y en consecuencia un movimiento a lo largo del
conjunto s = 0 ocurre en el sistema discontinuo (252). De tal manera, en los préximos
desarrollos, supondremos que el sistema (252) esta en modo deslizante, tal que s = § =0
para t > ty. De (249) se muestra que la dindmica del sistema (252) una vez que estd

en modo deslizante es descrita por

‘9 a1 0
¢ q2 0
d
il e —q1 = Q2 T 1] Ueo (257)
q3 q4 0
b f w
_Q4_ __m_QQQ4+m—2+m—22_ _0_

Lemma 1. Supdngase que se satisface que se tiene el sistema (257) considerando la en-
trada uo = 0, entonces las trayectorias (qi, q2) en el sistema (257) son asintéticamente

estables.

Prueba. Para empezar, consideremos la funcién de Lyapunov con la forma
2
+ %2 (258)

donde V(q1,q2) es definida positiva y radialmente desacotada. La derivada temporal

de V(q1,q2) alo largo de las trayectorias de (257) con la entrada us, = 0 estd dada por

Vg, ) = ae+e(-a—¢) = —¢G <0 (259)

Con el fin de completar la prueba, nos queda aplicar el principio de invarianza LaSalle-
Krasovskii al sistema en cuestién. De esta manera, mientras el sistema permanezca en

s = 0, las trayectorias (¢, ¢2) en (257) con la entrada u,, = 0 convergen al origen. Se
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satisfacen las suposiciones del Teorema 3.8 en Khalil (2002), asi, el punto de equilibrio

para las trayectorias (q1, ¢2) es globalmente exponencialmente estable. [ ]

Notese que la dindamica cero es

0 0 0
Q1 0 0
d
E Qo = 0 + 1 | U (260)
g3 q4 0
@ —Zg+ L +22 0

Lemma 2. Supdngase que se satisface que el sistema (260) con (246), (247), con-
siderando la entrada us = 0, wo(t) = 0 y los estados exponencialmente estables q; =
g2 = 0, entonces se tiene que los estados (qs, qs) en el sistema (260) son asintéticamente

estables.

Prueba. Para comenzar, consideremos la funciéon de Lyapunov con la forma

k 1 2%k (g3 + 0 e13/0:5¢ 4 1
1% = — @+ = -1 . 261
(o) = ot g+ 2 (B0 S (261)
Desde
@il > 0Ly g e R (262)

con § > 0, por inspeccién, la funcién V, gobernada por (261), parece ser definida
positiva. Entonces, calculemos la derivada temporal de la funcién de Lyapunov a lo

largo de las trayectorias de (260)

) b k _ /0.5¢
Viawa) = acwn o (=5~ — it
2Lk q3/0.5¢ q
o (—2mq4 + f) (263)

_  _ b 2
ma 44+
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La dindmica cero en (260) no tiene solucién trivial en el conjunto ¢4 = 0, mientras la
derivada temporal de la funcién de Lyapunov es igual a cero. De hecho, si ¢4 = 0,
entonces debido a (260) se tiene que

qs 1 — eq3/0.5c

T caa/ose =0 (264)
asi se concluye que g3 = 0. Para reproducir esta conclusion, es suficiente representar

(264) en términos de z = ¢3/0.5¢

1—e€*

0.5z +
1+ e

—0. (265)

Nétese que la parte izquierda de (265) es una funcién estrictamente creciente de z

debido a que su derivada es definida positiva por inspeccion.

0.5 — — 0588 50 vV 240 (266)

(1+6Z) (14€%)

Con el fin de completar la prueba, nos queda aplicar el principio de invarianza LaSalle-
Krasovskii al sistema en cuestion.

Asi, el problema de regulacién para g3 en el sistema (257) puede formularse como
un problema de control H., no lineal. En lo subsecuente, la investigacion se centrara

en el problema de regulacion de posicion H,,, donde

1. La salida a ser controlada esta dada por

z2=p + Uso (267)

con un coeficiente de peso positivo p,
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2. Las posiciones ¢y, g3 estan disponibles a través de mediciones, las cuales estan

corrompidas por los vectores de error ws(t), wy(t) € R.
q1 + a1 + w3
y = , (268)
q3 + Tg2 + Wy

El problema de control H,, en cuestion se formula de la siguiente forma. Dado
el sistema (257)-(268) y un numero real v > 0, se requiere encontrar (si existe) un

controlador dinamico causal para retroalimentar al sistema

uw = K(€) , £=F(&y) (269)

con estados internos ¢ € R’ de tal forma que en el sistema en lazo cerrado y sin
perturbaciones, el estado g3 sea uniformemente asintéticamente estable alrededor del

origen, y su ganancia £, es localmente menor a 7, es decir, la desigualdad

/0 l=(0)|Pdt < / o (t) |’ (270)

se satisface para todo ¢ > 0y todas las funciones continuas w(t) = [wy(t) wa(t) w3(t) wa(t)]7,

inicializadas en el origen permanecen acotadas en alguna vecindad de este punto.

6.3.7 Sintesis H.

El problema de control H,, mencionado arriba tiene la estructura del control no lin-
cal H., para sistemas no suaves (257) modelada por las ecuaciones formuladas en el

Capitulo 11
¢ = fl@)+a(@w+glqu (271)
z = hi(q) + ki2(qQ)u (272)

y = ha(q) + ka(qw (273)
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cuando las ecuaciones (271)-(273) estén especificadas con

q1

q2
flq) = —q1 — Q2 ) (274)

0O 000
0O 0 00 O2x1
a@=1000 0|, 20=1 1 |, (275)
0O 000 O2x1
_0 1 0 O_
0 g1 + Tq1
hi(q) =p , ha(q) = 7 (276)
qs qs + Tgo
1 0010
k12(q) = , kai(q) = : (277)
0 0 0 01

El controlador resultante de la sintesis de regulacién de salida H, involucra un contro-

lador lineal H., para el sistema linealizado alrededor del punto de equilibrio
Tz = Ax+ Byw+ Byu
z = Cix+ Du

y = Csx+ Dyw
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donde
A=90), Bi=g(0), By=g(0)
Cy = 91(0), Dy =ki(0), Cy= 22(0) (278)
D1 = ko1(0).

Las siguientes condiciones son conocidas (ver, e.g., Doyle et al. (1989)) por ser necesarias

y suficientes para que exista una solucion al problema lineal:
C1. Existe una solucién simétrica positiva semidefinida y acotada de
1
PA+A"P+CTC,+ P (—23le — BQB;”) P=0 (279)
Y

tal que el sistema

i =[A— (ByB) — v B, B])P]x. (280)
C2. Existe una solucién simétrica positiva semidefinida y acotada de
- ~ 1
AZ +ZA" + BB +Z (—ZPBQBQTP - C’QTCZ) Z=0 (281)
Y

tal que el sistema

i =[A—Z(CICy—~y2PByBI P)|x (282)
sea exponencialmente estable y A = A 4+ ~~2B, BT P.

A través del lema real acotado (véase Anderson y Vreugdenhil (1973)), las condi-
ciones C1 y C2 aseguran que existe una constante positiva ¢, tal que el sistema de las

ecuaciones perturbadas de Riccati

1
PA+ ATP. +CTOL + P (—23le — Bng) P.+el=0 (283)
gl

. . 1
AZ .+ 72 A" + B\BT + Z, (—ZPBQB2TP - c;fcg) Zc+el =0 (284)
gl
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tengan una solucién unica simétrica definida positiva (P,,Z.) para cada € € (0, ¢g) donde
A.=A+~2B,BTP.

Las ecuaciones (283) y (284) son subsecuentemente utilizadas para derivar una solu-
cuion local del problema de control H., para sistemas mecanicos con restricciones en
la posicién (257) utilizando (246) y (247). Los siguientes resultados son extraidos de
Aguilar et al. (2003); Acho et al. (2001).

Dado que se satisfacen las condiciones C1 y C2 de acuerdo con el Teorema 2 para
las matrices A, By, By, donde C}, Cs son gobernadas por el sistema (274)-(277) y (278)
y dado que (P,,Z,) son las soluciones correspondientes de (283) y (284) sujeto a € > 0.

Entonces la salida a retroalimentar estd dada por

E = Y HO+ | Z0OF© - (e ©) P+ ZCTl - (@), (259

sujeto a (274)-(277) es una solucién local para el problema de regulacién de posicién
H sujeto a fuerzas restrictivas como en (257).

Asi, el controlador retroalimentado (285) y (286), especificado acorde a (274)-(277),
localmente resuelve el problema de regulacién de posicion H, (257) y (267)-(270). Vale
la pena mencionar que los estados que no estan disponibles para usarse en (249) y (250)

como retroalimetacion fueron tomados del filtro (285).

6.3.8 Resultados experimentales

Las propiedades de robustez y desempeno del controlador propuesto (250) utilizando
el atenuador de perturbaciones u,, en (286) son puestas a prueba en la plataforma
ECP-210, la cual es modificada utilizando un perno como unién entre el resorte y la

segunda masa, ésto con el fin de generar el efecto de la restriccion, véase la Figura 44.



151

S A
- S .
802 S

0 S — §

0 Py Y

Figura 44. Plataforma experimental ECP-210 modificada para tener una restriccion de
posicion.

Como solamente estan disponibles para medicién los estados ¢a y gs, el filtro H, (285)
fue aplicado para tener acceso a los estados remanentes.

En el experimento, el controlador y el filtro H,, son sintonizados bajo los siguientes
parametros: posicion deseada de la segunda masa xg2 = 22.1cm con respecto a la
condicién inicial de la masa my, lo que equivale a un desplazamiento de 1 cm. en la
segunda masa. Los coeficientes de friccién viscosa son (by = 7.695, by = 2.1141), valores
de las masas en kilogramos (m; = 1.1kg.,my = 0.5kg.), valores de las distancias en
centimetros (a = 15em,b = 5.1em, ¢ = 1lem), la rigidez del resorte k = 375.42Nm.
Las ganancias de retroalimentacion del controlador se fijan en A = 0.5 y = 0.5. Los
pardmetros v = 1, p = 1 y € = 500 del controlador H.,. En el caso perturbado fue

aplicado un par acotado gobernado por

wy = 0.2sen(t). (287)

Las condiciones iniciales se fijaron como 6(0) = 0, ¢;(0) = —0.02m, ¢2(0) = 0, ¢3(0) =
—0.01m, ¢4(0) = 0 y s(0) = 0, respectivamente. Las condiciones iniciales para el filtro

H., (285) se fijaron como £ = [0,—0.02,0,—0.01,0]. Se concluye de los experimentos
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de las Figuras 45-50 buen desempeno y propiedades de robustez deseadas del sistema
de la Figura 44, el cual opera con el controlador por modos deslizantes con atenuador

H. (250), (286), a su vez también se utiliza el filtro H, (285).

0.01 T T T T T 0.025

0.005 002

0.015

0.01
-0.005
0.005

-0.01

error de posicion a, [m]
error de posicion dg [m]

-0.015 -0.005

i i i i i 001 i i i i i
5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo [seg] tiempo [seq]

-0.02
0

Figura 45. Sistema en lazo cerrado usando el filtro H,, para la retroalimentacién de salida
(caso no perturbado).

30 T T T T T 30

25 : : . 1 25
20 1 20
15

15

10 10

Control uinf [N]
Control [N]

5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
time [seq] tiempo [seg]

Figura 46. Sistema en lazo cerrado usando el filtro H,, para la retroalimentacion de salida
(caso no perturbado).

6.3.9 Comentarios

Se desarrollé un marco practico para la aplicacién y diseno de un controlador por modos

deslizantes con un atenuador H,,. El antes mencionado diseno de control ha probado
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movimiento deslizante s

-4 i i i i i i i i i i
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Figura 47. Sistema en lazo cerrado usando el filtro H., para la retroalimentacién de salida
(caso no perturbado).
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Figura 48. Sistema en lazo cerrado usando el filtro H,, para la retroalimentacién de salida
(caso perturbado).

resolver el problema de regulacién de posicion en un sistema mecéanico con friccion y
una fuerza de restriccion. El modelo de friccion seleccionado para facilitar el desarrollo
del controlador es el de Dahl aumentado con fricciéon viscosa. Se utiliza en el sistema
mecanico una aproximacion estrictamente mondétona de zona muerta, con el fin de
adecuar el sistema a la metodologia de diseno de control H.,. La sintesis de control
modos deslizantes-H,, para regulacion de salida es adecuada para resolver en forma
global el problema de regulacién cuando la desigualdad § — M/m; > 0 se satisface,

incluso en la presencia de perturbaciones sup, |w;(t)] < M, cuando esta desigualdad
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Figura 50. Sistema en lazo cerrado usando el filtro H,, para la retroalimentacién de salida
(caso perturbado).

no se satisface el controlador atenuara las perturbaciones y discrepancias del modelo

de zona muerta, aunque es suficiente con incrementar el parametro de ganancia 5 con

el fin de satisfacer 8 — M/m; > 0 y volver al sistema asintéticamente estable. La

efectividad del diseno propuesto se complementa con experimentos en la plataforma

ECP-210 modificada para tener una restriccion de fuerza.
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6.4 Sistema manipulador-masa-resorte

Figura 51. El sistema manipulador-masa-resorte es un ejemplo académico donde se presen-
tan impactos entre dos sistemas dindmicos.

Podemos aplicar la metodologia de control H., descrita anteriormente al sistema
manipulador-masa-resorte como el de la Figura 51. El modelo dinamico para el ma-
nipulador de dos grados de libertad mostrado en la Figura 51 se puede expresar en

coordenadas de espacio como
M(q)i+Clq,9)q+Glq) =7 (288)

donde ¢(t), 4(t), {(t) € IR? representan la posicién angular, velocidad y aceleracion
de los eslabones del manipulador, respectivamente; M(q) € R?*? representa la matriz
de inercia, C(q,q) € IR**? representa la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis,
G(q) € IR? es el vector de pares gravitacionales y 7 € IR? representa los pares de
entradas de control.

La posicién euclidiana de la punta del segundo eslabén del manipulador se denota
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por z,(t) = [z,1(t), 7,2(t)]7 € IR?, el cual puede cambiado a coordenadas de espacio a

través de la siguiente relacion:

iy = J(q)g (289)
donde J(g) € R*** denota el jacobiano del manipulador. La dindmica del sistema
manipulador-masa-resorte como en la Figura 51 durante movimiento libre estd dada
por

miy + k(xy —x9) =0 (290)

donde z;(t), @1(t), #1(t) € R representan la posicién, velocidad y aceleracién de la masa
m € R, xg € R representa la posicion inicial sin perturbar de la masa y k representa
la rigidez del resorte.

Un impacto entre el segundo eslabén del manipulador y el sistema masa-resorte
ocurre cuando x,; > x1(t) donde x4 = [y cos(q1) + l2 cos(q1 + ¢2). El impacto genera
fuerzas iguales en magnitud pero en sentido opuesto entre el manipulador y el sistema
masa-resorte. Especificamente, la fuerza de impacto actuando en la masa, representado

por Fy,(x,, 1) € R se define como
Fm = KA(SL'Tl - .%1) (291)

donde K € R es una constante positiva conocida y A(z,, z1)R se define como

17 st Tr1 2 T1
A= (292)

0, st T < X1
y A se puede aproximar como

€+ X — X1 + €+ 20 — 24|

A_ pum
2(6 + ZTr — 271)

(293)

donde € es una constante pequena positiva. La fuerza de impacto actuando en los

eslabones del manipulador produce un par, denotado por Tgs(z,,21,q) € IR?, el cual
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tiene la siguiente forma

Iy cos(q1) + Iz cos(q1 + q2)
Taist = —K A (2 — 1) (294)

I cos(q1 + q2)

donde [y, I € IR denota la longitud de los eslabones del manipulador. Basandonos en
(288), (290), (291), (293) y (294), el modelo dindmico para el sistema manipulador-

masa-resorte puede expresarse como

M(q)g + C(q,4)q + G(q) + Taist =T
(295)

mi1 + k(xy — xo) = Fpp.

6.4.1 Diseno del control H

A los dos eslabones del manipulador y el sistema masa-resorte se le agrega friccién de

Lugre, la dindmica en (295) se puede reescribir como:

ds Fn
M_1<q) _C(Q7 Q)q - G(Q) — Tdist —
s F
| = — 8Ly, + g (206)
ur —g'f’;l)na + a4
[tl T2
Ty —%3(531—950)—%4—%
’ Aol g
BN i 9(@2) 13 2 |

donde g(6), con 6 = [gs, g1, z2]" es

9(0) (fc + (fs - fc) exp(—(@/vs)Q)) (297>

1
=
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y el término de la friccion de LuGre con i =1, ..., 3 esta dado por

donde n = col{n;} es la defleccién promedio de las cerdas.

Fy=oon+ o017

representacion de (296) es la siguiente

fl(qvn) =

f3(g.n) =

fQ(Q7 77) =

MY q)KA(z, — 1)

M~Y(q) |-C(q,9)q — G(q) —

(298)

Acorde a (57)-(60) la

a3

q4

00171 + 01143
. (299)
Op2My + 01294

qs

q4

, (300)

Iy cos(qr) + Iz cos(q1 + q2)
; (301)
Iy cos(q1 + q2)




159

Oax2  O2x2 0252
91(0) = | M~Yq) 02| 9200 = |M(g)] > (302)
02><2 O2><2 O2><2
06><1 I2><2 O2><4
hi(q) = , ha(q) = , (303)
I6><6 O4><2 04><4
1 Oax2  Iaxo
k12(q) = , kai(q) = : (304)
O6><1 O4><2 O4><2

Entonces el controlador a retroalimentar

é = SHO | (@6 (©) - w00 O] P+ 2CI - ha(e)), (09
u = —g5 (§PE, (306)

y T4 se disena tal que

&3 Fiy a1 q3
T4 = C(¢,€) +G(@) +Tast + | | —M(a) |\ + A2 (307)
&4 Fpp q2 q4
y
F = 00i&; + Uuéi (308)

los valores A; y A2 se deben seleccionar negativos e iguales con el fin de obtener una

respuesta criticamente amortiguada en el sistema, esto con el fin de evitar un sobretiro

el g1y q2-

6.4.2 Simulaciéon numérica

Las propiedades de robustez y desempeno del compensador (307) disenado para tener

una respuesta criticamente amortiguada en ¢; y g2 y el atenuador de perturbaciones
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u(t) en (306) son puestas a prueba en simulaciones numéricas para el sistema (296)
que se muestra en la Figura 51. Como solamente tenemos acceso a mediciones de
los estados ¢1, g2 y x1, el filtro Hy, (305) es utilizado para tener acceso a los estados
remanentes. En la simulacién desarrollada en MatLab, se estudia el modelo dindmico
que depende de las posiciones, velocidades y la defleccion promedio de cerdas segun
el modelo de fricciéon de Dahl (296) bajo los siguientes parametros: fuerza deseada
F* = k(x1 — x¢)* = 2, rigidez del resorte k = 2 y masa m; = my = mg = 1 siendo
la masa de la primera, segunda articulacion y masa de la restriccién. Las ganancias
del controlador se fijan en Ay = 25 y Ay = 10. Los pardmetros v = 1.3 y e = 3
del controlador H.,. En el modelo de LuGre (298) la fricciéon se modela como un
contacto entre cerdas donde, og = diag{700,80, 1} es la rigidez, o; = diag{1,1,1} es
el coeficiente de amortiguamiento, [n;,ny,75]7 es la defleccién promedio de las cerdas,
fo = [0.745,0.745,0.745]7 es el nivel de friccién de Coulomb, f, = [0.85,0.85,0.85]7
es el nivel de fuerza estdtica y v, = [0.1,0.1,0.1]7 es la velocidad de Stribeck. La
perturbacién se fija en w = [0,0,0,0]7. Los valores iniciales de posicién, velocidad y
friccién de LuGre se fijan en ¢;(0) = —7/2, ¢2(0) = 7, ¢3(0) = 0, q4(0) = 0, n; = 0,
ny =0, [21(0),22(0),n5]" = [3,0,0]" respectivamente. Las condiciones iniciales para el
filtro H, se fijan en £(0) = [—7/2,0,0,0,0,0]7. Se puede observar buen desempefio del
sistema (296) retroalimentado con el compensador (307) + ley de control H,, (306) de

las Figuras 52-54.

6.4.3 Comentarios

Hemos desarrollado un marco practico para sintetizar un controlador no suave H.

para sistemas de control restringidos. El antes mencionado procedimiento de diseno
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Figura 52. a) Posicién del eslabén 1 ¢; y su estimacién, b) posicién del eslabén 2 ¢, y su
estimacion, c) Velocidad del eslabén 1 g3 y su estimacién, d) velocidad del eslabén 2 ¢4 y

su estimacion.

resulta ser adecuado para resolver el problema de regulacion de posicién para sistemas

mecanicos sujetos a restricciones de posicién. El modelo de friccion seleccionado para el

diseno es el de LuGre aumentado con friccion viscosa. La efectividad del presente diseno
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Figura 53. a) Posicién de la masa 3, b) velocidad de la masa 3, c) posicién horizontal del
efector final en el eslabén 2, d) regulacién de la fuerza deseada (Newtons).

de control es respaldada por simulaciones hechas para en sistema mecéanico subactuado.
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Capitulo 7

Aplicacién en robot manipulador Pegasus
de 3 g.d.l. con un muro como restriccion

En el presente capitulo se desarrollan tres tipos de controladores: modos deslizantes,
H,, y modos deslizantes con atenuador H.,. Con el propésito de ilustrar los contro-
ladores propuestos, se llevan a cabo simulaciones numéricas y experimentos en el robot
PEGASUS fabricado por la compania Amatrol. Podemos resaltar la importancia de
los experimentos debido a que representan un escenario méas apegado a aplicaciones
industriales, de esta manera los controladores tienen que compensar incertidumbres
paramétricas, friccion y perturbaciones externas presentes en el robot Pegasus, algunos
de estos factores son generados y amplificados debido a que el robot PEGASUS uti-
liza una transmisién de engranes y cadenas para transmitir el par generado por los

actuadores hacia cada uno de los eslabones.

7.1 Controlador por modos deslizantes

El modelo dindmico del sistema mecanico de tres eslabones con restriccién como se

muestra en la Figura 55, se puede expresar en coordenadas de espacio de estado como

M(q)G+C(q,4)q + G(q) + Fe(q) = 7 + 7c(q) + w(t) (309)

donde ¢(t), ¢(t), G(t) € IR* denotan el desplazamiento, velocidad, y aceleracién articular

de los eslabones del sistema mecanico; M(q) € IR**® es la matriz de inercia, la cual
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Z
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= 92

Figura 55. Robot PEGASUS con 3 g.d.l. y restriccién en la posicidn

es simétrica y definida positiva para cada ¢ € IR* C(q,¢)¢ es el vector de fuerzas
centrifugas y de Coriolis; G(q) € IR? es el vector de fuerzas gravitacionales; 7.(q) €
IR* es el par generado por el resorte al hacer contacto con la restriccién; F.(¢) =
[asign (1), casign(gs), assign(gs)]” € IR? es el vector de fricciones de Coulomb; 7 € R?
son las entradas de control y w(t) = [w (), wy(t), ws(t)]” € IR? son las perturbaciones
externas desconocidas. La amplitud de la friccion de Coulomb y la perturbacion se

supone que satisfacen

t

para todo ¢ y unas constantes A; > 0, B; > 0, con i = 1,2,3. La suposicién (310) se

establece por razones técnicas que seran claras mas adelante.
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7.1.1 Diseno del control

El objetivo de control es encontrar un control 7 € IR?, que dependa de la fuerza deseada
sobre el resorte Fy (a través de la posicién deseada x4 sobre el eje x de la punta del
segundo eslabén), los posiciones articulares (q1, go, ¢3), la posicion de referencia x, las
velocidades articulares (41, §o, G3), y las posiciones articulares deseadas (qq1, qa2, qa3) tal

que el sistema en lazo cerrado satisfaga
lim [q1(¢t) — qa1| =0, lim |go(t) — gae| =0, lim |g3(t) — qas| = 0. (311)
t—o00 t—o00 t—o00

Dado que Fy = k(xg1—x0), con Fy > 0y del hecho de que z41 = [l; cos(qa2) + 2 cos(qa3)] cos(qa1),

sustituyendo y despejando se puede obtener g4 en funciéon de las otras variables

F, N Zo b cos(qd3)>
ik cos(qa) 11 cos(qar) [ ’

(d2 = arccos ( (312)

Con estos antecedentes se disenard una ley de control por modos deslizantes para el
sistema (309). En principio se busca que el controlador dirija las trayectorias del sistema

hacia la superficie deslizante s € R?

t
s =pq+q+ 7/ (¢ — qa)dt’ (313)
0

donde ¢4 = [qa1, qaz, qa3)” € R?, a su vez u € R*® y v € R**® son matrices diagonales

positivas de sintonizacién. La ley de control que asegura esto estd dada por 7 € R?

7 =C0(q,4)q + G(q) — Te(q) — BHT — M(q)[pg +v(q — qa) + As]. (314)

S
Se propone que la ley de control estard actuando en todo tiempo, es decir, cuando
el sistema mecanico estd en movimiento libre o en movimiento restringido. Las ma-
trices A € R¥3 y B € RR**® son diagonales con valores positivos los cuales serdn

sintonizados para asegurar que el movimiento de las trayectorias se dirija hacia la su-

perficie deslizante. Debido a que la superficie deslizante (313) es una variable dindmica,
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anadiremos s como otro estado en (309). Esto conduce al sistema extendido

q q
d
Z | d | = | MU (D[-Cle,d)d — G(a) + 7e(q) — Felg) +w(t) +7) |- (315)
s | | ratdt+(a— g |

7.1.2 Analisis de estabilidad

En esta seccion se analizara la estabilidad del sistema en lazo cerrado (315), utilizando
el controlador (314) y concluiremos acerca de la estabilidad global.

Primero, se obtiene la ecuacién de lazo cerrado al sustituir (314) en (315):

q q
d
| d | = | M (g)Bsign(s) + Folg) —w] — pg — (g —qa) = As |- (316)
| A= M) + Flg) —ui _

Ahora, se puede probar la existencia de modos deslizantes verificando que s75 < 0, a

través del siguiente desarrollo

sts =sT (—)\s — M~Hq)[Brg + Fela) — w])

< =572 = A {AM7H@) PAmin{ BYHIs | + Amaad M~ (@)} 32 (Ai+ Bi) sl

i=1,2

< =Allsl* - (Amin{M_l(Q)}/\mm{ﬁ} = Ama{ M)} 2 (Ai+ Bi)) sl

i=1,2
Se concluye la existencia de modos deslizantes en la superficie s = ug + ¢ + v fot(q —
qq)dt’ mientras la condicion 0 < Apax{M 1 (q)} (A;i + Bi) < Mnin{M (@)} \nin{ 5}
permanezca valida, con ¢ = 1,2, 3.

También podemos demostrar la convergencia en tiempo finito de las trayectorias

hacia la superficie s = 0 a través de la siguiente funcién cuadratica V' (s) € R

V(s)=s"s (317)
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cuya derivada temporal a lo largo de las trayectorias de (317),
V(s(t)) < =21 -2 (Amm{Ml(fJ)}Amm{ﬁ} ~ e M@} Y (Ai+ Bz')) Is]]

i=1,2

< -2 <)‘min{M_1(Q)})‘min{5} ~ Amaz{ M~ (q)} Z (Ai + B,)) ]

i=1,2

=-2 <)‘min{M_1(Q)}>‘min{6} - )‘max{M_l(q)} Z (Ai + Bz}) V V(S(t))-

i=1,2
(318)
De (317) se tiene que
) V(to) -
V= 0para b=t b e P 18} — e (@)} > (At B) v
’ (319)

Por lo tanto, V(t) converge a cero en tiempo finito y en consecuencia ocurrird un
movimiento a través del conjunto s = [0,0,0]” en el sistema discontinuo (316). De esta
manera, en los siguientes desarrollos se supondra que el sistema (316) estd en modo
deslizante, tal que s = 5 = 0 para t > t;.

Ahora se demostrara que, mientras el sistema permanezca en s = 0, las trayectorias
(g, 4) convergen a cero cuando t — 0o. De (313) con el cambio de variables e = ¢ — g4 €

R3, ¢ = ¢ € IR?, se tiene que la dindmica del sistema (316), una vez que se encuentra



169

en la superficie deslizante, se describe por

el 0 0 0 1 0 0 el
€2 0 0 0 0 1 0 €2
d | es 0 0 0 0 0 1 es
— = . 320
dt | . . (320)
el -v; 0 0 —p, O 0 €1
2 0 —v 0 0 —puy O €2
€3 0 0 —v3 O 0 —pus €3

Dado que v = diag{v, Vo, V3}1 v i = diag{ sy, iy, p13}* son definidas positivos, nétese
que el sistema (320) tiene todos sus puntos de equilibrio situados en el origen, los cuales
son asintéticamente estables.

En resumen, se puede asegurar que todas las trayectorias del sistema (309), con la
ley de control (313)—(314) convergen a la referencia deseada. Sin embargo una forma
de reducir el nimero de impactos en el sistema mecanico es teniendo una adecuada
sintonizacién de los parametros del controlador, especialmente de la relacién entre v y
. Esto se obtiene localizando los polos del sistema (320) como negativos y reales. Esto

se logra satisfaciendo la relacién

1> 27, i=1,2,3. (321)

7.2 Simulacion numérica

El desempeno y robustez del controlador por modos deslizantes propuesto (314) es
puesto a prueba en simulaciones numéricas. Estas simulaciones se llevan a cabo uti-
lizando MatLab®. Los pardmetros utilizados en la planta corresponden a los del robot

PEGASUS fabricado por la compania Amatrol. Se estudia el modelo dindmico como en
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(315) basado en las posiciones articulares ¢ € IR?, sus velocidades ¢ € IR? y la dindmica
de la superficies deslizantes s € R®. Se consideraran los pardmetros del robot Pegasus

mostrados en la Tabla 1, mientras en la Tabla 6 y 7 se muestran las ganancias del

control, condiciones iniciales y perturbaciones.
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Figura 56. Valores para la articulacién q;.
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Figura 59. Fuerza en el resorte F..
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Figura 60. Fuerza en el resorte F, vs. posicion euclidiana del efector final x,.
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Tabla 6: Condiciones iniciales y ganancias del controlador (314) por modos deslizantes

(simulacién)

Notacion | Descripcion Valor | Unidades
q1(0) Posicién articular 1 /4 rad
G1(0) Velocidad articular 1 0 rad/s
q2(0) Posicién articular 2 /4 rad
42(0) Velocidad articular 2 0 rad/s
q3(0) Posicién articular 3 /4 rad
43(0) Velocidad articular 3 0 rad/s
51(0) Movimiento deslizante 1 | 0.1

s2(0) Movimiento deslizante 2 | -0.1

s3(0) Movimiento deslizante 3 | 0.1

A1 Ganancia del controlador | 40 1/s*

A2 Ganancia del controlador | 30 1/s?

A3 Ganancia del controlador | 30 1/s*

y Ganancia del controlador | 7 1/(m.s)
Lo Ganancia del controlador | 9 1/(m.s)
fs3 Ganancia del controlador | 9 1/(m.s)
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Tabla 7: Ganancias del controlador (314), perturbaciones externas y parametros de la

planta, control por modos deslizantes (simulacién)

Notacién | Descripcién Valor Unidades
B1 Ganancia del controlador 1 N.m

Ba Ganancia del controlador 1 N.m

B3 Ganancia del controlador 1 N.m

o Ganancia del controlador 9 1/(m.s?)
Y2 Ganancia del controlador 16 1/(m.s?)
V3 Ganancia del controlador 16 1/(m.s?)
a1 Friccion de Coulomb en el eslabon 1 0.2 N.m

Qo Friccién de Coulomb en el eslabén 2 0.1 N.m

o3 Friccién de Coulomb en el eslabén 2 0.1 N.m

k Constante de rigidez del resorte 2 100 N/m

Ta1 Posicion euclidiana deseada del efector final | 0.57 m

Fy Fuerza deseada en el efector final 2 N

o Posicion euclidiana de referencia 0.55 m

qd1 Posicion articular deseada del eslabén 1 0 rad

qds3 Posicién articular deseada del eslabén 1 0 rad

wq Perturbacién en eslabén 1 0.1sin(t) N.m

wa Perturbacién en eslabén 1 0.1 cos(t) N.m

w3 Perturbacion en eslabén 2 0.2cos(t/2) | N.m
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7.3 Experimentos en el robot Pegasus

El desempenio y robustez del controlador por modos deslizantes propuesto (314) es
puesto a prueba en la plataforma del robot pegasus. Estos experimentos se llevan a
cabo utilizando el robot pegasus y se utiliza simulink de MatLab® para programar el

algoritmo de control. Como interfaz entre la computadora y el robot se utiliza la tarjeta
de adquisicién de datos SENSORAY 626. El sensor de fuerza utilizado es el FC2231 de

M con un rango de medicién de 0-50 Lbf. El robot pegasus es

Measurement Specialties
fabricado por la compania Amatrol. Los parametros de la planta son mostrados en la
Tabla 1. Se consideraran los parametros de condiciones iniciales y ganancias de control

mostrados en la Tablas 8 y 9.

Figura 61. Plataforma experimental desarrollada con el Robot pegasus.
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Tabla 8: Condiciones iniciales y ganancias del controlador (314) por modos deslizantes

(experimentos)
Notacion | Descripcion Valor | Unidades
q1(0) Posicién articular 1 45 grad
G1(0) Velocidad articular 1 0 grad/s
q3(0) Posicién articular 3 45 grad
d3(0) Velocidad articular 3 0 rad/s
51(0) Movimiento deslizante 1 | 0
s2(0) Movimiento deslizante 2 | 0
s3(0) Movimiento deslizante 3 | 0
A1 Ganancia del controlador | 40 1/s*
A2 Ganancia del controlador | 30 1/s?
A3 Ganancia del controlador | 30 1/s*
fy Ganancia del controlador | 7 1/m-s
o Ganancia del controlador | 9 1/m-s
I3 Ganancia del controlador | 9 1/m-s
B1 Ganancia del controlador | 1 N.m
B Ganancia del controlador | 1 N.m
B3 Ganancia del controlador | 1 N.m
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Tabla 9: Ganancias del controlador (314) y perturbaciones externas de la planta, control

por modos deslizantes (experimentos)

Notacion | Descripcion Valor Unidades
02! Ganancia del controlador 9 1/(m.s?)
Yo Ganancia del controlador 16 1/(m.s?)
V3 Ganancia del controlador 16 1/(m.s?)
a1 Friccion de Coulomb en el eslabdn 1 0.2 N.m

Qa9 Friccién de Coulomb en el eslabén 2 0.1 N.m

asg Friccién de Coulomb en el eslabén 3 0.1 N.m

Fy Fuerza deseada en el efector final 25 N

4d1 Posicion articular deseada del eslabén 1 | 0 rad

4d3 Posicién articular deseada del eslabon 2 | 0 rad

wq Perturbacion en articulacion 1 0.1sin(¢) | N.m

wo Perturbaciéon en articulacién 2 0.1cos(t) | N.m

w3 Perturbacién en articulacién 3 0.1cos(t) | N.m
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7.4 Controlador H

El modelo dindmico del sistema mecéanico de tres articulaciones con restriccion como se

muestra en la Figura 74, se puede expresar en coordenadas de espacio de estado como

M(q)g+ Clq,4)+ G(q) + F(q) = 7+ 7e(q) + w(?) (322)

Donde F(q) € R? es el vector de fuerzas de friccién, las cuales son representadas
como una combinacién

E :O-OiCji+Fdi7 1= 172a3 (323>

de fricciéon viscosa gg;¢; y friccion de Dahl Fy; que es gobernado por el siguiente modelo
dindmico:

Fai = 01i¢; — Uli|%‘|% + wo;, (324)

donde o¢; > 0, 01; > 0y F.; > 0 son los coeficientes de friccion viscosa, coeficiente de
rigidez y nivel de friccién de Coulomb, correspondientes a la i-ésima articulacion del
manipulador; wsy; es una perturbacién externa agregada para lidiar con discrepancias
en el modelo de friccion.

El modelo de Dahl (324) describe el comportamiento en un resorte con friccién
estatica, este modelo representa esencialmente la friccion de Coulomb con un retraso
en el cambio de la fuerza de friccién cuando la direccion del movimiento cambia. Como
la friccion de Coulomb es solamente una funcién del desplazamiento y el signo de la
velocidad, este modelo dindamico es no suave.

El modelo (324) puede reescribirse en su forma vectorial

F=o00q+ Fy, (325)

Fy = 014 — ondiag{|¢|} F, ' Fy + ws, (326)
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donde F' = col{F;}, F; = col{Fy}, x = col{¢;}, oo = diag{on}, o1 = diag{o;},
F, = diag{F,}, ws = col{wsy;}, la notacién diag y col es utilizada para denotar una
matriz diagonal y un vector columna, respectivamente.

Sea qq = col{qq;} el vector de posiciones deseadas. Entonces si no hay perturbaciones
iniciales y externas, la posicién deseada sera el punto de equilibrio del sistema en lazo

cerrado actuado por 7. Nuestro objetivo es disenar un regulador de la forma

"= Glg) + 6 / (4 - ai)dt, q — qu, s F(@)) +u (327)

con el cual aseguramos estabilidad asintotica hacia la referencia ¢; a la vez que se
atentan localmente los efectos de perturbaciones.

Por otro lado, la salida a ser controlada estda dada por

0 1
Z=p + u (328)
q—qd 0

con un coeficiente de peso positivo p. La salida del sistema esta dada por

donde solo se tiene acceso a la mediciéon de posiciones y son afectadas por el vector de
error wo(t) € R,

El problema de H,, para regulaciéon de posicién para el robot Pegasus con friccion
puede ser considerado de la siguiente manera. Dado el sistema mecénico 322-329, una
posicién deseada ¢ € R® y un nimero real v > 0, se busca encontrar (si existe) un
regulador dindmico causal con estados internos € € R'? de tal forma que el sistema en
lazo cerrado sin perturbaciones sea asintoticamente estable hacia el punto de equilibrio

y su ganancia L- sea localmente menor a 7.
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7.4.1 Diseno del control

El objetivo de control es encontrar un control 7 € IR?, que dependa de la fuerza deseada
sobre el resorte Fy (a través de la posicién deseada x4 sobre el eje x de la punta del
segundo eslabén), los posiciones articulares (q1, go, ¢3), la posicion de referencia x, las
velocidades articulares (41, §o, G3), y las posiciones articulares deseadas (qq1, qa2, qa3) tal

que el sistema en lazo cerrado satisfaga
lim |q1(t) — qa1| =0, lim |g2(t) — qaz| =0, lim |g5(t) — gas| =0 (330)
t—00 t—00 t—o0

dado que Fy = k(xq1 — x0), con Fy; > 0y del hecho de que x4; = [l1 cos(qas)
+15 cos(qas3)] cos(qa3), sustituyendo y despejando se puede obtener ggo en funcién de las

otras variables

Fy; Zo b Cos(qd3)> (331)

= arccos +
ddz <l1k: cos(qa) 11 cos(qar) I

Se puede trasladar el punto de equilibrio de (322) en lazo cerrado al origen a través
del siguiente cambio de variables, que incluye la integral del error de posicién, error de

posicion, velocidad y friccién de Dahl, respectivamente

t
= / 2o(t)dt', w9 = (g1 — qar, @2 — Qazs @3 — qas] , 3 = [G1, o, @) 5 x4 = [Far, Fag, Fus) ",
0

(332)
quedandonos las ecuaciones de estado de la siguiente manera
T = X9
To = X3
3 = M~ (2 + qa)[—C(22 + qa, 23)T3 — 0073 — T4 (333)

+ 7e(xy + qq) + ¢+ u + w]

$'4 = 01X3 — Jldiag{|$3,~|}FC_1x4 + wo,
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donde diag{q.}, diag{oo}, diag{c}, diag{w, }, diag{w,} y diag{F.} € R***. El prob-
lema de H,, en cuestion es el problema de control H,, para sistemas no lineales y no

suaves, donde el sistema tiene la forma

&= fi(x) + fo(@) + g1(x)w + g2(2)u
z=hi(z) + ki2(x)u (334)
y = ha(x) + ko (x)w

donde = € IR" es el vector de espacio de estados, u € IR™ es la entrada de control,

w € R” son perturbaciones desconocidas, z € R es la salida a controlar, y € R? son

las mediciones del sistema. Adecuando (333) a la forma (334) tenemos que

X2
Zs3
fi(z) = M= (zy 4 qq) [-C(xe + g4, 3)T3 | 5 (335)

—00x3 — T4 -+ TC<ZC2 + Qd) -+ (b]

01X3
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falx) = : (336)

—odiag{|zs;|} F ey

03x3 03x3 03x3
03x3 03x3 O3X3
gi(z) = : (337)
Osx3 M 'xa+ qa) Osxs
03x3 O3x3 I3y
033
O3x3
92(1') = )
M~ xs + qq)
03x3
03><1
hi(x) =p , he(z) = 29 + qu,
o)
13x3
klg(l') = s kgl(l') = |:]3><3 O3><6:| (338)
O3X3
Proponemos ¢(x) € R* como
¢ = 009T3 + Tyg4 — kixl - ka?Q - kdl’g (339)

queddndonos de esta forma 7 de (327) como
T =G(22 + qq) + 0or3 + x4 — kizy — kpxy — kgxs + u (340)

donde k;, Kk, y kq € IR**% son matrices diagonales definidas positivas y u es el control

H_, cuyo desarrollo se presenta a continuacién.
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7.4.2 Solucién local al problema H,,

El siguiente analisis local involucra el problema de control lineal H,, para el sistema
T = A,z + Biyw -+ Bou
z = Ciz + Digu (341)

y = Cow + Dyyw

Dado que el punto de equilibrio para el sistema (333) es el origen podemos aseverar que

Ay =200 L 0b0) g 0) By = ga(0)

oz ox ?
C, = 2a0 D1y = K15(0) (342)
Cy = 8}15350), Dy = K5 (0).

Las ecuaciones (168) y (169) son subsecuentemente utilizadas para obtener una
solucién local para el problema de control no lineal como en (334). Unas vez que las
condiciones (Al) y (A2) se satisfacen y sean (P, Z.) soluciones positivas definidas de

(168) y (169) con un £ > 0. Entonces la salida a retroalimentar

é=ﬁ®+ﬁ@ﬂ-%m@ﬁ@%@ﬂwﬂﬂf¥+2£§w—M@] (343)

u=—BJ(¢)Ps (344)

es una solucién local del problema de control H..

7.5 Simulacion numérica

El controlador por modos deslizantes con atenuador H,, propuesto (335) es probado en
simulaciones numéricas. Estas simulaciones se llevan a cabo utilizando MatLab®. Los

parametros utilizados en la planta corresponden a los del robot PEGASUS. Se estudia el
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modelo dindmico como en (338) basado en la integral del error de posicién [x11, 12, 13],
los errores de posiciones articulares [zg1, g9, o3, sus velocidades [x31, 39, X33, fric-
ciones de Dahl [x41, x40, x43] v superficies deslizantes [s1, $2, s3]. Se consideraran los
parametros de la planta Pegasus mostrados en la Tabla 1 y las condiciones iniciales,

parametros del control y perturbaciones contenidos en la Tabla 10.
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Figura 66. Errores de posicién, velocidades, seiiales de control y fuerza ejercida en el resorte
en el robot Pegasus.
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Tabla 10: Condiciones iniciales, ganancias del controlador (341) y perturbaciones ex-

ternas de la planta, control H., (simulacién)

Notacién Descripcion Valor Unidades
x1(0) Integrales de errores de posicién [0,0,0] rad.s
x2(0) Errores de posiciones articulares (555 rad
x3(0) Velocidades articulares [0,0,0] rad/s
x4(0) Friccién Dahl articular 1 [0,0,0] N.m
£,(0)...£,2(0) | Estados del filtro [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

k Constante de rigidez del resorte 2 100 N/m
Tq1 Posicion euclidiana deseada del efector final | 0.57 m
Fy Fuerza deseada en el efector final 2 N

o Posicién euclidiana de referencia 0.55 m
qd1 Posicion articular deseada del eslabén 1 0 rad
qd3 Posicién articular deseada del eslabén 1 0 rad
w Perturbacién en articulacién 1 0.1sin(t) N.m
wa Perturbacién en articulacién 2 0.1 cos(t) N.m
ws Perturbacién en articulacién 3 0.2 cos(t/2) N.m
k; Ganancias Integrales diag{3,3,6} N/s
ky Ganancias Proporcionales diag{3,3,1} N

kq Ganancias Derivativas diag{1,1,8} N.s
o) Friccién viscosa diag{9.84,13.02,9.87} N.s
o1 Coeficiente de rigidez diag{0.054,0.053,0.039} | N.m
fe Nivel de friccién de Coulomb diag{2.10,1.02,0.78} N.m
0% constante de control H, 1.1

€ constante de ec. perturbada de Riccati 500

p Coeficiente de peso en disefio de control 1
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Tabla 11: Condiciones iniciales, ganancias del controlador (341) y perturbaciones ex-

ternas de la planta, control H,, (experimentos)

Notacién | Descripcion Valor Unidades
¢1(0) Posicién articular 1 22.5 grad
¢1(0) Velocidad articular 1 0 grad/s
q3(0) Posicién articular 3 45 grad
43(0) Velocidad articular 3 0 rad/s
Fy; Fuerza deseada en el efector final 25 N

qa1 Posicién articular deseada de la articulacion 1 | 0 rad
qa3 Posicién articular deseada de la articulacion 3 | 0 rad
wy Perturbacién en articulacién 1 0.1sin(¢) | N.m
Wy Perturbacién en articulacién 2 0.1cos(t) | N.m
w3 Perturbacién en articulacion 3 0.1cos(t) | N.m

7.6 Experimentos en el robot Pegasus

Se prueba el controlador H., propuesto (341) con (344) en la plataforma del robot

pegasus, se utiliza el filtro (343) para tener acceso a los estados sin medicién. Estos

experimentos se llevan a cabo utilizando el robot pegasus. Los parametros utilizados

corresponden a los del robot Pegasus. Los parametros de la planta Pegasus se encuen-

tran en la Tabla 1, las condiciones iniciales, ganancias de control y perturbaciones se

muestran en la Tabla 11:
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7.7 Comentarios

La plataforma experimental consiste en un robot manipulador de tres grados de liber-
tad, el cual opera bajo condiciones restrictivas, a su vez tiene montado un sensor de
fuerza en el efector final. Esta plataforma bajo nuestra consideracién resulta adecuada
para probar los controladores desarrollados para regulacion de posicion y fuerza. Cabe
mencionar que este mecanismo presenta una transmision de engranes y cadenas, lo que
genera un considerable juego de engranes o backlash en cada articulacién. Por otro lado
se incorporan al sistema algunos elementos reales que no son completamente conocidos
como friccién de Coulomb, friccion de Dahl y perturbaciones externas.

Las metodologias de control que fueron utilizadas son modos deslizantes y H.,
este tipo de controladores hacen que el sistema en lazo cerrado sea robusto contra
cierto tipo de perturbaciones externas, friccién seca y en algunos casos incertidumbres
paramétricas. Para el caso de modos deslizantes se probd que la convergencia de las
trayectorias del sistema en lazo cerrado fue en tiempo finito hacia la superficie deslizante
y asintoticamente hacia el punto de equilibrio. A su vez se dio una idea para reducir los
posibles rebotes en el sistema, debido a que pueden causar efectos no deseados en éste.
Las ganancias de los controladores fueron seleccionadas heuristicamente; por lo tanto,
es posible que otros valores en los pardmetros de los controladores arrojaran mejores
resultados. La robustez y desempeno esperados en los controladores fueron alcanzados

al realizarse los experimentos y simulaciones numéricas para el sistema mecanico.
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Conclusiones generales

En esta memoria de tesis se desarrollé un marco practico para resolver el problema
de regulacion de posiciéon en sistemas mecénicos con restricciones en la posicion. Se
utilizaron las metodologias de control por modos deslizantes, control H,, y un control
que es la mezcla de ambas técnicas que es el control por modos deslizantes con atenuador
H.

Se ha considerado que los sistemas mecénicos con restricciones presentan tanto
friccion seca tipo Coulomb o de Dahl y friccién viscosa, asi como incertidumbre paramétrica
y perturbaciones externas, las cuales pueden estar acopladas en el caso de sistemas
completamente actuados o desacopladas para sistemas sub-actuados con respecto a la
entrada de control. La consideracion de estos aspectos en el problema de regulacion
para sistemas mecanicos con restricciones es la principal aportacion en este trabajo.

A su vez otra contribucién es que se modela la restriccién de posicion de tal forma
que se tiene una sola expresién para el modelo dinamico, independientemente si el
sistema se encuentra en movimiento libre o movimiento restringido (contacto con la
restriccién). Este mismo concepto para modelar la restriccién se puede extender a
restricciones de velocidad o entradas de control, lo que seria interesante abordar en un
futuro.

La efectividad en los procedimientos de diseno se apoya mediante resultados ex-
perimentales realizados en varios sistemas mecanicos actuados y sub-actuados. En el
caso del manipulador Pegasus de tres grados de libertad, el sistema de transmision
de potencia es a través de engranes y debido al contacto entre dientes es fuentes de

friccion y backlash, por otro lado, sélo se dispone de la informacién de las posiciones
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articulares. También se utilizan como plataforma experimentales la planta rectilinea
de Educational Control Products (ECP-210) utilizando diferentes configuraciones para
representar un sistema de 1 6 2 g.d.l. segin sea el caso, de igual manera se utilizan

circuitos electronicos que emulan la dinamica de un sistema mecanico con restricciones.

7.8 Trabajo a futuro

Un punto a considerar es que la teoria H,, que se maneja en la presente tesis no permite
tratar con sistemas discontinuos. El interés de esto es que el modelo discontinuo de
friccién de Coulomb es la representacién mas simple para caracterizar este fenémeno.
De igual forma se reduciria el modelo del sistema mecanico en espacio de estados,
debido a que al utilizar friccién dinamica de Dahl, se agrega un estado mas por cada
articulacion en el sistema mecdanico, lo que repercute directamente en el tiempo de
computo a la hora de hacer alguna aplicacion.

Por otro lado seria interesante abordar el problema de seguimiento de trayectoria
para manipuladores con restricciones en la posicién, donde, por citar un ejemplo, el
manipulador podria dibujar una trayectoria en una superficie a través del efector final,
aplicando una fuerza de contacto predeterminada.

A su vez otro problema relevante seria la sincronizacién de sistemas mecénicos con
restricciones, ya sea con el propdsito de interconectarse entre ellos o con la finalidad de

transportar algin objeto.
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Apéndice A

Modelo dinamico de un robot manipulador
de 2 g.d.l. con un muro como restriccién

En este apéndice se obtienen las expresiones para el modelo dindmico de un robot

manipulador de 2 g.d.l. con un muro como restriccion.

Figura 71. Robot manipulador de 2 g.d.l.

Considérese el brazo mecanico de 2 g.d.l. mostrado en la Figura 71. El brazo mani-
pulador esta formado por 2 eslabones rigidos de longitudes [ y ls, y masas my y mo
respectivamente. Las uniones 1 y 2 son rotacionales. Los desplazamientos del robot se
llevaran a cabo en el plano vertical z-y mostrado en la Figura 71. La distancia entre los
ejes de giro y los centros de masas se denota por [.; v [ respectivamente. Por ultimo,
I, e I, expresan los momentos de inercia de los eslabones con respecto al eje que pasa

a través de sus centros de masas y que es perpendicular al plano z-y. Los g.d.l. estan
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asociados a los angulos ¢; que se mide desde la posicion vertical hacia abajo, y ¢» que
se mide a partir de la extension del eslabon 1 hasta el eslabén 2, siendo ambos positivos
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj. El vector de posiciones

articulares ¢(t) se define como:

at) =1 q@) ¢t 1"

La energia cinética K(q, ) para este brazo manipulador puede descomponerse en la
suma de dos partes: K(q,q) = Ki(q,q) + Kz(q,q) donde Ki(q,q) v Ka(q,q) son las
energias cinéticas asociadas a las masas my y moy respectivamente. A continuacién se
obtienen dichas expresiones.

Las coordenadas del centro de masa del eslabon 1 expresadas en el plano x-y son:

Ty = la COS(Ql)»
Y1 = lasen(q).
El vector velocidad v; del centro de masa de dicho eslabdn es en consecuencia:
Ty —lc15€n(Q1)91
i le1 cos(q1) g
Por lo tanto, la rapidez v?v; del centro de masa resulta ser:

T 32 .2
vy v =154y

Finalmente, la energia cinética correspondiente al movimiento del eslabén 1 se obtiene

COomao:
Ki(g.4) = Imoloi+3ihd? = imil2¢3 + 16Lg2 (345)

Por otro lado, las coordenadas del centro de masa del eslabdn 2 expresadas en el plano
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T — y son:
ry = lycos(qr) + leacos(qa),

y2 = lisen(qr) + leasen(qa).

El vector velocidad v, del centro de masa de dicho eslabén es en consecuencia:

T —lysen(q1)g1 — leasen(ga)ge
o Iy cos(q1)d1 + L2 cos(q2) o

Por lo tanto, empleando las identidades trigonométricas cos?(6)+sen?(0) = 1y sen(q;)sen(qa)+
cos(q1) cos(qz) = cos(q1 —qz) se obtiene finalmente la rapidez al cuadrado v3 v, del centro

de masa del eslabon 2:

vg V2 = 347 + 155 + 2l1leagiGo cos(q1 — o)

de donde:

Ky(q,q) = smovivs + 31543,

(346)

_ maj2
= 2[

20T 4 212,45 + malileagige cos(q1 — q2) + 51245
De forma similar, la energia potencial puede descomponerse como la suma de 2 partes:
U(q) = Ui(q) + Us(q) donde Uy(q) y Ux(q) son las energias potenciales asociadas a las

masas m, y me respectivamente. Se tiene entonces que

Ui(q) = malagsen(q) (347)

Ua(q) = maligsen(qi) + maleagsen(ga). (348)



207

A partir de las ecuaciones (345)-(348) puede obtenerse el lagrangiano:

L(q,q) = Klg,q) — Ulq),
= Ki(q,q) + Ka(q,q) — Ui(q) — Ua(q),
= 3 [l +mal3] ¢ + 3mal2q3 + maliles cos(qr — g2)Gido
—[mala + mali]gsen(q1) — magleasen(qe) + 51147 + 5 1245.

De esta ultima ecuacion pueden obtenerse las siguientes expresiones:

g_dLl = [l +malfld + maliles cos(qn — g2)da + L1gi-
% [g—ﬂ = [malZ + moli + LG + maolilea cos(qr — g2)do — malileasen(qr — 2)Grde
+malileasen(qr — g2)d3-
g_qu = —malileesen(qi — q2)G1G2 — [Male + mali]g cos(qr).
S = maldds + malile cos(qn — ga)dr + Tago.
% [aa_qﬂ = MalZGo + malilez cos(qr — ¢2)G1 — malileasen(qi — 2)d7
+malileasen(qr — q2)q1Ga + I2Go.
g_qu —malilasen(qr — q2)G1G2 — Magles cos(ga).

Las ecuaciones dindmicas que modelan el robot manipulador se obtienen aplicando las

ecuaciones de Lagrange:

d |0L oL )
— —| — =T; 1=1,2
de donde finalmente se obtiene
T1T = [m1l§1 + mgl% + L]G1 + malile cos(qr — q2)Go

(349)
+malileasen(qr — g2)d5 + [mala + mali]g cos(qr)
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To = mal%da + malile cos(q1 — g2)G1 — malileasen(q — q2) 43

(350)
+2molileasen(qr — q2)d1ge + IaGa + magles cos(qe)

siendo 71 y T9, los pares que actian en las uniones 1 y 2. Las ecuaciones (349) y (350)

pueden ser expresadas en coordenadas de espacio como

M(q)g+C(q,4)qi+g(q) =7 (351)

donde q(t), ¢(t), G(t) € IR? representan la posiciones angulares, velocidades y acelera-
ciones de los eslabones del robot, respectivamente, M(q) € IR**? representa la matriz
de inercia, C(q, ¢) € IR**? representa la fuerza centrifuga y de Coriolis, g(¢) € IR? es el
vector de pares gravitacionales y 7 € IR? representa el par de entradas de control. La
ecuacion (351) se puede representar de la siguiente manera

Mi(q) Mia(q) | Ciilg,9) Chalg,q) | 91(q)

q+ q+
Ms1(q) Maa(q) C21(q,4) C2(q,9) 92(q)

I
R

donde
Mii(q) = mllil + mgl% + I,

Mis(q) = malilecos(qi — g2),
My (q) = malilecos(qi — g2),

Mzg(q) = m2l§2+12.
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Cul(g,q) = 0,
Cia(q,4) = malilasen(qr — q2)qo,
Coi(q,q) = —malilasen(qi — q2)G1 + 2malileasen(qr — q2)da,
C(q,q) = 2malilasen(q — @)1,
91(q) = [mala + mali]g cos(q),

g2(q) = magles cos(qa).

Las variables de estado adecuadas para escribir el modelo dinamico del robot son las
posiciones ¢ = [q1, )" v las velocidades ¢ = [¢1,2]". En términos de estas variables

de estado, el modelo dinamico del robot puede expresarse como:
d | 4 q
q M(q)™' [r = C(q,4)d — 9(q)]

Ahora se asumird que el sistema mecédnico presenta una restriccién en la posicién (ver

restriccién
=

Figura 72. Robot manipulador de 2 g.d.l. y restriccién en la posicidn.

Figura 72), la cual se representa en el modelo dindmico (352) como una fuerza 7. que
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afecta al sistema, quedandonos el modelo de la siguiente manera

M(q)i+C(q,d)d +g(q) + Te=T7. (352)

La posiciéon euclidiana entre el origen del robot y la restriccién esta dada por xg, la
posicion del efector final del robot con respecto al eje x estd dada por x,1, a su vez la
distancia del efector final con respecto al eje y esta dada por z,9, las cuales se denotan
como z,(t) = [x,1(t), 2,2(1)]T € R?. Se agrega un resorte en la punta del efector final
con una constante de rigidez k, y actiia como sensor de fuerza. Una forma de representar
la fuerza generada en el resorte es utilizando la ley de Hooke F' = kx.

Se genera un impacto entre el efector final del robot y la restriccién cuando x,; > xg
donde x,.; = lycos(qr) + lacos(qz). El impacto genera fuerzas de igual magnitud y
sentidos opuestos entre el robot y la restriccién. Especificamente, la fuerza de impacto

actuando sobre el resorte F, € R, se define como

k
FC = 5( r1 — Lo + |.I,«1 — IQD . (353)

La fuerza de impacto actuando sobre los eslabones rigidos del robot produce un par,

denotado por 7.(z,,q) € IR?, con la siguiente forma

[y cos(qq) + Iz cos(go)
Te = —F, (354)

ly cos(q2)

con este término se completa el modelo (352) para el robot manipulador de 2g.d.1 con

restriccion en la posicién.
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Apéndice B

Modelo dinamico del robot manipulador
Pegasus de 3 g.d.l. con un muro como
restriccion

En este apéndice se obtienen las expresiones para el modelo dinamico del robot manip-
ulador Pegasus de 3 g.d.l. con un muro como restriccién.

Considérese el brazo mecédnico de 3 g.d.l. mostrado en la Figura 73. El brazo
manipulador estd formado por dos eslabones rigidos de longitudes l; y I3, y masas
my1 y ms, respectivamente. Sus tres uniones entre eslabones son rotacionales. Los
desplazamientos del robot se llevaran a cabo en el plano vertical z-y-z mostrado en
la Figura 73. La distancia entre los ejes de giro y los centros de masas se denota por
le1 v le, respectivamente. Por ultimo, [; e I, expresan los momentos de inercia de
los eslabones con respecto al eje que pasa a través de sus centros de masas y que es
perpendicular al plano z-y. Los g.d.l. estan asociados a los angulos ¢; que es la rotacion
sobre su propio eje en el sentido de las manecillas del reloj, ¢ que se mide desde la
posicion vertical hacia abajo, y q3 que se mide a partir de la extension del eslabén 1
hasta el eslabén 2, siendo ambos positivos en sentido contrario al movimiento de las

manecillas del reloj. El vector de posiciones articulares ¢(t) se define como:

1O =[q) @) g0l

La energia cinética K(q, ) para este brazo manipulador puede descomponerse en la
suma de dos partes: K(q,q) = Ki(q,q) + Ka(q,q) donde Ki(q,q) v Ka(q,q) son las

energias cinéticas asociadas a las masas m, y msy respectivamente. A continuacién se
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Figura 73. Robot PEGASUS con 3 g.d.l.

obtienen dichas expresiones.

Las coordenadas del centro de masa del eslabon 1 expresadas en el plano x, y, 2

son:
xr = lcl COS(Ql) COS(QQ))
1 = lasen(q)cos(qz),
21 = lasen(qq).

El vector velocidad v; del centro de masa de dicho eslabdn es en consecuencia:

T —lc1 cos(q1)sen(qa)da — lasen(qr) cos(qz)dr
1= g1 | = | —lasen(qi)sen(qz)ge + la cos(qr) cos(qz)qr
Z la COS(Q2)QQ

Por lo tanto, la rapidez al cuadrado v!v; del centro de masa resulta ser:

vivg = &1 &1+ U T+ 3 F = 12 cos”(q2)dt + 1245
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Finalmente, la energia cinética correspondiente al movimiento del eslabén 1 se obtiene

COomao:
Ki(q,q) = smavivr+ 5047 + 51243,
(355)
= Iml2 cos®(g)qi + smullide + 3167 + 512G3

donde I es la inercia correspondiente a cada articulacion. Por otro lado, las coordenadas

del centro de masa del eslabén 2 expresadas en el plano x — y — 2z son:

ry = [licos(gz) + le2 cos(gs)] cos(q),
Y2 = [licos(qa) + 2 cos(gs)] sen(qr),
2o = lisen(qz) + le2sen(qs).

El vector velocidad vs del centro de masa de dicho eslabon es en consecuencia:

T
v2 = Y2
Z9
—l1sen(q1) cos(g2)q1 — 11 cos(q1)sen(qa)dz — leasen(qy) cos(qs)gr — lea cos(qr)sen(qs)ds

= —lysen(q1)sen(g2)da + 11 cos(g1)sen(gz2)gr + lea cos(g1) cos(gs)dr — leasen(qr)sen(gs)ds

Iy cos(g2)ga + le2 cos(gs)ds

Por lo tanto, la rapidez al cuadrado vl vy del centro de masa del eslabén 2 es
vlvy = ((—1; cos(qs)sen(qz) de — Iy sen(q;)cos(qz) 41 — lez sen (q;) cos (qs) G
—leg cos (q1) sen (qs) 4s)” + (=i sen (q1) sen (qz2) 4o + I cos (q1) sen (q2) 4

2
+lo cos (g1)cos (qs) 41 — lez sen (q1) sen (qs) 4s)* + (I cos (g2) 4z + les cos (g3) (13)2)
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de donde K>(q,q):
= $mauj vy + 5133,
= gma ((=l; cos(q1)sen(gz) 42 — 1 sen(qr) cos (qz) 41 — lea sen (q1) cos (qs) 4s
—leg cos (q1) sen (gs) 4s)” + (—1y sen (q1) sen (q2) g2 + 1 cos (q1) sen (qz) 41
2

+leo €05 (q1) cos (qs) 41 — lea sen (q1) sen (g3) d3)” + (I cos (qz) gz + lea cos (gs) 43)2> + $13G3.
(356)

De forma similar, la energia potencial puede descomponerse como la suma de 2 partes:
Ulq) = Ui(q) + Us(q) donde Ui(q) v Usx(q) son las energias potenciales asociadas a las

masas m; y me respectivamente. Se tiene entonces que

Ui(q) = milagsen(qa) (357)

Us(q) = maligsen(qs) + maoleagsen(qs). (358)

A partir de las ecuaciones (355)-(358) puede obtenerse el lagrangiano:

L(g,q) = K(q,q)— Ulg),

= Ki(q,q) + K2(q,q) — Ur(q) — Ua(q),

Lgd) = Emiles® (4 (o (42))* + 3)
+35 11 47 + 5 12 43 — my Loy gsen (qz)
+3 mg ((—1; sen(qs)cos(qz) 4 — 1 cos(q1) sen (qz) gz
—leg sen (q1) cos (q3) 41 — leo cos (q1) sen (qs) 4s)?
+ (=l sen(q1) sen (g2) g2 + 11 cos (q1) sen (q2) d1
+1eg cos (q71) cos (q3) 41 — lea sen (q1) sen (gs) s)°
+ (I1 cos(qz2) g2 + lea cos (gs) 43)2>

+1 15 42 — mg Iy gsen (qz) — ma leo gsen (qs)
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De esta ultima ecuacion pueden obtenerse las siguientes expresiones:

9L — gl (08 (2))” 4o + Lo ds + ma 1i? (sen (1)) (cos (42))” s

+2my Iy (sen (q1))* cos (q2) 41 les cos (qs)
+my 12 cos (q) sen (gs) Go sen (q1) cos (go)
+ms Les® (sen (41))” (cos (¢5))° ds

+mg les cos (1) sen (gs) s I sen (1) cos (qz2)
—my Li*sen (q1) (sen (g2))” go cos (1)

+ma i* (cos (1))” (sen (g2))” ds

+2my Iy (cos (q1))? sen (q2) 41 Lo cos (qs)
+1ms les” (cos (q1))” (cos (g3))”

—mg leo sen (q;) sen (qs3) 4s l; cos(q;) sen (qz) -
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d1 ma le2® (cos (41))” (cos (g5))”

—3G; mg l;? (sen ((]1))2 sen (gz) go cos(qz) + ¢ me 1,2 (cos (¢q ))2 (sen ((12))2

s 11+ G ma leo® (sen (g1))? (cos (g3))° + G2 ma 1 (sen (q1))? (cos (g2))?

+3 41 ma 1% (cos (q1))° sen (q2) 42 cos (qz)

+4my Iy sen (q;)cos (qz) ¢2 1.2 cos (q3)cos (qq)

—2my 1,7 cos (q1) sen (q2) ¢3sen (q;) cos (gz)

+2G; mg Uy (sen(q1))” cos (gz) Loz cos (g3)

~2 43 ma leo® (cos (q1))? cos (gs) d1 sen (gs)

~2 43 my leo® (sen (q1))” cos (qs) 41 sen (qs)

—4mg Iy cos(q1)sen (qz) §7les cos(gs) sen (q1)

=3 4; mg lcz (cos (Q1))2 sen (qs) 4z U1 sen (qz)

+d1 mg leg (cos (¢1))” sen (g5) ds 1 cos (gz)

iz mg 11 ? cos (g1) sen (gz2) sen (q1) cos (gz)

+2G; ma 1y (cos(gq1))? sen (g2) leg cos (gs)

~34; mg les (sen (q1))* sen (qs) ds Ui cos (qz)

+my Loy cos (q1) cos (qs) G215 sen (q1)cos (g2) + 2 Go ma 1y (cos (g1))? cos (q2) 41 los cos (q3)
~2Go ma Iy (sen(q1))* sen (g2) 1 Lz cos (g5) + 41 ma les (sen (q1))? sen (g3) ds 1y sen (g2)
—q2 Mz leg cos (q1) sen (qs) gs ls sen (q1) cos (gz2)

—42 mg lcz sen (q1) sen (qs) gs Ui cos (q1) sen (gz)

+; m1 ler® (cos (g2))? — ma leg sen (q1) cos (g3) 4311 cos (q1) sen (qz)

—G3 mg lea sen (q1) sen(qs) li cos (q1) sen (qz) + s mz lee cos (q1) sen (gs) I sen (q1) cos (gz)
— iz ma 1% sen (q1) (sen (g2))? cos (q1) — 2 42 m1 les” cos (qz) 41 sen (qz)

—my I;*sen (q1) (sen (q2))* 43 cos (q1) + ma 11 cos (q1) (cos (g2))* d3sen (q1)

1 mz i® (sen (41))* (sen (42))” d2 — 41 me L* (cos (41))* (sen (42))” ¢

~2mg 1% cos (q;) (sen (g2))? d3sen (q1) +2ms 11 %sen (¢1) (cos (g2))? 43 cos (¢1)
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—mg l; ¢ (—sen(qz) + cos(qz)) (—l; cos(qs) 41 sen (qs) cos (qz2)

oL _
oq
—1; (cos (q1))?sen (o) 4o + 1y (sen(qy))? sen (qz) ds — les (cos (q1))* sen (gs) 4
~2sen (¢1) 41 lez c0s (g1) cos (g5) + (sen (41))” Lo sen (gs) ds
—1; cos(q1) 41 sen(q;) sen(qe)) .
g—(j[; =y les?Go + In Go + my 1,2 cos (qy) sen (qz) sen (q1) cos (qz) 41 + ma 112 4s
—my Iy *sen (q1) cos (q1) 41 + ma I *sen (¢1) cos (1) 41 (cos (g2))”
+myg Iy sen (qz) lez sen (qs) s + me Iy cos (gz) lea cos (qs3) gs-
$18E] = —matPsen(a) dr (sen (a1) — cos (1)) (sen (ar) + cos (q1)) (~sen (g2) + cos (g2))
Se = —my ls” cos (gz) g7sen (g2) — my les g cos (gz)
+3ma ((—21; sen (g;) cos (g2) 41 — 211 cos(q1) sen (qz) 42 — 2 leo sen (q1) cos (qs) d
—2lcz cos(q1) sen(gs) gs) (11 sen (q1) sen (qz2) 41 — lr cos(q1) cos (g2) dz2)
+(=21; sen (q7) sen(qz) 4o +21; cos(q1)sen (qz2) 1 + 2 le2 cos(q1)cos (qs) ¢
—2lcg sen (qr) sen (gs) gs) (—lr sen (q1) cos (g2) g2 + Ui cos (q1) cos (qz2) 41)
— (211 cos(gz) 42 +21c2 cos(q3) 43) I sen (qz) 42) — me l; g cos (gz) -
gz = male cos(qr) sen (qs) I sen (q1) cos (gz) s

+myg leo sen (qs) 11 sen (qz) Go — ma Lo sen (q;) sen (qs) l; cos (q;) sen (qz2) §

+qs mg les” + my ley cos (gs) 1y cos(qz) 4o + 15 gs.
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i [8—(23] = 2my Ly (cos(q1))* sen (gs) Iy cos (qs) ¢
+s Mg lea cos (q1) cos (gz) i sen (q1) cos (gz) 4x
+Gs ma leg cos (q1) sen (gs) Iy sen (q;) cos (gz)
+Go Mg Loy cos (qs) Iy cos (qz) — ma les sen (qs) Iy cos (qz) 47 + Gz 13
+is My le” 4 Mg leg sen (gs) 1y cos (qs) 43
+ds mg lee cos (gz) [ sen (gz) gz
+Gs Mg les sen (qs) Iy sen (qz) + ma Lo sen (qs) Iy sen (qs) ¢
—2my lys (cos (q1))% sen (gs) 1y sen (gs) ¢2 — my Loy cos (qs) I sen (qz) G2
—q2 Mg les sen (q1) sen (qs) Iy cos (q1) sen (qz) 41
— g Mg lea cos(q1) sen (gs) I sen (q1) cos (gz2) ¢
—G; mg leo cos(qq) sen (qs) l; sen (q;) sen (qz)
— s Mg lea sen (1) cos (gz) i cos (q1) sen (qz2) ¢
—qs mg lez sen (qs) I cos (gz) G-
g—qLS = —mg s (I; cos(qs) ¢?sen (qs)
—l; cos (g2) 47sen (gz) (cos (1)) = I sen (g1) cos (g2) 41 cos (q1) cos (4s) 4s
+lez cos (gs) 47sen (q3) — Ui sen (qz) gz cos (qs) 4
+1; (cos (1)) sen (qz) 3sen (gs) + Iy cos (q1) sen (g2) 41 sen (g1) cos (gs) ds

+sen (qs) 4s l; cos(qz) 4o + gcos(qz)) .

Las ecuaciones dinamicas que modelan el robot manipulador se obtienen aplicando las

ecuaciones de Lagrange:

4 ToL1 oL
= — = =1,2
dt {aqj o 1=1,23
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de donde finalmente se obtiene

1 = GomgliZsen (qr)cos(g;) (cos (g2))* — ma ;% cos (q1) 2sen (q;)
— s U%sen (41) &3 <08 (g1) + 2 ma Iisen (q2) (cos (g2))? &2 cos (q1)
+2my 1y sen (q1) cos (qz2) G7lea cos(gs) cos (qr)
—2my Iy cos (q1) sen (qz) 47 les cos (gs) sen (qr)
+4 Gy my 1% (cos (q1))? sen (q2) 4o cos (qz) + 2 Gy ma ey (cos (q1))* sen (gs) s I cos (gz)
—2G; my Ly (cos (q1))” sen (gs) s I sen (qz) + 2 my 1% cos (q1) (cos (g2))* 3sen (q1)
—2my ;% cos (q1) sen (qz) g3sen (q1) cos (qz) — 2 s ma Iy cos (g2) les cos (g5) (cos (¢1))*
—2 4y my le1” cos (g2) g1 sen (qz) — 2 g2 ma Iy sen (qz) Gy ez cos (gs)
+2 go ma b sen (q2) 1 lez cos (g5) (cos (41))” = 2 41 me i ”sen (g2) g2 cos (¢2)
—2 3 mg lc22 cos (gs) 41 sen (q3) — 2 G; mg lez sen (qs) 43 l; cos (qz)
+Gi Iy — G2 mg les sen (q1) sen (q3) 43 Iy cos (q1) sen (qz)
— iz ma log sen (q1) sen (gs) i cos (g1) sen (q2) — Gz ma 1;*sen (q;) cos (1)
— gz Mg lea cos (qy) sen (gs) gs I sen (q1) cos (gz)
+my leg cos (gr) cos (gs) 51; sen (1) cos (gz)
—my Loz sen (q1) cos (gz) 43l cos (q1) sen (qz) + Go ma ;* cos (¢1) sen (g2) sen (q1) cos (g2)
+iis ma Loz cos (1) sen (gs) i sen (q1) cos (g2) + 41 ma Is? (cos (g2))*
iy my ler” (cos (g2)) + 1 mg lee® (cos (g5)) + d; me 1% (cos (1))
+2 42 mg 1y (cos (q;))? cos (g2) 47 lee cos (g3)
+2 Gy mg Iy (cos (q1))* sen (ga) ez cos (gs) — 2 4s ma Is? (cos (g2))* (cos (¢1))?

+2 G; ma l; cos(qz) leo cos(qs)
(359)
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Go ma 1 + ma 1§+ 2my 1,743 (cos (41))° (cos (g2))?

+mg Iy sen (gz) lee cos (qs) 45 + Gz ma 1 sen (qz) le2 sen (gs)

+mg ez cos (q1) sen (qs) 43 i sen (q1) sen (qz) 1 + 1y m2 g cos (gz)

—1my Iy (cos (g1))? cos (q3) 6215 cos (qz)

+mg leg sen (q1) sen (qs) 43 i cos (q1) cos (gz) 41

+G1 mz 1;” cos (¢1) sen (g2) sen (q1) cos (g2) + Gz mz Iy cos (qz) Lo cos (gs)
+my by ® cos (qs) ¢2sen (qz) + ma les cos (qs) 6215 sen (o)

—mg leg cos (gs) G711 sen (gs) (cos (q1))* — 41 ma I sen (q1) cos (q1)

+; mo I %sen (q1) cos (q1) (cos (g2))? + o my les® + my Loy g cos (gz)

—mg 12 (cos (42))* — 2mz i* 7 (cos (41))" + iz Lo

—mg l; cos (qz) les sen (qs) ‘j;
(360)

43 Is + G1 ma I cos (qq) sen (qs) 1y sen(qy) cos (qz) + ma les g cos (gs)

+ms Loy (cos (q1))? sen (qs) 1y cos (g2) G2+ Go ma Lo cos (qs) Iy cos (gs)

—q2 Mg lez sen (q1) sen (qs) Iy cos (q1) sen (qz) 41

—qz My Loy cos (q1) sen (g3) Iy sen (g1) cos (gz) 41 — mz lea cos (gs) Iy sen (qz) G5

—Gjs ms les sen (q1) sen (g3) Uy cos (q1) sen (gz) — ma Lo (cos (¢1))” sen (g5) Iy sen (g2) 47
+{z mg Lo sen (qs) Iy sen (qz) + G5 ma leo® + ma leg sen (qs) Iy sen (qs) ¢

+my les sen (qs) I cos (qz) 42 + my les® cos (qs) ¢2sen (gs)
(361)
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siendo 71, 7o y T3, los pares que actian en las uniones 1 y 2. Las ecuaciones (359),

(360) y (361) pueden ser expresadas en coordenadas de espacio como

M(q)i+Clq,q)i+g(q) =7

La ecuacion (362) se puede representar de igual forma de la siguiente manera

Mii(q) Mia(q) Ms(q)
M (q) Maa(q) Mas(q)

_M31(Q) M22(CI) M33(£])

donde

Mi1(q)

Miz(q)
Mis(q)
M>(q)
My(q)
Ma3(q)
Mz1(q)
Msz(q)

M3s(q)

2mg l; cos(qe) lee cos(qs) —2mg l; cos(qz) leo cos(gz) (cos (ql))2

G+

Cn(%d) 012(%(]) 013(617@)

021(617@) 022(%@) 023(%9)

i 031(617@) 032(97(2) 033(61,4) ]

q+

91(q)
92(q)

93(q)

(362)

—2my 1;” (cos (QI))2 (cos (%))2 +2mg l; (cos (QJ))2 sen (qz) les cos (qs)

+1 4 my ly? (cos ((12))2 + mg lpo® (cos (%))2 + mg 1,2 (cos ((11))2

+mg 1,2 (cos (qg))2 ,

mg l;*sen (q;) cos (q;) (=1 + (cos (g2))* + cos (gz) sen (g2))

—mg l; cos(qr) lee sen (q;) sen (qz) (sen(qe) — cos (qz)) ,

Mis(q),

mg l;® + my Iy ° + Iy,

mg Iy leo cos (QQ - Q3) )

Mi3(q),
Ma3(q),

Is + my lc22,
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Ci1(q,q) = —2mali?cos(qs)sen(qz) 4o — 2 de mi lc1? cos (q2) sen (q2)
—2 s mg Iy cos (q) sen (g2) lea cos (g3) sen (q1) + 2 41 ma i *sen (1) (cos (gz)) cos (q1)
+4mgy 112 (cos (q1))? cos (g2) sen (qz2) 42 — 2 4s mg lee® cos (qs) sen (gs)
—2 Gy my Iy sen (gz) les cos (q3) + 2 Go ma Iy sen (gz) les cos (g3) (cos (q1))?
—2mg l; cos(qz)lea sen(qs) 43 + 2 g1 ma Iy sen (q1) cos (qz) lee cos(qs) cos (q1)
—2mg l; (cos (qz))2 sen (qz) leg sen (qs) 4s
+2mg Iy (cos (q1))? cos (g2) lea sen (g3) ds + 2 go ma Iy (cos (1)) cos (gz) Lz cos (g3)

—4; mg 112 cos (q1) sen(qq)

Cia(q,4) = —2mgls”cos(qz) G sen (qz) —2ml les? cos (q2) 1 sen (qz)
+4mg 1% (cos (q1))* cos (q2) 41 sen (q2) — 2ma Iy sen (qz) 41 lez cos (qs)
+2my Iy sen (qs) 1 lea cos (qs) (cos (q1))* +2mya Iy (cos (q1))* cos (qz) d1 les cos (qs)
—my Iy cos (q1) sen (qz) Lz sen (qs) 4z sen (q1) — ma I cos (q1) 42 sen (q1)
—mig Iy sen (q1) cos (q2) leo cos (q1) sen (qs) ds + 2 mg l;%sen (q1) (cos (QQ))Q cos (q1) g2

—2my l;%2sen (q1) cos (g2) cos (q1) sen (qz) 4o



Cl3 (q7 Q)

Ca1(q, q)

022 (q7 Q)

023 (Q7 Q)

Cs1(q, q)

C32(q,49)

Cs3(q, q)

223

—mg leo (21c2 cos(qs) 41 sen(qs) +21; cos(qz) 41 sen(qs3)
+21; (cos (q1))” sen (g2) 41 sen (qs) + s cos (q1) sen (gz) 42 sen (qs) sen (q1)
+4s Iy sen (q1) cos (g2) cos (q1) sen (g3) — 215 (cos (q1))? cos (g2) 41 sen (g3)

+1; cos (q1) sen (q2) sen (q1) cos (qz) 43 — l; sen (qy) cos (gz) cos (q;) cos (q3) 43)

d1mg 112 — 1 ma 12 (cos (g2))% — 2 41 ma 142 (cos (g1))”

+my Iy cos (q1) sen (q2) leo sen (q1) sen (qs) d3 — d1 ma Iy (cos (q1))? cos (g2) les cos (q3)
+d1 ma Iy sen (g2) les cos (qs) — g1 ma Iy sen (qz) les cos (g3) (cos (q1))°

+2 4y mz 1 (cos (g1))* (cos (g2))” + ma Ui sen (q1) cos (g2) lez cos (q1) sen (q3) 4s

+d1 my ler” cos (gz2) sen (gz)

0

mg Uy leo (cos(qr) sen (q2) 41 sen (q1) sen (gs) — cos (qz) sen (qs3) 4s

+sen (qz) cos (qs) 43 + sen (q1) cos (qz) 41 cos (q1) sen (q3))

ma lez sen (qs) (lz (cos (g1))? cos (g2) d1 + lea cos (g3) ds
+l; sen(qz2) 41 — Iy (cos (q1))2 sen (q2) 41 — 42 Iy cos(q1) sen (qz2) sen (qz)

—dzg Uy sen (g1) cos (gz) cos (q1))

(cos(q2) 42 sen (qs) — sen(qz) 42 cos(qs) — cos (q1) sen (qz2) 41 sen (q1) sen (qs)

—sen (q1) cos (¢2) 41 cos (q1) sen (qz)) mz b le

0

g2(q) = malagsen(qo)

93(g) = maligsen(qz) + maleagsen(qs).

Las variables de estado adecuadas para escribir el modelo dindmico del robot son las

posiciones ¢, ¢2 v q3 y las velocidades ¢1, g2 y ¢3. En términos de estas variables de
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Figura 74. Robot PEGASUS con 3 g.d.l. y restriccidon en la posicion.

estado, el modelo dindmico del robot puede expresarse como:

T ¢
d | @ i}
dt N .
43 43

L d | | M@= Cled)d—9(a)]

Ahora agreguemos al sistema mecéanico una restriccién en la posicién (ver Figura
74), la cual se representa en el modelo dindmico (363) como una fuerza 7. que afecta

al sistema, es decir, el modelo queda expresado de la siguiente manera:
M(q)j+C(q,d)d +g(q) =T + Te. (363)

La posicion euclidiana entre el origen del robot y la restriccion estd dada por zg ya que

la restriccion esta situada a lo largo del eje x, la posicion del efector final del robot con
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respecto al eje x esta dada por z,, a su vez la distancia del efector final con respecto
al eje y esta dada por y, y con respecto al eje z es z,, las cuales se denotan como
R(t) = [2,.(t),y.(t),2]" € R®. Se agrega un resorte en la punta del efector final el
cual es puntual con una constante de rigidez k, el cual actiia como sensor de fuerza.
Una forma de representar la fuerza generada en el resorte es utilizando la ley de Hooke
F=kx,.

Se genera un impacto entre el efector final del robot y la restriccion cuando x, > xg
donde x, = [l1 cos(gz2) + I3 cos(gs3)] cos(q1). El impacto genera fuerzas de igual magnitud
y sentidos opuestos entre el robot y la restriccion. Especificamente, la fuerza de impacto

actuando sobre el resorte F, € R, se define como
k
FC: §<$T—SC0+‘.I'T—Q?0|). (364)

La fuerza de impacto actuando sobre los eslabones produce un par, denotado por

7e(,,q) € R?, con la siguiente forma

[l cos(qz) + 12 cos(gs)] cos(q1)

Te = —Fc | [l; cos(qa) + lacos(g3)] sen(q1) | - (365)

lisen(qs) + lasen(qs)

Con este término se completa el modelo (363) para el robot Pegasus de 3 g.d.l. con

restriccion en la posicion.



