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ESTUDIO NUMERICO DE LA INTERACCION DE LUZ CON SUPERFICIES Y

GUIAS DE ONDA RUGOSAS BASADO EN UN METODO DE RAYLEIGH

Resumen aprobadopor: DI
 

Dr. Eugenio Rafael Méndez Méndez

Director de Tesis

Se presenta un estudio numérico del esparcimiento de luz por superficies y guias de

onda rugosas. El estudio esta basado en una simulacién tipo Monte Carlo basada en un
método de Rayleigh. De especial interés son algunos sistemas que se sabe producen

efectos coherentes, tales como el retroesparcimiento reforzado, y que involucran la

excitacién de plasmones de superficie u ondas guiadas. Para el caso de superficies

consideramosperfiles con estadisticas tanto gaussianas como no gaussianas. Se presentan

resultados sobre la dependencia del pico de retroesparcimiento reforzado con los

parametros estadisticos de la superficie y se considera también el caso de superficies

rugosas aleatorias que son periddicas en promedio. En los casos mas estudiados de
retrosesparcimiento reforzado debido al acoplamiento a polaritones de superficie, es

suficiente considerar hasta eventos de esparcimiento doble. En nuestro estudio,
consideramos también un caso en el que se presenta este fendmeno debido a efectos de
esparcimientotriple.

Se considera también el caso de luz esparcida por peliculas metalicas y dieléctricas
rugosas entre dos medios semiinfinitos. La distribucién angular de la luz esparcida en
reflexion y transmision presenta caracteristicas atribuibles a la interferencia de ondas que

han sufrido esparcimiento multiple. En los resultados se observan efectos de

retroesparcimiento reforzado asi como picos de transmision antiespecular. Para sistemas

que soportan mas de un modo guiado, se encontraron picossatélite tanto en reflexi6n como
en transmision. Finalmente, se presenta un estudio de la eficiencia de acoplamiento de luz a
guias de onda dieléctricas rugosas como funcién del angulo de incidencia y de los
parametros de la rugosidad.

Palabras clave: Esparcimiento de luz, hipdtesis de Rayleigh, retroesparcimiento reforzado,

efectos coherentes, plasmonespolaritones de superficie, guias de onda.



ABSTRACTofthe thesis presented by Blanca Esthela Ruiz Santosin partial fulfillment

of the requirements for the degree ofMASTER of SCIENCE in OPTICS.Ensenada, Baja

California, Mexico. April 2001.

NUMERICAL STUDY OF THE INTERACTION OF LIGHT WITH RANDOMLY

ROUGH SURFACES AND WAVE GUIDES BASED ON A RAYLEIGH’S

METHOD

Abstract aproved by: ¢) Len“
 

Dr. Eugenio Rafael Méndez Méndez

Thesis Advisor

Wepresent a numerical study of light scattering by randomly rough surfaces and wave

guides. This study is based on a Monte Carlo type simulation based on a Rayleigh’s

method.
Special attention is paid to systems that are known to produce coherent effects, such as

enhanced backscattering, involving the excitation of plasmon polaritons or guided waves.
For the case of randomly rough surfaces we consider profiles with both gaussian and non-

gaussian statistics. Results for the dependence of the width of the backscattering peak on

the statistical parameters of the surfaces are presented, as well as a study ofscattering by
surfaces that are periodic on average. In most of the cases reported of enhanced

backscattering caused by the coupling of waves to surface plasmons, it is sufficient to

consider up to double scattering events. In our study , we consider a case in which this

fenomenonis dueto triple scattering events.
Wealso consider the scattering of light by thin metal and dielectric rough films. The
reflected and transmitted scattering distributions present features that are attributable to

interference and multiple scattering. The results show the presence of enhanced

backscattering as well as enhanced antispecular effects. Satellite peaks in reflection and
transmission are also found for systems that support more than one guided mode.Finally,
wepresent a study of the efficiency of the coupling of light to the waveguide as a function

of the angle of incidence and the roughness parameters.

Key words: Light scattering, Rayleigh’s hypotesis, enhanced backscattering, coherent
effects, surface plasmon polaritons, waveguides.
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Comparacion de resultados obtenidos con el método de la ecuacién
integral y el método de perturbaciones pequefias. La grafica muestra
la parte incoherente del CDR para una superficie rugosa de plata

con estadisticas gaussianas y funcion de correlacién gaussiana con

6 = 5nm ya = 100nm.La polarizacién es p y X = 457.9nm.

La linea continua representa los resultados de la teoria perturbativa

de Maradudin y Méndez (1993) y los circulos son los resultados

obtenidos con el método de la ecuaciénintegral.

Regiones de validez de la representacién del campo en términosdel

espectro angular.

Rejilla de difraccién: se muestran los diferentes ordenesdifractados.

Geometria de una guia de ondaplana.

Geometria del problema para dos medios semiinfinitos.

Geometria del problema para una pelicula entre dos medios

semiinfinitos.

Espectro West-O’Donnell: los rectangulos de potencia se encuentras

centrados en Kp.

Componente incoherente del CDR para una superficie de plata

con estadisticas gaussianas y con funcién de correlaciOn gaussiana

iluminada en polarizacién p a 09 = O°. La linea roja representa

los resultados obtenidos con la teoria perturbativa de Maradudin y

Méndez [1993] y la linea azul aquellos obtenidos con el método

numérico. La longitud de onda es \ = 457.9nm y los parametros

de la superficie son 6 = 5nm, a = 100nm y € (w) = —7.5 + 10.24.
El numerode realizaciones es Np = 10000.
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método numérico.
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Componente incoherente del CDR para distintas longitudes de

correlacion La superficie tiene un espectro gaussiano y estadisticas

también gaussianas con una desviacion estandarde alturas 6 = 14.85

nm. La longitud de onda del campo incidente es \ = 457.9 nm. La
constante dieléctrica del material es €77(w) = —7.5 + 10.24 y se

estimaron los promedios de NV, = 10000 realizaciones.

Componente incoherente del CDR para una superficie aleatoria con

un espectro gaussianoa la que se le afiade una componenteperiddica

con h = 10 nm y b = 392.5 nm.Lasestadisticas de la componente

aleatoria son también gaussianas con una desviacién estandar de

alturas 6 = 5 nm y longitud de correlacién a = 320 nm. La
polarizacién es p y la longitud de onda del campo incidente es
\ = 457.9 nm. La constante dieléctrica del material es €7; (w) =

—7.5 + 10.24.

Igual que la figura 17 pero con 6 = 15 nm.

Igual que la figura 18 pero con a = 125 nm.

Componente incoherente del CDR para una superficie rugosa de

oro con €7; (w) = —9.0 + 41.29, cuyo perfil constituye un proceso
estocastico gaussiano y con un espectro de potencia West-O’Donnell

a incidencia normal. La longitud de onda del campoincidente es de

A = 612 nm la luz tiene polarizacién p. La desviacion estandar de

alturas es de 6 = 5nmy Onax = 13.5°. Se muestran resultados

obtenidos experimentalmente [West y O’Donnell, 1995], con un

método perturbativo [Maradudin et al, 1995] y con la simulacién

numérica aqui descrita.

Igual que la figura 20. EL angulo de incidencia es 6) = 10°.

Espectro West-O’Donnell centrado en 2k,, . Se ilustran también los
procesos fisicos que se producenal iluminarla superficie a angulos
rasantes.

Pagina

53

54

55

56

|

58

60



Figura

23

24

25

26

27

28
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espectro de potencia West-O’Donnell centrado en 2k,,. La superficie

tiene una constante dielectrica e77(w) = —61.0 + 76.2 para la
longitud de onda usada, 4 = 1152 nm. Los numeros de onda

minimo y maximo del espectro son kmin = 9.93 x 1073 nm@! y
kmax = 1.49 x 10-? nm™! respectivamente y la desviacién estandar
de las alturas es 6 = 11.1 nm. El angulo de incidencia es 09 = 76°.

Se muestran resultados obtenidos con la simulacién numérica, con la

teoria perturbativa de 4to orden [Maradudin y Méndez, 1993] y con

la teoria perturbativa de orden infinito [McGurn, Maradudin y Celli,

1985].

La parte incoherente del CDR promedio para una superficie con un
espectro de potencia West-O’Donnell centrado en 2k,,. La superficie

tiene una constante dielectrica ¢77(w) = -—61.0 + 16.2 para la
longitud de onda usada, 4 = 1152 nm. Los numeros de onda

minimo y maximo del espectro son kmin = 9.93 x 107? nm7! y
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y con superficies con estadisticas determinadas por la primera

transformaciOn propuesta en el capitulo III para el caso que

corresponde a la figura 8. Linea negra: superficie con estadisticas

gaussianas. Linea azul: superficie con estadisticas no gaussianas.

Comoenla figura 25, pero con la segundatransformacion propuesta |

en el capitulo III.

Componente incoherente del CDR para el caso de polarizacion s,

longitud de onda A = 633 nm incidencia a un angulo 6) = 0°. La

constante dieléctrica de la pelicula es € (w) ;; = 2.6896 + 20.01 y su
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I.Introduccion

La interaccién de ondas electromagnéticas con superficies rugosas ha sido objeto

de una gran cantidad de estudios a través de los afios [ver, por ejemplo, Ogilvy, 1991;

Ishimaru,1978; Warnick y Chew, 2001; Maradudin y Méndez, 2001]. El tema tiene

numerosasaplicacionescientificas y tecnolégicas que van desde el sensado remoto [Donelan

et al, 1987] hasta la microscopia de éptica de campo cercano [Greffet y Carminati, 1996],

pasandoporlas propiedadesgenerales de sistemas desordenados [Sanchez-Gil et al, 1999] y

la intensificacién de camposen interfases [Sanchez-Gil y Garcia-Ramos, 1998], entre otras.

Todos los objetos fisicos reales estan limitados por superficies y practicamente todas

las superficies reales son épticamente rugosas. Es decir, a escalas de la longitud de onda

de la luz visible todas las superficies presentan irregularidades. La interaccién de luz con

superficies y peliculas rugosas puede ser muy compleja. Se puede, por ejemplo, excitar

otro tipo de ondas comoondas guiadas o de superficie y, con cambios pequefios en algun

parametro, aumentar o reducir considerablemente la reflectividad 0 transmitividad de un

medio, o cambiar drasticamente la distribucién angular de la intensidad esparcida.

Los métodos analiticos para tratar el problema de esparcimiento de ondas

electromagnéticas por superficies rugosas estan basados en aproximaciones de alguntipo.

Los métodos masusuales, que podriamosllamar métodosclasicos, son la teoria perturbativa

[Rice, 1951] y los métodos basadosen la aproximacion de Kirchhoff [Beckmany Spizzichino,

1963]. La teoria perturbativa esta limitada en su aplicacién a superficies con rugosidades

superficiales cuyas variaciones de altura son muy inferiores a la longitud de onda y los

métodos de Kirchhoff solamente pueden tratar superficies con pendientes suaves y detalle

lateral superior a la longitud de onda.

Cuando la superficie da lugar

a efectos de esparcimiento multiple, los métodos clasicos no pueden tratar adecuadamente

el problema y no reproducen las observaciones experimentales. La interferencia que se da

entre campos que han sido multiplemente esparcidos da lugar a fendmenosimportantes y a

veces inesperados, comoel retroesparcimiento reforzado [McGurn et al, 1985] y los picos



satélite [Freilikher et al, 1997]. Para estudiar estos fendmenos, se ha tenido que recurrir

a métodos perturbativos de alto orden [McGurn et al, 1985; Maradudin y Méndez, 1993;

O’Donnell et al, 1998] 0 a métodos numéricos [Maradudin et al, 1990]. En cuanto a los

métodos numéricos, las formulaciones mas usuales estén basadasen el teoremade extincidn

[Wolf, 1973] 0, equivalentemente, con el teorema integral de Green. Se establecen un par de

ecuaciones integrales acopladas cuya solucién provée los valores del campo y su derivada

normalen la superficie. Con estos valores, se puede calcular el valor del campo en cualquier

punto del espacio. El método se conoce comoel método de la ecuacién integral o el método

de momentos y puede considerarse un método de espacio coordenado - espacio coordenado

[DeSanto et al, 1997].

Esta técnica ha resultado ser de utilidad para el caso de superficies muy rugosasy,

aunque en principio es una técnica rigurosa, es conocido que en ciertas situaciones no

da resultados satisfactorios. A saber, el llamado método de la ecuacién integral produce

resultados poco confiables cuandoel contraste dieléctrico es pequefio, cuando los angulos

de incidencia o esparcimiento son rasantes (cercanos a +90°) y cuando la muestra es poco

rugosa y soporta plasmonesde superficie 0 modos guiados.
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Figura 1. Comparacién de resultados obtenidos con el método de la ecuacién integral y el método de

perturbaciones pequefias. La grafica muestra la parte incoherente del CDR para una superficie rugosa de plata

conestadisticas gaussianas y funcién de correlacién gaussiana con 6 = 5nm y a = 100nm.Lapolarizacion es

py \ = 457.9nm.Lalinea continua representa los resultados de la teoria perturbativa de Maradudin y



Méndez (1993) y los circulos son los resultados obtenidos con el método de la ecuacion integral.

Para ejemplificar esta situacion, se presenta en la figura 1 una comparacion entre los

resultados obtenidos con el método de la ecuacién integral y el método de perturbaciones

pequefias. La grafica muestra la parte incoherente del CDR (Coeficiente Diferencial

de Reflexién) para una superficie de plata con estadisticas gaussianas y una funcidén de

correlacién también gaussiana. La rugosidad esta caracterizada por una desviacion estandar

de alturas 6 = 5nm y una longitud de correlacién a = 100nm parael caso de polarizacion

py A = 457.9nm. La constante dieléctrica de la plata para esta longitud de onda es

€(w) = —7.5+70.24 [McGurn etal, 1985]. La linea continuarepresentalosresultadosde la

teoria perturbativa de Maradudin y Méndez (1993)y los circulos representan los resultados

obtenidos con el método integral. Podemos ver que los resultados que se obtienen conel

método basado en el teorema integral de Green no tienen un comportamiento adecuado a

angulos rasantes de esparcimiento y que, a otros angulos, tampoco coinciden plenamente

con los calculos basadosen la teoria perturbativa en condiciones en las que se espera que

ésta ultima produzca resultados confiables. Como veremosen el capitulo de resultados,el

método de Rayleigh empleadoen esta tesis produce resultados muy superiores.

El trabajo descrito en esta tesis consiste, principalmente, en el desarrollo e

implementacion de un método numérico para el estudio de superficies y guias de onda con

pequefias rugosidadessuperficiales. Esta técnica alternativa de solucién produceresultados

bien comportados para superficies y peliculas con rugosidades pequefias.

La técnica propuesta se puede denominar de espectro-espectro [DeSanto et al, 1997]

y esta basada en la hipotesis de Rayleigh [Rayleigh, 1896]. Empleando esta hipdtesis se

derivan lasIlamadas ecuaciones reducidas de Rayleigh [Toigo et al, 1977], que constituyen

un buen punto de partida para las teorias perturbativas. También hansido utilizadas para

simulaciones tipo Monte Carlo, como las que se plantean en esta tesis [Michel, 1994;

Madrazo y Maradudin, 1997]. Se espera que con resultados obtenidos mediante esta técnica

se puedan abarcar areas inaccesibles en el espacio de parametrostantoa la teoria perturbativa

como al método de la ecuacién integral. También es de esperarse que los resultados sean



validos para angulos rasantes de incidencia y de esparcimiento.

A continuacion describimos brevemente la organizacion delatesis.

Lasbasestedricas del método propuesto se describen en los capitulosII y II. Primero,

en el capituloII, se presentan los fundamentos necesarios para la derivacion de las ecuaciones

reducidas de Rayleigh en las dos geometrias consideradas. Se parte de una representacion de

los camposen términosde sus espectros angulares. Considerandolas condicionesde frontera,

se llega a un par de ecuaciones integrales acopladas que, después de ser manipuladas, se

puedenreducir, obteniéndose finalmente una sola ecuacion matricial cuya solucion representa

el campoesparcido en reflexion. Para el caso de peliculas consideramos también el campo

trasmitido, el cual se puede expresar en términos del camporeflejado y se calcula facilmente

una vez que se conoceéste.

En el capitulo III se definen las caracteristicas y propiedades de las superficies

estudiadas. Se describen los espectros de potencia considerados asi como la metodologia

usada para la generacién numérica de las superficies. Se describen las aproximaciones

numéricas adoptadas para la evaluacion de ciertas funciones que aparecen en las ecuaciones

reducidas de Rayleigh y el método de soluciénde éstas para obtener los camposesparcidos en

reflexion y transmisién. También se presentan las pruebasutilizadas para estimar la validez

de la solucién. En el capitulo IV se presentan resultados representativos para las distintas

geometrias y casos considerados, asi como un andlisis de éstos. Finalmente, en el capitulo V

se presentan las conclusionesde este trabajo.



Il.Teoria

Alincidir un haz de luz sobre una superficie perfectamente plana, parte de la energia

incidente se refleja hacia el medio de incidencia. Este fendmeno se conoce comoreflexion

especular. El angulo de reflexién es igual al angulo de incidencia. Si la superficie es

ligeramente rugosa (variacion de las alturas mucho menor que la longitud de onda de la

luz incidente), una cierta cantidad de luz difusa acompafia a la componente especular. Esta

componentedifusa es reflejada o esparcida en muchasdirecciones, rodeando a la componente

especular en la distribucién angular de la luz reflejada. El valor de la componente difusa,

también llamada componente incoherente, se incrementa con la rugosidad y se puedellegar

a circunstancias en las que la componente coherente practicamente desaparece.

Para una superficie perfectamente plana, la fraccién de energia que nose refleja es

absorbida por el material, convirtiéndola en calor o en otra clase de energia. Sin embargo,

para el caso de metales y cuando la rugosidad de la superficie es débil, no toda la luz que

no se refleja es transmitida directamente al segundo medio, ya que una parte de ésta puede

ser acoplada por medio de la rugosidad a ondas superficiales. Esta clase de ondas tienen

un caracter no radiativo y usan la frontera entre los dos medios para propagarse. Una

onda incidente (de volumen) puede ser convertida en una onda superficial por medio de

la rugosidad. De igual manera, una onda superficial puede ser convertida en una onda de

volumenal interactuar con la rugosidad de la superficie metalica. Este proceso de conversién

de ondas de volumena ondassuperficiales y viceversa, juega un papel muy importante en el

esparcimiento de luz por superficies con rugosidad débil.

Algo similar puede ocurrir cuandoel material sobre el cual incidela luz tiene un espesor

finito. Es decir, sobre una pelicula rugosa. Parte de la energia puede acoplarse al sistema

debido a la rugosidad y ser propagada en su interior como un modoguiado. Esta luz puede

interactuar, a su vez, con la superficie rugosa y volvera ser radiada.

En este trabajo consideramos dos sistemas con los cuales estudiamos problemas de

esparcimiento de luz. El primero de ellos esta formadoporla superficie de un material rugoso

semiinfinito en contacto con el vacio. El segundo sistema consiste de una pelicula delgada



depositada sobre un material semiinfinito, en donde la superficie que se encuentra en contacto

con el vacio, es rugosa. En amboscasos, por simplicidad, suponemos que la rugosidad es

unidimensional. Es decir, que las muestras presentan variaciones de altura en una direccién

(x) y son constantes en otra (y) perpendicular a la primera. Se supone, ademas, que el plano

de incidencia (x — z) es perpendicular a la direccién en la que la superficie es invariante.

Para estudiar estos problemas se establecen primero las condiciones de frontera entre

los medios, que se suponen isotrépicos y homogéneos y que estan descritos 6pticamente

por sus constantes dieléctricas. Utilizando la hipdtesis de Rayleigh y estas condiciones

de frontera, se obtiene una ecuacién integral que involucra al campo incidente y el perfil

utilizado. La solucién numérica de esta ecuacién nos proporciona el campo esparcido, con

el cual, para el caso de una pelicula delgada despositada sobre un material semiinfinito,

calculamos también el campotransmitido a través de la muestra. En particular, se calculan

los coeficientes diferenciales de reflexién y transmision, que representan la fraccién de la

potencia incidente que es esparcida por unidad de angulo.

IJ.1. Ecuacion de onda y ecuaciénde Helmholtz

Tenemosque la ecuacién de onda esta dada por

V7U (131) = eeewe, (1)
donde c es la velocidad de la luz en el vacio, nz es el indice de refraccién del medio ? y

U (rx; t) representa el vector de campoeléctrico E (r;t) 0 el de campo magnético H (r;t).

Una solucion para esta ecuacién diferencial es una funcién que describe una perturbacion

optica monocromatica que representamos como

U (x; t) = U (r) exp (—iut). (2)

Aqui, U (r) representa la parte espacial de la perturbacién. Substituyendo esta solucién en

la ecuacién de onda, obtenemos

VU (r) +n, (“) U(r) =0, @)
que es conocida como la ecuacién de Helmholtz.

En los sistemas propuestos, para ondasen las dos polarizaciones elementales(s y p) el



campoes de la forma [Maradudin et al, 1990]

U (r;t) = (0, U (r) , 0) exp (—iwt), (4)

donde r = (x, z) y U (r) representa la nica componente (la componente y) del vector de

campoeléctrico E(r) en el caso de la polarizacién s y del campo magnético H (r) enel

caso de la polarizacién p. Esto ilustra el hecho de que sdlo tenemos que ocuparnos de la

componente y del campo magnético o del campoeléctrico y que, bajo estas circunstancias,

el problemaes de naturaleza escalar.

11.2. Ondasplanasy espectro angular

Una solucién elemental a la ecuacién de Helmholtz esta dada por una onda plana

propagante, que puedeser escrita como

U (a, z|w) = Up exp {inn=(2 sin 0) — z cos 00) , (5)

donde Up es una constante con unidades apropiadas que representa la amplitud de la onda.

La ecuacién (5) representa una onda plana que viaja hacia abajo (z’s negativas) y cuya

direccién de propagacion hace un angulo 4 con el eje z. Definiendo k = nr* sind y

ay (k) = (Oy ER — k?) me , CON NR = 4/€R, tenemos que la ecuacidn (5) puede también

escribirse de la forma:

U (a, z|w) = Up exp {i(ka — a(k) z)}. 6)

Estaexpresién es mas general que la ecuacién (5), pues vale tanto para ondas propagantes

(k < npw/c) como para ondas evanescentes (k > ngw/c). Es facil verificar que esta

expresion es una solucién de la ecuacién de Helmholtz.

Las ondas planas son muy importantes para nuestro estudio, pues es conocido que

una manera de representar un campo dptico coherente en una region del espacio libre de

fuentes esta dada porel llamado espectro angular. Segtn esta representacién, en una regién

libre de fuentes entre dos planos infinitos, cualquier campo se puede representar como una

superposicién (0 integral) de ondas planas viajando en diferentes direcciones [Mandel y



Wolf, 1995]. El campo es una combinacion lineal de funciones que no cambia su forma

al propagarse y se dice que cada término es un mododela ecuacion. Porlo tanto, el espectro

angular es una expansion modal. Expresionesdeeste tipo seran utilizadas mas adelante.

En el contexto de esparcimiento de luz por superficies y peliculas la representacion

de un campo como una superposicién de ondas planas es valida Gnicamente en una region

homogéneay sin fuentes comprendida entre dos planos, o en un semiespacio delimitado por

un plano. Es decir que para una superficie rugosa la representacion es valida por encima de

un plano que esta definido por z > Gnax (x) y por abajo de z < Guin (a) , como se muestra

en la figura 2.
 

Region de Validez
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X\ Z=Gnin(X)

Region de Validez   
Figura 2. Regiones de validez de la representacién del campo en términos del espectro angular.

La hipotesis de Rayleigh consiste, entonces, en suponer que esta representaciOn es

valida en la region definida como Gnin (¥) < z < Gnax (x). Esta hipotesis es necesaria

en nuestro tratamiento en el momento de aplicar las condiciones de continuidad de las

componentes tangenciales de los camposa través de la interfase. Es comun encontrarla en

la mayoria de los tratamientos de tipo perturbativo y ha sido objeto de muchas discusiones

en la literatura [Petit y Cadilhac, 1966; Burrows, 1969; Millar, 1969; Millar, 1971; Hill y

Celli, 1978]. Al parecer, hay un consenso de que esta suposicién funciona bien cuando las

rugosidades de la superficie son pequefias (comparadascon la longitud de onda), pero no se

han establecidos criterios de validez. En los experimentos numéricos realizados para esta

tesis no hemos encontrado ningtn caso en el cual la limitante del método propuesto seala

hipdtesis de Rayleigh. Las limitaciones que hemos encontrados estan mas bien relacionadas

con la precision numéricautilizada en la implementacion del método.



II.3. Ondas electromagnéticas de superficie

Las ondas electromagnéticas de superficie son ondas que se propagan a lo largo de

la superficie de un material y cuyas amplitudes decaen exponencialmente al alejarse de la

interfase. Este tipo de ondas electromagnéticas son Ilamadas plasmones o polaritones de

superficie. Su existencia fue predicha a principio del siglo pasado por Sommerfeld [1909].

Un plasmonde superficie representa un modonatural de vibraciénde los electroneslibres de

un metal, que puede excitarse en el caso de la polarizacién p. Es de interés, para el desarrollo

e interpretacién del presente trabajo, determinar las condiciones bajo las cuales una onda

incidente sobre la superficie plana de un material puede excitar una onda superficial.

Partimos de que las componentes y de los campos en los medios J y II pueden ser

representadas por

U (a, z) = Up exp |ikx — iar (k) z],

donde U (x, z) representa la componente y del vector de campoeléctrico E (x, z) en el caso

de la polarizacién s y del campo magnético H (z, z) en el caso de la polarizacién p, Up

representa una constante con unidades apropiadas, k es el numero de onda y ar (k) =

WwW
1/2

((2)" en — ke?) , donde eg = €; 6 €77. Suponemos ademas que €7 = 1.

La continuidad de las componentes paralelas de E y H a travésde la interfase plana,

implica que

UT (x, 2)|,_ =U"(zg, z)|,- , (7)

y

=i U @, 2) |.4 Son U (x, z)|9 ; (8)

Se propone unaposible solucién con ondas planas en ambos medios

U(x, z) = Ur exp {ika + icy (k) z}, (9)

U!(x, z) = Uorr exp {iqu — iazz (q) 2}. (10)
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Estas ondas viajan hacia la derecha. Para k,qg > 0, U"(x,z) viaja hacia arriba y

U!" (x, z) viaja hacia abajo.

Dado que
0 .
5, U'(a, 2) = jaz (k) Ul (a, z),

0 ,
BU(m2) = —tQ]I (q) U"(x, z),

invocando (7) y (8) llegamos a que

€zrQy (k) + €7Qy7 (k) =0 (11)

es una condicion para que (9) y (10) sean unasolucion posible del problema. Esto solo puede

ocurrir cuando €; y €7; tienen signos contrarios, por ejemplo en unainterfase dieléctrico-

metal. El problema general es complicado, pues €; y €77 pueden ser complejos. En adelante

consideraremoscasos en los que€; es real y positiva (dieléctrico) y €7; tiene una parte real

que es negativa y es, en magnitud, mucho mayorque su parte imaginaria.

Sustituyendo a; (k) y azz (k) en la ecuacién (11), y reacomodando, encontramos que

el numero de onda para que (9) y (10) sean solucion esta dado por

W E€TErTT
ksp = +—-,/——., 12
*? cV er+€rr 0)

que es el numero de onda del plasmon superficial.

Esta expresion constituye la relacién de dispersion de los plasmonessuperficiales que

se propagan en una interfase plana dieléctrico-metal. La parte real de esta ecuacién esta

asociadaa la constante de propagacion de la onda superficial, mientras que la parte imaginaria

esta asociada a la constante de atenuacién de la onda debido a efectos de absorcion en el

metal. Vemos que, dado que €; y €7; tienen signos contrarios (partes reales), se cumple que

R {ksp} > nw/c (suponiendo |ez7| > 1. En un metal en contacto con un dieléctrico, para

frecuencias menores que la frecuencia del plasma, estas condiciones se cumplen. Por lo

tanto, es posible tener plasmonessuperficiales en la superficie del metal.



ll

El numero de onda de un plasmon superficial es mas grande que la componente del

vector de propagacién de una onda que se propaga a incidencia rasante. Debido a esto no es

posible excitar plasmonesde superficie sobre una superficie plana con una onda propagante.

Por otro lado, el espectro angular del campo esparcido por una superficie rugosa tiene

componentes a muchos numeros de onda q (w) diferentes al correspondiente a la direccién

especular. Para ilustrar esto, tomamos como ejemplo unarejilla periddica como la que se

muestra esquematicamente en la figura 3. El espectro angular de la onda difractada se puede

representar de la forma

Ros (kg) =y26 (q — dm) Af (13)

donde los coeficientes Ay”, representani amplitudes de reflexion, que dependen de las

propiedadesdela superficie y de la polarizacién; los subindices s y p se refieren al tipo de

polarizacion. Suponiendo que el medio J es el vacio, tenemos que

2
dm = — Sin Om p42

iG L

donde k = (w/c) sinOy L representa el periododela rejilla.

X3

m=1

m=2

   

 

Vacio m=3

x3=hsenkx1

 

Figura 3. Rejilla de difracci6n: se muestran los diferentes ordenes difractados.

La expresion anterior representa la conocida ecuacion dela rejilla de difraccién, que se

puedereescribir de la siguiente forma:

m=k+mkr, m=...,—2,—1, 0, 1, 2,..., (14)
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con kr = 27/L. Esta ecuacién puede interpretarse como una ecuacién de conservacién de

momento en una direccion paralela a la interfase promedio.

La cantidad +mkr representa un cierto ”momento” que puede ser suministradoporla

rugosidad superficial para que q,,, el numero de onda del haz difractado, iguale el numero de

onda del plasmon superficial. Es decir, que se puede cumplir que el numero de propagacién

de onda incidente, mas el del orden difractado, sea igual al numero de onda del plasmon

superficial. Bajo estas condicioneses posible excitar este tipo de ondas. Dado que en metales

€(w) tiene una parte real negativa y de magnitud relativamente alta en comparacién con la

parte imaginaria, k,, es sdlo un poco mayor que (w/c) , por lo que la condicion gn, = Ksp se

cumple practicamante cuandoel orden difractado es rasante a la superficie del metal.

Conociendoel angulo de incidencia 4p y la constante dieléctrica del material, se puede

calcular, por medio de las ecuaciones(12) y (14), el periodo y el orden de larejilla requeridos

para excitar plasmones superficiales que se propaguen a la derecha o a la izquierda. Cabe

sefialar que la relacion de dispersion de los plasmonessuperficiales en una superficie rugosa

es distinta a la que se tiene para una superficie plana. Sin embargo, varios autores indican

que si la rugosidad es pequefia, la diferencia sera despreciable.

Los plasmonessuperficiales resultan atractivos e importantes en una gran variedad de

situaciones debido a que cuando una ondaincidente se logra acoplar a una ondasuperficial,

una buena parte de la energia incidente puede ser “atrapada” por la onda superficial,

provocandounaintensificacién del campolocal en la vecindaddela interfase.

II.4. Ondas en guias de onda planas

Unasefial luminosa puede transmitirse a través del espacio libre. Alternativamente,

la sefial puede transmitirse sin efectos de difraccion y practicamente sin pérdidas, utilizando

guias de onda. El concepto basico del confinamiento dptico consiste en tener un medio con

un indice de refraccién dado sumergido dentro de otro con un indice de refraccién menor.

Este sistema funciona como una trampa, dentro de la cual la luz se encuentra confinada por

medio del fendmenodela reflexién internatotal en las fronteras. A lo largo de este trabajo
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estudiaremos algunos problemas de esparcimiento que involucran guias de onda,por lo que

es importante presentar una pequefia revision del tema.

Unaguia de onda plana consiste de una pelicula de un material dieléctrico flanqueada

por medios de indices de refraccién menor. Un diagrama esquematico de la geometria se

muestra en la figura 4.

 

 

 t
o
c

  

 

nin Z

 

 

Figura 4. Geometria de una guia de ondaplana.

El medio superior tiene un indice de refraccién n;. La region central de la guia se

suponecon unindice de refraccién nz; y ésta se encuentra depositada sobre un substrato con

indice de refraccién nz;;. Para que se dé el guiado, debemos suponer que nzz > nz y que

Nrr > Nz. Enel caso n; = nzzz tenemos unaguia de onda plana simétrica. De esta manera

los modos que se propagan dentro de la guia pueden ser expresados comodistribuciones de

campo pares e impares, simplificando el problema. Esta configuraci6n es interesante para

nosotros por la similitud que tiene con la geometria de una fibra dptica de indice escalén y

por su relacion con un proyecto experimental de esparcimiento en fibras que se desarrolla

en CICESE [Puente, 2001]. Aunque en el capitulo de resultados se considerara el caso de

una pelicula dieléctrica depositada sobre un metal 0 conductor perfecto, la motivacion para

presentar estos resultados esta en el comparar con resultados conocidos. Por otro lado, no

estamosal tanto de calculos con el sistema aire-dieléctrico-aire por lo que se pondra énfasis

en este caso. A continuacién planteamosunasolucién para el campo propagadodentro de -

una guia simétrica.
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II.4.1. Modos de una guia de ondaplanasimétrica.

Podemosdefinir un modo de propagacién como un campo quese propagaenel interior

de una guia sin cambiar su forma. En general, para un sistema de espesorfinito existe una

cantidad finita de modos, que se pueden determinardel valor del angulo critico y la condicién

de autoconsistencia, que establece que una onda debe reproducirse en cada viaje redondo por

las paredes dela guia.

Con referencia a la figura 4, tenemos que el angulo 6 debe ser mayor que el angulo

critico complementario 0,, que esta dado por 0, =sin~! (nz/nz7) .

En un viaje redondo la onda que hasido reflejada dos veces en las interfases superior

e inferior lleva un retraso de fase con respecto a la onda original de 2y,. Este retraso

es introducido por las reflexiones internas en las fronteras dieléctricas. Para tener la

autoconsistencia se debe cumplir que el cambio de fase entre la onda original y la onda que

ha completado un viaje redondo sea de cero 0 un miultiplo de 27,

nmyy—2D sin @ — 2p, = 2rn, n= 0,1, 2,... * (15)

El cambio de fase y, depende del angulo @ y de la polarizacion de la onda incidente.

Para polarizacion s, la fase y,, se puede determinar de la expresion

 

  

. 2 1/2 :
r sin’ 0,t (=) = -1) . 16

ae ( sin? 0 ) 9)

De las ecuaciénes(15) y (16), obtenemos

D a) 0. 1/2

tan (4 sin # — "5| ms (=; — i) : (17)

que representa la condicién de autoconsistencia para los modos en polarizacion s.

Las solucionesde esta ecuacién nos dan los angulos 0, de rebote de las dos ondasplanas

que forman el modo. Estas soluciones se pueden obtener graficando amboslados de (17) y

encontrandolos puntos de interseccion entre la grafica del lado derecho de la ecuacion, que

es funcion del sin @ y las graficas del lado izquierdo de la ecuacién, que forman una familia

de curvas.
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En el caso dela polarizacion p el cambio de fase y, esta dado por

  

   

; 1/2
Pr 1 sin? 6,‘ (=)a =] 18

ang cos? 6, (= 0 ) ws)

por lo que de (15) y (18)se tiene que la condicion de autoconsistencia esta representada por

nD , 1 1 sin? 6. a
t d-—n=)= — —1 . 19an ¢ x sin ng) cosOy (3 ) (19)

Dela ecuacién (19) se pueden obtener los angulos correspondientes a los modos TM usando

el método grafico.

Para convertir estas expresiones a la notacién y cantidades empleadas en el problema

de esparcimiento es conveniente identificar las componentes xz y z del vector de propagacion

de la onda. Tenemosque, en términosdelos angulos 6 y 0, la constante de propagacién de la

onda dentro de la guia esta dada por

Ww. = 7)
kg = nrr— sin 8 = nzz— cos 0. (20)

G c

Similarmente, tenemos que

[| w? w,
QUT (kg) = Ce —_ k2 = mI sin 0. (21)

Vemos que, cuando 6 = 6., nz sinO, = ny. Para angulos 0 mayores que el angulo

critico las ondas son guiadas y k, > ©, mientras que para angulos 0 < @., las ondas no son

guiadas.

Tenemos entonces una solucién parecida a la de los polaritones de superficie. Para

acoplar una onda propagante a una guia es necesario emplear algtin mecanismopara alcanzar

una constante de propagacién superior a w/c. Como en aquel caso, esto se puede lograr

mediante la rugosidad superficial.

La cantidad de soluciones para el campo, 0 modos que pueden propagarse dentro de

una guia, es finita y depende de las dimensionesde ésta, de los indices de refraccion y de la

longitud de onda. La solucién grafica propuesta a las ecuaciones de autoconsistencia nos da

las constantes de propagacion para una guia daday una longitud de onda dada. Es importante

el poder calcular el numero de modos que soporta una determinada guia, que esta dado por
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[Saleh y Teich, 1991]
nr sin O,

A/2D ’
tanto para la polarizaci6n s como para la polarizacién p, donde el operador = indica que

M= (22)

el numero calculado con el lado derecho de la ecuacién (22) se incrementa al entero mas

cercano.

II.5. Derivacién de las ecuaciones reducidas de Rayleigh

En esta seccion se presenta la derivacion de las ecuaciones reducidas de Rayleigh en

las dos geometrias propuestas.

11.5.1. El caso de dos medios

Consideremosuna superficie unidimensional cuyoperfil esta descrito por la expresion

z = ¢(a). Se supone quelas regiones semiinfinitas J y JJ estan llenas con un material

isotrépico y homogéneo,caracterizado por sus constantes dielectricas €7 (w) y err (w). El

medio de incidencia es la region J (ver figura 5).

4 2

 

 

Figura 5. Geometria del problema para dos medios semiinfinitos.

El eje z es perpendicular al plano medio de la superficie, la cual es invariante a lo

largo del eje y. También se supone que el plano de incidencia es el plano x — z. Es bien

conocido que bajo estas condiciones, los estados puros de polarizacién s (vector de campo
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eléctrico perpendicularal plano de incidencia) y p (vector de campoeléctrico en el plano de

incidencia) retienen su polarizaciony, por lo tanto, el problema electromagnetico se reduce a

un problema de naturaleza escalar.

Partimos de que las componentes s y p del campo incidente pueden ser representadas

por

Uine (2, 2) = Up exp [tka — tay (k) z],

donde Up representa la amplitud del campo incidente, k = ny(w/c)sin® y ar(k) =

nz (w/c) cos A son las componentes x y z del vector de ondaincidente.

Las componentes y de los campos reflejado y transmitido se pueden escribir en

términos de su espectro angular como

~~ d . .
Upla, &) = / 5R(alk) expliqz + iaz(q)z], 2 > Gnax(x), (23)

y

“° dq ,
Up(a, z) = / one(alk) expliqz — iarr(q)z], 2 < Gnin(2), (24)

donde R (q|k) es el espectro angular del camporeflejado en la region I, T (q|k) es el espectro

angular del campo transmitidoa la region IT, y a(q) = (er(w)S — 9)”, donde R indica

cantidades correspondientesa las regiones J 0 I.

El campototal en la regién J esta entonces dado por la suma de los camposincidente

y esparcido,

Ul (2, z) = Uine(x, z) + Ur(z,2), (25)

mientras que en la regién IJtenemos solo el campotransmitido

U"(x, z) = Up(z, z). (26)

La continuidad de las componentesparalelas de E y H través dela interface ¢ (x), implica

que
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U" (x, ¢(x)) =U"(a, ¢(2)), (27)

y

1yt2) _ 2yt, 2) , (28)vz On z=¢(a) VI On z=C(z)

donde

0 1 ( 0. 6O
— =——

_,,[

-C(x)— + =) (29)

an (1+ (Ca) Or 02
es la derivada normal, vg = 1 para la polarizacion s y vp = €g(w) para polarizacionp.

Usando la expansion en ondasplanas (23) y (24), las ecuaciénes de continuidad (27)

y (28), e invocandola hipotesis de Rayleigh, se pueden establecer las siguientes ecuaciones

acopladas

. . © dq , ;
Up exp{ika — ia;(k)¢(x)} + / 5,alk) exp{igqx + ia(q)¢(x) }

= [Ar(ale) exptiae - ian(agte)} 0)
y

al [C'(x)k + a;(k)| Up exp{ika — tar(k) C(x) } +

+2 * a [-¢'(a)q + ar(q)| R(q\k) expfiga + iar(q)¢(x)}

= = " a [¢’(a)q + arr(q)| T(a|k)} exp{iqx — iarr(q)¢(x)}. G1)

Estas ecuaciones pueden ser combinadasde tal manera que se obtiene una sola ecuacion

integral para R (q|k) o para T (q|k) . Para esto, multiplicamosla primer ecuacién por

[¢'()p — arr(p)] exp{—ipa — iarr(p)¢(x)},

y la segunda por

—vyz1 exp{—ipx — tazz(p)¢ (x) }.
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Integrando con respecto a x, sumando ambasecuaciones y reacomodando,llegamos a que

CO co

“4(ak)Ia(ale) = / 47(q\k)Ip(alp), (32)~ Uplo(k|p) + / =
—oo —oo

donde (ver Apéndice I)

Ip(q|\p) = 0, (33)

Tr(q|p) = { _ ) (pq + arr(p)ar(q)) — 7
 

azr(p) — a7(q) | I(ar(p) -ar(q)|p—4), G4)

 

(1 — 42) (arr(p)ar(k) — kp) +0
Io(k|p) = (arz(p) + a7(B)) I(arr(p) +ar(k)\p—k), (5)

con

I(7|Q) = /~ detP%e162)| (36)

o = 0 para polarizacién p y o = (w/c)*(ez7(w) — Er(w)) para polarizaciéns.

Para el caso de polarizacion p podemosfinalmente escribir

“nants(ee
— [hens a tpvar(g)) |Zhou) = exla)lp = @)= [. On (pq + arr(p)ar(q)) | irs (Dl — conta | R(q|k), (37)

mientras que para la polarizacion s tenemosque

 

 

  | R(alk). G8)_U, / (arr(p) + ar(k) |p — ] _ [ dq |? (axr(p) — ar(q)|p — 9)
arr(p) + ar(k) 9 2H azr(p) — a7(q)

Estas ecuaciones se conocen comolas ecuaciones reducidas de Rayleigh.

En este punto, suponemosque la superficie es periddica. La seccién de interés, de

longitud L, se repite periddicamente de tal manera que ¢(x + 7L) = ¢(ax). Entonces,

691Q) =f deeri@eerveee
co L/2

= SS gee / dice12%e*16(2) | (39)

n=—0o —L/2
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Usandola relacién

yy=5(Q- 42), (40)
n=—oco j=—o0o

y definiendo

1 ft? . ;
I(7|Q) = = / daneHeHO), (41)

L J_iy2

podemosescribir

277
= 6 ‘ 421691) = f(1@)> (o- =) 0)

Por otro lado definimos

Pn =k + 2rn/L, (43)

Qm =k + 2am/L (44)

y

R(q\k) = > 275(q — dm)R (45)

Tenemos también que k y gm estan relacionados con los angulos de incidencia y

esparcimiento, de manera que k = n; (w/c) sin 90 y dm = 1 (w/c) sin Om.

La expresi6n (45)ilustra el hecho de que el campoesparcido consiste de los érdenes

de difraccion de la superficie periddica. Al aumentar el periodo L, los érdenes estan mas

cercanosy la distribucién angular se acerca al continuo.

Encontramos entonces que para polarizacion s la ecuacién reducida de Rayleigh se

puede escribir de la forma

 

me (a77(Dn) =f. az(k)|pn — k) a y I (a7z(pp) —= a1(Gm) lDn — Om) Rm: (46)

ar1(Pn) + ar(k) ar1(Pn) — A1(Gm)
m=—Co
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mientras que, para polarizacion p, tenemos

 Uo (kin — O11 (Pn)ar(k)) |
I (arr(Pn) + o1(k)|Pn — fi)

a1(Pn) + ar(k)

 = — y (Pndm + 1(Pn)az (Gm)) ! (arr(Pn) ~~ a1(Gm)|Pn — dm) Rm. (47)

QUT (Pn) — O1(Gm)
m=—o0o

 

11.5.2. El caso de tres medios

En este sistema tenemosunapelicula delgada depositada sobre un material semiinfinito

plano(ver figura 6). Una cara de la pelicula es rugosa y se encuentra en contacto conel vacio.

Se supone que las regiones semiinfinitas J y III, al igual que la region IJ de la

pelicula, estan llenas con un medio isotrépico y homogéneo,caracterizado porsus constantes

dieléctricas dependientesde la frecuencia €; (w), €r7 (w) y errr (w) . La region J se encuentra

definida por la condicién z > ¢ (ax). La pelicula delgada esta comprendida en la region

0<z<(¢(z) y, por ultimo,la region IIT esta definida por la condicion z < 0. El medio de

incidencia es la region J.

  

 
Figura 6. Geometria del problema para una pelicula entre dos medios semiinfinitos.

En la figura 6 se observa que el plano z = D es el plano promedio dela superficie, y

que el plano x — z forma el plano de incidencia. Nuestro sistema de coordenadasconsiste,

entonces, del sistema de referencia ortogonal (x,y,z). El perfil de la superficie esta dado
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por z = ¢(a) y es invariante en y. En este caso se consideran también estados puros de

polarizacion s y p por lo que, nuevamente, el problema electromagnetico se reduce a un

problemade naturaleza escalar.

En amboscasos representamosel campoincidente como

Uine(&Z, 2) = Up explikx — ia;(k)(z — D)],

donde Up representa la amplitud del campo electrico en el caso de la polarizacién s y

del campo magnético en el caso de la polarizacién p, k = nj(w/c)sin® y ar(k) =

nz(w/c) cos % son las componentes x y z del vector de propagacién.

Para z > D+ Gnax(x), el campo esta dado por la suma del campo incidente y el

reflejado
co

U(x, z) = explikx — iaz(k)(z — D)| +/ $4R¢a\R) expligz + iar(q)(z—D)], (48)

mientras que para 0 < z < D+ Gnin(x) el campo se puede expresar de la forma

U(a,2) = /© SF exp (igee) {T.(alk) explicur(q)(z — D)}+we ot

T2(q|k) exp[—tarr(q)(z — D)]}, (49)

y para z < 0,tenemos que

© dq ; ; |
U(z,z)= / 3m OP (iqx) T3(q|k) exp|—iayz1(q)z}. (50)

En estas expresiones ag(q) = (er(w)* — q?)"?, donde R indica cantidades que

corresponente a las regiones J, JJ, o JI. Las condiciones de frontera en z = 0 son:

Ti (q|k) exp[—tarr(q) D] + Ta(q|k) expliarr(q)D] = T3(qlk), (51)

weT,(q\k) exp[—ierrr(q) D] - od)7qh) expliarr(q) D]

— 21D7, (41p) (52)
VIIT
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donde vz = 1 para la polarizacion s y vp = E(w) para la polarizacién p. Porlo tanto,

tenemosque

Ti(alk) = Ta(alk)ra2(9); | (53)

con

Orr(qQ)Yrr _ azrr(q)Vrr
;

T12 =~
exp [2tarr(q) D]. (54)

© anr(qQvar + en(Quia pl2ierr(q)D]

Porotro lado, las condiciones de frontera en z = ¢(a) + D son:

; ; ~ d . .
exp{ika — iar(k)¢(x)} + / <!R(q\k) exp{igz + iar(q)¢(x)}

ag 2

_ /~ on(alk) expfiga + iar(q)¢(«)}
—Co

+[. SUTy(alk) exptign — tarr(q)6(x) f ©)—oo

— (ay(K) + ke!(2)) exp{ike —iax(b)e(o)} +=fH (ar(a) — a6") x
R(q|k) exp{ige + taz(q)¢(z)}

- vn , : (crr(q) — a¢'(2)) Ti (alk) exp{ige + terrr(q)¢(a)} —
= * st (ar7(q) i g¢'(zx)) To(q|k) exp{iqu _ tarr(q)C(x)} (56)

Multiplicando la primera ecuaci6on por

[or1(p) — ¢'(2)p] exp{—ipx — iar1(p)¢(x)},

la segunda por

vy oxp{—ipx — tarr(p)¢(x)},

integrando con respecto a x y sumandolas dos ecuaciones encontramos que

To4(k|p) + [ “4R(ag\k)Ena) = [ 47(glk) Levs(alp)
—co og 20

co
“ / 5Ta(alk)Lros(alp), (57)

—oo
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donde se puede mostrar que (ver Apéndice II)

1— ux (azz(p)ar(k) — kp) +o

arr(p) + a7(k)
 To4(k|p) = ; | I (arr(p) + ar(k)|p—k), 8):

 

1 — “1 (arr(p)ar(q) + gp) — 7
Tr+(q|p) = — ; )tent alo | I(an(p)—ar(g)|p—9), (59)

Ir1+(q|p) = 276(p — g)2a77(p), (60)

Iro(klp) = 0, (61)

con I(y|Q) dadaporla ecuacién (36), o = 0 en polarizacién p y o = (w/c)? (Er7(w) —E7(w))

en polarizacion s. Entonces, podemosescribir la ecuacién (57) como

 

(1 = 42) (cur(p)ar(b) — kp) +0
arr(p) + ar(k)

| I (ar(p) + ar(k) |p — k) = 2arr(p)Ti(p|k)+

(1 = uu) (arr(p)ar(q) + ap) —o

arr(p) — az(q)

 +f Ara
—oo

 

| I (arr(p) — ar(q)lp— 4). (2)

De la misma manera, podemosderivar una segunda ecuacion. Para esto, multiplicamos

la ecuacién (55) por

[arr(p) + ¢'(x)p| exp{—ipx + iarr(p)¢(x)},

y la ecuacién (56) por

viz exp{—ipx + iazr(p)¢ (x)}.

Integramos con respecto a x y restamos ambasecuaciones, encontrando que

fo-(hip) +f S2R(a\k)Inale) =f S47 (alk)tesa)
—oo —0o 2

~ d+f Ariki),
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donde se puede mostrar que (ver ApéndiceII):

(1 — 44) (anr(p)ar(k) + kp) — 0
o-(k|p) = — (azr(p) — a;(k)) I (—azr(p) + ar(k)|p—k). (64) 

 Tr—-(q\p) = ( - *) Sealeale) Ba) 8 I(-azr(p)—ar(q)|p—4); 5)
arr(p) + ar(q)

I7-(q|p) = 0, (66)

Ipo_-(q\p) = 216(p — q)2arr(p). (67)

Empleando estas expresiones en la ecuacién (63), multiplicandola por T12 y usando la

ecuacion (53) obtenemos que

T12(p) { - #) (az1(p)or(k) + kp) —
 

(arr(p) — ar(k)) | I (—azz(p) + a7(k)|p — k)

CO

— —2ar7(p)Ti (p|k) +na(p) | 4R(alk) x

—oo

f - ‘as| (ar1(p)ex(q) — pq) +0
 

azr(p) + ar(q) I (—arzz(p) — ar(q)|p — 4). (68)

 

Sumando esta ecuacion a la ecuacién (62) obtenemos finalmente que para el caso de

polarizacion p, la ecuaci6n resultante se puede escribir de la forma

Legarr(pJa1kv | I (azr(p) + ay(k)Ip —k) -

azr(p) + ar(k;

kp + ae a (k) =na(p) [Cree "iee|Ean) + ar(b)Ip k) =
eteensvaoeonla] I (arr(p) — a1(4)|p — @) +

py

—

a11(p)ar(q) - a _rats outa)Pera) r(—-an(p) —axta)ip—)} Rial).
mientras que para la polarizacién s, tenemos que

 

_ Len(p) + ar(k)|[p—k)) I (—arr(p) + ar(k)|p — k)
| azr(p) + a7(k) | 12(P) | —ayz(p) + ar(k) |
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[ ag { - (arr(p) — ar(g)|p — 2)
oo 20 azr(p) — ar(q)

 (70)
I (—arr(p) — ar(@)|p — 2) \ R(q|h).

raeaie) —ar1(p) — ar(q)

Estas constituyen las ecuaciones reducidas de Rayleigh para el caso de la geometria

mostradaenla figura 6.

La solucién de estas ecuaciones nos da el camporeflejado al medio de incidencia.

Con esta informacién podemosencontrar facilmente los campos en las regiones II y III.

Analizamosprimero el caso del campo transmitido T3.

Dela ecuacién (68) tenemos que

 

(azr(p) — ar(k))

I (—cur(p) + a(k)|p — b) + 712) / 24Ralk) xoo 27

:_ “ut (azr(p)ar(q)
— pq) +o

(1 - ut) (a77(p)a7(k) + kp) — 0

2a71(p)Ti (p|k) = —T12(P) |x

 

azr(p) + ar(q)

mientras que de las ecuaciones (55) y (53) tenemos

| I (—arz(p) — ar(q)|p — 4); (71)

Ti(q|k) = expliazr(q)D]|T3(q|k). (72)

Usandoestos resultados obtenemos

__ f_evexpfion(®)D|_T3(p|k) = em"
(1 — 4) (a77(p)az(k) + kp) — 0

(azr(p) — ar(k))

4 vrrr expliazr(p)D] | [ 24alk) .

arr(p)Yrrr + Orr(p)Vrr

|

Joo 20

f — 44.) (ar1(p)ar(q) — pq) +0

 | I (—ayzz(p) + a7(k)|p — k) +

 

arr(p) + a(q) | I (—our(p) — ox(9)|p — 9). (73)
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Porlo tanto, para polarizacién p, encontramosa

Emr(Er — Er) expliarr(pTa(p|k)= —|e AT
Ez (gr (p)Errr + Orr (p)Erz)

{ (ko + azr(p)ar(k)) -ue7ee-
.L alt fp _ cerr(p)ar(q)) earr(p) _ ar(q)|p _ 2) \ , (74)

86 —arr(p) — ar(q)

 

 

 

mientras que para polarizacion s

_ _ [w/e)?(Ex = ex) expfiarr(p)D)] I (—arr(p) + a1(k) |p — k)
Til)= eetemgy |b ener tate [+
+f dqpR(q1) |? (—ee 5)

Qn —arr(p) — ar(q)
Unavez calculado R(q|k), podemoscalcular el campo transmitido a la region JJ mediante

 

 

estas expresiones.

Similarmente, una vez que se ha determinado T3(p|k), T:(p|k) se puede calcular con

la ecuacion (72) y To(p|k) con la ecuacién (53).

11.5.3. Eficiencia y coeficientes diferenciales de esparcimiento.

Una medida de la energia del campo esparcido en un orden dadoesla eficiencia de

esparcimiento en reflexion, que esta dada por la expresién

 21 (Gm) 2e, = Fons| 3 (76)
a(ko) | |

Similarmente, para el campo transmitido se tiene que

O11(Gm) 2Tm = ——|T, |. (77)
a1(ko) | |

En general, consideramos que el medio J es vacio. En los casos en que calculamosla

luz transmitida al medio JJJ, también consideramos que es el vacio. Por cuestiones de

conservacion de energia es evidente que se debe cumplir que

So tm+ >em <1, (78)

donde las sumasson sobre todoslos canales abiertos (no evanescentes).



28

El coeficiente diferencial se define comola fraccién del flujo total incidente que es

esparcido en un intervalo angular 06,,,, en los alrededores del angulo 0,,, y esta dado por

OR | E.08 Orn ~ L cos? Bin

00m Ar’ X cosO
 |Rml*, (79) 

para el caso de reflexion, y

  
OT _ LcosOm — 2.208" bm ip r en

Om == AN ™~ r cost’ ™

para el caso de transmisi6n.
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III.Implementacion numérica

Como ya hemos mencionado,en esta tesis se consideraron dos tipos de sistemas de

esparcimiento. El primero consiste de la interfaz rugosa entre dos medios semiinfinitos.

El otro sistema consiste de una pelicula delgada rugosa entre dos medios semiinfinitos.

El método de solucién es similar para los dos casos y nuestro interés esta centrado en la

distribucién angular del campo esparcido (en reflexion, y en reflexion y transmision parael

segundo sistema) por superficies con propiedadesestadisticas bien definidas. La intensidad

esparcida promedio fue estimada por medio de simulaciones tipo Monte Carlo para varias

superficies. Para esto, consideramossuperficies con estadisticas tanto gaussianas como no

gaussianas.

El problema de esparcimiento se plantea matematicamente en términosde la ecuacion

matricial que resulta de las ecuaciones reducidas de Rayleigh, cuya solucion determina la

amplitud del campo esparcido. Para el caso de una pelicula entre dos medios semiinfinitos

es posible obtener, ademas del campoesparcido en reflexién, una solucién para el campo

transmitido hacia el tercer medio.

Para realizar la simulacion es necesario, en primer lugar, la generacion de un perfil

que representa la superficie rugosa sobre la cual se hara incidir una onda electromagnética

plana. Como veremos mas adelante, una vez que se tiene una superficie y se define

el campo incidente, se puede evaluar tanto la matriz como el término independiente.

Ambosinvolucran integrales oscilantes que dependen del perfil y que se deben evaluar

numéricamente. Esta es una de las partes mas demandantes del problema. En nuestro

calculo utilizamos una aproximacion basada en una expansion en serie de Taylor que nos

permite reducir drasticamente el tiempo maquina utilizado. Las pruebasrealizadas indican

que los resultados obtenidos con una evaluacioén numérica directa de estas integrales son

practicamente iguales a los obtenidos utilizando la aproximacion, pero la evaluacién directa

toma mucho mastiempo.

Para resolver el sistema de ecuaciones que determinan el campo esparcido que se

tiene para unarealizacion de la superficie, utilizamos la llamada descomposicién LU [Press,
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Teukolsky, Vetterling y Flannery 1992], que esta implementada como una subrutina de las

librerias Lapack para Fortran. Con esto se determina el camporeflejado. Una vez hechoesto,

el campotransmitido se calcula por una multiplicacion matricial simple. Para cada superficie

se calcula la eficiencia de esparcimiento para todos los érdenes, con lo que podemoscalcular

un parametro de conservacién de energia que sirve como un indicadorde la validez de la

solucion.

Al promediarla intensidad esparcida, podemosverel resultado obtenido como la suma

de dos componentes; la coherente y la incoherente. La componente coherente se define

como el médulo cuadrado de la amplitud compleja promedio. Para el tipo de superficies

utilizadas ésta es mas fuerte, representando el campo reflejado especularmente. El campo

esparcido de manera difusa esta representado por la componente incoherente que se calcula

comola intensidad total menosla intensidad coherente. Para el campo transmitido se tiene

un comportamiento similar.

Los promedios se estiman de un numero grande de realizaciones, con lo que se

obtiene la parte incoherente del Coeficiente Diferencial de Reflexi6n (CDR) y, en su caso,

del Coeficiente Diferencial de Transmisién (CDT). En los resultados que presentamos, los

promedios se estimaron sobre un minimo de 4000realizaciones de la superficie, con lo cual

se espera que estemos cerca del promedio que se calcularia sobre todo el ensamble.

III.1. Generacion de superficies rugosas aleatorias.

Aunque consideramosdoscasosdistintos dentro de esta tesis, en ambosla generacion

numérica de la superficie rugosa se realiza con la misma técnica. En el caso de una

pelicula delgada rugosa entre dos medios semiinfinitos, tenemos que solo la capa superior

es rugosa y que la pelicula se encuentra depositada sobre un material perfectamente plano.

Las estadisticas y espectros de potencia utilizados en la generacion delas superficies fueron

elegidos por ser estos los mas interesantes desde el punto de vista de la busquedade efectos

coherentes, tales comoel de retroesparcimiento reforzado.
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III.1.1. Propiedades estadisticas de la superficie

En la mayoria de los trabajos tedricos de esparcimiento de luz por superficies rugosas

aleatorias se supone que el perfil superficial constituye un proceso aleatorio gaussiano

estacionario. Este tipo de proceso esta completamente definido por el promedio m y la

funcién de correlacién W (x) (Goodman, 1985, p.82). Denotandoel proceso porla funcién

¢ (x), éste quedaria especificado por:

m= (¢(2)), (81)

6° = ((¢ (x) —m)’), (82)
W (2) = C(2')¢ (2 +2’), (83)

donde 6 representa la desviacion estandar y los paréntesis angulados denotan promedio de

ensamble. Para el caso m = 0 se tiene que W (x) = 6°C (zx) , donde C (z) representa la

funcién de correlacién normalizada, que en varios de los casos tratados aqui es de forma

gaussiana

C(x) = exp {—a*/a*} , (84)

donde a se conoce comola longitud de correlacion.

También es de nuestro interés estudiar algunos casos de superficies no gaussianas. En

particular consideramosdosclases de superficies no gaussianas, ambas obtenidasa través de

transformacionesnolineales de superficies gaussianas.

La primera transformacion considerada esta dada por

C(t) = (2), (85)
donde ¢; (%) es una realizacién de un proceso aleatorio gaussiano con una funcién de

correlacién gaussiana. La desviacién estandar de las alturas del proceso ¢; (x) es 6, y su

longitud de correlacion a,;. Se puede demostrar que la funcién de densidad de probabilidad

del proceso aleatorio ¢ (x) esta dada por

 PC (s) = =exp (—s/6), (86)

que se conoce comola distribucién x?. El promedio de ¢ (z) es

(¢ (#)) = 6 (87)
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y la varianza

8 = (C? (w)) —(¢(a))” = 264. (88)

También estamosinteresadosen la correlacién

(¢ (x) ¢ (2')) = (GF (2) GZ (2’)), (89)

Pero dado que el promedio del proceso no es cero, es mas conveniente considerar la

autocovarianza normalizada, que se define de la forma

C(x2—2')= (C(x) ¢ (w")) = (C ()) (C (w))

(¢? ()) — (¢ (a)?
Para la transformacion (87), se encuentra que

C(x—2')=C? (x—2'),

 (90)

donde C (a) es la funcion de correlacién de ¢, (2) que es de la forma dadapor la ecuacién

esta dada por la ecuacién (84). Entonces tenemos que

ete)enESET| opEAT} (91)2ay a

lo que nos lleva a que la funcién de autocovariancia es gaussiana con una longitud de

correlacion

aya=—. (92)
V2

Dado que la funcién de probabilidad de las alturas para este tipo de superficies es

positiva en todos sus puntos, no tenemos simetria alrededor del eje z = 0. Es de nuestro

interés el trabajar con una funcién de probabilidades no gaussiana con simetria par por lo que

consideramos una segunda tranformacion que se describe a continuacién.

Definimos dos funciones ¢; (x) y ¢2(a#) que representan dos procesos aleatorios

gaussianos con desviacion estandarde alturas 6, y 62, respectivamente. Se tiene que

61 = 6g. (93)

La transformacion esta dada por

C (a) = Gi (@) — G (2). (94)
El promedio, en este caso, es (¢ (x)) = 0 y la variancia

6 = 267. (95)

La funcion de correlacién de las funciones ¢; (x) y 2 (a) es gaussianay suslongitudes



33

de correlaciOn son a; y ag. Tomando en cuenta que las dos funciones tienen las mismas

estadisticas y espectros de potencia notamos que

G1 = Ae (96)

por lo que la funcidn¢ (x) resultante tiene también una funcién de correlacién gaussiana con

una longitud de correlacién

a (97)
V2

Estas relaciones seran usadas posteriormente para definir las propiedadesestadisticas

de las superficies no gaussianas estudiadas.

III.1.2. Analisis espectral de la superficie

Para llevar a cabo las simulaciones se consideraron dostipos distintos de espectro de

potencia de las superficies. Estos son el gaussiano y el West-O’Donnell. Se eligieron estos

espectros por ser los mas interesantes desde los puntos de vista histérico y de busqueda

de efectos de retroesparcimiento reforzado. Antes de proceder a definir estos espectros,

presentamos unabreve introduccién sobre el andlisis espectral de procesosaleatorios.

Supongamos una funcién conocida ¢(x) que representa el perfil de la superficie.

Podemosdiferenciar dos distintas clases de funciones. Por unlado, si ¢(a) cumple con la

condicién

” |¢(ax)| dx < on, (98)

decimos quela funcién ¢(z) tiene transformada de Fourier. Por otro lado, puede ocurrir que

¢(a) no cumpla con la condicién (98), pero satisface

1 sel
lim = C(x) < o, (99)
Loo L J_p/2

en cuyo caso decimos que ¢(x) tiene potencia promediofinita. En la practica, es importante

el poder especificar ya sea la distribucién de energia (cuandose satisface la ecuacion (98))

o la potencia promedio (cuandosesatisface la ecuacién (99)) del proceso aleatorio. Dichas

descripciones son Ilamadas, respectivamente, la densidad espectral de energia (espectro de

energia) y la densidad espectral de potencia (espectro de potencia) de la funcién ¢(z). Es
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comun que para procesosaleatorios estacionarios (98) no se cumpla, por lo que es mas usual

emplear la densidad espectral de potencia.

Sea
L/2

¢, (k) = / ¢ (x) exp (tka) dz, (100)
—L/2

la transformada de Fourier truncada de ¢ (x). Definimos entonces el espectro de potencias

G (k) como

G(k) = Jim (el) (101)

Dado que ¢ (zr) es real, de esta definiciénse sigue que G (k) es una funciénpar de k. Es decir,

que el espectro de potencia es simétrico. Debido a esto algunos autores solamente consideran

las frecuenciaspositivas.

Hemos mencionado que los procesos gaussianos estan completamente determinados

pormy (a) . Para cerrarel ciclo, invocamosel teorema de Wiener-Khinchin, que establece

que la funcién de correlacién W (2) y el espectro de potencia G' (k) constituyen un par de

Fourier (Goodman, 1985, p.73),

G(k) = / W (2) e'**da, (102)

1 sf” ,
W (x) = 5 / G (k) e~**dq. (103)

T “00:

Consecuentemente, una superficie aleatoria gaussiana puede especificarse completamente

por su promedio y su densidad espectral de potencia G (k).

La primera predicci6n analitica de retroesparcimiento reforzado fué hecha para una

superficie gaussiana con espectro gaussiano [McGurn, Maradudin y Celli, 1985]. Cabe

resaltar que a pesar de que la prediccién data de 1985, el efecto atin no ha sido observado con

este tipo de superficies. Incluso, los calculos realizados con el método integral dejan lugar a

dudaspuesel efecto es apenasapreciable.

Para el caso de superficies con funcién de correlacion gaussiana, se tiene que
_ 2

W (x) = & exp (=) (104)
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donde a es la longitud de correlacién y nos da una medida de la escala lateral de las

irregularidades en la superficie. Por otro lado, el espectro también es gaussiano (teorema

de Wiener-Khinchin) y esta dado por

G (k) = V/maexp (—4a7k?) . (105)

El efecto de retroesparcimiento reforzado debido a la excitacién de plasmones de

superficie se ha podido observar experimentalmente solamente con superficies que propician

los mecanismosfisicos que dan origen al efecto [West y O’Donnell, 1995]. Estas superficies

tienen un espectro de potencia que se conoce ahora como West-O’Donnell. La formade este

espectro se ilustra en la figura 7.

4, Stk)

 

   
  

Region
radiativa

 

 

-Ksp Ksp

Figura 7. Espectro West-O’Donnell: los rectangulos de potencia se encuentras centrados en Ksp.

Comovimosen el capitulo anterior, para acoplar una onda propagante a un plasmon de

superficie, se debe cumplir la condicién

+E Kap = Kine + ks (106)

donde ks y kine Son los numeros de ondadel polaritén y de la onda incidente, mientras que

k, es una contribucién suministrada porla superficie.

Si la superficie tiene una frecuencia tal que este momento adicional, sumado al numero

de onda del haz incidente es igual al numero de onda del plasmon de superficie, entonces se

pueden excitar plasmonesde superficie. De aqui que para cada longitud de onda, y para un

angulo de incidencia determinado, existen una o mas frecuencias espaciales de la superficie

que permiten el acoplamiento a plasmonesde superficie. Para incidencia normal, esto se

cumple cuando |k,| = |ksp|. A otros 4ngulos de incidencia, para excitar polaritones, tanto a
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la derecha comoa la izquierda, se necesitan dos nimerosde onda (frecuencias espaciales) de

la superficie, dados por

[AO | = |ksp — Kine| (107)

[k?| = |ksp + Kine| - (108)

El espectro de potencia West-O’Donnell esta disefiado justamente para propiciar estas

excitaciones, es por esto que consiste de un rectangulo de frecuencias centradas en kp, tal

como se muestra enla figura 7. El ancho del rectangulo determinael intervalo de angulos de

incidencia para los que esto ocurre.

Para el caso de guias de onda, se pueden disefiar superficies de manera analoga.

III.1.3. Discretizacion de superficies

El primer problema que aparece en el tratamiento numérico del problema de

esparcimiento estriba en el hecho de queel perfil, que es una funcion continua, se tiene que

describir en la simulacién de manera discreta. Podemosvisualizar la superficie discretizada

comouna funcién continua multiplicada poruna funci6n peine,

comb(Az) = Ly 6 (= _ n). (109)

De esta manera se obtiene el perfil fmeatvendo con intervalos Az. Esto hace que la

transfomadade Fourier del perfil muestreado sea periddica, por lo que se tienen quesatisfacer

ciertos requerimientospara evitar el traslape de las densidades espectrales de potencia.

Para generarlas superficies se utiliz6 el método espectral propuesto por Maradudinet

al (1989). Se requiere, en principio, construir un vector de la variable independiente x, con

N puntos separadospor una distancia Az,la cual varia dependiendo del experimento. Este

conjunto de puntos esta dado por {a; = jAx} con j = —N/2,...—2,—1,0,...,N/2—1, de

manera quela longitud total de la superficie simulada esta dada por L = NAz.

Elperfil de la superficie se puede generara través de la transformadade Fourier discreta
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[Maradudinet al, 1989]
N/2-1

C(x ALF5 (Mi +4iN,) VG (kil) exp (ékix;) , (110)
Tyo V2

donde G' (k;) es el espectro te potencia caracteristico de la superficie y k; es el numero de

onda,definido como k; = [Ak, con Ak = yl un entero entre —N/2 y N/2—1. Notamos

que cada componenteespectral esta multiplicada porel factor

= (M, +iM,),

donde M; y N; son variables aleatorias gaussianas independientes, con promedio cero,

desviacion estandar uno y con las propiedades

M,=+M_1,

N= —-Nu,

de manera que el factor que multiplica al espectro de potencia constituye un arreglo

hermitiano. Se sigue que la transformada de Fourier de este producto es un arreglo real,

comolo debeser la superficie. Se puede mostrar, entonces, que existe una correlaci6on entre

los puntos de la superficie, que denotamos por W (a), y que resulta ser precisamente la

transformada de Fourier del espectro G (k;) utilizado.

III.2. Determinacion del sistema de ecuacionesy de los camposesparcidos.

La ecuacién (46) nos da las ecuaciones reducidas de Rayleigh para el caso de una

interfase periddica entre dos medios semiinfinitos y polarizacién s. Es posible visualizar

esta ecuacion de la forma

[Un] = [Min] [Rm] (111)
que representa un sistema de ecuaciones lineales que podemos resolver por métodos

convencionales. En este caso hemos elegido la descomposicién LU, la cual es una

representaciOn de una matriz como el producto de dos matrices triangulares, una superior

y otra inferior. La ventaja de esta representaciOn es que la solucion al sistema de ecuaciones

es trivial y puedeser Ilevada a cabo por medio de sustitucién hacia adelante.

El vector U,, es un término que depende del campo incidente y del perfil superficial.

La matriz Mm», también depende del campo incidente y del perfil. El vector R,, representa
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el espectro angular del campo esparcido en reflexidén, también llamado la amplitud de

esparcimiento. Las ecuaciones que se obtienen, tanto para los dos casos de polarizacién

comoparala pelicula delgada entre dos medios semiinfinitos, son del mismotipo. Para este

ultimo sistema tenemos, también, que el campo transmitido al medio J// esta expresado por

la ecuacion (75) para la polarizacion s y por (74) para la polarizacién p. En amboscasos es

de la forma

[Ti] = [Mi] + [Bm] [Rm] (112)

por lo que su evaluacion es sencilla una vez quese tiene R,,..

Unavez queel sistema hasido resuelto,la eficiencia total de esparcimiento es calculada

para cada realizacién como una medidadela validez de la solucién.

La generacion de la matriz Minn, del vector U,, y, en el segundo caso, del vector N;

y la matriz B,,, es una tarea que se repite para cada unadelas realizaciones del ensamble.

Los indices n, m y | son enteros que van de —M a M, y 2M + 1 es el numero maximo de

componentes espectrales que se toman para calcular el campoesparcido.

De (43) y (44) vemos que existe una separacién de 27/L entre las componentes

paralelas a la superficie promedio del vector de onda asociado al campo esparcido. Estos

numeros de onda van de —27M/L hasta nM/L para el caso de incidencia normal y se

recorren para cualquier otro angulo de incidencia, pues este ultimo determina el valor de

k. El valor de M se define de manera que se abarquen valores superiores a w/c a ambos

lados del espectro. La zona que esta un pocoporarriba de |w/c| es en la que se pueden

excitar plasmonespolaritones de superficie, lo cual puede generar, a través de procesos de

esparcimiento miltiple, el pico de retroesparcimiento reforzado. En general hemostrabajado

con valores de M que corresponden a p’s y q’s de |2u/c| o mas.

Para cada elemento de los vectores U, y N; y las matrices Mmn y Bm en las

ecuaciones (111) y (112) es necesario evaluar la funcién I (y|Q). Esto se puede lograr

evaluando numericamentela integral por medio de aproximacionestrapezoidales a lo largo de

la superficie. Sin embargo,se trata de un calculo pesado para la computadora, considerando

que el numero de componentes espectrales usados en la solucién de un problemaes grande,

ademasde la cantidad de realizaciones sobre las cuales es necesario promediar para obtener
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resultados en un experimento numérico. Una forma alternativa de evaluar esta funcién se

presenta a continuacion.

Primero, expresamosla ecuacion (36) de la siguiente manera

I (qQ) = F {exp (—i7¢ (x))} (113)

donde F'{} representa el operador transformada de Fourier truncado a unalongitud L.

Utilizamosahora la expansién

C(x)? 4 iv(z)exp (—iy¢ (0)) = 1 -inG(a)- 7 a

De esta manera tenemos que

 1(91@) = Fi {0} + Fu (—in6a)} +{TSN sw,(OY

Como 7¥ no depende de la variable de integracién la podemossacar fuera del operador de

transformada de Fourier, con lo que la ecuacion(113) queda de is ions

I(y|Q) = Fr {1} — t7Fr {¢(2)} + Yr, {¢(2)yeYr, {C(a)} +...

En consecuencia, si calculamoslas sears de Fourier sands (a través de la FFT)

del perfil y sus potencias, sdlo es necesario evaluar un polinomio para calcular cada uno de

los elementos de Minn, Bm, Ni y Un-

Porotro lado, numéricamente,el factorial en el denominadordelos términosdela serie

puede llegar a ser un problema cuando tomamos 6rdenes grandes. Como unasolucion a este

problema,la serie fue evaluada recursivamente. Para esto definimos

ao = Fy {1}, (114)

= iyF, {C(x)}, (115)

ee

ap = Fr {0°(a)}, (116)
1.

n= SEP (OW)} =aeRAC}. (7) 
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Con estas expresiones podemoscalcular cada término a partir del anterior y reducir de esta

forma el error numérico que se tiene al calcular el cociente entre dos numéros grandes.

En caso de que Fy, {¢”~'(x)} sea igual a cero, se evalua el término a, de maneradirecta.

Tenemosentonces que (36) esta dada por

I (y|Q) = ap +1 +... + Gn. (118)

Como ya hemos mencionado,la solucién del sistema de ecuaciones fue obtenida por

medio de una descomposicién LU. Los programas utilizados en esta simulacién para la

solucion del sistema de ecuaciones formanparte de las subrutinas comprendidasenla libreria

Lapack para Fortran. Para esto, se escribe la matriz M,, como el producto de dos matrices,

LeU = My,

donde L es una matriz triangular inferior y U es triangular superior. El sistema lineal de

ecuaciones

M-x=b,

se escribe entonces de la forma

L-(U-2)=6.

Definiendo y = U - x, resolvemosprimero el sistema

L-y=b

y despuésel sistema

-g =,

La ventaja de resolver un sistema lineal de esta manera es que para un sistematriangular la

solucionestrivial y se encuentra por sustitucién hacia adelante [Press, Teukolsky, Vetterling

y Flannery 1992].

La eficiencia de esparcimiento es calculada para cada unadelas realizaciones tanto en

reflexidn comoen transmision. El vector solucién, R,,, representa la amplitud de las ondas

planas que conforman el campoesparcido en reflexi6n. Tenemos que, para una realizacion,

la eficiencia de esparcimiento del camporeflejado esta dada por (76). De la misma manera,

para la transmisién tenemos quela eficiencia de esparcimiento esta dada por ( 77) por lo

que se debe cumplir la condicién (78), donde la sumatoria esta hecha sobre todoslos canales
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abiertos; es decir, para las gm < |w/c|. Lasumadelas eficiencias nos sirve como un indicador

de la validez de la soluci6n.

Los resultados obtenidos numéricamente fueron comparadoscon prediccionestedricas

en intervalos de parametros de superficie en que las dos teorias son validas y bien

comportadas.

El coeficiente diferencial de refleccién esta dado por la ecuacién (79). De aqui tenemos

que la componente incoherente esta dada por

OR L cos? Brn

(a) =; [(|Rml”) — |(Rm)|*] ; (119)
Incoh > COS4

OR L cos? On,
aa =F |(Rn)O8m/ Con  » COSA

representa la componente coherente 0 especular. La separacién de las componentes coherente

 

mientras que,

 

e incoherente del resultado es posible una vez que se ha promediado sobre un gran numero

de realizaciones.

: ; 2 .
Los promedios estimados para (|Rm|”) y |(Rm)|’ son almacenados en archivos

independientes después de cadarealizacién, utilizando todas las anteriores. Estos archivos

son procesados una vez quesehan Ilevado a cabotodaslas realizaciones del experimento

numérico para estimar la componente incoherente.

De la misma manera, para la transmisién, tenemos que de la ecuacién (80), la

componente incoherente esta dada por

OT L cos? Om

() a58, [IZ— Ki), (120)
mf Inco

OT L cos? Om, :
= == T; 121
(a)... A cos Io M71) ae

representa la componente coherente transmitida.

 

mientras que

 

El angulo de esparcimiento @,,, para cada componente de los vectores resultantes esta

dado porla ecuacién (44), de donde

Om = sin! (=) (122a)

para —1 < qnc/w <1.
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IV.Resultados y discusién

Utilizando el método descrito es posible analizar una gran cantidad de casos de

esparcimiento por superficies y peliculas unidimensionales. En este capitulo se presentan

algunosde ellos, a manera de demostracién de las capacidades del método.

En primer término, se presentan resultados representativos para dos medios

semiinfinitos, tomando en cuenta materiales como plata, oro y vidrio, con distintas

estadisticas y espectros de potencia. También se presentan graficas del comportamiendo

del campoesparcido para superficies con una componente periddica. En la segunda parte

de este capitulo se analiza el esparcimiento provocado porpeliculas rugosas depositadas

sobre un sustrato plano para varias combinaciones de materiales y parametros superficiales.

Se hacen comparacionescon resultados obtenidos con teorias perturbativas y con algunos

resultados experimentales que han sido publicados. Por ultimo se analiza un caso practico de

acoplamiento de luz a una guia de onda de vidrio por medio de su rugosidad superficial. Se

presenta una estimaciondela eficiencia de acoplamiento en funcidn del angulo de incidencia.

IV1. Dos medios semiinfinitos

Comoejemplo que ilustra la precision de los resultados que se obtienen con el método

numérico basadoenlas hipotesis de Rayleigh,en la figura 8 se muestra el CDR obtenido para

la superficie propuesta en la introduccion deestatesis.

Como se observa en la figura, los resultados obtenidos por medio de la simulacién

numérica basada en las ecuaciones reducidas de Rayleigh (linea azul) se ajustan muy bién

a los predichos (linea roja) por la teoria perturbativa [A.A. Maradudin y E. R. Méndez,

1993]. Ambascurvaspredicenel pico de retroesparcimiento reforzado que, dado quese tiene

incidencia normal, aparece a 0°. Este pico, comoya se explicé,es resultado de la interferencia

constructiva entre ondas multiplemente esparcidas que involucran la excitacidn de ondas de

superficie o plasmones.
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Figura 8. Componente incoherente del CDR para unasuperficie de plata con estadisticas gaussianas y con
funcion de correlacién gaussiana iluminada en polarizacion p a 69 = 0°. La linea roja representa los

resultados obtenidos conla teoria perturbativa de Maradudin y Méndez [1993] y la linea azul aquellos
obtenidos con el método numérico. La longitud de onda es \ = 457.9nm y los parametros de la superficie son

6 = 5nm, a = 100nm y € (w) = —7.5 + 10.24. El numerode realizaciones es Np = 10000 .

Al incidir una ondaplana sobre la superficie rugosa puede acoplarse a un plasmon de

superficie que se propagueyasea en la direccion positiva de las x’s 0 en la direccidn negativa,

de tal manera que puededarsela situacién quese ilustra en la figura 9.

oO Uk
=

Figura 9. Caminos de esparcimiento multiple que producen retroesparcimiento reforzado.

La diferencia de camino dptico entre las ondas esparcidas que siguen los caminosrojo y

azul es cero en la direccion de retroesparcimiento. En este caso,la interferencia constructiva

es posible produciéndoseasi el pico de retroesparcimiento reforzado. En otras direccionesel
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estado de interferencia es aleatorio, por lo que al promediar se pierden estos efectos. También

es claro que, a diferencia del método basado en el teorema integral de Green (ver figura 1),

los calculos se comportan bien a angulos rasantes de esparcimiento. En este caso el pico de

retroesparcimiento se encuentra centrado en el mismo angulo que la componente especular

pero no debe confundirse con esta ultima. En el caso considerado, la componente coherente

del campo es una funcidn 6 centrada en #, = 0°, mientras que el pico de retroesparcimiento

es un pico con un cierto ancho Aéfinito.

Para una visualizacidn mas clara del efecto de retroesparcimiento, en la figura 10

se presentan resultados para esta mismasuperficie, pero ahora iluminada a un angulo de

incidencia 4) = 30°. Se observa un pico bien definido en la direccién de retroesparcimiento,

es decir a 0, = —30°.
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Figura 10. Componente incoherente del CDR para una superficie de plata con estadisticas gaussianas y con
funcién de correlacién gaussiana, iluminada en polarizacion p a 69 = 30°. Lalinea roja representa los

resultados obtenidosconla teoria perturbativa y la linea azul aquellos obtenidos con el método numérico. La
longitud de onda es \ = 457.9nm y los parametros de la superficie son 6 = 5nm, a = 100nm y

€(w) = —7.5 + 10.24. El ntmero de realizaciones es Np = 10000.

Nuevamente, la linea azul representa los resultados obtenidos por medio de la

simulacioOn numérica, mientras que la linea roja corresponde a los resultados encontrados
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con la teoria perturbativa.

La teoria electromagnética predice que la excitacién de plasmones es posible

unicamente para polarizacién p. Para mostrar la importancia que tiene la excitacién de

plasmones de superficie sobre el pico de retroesparcimiento, en la figura 11 se muestran

resultados para el mismo caso mostrado en la figura 10, pero con polarizacion s. Como es de

esperarse, la distribucién de intensidades no muestra ningunasefia particular en la direccién

de retroesparcimiento y la distribucién angular es distinta de la observada para polarizacion

p; en general, esta mas cargada hacia la direccién especular y contiene menos energia.
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Figura 11. Comoenla figura 10 pero para polarizacién s y solamente con el método numérico.

En las siguientes subseccionesse estudian los efectos quelas distintas propiedades de

la superficie tienen sobre la distribucién angular del campoesparcido.

IV.1.1. Ancho del pico de retroesparcimiento reforzado en funcién de los parametros

estadisticos de la superficie.

Uno de los fenédmenos mas interesantes en el estudio del esparcimiento de luz por

superficies poco rugosas es el retroesparcimiento reforzado. Como ya mencionamos, este

efecto se debe a la excitacién de plasmonesde superficie y la interferencia constructiva que
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puede darse entre la luz radiada cuando estos interactian con la rugosidad superficial. El

pico de retroesparcimiento se encuentra centrado, en todos los casos, en un angulo 0, de

esparcimiento igual al negativo del angulo 0p de incidencia. Para rugosidades pequefias el

pico tiene una forma que es aproximadamente lorentziana y su ancho angular es variable.

Este ancho depende de los parametrosestadisticos de la superficie y su constante dieléctrica.

Es de interés el analizar la dependencia del ancho del pico con la desviacion estandar de las

alturas y con la longitud de correlacion para el caso de superficies con un espectro de potencia

gaussiano.
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Figura 12. Componente incoherente del CDR para superficies de plata (€77 (w) = —7.5 + 20.24) con

estadisticas y espectro de potencia gaussianos a incidencia normal en polarizacién p. La longitud de
correlacion de todaslas superficies es a = 100 nm la desviacion estandarde las alturas es 6 = 5, 10, 14.85 y

20 nm. La longitud de onda de la luz es \ = 457.9 nm y N, = 10000.

En la figura 12 se muestran resultados obtenidos para superficies cuyos perfiles

constituyen procesos estocasticos gaussianos, con espectros de potencia gaussianos y una

longitud de correlacién a = 100nm.Las desviacionesestandar de alturas van desde 6 = 5nm

hasta 6 = 20 nm. El material presenta una constante dieléctrica €7; (w) = —7.5 + 71.24 para

esta longitud de onda (A = 457.9 nm). El angulo de incidencia es 09 = 0° y la polarizacion
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es p.

En la figura se ve que el ancho y la forma del pico cambian al aumentar la rugosidad.

Empleando teorias perturbativas, es posible encontrar expresiones para el ancho de estos

picos como funcidn de la desviacién estandar de las alturas. Sin embargo, debido a las

limitacionesde la teoria perturbativa, estos calculos solamente pueden tratar con rugosidades

muy pequefias. Con el método numérico aqui descrito es posible estudiar casos con

rugosidades mas importantes. Los anchos de picos fueron estimados a su altura media

(FWHM), sin tomar en cuentala altura de la curva de fondo.

En la figura 13 se presenta una comparacion de resultados obtenidos por medio de

teorias perturbativas de alto orden [McGurn, Maradudin y Celli, 1985; O’Donnell, 2001]

~ con los obtenidos por medio del método numérico.
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Figura 13. Dependencia del ancho de pico de retroesparcimiento a media altura (FWHM)con la desviacién

estandar de alturas de las superficies.

La linea roja representa los resultados obtenidos por medio de la solucién numérica

de las ecuaciones reducidas de Rayleigh, mientras quelas otras son distintas aproximaciones
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obtenidas con el método perturbativo de 4to, 6to y 8vo orden [O’Donnell, 2001] y con la teoria

perturbativa de orden infinito de McGurn, Maradudin y Celli [1985]. La teoria perturbativa

es poco confiable para predecir los anchosde los picos de retroesparcimiento en superficies

con rugosidades mayores de 6nm. Dela teoria perturbativa vemos que la prediccion del

ancho del pico se vuelveoscilatoria con el orden y su valor depende fuertemente de donde

se trunque la serie. En este caso, con el método de las ecuaciones reducidas de Rayleigh,

hemoslogradotener resultados confiables hasta, aproximadamente, 6 = 20 nm. Claramente,

el ancho del pico de retroesparcimiento aumenta cuando se incrementa la rugosidad de la

superficie.

Por otro lado, del mecanismofisico responsable del pico de retroesparcimiento, es de

esperarse unarelacion entre su ancho angulary la distancia promedio que un plasmén puede

viajar en la superficie. Esta esta dada por

AG = fe (123)
7 leot

donde /;,; es el camino libre medio para los polaritones y A@ es el anchototal a altura media

del pico de retroesparcimiento (FWHM).

El caminolibre medio /;,; para los polaritoneses la distancia promedio entre eventos de

esparcimiento y dependetanto de las pérdidas debidasa la rugosidad (fugas de luz) como de

las pérdidas éhmicas(absorcion en el metal). Las pérdidas éhmicas estan relacionadascon la

resistencia eléctrica del material y de ésta dependela distancia /e que un plasmonpolaritén

puede viajar en una superficie perfectamente plana antes de atenuarse por completo. Para las

superficies que consideramosen este trabajo esta distancia es mucho mayorque /,,, que es

la distancia que el plasmon viaja en promedio antes de ser convertido de nuevo en una onda

radiativa debido a su interaccién con la rugosidad superficial. La longitud ;,; es el inverso

de la constante de decaimiento total, que esta dado por

Nice = Ae + Aggy. (124)

Es decir que

1 1 1
—=—+}+—, (125)
leot le dag
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por lo que la ecuacién (123) se puedeescribir de la forma

A (de + lap)

belgg
AG == ; (126)

En trabajos anteriores basados en métodosperturbativos [McGurn, Maradudiny Celli,

1985; McGurn 1989] se ha encontrado que el decaimiento que un plasmon sufre debido las

pérdidas dhmicas (ocasionadasporla parte imaginaria de la constante dieléctrica) es

 

Ae = Im {€r7 (w)} 5p

2 Re {€rz (w) } [Re {er (w)} + 1] ,

mientras que el decaimiento debido a pérdidaspor fugas de luz en la superficie esta dado por

(127)

R —1]?
Asp & 20/7a5°C? Ae] Hsp exp (—a?x,) ; (128)

donde x,,, es el numero de onda de un plasmon, dado por

 

_wf Ref{err(w)} 7"?

vo 2 Rete ™
x

C, = Re {er (w)} \/— Re err (w)} ay

1 — Re {ez7 (w)}

La ecuacion (128) fue derivada con unateoria perturbativa por lo que se espera que solamente

sea confiable para rugosidades pequefias. Es de interés estudiar el comportamiento del

decaimiento debido a la rugosidad (A,,) como funcidn de 6, entrando incluso a regiones

en las que las condicionespara la aplicacion de la teoria perturbativa son dudosas.

Empleando la ecuacién (126) es posible expresar /,,, de la forma

1Ale (131)
Able—

Similarmente tenemos que
A. = Able — A (132)

*P Ale

Podemosahora estimar estas cantidades con los resulados numéricos. Consecuentemente,

en la figura 14 se muestra una grafica dela distancia |, como funcidn de la rugosidad dela

superficie.
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Figura 14. Distancia media recorrida por un plasmon comofuncidn del parametro de la rugosidad superficial,

estimada por medio de simulaciones numéricas.

Vemosquela distancia /,,, disminuye rapidamente conformela rugosidad se incrementa.

Esto era de esperarse, ya que para rugosidades mayores la probabilidad de que la onda

interactue con las irregularidades de la superficie y se convierta en una onda radiativa

aumenta.

La ecuacién (128) predice que el decaimiento debido a las rugosidadeses proporcional

al cuadrado de la desviacién estandar de alturas de la superficie. Es razonable suponer que,

al menosenla parte inicial, la grafica de A,, contra 6? sea lineal. Los resultados numéricos

obtenidos para A,, se muestran en la figura 15. Inspeccionandola figura, vemos que los

primeros puntos efectivamente parecen caer sobre una linea. Sin embargo, es claro que al

aumentar la rugosidad se pierde la linealidad. Por otro lado, la pendiente de la recta que

podemosajustar a la parte inicial de la curva no coincide con lo que predice la ecuacién

(128).
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Figura 15. Constante de decaimiento de los plasmonesde superficie como funcién de la varianza de alturas en
la superficie.

Volviendo a la figura 13, vemos que al aumentar la rugosidad de la superficie se

incrementa la intensidad incoherente esparcida. Para explicar esto, notemos que en teoria

perturbativa, el campo esparcido se expresa como una expansion en potenciasdelperfil de la

superficie. La parte incoherente del CDR es también unaserie que tiene la forma [Maradudin

y Méndez, 2000]

(Bi gon = Tadeo cece (Ha?)
+ [(|R®(aia) ?) — [(R®(ale)
3 Re {R®(q|k) RO* (q|k)} +O (c*)}

_ pad624 p22)64 4 p86" +O (¢°) . (133)

  

donde p\-™son coeficientes que tienen que ver con las contribuciones de n y m eventos de

esparcimiento. El primer término dela serie es entonces proporcionala 6? y esta relacionado

con esparcimiento sencillo. Es un término proporcional a la densidad espectral de potencia.

Lossiguientes dos términos son proporcionales a 6*. El término con p@-?) toma en cuenta
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procesos de esparcimiento doble y su interferencia en el campo lejano. Este términoesel

responsable del pico de retroesparcimiento.

Es claro que si 6 se duplica, esto representa un factor de 4 para el primer término, de

16 para los segundosy asi sucesivamente. El efecto de duplicar 6 dependera entoncesdel

peso que cada uno delos términos tenga. Es interesante entoncescalcular la energia total

esparcida para una superficie y compararla con otra cuya desviacion estandar de alturas sea

un multiplo de la desviacién estandar de alturas de la primera. En caso de que el primer

término fuera el tnico relevante para el resultado final, esperariamos que la energia total

esparcida se cuadruplicara para superficies con un factor de 2 en sus desviaciones estandar

de alturas.

De acuerdo con los resultados mostrados en la figura 13 la razon de la intensidad

esparcida por la superficie con 6 = 10 nm la superficie con 6 = 5 nm es de 6.41. Por

otro lado, para las superficies de 6 = 20 nm y 6 = 10 nm la razon es de 6.91. Esto indica

que los términosde orden alto (igual o mayores que dos) tienen una contribuci6n importante

en el resultadoy, por lo tanto, que los efectos de esparcimiento multiple no son despreciables

en la determinaciénde la forma de la curva.

Tambiénes interesante notar el cambio en la forma del pico de retroesparcimiento. Para

rugosidades pequefias, tiene una forma lorentziana. Vemos, sin embargo, que al aumentar la

rugosidad este pico va tomando una forma mastriangular.

Porotro lado, la longitud de correlacién de la superficie afecta también la distribucion

angularde la intensidad esparcida. En la figura 16 se muestra la comparacionde los resultados

obtenidos para unasuperficie de plata (€7; (w) = —7.5 + 70.24) con una desviacién estandar

de alturas de 14.85 nm para incidencia normal y \ = 457.9 nm. Las graficas corresponden

a los resultados obtenidos para distintas longitudes de correlacién. Vemosque,la intensidad

del campo esparcido aumenta ligeramente al disminuir la longitud de correlaci6n.
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Figura 16. Componente incoherente del CDRpara distintas longitudes de correlacién La superficie tiene un

espectro gaussiano y estadisticas también gaussianas con una desviacion estandar de alturas 6 = 14.85 nm. La
longitud de onda del campoincidente es A = 457.9 nm. La constante dieléctrica del material es

err (w) = —7.5 + 20.24 y se estimaron los promedios de N, = 10000 realizaciones.

Sin embargo, los cambios son, por mucho, menos importantes que los que se producen

al variar la desviacion estandar de las alturas. También en este caso la formadel pico de

retroesparcimiento cambia. Es lorentziana para longitudes de correlacién grandes y toma

una formaconica o triangular conforme a disminuye.

IV.1.2. Superficies rugosas aleatorias periddicas en promedio

En esta seccién se presentan resultados para el esparcimiento por superficies metalicas

rugosas aleatorias que son periddicas en promedio [Michel, Knotts y O’Donnell, 1995].

este tipo de superficies se pueden usar para modelarrejillas de difraccién imperfectas. Es

conocido que las rejillas con una pequefia rugosidad pueden dar origen a bandas difusas

[Beckman y Spizzichino, 1963; McGurn et al, 1985] y a las llamadas anomalias de Wood.

Estos efectos son debidosa la excitacion de plasmonesde superficie, pero no necesariamente

a efectos de esparcimiento multiple.
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Para la generacién de este tipo de superficies se siguid el procedimiento ya descrito

para obtener, primero, una superficie con espectro gaussiano. A la funcién que describeel

perfil resultante se le sum6 una funcién senoidal con una amplitud h y un periodob.

La figura 17 muestra los resultados obtenidos para una superficie de plata con una

constante dieléctrica €7; (w) = —7.5 + 10.24, desviacion estandar de alturas 6 = 5 nm y una

longitud de correlacion a = 320 nm. El angulo de incidencia es 0) = 30°. La componente

periddica tiene una amplitud h = 10 nm y un periodo b = 392.5 nm. La longitud de onda es

A = 457.9 nm en polarizacién p. El numero de realizaciones es N,, = 5000.
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Figura 17. Componente incoherente del CDR para una superficie aleatoria con un espectro gaussiano a la que

se le afiade una componente periddica con h = 10 nm y b = 392.5 nm.Lasestadisticas de la componente
aleatoria son también gaussianas con una desviacion estandarde alturas 6 = 5 nm y longitud de correlacién
a = 320 nm.La polarizaciones p y la longitud de onda del campo incidente es \ = 457.9 nm. La constante

dieléctrica del material es €77 (w) = —7.5 + 10.24.

Lo mas notable en esta figura es la aparicién de dos picos, a los angulos de

esparcimiento 6, = —4.33° y 0, = 4.33°. Estos picos son un reflejo de la excitacién

de plasmonesen la superficie y su ubicacién esta relacionada con el numero de ondadel

plasmon, la longitud de onda y el periodo de la componente periddica. La posicién de
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los picos es independiente del angulo de incidencia. No se observa ningunacaracteristica

especial en la direccién de retroesparcimiento.

En la figura 18 se muestran resultados para este mismo caso pero con una desviacién

estandaren las alturas de la superficie 6 = 15 nm y N, = 4000. Debido a que no ha habido

cambiosen la longitud de onday el periodo de la componente periddica, los dos picos siguen

apareciendo en la misma posicién, aunque su magnitud ha variado. En este caso se puede

apreciar un pequefio pico en la direccién de retroesparcimiento.
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Figura 18. Igual que la figura 17 pero con 6 = 15 nm.

En la figura 19 se muestra la parte incoherente del CDR para una superficie de plata

con una constante dieléctrica €7; (w) = —7.5 + 10.24, desviacién estandar de alturas 6 = 15

nm y unalongitud de correlacién a = 125 nm. La componente periddica tiene una amplitud

h = 10 nm un periodo b = 392.5 nm. El angulo de incidencia es 0) = 30°, la longitud

de onda es \ = 457.9 nm la luz tiene polarizacion p. Al reducir la longitud de correlacion

se vuelve mas notable el pico de retroesparcimiento, ademas de que la forma de la curva de

esparcimiento cambia drasticamente. Sin embargo, las bandas difusas siguen apareciendo en

las mismasposiciones.
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Figura 19. Igual que la figura 18 pero con a = 125 nm.

IV.1.3. Superificies con espectro de potencia West-O’Donnell

Aunqueel efecto de retroesparcimiento reforzado debido a la excitacion de plasmones

de superficies fue predicho en 1985 [McGurn, Maradudin y Celli, 1985] para superficies

con espectro de potencia gaussiano, a la fecha el efecto solamente ha sido observado

experimentalmente con superficies con un espectro de potencia disefiado para propiciar

los mecanismosfisicos involucrados. El espectro se conoce ahora comoel espectro West-

O’Donnell [West y O’Donnell, 1995] y fue introducido en esta tesis en el capituloIII.

La figura 20 muestra los resultados experimentales de West y O’Donnell para el

esparcimiento angular de una superficie de oro con estadisticas gaussianas y un espectro

de potencia tipo West-O’Donnell con Omax = 13.85°, iluminada a incidencia normal. La

longitud de onda de la luz utilizada es \ = 612 nm,la desviacion estandardealturas es 6 = 5

nm y la constante dieléctrica del oro para esta longitud de ondaes €7; (w) = —9.0 + 11.29.
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Figura 20. Componente incoherente del CDR para una superficie rugosa de oro con ey; (w) = —9.0 + 71.29,
cuyo perfil constituye un proceso estocastico gaussiano y con un espectro de potencia West-O’Donnell a

incidencia normal. La longitud de onda del campoincidente es de \ = 612 nm y laluztiene polarizacion p.
La desviacién estandar de alturas es de 6 = 5nmy Omax = 13.5°. Se muestran resultados obtenidos

experimentalmente [West y O’Donnell, 1995], con un métodoperturbativo [Maradudin et al, 1995] y con la
simulacién numérica aqui descrita.

Se muestran también en la figura los resultados de la teoria perturbativa de Maradudin

y Méndez [1995] (ver también Maradudin, McGurn y Méndez, 1995) y los del método de

simulacién numérica aqui explorado. El numero derealizaciones utilizado para estimar el

promedio es NV, = 5000.

Enla teoria perturbativa (ecuacién (133)) el primer término es proporcionalal espectro

de potencia centrado en k = (w/c)sin69. A incidencia normal, los dos rectangulos

del espectro West-O’Donnell estarian centrados en un numero de onda que corresponde

aproximadamente a 0, = 90° (ks, es muy cercano a w/c). El primer término, que

representa esparcimiento sencillo, da origen a los detalles que se observan a angulos mayores

a los 55°. Lo que se observa es la mitad de cada uno de los rectangulos, modulado por

factores angulares. El cuadro central es debido a esparcimiento multiple. Su posicidn es

independiente del angulo de incidencia y depende solamente de k,,, y del espectro de potencia.
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Los numerosde onda presentes en la superficie permiten a los polaritones regresar a la zona

radiativa en la region |0,| < 13.5°.

En la figura 21 se muestran resultados para la misma superficie pero con un angulo

de incidencia 09 = 10°. Vemosqueel rectaéngulo central, debido a esparcimiento doble,

no cambia de posicién, mientras que los detalles debidos a esparcimiento sencillo se han

recorrido en la direccién especular.
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Figura 21. Igual que la figura 20. EL dngulo de incidencia es 09 = 10°.

Debido a su disefio, las superficies con este espectro de potencia excitan plasmones

que se propagan hacia ambosladosde la superficie para todos los angulos de incidencia 6

comprendidosen el intervalo —@max < 90 < Omax, donde

WwW,
Kin = Kop — o sin Onax (134)

Ww
Renee = Map + o sin Omax- (135)

Estas expresiones nos dan la relacion entre el angulo Onax y los numeros de onda limitantes

de los cuadrados centrados en k,,. Los plasmones acoplados tienen numeros de onda k., y
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—Ksp que se pueden alcanzardela siguiente manera

+ kep = = sin 09 + ky (136)

_ Ksp = = sin A = ko, (137)

donde k; y kz son dos numerosde onda contenidosenel espectro de potenciasdela superficie.

Unavez excitados los plasmones, estos pueden decaer en ondas de volumenporprocesosde

esparcimiento. Para el 4ngulo de esparcimiento 9,, esto puede ocurrir si se cumple con las

condiciones

2 sin 6, = +Ksp — kg (138)
Cc

y
WwW,
— sin 0, = —Kep + ka, (139)
Cc

donde ks y k4 son numeros de onda comprendidosen el espectro de potencia. Por lo tanto,

si el espectro de potencia es diferente de cero solo para k entre kin y kmax (y pata -k entre

-kmin Y -kmax), S¢ excitaran plasmones para angulos de incidencia —A@nax < 00 < Omax y los

plasmones excitados solo seran acoplados a ondas de volumen correspondientes a angulos

de esparcimiento comprendidosen el intervalo —Omax < 05 < Omax-

En la direcciodn de retroesparcimiento 6, = —O, se requiere que kj = kg y

ky = kg. En este caso, las ecuaciones (136), (137), (138) y (139) describen un par de

procesos de esparcimiento que al interferir dan lugar al retroesparcimiento reforzado (ver

figura 9). Empleando argumentos de reciprocidad se puede mostrar que en la direccién de

retroesparcimiento las ondas que siguen estos dos caminostienen la misma amplitud y fase.

Porlo tanto, interfieren constructivamente; consecuentemente,la intensidad de esparcimiento

en la direccién de retroesparcimiento es dos veces mas grande que la intensidad esparcida

en las direcciones vecinas inmediatas. Esto se debe a que, para direcciones distintas de

6, = —@o, las ondas tienen una diferencia de fase aleatoria y distinta de cero, por lo que

las ondas esparcidas se vuelven incoherentes y los efectos de interferencia se borran.
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Figura 22. Espectro West-O’Donnell centrado en 2ks, . Se ilustran tambiénlos procesos fisicos que se

producenal iluminarla superficie a angulos rasantes.

Hasta ahora se han considerado tnicamente efectos producidos por el acoplamiento

y desacoplamiento de plasmones a la superficie. Es decir, solamente dos eventos de

esparcimiento son necesarios para producir este efecto y no hay necesidad de considerar

procesos de esparcimiento tipo polaritén-polaritén. Es decir, procesos de esparcimiento de

orden masalto. Sin embargo, se ha encontrado otro tipo de mecanismofisico que da lugar

al efecto de retroesparcimiento reforzado [O’Donnell, West y Méndez, 1998]. En este caso,

es necesario considerar la interaccion polaritén-polarit6n. Como en los casos anteriores, es
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necesario acoplar de alguna maneraparte de la radiacion incidente a plasmonesde superficie.

La diferencia estriba en que, mientras que en los cados anteriores se acoplan plasmones en

ambas direcciones, en el segundo solamente se excita al plasmon en una direccién. Es a

través de la interaccién del plasmonconla rugosidad que se genera el plasm6n que viaja en

la direcci6n contraria. Este efecto se genera de maneranatural debidoal espectro de potencia

de la superficie propuesta a continuacion. Se trata de un espectro tipo West-O’Donnell, pero

ahora el rectangulo se encuentra centrado en un numero de onda que corresponde a dos veces

el numero de onda del plasmon. El primer diagrama de la figura 22 muestra este espectro

y su relacion con la region radiativa. Con este tipo de espectros es relevante considerar

efectos de esparcimiento sencillo, doble y triple. En un primer lugar se tiene esparcimiento

sencillo que, comoyasedijo, tiene la forma del espectro de potencia y se encuentra centrado

en k = w/csin@. En el caso aqui considerado el angulo de incidencia 6) es muy grande

(> 60°) por lo que la curva correspondiente a este tipo de esparcimiento esta representada

por el espectro corrido considerablemente hacia la derecha, lo que permite tener parte de

uno delos rectangulos en la zona radiativa y excitar un plasmon hacia la izquierda. El otro

rectangulo queda en la zona noradiativa. La situacién se muestra en el segundo diagrama de

la figura 22.

Los plasmonesexcitados hacia la izquiera interactian con la rugosidad, ocurriendo un

segundo proceso de esparcimiento. Los nimerosde onda resultantes estan dadas por

Q=—key + ks (140)

Tomando en cuenta que los nimerosde ondade la superficie, k,, se encuentran alrededor de

2ksy, vemos que esto produce un segundorectaéngulo de esparcimiento en la parte alta dela

regiOn positiva de @,, excitandose ahora un plasmonqueviaja hacia la derecha. La situacién

se ilustra en el tercer diagramade la figura 22.

A través de un tercer evento de esparcimiento, la onda de superficie +ks, excitada

puede dar lugar a esparcimiento difuso a angulos rasantes negativos, como se muestra en el

cuarto diagramadela figura 22.

En la figura 23 y 24 se muestran las distribuciones angulares obtenidas con una

superficie con el espectro descrito. La figura 23 corresponde a 0) = 76° la figura 24 a 0) =
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60°. Se trata de una superficie de plata con una constante dielectrica €7; (w) = —61.0 + 16.2,

iluminadaconluz de longitud de onda A = 1152 nm. Los nimerosde onda minimo y maximo

del espectro son kin = 9.93 x 1079 nm! y knax = 1.49 x 107? nm™!, respectivamente. El

numero de realizaciones es NV, = 6000.
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Figura 23. Componente incoherente del CDR para una superficie con un espectro de potencia West-O’Donnell
centrado en 2k,,,. La superficie tiene una constante dielectrica €7; (w) = —61.0 + 26.2 para la longitud de
onda usada, \ = 1152 nm. Los nimeros de onda minimo y maximo del espectro son kin = 9.93 x 107°

nm~! y kmax = 1.49 x 10~? nm~! respectivamentey la desviacién estandar delas alturas es 6 = 11.1 nm. El
angulo de incidencia es 09 = 76°. Se muestran resultados obtenidos con la simulacion numérica, con la teoria

perturbativa de 4to orden [Maradudin y Méndez, 1993] y con la teoria perturbativa de orden infinito [McGurn,

Maradudin y Celli, 1985].

En la figura 23 se muestran varias curvas tedricas para la parte incoherente del CDR

cuando se utiliza un angulo de incidencia 09 = 76°. Los resultados obtenidos con teoria

perturbativa a cuarto orden no presentan el pico de retroesparcimiento reforzado ni la

distribucién adicional que aparece con los otros métodos entre —50° y —60°. El pico de

retroesparcimiento si aparece en los obtenidos con la teoria de McGurn, Maradudin y Celli

[1985] que incluye términos de alto orden. Las dos curvas tienen una intensidad menora la

resultante con los calculos numéricos. El pico de retroesparcimiento es apenas perceptible
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en esta ultima.

Usando esta mismasuperficie pero con un angulo de incidencia 69 = 60° se obtuvieron

los resultados que se muestran en la figura 24.
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Figura 24. Igual quela figura 23 pero con 0) = 60°.

En esta figura es mas claro el hecho de que para el cuarto orden, la teoria

perturbativa no muestra el fendmeno de retroesparcimiento reforzado. De hecho,ni siquiera

muestra la disribucién que se observa con las otras teorias alrededor de la direccién de

retroesparcimiento. Siendo un efecto debido a esparcimientotriple, esta distribucién aparece

en el 6to orden de la teoria perturbativa [O’Donnell, West y Méndez, 1998]. Nuevamente la

intensidad es mayorconlos calculos basados en la hipétesis de Rayleigh. Sin embargo, en

este caso, el pico de retroesparcimiento se aprecia claramente en los resultados.

Este caso presenta problemasserios para su estudio por otros métodos. Por un lado,

la teoria perturbativa de 6to orden es complicada y su evaluacion involucra integrales

bidimensionales que no son de facil manejo numérico [O’Donnell, West y Méndez, 1998].

Por otro lado, la teoria perturbativa de McGurn, Maradudin y Celli, aunque reproduce

cualitativamente los resultados, no es confiable en términos cuantitativos. El métodointegral
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tiene serios problemas debido a que setrata de un caso con un angulo de incidencia grande y

se excitan plasmonesde superficie. Se trata pues, de un caso en el que el método explorado

en esta tesis resulta muy ventajoso, dando resultados confiables.

IV1.4. Superficies con estadisticas no gaussianas

En la mayoria de los resultados publicados de esparcimiento de luz por superficies

rugosas aleatorias se supone queel perfil superficial es un proceso aleatorio gaussiano.

Desde el punto de vista tedrico, esto simplifica el problema. En consecuencia, el tipo

de problemas que hemos venido tratando en esta tesis solamente se han estudiando con

superficies gaussianas. Es interesante saber en que medida afectan a la distribucién de luz

esparcidalas estadisticas de las superficies.
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Figura 25. Resultados de esparcimiento obtenidos con superficies gaussianas y con superficies con
estadisticas determinadas porla primera transformacién propuesta en el capitulo III para el caso que

correspondea la figura 8. Linea negra: superficie con estadisticas gaussianas. Linea azul: superficie con
estadisticas no gaussianas.

Estudiamosprimero el caso de superficies no gaussianas con estadisticas determinadas

por la primera transformacion propuesta en el capitulo III de esta tesis. La superficie tiene,
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entoncesestadisticas y?. La correspondenciaentre las desviaciones estandarde alturas y las

longitudes de.correlacion de la superficie gaussiana que genera la superficie no gaussiana

(transformada) y esta ultima esta dada por las ecuaciones (88) y (92), respectivamente, de

manera que se pueden generar realizaciones de este tipo con superficies no gaussianas con

los parametros 6 y a deseados. Enla figura 25 mostramos la comparacion de los resultados

presentados en la figura 8 con los resultados obtenidos con superficies con estadisticas

no gaussianas empleando los mismo parametros a y 6. La linea negra representa los

resultados para superficies con estadisticas gaussianasy la linea azul para las no gaussianas.

Observamosque las distribuciones angulares y las magnitudes de la intensidad esparcida

son similares. Podemos ver que la curva correspondiente a la superficie no gaussiana esta

un poco por abajo de la gaussiana, pero que no hay diferencias notables en lo que toca al

pico de retroesparcimiento. Posiblementelas diferencias se deban, en buena medida a quela

densidad de alturas de la superficie es asimétrica.
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Figura 26. Comoenla figura 25, pero con la segunda transformacion propuesta enel capitulo III.

Para la segunda transformacion propuesta la densidad de probabilidad de alturas es

simétrica. La correspondencia entre los parametros esta dada por las ecuaciones (93) y (97).
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En la figura 26 mostramos la comparacién de los resultados obtenidos para el mismo caso de

la figura 8 y su equivalente en estadisticas no gaussianas.

En este casoel ajuste de las dos curvas es mucho mejorqueelde la figura 25. De nuevo,

la linea negra representa los resultados de la figura 8 mientras que la linea azul representa los

resultados obtenidos con superficies no gaussianas.

Como conclusién, podemos decir que, al menos con las clases de superficies no

gaussianas estudiadas, no se observan efectos importantes en relacién al retroesparciminto

reforzado y que, en este limite de rugosidad pequefia, las correcciones a las curvas de

esparcimiento son pequefias.

IV.2. Esparcimiento porpeliculas rugosas

El sistema formado por una superficie metalica o dieléctrica ya sea rodeada de aire o

depositada sobre un sustrato, que puede ser un metal, un conductor perfecto o un dieléctrico,

es capaz de soportar modos guiadosu ondasde superficie. Cuando una onda electromagnética

incide sobre este tipo de sistema, la distribuciédn angular del campo esparcido en reflexion

y transmisi6n puede mostrar detalles a 4ngulos especiales de esparcimiento. Ademas del

pico de retroesparcimiento en transmisién, se pueden presentar efectos coherentes en la

direccion antiespecular y, tanto en transmisién comoenreflexion, los Ilamadospicossatélite.

En esta seccién estudiamos problemas de esparcimiento para distintas combinaciones de

materiales en este tipo de sistemas. Inicialmente se presentan comparaciones con resultados

obtenidos con otros métodos, como un medio para validar el método propuesto en estatesis.

Posteriormente el estudio se centra en el caso de una guia de onda dieléctrica con rugosidad,

ya que no estamosaltanto de reportes en laliteratura para este caso.

IV.2.1. El caso de una pelicula dieléctrica depositada sobre un metal.

El esparcimiento de luz por unapelicula dieléctrica rugosa sobre un sustrato conductor

perfecto plano ha sido considerado por varios autores [Freilikher et al, 1997; Sanchez-

Gil et al, 1996; Madrazo y Maradudin, 1996]. La motivacién para estudiar este sistema
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proviene del hecho de que se pueden presentar efectos coherentes, no solo en la direccién

de retroesparcimiento, sino en otras direcciones, dando origen a los picos satélite. En esta

secciOn consideramosun sistema similar pero en lugar de considerar un sustrato conductor

perfecto, consideramos uno metalico. Estudiamos solamente el esparcimiento por reflexion

ya que la onda transmitida penetra muy poco en el medio JJ, que es un metal.
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Figura 27. Componente incoherente del CDR parael caso de polarizacién s, longitud de onda \ = 633 nm e
incidencia a un Angulo 0) = 0°. La constante dieléctrica de la pelicula es € (w) ;, = 2.6896 + 20.01 y su

rugosidad esta caracterizada por un espectro de potencia gaussiano con parametros 6 = 30 nm y a = 100 nm.
El espesor promedio dela pelicula es D = 500 nm y el numeroderealizaciones es N, = 5000.

En la figura 27 se muestran resultados para un sistema compuesto de una pelicula

dielétrica rugosa con un espesor promedio D = 500 nm,caracterizada por una constante

dieléctrica €z7(w) = 2.6896 + 10.01, depositada sobre un sustrato con una constante

dieléctrica €77;(w) = —700 + 20.24. Se escogid una constante dieléctrica muy alta para

poder compararconlos resulados de Freilikher et al [1997], que consideran el esparcimiento

por unapelicula dieléctrica depositada sobre un conductor perfecto. El espectro de potencia

de la superficie rugosa es gaussiano con una longitud de correlacién a = 100nm y una

desviacion estandar de alturas 6 = 30nm. La longitud de onda es \ = 633nm y consideramos
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el caso de polarizacién s e incidencia normal. Lapelicula se escoge de modo tal que,

en ausencia de rugosidad, es capaz de soportar dos modos guiados, con numeros de onda

ky (w) = 1.5466 (w/c) y ke (w) = 1.2423 (w/c). El pico de retroesparcimiento es claramente

visible al angulo 6, = 0°.Los picossatélite tienen su origen en procesos de esparcimiento

multiple que se ilustran en la figura 28. La figura muestra dosposibilidades de acoplamiento

de la onda incidente. En el primer caso la onda se acopla a un modo guiado que se propaga

hacia el lado positivo de las x’s con un numero de onda k, y el segundo, a un modoque se

propaga hacia el lado negativo de las x’s con un numero de onda ky. Al interactuar estos

modoscon la superficie, pueden ser convertidos de nuevo en ondas propagantes hacia el

medio J. La interferencia constructiva de estas dos ondas da comoresultado la aparicion de

picos satélite. Debido a que k; # ky la condicién de interferencia contructiva no ocurre en

la direccion de retroesparcimiento.

—_—"—ka
-

ko

Figura 28. Caminos de esparcimiento multiple que dan lugara los picossatélite.

Lospicos deberian aparecer en angulos de esparcimiento determinadosporla expresion

sind, = sinfy + = (kin (w) — km (w)) n#zm (141)

donde k,, (w) y km (w) son los nimeros de onda de los dos modos. En el caso presentadoen la

figura 27 podrian esperarse a0, = +17.47°. Estas direcciones se denotan por medio delineas

verticales punteadas. Vemos que en 0, = +17.47° la curva de esparcimiento presenta un

pequefio abultamiento. Sin embargo,se trata de un detalle que esta demasiadocerca del nivel

de ruido estadistico como para resultar una demostracion convincente de este efecto. Aun

asi, estos picos estan mejor definidos que en los resultados que se presentan en elarticulo de

Freilikher et al (1997) y podrian resultar mas claros aumentando el numeroderealizaciones
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e incrementando el numero de puntos de muestreo en la grafica.

Para hacer masnotoria la presencia de estos efectos consideramos el mismo sistema

pero con un espectro de rugosidad tipo West-O’Donnell con kin = 0.82% y kimax = 1.97%.

Los resultados se muestran en la figura 29. Vemos que la forma de la curva de esparcimiento

cambia considerablemente. Lo mas importantearesaltar de esta curva es quelospicos satélite

se observan ahora claramente a 0, = +17.47°.

Estos resultados se pueden comparar directamente con los resultados publicados por

Madrazo y Maradudin [1997], en particular, con la figura 9 de su articulo. La distribucion

de intensidad es similar pero los picos satélites son mas claros en nuestros resultados. Esto

se debe posiblemente a que en este trabajo consideramos una superficie periddica y, por lo

tanto, infinita, mientras que Madrazo y Maradudin consideraron una superficie finita.
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Figura 29. Igual que la figura 27 pero con un espectro de potencia West-O’Donnell.

IV.2.2. El caso de unapelicula delgada de metal.

En contraste con la pelicula dieléctrica depositada sobre un metal estudiada en la
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seccion anterior, la cual puede soportar un numero arbitrario de modos guiados tanto en

polarizacién s como en polarizacién p, una pelicula delgada de metal puede soportar solo

dos ondasde superficie (plasmonespolaritones), independientemente de su grosor. Esto es

en polarizacion p , pues en polarizacion s no se excitan plasmones. El caso ha sido estudiado

por McGurn y Maradudin [1989] buscando un reforzamiento en la direccién antiespecular

y, varios afios mas tarde, buscandopicossatélite [Sanchez Gil et al, 1995]. A continuacion

presentamoscalculos que corresponden a algunoscasos consideradosporotros autores.
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Figura 30. Componente incoherente del CDR para unapelicula delgada con una constante dieléctrica

err (w) = —7.5 + 10.24. La superficie rugosa tiene un espectro de potencia gaussiano con una longitud de

correlacién a = 125 nm y una desviacion estandar de alturas 6 = 5 nm. La longitud de onda del campo
incidente es \ = 457.9 nm su polarizacién es p. El angulo de incidencia es 99 = 5° y el numero de

realizaciones es N,, = 5000.

Enla figura 30 se muestran resultados de esparcimiento en reflexion para una pelicula

delgada de plata, caracterizada por una constante dieléctrica ez; (w) = —7.5 + 10.24. La

superficie rugosa tiene un espectro de potencia gaussiano con una longitud de correlacién

a = 125 nm y una desviaci6n estandar de alturas 6 = 5nm. La longitud de onda del campo

incidente es \ = 457.9 nm su polarizacion es p. El angulo de incidencia es 0) = 5°. Este

caso fué estudiado por McGurn y Maradudin [1989] empleandoteoria perturbativa.
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En la figura 30 se observa claramente el pico de retroesparcimiento a un angulo

6, = —5°. De acuerdoa los resultados obtenidosconla teoria perturbativa los picossatélites

debenestar localizados en 6,, = —14.7° y 0, = 4.5°, aunque en este caso son muy pequefios.

En consecuencia, estos picos no son visibles en los resultados obtenidos por medio de la

simulacién que aqui presentamos. La explicacién masplausible que tenemoses queel nivel

del ruido estadistico no es lo suficientemente pequefio como para permitir visualizar este

efecto.

 

Figura 31. Caminos de esparcimiento multiple que producen picos de reforzamiendo antiespecular.

Por otro lado, debido a que en este caso el espesorde la pelicula no es lo suficientemente

grande comopara absorbertoda la luz que viaja a través de ella, es posible tener transmisién

hacia el tercer medio. Un efecto coherente interesante en este tipo de sistemas es la aparici6n

de un pico antiespecular en la luz esparcida en transmisi6n. Los fendmenosfisicos que dan

lugar a este efecto se ilustran en la figura 31. La luz acoplada a un plasmon puede despues

ser transmitida hacia el medio JJ donde puedehacerinterferencia constructiva con luz que

fue acoplada a plasmones que viajan en direccién contraria para despues ser transmitida al

medio JIJ también.
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Figura 32. Componente incoherente del CDT para el mismo caso dela figura 30.

En la figura 32 se muestran los resultados del campo esparcido en transmisi6n para el

mismosistema y parametrosdelos resultadosde la figura 30. Vemos una curva muy parecida

a la que se obtiene en reflexién, pero con otro nivel de intensidad. Se aprecia claramente

un pico en la direccién antiespecular. Nuevamente los picos satélite no son visibles en

nuestros resultados. Sin embargo, en ambos casos tenemos un buen acuerdo conla teoria

perturbativa, tanto en la magnitud de la intensidad esparcida comoenel tamafio del pico de

retroesparcimiento.

Es posible favorecerel tipo de procesos que dan origen al pico de retroesparcimiento y a

los picossatélites empleando parametrossimilares pero reemplazandoel espectro de potencia

gaussiano por un espectro de potencia West-O’Donnell. Esto debe hacer mas notables los

picos satélite del campo esparcido. En la figura 33 se muestran los resultados obtenidos

para el campo esparcido en reflexion. El espectro de potencia esta disefiado para excitar

plasmones en ambasdirecciones para un angulo maximo Oya, = 15°. En esta figura se

observan claramente tanto el pico de retroesparcimiento comolos dospicossatélite que

predice la teoria, demostrando quees posible observar estos efectos con el sistema estudiado.
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Figura 33. Parte incoherente del CDR promedio para una superficie con los parametrosdela figura 30, pero
con un espectro de potencia West-O’Donnell con Omax = 15°. El nimero de realizaciones es N, = 5000.
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La figura 34 muestra los resultados para el campo esparcido en tranmisién. En esta
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figura, ademas de un muyclaro pico en la direccién antiespecular, se observan los dos picos

satétile predichosporla teoria perturbativa.

Sobre los resultados que involucran a las peliculas metalicas podemos comentar que la

razon de la magnitud dela intensidadtotal esparcida en reflexidn a aquella que se obtiene en

transmisiOn es aproximadamente igual con ambosespectros.

Otro ejemplo con el cual podemos compararcon resultados publicadosparaeste tipo de

sistemas se muestra en la figura 35. El sistema es una pelicula de plata con un espesor D = 48

nm. Unade las carasde esta pelicula es rugosa. La pelicula es iluminada con luz p-polarizada

de una longitud de onda \ = 394.7 nm que incide normalmente sobre la cara rugosa. Para esta

longitud de onda, la constante dieléctrica de la plata es €7; (w) = —4.28 + 10.21 y parametros

estadisticos de la superficie rugosa son a = 100 nm y 6 = 15 nm con un espectro de potencia

gaussiano.
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Figura 35. Componente incoherente del CDRpara unapelicula iluminada con una longitud de onda

A = 394.7 nm a incidencia normalen polarizacién p. Para esta longitud de onda, la constante dieléctrica del

medio ITI es ez; (w) = —4.28 + 10.21. Los parametros de la superficie son a = 100 nm y 6 = 15 nm con un

espectro de potencia gaussiano.

Este caso fue estudiado por Sanchez Gil et al [1995] empleando el método de la
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ecuacion integral. Encontramos algunas discrepancias en cuando a la magnitud de la

intensidad esparcida, puesla reportadaen el articulo es inferior, aunque la forma general de la

curva es similar. Pensamos queestas discrepancias cuantitativas se deben a los problemas ya

conocidos del método integral para tratar con situaciones en las que se excitan de manera

importante plasmones de superficie. Para el caso en cuestidn, el método de Rayleigh

empleado aqui debe ser mas confiable.

Porotro lado, ni en nuestro caso, ni en los calculos reportados por Sanchez Gilet al

[1995] es claro que existan indicios de picos satélite en las direccidnes esperadas.

IV.2.3. El caso de unapelicula rugosa dieléctrica delgada

A pesar de la gran cantidad de trabajos publicados sobre peliculas delgadas y guias

de onda dieléctricas, hasta donde sabemos, no se han reportado estudios como los que

presentamos a continuacién para este tipo de sistemas. Estudiamos, en particular, la

posibilidad de observar efectos coherentes en las direcciones de retroesparcimiento y

antiespecular. Asimismo, disefiamos una superficie para estudiar la aparicién de picos

satélite. Por otro lado se presentan calculos sobre la eficiencia de acoplamiento de ondas

propagantes a modosguiados debido a la rugosidad de la superficie.

Es sabido que unapelicula delgada dieléctrica es capaz de soportar modos guiados.

Para el caso de superficies perfectamente planas, este problema fue discutido en el capitulo

IL. Para obtenerlos numeros de onda de los modos TM (o p) soportados por una guia de onda

es necesario encontrar graficamente los cruces de la ecuacién (19), mientras que los modos

TE (o s) se encuentran a partir de la ecuacién (17) . Para estudiar la posible presencia de

efectos coherentes en estas peliculas es interesante disefiar dos sistemas distintos, que sean

capaces de soportar uno y dos modosrespectivamente. La longitud de onda queseutilizara

en amboscasos es \ = 633 nm. La contante dieléctrica del medio JJ para esta longitud de

onda se toma como €7; (w) = 2.25.

En la figura 36 se muestra una grafica de los cruces que se tienen para diferentes

espesoresde la guia, los cuales fueron calculados con la ayuda de la ecuacion (19).
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Figura 36. Modos y nimeros de ondapara guias de diferentes espesores en polarizacién s y \ = 633 nm.

El primer sistema a disefiar debe ser capaz de soportar solo un modo guiado, por lo

cual escogimos un espesor promedio D = 100 nm. Dela grafica vemos que el numero de

onda de este modo es k = 1.788 (w/c) . Para excitar este modo por medio de la rugosidad

utilizaremos un espectro West-O’Donnell centrado en este numero de onda con Omax = 10°.

La desviacion estandar de la altura de las rugosidades de la superficie fue escogida como

6 = 30 nm. Enla figura 37 se muestra la parte incoherente del CDR obtenido con este

sistema para el caso de polarizacién s, en donde el promedio se estimé sobre un numero de

realizaciones N,, = 10000.

Se observa que el pico de retroesparcimiento tiene una altura de aproximadamente el

doble del fondo, lo cual coincide con el maximotedrico posible. No hay picossatélite en la

curva de la intensidad esparcida, ya que solamente hay un modoguiadoenla pelicula. Esto

muestra que es posible observar el fendmeno de retroesparcimiento reforzado con este tipo

de sistemas.
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Figura 37. Componente incoherente del CDR para una pelicula rugosa con una constante dieléctrica

€rz (w) = 2.25 + 70.0 y un espesor promedio D = 100 nm iluminadaa incidencia normalcon polarizacions.
La rugosidad esta caracterizada por un espectro de potencia West-O’Donnell centrado en & = 1.788 (w/c) con

Omax = 10° y 6 = 30 nm.La longitud de onda de la luz es \ = 633 nm.

Consideramosahorael disefio de un segundo sistema. De acuerdo conla grafica de la

figura 36, para abarcar dos modoses necesario escoger un espesor mayorpara la pelicula. En

nuestro caso, escogimos D = 400 nm. Dela grafica observamos que los nimeros de onda de

los modos son ky = 1.75 (w/c) y kg = 2.21 (w/c) . Usamosentoncesun espectro de potencia

West-O’Donnell centrado en el numero de onda intermedio k = 1.98 (w/c) con @max = 20°,

lo cual nos permite abarcar los nimeros de onda de los dos modos a angulos pequefios de

incidencia. La desviacion estandar de las alturas de la rugosidad es 6 = 30 nm. La figura

38 muestra los resultados obtenidos con el segundosistema, para el caso de polarizacion s,

promediados sobre un total de N, = 2000 realizaciones. Los picossatélites se encuentran

en angulos 0,, = +16.9°. Porotro lado, es claro que es posible escoger un espesortal para

la pelicula que permita tener practicamente cualquier cantidad de modos guiados. De esta

manera, apareceran maspicossatélite, pero con menorcontraste.
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Figura 38. Componente incoherente del CDR promedio para unapelicula rugosa con una constante dieléctrica

ez (w) = 2.25 y un espesor D = 400 nm. Larugosidadesta caracterizada por un espectro de potencia
West-O’Donnell centrado en k = 1.95 (w/c) con @max = 20° y 6 = 30 nm.Lalongitud de ondade la luz es

X = 633 nm e incide normalmente con polarizacién s.

De los resultados anteriores, asi como de consideraciones mas elementales, es claro

que es posible acoplar luz a los modos guiados de una pelicula por medio de la rugosidad de

la superficie.

En trabajos recientes se ha estudiado experimentalmente la fuga de luz de una guia de

onda rugosa [Puente, 2000]. Como muestra, se usé el nucleo de unafibra éptica multimodo

con indice de refraccién tipo escalén atacado quimicamente. La fibra fue alimentada con

luz laser, excitando muchos modosdentro de ella. La luz que se propaga en esos modos

interactua conla parte rugosidad y es esparcida tanto hacia el exterior de la fibra como hacia

otros modosguiados. Eneste trabajo se presentaron resultadosparala distribuci6n angular de

la intensidad esparcida, encontrandose quela fuga de luz no es uniformea lo largo dela fibra

y que las curvas de esparcimiento no son simétricas; su forma depende de los parametros de

rugosidad. Empleando argumentosde reciprocidad, es plausible suponer quesi se ilumina

la guia de onda desde una direccién que coincida con la posicién del maximode la curva
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de esparcimiento, sera posible acoplar luz a la guia de manera relativamente eficiente. La

situacionse ilustra en la figura 39.

Detector
Xx

modo
 

Fuente

X

modo
 

Figura 39. Ilustracion de dos situaciones que, con argumentos de reciprocidad, se pueden considerar

equivalentes.

Conel fin de dar una baseteorica al trabajo mencionado,con las diferencias del caso,

proponemosun experimento numérico en el cual se hace incidir luz sobre una guiaa distintos

angulos 9, calculando la potencia relativa de la luz acoplada a la guia para cada uno de

ellos. No nos es posible reproducir las condiciones exactas del experimento realizado por

Puente [2000]. En primer lugar, las superficies experimentales eran bidimensionales y sus

estadisticas no pudieron ser determinadas cuantitativamente. Porotro lado, las alturas de las

rugosidadesde la fibra usada en el experimento son muysuperioresa los limites del método

aqui estudiado. Masaun,la guia de onda experimental tiene geometria cilindrica, mientras

que la aqui propuesta es una guia de onda plana. Aun asi, esperamos encontrar ciertas

similitudes entre la forma de la curva de luz acoplada a la guia y los resultados presentados

en el trabajo de Puente.

La cantidad de modos que puede soportar unapelicula para una longitud de onda dada

depende de su constante dieléctrica y su espesor.

Unaevidencia del acoplamiento de luz a los modosde la guia puedeverse en la solucion

del campo transmitido hacia el interior de la guia, cuyo espectro angular, T; (k|q) , esta

dado por la ecuacién (72). El espectro T; (k|q) presenta picos bien definidos centrados en
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el numero de onda del modo. Como ejemplo, en la figura 40 se muestra la componente

incoherente del espectro angular del campo transmitido T; (k|q) para el sistema usado en la

figura 38 en el caso de incidencia normaly polarizacién s. Comoes de esperarse, la posicién

de estos picos no cambia con el angulo de incidencia de la luz y sdlo cambia su magnitud.
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Figura 40. Componente incoherente del espectro del campo transmitido haciael interior de la guia. Las
posiciones de los picos coinciden con los numeros de onda de los modos guiados.

Al incrementarel espesor de la pelicula aparecen mas modosguiados que se encuentran

mas juntos. En la figura 41 se muestra la parte incoherente de T; (k|q) para el sistema

propuesto en la figura 40 pero con un espesor D = 800 nm. Para este caso, se tienen 3

modos guiados con numeros de onda ky = 1.75 (w/c) , ko = 2.08 (w/c) y kg = 2.3 (w/c) .

Las posiciones de los picos que se observan en la figura 41 coinciden con estos numeros de

onda.
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Figura 41. Comoen la figura 40 pero con D = 800 nm.

Siguiendo con esta tendencia, podemosesperar que, para unapelicula suficientemente

gruesa, los modosguiadosenel interior aparezcan practicamente como un continuo.

Definimos entonces la eficiencia de acoplamiento por la expresién

ae = S> |Tim|? (142)

donde la sumaes sobre los 6rdenes que corresponden a los numeros de onda superiores a

|w/c|. Nos es posible entonces obtener la eficiencia de acoplamiento de la luz que viaja

hacia la derecha (direccién positiva de las x’s) tomando en cuenta unicamente los numeros

de ondapositivos superiores a w/c.

En la figura 42 se muestra la eficiencia de acoplamiento de ondas que viajan hacia la

derecha en funcion del angulo de incidencia para una guia de onda rugosa cuya superficie esta

caracterizada por un espectro de potencia gaussiano con longitud de correlacién a = 100 nm

y una desviacion estandar delas alturas 6 = 5nm. El material de la pelicula esta caracterizado

por su constante dieléctrica €7; (w) = 2.25+ 40.001 y su espesor es D = 100 zm. Elnumero

de realizaciones para cada angulo de incidencia es N, = 100. La curva es algo ruidosa
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debido al bajo numeroderealizaciones utilizadas. Aun asi, el esfuerzo computacional para

este calculo es considerable. Notamos que el acoplamiento a modos que viajan hacia la

derecha es pocoeficiente para angulos negativos. Sin embargo, desde el momento en queel

vector de propagacion incidente tiene una componente en la direccién de las x’s positivas, la

eficiencia de acoplamiento aumenta. La eficiencia alcanza un maximoalrededorde los 70°,

para luego decaer.
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Figura 42. Eficiencia de acoplamiento para guias de onda rugosas con espectro de potencia gaussiano con
longitud de correlacién a = 100 nm y desviacion de alturas 6 = 5 nm. El espesor de la pelicula es D = 100

pm.

Al aumentar la desviacién estandar de la rugosidad, la cantidad de luz acoplada es

mucho mayor pero no encontramos cambiossignificativos en la forma de la curva de

acoplamiento. En la figura 43 se muestran los resultados para los mismos parametros de

la figura 42 pero con una desviacion estandar 6 = 20 nm.
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V. Resumeny conclusiones

En este capitulo se presenta un resumen y las principales conclusiones del trabajo

realizado.

En esta tesis se ha presentado el desarrollo e implementacion de una herramienta para

estudiar el esparcimiento de luz por superficies y peliculas rugosas unidimensionales. Se trata

de un método numérico basado en la hipdtesis de Rayleigh que, por medio de simulaciones

tipo Monte Carlo, es capaz de calcular la luz esparcida por superficies y peliculas con

rugosidades pequefias para diferentes estadisticas y espectros de potencia y bajo diferentes

condiciones de iluminacién.

Se derivaron las ecuaciones reducidas de Rayleigh para dos clases de sistemas. El

primero compuesto por dos medios semiinfinitos con una interfase rugosa y el segundo

compuesto por una pelicula rugosa depositada sobre un material semiinfinito plano. La

rugosidad de la superficie se encuentra en contacto con el primer medio. Hasta donde

sabemos, las ecuaciones reducidas de Rayleigh para el segundo sistema no habian sido

reportadashasta la fecha para el caso general, en el que se puede tener cualquier combinacion

de materiales.

Comoun método para comprobarla validez de los resultados obtenidos, éstos fueron

comparadoscon resultados obtenidos conteorias perturbativas en regiones donde éstas deben

ser bien comportadas. También se hicieron comparaciones con resultados experimentales y

con simulaciones basadas en el método integral y con métodostipo Rayleigh reportados por

otros autores.

De estos estudios concluimos. que esta técnica constituye una herramienta confiable

para el tratamiento del esparcimiento de luz por superficies con rugosidades pequefias y que

es adecuadopara abordarcasos cuyas condicionesestan fuera de los limites de otros métodos.

Lateoria perturbativa produce buenosresultados para superficies con rugosidades muy

pequefias, pero se vuelve inestable rapidamente al aumentar la rugosidad de la superficie.

Con el método propuesto en esta tesis, podemos analizar esparcimiento por superficies con

rugosidades que rebasan considerablemente loslimites de la teoria perturbativa.
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En el caso del métodointegral se tiene que sus resultados no son bien comportados para

sistemas en los cuales el contraste dieléctrico es pequefio, para angulos rasantes de incidencia

O esparcimiento y cuando la muestra es poco rugosa y soporta plasmones de superficie o

modos guiados. Son precisamente este tipo de casos los que se estudian en esta tesis. El

tiempo de maquina utilizado por el método propuesto es significativamente menor que el

necesario para la obtencidn de resultados similares con el métodointegral.

En un primer estudio, se analiz6 la dependencia del pico de retroesparcimiento

reforzado con los parametros de la superficie para dos medios semiinfinitos. El ancho del

pico de retroesparcimiento aumenta al incrementar la rugosidad de la superficie y cambia

su forma de lorentziana a aproximadamente triangular. Se presentan comparaciones de los

resultados obtenidos con los reportados hasta ahora con teoria perturbativa. Porotro lado, el

anchodel pico de retroesparcimiento disminuye al aumentar la longitud de correlacion.

El ancho del pico de retroesparcimiento es inversamente proporcional al caminolibre

medio de los plasmonespolaritones de superficie. Se presenta una estimacionde esta longitud

como funcién de la rugosidad de la superficie. El decaimiento de plasmones debido a la

rugosidad superficial es proporcional al cuadrado de la rugosidad para rugosidades pequefias

pero aumenta mas rapidamente conformela rugosidad crece. No encontramos buen acuerdo

con la pendiente propuesta en trabajos anteriores para la curva de decaimiento [McGurn,

1989]. Analizando la potencia esparcida de manera difusa en funcion de la rugosidad,

concluimos que la aportacién de términos superiores al cuarto orden son siginificativos en

este tipo de superficies con polarizacionp.

Se presentaron también resultados para superficies con una componenteperiddica. Este

tipo de superficies se ha usado en el pasado para comprender el comportamiento de rejillas de

difraccién, que en la practica siempre tienen una pequefia rugosidad. Los resultados muestran

que el método propueso reproducelas bandas difusas reportadas en experimentos.

Para superficies con espectro de potencia West-O’Donnell, comparamosresultados

obtenidos con resultados experimentales y con resultados basados en teorias perturbativas.

Se encuentra un acuerdo razonable entre las curvas.
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Estudiamos también el caso de una superficie con espectro de potencia West-O’Donnell

centrado en 2k,,. Este es un caso que hasido estudiado experimentalmente. Nuestros calculos

reproducen cualitativamente los resultados obtenidos con teoria perturbativa de sexto orden

y experimentalmente. Encontramos algunas discrepancias en cuanto a la potencia total

contenida en las curvas. La escala vertical de las curvas es muy sensible al valor de la

constante dieléctrica del material, lo que hace dificil la comparacién directa con la curva

experimental. Por otro lado, la teoria de sexto orden tampocoes confiable en este sentido,

puesnoes claro que efecto tendran las correciones de masalto orden. Sin embargo, podemos

conluir que el método aqui propuesto notiene problemaspara estudiar superficies en las que

se dan este tipo de procesosfisicos, que involucran acoplamientospolaritén-polariton.

Para el caso del sistema de unapelicula rugosa dieléctrica depositada sobre un metal

plano semiinfinito encontramosque las curvas de esparcimiento pueden contener un pico de

retroesparcimeinto reforzado acompafiado de un par(en el caso estudiado) de picossatélite.

Estos picos son mucho masvisibles al cambiar el espectro de potencia gaussiano por uno

West-O’Donnell. Los resultados concuerdan con resultados basados en teoria perturbativa

publicadosporotros autores.

Para peliculas metalicas autosoportadas se obtuvieron datos tanto de esparcimiento en

reflexiédn comoen transmisién. En nuestros calculos no son visibles los picos satélite para

el espectro gaussiano pero aparecen claramente al cambiar a un espectro West-O’Donnell.

Aqui también encontramos buen acuerdoconotrosresultados.

Finalmente, se disefiaron dos sistemas compuestosporunapelicula dieléctrica en vacio.

El primero es capaz de soportar un solo modo guiado mientras que el segundo puede soportar

dos modosguiados. En amboscasosel espectro de potencia usadoes de tipo West-O’Donnell.

Las curvas presentan claramente el pico de retroesparcimiento reforzado con una magnitud

del doble del fondo. Comoera de esperarse, los picos satélite solo aparecen en el segundo

caso.

Coneste tipo de sistemas, se estudié un caso especifico de acoplamiento de luz a guias

de onda por medio de la rugosidad. En particular, se hicieron estimaciones de la energia

acoplada a la guia como funcién del angulo de incidencia. Encontramos quela distribucién
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angular de la luz esparcida por guias de onda reportada en trabajos experimentales recientes

coincide cualitativamente con la curva de eficiencia de acoplamiento de luz obtenidas en este

trabajo.
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APENDICE A

Consideremosla integral

Ip(q|p) = /de [¢’(x) (q+ p) + arr(q) — arr(p)] exp {—i(q — p)x +4 (arr(Q) + arr(p)) ¢(x)}

Usando

1
¢"(x) exp {t (@nr(q) + onr(p)) C(x) } =LeNEexp {i (arr(q) + arr(p)) C(#)} 5
podemosescribir

q+P ~ ay —aie

al

ty

|d(exr €élernla) + arr(@)) 6(0)}) ex (q—p)a} +

+lan(a) —an(p)| [| deexp{-i(q— p)2 + i(an(a) + an(e)) ¢(2)}.
Integrando por partes obtenemos que

_ [(@ =p) + (etr(@ — o7(p))] wexp{—ila—v)z tila oO x
Ir(q|p) = (an(q) + ars(p)) | [4 p {-i(¢ p)@ +4 (azr(q) + arr(p)) C(2)}.

Ir(q\p) =

 

Dado que

encontramos que

Ip(q\p) = 0. | (Al)

Considerandoahorala integral

ta(ale) = ff ae |c') (p+a) — ante) - “ar(a)| «
exp{i(a— p)2 ~ é(axi(p) ~ ar(a)) (2)}

y usando,

(2) exp {i (anr(e) — a4) C)} =eygeex4 (arr(P) — an(@)) (0),
escribimos,

[- dx¢'(x) exp {—i (azz(p) — ar(q)) C(x) } exp {i(q — p)x}

i) [. d (exp {—i (azr(p) — ar(q)) ¢(a)}) exp {i(q — p)x}.—1

~ i(an(p) — ar
Integrando porpartes y sustituyendo obtenemos

Inlalp) = (v + “it4)oelon + Harla)| | 1 (ann) - axlale~ 4).
azr(p) _ a7(q)) VI
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donde hemosdefinido

I(y|Q) = / dice10%e-*16(@) |
CO

Por otro lado,el factor

(e+ or) eresantay~ [0+ Fret] =
(1-4) (pa + anr(p)ar(a)) =

az1(p) — 7(4)
Donde o = 0 en polarizacién p y o = (w/c)*(err(w) — €7(w)) en polarizacién s.

 

Sustituyendo, obtenemos

(1 = 44) (pq + arr(p)ar(a)) = 0
azr(p) — a7(9)

Considerandoahorala integral

to(kip) = - fae ce) (» + “4 = axr(p) + Han(k)] exp {i (arr(p) + a(R) 6(2)} *
x exp {i(k — p)a}

 Tr(alp) ~ I (arr(p) — ar(q)|\p — 9); (A2)

y usando,

C(@) exp {i (aro) + 2018) G0} =aygeOPHol)+ an(h)) C2)
Tenemos, .

J dec!(e) exp {i (aun() + x(k) 6(e)} ex{i(k ~ P)2}
—1 °° . ;

=+[.d (exp {—i (az1(p) + a7(k)) C(x) }) exp {é(k — p)x}.

Integrando por partes tenemos

Io(hlp) = (v + a)a[-an() + “Hax(t)| I (ans(p) +a7(k)|p—k).
Por otro lado el factor

(p+ ik) arenes [ae + Hartt
_ (1 _ “a (arr(p)ar(k) — kp) +o

- az1(p) + ar(k)
 

Entonces,

(1 - ux) (az1(p)or(k) — kp) +o
Io(k|p) =
 

(az1(p) + ar(k)) | I (az(p) + a7(k)|p—k). (3)
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Las expresiones (Al), (A2) y (A3) coinciden con las expresiones (33), (34) y (35)

respectivamente.
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APENDICE B

Consideremosla integral

—Ip2+(q|p) = /” de [¢'(x) (q+ p) + arr(q) — arr(p)] exp {i(q — pa — i (arr(q) + arr(p)) 6(a)} .

Ahora usamos

¢'(x) exp {—4 (az1(q) + arr(p)) ¢(x)} =

para escribir

Teate 8?{onl+ant)@)},

q+p ° .
“i(en(a) I. d (exp {—4 (a71(q) + azr(p)) C(x) }) exp {i(q — p)x} +

+ {err(g) — arr(p)| / dx exp {i(q — p)x — 4 (a11(q) + arr(p)) C(a)}-

Integrandopor partes, podemosescribir

_ [@ =P’) + @i@) = er) [° aren fila — pe — ila a :
—Ipo4(q|p) = (azr(q) + azr(p)) | [4 p {i(q p) (arr(q) + men) )}-

—Ipo+(q\p) =

 

Dado que

ai,(q) — a7;(p) = -(¢ — 2”),
la funcién [721 (q|p) es identica a cero,

Ir2+(q\p) = 0. (B1)

Ahora, consideremosla integral

—Ipi+(k|p) = /* at [¢’(2)(p + g) — aur(p) — arr(q)] exp{—t(p—g)£—t(arr(p)—arr())¢(z)}
—0o

Usamos

¢'(x) exp {—i (—arz(q) + arr(p)) ¢(x)}_ = | d

=i (—ar1(@) + arr(p)) dx *
exp {—i (—az1(q) + arr(p)) ¢(z)} ,

para escribir

_ q+P ~ —t|(—@ a x)f¢) exp {ug — p)x“Inelale) = SR|alexp {i (-anr(a)+ on) 6(2)}) exp (a P)2} +

+ [-ar(q) — arr(p)] /© deexp {i(q — p)« — 4 (—ar(9) + arr(p)) C(a)} -

Integrando por partes, obtenemos .

q+pP

—t (—ay1(q) + a71(p))
q+p “e

(—an(q)

+

arr(p))

I.d(q — p) exp {i(q — p)% — 4 (—aur(q) + aur(p)) ¢(2)} 4

—Ip14(q\p) = exp {i(q — p)« — i (—arr(g) + arr(p)) C(x) }|+
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+ [-an(@) —an(o)] [dex {i(q—P)—i(-an(a) + an(o)) Ga}.
El primer término contiene

i(q+p) . 00
oe&XP {2(G — DX} |-,, = —276(p — G)20711(p(an(p) ana) {i(q p)x}| (p q)2arr(p)

Entonces escribimos

—Iniy(q\p) = —216(p — q)2ar7(p) +
(q? — p?) + (a7;(4) — a7;(p)) ~”

(ars(a) + arr(p)) | [oe
exp {i(q — p)z — 4 (azr(q) + arr(p)) C(x)}.

+ 

Dado que

at;(q) — af;(p) = —(¢ — P”),
el segundo términoesidentico a cero. Entonces

Ir1+(q|p) = 276(p — q)2arz(p). | (B2)

Considerandoahora la integral

—Irs(q\p) = [. dx ce) (+ “1t4) — Gira(p) — ula) x

exp {i(q — p)x — i (arr(p) — ar(q)) ¢(2)}
- (> + “tq [ 406! (a) exp (i (an(p) ~ 04a) 6(a)} ex(a2} -

_ lent) \ “tas(a) /- da: exp {i(q— p)x — i (arr(p) — ar(q)) C(a)}
y usando,

! . =

—_

toaexp {—27 (a —a xoa(2m) ~ ax) 6)} = retqy agay de OP Ole) nl) C2},

CO

/. dax¢'(2) exp {—i (azr(p) — ar(q)) C(x) } exp {t(q — p)x}

(q)) [. d (exp {—i (arr(p) — ar(q)) C(x) })exp {tq — pz}.
—1

i(azr(p) — ar
Integrandopor partes, obtenemos

anlgyangyy Pi (onto) ~ ar(a)) e)} exp fila ~ pe}. +

* Fant) aa) [/_ azia— phoxfla ~ pa} exp {-i (ou(p) ~ ar) 6(0)}
4 (azr(p) — ay
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~

(eat)

ar)[.dx exp {i(q — p)x} exp {—i (azr(p) — ar(q)) ¢(x)}(az1(p) — ar(q
Sustituyendo, obtenemos

-Ins(alp) = (vSeeeeerie leur) + Hear(a)|| Plante) - arta- 4),
donde hemosdefinido

I(y|Q) = / dre*@%M6)
co

Encontramos ahora que el factor

\+ ")mn— ans) + Hara]

— (LFF) a + anr(p)ar(q)) — 0

azr(p) — a7(q)
Con o = 0 en polarizacién p y o = (w/c)?(€r7(w) — €7(w)) en polarizacions.

 

Sustituyendo, obtenemos

(1 7 41) (pq + arr(p)ar(q)) — 7

azr(p) — a7(Q)
 Tr+(qlp) = — | | T(ar(p) —or(Qlp—4@), (B3)

Consideremosahorala integral

fos(tle) = — fav |e(@) (p+ 2k) ~ nto) + Har(t)] »
exp {i(k — p)a — t(arz(p) + ar(k)) C(x)

Usando,

! . =ne2oss —i(a a xC(x) exp {—1 (azr(p) + ar(k)) C(x) } —_ i (azr(p) i az(k)) de: p{ ( 1(p) + 1(k)) ¢( )}

Tenemos,

/dace!(ae) exp {i (aurr(p) + ar(k)) C(a)} exp {i(k — p)2}
—1_

Ten

rely|aor(azr(p) + a7(k)) C(x)}) exp {i(k — p)z}.
t(arr(p) + a7

Integrando por partes y reacomodando

VII p—k VII
Io4(k\p) = —k ———_. - |- —arz(k)}| J + ar(k)|p—k).o+(tlp) |(p-+ te)FE ata) + aus)|] (ans) ap 8)
Por otro lado, el factor

(p+ te)EE- [-ante) +Hani)
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(1 : | (ay1(p)ar(k) — kp) +0
azr(p) + az(k)

 

Entonces,

1- 4s) (azr(p)az(k) — kp) +o

(arr(p) + a7(k))
 To4.(k|p) = f I (ar(p) + ar(k)|p—k). (BA)

Ahora, comparandolas expresiones:

Ip2-(q|p) = /* de [¢’(x)(p + q) + arr(p) + arr(q)] exp{—i(p—)a—i(—arr1(p)+arr(q))¢(x)$

Ir24(q\p) = —[ dx [¢’(x)(p + q) — arr(p) + err(q)| exp{—t(p—q)2@—t(ar1(p)+err(q))¢ (2) }
—oo

podemos ver que podemosir de una a la otra cambiando el signo de toda la expresién y

cambiandoel signo de a;;(p) en donde aparezca. Entonces,

q+p

—t (arr(q) — arr(p))
qt+p — ([™ .

cy|egexe Lila p)e— i (ar1(a) — ann(0)) (2)+

+ [arr(q) + arr(p)] [ dx exp {i(q — p) — 4 (ar1(q) — arr(p)) ¢(z)} .

El primer término contiene

| onexp {i(q — p)a}|%, = 2m6(p — q)2arr(p)

Entonces escribimos

Ipe_(q\p) = 276(p — q)2ar7(p) +

(q? — p*) + (a2;(q) — a2,(p))] raniesieei he | ,

(ar(a) — orr(@)) | [_ aeexp {ila phe

—i

(an(a)

—

ante) ¢(@)}-

Ipo-(q\p) = exp {i(q — p)x — i (arr() — arr(p)) C(2)I +

 

Dado que

az7(q) — a7;(p) = —(¢ — p”),
el segundotérminoes identico a cero. Entonces,

Ir2-(q|p) = 276(p — q)2ar7(p). (B5)

Similarmente

= a+P {i(q—p)x —i(—-a —a r)} |e -It1-(q\p) = Tou(al+ exp {i(q p) (—arr(q) arr(p)) C(x)FI

q+p
~

(ant)

tan(p) [. da(q — p) exp {i(q — p)x — i (—az1(q) — arr(p)) (@) } +
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+ [-ayr(q) + anr(p)] |” devexp {i(q — p)x — 4 (—anr(@) — ar(p)) ¢(2)}-
El primer término desaparece. Entonces escribimos

ip) = — fa P+ (en) = or) |” a exp Lila — ve —ilan(e) a x
Ir1-(q|p) = (ar(q) + ari(p)) | [4 p {i(q p) (arr(q) arr(p)) ¢(z)}- 

Dado que

o2,(q) — o2,(p) = —(¢ — P°),
Entonces,

Tr1_(q|p) = 0. (B6)

Consideramosahorala integral

tesla) = [ae ce) (p+ a) ~ onto) - Barta x
exp {i(q — p)x — i (azr(p) — ar(q)) C(x) }

Usando,

' L =a —1 QT = O8F xC(x) exp {4 (azr(p) — ar(@)) 6(2)} = = (an(p) ~ an(q)) de p {—i (a7r(p) ar(q)) ¢(x)}

escribimos,

/” dat'(e) exp {—#(arr(p) — ar(q)) Ca) }exp-filq — px}

= any

Ca

[d (exp {—7 (arz(p) — ar(q)) ¢(x)}) exp {i(q — p)x}.

4(arr(p) — ar
Integrando porpartes y sustituyendo, obtenemos

tn-lalp) = |(v+ 4)Bo— [-arn(p)+OH I (an(p) — o(q)|p— 4),
Vemosqueel factor

(e+) acttan onesSon]
— (1-4) (an(p)ar(q) - pa) +0

arr(p) + a7(q)
Con o = 0 enpolarizacion p y o = (w/c)?(ez7(w) — €x(w)) en polarizaciéns.

 

Sustituyendo, obtenemos

I = (1 a 41) (arr(p)ar(q) — pq) +0

r-(q|p) = Ta) | I (—ayzr(p) — ar(q)|p—4), —(B7)
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Considere ahora la contribucién Jp_(k|p). Tenemos

—Ip_(k\p) = (+ “14fa[.dz exp {i(k — p)x}
—arr(p) + az

exp {—4 (—ayr(p) + ar(k)) C(x) } —

= lars(e)+ay(h)| [ acexp {i(—anr(v) +ax(8)) 6(a)}exp{i(k —P)a}
I

 

= (x+ 4)

a

AST- lars) + Har(®)| I (—arzr(p) + an(b)Ip _f).

EIfactor

(p+%“uta

Se

aeieranalk)[ue + “ta,()|

__ o tlgnaces
 
ae

(—arr(p) + ar(k))

Las expresiones (B1)-(B8) coinciden con las expresiones (BB 1), (BB2), (BB3), (BB4),

(BBS), (BB6), (BB7) y (BB8) respectivamente.

| I (—ayr(p) + ar(k) |p —k). (B8)
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