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Resumen de la tesis que presenta Jessica Raquel Fernández Gómez como requisito
parcial para la obtención del grado de Maestro en Ciencias en Electrónica y Telecomu-
nicaciones con orientación en Control e Instrumentación.

Análisis de estabilidad de sistemas lineales con retardo

Resumen aprobado por:

Dr. Luis Alejandro Márquez Martínez

Director de tesis

En este trabajo de tesis se presentan condiciones para determinar la estabilidad o
inestabilidad de algunas clases de sistemas lineales con retardo. Esto es indispensable
para resolver problemas de control, sincronización, e incluso generación de oscilado-
res en sistemas con dependencia del estado pasado. Este problema no tiene solución
trivial, incluso para sistemas lineales de bajo orden, debido a que el retardo en el tiem-
po convierte al sistema en uno de dimensión infinita. Una herramienta para resolverlo
es un teorema debido a Pontryagin, el cual provee condiciones necesarias y suficien-
tes de estabilidad, pero su aplicación directa conlleva a ecuaciones trascendentales
muy complicadas. A pesar de que este teorema ha permitido el desarrollo de crite-
rios algorítmicos para determinar numéricamente la estabilidad de cualquier sistema
lineal con retardo, sólo se dispone de una caracterización de regiones paramétricas
de estabilidad en el caso de primer orden con un retardo. En este trabajo se estudian
las ecuaciones trascendentales antes mencionadas, y se propone una forma general
para representarlas. Dicha representación es transformada utilizando una matriz de
rotación, lo que permitió, junto con algunas simplificaciones algebraicas, obtener con-
diciones genéricas para garantizar la estabilidad de sistemas de cualquier orden, las
cuales son más sencillas de verificar que las que se obtienen en la literatura clásica.
Particularmente se caracterizan todas las regiones paramétricas de estabilidad de los
sistemas lineales de primer y segundo orden con un solo retardo en el tiempo. Se
presenta además un resultado algorítmico para descomponer, cuando es posible, un
sistema en dinámicas más sencillas para reducir la dificultad en el análisis de esta-
bilidad en sistemas de orden elevado. Los resultados obtenidos son relacionados con
algunos resultados clásicos, como la caracterización de la región paramétrica de es-
tabilidad de sistemas de primer orden, la caracterización numérica de estabilidad en
sistemas de cualquier orden, así como con el criterio de Nyquist, dando resultados
prometedores que abren nuevas líneas de investigación.

Palabras clave: análisis de estabilidad, sistemas con retardo, sistemas linea-
les.
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Abstract of the thesis presented by Jessica Raquel Fernández Gómez as a partial requi-
rement to obtain the Master of Science degree in Electronic and Telecommunications
with orientation in Control and Instrumentation.

Stability analysis of time delay linear systems

Abstract approved by:

Dr. Luis Alejandro Márquez Martínez

Thesis Director

This thesis presents conditions to determine the stability or instability of some clas-
ses of time-delay linear systems. This is essential to solving problems of control, syn-
chronization, and even the generation of oscillators in systems with dependence on
the past state. This problem has no trivial solution, even for linear systems of low or-
der, because the delay in time turns a system into an infinite-dimension one. A tool
to solve it is a theorem due to Pontryagin, which provides necessary and sufficient
stability conditions, but its direct application leads to very complicated transcendental
equations. Although this theorem has allowed the development of algorithmic criteria
to numerically determine the stability of any time-delay linear system, only one cha-
racterization of parametric stability regions is available in the case of first-order with
one delay. In this work, we study the aforementioned transcendental equations, and
we propose a general way to represent them. This representation is transformed using
a rotation matrix, which allowed, together with some algebraic simplifications, to ob-
tain general conditions to guarantee the stability of systems of any order, which are
easier to verify than those obtained in classical literature. Particularly, we characterize
all the parametric stability regions of the first and second order linear systems with a
single time-delay. It also presents an algorithmic result to decompose, when possible,
a system in simpler dynamics to reduce the difficulty in the stability analysis in high
order systems. The results obtained are related to some classic results, such as the
characterization of the parametric stability region of first-order systems, the numeri-
cal characterization of stability in systems of any order, as well as the Nyquist criterion,
giving promising results that open new lines of investigation.

Keywords: stability analysis, time-delay systems, linear systems.
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Capítulo 1. Introducción.

Los retardos de tiempo aparecen en los sistemas por diversos motivos. Algunos pre-

sentan retardo de forma intrínseca como los procesos de transporte de materia o de

información, o como los procesos con tiempos de procesamiento considerables (pro-

cesamiento del control o tratamiento de señales); también el retardo puede aparecer

cuando es conveniente modelar un proceso de orden elevado a partir de un modelo

de orden reducido con retardo, para así facilitar el análisis y el diseño de controladores

(Halevi, 1996). Por ejemplo, un calentador de agua es más sencillo de modelar a partir

de un sistema con retardo. Otros ejemplos de sistemas con retardo son: el transporte

de fluidos en tuberías largas, sistemas de control en cuyos lazos hay sensores como

cámaras, columnas de destilación, procesos de secado de papel, plantas de reciclado,

procesos de refinación, sistemas teleoperados e incluso en el caso de modelado de

población y procesos químicos (Kolmanovskii y Myshkis, 2012).

Los sistemas que presentan retardo también son conocidos como sistemas con

tiempo muerto, sistemas hereditarios o ecuaciones diferenciales en diferencias. Per-

tenecen a una clase de ecuaciones diferenciales funcionales que poseen dimensión

infinita. El análisis de estabilidad se vuelve complicado al incluir el retardo en el mode-

lo de un sistema, por el simple hecho de que se convierte en un sistema de dimensión

infinita. Esto conlleva a que en varias ocasiones se opte por utilizar aproximaciones de

dimensión finita para facilitar el análisis, pero con esto puede ocurrir que a pesar que

el sistema original sea estable, con la aproximación resulte en un modelo inestable.

En este trabajo se analizarán los sistemas lineales con retardo (SLR) de la forma:

y(n)(t) = −
τ
∑

j=0

n−1
∑

=0

,jy
()(t − jh), (1)

donde y ∈ R, n es el orden del sistema, ,j ∈ R son parámetros constantes, h es el

retardo base, τ ∈ N es el retardo máximo y y() es la i-ésima derivada de y respecto al

tiempo t.

Como se dijo anteriormente, el análisis de estabilidad de los SLR se dificulta debido

al término del retardo. Si hacemos la comparación con un sistema lineal sin retardo

de la forma ̇(t) = A(t), donde A es una matriz de dimensión n × n (n =número
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de estados del sistema) y  ∈ Rn, el análisis de estabilidad se realiza de manera

directa, verificando que todos los valores propios de la matriz A tengan parte real

negativa, ya sea por cálculo directo, o por medio del criterio de Routh-Hurwitz. Ahora

si consideramos un SLR de la forma:

̇(t) = B(t − τ), B ∈ Rn×n, (2)

su ecuación característica es trascendente, es decir, posee un número infinito de raí-

ces que además se deben calcular de manera numérica. Para este caso particular de

la ecuación (2) ya se dispone del criterio de estabilidad en la literatura actual, pre-

sentada en (Hara y Sugie, 1996), pero para muchos otros casos no se dispone de las

regiones de estabilidad.

Básicamente los métodos de análisis de estabilidad para SLR existentes en la lite-

ratura actual se basan en lo que se denomina el teorema de Pontryagin presentado

en (Pontryagin, 1942), y en los teoremas de Lyapunov-Krasoskii, el cual consiste en

analizar la estabilidad de sistemas con retardo a partir de funcionales de Lyapunov

y de Lyapunov-Razumikhin, el cual se basa en una redefinición de las funciones de

Lyapunov aplicables a sistemas con retardos; estos dos últimos teoremas establecen

los fundamentos del análisis de la estabilidad en el dominio del tiempo y se centran

básicamente en el diseño de la función o funcional candidata de Lyapunov, como se

explica en (Fridman, 2014).

Además en la literatura también se encuentra el análisis de la estabilidad para

obtener condiciones necesarias y suficientes a partir de la búsqueda de una solución a

un problema LMI (desigualdad matricial lineal) en sistemas contínuos, el cual se basa

en los teoremas de Razumikhin y Lyapunov-Krasovskii. Por otro lado, la ubicación de las

raíces de la ecuación característica de los sistemas con retardo se puede caracterizar

con base en el trabajo de (Pontryagin, 1942), los cuales están relacionados con la

estabilidad asintótica de los SLR.

Dichos trabajos son la base de este trabajo de tesis. Además existen otros traba-

jos realizados que están basados en el teorema de Pontryagin como los resultados de

Cahlon y Schmidt (Cahlon y Schmidt, 2001, 2004, 2007), y el teorema de Hayes (Ha-

yes, 1950), los cuales obtuvieron condiciones necesarias y suficientes de estabilidad,
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siendo el de Cahlon y Schmidt un resultado algorítmico de estabilidad, y el de Hayes

una región de estabilidad para el caso de los sistemas lineales con retardo único de

primer orden. En esta propuesta de tesis se encontrarán condiciones necesarias o su-

ficientes con base en los teoremas ya existentes respecto a la estabilidad asintótica

de la solución cero en sistemas lineales con retardo invariante en el tiempo.

1.1. Justificación.

El estudio de los sistemas con retardo es importante para el posterior diseño de los

controladores para estos sistemas. De hecho, los sistemas de control son sensibles a

los retardos que se presenten en los sistemas, esto se puede ver, teniendo en cuenta

el control clásico, que al tener retardos en el sistema esto hace que el margen de

fase disminuya; el hecho de no considerar los retardos en el diseño podría generar

inestabilidad en el sistema en lazo cerrado. Además, es común que para facilitar el

análisis de estabilidad de los SLR se utilicen aproximaciones de dimensión finita, pero

el estudio la estabilidad del SLR sin tener que utilizar estas aproximaciones da un

resultado más exacto y confiable.

Como se mencionó anteriormente, ya existen métodos de análisis de estabilidad

que proveen condiciones necesarias y suficientes para los SLR, como lo es un teorema

debido a Pontryagin, su desventaja es que presenta criterios que deben ser verificados

para todas las raíces de la función característica asociada al sistema, pero el número

de estas raíces es infinito, y esto dificulta el análisis. Ahora, teniendo en cuenta el

trabajo de Cahlon y Schmidt, este método tiene la ventaja de permitir analizar la es-

tabilidad punto a punto (para los parámetros específicos) de un SLR, mas no permite

caracterizar las regiones de estabilidad en función a los parámetros del sistema. En

cambio, el resultado que se presenta en (Hayes, 1950), permite caracterizar la región

de estabilidad para el caso del SLR simple de primer orden, y esto da mayor facilidad

en el análisis de estabilidad para los sistemas de este tipo.

Por lo tanto, en esta tesis se busca disminuir la dificultad en el trabajo de análisis de

estabilidad de los SLR, mediante la obtención de expresiones más simples de verificar

y la caracterización de las regiones de estabilidad, sin tener que estudiar las expresio-

nes que resultan al aplicar directamente el teorema de Pontryagin y evitar tener que
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comprobar la estabilidad punto a punto como lo hacen en (Cahlon y Schmidt, 2007).

1.2. Objetivo General.

El objetivo de esta tesis es encontrar condiciones necesarias o suficientes para es-

tabilidad asintótica del origen de los SLR que no sean algorítmicas y que sean simples

de verificar.

1.2.1. Objetivos particulares.

1. Establecer una fórmula general para las ecuaciones requeridas por el teorema de

Pontryagin.

2. Caracterizar las regiones de estabilidad para sistemas con un solo retardo y n < 3

(n=orden del sistema).

3. Establecer condiciones necesarias o suficientes para la estabilidad asintótica ba-

sadas en los resultados obtenidos en el punto 1.

1.3. Organización de la tesis.

El resto del trabajo de tesis está organizado de la siguiente manera. El Capítulo

2 presenta los conceptos y las consideraciones necesarias para familiarizarse con los

resultados obtenidos en este trabajo, como los conceptos referentes a estabilidad y el

modelo matemático del sistema a utilizar para el análisis. Se dará mayor énfasis en

ese capítulo al teorema de Pontryagin, incluyendo ejemplos didácticos para su mejor

entendimiento ya que será la base para la obtención de resultados; también se pre-

sentan otros resultados de la literatura actual como los de (Cahlon y Schmidt, 2007) y

de (Hayes, 1950). En el Capítulo 3 se presenta un resultado algorítmico de análisis de

estabilidad asintótica de los SLR con retado simple, este trabajo en particular realiza la

descomposición triangular por bloques utilizando el concepto de separación en parte

controlable y no controlable, para así lograr realizar el análisis con menor dificultad.

En el Capítulo 4 se establecen las fórmulas generales para las ecuaciones requeridas

por el teorema de Pontryagin, las cuales resultan ser fórmulas recursivas. Además se
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presentan las pruebas de cada fórmula y un resumen de las mismas en una tabla. En

el Capítulo 5 se establecen las condiciones de estabilidad asintótica las cuales están

basadas en los resultados obtenidos en el capítulo cuatro, además de esto, se presen-

ta una interpretación en forma matricial de estas condiciones halladas, donde aparece

la matriz de rotación. También en ese capítulo se presenta la caracterización de las

regiones de estabilidad para sistemas con un solo retardo y n < 3, donde se realiza un

análisis algebraico a cada condición de estabilidad para obtener así las curvas para-

métricas que definen a cada región de estabilidad. Las comparaciones de los trabajos

actuales de la literatura con los resultados obtenidos en esta tesis se presentan en el

Capítulo 6, junto con una interpretación geométrica del teorema de Pontryagin y un

análisis de uno de los criterios del teorema de Pontryagin. Finalmente, en el Capítulo

7 se presentan las conclusiones generales donde se resumen los resultados obtenidos

y también se hace una introducción a los temas de trabajo futuro que tienen relación

con los resultados de este trabajo de investigación.
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Capítulo 2. Preliminares

En este capítulo se dará una introducción sobre el tipo de sistema con retardo con-

siderado en este trabajo y del modelo o representación matemática que se utilizará

para este sistema, el cual será utilizado para todos los análisis del mismo (sección

2.1). Enseguida, en la sección 2.2 se da una breve introducción sobre los conceptos

de estabilidad y a su vez de inestabilidad. La ecuación característica relacionada con

el tipo de sistema con retardo considerado se presenta en la sección 2.3, junto con la

explicación de la problemática del número infinito de raíces que posee la misma, y un

concepto de estabilidad que tiene relación con la ecuación característica. En la sección

2.4 se expone el teorema de Pontryagin, el cual es fundamental para este trabajo de

tesis donde se hablará de cada criterio del mismo, acompañado de un ejemplo didác-

tico donde se aplica el teorema para el análisis de estabilidad. Luego en la sección 2.5

se presenta uno de los dos casos para los SLR que desarrollaron Cahlon y Schmidt los

cuales consisten en criterios algorítmicos de estabilidad. En la sección 2.6 se encuen-

tra el teorema de estabilidad de Hayes, el cual es aplicable a los sistemas lineales de

primer orden con retardo único y la sección 2.7 presenta teoremas para los sistemas

con retardo puro. Los trabajos presentados en las secciones 2.5 y 2.6 sirven de base

para la obtención de los resultados de esta tesis y servirán como referencia para la

discusión a presentarse en el Capítulo 6.

2.1. Sistemas considerados.

Un sistema dinámico sin retardo se puede caracterizar utilizando ecuaciones dife-

renciales ordinarias (EDO) de la forma

̇(t) = ƒ (t, (t)), (3)

donde  ∈ Rn simboliza las variables de estado del sistema o proceso. Sin embargo,

en este trabajo se presentan sistemas que no solo dependen de su estado actual en

(t0), sino también de los valores pasados dentro de un tiempo ϕ, con t0 − τ ≤ ϕ ≤

t0, donde τ ∈ N representa el retardo en el tiempo, por esto reciben el nombre de

sistemas hereditarios. Los sistemas con retardo pueden ser modelados por ecuaciones
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diferenciales funcionales (EDF) como

̇(t) = ƒ (t, [τ]), τ = {(t), (t − 1), · · · , (t − τ)} . (4)

En este trabajo de tesis se estudiarán los sistemas que pueden modelarse por EDF

con la característica de que el término de mayor orden de la derivada es justamente

el término sin retardo, por lo tanto a este tipo se les llama ecuaciones diferenciales

funcionales retardadas (EDFR). Además, según el número de retardos se pueden dividir

en:

sistemas con retardo simple: sistemas con retardo simple: en los que solo aparece

un único retardo τ; y

sistemas con retardos múltiples: para un sistema de orden n en el que aparece

más de un retardo τj, 1 ≤ j ≤ n. En el caso particular de que todos los retardos

sean múltiplos enteros de un retardo base τ, se los llama retados conmensura-

bles.

Finalmente, se puede decir que en este trabajo de tesis se analizarán los sistemas

lineales con retardo que pueden ser representados por EDFR y son de la forma

(n)(bt) = −
n−1
∑

j=0

r
∑

k=0

bj,k
(j)(bt − kτ), (5)

donde  ∈ R, n es el orden del sistema, bj,k ∈ R son los coeficientes constantes del

sistema, τ ≥ 0 es el retraso en el tiempo, r es la cantidad de retardos en el sistema y

(j) es la j-ésima derivada de  respecto al tiempo t. El sistema (5) posee condiciones

iniciales

(bt) = ϕ(bt), bt ∈ [−rτ,0]. (6)

En el caso de retardos conmensurables se puede realizar un escalamiento en el tiempo

con bt = τt, entonces el sistema (5) queda de la forma

dn(t)

τndtn
= −

n−1
∑

j=0

r
∑

k=0

bj,k
dj(t − k)

τjdtj
, (7)
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y multiplicando por τn se tiene

(n)(t) = −
n−1
∑

j=0

r
∑

k=0

j,k
(j)(t − k), (8)

donde

j,k = bj,kτ
n−j. (9)

2.2. Conceptos de estabilidad.

Básicamente, un sistema es estable cuando dadas ciertas condiciones iniciales to-

dos los estados del sistema alcanzan el punto de equilibrio en régimen permanente

o estado estacionario, es decir, una vez que ya haya transcurrido el estado transito-

rio. En este trabajo se analizan los SLR, los cuales tienen como punto de equilibrio el

origen 0 = 0, siendo este una solución del sistema considerado. A continuación se

presentan las definiciones de estabilidad en el sentido de Lyapunov:

Definición 2.1 Estabilidad. Se dice que un sistema lineal es estable si para cualquier

valor de tiempo arbitrario t0 ≥ 0, y para cierto valor ε > 0 escalar existe cierto valor δ =

δ(t0) tal que para sistemas continuos verifica |(t0)| ≤ δ(t) entonces |(t)| ≤ ε, ∀ t ≥ t0.

Con base en esta definición, con palabras más simples, se puede decir que el siste-

ma es estable si para cada ε > 0 hay un δ tal que si la condición inicial de la solución

del sistema empieza a una distancia menor del punto de equilibrio 0 = 0 que δ, esta

se mantendrá distante al punto de equilibrio a una distancia menor que ε de ahí en

adelante. Esta característica deben tener todas las soluciones con condición inicial a

una distancia menor que δ. Teniendo en cuenta a una bola de radio ε, si existe una

solución que no se mantiene dentro de la bola de radio ε para ningún δ, entonces el

sistema es inestable.

Definición 2.2 Estabilidad asintótica. Se dice que el sistema es estable asintótica-

mente en 0 = 0 si es estable y si ĺımt→∞ (t) = 0.

En el caso de estabilidad asintótica, el punto de equilibrio 0 = 0 en régimen perma-

nente siempre es alcanzado. Esto implica que las soluciones del sistema que empiezan
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en un entorno cercano al punto de equilibrio tiendan al mismo.

2.3. Ecuación característica del sistema considerado.

En este trabajo se estudia la estabilidad de los SLR representados por (5). Para ello

se estudia la estabilidad de

(n)(t) = −
n−1
∑

j=0

r
∑

k=0

j,k
(j)(t − k), (10)

donde j,k = bj,kτn−j. Las soluciones de la ecuación (10) son de la forma (t) = est

donde t es el tiempo y s una variable compleja que no debe confundirse con la variable

de Laplace, aunque jugara un papel similar. Por lo tanto utilizando la solución (t) = est

en (10) se puede obtener su ecuación característica la cual está dada por:

snest +
n−1
∑

j=0

r
∑

k=0

es(t−k)j,ks
j = 0. (11)

Factorizando est queda
 

sn +
n−1
∑

j=0

r
∑

k=0

e−ksj,ks
j

!

est = 0. (12)

Así la función característica del sistema (10) es:

ÒH(s) = sn +
n−1
∑

j=0

r
∑

k=0

e−ksj,ks
j, (13)

luego, multiplicando por ers queda:

H(s) = sners +
n−1
∑

j=0

r
∑

k=0

es(r−k)j,ks
j, (14)

y renombrando es = z se puede ver que

H(s) = h(s, z) = snzr +
n−1
∑

j=0

r
∑

k=0

j,kz
r−ksj. (15)

Sea N el mayor exponente de s y M el de z, entonces el término sNzM en (15) es llama-

do término principal. No todos los polinomios poseen término principal, los polinomios
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que sí lo poseen son llamados cuasipolinomios. En este caso H(s) es una función cua-

sipolinomial.

A continuación se presenta una definición de estabilidad que está relacionada con

las características que posea la función cuasipolinomial H(s).

Definición 2.3 Criterio de estabilidad: Sea H(s) la ecuación característica del sistema

con retardo (10). El sistema con retardo es asintóticamente estable si y sólo si todas

las raíces de H(s) = 0 se encuentran en el semiplano izquierdo del plano complejo.

2.3.1. Número infinito de raíces de la función H(s).

El análisis de estabilidad asintótica para el caso de un sistema que presenta retardo

es más complicado que cuando éste no presenta retardo. Esto se explica mejor con una

simple comparación entre sus ecuaciones características. Si primeramente tenemos

en cuenta el sistema lineal sin retardo de la forma

̇(t) = A(t), A ∈ Rn×n, (16)

su ecuación característica es

det(λI − A) = 0, (17)

donde λ representa los valores propios de A, e I ∈ Rn×n, es la matriz identidad. Se

sabe que el origen de este sistema es un punto de equilibrio asintóticamente estable

si la matriz A es estrictamente Hurwitz, es decir, si todos sus valores propios tienen

su parte real negativa; por lo tanto la región de estabilidad del sistema (16) puede ser

ilustrada fácilmente como se presenta en la Figura 1.

Si un valor propio de la matriz A tiene parte real positiva esto significa que al menos

una solución se aleja del punto de equilibrio (el origen), esto implica que el origen no

es estable. Este análisis es directo y conciso, en cambio, si sólo analizamos el ejemplo

más simple de un SLR

̇(t) = −b(t − τ), b ∈ R, (18)

haciendo (t) = est, se obtiene que su ecuación característica es:

ess + b = 0. (19)
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Figura 1. Región de estabilidad en función a los valores propios (λ) de A.

Si se quieren hallar todas las raíces de (19), entonces se escribe s = σ + ω, donde σ y

ω son la parte real y la parte imaginaria de s respectivamente; de ahí

eσ+ω(σ + ω) + b = 0, (20)

y aplicando la identidad de Euler eσ+ω = eσ (cos(ω) +  sen(ω)) entonces

eσ (cos(ω) +  sen(ω)) (σ + ω) + b = 0. (21)

Multiplicando por σ − ω se llega a

eσ cos(ω) + eσ sen(ω) =
−bσ

σ2 + ω2
+ 

bω

σ2 + ω2
, (22)

Si se separa en parte real y parte imaginaria se tiene que

eσ =
−bσ

cos(ω)(σ2 + ω2)
=

bω

sen(ω)(σ2 + ω2)
, (23)

luego

tn(ω) = −
ω

σ
, (24)

por lo tanto las raíces de (19) están en (24); esto implica que las raíces se encuentran

en las intersecciones de la función tn(ω) con − ω
σ como se muestra en la Figura 2.
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Figura 2. Infinitas intersecciones (raíces de (19)) a lo largo de ω.

Se puede notar que el problema está en que la ecuación característica (19) tie-

ne un número infinito de raíces, las cuales deben ser verificadas para comprobar la

estabilidad del sistema en cuestión. Esta es la dificultad que presenta el análisis de

estabilidad de los sistemas con retardo.

2.4. Teorema de Pontryagin.

Con base en el criterio de estabilidad 2.3 presentado anteriormente, el teorema de

Pontryagin se dedica a estudiar las raíces de la ecuación H(s) = 0 presentada en (14)

para así determinar la estabilidad asintótica de los SLR.

Teorema 2.1 (Pontryagin, 1942) Considere el sistema lineal con retardo de la forma

(10) cuya ecuación característica asociada es (14).

Criterio 1. Si la ecuación característica (15) no tiene término principal, entonces el

sistema (5) es inestable para todo j,k, j = 0,1, ...n − 1, k = 0,1, ...r.

Criterio 2. Sea H(s) = h(s, z), donde z = es es un polinomio con un término principal.
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La función H(ω) se separa en parte real y parte imaginaria; es decir, se establece

H(ω) = F(ω)
︸ ︷︷ ︸

re

+ G(ω)
︸ ︷︷ ︸

mgnr

. (25)

Así, si todos los ceros de la función H(s) se encuentran en el semiplano izquierdo del

plano complejo, entonces las raíces de las funciones F(ω) y G(ω) son reales, entrela-

zadas y para toda ω real se cumple

∇ω = F(ω)G′(ω) − F′(ω)G(ω) > 0. (26)

Además, para que todos los ceros de la función H(s) se encuentren en el semiplano

izquierdo, es suficiente que una de las siguientes condiciones se satisfaga:

1. Todos los ceros de las funciones F(ω) y G(ω) son reales y entrelazados, y la

desigualdad (26) es satisfecha para al menos un valor de ω.

2. Todos los ceros de la función F(ω) son reales y para cada uno de estos ceros

ω = ω0, la condición (26) es satisfecha; esto es F′(ω)G(ω) < 0.

3. Todos los ceros de la función G(ω) son reales y para cada uno de estos ceros

ω = ω0, la condición (26) es satisfecha; esto es F(ω)G′(ω) > 0.

Para lograr verificar el criterio 2, el siguiente resultado de Pontryagin puede ser utili-

zado para encontrar el número de raíces reales de F(ω) y G(ω).

Criterio 3: para que las ecuaciones F(ω) = 0 y G(ω) = 0 tengan sólo raíces reales, es

necesario y suficiente que en el intervalo

− 2Kπ + η ≤ ω ≤ 2Kπ + η,

tenga exactamente 4KM + N raíces reales, donde N y M son el valor de las potencias

más grandes de s y z de la ecuación (15) respectivamente, comenzando con una K

suficientemente grande. η es una constante apropiada de forma a que el coeficiente

de términos de mayor grado en ω no se desvanece en ω = η.

Se puede ver que lo que indica el criterio 1 es sólo una condición necesaria de
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estabilidad, mas no suficiente; el criterio 2 es una condición necesaria y suficiente y el

criterio 3 es útil para comprobar el criterio 2.

Para estudiar la localización de las raíces de H(s) = 0 se deben estudiar los ceros

de F(ω) = 0 y G(ω) = 0. Por lo tanto, si las raíces de H(s) = 0 se encuentran en el semi-

plano izquierdo del plano complejo entonces el sistema con retardo es asintóticamente

estable.

Observación 2.1 La condición de entrelazado se refiere a que las raíces de las ecua-

ciones F(ω) = 0 y G(ω) = 0 tengan la característica de que entre dos raíces consecuti-

vas de F(ω) = 0 exista una y solamente una raíz de G(ω) = 0.

El hecho de que las raíces de las funciones F(ω) = 0 y G(ω) = 0 se entrelacen o no,

puede representarse en la Figura 3, donde se puede ver que ambas funciones presen-

tan un comportamiento sinusoidal, y que dependiendo del valor de los parámetros del

sistema se cumple el entrelazado o no. Así, en la Figura 3(a) las raíces de F(ω) = 0 y

G(ω) = 0 se entrelazan sólo en algunos intervalos de ω, pero se ve que aproximada-

mente en el intervalo de ω ∈ (−2π,2π) no se entrelazan. En la Figura 3(b), las raíces

de F(ω) = 0 y G(ω) = 0 están en el límite de entrelazado, se puede ver que ambas

funciones tienen raíces en ω = 0. Sin embargo, la Figura 3(c) muestra el entrelazado

de las raíces de F(ω) = 0 y G(ω) = 0 para todo valor de ω.
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(a) Raíces no entrelazadas.

(b) Raíces al límite del entrelazado.

(c) Raíces de F(ω) = 0 y G(ω) = 0 entrelazadas.

Figura 3. Ejemplo de casos de entrelazado de raíces de F(ω) = 0 y G(ω) = 0.
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2.4.1. Ejemplo.

A continuación se muestra un ejemplo ilustrativo en la aplicación de este teorema

para el caso n = r = 1 y 0,0 = 0 del sistema (5). Considere entonces el sistema

̇(bt) = − b0,1(bt − τ), (bt), b0,1 ∈ R. (27)

Si se escala en tiempo con bt = tτ entonces 0,1 = b0,1τ. El sistema (27) queda de la

forma

̇(t) = −0,1(t − 1), (t), 0,1 ∈ R. (28)

Para este caso particular la función característica cuasipolinomial está dada por:

H(s) = h(s, es) = ses + 0,1 = 0, (29)

sustituyendo z = es queda:

H(s) = h(s, z) = sz + 0,1 = 0, (30)

por lo tanto la función h(s, z) posee término principal. Haciendo s = ω queda que:

H(ω) = ωeω + 0,1 = (−ω sen(ω) + 0,1) + ω cos(ω). (31)

De esta forma la función H(ω) = F(ω)+ G(ω) posee una parte real F(ω) y una parte

imaginaria G(ω) dadas por:

F(ω) = −ω sen(ω) + 0,1, (32)

G(ω) = ω cos(ω). (33)

Las raíces de F(ω) y G(ω) se encuentran en:

F(ω) = −ω sen(ω) + 0,1 = 0 → ω01 sen(ω01) = 0,1,

G(ω) = ω cos(ω) = 0 → ω02 = 0 ∨ ω03 =
(2 + 1)π

2
;  ∈ Z.
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Luego las derivadas de F(ω) y G(ω) son:

F′(ω) = − sen(ω) − ω cos(ω), (34)

G′(ω) = cos(ω) − ω sen(ω). (35)

Posteriormente, se tiene que F(ω)G′(ω) es

F(ω)G′(ω) = −ω sen(ω) cos(ω) + ω2 sen2(ω) + 0,1 cos(ω) − 0,1ω sen(ω), (36)

se procede a verificar si cumple la condición 3 del criterio 2. Sustituyendo en la ecua-

ción (36) las raíces de G(y) para  = 0 se tiene

F(ω02)G′(ω02) = F(0)G′(0) = 0,1,

F(ω03)G′(ω03) = F
�π
2

�

G′
�π
2

�

=
�π
2

�2 − π
20,1.

Entonces para que se cumpla la condición 3 de Pontryagin se debe satisfacer:

0,1 > 0,

�π
2

�2 − π
20,1 > 0→ 0,1 <

π
2 .

Por lo tanto para que la solución cero del sistema lineal con retardo de la ecuación

(28) sea asintóticamente estable es suficiente que 0 < 0,1 <
π
2 . Este es un resultado

conocido, que también se presenta en (Matsunaga, 2007).

2.5. Criterio de estabilidad algorítmico.

El trabajo de Cahlon y Schmidt propone un criterio de estabilidad algorítmico, el

cual está dividido en dos partes, uno se dedica a analizar la estabilidad asintótica de los

SLR de orden par y el otro a los de orden impar. Se refiere a que es algorítmico debido a

que se basa en un conjunto de pasos a seguir que conllevan resolver ecuaciones para

encontrar sus raíces y volver a verificar en el siguiente paso estas raíces. En el trabajo

(Cahlon y Schmidt, 2007), el cual corresponde al caso de orden impar, se presentan
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criterios algorítmicos de estabilidad para el sistema:

(2m+1)(t) = −
2m
∑

j=0

bj,0
(j)(t) −

2m
∑

j=0

bj,1
(j)(t − τ), (37)

donde bj,0, bj,1 son las constantes del sistema; m ≥ 1 y τ > 0. Su ecuación caracterís-

tica es

H(s) = snes +
2m
∑

j=0

j,0s
jes +

2m
∑

j=0

j,1s
j. (38)

donde j,0 = bj,0τ2m+1−j y j,1 = bj,1τ2m+1−j con j = 0, ...,2m, teniendo en cuenta que

se trata de un sistema con retardos conmensurables.

Teorema 2.2 (Cahlon y Schmidt, 2007) (Prueba de estabilidad algorítmica general):

sea 2N el entero par más pequeño mayor o igual a max{N1, N2, N3,M1,M2,M3,M4}.

La solución cero es asintóticamente estable si y sólo si

1. 1,0 + 0,0 + 1,1 > 0 y 0,0 + 1,0 > 0,

2. G tiene 2N +m distintos ceros r1 < r2 < ... < r2N+m en (0,2Nπ),

3. (−1)nF(rn) > 0 (n = 1, ...,2N +m).

donde F y G representan a las funciones que corresponden a la parte real y parte

imaginaria respectivamente de la función cuasipolinomial asociada al sistema (37).

{M1,M2,M3,M4} son los enteros positivos que están dados por

M1 =



1 +

 

m−1
∑

j=0

2j+1,0 + 2j+1,1
π2(m−j)

!1/2


 ,

M2 =



1 +
p

2

 

m
∑

j=0

�

�2j,0
�

�

π2(m−j)+1
+

m−1
∑

j=0

�

�2j+1,1
�

�

π2(m−j)

!

+
m−1
∑

j=0

�

�2j+1,0
�

�

π2(m−j)



 ,

M3=
�

1+
2

π2
+

1

π2(m−j)

�

+
p

2
m−1
∑

j=0

�

�2j+1,1
�

�

�

1

π2(m−j)
+
2(m − j) − 1

π2(m−j)+1

� |2m,0|

π2

+2
m−1
∑

j=0

�

�2j+1,0
�

�

�

m − j − 1

π2(m−j)+1

�

+
m−1
∑

j=0

�

�2j,0
�

�

2(m − j) + 1

π2(m−j+1)
,
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M4 =



1 +
m−1
∑

j=0

�

�2j+1,0
�

�

π2(m−j)
+

m
∑

j=0

�

�2j,0
�

�

π2(m−j)+1
+
p

2
m−1
∑

j=0

�

�2j+1,1
�

�

π2(m−j)



 ,

y se deben escoger N1, N2, N3 que sean los enteros positivos más pequeños tales que

m
∑

=0

|2,0|

(N1π)2(m−)+1
<

1

3
p
2
,

m−1
∑

=0

|2,0|

(N2π)2(m−)
<

1

3
p
2
,

m
∑

=0

|2,1|

(N3π)2(m−)+1
<

1

3
p
2
.

En conclusión, este método algorítmico permite hallar una cota o intervalo en la

cual se debe verificar punto a punto que las raíces de las funciones de parte real e

imaginaria, correspondientes al cuasipolinomio característico del sistema, sean reales

y a la vez se entrelacen, ya que fuera de este intervalo se asegura que se cumpla la

condición de entrelazado de raíces.

2.6. Teorema de Hayes.

El resultado que se presenta a continuación también tiene como base al teorema

de Pontryagin explicado en la sección 2.4, y cabe mencionarlo debido a que será de

utilidad para aplicarlo y para luego compararlo con los resultados obtenidos en esta

tesis. Para el caso n = r = 1, se tiene que el sistema lineal con retardo es de la forma

̇(t) = − b0,0(t) − b0,1(t − τ). (39)

Teorema 2.3 (Hayes, 1950) La solución cero de (39) es asintóticamente estable si y

sólo si los parámetros del sistema (39) se encuentran en la unión de las regiones

�

(b0,0, b0,1) : b0,0 = − b0,1 cos(ω), 0 < b0,1τ sen(ω) < ω, 0 < ω < π
	

, (40)
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y
�

(b0,0, b0,1) : − b0,0 < b0,1 ≤ b0,0
	

. (41)

Por lo tanto, este teorema provee dos regiones de estabilidad, siendo la región (40)

dependiente del retardo y la región (41) independiente del retardo.

2.7. Teoremas de estabilidad para los sistemas lineales con retardo puro.

En esta sección se presentan los resultados que se tienen en la literatura actual pa-

ra el análisis de estabilidad de los sistemas lineales con retardo puro. Específicamente

se mostrarán los resultados obtenidos en (Hara y Sugie, 1996).

Sea el SLR de la forma

̇(t) = B(t − τ) (42)

donde B ∈ R2×2 y τ ∈ R>0. En el trabajo de Hara y Sugie se define el criterio de

estabilidad para el sistema (42) en términos de la traza de B, el determinante de B y

el retardo τ, el cual se expone a continuación.

Teorema 2.4 (Hara y Sugie, 1996) La solución cero del sistema (42) con B ∈ R2×2 es

asintóticamente estable si y sólo si

2
p

detA sen
�

τ
p

detA
�

< − trA <
π

2τ
+
2τ detA

π
, (43)

y

0 < detA <
� π

2τ

�2

. (44)

Ahora, si se considera el caso de que las características del sistema (42) sean  ∈

Rn, B ∈ Rn×n, y τ ∈ R>0, entonces la estabilidad del sistema (42) se puede verificar

usando el siguiente resultado.

Teorema 2.5 (Hara y Sugie, 1996) La solución cero de (42) con B ∈ Rn×n es asintótica-

mente estable si y sólo si los valores propios reales de B denotados por −λ1,−λ2, ...,−λ

están en

0 < λj <
π

2τ
(j = 1, . . . , ); (45)
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y los valores propios complejos de B denotados por −ρk(cosθk ±  senθk) satisfacen

0 < ρkτ <
π

2
− |θk | (k = 1, . . . ,m); (46)

donde n =  + 2m.

2.8. Resumen.

En este capítulo se detallaron algunos conceptos y teoremas importantes que se

utilizan en los siguientes capítulos. El modelado de los SLR considerados y su ecuación

característica se emplean a lo largo de todos los capítulos restantes de esta tesis.

El teorema de Pontryagin es de importancia ya que es la base de la investigación

realizada, se utiliza principalmente en los capítulos 4 y 5. Los teoremas de Cahlon

y Schmidt son de gran utilidad en el Capítulo 6 y los teoremas de Hayes y de Hara y

Sugie se utlizan para lograr comparar los resultados obtenidos en esta tesis con dichos

resultados y para emplearlos en los resultados del Capítulo 3.
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Capítulo 3. Análisis de estabilidad utilizando descompo-

sición triangular por bloques para SLR.

Este capítulo está dedicado al análisis de estabilidad de sistemas lineales de retardo

de tiempo con un solo retraso, dado por

̇(t) = A(t) + B(t − τ) (47)

donde  ∈ Rn, A, B ∈ Rn×n, y τ ∈ R>0. El análisis de estabilidad de (47) ha sido estudiado

en [Hayes (1950); Malek-Zavarei y Jamshidi (1987); Sakata (1998); Cahlon y Schmidt

(2000, 2001); Niculescu (2001); Fridman (2014)]. Si B = 0, entonces su estabilidad

puede establecerse directamente si todos los valores propios de A se encuentran en

el lado izquierdo del plano complejo. Si A = 0, la estabilidad de (47) se puede verificar

usando el Teorema 2.5 de la sección 2.7.

Para el análisis de estabilidad del caso escalar (n = 1) del sistema (47), se puede

aplicar el Teorema 2.3 presentado en la sección 2.6.

A pesar de esto, el caso general sigue siendo un problema no resuelto; existe una

condición necesaria y suficiente para verificar la estabilidad de una clase particular de

sistemas de la forma (47), para los cuales existe una matriz no singular Q(0), la cual

es una solución de la siguiente ecuación algebraica no lineal matricial:

eA+Q(0) τQ(0) = B. (48)

Teorema 3.1 (Malek-Zavarei y Jamshidi, 1987) Considere un sistema de la forma (47),

para el cual Q(0) ∈ Rn×n es una solución no singular de (48). Entonces, una condición

necesaria y suficiente para la estabilidad asintótica de (47) es que



λ{BQ−1(0)}


 < 1, (49)

para toda  = 1, . . . , n.

Pero esta no es una solución general, ya que no siempre existe una solución para

la ecuación (48) para sistemas cuyo origen es asintóticamente estable. Por ejemplo,
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el sistema

̇(t) = 0.5(t) − (t − 1), (50)

es asintóticamente estable pero no posee solución no singular para (48).

En este trabajo, se propone una descomposición triangular por bloques que puede

usarse para analizar la estabilidad de algunos SLR de mayor dimensión, descompo-

niéndolo en subsistemas de orden bajo para los cuales los criterios de estabilidad ya

están disponibles.

La idea principal es considerar primero el estado retardado como una entrada

de control, y si el par (A,B) no es controlable, entonces existe una transformación

T−11 (t) =





1(t)

z1(t)



 que descompone el sistema como





̇1(t)

ż1(t)



 =





A3 A2

0 A1









1(t)

z1(t)



+





B3 B2

0 0









1(t − τ)

z1(t − τ)



 , (51)

lo que resulta en una dinámica sin retardo (que correspondería a z1) la cual se pue-

de analizar calculando los valores propios de A1, y una parte de dinámica mixta (que

corresponde a 1). La matriz T1 se puede construir usando una base de la matriz de

controlabilidad [B AB...An−1B] y los vectores requeridos para completar una matriz

invertible, siendo este el procedimiento estándar para separar los subsistemas contro-

lables y no controlables. En caso de que el par (A,B) sea controlable, el subsistema z1

tiene una dimensión cero y la transformación T1 es la matriz identidad. Cabe señalar

que la dinámica de z1 no depende del retardo, y su estabilidad se puede probar direc-

tamente. Si z1 es asintóticamente estable, la estabilidad de (51) es equivalente a la

estabilidad de

̇1(t) = A31(t) + B31(t − τ). (52)

Se sabe que el par (A3, B3) es controlable, pero ahora es el estado sin retardo 1(t) el

que puede considerarse como una entrada de control. Si el par (B3, A3) no es controla-

ble, entonces existe una transformación T̄−11 1 =





ξ1(t)

η1(t)



 que descompone el sistema
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como














ξ̇1(t)

η̇1(t)





ż1(t)











=















Aξ1 Aη1

0 0



 A2

0 A1

























ξ1(t)

η1(t)





z1(t)











+















Bξ1 Bη1

0 B1



 B2

0 0

























ξ1(t − τ)

η1(t − τ)





z1(t − τ)











. (53)

Si z1 es asintóticamente estable, la estabilidad del sistema (53) se determina me-

diante el análisis de una dinámica puramente retardada dada por

η̇1(t) = B1η1(t − τ), (54)

y una parte de dinámica mixta dada por

ξ̇1(t) = Aξ1ξ1(t) + Bξ1ξ1(t − τ). (55)

Este proceso se repite hasta que ya no es posible una descomposición adicional

que da como resultado una forma triangular por bloques, la cual está compuesta por

dinámicas no retardadas, dinámicas puramente retardadas y una parte de dinámica

mixta. De esta forma, el sistema (47) ha sido descompuesto en una forma más simple

para el análisis de estabilidad. Esto se resume en el siguiente algoritmo.

3.1. Algoritmo de descomposición para el análisis de estabilidad asintótica.

El sistema ̇(t) = A(t) + B(t − τ),  ∈ Rn puede ser descompuesto en una forma

más simple para el análisis de estabilidad con el siguiente procedimiento.

Paso 1.

Si el par (A,B) es controlable, definir 1(t) = (t). De otra forma, si el par (A,B)

no es controlable entonces existe una transformación





1(t)

z1(t)



 = T−11 (t) que
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descompone el sistema como





̇1(t)

ż1(t)



=





A3,1 A2,1

0 A1









1(t)

z1(t)



+





B3,1 B2,1

0 0









1(t−τ)

z1(t−τ)



.

cuya estabilidad es equivalente a la estabilidad de

̇1(t) = A3,11(t) + B3,11(t − τ),

ż1(t) = A1z1(t),
(56)

donde z1 ∈ Rs1 , A1 ∈ Rs1×s1 , y 1 ∈ Rℓ1 , A3,1, B3,1 ∈ R(ℓ0−s1)×(ℓ0−s1), con ℓ0 = n.

Si dim(z1) > 0, y A1 no es Hurwitz, el sistema (56) es inestable. Detenerse.

Si dim(1) < 2, o el par (B3,1, A3,1) es controlable, entonces el algoritmo conver-

gió; hacer ξ1(t) = 1(t) y detenerse.

De lo contrario, si el par (B3,1, A3,1) no es controlable existe una matriz de trans-

formación T̄−11 1 =





ξ1(t)

η1(t)



 que descompone al sistema (56) como















ξ̇1(t)

η̇1(t)





ż1(t)











=















Aξ1 Aη1

0 0



 0

0 A1

























ξ1(t)

η1(t)





z1(t)











+















Bξ1 Bη1

0 B1



 0

0 0

























ξ1(t−τ)

η1(t−τ)





z1(t−τ)











, (57)

cuya estabilidad es, a su vez, equivalente a la estabilidad de

ξ̇1(t) = Aξ1ξ1(t) + Bξ1ξ1(t − τ),

η̇1(t) = B1η1(t − τ),

ż1(t) = A1z1(t),

(58)

donde η1 ∈ Rp1 , B1 ∈ Rp1×p1 , y ξ1 ∈ Rℓ1 , Aξ1 , Bξ1 ∈ R
ℓ1×ℓ1 , con ℓ1 = ℓ0 − s1 − p1.
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Paso k.

Desde el paso k − 1 se ha definido

ξ̇k−1(t) = Aξk−1ξk−1(t) + Bξk−1ξk−1(t − τ),

η̇(t) = Bη(t − τ),

ż(t) = Az(t)  = 1, . . . , k − 1.

(59)

donde η ∈ Rp , B ∈ Rp×p , z ∈ Rs , A ∈ Rs×s and ξk−1 ∈ Rℓk−1 , Aξk−1 , Bξk−1 ∈

Rℓk−1×ℓk−1 .

Si dim(ξk−1) < 2 o el par (Aξk−1 , Bξk−1) es controlable, entonces el algoritmo con-

vergió. Detenerse.

De otra forma, si el par (Aξk−1 , Bξk−1) no es controlable, existe una transformación

T−1k ξk−1(t) =





k(t)

zk(t)



 que descompone el sistema (59) como





̇k(t)

żk(t)



 =





A3,k A2,k

0 Ak









k(t)

zk(t)



+





B3,k B2,k

0 0









k(t−τ)

zk(t−τ)





η̇(t) = Bη(t − τ),

ż(t) = Az(t)  = 1, . . . , k − 1,

cuya estabilidad es equivalente a la estabilidad de

̇k(t) = A3,kk(t) + B3,kk(t − τ),

żk(t) = Akzk(t),

η̇(t) = Bη(t − τ),

ż(t) = Az(t)  = 1, . . . , k − 1.

donde zk ∈ Rsk , Ak ∈ Rsk×sk y k ∈ Rℓk−1−sk , A3,k, B3,k ∈ R(ℓk−1−sk)×(ℓk−1−sk).

Si dim(k) < 2 o el par (B3,k, A3,k) es controlable entonces el algoritmo convergió,

hacer ξk(t) = k(t) y detenerse.

De lo contrario, si el par (B3,k, A3,k) no es controlable, existe una transformación
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T̄−1k k(t) =





ξk(t)

ηk(t)



 que descompone al sistema (60) como





ξ̇k(t)

η̇k(t)



 =





Aξk Aηk

0 0









ξk(t)

ηk(t)



+





Bξk Bηk

0 Bk









ξk(t − τ)

ηk(t − τ)





żk(t) = Akzk(t),

η̇(t) = Bη(t − τ),

ż(t) = Az(t)  = 1, . . . , k − 1,

cuya estabilidad es equivalente a la estabilidad de

ξ̇k(t) = Aξkξk(t) + Bξkξk(t − τ), (60)

η̇(t) = Bη(t − τ), (61)

ż(t) = Az(t)  = 1, . . . , k. (62)

donde η ∈ Rp , B ∈ Rp×p , z ∈ Rs , A ∈ Rs×s and ξk ∈ Rℓk , Aξk , Bξk ∈ R
ℓk×ℓk , con

ℓk = ℓk−1 − sk − pk.

El algoritmo terminará en un número finito de pasos n? ≤ n ya que en cada paso,

se reduce la dimensión de ξk o el algoritmo converge.

3.2. Resultado principal.

Ahora, podemos enunciar nuestro resultado principal de este capítulo.

Teorema 3.2 La estabilidad asintótica de la solución cero del sistema (47) es equiva-

lente a la estabilidad asintótica de la solución cero del sistema asociado (60) - (62).

La prueba se puede obtener directamente del algoritmo.

Observación 3.1 La estabilidad de (61) se puede probar usando el Teorema 2.5,

mientras que (62) es estable si y sólo si todos los A son Hurwitz.

Observación 3.2 Si dim(ξn?) = 1, la estabilidad (60) puede ser probada utilizando el
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Teorema de Hayes de la sección 2.6. Si n > dim(ξn?) > 1, entonces la estabilidad será

más sencilla de probar que la del sistema (47).

Observación 3.3 Si dim(ξn?) > 1, entonces la estabilidad de (60) puede ser probada

utilizando el Teorema 3.1 si existe una solución de (48) para Q(0).

3.2.1. Ejemplos.

Ejemplo 1 Consideremos el sistema

̇(t) = A(t) + B(t − 1), (63)

con

A =









0 0 1

−18 3 2

−24 4 −5









, B =









1 1 1

4 5 4

−2 −1 −2









.

El par (A,B) no es controlable; entonces la transformación T−11  =





1(t)

z1(t)



 con

T1 =









1 1 0

4 5 0

−2 −1 1









,

permite descomponer al sistema (63) como









̇1(t)

ż1(t)









=









0 0 3

−2 −1 −2

0 0 −1

















1(t)

z1(t)









+









−1 0 1

4 5 0

0 0 0

















1(t−1)

z1(t−1)









,

donde A3,1 =





0 0

−2 −1



 y B3,1 =





−1 0

4 5



, luego el par (A3,1, B3,1) es controlable, pero

podemos verificar la controlabilidad del par (B3,1, A3,1), el cual no es controlable. Así

se define la transformación T̄−11 1 =





ξ1(t)

η1(t)



 con T̄1 =





0 1

−2 0



 . Entonces el sistema
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con esta transformación es









ξ̇1(t)

η̇1(t)

ż1(t)









=









−1 1 1

0 0 3

0 0 −1

















ξ1(t)

η1(t)

z1(t)









+









5 −2 0

0 −1 1

0 0 0

















ξ1(t − 1)

η1(t − 1)

z1(t − 1)









, (64)

cuya estabilidad es equivalente a

ξ̇1(t) = −ξ1(t) + 5ξ1(t − 1),

η̇1(t) = −η1(t − 1),

ż1(t) = −z1(t), .

(65)

Comenzando el análisis de estabilidad, el estado z1 es asintóticamente estable. Luego,

el estado η1 de acuerdo al Teorema 2.5, es asintóticamente estable. El estado ξ1 no

cumple con el Teorema 2.3 entonces el sistema (63) no es estable.

Ejemplo 2 Considere el sistema

̇(t) = A(t) + B(t − 2); (66)

donde

A =









−7 −2 3

−5 −4 3

−5 −4 3









, B =









0 1 1

0 1 1

−0.25 1.75 0.5









.

El par (A,B) no es controlable. Entonces, se define la transformación T−11  =





1(t)

z1(t)





con

T1 =









0 1 1

0 1 0

−0.25 1.75 0









,

que descompone al sistema (66) como









̇1(t)

ż1(t)









=









−2.25 −11.25 −15

−0.75 −3.75 −5

0 0 −2

















1(t)

z1(t)









+









−1.25 9.75 1

−0.25 2.75 0

0 0 0

















1(t − 2)

z1(t − 2)









,
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donde A3,1 =





−2.25 −11.25

−0.75 −3.75



 y B3,1 =





−1.25 9.75

−0.25 2.75



, luego el par (A3,1, B3,1) es

controlable, pero el par (B3,1, A3,1) no lo es. Entonces una transformación T̄−11 1 =




ξ1

η1



 con

T̄1 =





−2.25 1

−0.75 0



 ,

descompone al sistema (67) como









ξ̇1(t)

η̇1(t)

ż1(t)









=









−6 1 6.6667

0 0 0

0 0 −2

















ξ1(t)

η1(t)

z1(t)









+









2 0.33 0

0 −0.5 1

0 0 0

















ξ1(t − 2)

η1(t − 2)

z1(t − 2)









.

cuya estabilidad es equivalente a

ξ̇1(t) = −6ξ1(t) + 2ξ1(t − 2),

η̇1(t) = −0.5η1(t − 2),

ż1(t) = −z1(t).

(67)

El estado z1 es asintóticamente estable, luego el estado η1 de acuerdo al Teorema

2.5 es asintóticamente estable, y finalmente el estado ξ1 cumple con el Teorema 2.3

entonces el sistema (66) es asintóticamente estable.

Ejemplo 3 Para el sistema

̇(t) = A(t) + B(t − 1); (68)

con

A =









−2 −1 −1

−2 −1 −1

−1.5 0.5 −3









, B =









1.5 1.5 −1

2.5 0.5 −1

3.5 −0.5 −1









.

En este caso el par (A,B) es controlable, entonces la transformación T1 corresponde a

la matriz identidad y T−11  =





1

z1



. El subsistema z1 es de dimensión cero entonces el
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sistema (68) queda como

̇1(t)=









−2 −1 −1

−2 −1 −1

−1.5 0.5 3









1(t)+









1.5 1.5 −1

2.5 0.5 −1

3.5 −0.5 −1









1(t − 1), (69)

donde A3,1 = A and B3,1 = B, luego el par (A3,1, B3,1) es controlable, pero el par (B3, A3)

no lo es. Entonces existe una transformación T̄−11 1 =





ξ1

η1



 con

T̄1 =









−2 −1 1

−2 −1 0

−1.5 0.5 0









,

que descompone al sistema (69) como









ξ̇1(t)

η̇1(t)









=









−4.1 −0.3 −1

0.7 −1.9 0

0 0 0

















ξ1(t)

η1(t)









+









2.7 2.1 −1.9

−0.9 −0.7 1.3

0 0 −1

















ξ1(t−1)

η1(t−1)









, (70)

donde Aξ1 =





−4.1 −0.3

0.7 −1.9



 y Bξ1 =





2.7 2.1

−0.9 −0.7



, luego el par (Bξ1 , Aξ1) es controla-

ble, pero el par (Aξ1 , Bξ1) es no controlable. Entonces la transformación T−12 ξ1 =





2

z2





con

T2 =





2.7 1

−0.9 0



 ,

puede descomponer al sistema (70) como









̇2(t)

ż2(t)

η̇1(t)









=









−4 −0.7778 0

0 −2 1

0 0 0

















2(t)

z2(t)

η1(t)









+









2 1 −1.4444

0 0 2

0 0 −1

















2(t − 1)

z2(t − 1)

η1(t − 1)









. (71)



32

De esta forma, la estabilidad de

̇2(t) = −42(t) + 22(t − 1)

ż2(t) = −2z2(t),

η̇1(t) = −η1(t − 1).

(72)

es equivalente a la estabilidad de (71). El estado η1 cumple con el Teorema 2.5 en-

tonces es asintóticamente estable, el estado z2 también lo es. Luego dim(2) < 2

entonces 2 = ξ2 en (72) y este cumple con el Teorema 2.3 entonces el sistema (68)

es asintóticamente estable.

3.3. Resumen.

En este capítulo se presentó uno de los resultados obtenidos en el trabajo de tesis,

el cual tiene como metodología base la separación de la parte controlable y la parte

no controlable de un SLR en el que la parte retardada se considera como una entrada

de control. Con este resultado algorítmico es posible analizar la estabilidad asintótica

de los SLR con retado simple, de características particulares, descomponiendo al sis-

tema en dinámicas más sencillas de analizar, esto permite aplicar algunos criterios de

estabilidad ya disponibles y se reduce así la dificultad en el análisis de estabilidad en

sistemas de orden elevado.
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Capítulo 4. Fórmulas generales para la parte real y par-

te imaginaria de la función característica cua-

sipolinomial.

En este capítulo se presenta una fórmula general para las ecuaciones requeridas

por el teorema de Pontryagin. Teniendo en cuenta que en la sección (2.4) se definieron

las funciones F(ω) y G(ω) que representaban la parte real y la parte imaginaria de la

función H(ω) dada por (14) y relacionada con los SLR de la forma (10). De esta ma-

nera se proponen las fórmulas generales de las funciones F(ω) y G(ω) primeramente

para el caso de retardo único, para todo orden n, distinguiendo el caso de orden par

y el caso de orden impar. También se presenta la prueba de estas fórmulas generales

para ambos casos partiendo del análisis de la estructura de la ecuación característica

H(s) = 0. Además, se utilizará la notación F(ω) = Fn,r(ω) y G(ω) = Gn,r(ω) para así

identificar el orden n del sistema al que está relacionada cada función y el número de

retardos r, siendo r = 1, el caso de retardo único.

4.1. Propuesta de fórmulas generales para el caso de retardo único.

Para el caso de retardo único (r = 1) se tiene que el sistema (10) queda de la forma

(n)(t) = −
n−1
∑

j=0

j,0
(j)(t) −

n−1
∑

j=0

j,1
(j)(t − 1), (73)

y su cuasipolinomio característico es de la forma

H(s) = snes +
n−1
∑

j=0

j,0s
jes +

n−1
∑

j=0

j,1s
j. (74)

Proposición. 1 Sea H(s) = Fn,1(ω) + Gn,1(ω) el cuasipolinomio característico del sis-

tema (73). Entonces

Fn,1(ω) = −αn,1 sen(ω) + βn,1 cos(ω) + γn,1, (75)

Gn,1(ω) = βn,1 sen(ω) + αn,1 cos(ω) + δn,1, (76)

donde αn,1, βn,1, γn,1 y δn,1 son coeficientes polinomiales en ω. Para el caso n impar
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(n = 2m + 1, m ≥ 0 ∈ Z) se definen como

α1,1(ω) = ω, β1,1(ω) = 0,0, γ1,1(ω) = 0,1, δ1,1(ω) = 0

α2m+1,1(ω) = (−1)mω2m+1 + α2m,1(ω),

β2m+1,1(ω) = (−1)mω2m(2m,0 − 1) + β2m,1(ω),

γ2m+1,1(ω) = (−1)mωn−12m,1 + γ2m,1(ω),

δ2m+1,1(ω) = δ2m,1(ω),

(77)

y para el caso n par (n = 2m, 0 <m ∈ Z) se definen como

α2m,1(ω) = (−1)m+1ω2m−1(2m−1,0 − 1) + α2m−1,1(ω),

β2m,1(ω) = (−1)mω2m + β2m−1,1(ω),

γ2m,1(ω) = γ2m−1,1(ω),

δ2m,1(ω) = (−1)m+1ω2m−12m−1,1 + δ2m−1,1(ω).

(78)

Demostración. Considere n = 1, así el sistema (73) queda de la forma

(n)(t) = −0,0(t) − 0,1(t − 1). (79)

Su cuasipolinomio característico es

H1,1(s) = es(s + 0,0) + 0,1. (80)

Si s = ω, queda

H1,1(ω) = eω(ω + 0,0) + 0,1, (81)

y por la identidad de Euler eω = cos(ω) +  sen(ω) se tiene

H1,1(ω) = [−ω sen(ω) + 0,0 cos(ω) + 0,1] + [0,0 sen(ω) + ω cos(ω)], (82)

cuyas partes real e imaginaria son

F1,1(ω) = −ω sen(ω) + 0,0 cos(ω) + 0,1, (83)

G1,1(ω) = 0,0 sen(ω) + ω cos(ω), (84)

respectivamente, con α1,1 = ω, β1,1 = 0,0, γ1,1 = 0,1 y δ1,1 = 0.
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Ahora considere el caso n del sistema (73), su cuasipolinomio característico está

dado por:

Hn,1(s)=es(sn+n−1,0sn−1+ ...+1,0s+0,0)+n−1,1sn−1+n−2,1sn−2+ ...+0,1. (85)

Si se tiene en cuenta que el cuasipolinomio característico para el caso n − 1 es

Hn−1,1(s) = es(sn−1 + ... + 1,0s + 0,0) + n−2,1sn−2 + ... + 0,1, (86)

entonces (85) se puede obtener de la siguiente fórmula recursiva

Hn,1(s) = es(sn + sn−1(n−1,0 − 1)) + n−1,1sn−1 + Hn−1,1(s). (87)

Con s = ω y utilizando la identidad de Euler eω = cos(ω) +  sen(ω) en (87) se tiene:

Hn,1(ω)=[cos(ω) +  sen(ω)][(ω)n + (ω)n−1(n−1,0 − 1)] + n−1,1(ω)n−1 +

Fn−1,1(ω) + Gn−1,1(ω), (88)

luego

Hn,1(ω) = (ω)n−1[((n−1,0 − 1) + ω) cos(ω) + (−ω + (n−1,0 − 1)) sen(ω)] +

(ω)n−1n−1,1 + Fn−1,1(ω) + Gn−1,1(ω). (89)

Para la función (89) se deben considerar 2 casos: caso n par, n = 2m y caso n

impar, n = 2m + 1, m ≥ 0. Para el caso n par (89) queda:

H2m,1(ω)=(−1)m(ω)2m−1[(ω+ (1−2m−1,0))cos(ω)+((2m−1,0−1)+ ω)sen(ω)]+

(−1)m2m−1,1 + F2m−1,1(ω) + G2m−1,1(ω), (90)
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luego

H2m,1(ω)=−
�

(−1)m+1ω2m−1(2m−1,0−1)+α2m−1,1(ω)
�

sen(ω)+γ2m−1,1(ω)+

+
�

(−1)m+1ω2m−1(2m−1,0 − 1) + α2m−1,1(ω)
�

cos(ω) + +δ2m−1,1(ω) +


�

(−1)mω2m + β2m−1,1(ω)
�

sen(ω) + (−1)m+1ω2m−12m−1,1 +
�

(−1)mω2m + β2m−1,1(ω)
�

cos(ω). (91)

Para el caso n impar (89) queda:

H2m+1,1(ω)=(−1)mω2m[((n−1,0−1)+ ω) cos(ω)+((n−1,0−1)−ω) sen(ω)]+

(−1)mn−1,1 + Fn−1,1(ω) + Gn−1,1(ω), (92)

luego

H2m+1,1(ω)=−
�

(−1)mω2m+1+α2m,1(ω)
�

sen(ω)+(−1)mω2m2m,1+γ2m,1(ω)+
�

(−1)mω2m(2m,0 − 1) + β2m,1(ω)
�

cos(ω) + +δ2m,1(ω) +


�

(−1)mω2m(2m,0 − 1) + β2m,1(ω)
�

sen(ω) +


�

(−1)mωn + α2m,1(ω)
�

cos(ω). (93)

Se puede notar que las ecuaciones (91) y (93) son de la forma

Hn,1(ω) = −αn,1 sen(ω) + βn,1 cos(ω) + γn,1 + 
�

βn,1 sen(ω) + αn,1 cos(ω) + δn,1
�

,

donde los coeficientes αn,1, βn,1, γn,1 y δn,1 están dados en (78) para el caso n par, y

en (77) para el caso n impar. �

Las fórmulas de los coeficientes para el caso de r = 1 en (78) y (77) se presentan

en la Tabla 1.

Tabla 1. Fórmulas recursivas de los coeficientes para r = 1

n impar n par

αn,1 (−1)
n−1
2 ωn + αn−1,1(ω) (−1)

n
2+1ωn−1(n−1,0 − 1) + αn−1,1(ω)

βn,1 (−1)
n−1
2 ωn−1(n−1,0 − 1) + βn−1,1(ω) (−1)

n
2ωn + βn−1,1(ω)

γn,1 (−1)
n−1
2 ωn−1n−1,1 + γn−1,1(ω) γn−1,1(ω)

δn,1 δn−1,1(ω) (−1)
n
2+1ωn−1n−1,1 + δn−1,1(ω)
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donde α1,1 = ω, β1,1 = 0,0, γ1,1 = 0,1 y δ1,1 = 0.

En la Tabla 2 se muestran los valores de dichos coeficientes para n = 1, ...,5, donde

se puede comprobar que las fórmulas de los coeficientes (77) y (78) reproducen dichos

resultados.

Tabla 2. Coeficientes para el caso r = 1

n αn,1 βn,1 γn,1 δn,1
1 ω 0,0 0,1 0
2 1,0ω 0,0 − ω2 0,1 1,1ω
3 1,0ω − ω3 0,0 − 2,0ω2 −2,1ω2+0,1 1,1ω
4 1,0ω−3,0ω3 0,0−2,0ω2+ω4 −2,1ω2+0,1 1,1ω−3,1ω3
5 1,0ω − 3,0ω3 + ω5 0,0 − 2,0ω2 + 4,0ω4 4,1ω4 − 2,1ω2 + 0,1 1,1ω − 3,1ω3

4.2. Estructura de la parte real y parte imaginaria de la función caracterís-

tica cuasipolinomial para múltiples retardos.

4.2.1. Caso de dos retardos.

Para el caso de número de retardos r = 2 se tiene que las funciones de la parte real

F(ω) y de la parte imaginaria G(ω) de la ecuación característica asociada son de la

forma:

Fn,2(ω) = −αn,2 sen(ω)+βn,2 cos(ω)−αn,1 sen(2ω)+βn,1 cos(2ω)+γn,2, (94)

Gn,2(ω) = βn,2 sen(ω)+αn,2 cos(ω)+βn,1 sen(2ω)+αn,1 cos(2ω)+δn,2. (95)

Para este caso se cumple que αn,1 y βn,1 son los mismos coeficientes de la sección

anterior. Por lo tanto los nuevos valores de αn,2 y βn,2 y de γn,2 y δn,2 para n = 1, ...,5,

se muestran en la Tabla 3.

Tabla 3. Coeficientes para el caso r = 2

n αn,2 βn,2 γn,2 δn,2
1 0 0,1 0,2 0
2 1,1ω 0,1 0,2 1,2ω
3 1,1ω 0,1 − 2,1ω2 −2,2ω2 + 0,2 1,2ω
4 1,1ω − 3,1ω3 0,1 − 2,1ω2 −2,2ω2 + 0,2 1,2ω − 3,2ω3
5 1,1ω − 3,1ω3 0,1 − 2,1ω2 + 4,1ω4 4,2ω4 − 2,2ω2 + 0,2 1,2ω − 3,2ω3



38

4.2.2. Caso de tres retardos.

Para el caso r = 3 tienen la siguiente forma:

Fn,3(ω) = −αn,3 sen(ω)+βn,3 cos(ω)−αn,2 sen(2ω)+βn,2 cos(2ω)+

−αn,1 sen(3ω)+βn,1 cos(3ω)+γn,3, (96)

Gn,3(ω) = βn,3 sen(ω)+αn,3 cos(ω)+βn,2 sen(2ω)+αn,2 cos(2ω)+

+αn,1 sen(3ω)+βn,1 cos(3ω)+δn,3. (97)

Para este caso se cumple que αn,1, βn,1, αn,2 y βn,2 ya se encuentran en las tablas

anteriores. Por lo tanto los nuevos valores de αn,3 y βn,3 y de γn,3 y δn,3 para n = 1, ...,5,

se muestran en la Tabla 4.

Tabla 4. Coeficientes para el caso r = 3

n αn,3 βn,3 γn,3 δn,3
1 0 0,2 0,3 0
2 1,2ω 0,2 0,3 1,3ω
3 1,2ω 0,2 − 2,2ω2 −2,3ω2 + 0,3 1,3ω
4 1,2ω − 3,2ω3 0,2 − 2,2ω2 −2,3ω2 + 0,3 1,3ω − 3,3ω3
5 1,2ω − 3,2ω3 0,2 − 2,2ω2 + 4,2ω4 4,3ω4 − 2,3ω2 + 0,3 1,3ω − 3,3ω3

4.2.3. Fórmulas generales para el caso de múltiples retardos.

Para el caso general las fórmulas generadoras de estas funciones de la parte real y

parte imaginaria del cuasi-polinomio asociado al polinomio característico de orden n y

un número de retardos máximo r son

Fn,τ(ω) =
τ
∑

k=1

�

−αn,k sen[(τ − k + 1)ω] + βn,k cos[(τ − k + 1)ω]
	

+ γn,τ, (98)

Gn,τ(ω) =
τ
∑

k=1

�

βn,k sen[(τ − k + 1)ω] + αn,k cos[(τ − k + 1)ω]
	

+ δn,τ. (99)
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4.3. Resumen.

En este capítulo se propusieron las fórmulas generales para las funciones F(ω) y

G(ω), las cuales son las funciones de parte real y parte imaginaria respectivamente de

la función característica del sistema (73). Estas fórmulas son de gran utilidad debido

a que sólo se requiere de los parámetros del sistema y del valor del orden n para

obtener los coeficientes que dependen de ω; por lo tanto este resultado puede ser

utilizado para enunciar las condiciones de estabilidad en función a los coeficientes

que pueden ser generados mediante las fórmulas de la Tabla 1.
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Capítulo 5. Condiciones de estabilidad y regiones de es-

tabilidad.

En este capítulo se presentan resultados de las condiciones de estabilidad para los

SLR de orden n. En la sección (2.4) se definieron las funciones F(ω) y G(ω) que repre-

sentaban la parte real y la parte imaginaria de la función H(s) respectivamente dada

por (14) relacionada con los SLR de la forma (10). Así en la sección 5.1 se presentan

las condiciones de estabilidad asintótica para los SLR para el caso de retardo único y

orden n de la forma (73), las cuales van a acompañadas de sus respectivas demos-

traciones. Posteriormente, se dedicará la sección 5.1.1 a explicar algunas formas ma-

triciales peculiares, específicamente hablando de la conocida matriz de rotación que

fueron de gran ayuda para lograr entender el teorema de Pontryagin y su significado

geométrico.

En la segunda parte de este capítulo se estudiarán las regiones de estabilidad para

el caso de retardo único del sistema (10), específicamente para los sistemas de primer

y segundo orden, los cuales siguen la línea de los presentados en la sección 5.1 pero

de manera específica para cada orden del sistema.

5.1. Condiciones de estabilidad.

Proposición. 2 El origen del sistema lineal con retardo de la forma (73) es asintóti-

camente estable si los parámetros del sistema cumplen con

0,0 + 0,1 > 0, 0,0 + 1,0 + 1,1 > 0, (100)

y si el sistema se encuentra en la unión de las siguientes regiones:

Región 1:
�

|[γ(ω), δ(ω)] |∞ < |[α(ω), β(ω)] |2
	

. (101)

Región 2:

�

Λ(ω) = 0,
�

d

dω
Λ(ω) − (ω)

�

sgn(F(ω)) > 0, 0 < ω < π

�

, (102)
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donde

Λ(ω) = γ cos(ω) + δ sin(ω) + β, (103)

(ω) = −γ sen(ω) + δ cos(ω) + α, (104)

F(ω) = −α sen(ω) + β cos(ω) + γ. (105)

Demostración. Para probar la condición dada por (101) se tiene que aplicando las

siguientes identidades trigonométricas:

− sen(ω) + b cos(ω) =
p

2 + b2 cos(ω + tn2(, b)),

 sen(ω) + b cos(ω) =
p

2 + b2 sen(ω + tn2(b, ));
(106)

en las funciones F(ω) y G(ω), sus raíces están en:

F(ω) =
q

α2 + β2 cos(ω + tn2(α, β)) + γ = 0,

G(ω) =
q

α2 + β2 sen(ω + tn2(α, β)) + δ = 0;
(107)

las cuales son reales si
|γ|

q

α2 + β2
≤ 1 ,

|δ|
q

α2 + β2
≤ 1. (108)

Por lo tanto, descartando la igualdad, ya que esto haría que el sistema sea estable

pero no asintóticamente estable, entonces surge la condición

�

[γ(ω), δ(ω)]∞ < [α(ω), β(ω)]2
	

. (109)

Para demostrar la región 2 primero se tiene que para F(ω) = −α sen(ω)+β cos(ω)+

γ, G(ω) = β sen(ω) + α cos(ω) + δ; la desigualdad presentada en el criterio 2 del Teore-

ma 2.1 de Pontryagin:

F′(ω)G(ω) − F(ω)G′(ω) < 0, (110)
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puede ser expresada de la forma

�

α
dγ

dω
+
�

−
dα

dω
− β

�

γ +
�

dβ

dω
− α

�

δ − β
dδ

d

�

cos(ω) +
�

β
dγ

dω
+
�

α −
dβ

dω

�

γ + α
dδ

dω
−
�

dα

dω
+ β

�

δ

�

sen(ω) +

δ

�

dγ

dω

�

−
dδ

dω
γ + α

�

dβ

dω

�

− β2 −
dα

dω
β − α2 < 0, (111)

que puede agruparse como

�

−
dα

dω
− β

�

(γ cos(ω) + δ sen(ω) + β) +
�

−α +
dβ

dω

�

(δ cos(ω) −

γ sen(ω)+α) +
dγ

dω
G(ω) −

dδ

dω
F(ω) < 0. (112)

Se definen las funciones

Λ(ω) := F(ω) cos(ω) + G(ω) sen(ω) = γ cos(ω) + δ sen(ω) + β, (113)

(ω) := F(ω) sen(ω) − G(ω) cos(ω) = −γ sen(ω) + δ cos(ω) + α, (114)

y utilizando esto se reescribe la ecuación (5.1) como

�

α −
dβ

dω

�

(ω) −
dγ

dω
G(ω) +

dδ

dω
F(ω) >

�

dα

dω
− β

�

Λ(ω). (115)

Luego, haciendo Λ(ω) = 0, y multiplicando la desigualdad por sen(ω) > 0 para 0 <

ω < π se tiene:

��

α −
dβ

dω

�

(ω) −
dγ

dω
G(ω) +

dδ

dω
F(ω)

�

sen(ω) > 0, 0 < ω < π (116)

Sin embargo, Λ(ω) = 0 implica G(ω) sen(ω) = −F(ω) cos(ω), de donde

(ω) sen(ω) = (−F(ω) sen(ω) + G(ω) cos(ω)) sen(ω) = −F(ω), (117)

por lo tanto la condición se resume a

�

dγ

dω
cos(ω) +

dδ

dω
sen(ω) − α +

dβ

dω

�

sgn(F(ω)) > 0, 0 < ω < π (118)
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Por último, se tiene que dγ
dω cos(ω) +

dδ
dω sen(ω) − α +

dβ
dω =

d
dωΛ(ω) − (ω), por lo que

finalmente queda
�

d

dω
Λ(ω) − (ω)

�

sgn(F(ω)) > 0. (119)

De esta forma se llega a la condición escrita como

�

Λ(ω) = 0,
�

d

dω
Λ(ω) − (ω)

�

sgn(F(ω)) > 0
�

. (120)

Posteriormente, teniendo en cuenta de nuevo que el criterio 2 del Teorema 2.1 de

Pontryagin indica que para toda ω real se cumpla la desigualdad (110) y evaluando en

ω = 0 a (110), se tiene que para los SLR de orden n > 1 queda

(0,0 + 1,1 + 1,0)(0,1 + 0,0) > 0. (121)

En la sección 5.2 la condición de estabilidad 0,1 + 0,0 > 0 entonces para que se

cumpla la desigualdad (121) se necesita que 0,0 + 1,1 + 1,0 > 0. De esta forma se

tienen las condiciones necesarias de estabilidad asintótica para el sistema (10) para

el caso de retardo único siguientes

(0,1 + 0,0) > 0, (0,0 + 1,1 + 1,0) > 0. (122)

�

5.1.1. Matriz de transformación.

Como se demostró en la sección 4.1, las funciones F(ω) y G(ω) son de la forma

F(ω) = −α sen(ω) + β cos(ω) + γ, (123)

G(ω) = β sen(ω) + α cos(ω) + δ, (124)

lo que es igual a




F(ω)

G(ω)



 = R(ω)





β

α



+





γ

δ



 . (125)
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donde R(ω) =





cos(ω) − sen(ω)

sen(ω) cos(ω)



 es una matriz de rotación. Se definen ahora las

funciones λ(ω) y (ω) de la siguiente forma

(ω) := −F(ω) sen(ω) + G(ω) cos(ω) (126)

Λ(ω) := F(ω) cos(ω) + G(ω) sen(ω), (127)

lo que se puede traducir a





Λ(ω)

(ω)



 = R−1(ω)





F(ω)

G(ω)



 . (128)

Con esto se puede ver que las funciones dadas por (ω) y Λ(ω) son generadas

mediante la rotación del espacio generado por las funciones F(ω) y G(ω). La matriz de

rotación tiene la propiedad de ser invertible, por lo tanto, se puede pasar al espacio

de (ω) y Λ(ω) y regresarse al espacio de F(ω) y G(ω).

5.1.2. Resumen.

En esta sección se presentaron otros resultados del trabajo de investigación reali-

zado, en cumplimiento con el objetivo de la tesis. Se propusieron las condiciones de

estabilidad asintótica para los SLR de orden n, con sus respectivas demostraciones ma-

temáticas. Posteriormente, se expuso una interpretación matricial que tiene relación

con las funciones asignadas para las condiciones de estabilidad encontradas, donde

se pudo ver que se involucra a la matriz de rotación. Resultó en que estas funciones

asignadas son generadas mediante la rotación del espacio generado por las funciones

de parte real F(ω) y parte imaginaria G(ω) de la función cuasipolinomial caracterís-

tica de cada SLR. Estos resultados son de gran importancia debido a que a partir de

estas condiciones de estabilidad se pueden caracterizar las regiones paramétricas de

estabilidad para cada caso.
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5.2. Regiones de estabilidad para los SLR de primer orden y retardo único.

Para el caso en el que el sistema (10) es de primer orden y de retardo único, n =

r = 1, el SLR es de la forma

̇(t) = −0,0(t) − 0,1(t − 1). (129)

Se sabe que existe un resultado en la literatura actual que permite obtener las

regiones de estabilidad para este tipo de sistemas, este es el trabajo de (Hayes, 1950),

el cual se expuso en la sección 2.6. En esta sección se presenta un resultado el cual

es equivalente al trabajo citado pero con una propuesta más sencilla en cuanto a su

verificación, y un procedimiento distinto para su obtención. A continuación se expone

el resultado obtenido.

Proposición. 3 El SLR de la forma (129) es asintóticamente estable si el sistema se

encuentra en
�

(0,0, 0,1)|0,0 + 0,1 > 0,
�

�

�

�

0,1

0,0

�

�

�

�

< 1
�

, (130)

o en
�

(0,0, 0,1)|0,0 = −0,1 cos(ω), sgn(F1(ω)) < 0, 0 < ω < π
	

. (131)

Es decir, si los parámetros del sistema se encuentran dentro de la región paramétrica

que se muestra en la Figura 4.

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema de Pontryagin, el cuasipolinomio ca-

racterístico del sistema (129) es

H1,1(s) = es(s + 0,0) + 0,1, (132)

cuyas partes real e imaginaria son

F1,1(ω) = −ω sen(ω) + 0,0 cos(ω) + 0,1, (133)

G1,1(ω) = 0,0 sen(ω) + ω cos(ω). (134)

Para probar la región de estabilidad (130), se pueden aplicar las identidades trigono-
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Figura 4. Regiones paramétricas de estabilidad asintótica para el SLR de primer orden (129).

métricas dadas en 106 a las ecuaciones de la funciones (133) y (134), así quedan

como:

F1(ω) =
r

20,0 + ω
2 cos(ω + tn2(ω,0,0)) + 0,1, (135)

G1(ω) =
r

20,0 + ω
2 sen(ω + tn2(ω,0,0)). (136)

Las raíces de (133) y (134) se encuentran en

cos(ω + tn2(ω,0,0)) = −
0,1

Ç

ω2 + 20,0
, (137)

y

sen(ω + tn2(ω,0,0)) = 0, (138)

respectivamente. Como se puede ver, la función | cos(ω + tn2(ω,0,0))| ≤ 1, enton-

ces si las raíces de F1(ω) son reales se cumple que:

|0,1|
Ç

ω2 + 20,0
≤ 1. (139)

Luego, una condición suficiente de estabilidad asintótica indicado en el criterio 2 del
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Figura 5. Región aparente de raíces reales para F1(ω) y G1(ω).

Teorema 2.1 de Pontryagin es que las raíces de F1(ω) y G1(ω) sean reales. Para este

caso se puede ver que las raíces de G1(ω) siempre son reales; sin embargo, analizando

las raíces de F1(ω), si 0,0 6= 0, una condición suficiente de estabilidad asintótica es

que
�

�

�

0,1
0,0

�

�

� < 1. Esta región paramétrica se puede ver en la Figura 5.

Teniendo en cuenta el criterio 3 del Teorema 2.1 de Pontryagin, el cual indica que

en el intervalo de −2Kπ + η ≤ ω ≤ 2Kπ + η las funciones Fn(ω) y Gn(ω) deben tener

4K + 1 raíces; para K = 1 entonces en −2π + η ≤ ω ≤ 2π + η deben haber 5 raíces. De

(134) se puede ver que las raíces G1(ω) están en

tn(ω) = −
ω

0,0
. (140)

En la Figura 6 se muestran los puntos que representan las raíces de G1(ω) para cada

caso: cuando (0,0<0) y cuando (0,0>0).

Se puede notar que para el caso (0,0 > 0) hay 5 intersecciones (raíces); sin embar-

go, para el caso (0,0 < 0) sólo se tienen 3 raíces. Por lo tanto esto descarta la región

de (0,0 < 0) de la Figura 5 como región de estabilidad. Además aquí se comprueba la

condición necesaria de estabilidad (154). Y queda que la región está dada por

�

(0,0, 0,1)|0,0 + 0,1 > 0,
�

�

�

�

0,1

0,0

�

�

�

�

< 1
�

, (141)

que está representada en la Figura 7.



48

Figura 6. Raíces de G1(ω) para caso (0,0 < 0) y (0,0 > 0).

Figura 7. Región 1 de estabilidad asintótica del SLR de primer orden.
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Para obtener la región de estabilidad (131) se analiza el criterio 2 del Teorema 2.1

de Pontryagin, el cual indica que una condición suficiente es que las funciones F1(ω) y

G1(ω) satisfagan la desigualdad

∇ω = F1ω)G′1(ω) − F
′
1(ω)G1(ω) > 0. (142)

para al menos un valor de ω. Por lo tanto se tiene que (142) queda como

∇ω = ω(ω − 0,1 sen(ω)) + (0,0 + 1)(0,0 + 0,1 cos(ω)) > 0, (143)

si 0,0 = −0,1 cos(ω) entonces (143) es

ω(ω − 0,1 sen(ω)) > 0. (144)

Ahora si se multiplica a (144) por sen(ω), esto no afecta la desigualdad si se tiene en

cuenta para ω ∈ (0, π) donde sen(ω) > 0, así queda

ω(ω sen(ω) − 0,1 sen2(ω)) > 0, 0 < ω < π, (145)

y utilizando la identidad trigonométrica

sen2(ω) + cos2(ω) = 1, (146)

se llega a

ω(ω sen(ω) − 0,1 + 0,1 cos2(ω)) > 0, 0 < ω < π, (147)

pero como se analiza el caso 0,0 = −0,1 cos(ω) en (147) se tiene

ω(ω sen(ω) − 0,1 − 0,0 cos(ω)) > 0, 0 < ω < π, (148)

luego, tomando en cuenta la ecuación (133), se puede escribir como

− ωF1(ω) > 0, 0 < ω < π, (149)

y a su vez es igual a

sgn(F1(ω)) < 0, 0 < ω < π. (150)
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Figura 8. Región 2 de estabilidad asintótica del SLR de primer orden.

Así la región 2 de estabilidad queda como

�

(0,0, 0,1)|0,0 = −0,1 cos(ω), sgn(F1(ω)) < 0, 0 < ω < π
	

. (151)

Para graficar esta región obtenida se procede a obtener la curva límite, para ello se

puede tener en cuenta la igualdad 0,0 = −0,1 cos(ω) en F1(ω) = 0, entonces se tiene

que la curva paramétrica límite de la región 2 dada por:

0,0 = −
ω cos(ω)

sen(ω)
, 0,1 =

ω

sen(ω)
, (152)

para ω ∈ (0, π). La Figura 8 representa a la región (151).

�

5.2.1. Resumen.

En esta sección se presentó la caracterización de las regiones de estabilidad de

los SLR de primer orden teniendo en cuenta que actualmente se tiene en la literatura

el resultado de Hayes (Hayes, 1950). En la sección 5.2 se lograron obtener las regio-
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nes paramétricas que son equivalentes al trabajo de (Hayes, 1950) pero utilizando

un procedimiento distinto, de esta forma se obtuvieron condiciones en función a los

parámetros del sistema en cuestión (0,0, 0,1); además se puede notar que la región

dada por (130) es independiente del valor del retardo τ mientras que la región (131)

es dependiente de τ, teniendo en cuenta que 0,0 = b0,0τ y 0,1 = b0,1τ.

5.3. Regiones de estabilidad para los SLR de segundo orden y retardo único.

Se considera ahora el caso de que el sistema (10) sea de segundo orden y de

retardo único, es decir con n = 2 y r = 1, entonces el SLR es de la forma

̈(t) = −0,0(t) − 0,1(t − 1) − 1,0̇(t) − 1,1̇(t − 1). (153)

Observación 5.1 Cabe aclarar que los parámetros del sistema de segundo orden

serán agrupados en forma de coordenadas rectangulares, definiendo A0 como un

punto cuyas coordenadas son (0,0, 0,1) y A1 es otro punto cuyas coordenadas son

(1,0, 1,1), esto con el fin de facilitar graficar las regiones de estabilidad.

Teorema 5.1 Sea A0 = (0,0, 0,1) y A1 = (1,0, 1,1). El SLR de la forma (153) es

asintóticamente estable si y sólo

0,0 + 0,1 > 0, 0,0 + 1,0 + 1,1 > 0 (154)

y si el sistema se encuentra en la unión de las siguientes regiones:

Región 1:

U1=

(

(A0, A1)|0,0 − 0,1 ≥ π2, 0,0 ≤
21,0

2
, 1,0 + 1,1 > 0, 1,0 − 1,1 > 0

)

.

(155)

Región 2:

U2=

(

(A0, A1)|0,0 − 0,1 ≥ π2, 0,0 >
21,0

2
, 1,0 + 1,1 > 0, 1,0 − 1,1 > 0

)

,

(156)
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que verifiquen

0,1 < |c|, c = |1,0|

√

√

√

0,0 −
21,0

4
. (157)

Región 3:

U3 =
�

(A0, A1)|0,0 − 0,1 < π2, 1,0 + 1,1 > 0, 1,0 − 1,1 > 0
	

, (158)

que verifiquen si ∃ ω ∈ (0, π) tal que 1,1ω sen(ω)+0,1 cos(ω)−ω2+0,0=0, y

�

(1,1 sen(ω) − (2 + 1,0)ω) sgn(F2(ω)) > 0
	

. (159)

Además, si 0,0 >
21,0
2 entonces se debe cumplir (157).

Región 4:

U4 =

¨

A1|1,0 + 1,1 > 0, 1,0 − 1,1 > 0, 0 ≤ 1,1 − 1,0 < 2, 1,0 + 1,1 > −
π2

2

«

∩
�

A0|0,0 − 0,1 < π2
	

, (160)

que verifiquen si ∃ ω ∈ (0, π) tal que 1,1ω sen(ω)+0,1 cos(ω)−ω2+0,0 = 0, y

que cumpla (159).

Demostración.

Teniendo en cuenta de nuevo el teorema de Pontryagin, se puede analizar la esta-

bilidad del sistema (153) a partir de las funciones:

F2(ω) = −1,0ω sen(ω) + (0,0 − ω2) cos(ω) + 0,1, (161)

G2(ω) = (0,0 − ω2)ω sen(ω) + 1,0ω cos(ω) + 1,1ω. (162)

que corresponden a la parte real e imaginaria respectivamente de la función cuasipo-

linomial característica relacionada con (153).
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Condición (157) de U2 y U3.

Aplicando las identidades trigonométricas (106) a las funciones F2(ω) de (161) y

G2(ω) de (162) quedan como:

F2(ω) =
r

21,0ω
2 + (0,0 − ω2)2 cos(ω + tn2(1,0ω,0,0 − ω2)) + 0,1, (163)

G2(ω) =
r

21,0ω
2 + (0,0 − ω2)2 cos(ω + tn2(1,0ω,0,0 − ω2)) + 1,1ω. (164)

Las raíces de (161) y (162) se encuentran en

cos(ω + tn2(1,0ω,0,0 − ω2)) = −
0,1

Ç

21,0ω
2 + (0,0 − ω2)2

, (165)

sen(ω + tn2(1,0ω,0,0 − ω2)) = −
1,1ω

Ç

21,0ω
2 + (0,0 − ω2)2

. (166)

respectivamente. Una condición de estabilidad asintótica indicado en el criterio 2 del

Teorema de Pontryagin es que las raíces de F2(ω) y G2(ω) sean reales. Elevando al

cuadrado (165) y (166) y usando (146) se puede ver que si las raíces de F2(ω) y G2(ω)

son reales se cumple que:

�

||[0,1, 1,1ω] ||∞ <
�

�

�

�[−1,0ω,0,0 − ω2]
�

�

�

�

2

	

; (167)

lo que implica que se deben verificar

|0,1| <
�

�

�

�[−1,0ω,0,0 − ω2]
�

�

�

�

2 , |ω| ≤
�

�

�

�

0,1

1,1

�

�

�

�

, (168)

|1,1ω| <
�

�

�

�[−1,0ω,0,0 − ω2]
�

�

�

�

2 , |ω| >
�

�

�

�

0,1

1,1

�

�

�

�

. (169)

La condición (168) presenta dos casos: la función
Ç

21,0ω
2 + (0,0 − ω2)2 puede

presentar uno o dos mínimos. Entonces calculándolos se tiene que los puntos críticos

se encuentran en los valores de ω cuando

d
�
Ç

21,0ω
2 + (0,0 − ω2)2

�

dω
=
−4(0,0 − ω2)ω + 221,0ω

2
Ç

21,0ω
2 + (0,0 − ω2)2

= 0. (170)
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Así un máximo local está en ω1 = 0 y los dos mínimos en

ω2,3 = ±

√

√

√

0,0 −
21,0

2
. (171)

los cuales existen cuando 0,0 >
21,0
2 . La condición (168) en el máximo local ω1 = 0,

junto con la condición de estabilidad necesaria (154), implica que se debe cumplir que

|0,1| < |0,0| . (172)

Luego verificando la condición (168) para los mínimos en ω2,3, se tiene

�

�

�∗0,1

�

�

� <
�

�

�∗1,0

�

�

�

√

√

√

∗0,0 −
(∗1,0)

2

4
, (173)

donde el ∗ indica que son para valores constantes dados. Por lo tanto, la región de

estabilidad está formada primeramente por

|0,1| < |0,0| , 0,0 + 0,1 > 0 (174)

y para ∗0,0 >
(∗1,0)

2

2 dentro de la región (174) se debe cumplir (173).

Luego, la metodología a utilizarse para verificar la condición (169) consiste en ana-

lizarla en el punto exacto cuando se da la igualdad, es decir cuando

21,1ω
2 = 21,0ω

2 + (0,0 − ω2)2, (175)

donde se tiene que

ω2 =
20,0 − 21,0 + 

2
1,1 ±

r

(21,1 − 
2
1,0)(

2
1,1 − 

2
1,0 + 40,0)

2
. (176)

Para que la condición (169) siempre se cumpla se necesita que ω2 6∈ R+ . Esto puede

ocurrir cuando

(21,1 − 
2
1,0)(

2
1,1 − 

2
1,0 + 40,0) < 0. (177)

Es decir, 21,1 − 
2
1,0 < 0 y 21,1 − 

2
1,0 + 40,0 > 0 satisface (177): esto implicaría que
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0,0 >
21,0−

2
1,1

4 ; lo cual tiene sentido, debido a que se encuentra dentro de la región de

estabilidad (174) cuando 0,0 es positivo. Entonces la región del punto A1(1,0, 1,1)

que satisface (167) es

21,1 − 
2
1,0 < 0. (178)

Condición (159) de U3 y U4.

El criterio 2 del Teorema 2.1 de Pontryagin indica que una condición suficiente es

que las funciones F2(ω) y G2(ω) satisfagan la desigualdad

∇ω = F2ω)G′2(ω) − F
′
2(ω)G2(ω) > 0. (179)

para al menos un valor de ω. Por lo tanto de (161) y de (162) se tiene que (179) es

�

0,00,1 + 0,11,0 + 0,01,1 + ((1 + 1,0)1,1 − 0,1)ω2
�

cos(ω)+
�

(0,01,1 − 0,11,0 − 20,1)ω − 1,1ω3
�

sen(ω)+

ω4 + (−20,0 + 1,0 + 21,0)ω
2 + 0,11,1 + 0,01,0 + 20,0 > 0. (180)

y reagrupando se obtiene

�

−1,0ω sen(ω) + (0,0 − ω2) cos(ω) + 0,1
�

1,1 + (2 + 1,0)1,0ω2+

(1,0 + 0,0 − ω2)(1,1ω sen(ω) + 0,1 cos(ω) − ω2 + 0,0)+

−0,1(2 + 1,0)ω sen(ω) + (2 + 1,0)1,1ω2 cos(ω) > 0,

que junto con (161), da

(1,0+0,0−ω2)(1,1ωsen(ω)+0,1cos(ω)−ω2+0,0)+1,1F2(ω)+

−(2 + 1,0)ω (0,1 sen(ω) − 1,1ω cos(ω) − 1,0ω) > 0. (181)

Si existe un valor de ω tal que

1,1ω sen(ω) + 0,1 cos(ω) − ω2 + 0,0 = 0, (182)
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y multiplicando ambos lados por sen(ω) > 0 con ω ∈ (0, π), se tiene que la desigual-

dad (181) es

1,1 sen(ω)F2(ω)− (2+1,0)ω
�

0,1 sen2(ω) − 1,1ω sen(ω) cos(ω) − 1,0ω sen(ω)
�

> 0.

Luego, utilizando la identidad trigonométrica (146) se puede ver que

−(2 + 1,0)ω
�

0,1 − 0,1 cos2(ω) − 1,1ω sen(ω) cos(ω) − 1,0ω sen(ω)
�

1,1 sen(ω)F2(ω) > 0, (183)

pero además la ecuación (182) implica que −1,1ω sen(ω) − 0,1 cos(ω) = −ω2 + 0,0.

Sustituyendo esto en (183) queda

[1,1 sen(ω) − (2 + 1,0)ω] F2(ω) > 0, (184)

que se puede expresar como

[1,1 sen(ω) − (2 + 1,0)ω] sgn(F2(ω)) > 0, 0 < ω < π. (185)

Así, una región de estabilidad consiste en que se cumpla (182), y se satisfaga (185).

Región de A0 de U3 y U4.

La metodología para hallar las regiones encerradas por la condición (185) cuando

∃ω ∈ (0, π) tal que cumpla (182) consiste en analizar a las funciones F2(ω) de (161)

y G2(ω) de (162) en el punto en el que ambas son cero. Entonces de F2(ω) = 0 y

G2(ω) = 0 para ω ∈ (0, π) se obtiene la curva paramétrica dada por los valores para

0,0 y 0,1 en función a ω y al punto A1(1,0, 1,1) donde

(0,0, 0,1) =

�

−1,1ω − 1,0ω cos(ω) + ω2 sen(ω)

sen(ω)
,
1,0ω + 1,1ω cos(ω)

sen(ω)

�

. (186)

De la misma forma se pueden obtener obtener las valores para 1,0 y 1,1 en función

a ω y al punto A0(0,0, 0,1) donde

(1,0, 1,1) =

�

0,1 + (0,0 − ω2) cos(ω)

ω sen(ω)
,
−0,1 cos(ω) − 0,0 + ω2

ω sen(ω)

�

. (187)
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Si se analiza la curva límite dada en (186) cuando ω → 0 para hallar su punto de

inicio A0(0,0, 0,1) se obtiene

A0(0,0, 0,1) = [−1,0 − 1,1 , 1,0 + 1,1] . (188)

La curva límite representada por (187) la cual se da en ω ∈ (0, π) debe cumplir con

la condición necesaria de estabilidad presentada en (154) la cual es 1,1+1,0+0,0 >

0, por lo que se tiene que

1,1 + 1,0 + 0,0 =
0,1 − 0,0 + ω2 + (0,0 − 0,1 − ω2) cos(ω)

ω sen(ω)
+ 0,0 > 0, (189)

donde ω sen(ω) > 0 en ω ∈ (0, π), entonces queda verificar

0,1 − 0,0 + ω2 + (0,0 − 0,1 − ω2) cos(ω) + 0,0ω sen(ω) > 0, (190)

entonces de (190) cuando ω→ π se tiene que una recta límite de la región de estabili-

dad es

0,0 − 0,1 < π2. (191)

Región de estabilidad de A1.

Las regiones de estabilidad para el punto A1(1,0, 1,1) se obtienen analizando la

curva paramétrica (186) la cual debe encerrar la región que satisfaga la condición ne-

cesaria de estabilidad 0,0+0,1 > 0. Se puede hallar la pendiente de la recta tangente

a la curva (186) en su punto inicial, es decir en el punto A0 = [−1,0 − 1,1 , 1,0 + 1,1]

dado en (188). Entonces procediendo con el cálculo se tiene que la pendiente de la

recta tangente a la curva es

d0,1

d0,0
=

d0,1

dω

dω

d0,0

=
−1,1ω − 1,0ω cos(ω) + (1,1 cos(ω) + 1,0) sen(ω)

2ω sen2(ω) − (1,1 + 1,0 cos(ω)) sen(ω) + 1,1ω cos(ω) + 1,0ω
,
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y en ω = 0, es decir para el punto inicial da

ĺım
ω→0

d (−1,1ω − 1,0ω cos(ω) + (1,1 cos(ω) + 1,0) sen(ω)) /dω

d
�

2ω sen2(ω) − (1,1 + 1,0 cos(ω)) sen(ω) + 1,1ω cos(ω) + 1,0ω
�

/dω
=

1,0−21,1

6 + 21,0 − 1,1
. (192)

Luego, teniendo en cuenta que el límite de estabilidad se da cuando la pendiente

de esta curva en su punto inicial tiende a la pendiente de la recta 0,0 + 0,1 = 0, es

decir cuando 0,1
0,0

> −1 entonces se tiene que (192) bajo esta condición es

1,1 − 1,0 < 2. (193)

El punto inicial de la curva dada por (186), obtenido en (188), A0(0,0, 0,1) =

[−1,0 − 1,1 , 1,0 + 1,1] debe cumplir con el resultado obtenido en (191), que re-

presenta a la recta 0,0 − 0,1 < π2, la cual limita a la región de estabilidad dada por

(186), esto es:

0,0 − 0,1 = (−1,0 − 1,1) − (1,0 + 1,1) < π2, (194)

por lo tanto resulta que

1,0 + 1,1 > −
π2

2
. (195)

Además recordando que la condición 0,0 + 0,1 > 0 utilizada para la obtención

de (193) es necesaria, entonces la región aparente de estabilidad para el punto A1

obtenida en (178) queda que es

�

(1,0, 1,1)|
�

1,0 + 1,1 > 0
	

∩
�

1,0 − 1,1 > 0
		

, (196)

unión
¨

(1,0, 1,1)|
�

0 ≤ 1,1 − 1,0 < 2
	

∩
¨

1,0 + 1,1 > −
π2

2

««

. (197)
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5.3.1. Ilustración de las regiones de estabilidad.

Región 1: siendo A0 cualquier punto dentro de la región de la Figura 9(a) y A1

cualquier punto dentro de la región de la Figura 9(b).

Región 2: la región de A0 dada en la Figura 10(a) varía según la posición de A1

dentro de la región de la Figura 10(b).

Región 3: la región de A0 dada en la Figura 11(a) varía según la posición de A1

dentro de la región de la Figura 11(b).

Región 4: la región de A0 dada en la Figura 12(a) varía según la posición de A1

dentro de la región de la Figura 12(b). Las observaciones 5.2 y 5.3 se refieren

específicamente a esta región.

(a) Región de estabilidad de A0 (b) Región de estabilidad de A1

Figura 9. Región 1 de estabilidad para SLR de segundo orden.

Observación 5.2 La Figura 13 muestra las distintas regiones de A0 para algunos va-

lores de A1 de la Figura 14. Es importante tener en cuenta que la Figura 13 es un

gráfico de tipo multidimensional, debido a que en el caso de SLR de segundo orden ya

se tienen 4 parámetros constantes.
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(a) Región de estabilidad de A0 (b) Región de estabilidad de A1

Figura 10. Región 2 de estabilidad para SLR de segundo orden.

(a) Región de estabilidad de A0 (b) Región de estabilidad de A1

Figura 11. Región 3 de estabilidad para SLR de segundo orden.

(a) Región de estabilidad de A0 (b) Región de estabilidad de A1

Figura 12. Región 4 de estabilidad para SLR de segundo orden.
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Figura 13. Región 4 de estabilidad de A0 con A1 en la región de la Figura 14.
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Figura 14. Región 4 de estabilidad para A1 en relación a la Figura 13.

Observación 5.3 Caso especial 1,0 = 1,1 (figuras 15 y 16): la región de A1 son los

puntos que forman la semirrecta dada por 1,0 = 1,1 iniciando en 1,0 =
−π2
4 como se

muestra en la Figura 15(b). Así, en la Figura 15(a) se ve que la curva dada por (186)

es un segmento con punto inicial A0 = [−21,0,21,0] y punto final A0F = [π2,0]. La

región de estabilidad para el punto A0 está encerrada por el segmento de recta dado

por (186), la recta 0,1 + 0,0 > 0 y 0,0 − 0,1 < π2. En la Figura 15 se puede ver

una región de estabilidad a modo de ejemplo. Además la Figura 16(a), muestra las

distintas regiones de A0 para algunos valores de A1 de la Figura 16(b).
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(a) Región de estabilidad de A0 (b) Región de estabilidad de A1

Figura 15. Región 4 estabilidad para el caso 1,0 = 1,1 para SLR de segundo orden.

(a) Ejemplos de regiones de estabilidad de A0

(b) Región de A1 del ejemplo

Figura 16. Ejemplos de regiones de estabilidad de A0 para el caso 1,0 = 1,1.
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(a) Caso de un mínimo (b) Caso de dos mínimos

Figura 17. Ejemplos de casos en los que se cumplen las condiciones (168) y (169).

5.3.2. Análisis de las regiones de estabilidad.

En esta sección se procederá a analizar más detalladamente el procedimiento uti-

lizado para la obtención de las regiones de estabilidad de los SLR de segundo orden,

mediante el apoyo de gráficas. Para analizar las regiones de estabilidad obtenidas se

puede partir de la condición de estabilidad dada por (167), la cual implica que se cum-

plan (168) y (169). En las figuras 17(a) y 17(b) se puede ver que se cumplen las con-

diciones (168) y (169), donde la línea roja representa a la norma
�

�[−1,0ω,0,0 − ω2]
�

�

2

y la azul a |[0,1, 1,1ω] |∞.

En la Figura 17(a), la curva de color rojo puede presentar 2 casos: a) cuando tiene

un solo mínimo y b) cuando tiene dos mínimos. Por lo tanto cuando se debe verificar el

caso (168), se pueden analizar los mínimos de la función
Ç

21,0ω
2 + (0,0 − ω2)2 debido

a que en estos mínimos podría darse que no se cumpla la condición de estabilidad

(168).

En las figuras 18(a) y 18(b) se pueden ver los casos en los que la condición (168)

no se cumple. Por lo tanto fue importante tener en cuenta estos mínimos de la función

para poder obtener las regiones de estabilidad.

Con este análisis se obtuvo que las regiones de estabilidad para el punto A0(0,0, 0,1)
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(a) Caso de un mínimo. No cumple la condi-
ción (168).

(b) Caso de dos mínimos. No cumple la con-
dición (168).

(c) No cumple la condición (169).

Figura 18. Ejemplos de casos en los que no se cumple las condiciones (168) y (169).
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Figura 19. Región de estabilidad para el punto A0.

está dado por (174) que se muestra en la Figura 19 y cuando ∗0,0 >
(∗1,0)

2

2 se debe

cumplir (173), algunos ejemplos de dicho caso se muestran en la Figura 20 donde

c =
�

�

�∗1,0

�

�

�

È

∗0,0 −
(∗1,0)

2

4 .

Luego, para el caso de verificar la condición (169), fue importante estudiar el punto

en el que se deja de cumplir dicha condición; la Figura 18(c) muestra el caso en el que

la condición (169) no se cumple y por eso se la analizó en el punto exacto cuando se

da la igualdad.

La región definida por la condición obtenida (185) cuando ∃ω ∈ (0, π) tal que cum-

pla (182), se obtuvo mediante la curva límite de la región; para esto se puede tener

en cuenta el criterio 2 del Teorema de Pontryagin el cual indica que se debe cumplir

que las raíces de las funciones Fn(ω) y Gn(ω) deben estar entrelazadas de manera

contínua a lo largo de todo el eje de ω. Si se analiza este criterio, se puede verificar

que el límite de entrelazado ocurre cuando Fn(ω) y Gn(ω) poseen las mismas raíces,

específicamente cuando ambos son cero para el mismo valor de ω. Para el caso de

primer orden n = 1 se tenía que esto se traduce en que

F1(ω) = −ω sen(ω) + 0,0 cos(ω) + 0,1 = 0, (198)

y

G1(ω) = 0,0 sen(ω) + ω cos(ω) = 0. (199)

A partir de estas ecuaciones también se pueden obtener los mismos valores para A0
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 20. Región de estabilidad para el punto A0∗ cuando ∗0,0 >
(∗
1,0
)2

2 según la ubicación del punto
A0∗.
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(a) (b)

Figura 21. Ejemplo de la curva paramétrica dada por (187) tendiendo a la recta 0,0 − 0,1 = π2.

dados en (152); estos son los valores límites para los parámetros del sistema, por lo

tanto a partir de esto se pudo obtener una curva límite para la región de estabilidad

del caso n = 1 la cual fue útil para lograr obtener la curva límite que encierra la

región de estabilidad de la Figura 10 en función de los parámetros del sistema. Esta

coincidencia indicó que se podía seguir el mismo camino para encontrar la curva límite

de estabilidad de la región de estabilidad para el caso n = 2.

Además se puede ver que la curva paramétrica dada por (187) va tendiendo a la

recta (191), es decir a 0,0 − 0,1 = π2 como se puede ver en la Figura 21. Con el

análisis realizado se puede llegar a la siguiente observación.

Observación 5.4 Una región de estabilidad está limitada por la recta (191), luego

por la recta 0,1+ 0,0 > 0 de la condición (154) y por la curva definida por (187) como

se muestra en la Figura 21.

Ahora, para analizar el proceso seguido para obtener las regiones de estabilidad

obtenidas para el punto A1(1,0, 1,1) se debe tener en cuenta la condición necesaria

de estabilidad 0,0+0,1 > 0. En la Figura 22 se ve claramente que la curva paramétrica

(186) encierra un región de estabilidad para ciertos valores de (1,0, 1,1) pero para

otros no. Por esta razón se obtuvo la pendiente de la recta tangente a la curva (186)

en su punto inicial donde se obtuvo a (192).

Cabe resaltar que en la Figura 22 se muestran cuatro casos, esto para poder visua-
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(a) Se puede ver una región de estabilidad ence-
rrada.

(b) La región de estabilidad encerrada disminuye
a medida que la curva paramétrica se acerca a la
recta 0,0 + 0,1 = 0.

(c) Aún aparece una región de estabilidad aunque
sea más pequeña.

(d) Desaparece el encierro de la región de estabili-
dad.

Figura 22. Caso en el que la curva paramétrica tiende a salir de la zona de estabilidad.
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Figura 23. Región de estabilidad paramétrica de A1 que representa a (196) y (197).

lizar con mayor facilidad que la curva paramétrica dada por (186) tiende a salir de la

región de 0,0 + 0,1 > 0, es decir, el límite de estabilidad está cuando la pendiente

de esta curva en su punto inicial tiende a la pendiente de la recta 0,0 + 0,1 = 0. Fi-

nalmente, la unión de las regiones de estabilidad encontradas para A1(1,0, 1,1)) se

presentan en la Figura 23.

5.3.3. Resumen.

En esta sección se presentó la caracterización de las regiones de estabilidad de los

SLR de segundo orden. Para lograr caracterizar las regiones paramétricas de estabi-

lidad de los SLR de segundo orden, el análisis fue más detallado y algebraico, en la

sección 5.3 se demostraron las curvas límites obtenidas para cada región de estabi-

lidad, teniendo en cuenta que para este caso ya se cuenta con dos parámetros más

que en caso de primer orden (1,0, 1,1) por lo que son agrupados en pares. También

se incluye en la sección 5.3.2 un análisis más detallado de las regiones obtenidas y del

procedimiento algebraico utilizado para la obtención de las regiones de estabilidad del

caso de los SLR de segundo orden.
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Capítulo 6. Discusión.

En este capítulo se comparan los resultados obtenidos en este trabajo de tesis con

los ya existentes en la literatura. Primeramente, en la sección 6.1 se utiliza el resultado

de Hayes presentado en la sección 2.6 para compararlo con los resultados obtenidos

en esta tesis en la sección 5.2. Posteriormente un análisis del teorema de Pontryagin

se presenta en la sección 6.2, donde se da el enfoque a la interpretación geométrica

del teorema.

6.1. Relación de los resultados obtenidos con el teorema de Hayes.

A modo de verificar las condiciones y regiones de estabilidad obtenidas en el Ca-

pítulo 5, se puede utilizar el resultado ya conocido para los SLR de primer orden que

se enuncia en el Teorema 2.3 de la sección 2.6. Entonces si se utilizan los resultados

obtenidos en este trabajo de tesis, de las condiciones dadas en la sección 5.1 se tiene

que un SLR de la forma

̇(t) = −0,0(t) − 0,1(t − 1). (200)

es asintóticamente estable si y sólo si

0,0 + 0,1 > 0, y

si se cumple
�

|[γ(ω), δ(ω)] |∞ ≤ |[α(ω), β(ω)] |2
	

es decir si |0,1| < |0,0|,

o si ∃ω ∈ (0, π) tal que Λ(ω) = 0,1 cos(ω) + 0,0 = 0 y verifica

�

d

dω
Λ(ω) − (ω)

�

sgn(F(ω)) > 0,

es decir

sgn(F1(ω)) < 0, (201)

lo cual es fácil de verificar ya que sólo se debe cumplir que la función F1(ω) < 0 y

esto reproduce la condición dada en el Teorema 2.3 0 < 0,1 sen(ω) < ω, donde

b0,1τ = 0,1

Con esto se puede comprobar que las condiciones de estabilidad obtenidas repro-

ducen las ya conocidas. Pero además se puede notar que se presentan de una manera
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más sencilla.

6.1.1. Comparación con el ejemplo de la sección 2.4.1.

Se pueden comparar las condiciones de estabilidad obtenidas en el Capítulo con el

resultado del ejemplo visto en la sección 2.4.1 el cual fue analizado con la aplicación

del teorema de Pontryagin. Entonces para el caso mencionado se tiene que n = r = 1

con 0,0 = 0 y 0,1 6= 0, y el sistema queda de la forma

̇(t) = −0,1(t − 1), (202)

para el cual se procede a verificar su estabilidad con las condiciones encontradas en

este trabajo de tesis. Verificando para Λ(ω) = 0 entonces cos(ω) = 0 así la única so-

lución en el intervalo ω ∈ (0, π) es ω = π
2 . Luego queda verificar que para este valor

de ω se tenga que
�

d
dωΛ(ω) − (ω)

�

sgn(F(ω)) = −ω sgn(F(ω)) > 0, esto queda en que

sgn(F(π2 )) < 0 lo cual se cumple si − π
2 + 0,1 < 0. Además, verificando la condición de

0,0+ 0,1 > 0 se necesita que 0,1 > 0. Por lo tanto el sistema (202) es asintóticamen-

te estable si y sólo si 0 < 0,1 <
π
2 . De esta forma se verifica que se llega al mismo

resultado.

6.2. Interpretación gráfica del teorema de Pontryagin.

El teorema de Pontryagin de la sección 2.4 indica que la función característica cua-

sipolinomial relacionada con el sistema (10) puede ser separada en una parte real F(ω)

y una imaginaria G(ω). Ahora, si se utilizan estas funciones para graficar en forma pa-

ramétrica, es decir graficando con F(ω) como la abscisa y G(ω) como la ordenada se

obtiene algo parecido a un caracol pero que se va expandiendo para fuera infinitamen-

te para ω → ∞. La interpretación geométrica al teorema de Pontryagin tiene sentido

en esta gráfica porque implica en el análisis del número de encierros al origen para

una frecuencia ω dada. El hecho de que las raíces de F(ω) = 0 y G(ω) = 0 se entrela-

cen implica, en coordenadas polares, que se encierre el origen continuamente, donde

esta curva generada cruza por los ejes coordenados de manera intercalada, es decir

luego de cruzar por el eje de la abscisa, cruza el eje de ordenada, y luego de nuevo a la

abscisa, y así sucesivamente siguiendo la dirección de la curva generada. Este caracol



73

generado es equivalente a verificar el entrelazado de raíces de F(ω) = 0 y G(ω) = 0,

pero el entrelazado es nada más una condición necesaria. Para que la condición sea

necesaria y suficiente se debe verificar el criterio 3 del teorema de Pontryagin, el cual

indica el número de raíces que deben tener las funciones F(ω) = 0 y G(ω) = 0 en un

intervalo determinado; esto se podría traducir a un número de encierros al origen para

una frecuencia determinada.

Se debe tener en cuenta que el criterio 3 de Pontryagin indica que el intervalo para

verificar el número de raíces el cual debe ser lo suficientemente grande, esto hace

que el intervalo de verificación pueda ser muy grande, pero para poder acotar esto

se puede utilizar el resultado del criterio de estabilidad algorítmico de B. Cahlon, D.

Schmidt que se presenta en la sección 2.5, en el cual el Teorema 2.2 indica el intervalo

de verificación de las condiciones de entrelazado y de número de raíces.

Lo que se pretende es encontrar otro enfoque al teorema de Pontryagin, de manera

a poder realizar el análisis de estabilidad con mayor facilidad, eso se puede ver si en

lugar de obtener las gráficas de las funciones F(ω) y G(ω) de manera separada, se

grafican de manera paramétrica, es decir con los valores de F(ω) para cada ω en el

eje de abscisa y los valores de G(ω) para cada ω en el eje de ordenada.

Si se realiza un gráfico paramétrico de los valores de (F(ω), G(ω)), se puede notar

que esto depende del valor de ω, entonces si se grafica de esta forma para ω > 0,

se tiene un gráfico de un caracol, pero si se va graficando hasta cierto valor de ω se

puede ver cómo van apareciendo las raíces de F(ω) y G(ω) y cómo se intercalan. Para

poder explicar esto, vamos a utilizar un ejemplo que corresponde a un SLR de primer

orden. Así en la Figura 24(a) aparece primeramente una raíz de G(ω) en donde F(ω)

tiene valor positivo; luego aparece una raíz de F(ω) donde G(ω) es positivo también,

luego siguiendo lo mismo, en la Figura 24(b) continuando para un valor de ω mayor al

anterior, se tiene nuevamente una raíz de G(ω) en donde F(ω) tiene valor negativo,

y seguido a esto se tiene una raíz de F(ω) donde G(ω) es negativo también; y si

continuamos con el mismo procedimiento, la Figura 24(c) muestra que para un valor

de ω aún mayor al utilizado anteriormente, aparece nuevamente una raíz de G(ω) en

donde F(ω) es positivo, y así se vuelve a repetir el mismo comportamiento, es decir

se completó una vuelta completa que seguirá a medida que el valor de ω aumenta.
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(a) Primera raíz de G(ω) = 0 con F(ω) > 0, seguida de
una raíz de F(ω) = 0 con G(ω) > 0.

(b) Segunda raíz de G(ω) = 0 con F(ω) < 0, seguida de
una raíz de F(ω) = 0 con G(ω) < 0.

(c) Aparecen nuevas raíces de F(ω) = 0 y G(ω) = 0.

Figura 24. Ejemplo 1 de representación paramétrica de (F(ω), G(ω)) para ω ≥ 0
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Lo que se puede interpretar con lo visto en la Figura 24 es que se puede ver que el

hecho de que van apareciendo las raíces de manera intercalada y además que el valor

de la función que no es cero en esa raíz va cambiando de signo es un equivalente a

la condición de entrelazado de raíces que menciona el teorema de Pontryagin. Pero

además el número de vueltas que completa la gráfica para cierto valor de ω > 0 tiene

relación con el número de raíces del que habla el criterio 3 del teorema de Pontryagin.

La Figura 25 muestra la representación paramétrica de (F(ω), G(ω)) para otro SLR

de primer orden, para este se sigue el mismo procedimiento del ejemplo anterior,

es decir, se grafica para valores de ω > 0, donde también aparece un gráfico de un

caracol. La Figura 25(a) muestra la gráfica hasta cierto valor de ω > 0 donde aparece

primeramente una raíz de G(ω) en donde F(ω) tiene valor positivo, pero posterior a

esto vuelve vuelva a aparecer otra raíz de G(ω) en donde F(ω) es positivo, esto es

diferente al ejemplo anterior, y se puede interpretar como ausencia de entrelazado

de raíces (con referencia al teorema de Pontryagin), y esto significa que este SLR no

es estable. En las figuras 25(b) y 25(c) se puede ver que continuando la gráfica para

valores de ω mayores, van apareciendo de manera intercalada las raíces de F(ω) y

G(ω), por lo que seguirá así para otros valores de ω. Este ejemplo es interesante ya que

evidencia que con esta representación geométrica se puede verificar la inestabilidad

del SLR.

6.3. Análisis de la cota máxima de verificación del entrelazado de raíces de

F(ω) = 0 y G(ω) = 0.

Verificar la estabilidad asintótica de los SLR conlleva a comprobar el cumplimiento

de los criterios del teorema de Pontryagin. Uno de los criterios indica que el intervalo

para verificar el número de raíces de las funciones de la parte real y la parte imagi-

naria de la función característica del SLR es −2Kπ + η ≤ ω ≤ 2Kπ + η, donde K debe

ser lo suficientemente grande, esto hace que el intervalo de verificación pueda ser

muy grande, pero para poder acotar esto se puede utilizar el resultado del criterio de

estabilidad algorítmico que presenta el Teorema 2.2 en la sección 2.5.

El criterio de estabilidad algorítmico desarrollado en (Cahlon y Schmidt, 2007) es-

tablece una cota máxima donde se debe verificar la condición de entrelazado entre las

raíces de las funciones de parte real F(ω) = 0 y parte imaginaria G(ω) = 0. El intervalo
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(a) Primera raíz de G(ω) = 0 con F(ω) > 0, seguida de
otra raíz de G(ω) = 0 con F(ω) > 0.

(b) Tercera raíz de G(ω) = 0 con F(ω) > 0, aún no apa-
rece raíz de F(ω) = 0.

(c) Aparece la primera raíz de F(ω) = 0, luego de 3
raices seguidas de G(ω) = 0.

Figura 25. Ejemplo 2 de representación paramétrica de (F(ω), G(ω)) para ω ≥ 0
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de verificación es para valores de ω en (0,2Nπ) para el caso de sistemas de orden

impar, y en (0,2Nπ + π/2) para el caso de sistemas de orden par, donde el valor de

2N se calcula como lo indica el Teorema 2.2. La verificación se realiza nada más en

ese intervalo debido a que fuera de este se asegura el entrelazado de raíces, y esto

se puede explicar mejor utilizando el resultado mostrado en la sección 5.1, donde las

funciones F(ω) y G(ω) son de la forma

F(ω) = −α sen(ω) + β cos(ω) + γ,

G(ω) = β sen(ω) + α cos(ω) + δ,
(203)

y utilizando las identidades trigonométricas (106), pueden expresarse como

F(ω) =
q

α2 + β2 cos(ω + tn2(α, β)) + γ,

G(ω) =
q

α2 + β2 sen(ω + tn2(α, β)) + δ.
(204)

Los coeficientes polinomiales α, β, γ y δ pueden obtenerse mediante las fórmulas que

se muestran en la Tabla 1; si se analiza el grado polinomial de estos coeficientes se

tiene que para

- el caso n impar: el grado polinomial de α es mayor que el de β,

- el caso n par: el grado polinomial de α es menor que el de β.

- el caso par e impar, el grado polinomial del término
q

α2 + β2 es mayor que el de

γ y δ.

De esto se puede interpretar que llegado cierto valor ω∗, el argumento de las funcio-

nes trigonométricas de (204) ω + tn2(α, β) tenderá a

- ω∗ para el caso n impar,

- ω∗ + π/2 para el caso n par.

Lo interesante también está en el efecto del valor de los coeficientes γ y δ, los

cuales son términos independientes en cada función, y hacen que las funciones F(ω)

y G(ω) se desplacen verticalmente, al punto que pueden dejar de entrelazarse debido

a esto.
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Se puede ver que las funciones F(ω) y G(ω) de (204) para cierto valor de ω∗ ten-

derán a
F(ω∗) =

q

α2 + β2 cos(ω∗),

G(ω∗) =
q

α2 + β2 sen(ω∗),
(205)

para el caso impar y a

F(ω∗) =
q

α2 + β2 cos(ω∗ + π/2) = −
q

α2 + β2 sen(ω∗),

G(ω∗) =
q

α2 + β2 sen(ω∗ + π/2) =
q

α2 + β2 cos(ω∗),
(206)

para el caso par. Esto explica que para ambos casos las funciones F(ω) y G(ω) siempre

se entrelazan ya que poseen la misma amplitud y un desfase de π/2. Por este motivo

es que no es necesario verificar el entrelazado para todos los valores de ω, basta con

hacerlo en un intervalo.

6.4. Análisis desde el enfoque matricial mediante la ecuación característica.

Considérese el sistema de la forma

̇(t) = B(t − τ) (207)

donde B ∈ R2×2 y τ ∈ R>0. En (Hara y Sugie, 1996) se define el criterio de estabilidad

para el sistema (207) en términos de la traza de B, el determinante de B y el retardo

τ; esto se expone en el Teorema 2.5 de la sección 2.7.

Este criterio de estabilidad se prueba utilizando el hecho de que la solución cero de

(207) es asintóticamente estable si y sólo si todas las raíces de la ecuación caracterís-

tica para (207) se encuentran en la mitad izquierda del plano complejo. La ecuación

característica para (207) es de la forma

det(λI − B) = 0, (208)

donde λ representa los valores propios de B, e I ∈ Rn×n, es la matriz identidad.

Luego dado un sistema de la forma

̇(t) = C(t) + B(t − 1) (209)
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donde B, C ∈ R2×2 están dados por

C =





c11 c12

c21 c22



 ,

B =





b11 b12

b21 b22



 ;

su ecuación característica está dada por

det(λI − C − Be−s) = 0. (210)

Desarrollando queda que

(b11b22 − b12b21)e−2s+[c11b22 + c22b11 − c21b12 − c12b21 − (b22 − b11s] e−s+
�

s2 − (c22 + c11)s − c21c12 + c11c22
�

= 0, (211)

y multiplicando por e2s

(b11b22 − b12b21) + [c11b22 + c22b11 − c21b12 − c12b21 − (b22 − b11s] es +
�

s2 − (c22 + c11)s − c2112 + c11c22
�

e2s = 0. (212)

Se puede observar que es posible escribir esto en términos de determinantes y trazas

de las matrices B y C, y de una combinación de columnas de las matrices. Así queda

que (212) es equivalente a

detB + (det(C1B2) + det(B1C2) − trBs)es + (detC − trCs + s2)e2s = 0. (213)

donde

C1B2 =





c11 b12

c21 b22



 ,

B1C2 =





b11 c12

b21 c22



 ;

es decir, C1B2 es una matriz formada por la primera columna de C y la segunda co-

lumna de B mientras que B1C2 está formada por la primera columna de B y la segunda
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columna de C.

Ahora si se tiene en cuenta el SLR de segundo orden (153), de la forma

̇(t) = −0,0(t) − 0,1(t − 1) − 1,0̇(t) − 1,1̇(t − 1). (214)

puede representarse en forma matricial de la forma





̇1(t)

̇2(t)



 =





0 1

−0,0 −1,0









1(t)

2(t)



+





0 0

−0,1 −1,1









1(t − 1)

2(t − 1)



 ; (215)

y haciendo relación con lo obtenido en (213), donde en este caso las matrices B y C

son

B =





0 0

−0,1 −1,1



 ,

C =





0 1

−0,0 −1,0



 ,

se puede decir que la ecuación característica de (215) es

(0,1 + 1,1s)es + (0,0 + 1,0s + s2)e2s = 0. (216)

la cual es equivalente a:

(det(B1C2) − trBs)es + (detC − trCs + s2)e2s = 0. (217)

De esta forma se puede ver que también se logra obtener la expresión matemática

de la ecuación característica de (215) en términos de los determinantes y las trazas

de las matrices involucradas.

6.5. Resumen.

En el capítulo de discusiones se realizó primeramente la comparación de los re-

sultados obtenidos en este trabajo de tesis con el teorema de Hayes de la sección

2.6, donde se pudo ver que se obtiene un resultado más simple que el del Teorema
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2.3. También se realizó una comparación con el ejemplo de aplicación del teorema de

Pontryagin, desarrollado en la sección 2.4.1 donde se pudo obtener el mismo resul-

tado. Luego, en la sección 6.2 se presentó una interpretación gráfica del teorema de

Pontryagin utilizando las funciones F(ω) y G(ω) como parámetros, donde se pudieron

observar gráficas en forma de caracol y que existe una relación con el análisis de es-

tabilidad que implica el entrelazado de las raíces de dichas funciones. Un análisis que

tiene relación con el criterio 3 del teorema de Pontryagin se mostró en la sección 6.3,

donde se hace un análisis matemático de dichas funciones y de los términos que los

componen para así lograr encontrar la cota máxima de verificación del entrelazado de

raíces de F(ω) = 0 y G(ω) = 0. Y por último, en la sección 6.4 se utiliza la representa-

ción matricial de los SLR para poder analizarla desde ese enfoque. Estos análisis serán

de utilidad para los trabajos futuros que tienen relación con el análisis de estabilidad

de los SLR.



82

Capítulo 7. Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha mostrado el análisis de estabilidad de los sistemas

lineales con retardo (SLR). Se abordaron los problemas concernientes al estudio de la

estabilidad cuando aparece el término de retardo en el sistema, tales como la exis-

tencia del número infinito de raíces de la función característica. A modo de un mejor

entendimiento, se expusieron los conceptos básicos de dichos problemas y los trabajos

existentes en la literatura actual que trataron dichos problemas.

En el presente trabajo primeramente se presentó un resultado algorítmico para el

análisis de estabilidad asintótica de los SLR con retado simple, de características par-

ticulares, descomponiendo al sistema en dinámicas más sencillas de analizar, el cual

tiene como metodología base la separación de la parte controlable y la parte no contro-

lable de un SLR en el que la parte retardada se considera como una entrada de control;

con esto es posible reducir la dificultad en el análisis de estabilidad en sistemas de or-

den elevado. Los resultados obtenidos luego de este, tienen como base el teorema de

Pontryagin (Pontryagin, 1942), el cual provee condiciones necesarias y suficientes de

estabilidad para los SLR. La desventaja de utilizar directamente este resultado para

el análisis de estabilidad de los SLR es que se vuelve muy complicado, debido a que

se tratan de ecuaciones trascendentales; además si se aplica para múltiples retardos,

aparecerían términos armónicos, lo que hace que sea aún más difícil.

Con este trabajo de tesis se busca disminuir la dificultad en el análisis de estabilidad

de los SLR, de esta forma, en cumplimiento con los objetivos propuestos se logró obte-

ner la caracterización de las regiones de estabilidad para los SLR de primer y segundo

orden con retardo único; las regiones obtenidas son paramétricas, es decir, dependen

de los valores de los parámetros del sistema, de esta manera es más fácil comprobar

la estabilidad de los SLR de este tipo mediante la verificación de pertenencia a dichas

regiones, sin tener que lidiar con funciones trascendentales. Además las condiciones

de estabilidad para los SLR de orden n también se presentaron, a partir de las cuales

se pueden obtener las regiones de estabilidad para cada caso.

Otro resultado que cumple con los objetivos de este trabajo de tesis es el conjunto

de fórmulas genéricas de los coeficientes polinomiales de la función cuasipolinomial

característica relacionada con cada SLR de orden n; estas fórmulas son útiles debido
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a que teniendo los valores de los parámetros del sistema y el valor del orden n se ob-

tienen los coeficientes que dependen de ω y estos pueden utilizarse para la aplicación

de las condiciones de estabilidad obtenidas en esta tesis.

Finalmente, se puede decir que los resultados presentados disminuyen la dificultad

de análisis de estabilidad de los SLR, ya que resulta en expresiones más simples que

las que se obtienen al aplicar directamente el teorema de Pontryagin, y evita tener que

comprobar la estabilidad de manera algorítmica como lo hacen en (Cahlon y Schmidt,

2007).

7.1. Trabajo futuro.

Los resultados de esta tesis pueden ser de ayuda para continuar con el estudio

de la estabilidad de los SLR. Uno de los trabajos que puede realizarse es realizar una

extensión del criterio de estabilidad de Nyquist para los SLR, el cual al ser un criterio

de estabilidad necesario y suficiente, podría ser útil para relacionarlo con el teorema

de Pontryagin. Esto puede enlazarse con el análisis realizado en la sección 6.2 donde

se realiza una interpretación geométrica del teorema de Pontryagin, utilizando como

apoyo los resultados de los trabajos de Cahlon y Schmidt (Cahlon y Schmidt, 2007).

Otro trabajo que se relaciona con el análisis de estabilidad de los SLR es el estudio

del intervalo de verificación de la condición que menciona el teorema de Pontryagin,

es decir, obtener una cota máxima. El análisis realizado en la sección 6.3 puede llevar

a obtener una cota máxima de verificación. El trabajo a futuro se trata en encontrar

esta cota de verificación de entrelazado, la cual puede tener relación con las raíces de

los coeficientes polinomiales α, β, γ y δ dados en la Tabla 1.

Además, en la sección 6.4 se hace una introducción a otro posible estudio a futuro,

que consiste básicamente en buscar si la representación matricial del SLR podría ayu-

dar a encontrar condiciones de estabilidad en función a los determinantes y trazas de

sus matrices constantes así como se pudo ver en el resultado presentado en (Hara y

Sugie, 1996).
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