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En el presente trabajo de tesis se presenta una solucién al problema de control de

seguimiento para un sistema mecdnico subactuado de tres grados de libertad basada en

la planificacién de movimiento. Contrario a lo que sucede con mecanismos completa-

mente actuados, en un sistema subactuado,el problema de seguimiento de trayectorias

constituye un reto debido a que no es posible controlar cada grado de libertad en forma,

directa. Para resolver este problema, se propone un esquemadesolucién basado en dos

etapas. En la primera etapa, se definen trayectorias a través del disefio por restricciones

virtuales holonédmicas (VHCA - Virtual Holonomic Constraints Approach). Las trayec-

torias establecidas en esta etapa, denominadas restricciones virtuales holondmicas, se

redefinirén como las trayectorias objetivo a ser impuestas por medio de algoritmos de
control robustes, con la finalidad de obtener en el mecanismo un comportamiento de-

seado. En la segunda etapa, la estabilidad del sistema en lazo cerrado es analizada

a través de la dindmica reducida que se obtiene al imponer las restricciones virtuales

holondémicas sobre el sistema. Se presentan resultados numéricos y experimentales que

demuestran la robustez y efectividad del esquema de solucién propuesto.

Palabras Clave: sistema subactuado, restricciones virtuales holonémicas, estabi-

lizacién, seguimiento de trayectorias, modos deslizantes, control #{.. con retroalimen-

tacién desalida.
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ABSTRACTofthe thesis presented by ILIANA MARLEN MEZA SANCHEZ,

in partial fulfillment of the requirements of the degree of DOCTOR IN SCIENCESin

ELECTRONICS AND TELECOMMUNICATIONSwithorientation in INSTRUMEN-
TATION AND CONTROL.Ensenada, Baja California, November 2011.

ROBUST MOTION CONTROL FOR A THREE DEGREES OF
FREEDOM UNDERACTUATED MECHANICAL SYSTEM

In this work, a motion planning-based solution to a tracking control problem is

developed for an underactuated mechanical system of three degrees of freedom. In

contrast to fully actuated systems, the lack of possibility to straightforwardly track

each degree of freedom becomes a challenging task. A two-step procedure has been

established in order to provide a feasible solution to the afore-mentioned problem. At

the first step, a target motion to be enforced by a feedback control law is determined

based on the Virtual Holonomic Constraints Approach (VHCA). Then,the resulting —

constraints are achieved by designing an appropriate robust control algorithm to impose

desired behavior on the underlying system. At the second step, the stability of the

closed-loop system is analyzed by meansof that of the reduced-order dynamics confined

to the virtual holonomic constraint. Numerical and experimental results are presented

to confirm robustness and effectiveness of the proposed approach.

Keywords: underactuated system, virtual holonomic constraints, stabilization, track-

ing, sliding modes, output feedback H,. control.
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Capitulo I

Introduccién

Los modelos utilizados para el disefio de controladores frecuentemente se encuentran

derivados de las leyes fisicas bdsicas descritas por un conjunto de ecuaciones diferencia-

les que permiten definir la dindmica de sistemas eléctricos, mecdnicos, termodindmicos,

entre otros (Brogliato et al., 2007). Dichas ecuaciones representan una relacién entre

las derivadas de alguna funcidn o funciones con respecto a una 0 varias variables inde-

pendientes denominadas grados de libertad (GDL), véase por ejemplo (Arnold, 1991;

Tenenbaum y Pollard, 1985; Kelly et al., 2005).

Uno delos principales retos en el desarrollo de controladores en la cuestién referente

a la robustez, es decir, el disefio de algoritmos de control que posean la capacidad de

tolerar la existencia de dinémicas no modeladas (como por ejemplo, las incertidum-

bres paramétricas) y perturbaciones, que ocasionan comportamientos no deseables, sin

afectar de manera significativa el desempefio del sistema (Khalil, 1996). Como con-

secuencia, muchas metodologfas de control han sido desarrolladas en la biisqueda de

mecanismos de control que permitan disefiar controladores capaces de solventar esta

problematica.

Otro ejemplo de los principales problemas a abordar que influyen en el desarrollo de

algoritmos de control implica la. premisa de que la mayoria de los controladores suponen

que se tiene acceso a todo el vector de estados del sistema, esto es, tanto a las vari-

ables independientes de interés que corresponden a los grados de libertad del sistema

como a sus derivadas; en un sistema mecdnico, esto equivale a contar con mediciones

tanto de posicién como de velocidad, lo cual no se satisface siempre al implementarlos

 



fisicamente. Por lo tanto, es fundamental considerar el desarrollo de observadores que

permitan generar los estados necesarios para la implementacién del sistema de control

en aquellas metodologias en donde el acceso a dichas variables no es posible; sin em-

bargo, esta caracteristica repercute de manera directa en la complejidad del andlisis de

estabilidad que garantiza un buen desempefio del sistema en toda su estructura. Otra

opcién para resolver este problema es la utilizacién de filtros 6 la aplicacién de alguna

metodologia que permita la reconstruccién de los estados del sistemas, como por ejem-

plo, en el caso del control robusto éptimo (Basar y Bernhard, 1991; Basar y Olsder,

1999).

Otro problema importante en ingenierfa de control es el desarrollo de métodos de

control para sistemas subactuados. Un sistema subactuado se caracteriza por poseer

menos actuadores que grados de libertad; algunos ejemplos de estos sistemas son

vehiculos acudticos, aeronaves, satélites, robots méviles, robots manipuladores, robots

bipedos, entre otros. El estudio de este tipo de sistemas mecdnicos es motivado porla

necesidad de establecer mecanismos de control sobre una clase de sistemas cuya esta-

bilizacién es muy dificil de garantizar y que frecuentemente manifiestan una dindmica

interna muy compleja. Como consecuencia, los algoritmos desarrollados para su con-

traparte, esto es, sistemas completamente actuados, no puedenser aplicados de manera

directa en esta clase de mecanismos (Fantoni y Lozano, 2002). La necesidad de garan-

tizar robustez en el desempeifio del sistema por parte del algoritmo de control aunado

a los inconvenientes inherentes en el control de sistemas subactuados, propician que el

problema se vuelva mucho mds complicado de resolver. Como resultado, la dindmica

del sistema permite la existencia de configuraciones de movimientos que no pueden

ser alcanzados por el sistema. De hecho, las ecuaciones de movimiento para los gra-

dos de libertad que no se encuentran actuados imponenrestricciones explicitas en las

 



segundas derivadas de dichas variables de configuracién (Shiriaev et al., 2007). Las

dindmicas expresadas comorestricciones no integrables corresponden a las propiedades

no holonémicas del sistema, las cuales restringen de manera geométrica el movimiento

en el sistema; un ejemplo claro de estas restricciones se da en el equilibro dindémico que

existe en todos aquellos grados de libertad en los que no es posible aplicar directamente

una, accién de control (eslabonespasivos) (Arai et al., 1998).

Algunos desarrollos realizados para resolver el problema de control de seguimiento en

sistemas subactuados son abordados en (Ortega et al., 2002; Wang-Sheng y Jung-Shan,

2010; Do y Pan, 2009; Banavar y Sankaranarayanan, 2006; Siqueira et al., 2011). Entre

los ejemplos de aplicaciones para sistemas mecénicos podemos mencionardisefios para el

Pendubot (Fantoni et al., 2000), el Acrobot (Berkemeier y Fearing, 1999), (Olfati-Saber,

2000), (Spong, 1995), robots con ramificaciones (Fukuda y Saito, 1996), (Nakanishi

et al., 1997), (Fukuda y Koditschek, 2000), y (Saito et al., 1994), robots gimnastas des-

critos en (Miyazakiet al., 2001), (Ono et al., 2001) y (Yamakita et al., 2002) apoyados en

barras, modelos para robots erguidos de Raibert (Ahmadi y Buehler, 1997), (Canudas—

de-Wit et al., 1997), (Francois y Samson, 1998), (Miyazakie¢ al., 2000), (Raibert, 1986),

as{ como también el robot RABBIT (Chevallereau y Sardain, 2000), (Chevallereau y

Aoustin, 2001), (Chevallereau et al., 2003, 2004), (Plestan et al., 2003). Estos sistemas

corresponden a cuerpos rigidos planares con N grados de libertad y N — 1 actuadores

conectados en una estructura ramificada tipo 4rbol, sin cadenas cinematicas cerradas,

y cuya base se encuentra fija a un marco de referencia inercial a través de un pivote,

esto es, una union de revolucién subactuada.

Debido a la gran cantidad de dificultades que enfrenta la planificacién de movimiento

en sistemas robéticos subactuados, tiene sentido considerarel desarrollo, andlisis y apli-

-cacién de algunas herramientoas que faciliten el disefio de algoritmos de control para

 



este tipo de sistema. Algunos ejemplos de este tipo de metodologfas son las restric-

ciones virtuales holonémicas (VHC,por sus siglas en inglés) y las oscilaciones estables

inducidas por retroalimentacién como los reportados en (Shiriaev e¢ al., 2005, 2006,

2007; Westervelt e¢ al., 2007). A partir de estas definiciones, la estabilizacién orbital de

sistemas mecénicos,refiriéndose al balanceo periddico (Canudas-de-Wit e¢ al., 2002),

difiere de las formulaciones tipicas de seguimiento donde la trayectoria de referencia a

seguir es conocida a priori. Mas atin, parte de un andlisis del modelo dinadmico que

permite determinar las condiciones con las cuales este comportamiento es inducido por

la ley de control a través de la imposicién de trayectorias deseadas en algunos 6 todos

los grados de libertad del sistema.

De esta forma, el objetivo de control para el balanceo peridédico, resulta en un

sistema en lazo cerrado, que genera su propia érbita periédica similar a la que produce

un oscilador no lineal; por ejemplo, véase (Chevallereau et al., 2003). Ademés, el

sistema en lazo cerrado debe de ser capaz de moverse de una érbita a otra simplemente

cambiando los pardmetros tales como su frecuencia o su amplitud. En (Orlov et al.,

2005) se presenta, la estabilizacién orbital del Pendubot. En (Santiesteban et al., 2007)

y (Riachy et al., 2007) se describen el control utilizando esta técnica para sistemas

mecdnicos subactuados con aplicacién particular a un péndulo invertido.

De manera particular, este trabajo de tesis se enfoca en el andlisis y sintesis de

modelos de helicépteros subactuados; especfficamente, en el prototipo de la plataforma

experimental denominada helicdéptero de 3-GDL de 1a marca Quanser (véase (Quanser,

2002)). A continuacién se mencionan los antecedentes y se introducen las carac-

teristicas, fundamentos, objetivos, metodologfa de solucién al problema de control de

movimiento y contribucién del presente trabajo.

 



I.1 Antecedentes

Dentro de la literatura, existen varios trabajos realizados sobre la plataforma experi-

mental del helicéptero de tres grados de libertad fabricado por Quanser. En (Tondel y

Johansen, 2002) se resolvié el problemade control por retroalimentacién de estados uti-

lizando control predictivo lineal, en (Lopez et al., 2006) se describen implementaciones

de control predictivo utilizando un modelo linealizado alrededor del punto de equilibrio.

Algunos resultados sobre técnicas de control adaptivo para resolver el problema de con-

trol de movimiento se presentan en (Andrievsky et al., 2007). En (Garcfa-Sanz et al.,

2006) se presentan resultados relativos a la solucién de control de regulacién sobre el

Angulo de cabeceo del helicéptero utilizando un control PID. En (Shan et al., 2005) se

presentan resultados para sincronizacién de trayectorias en tres helicépteros aplicados

a un solo grado delibertad. Otros trabajos desarrollados en este tema son por ejemplo

(Avila-Vilchis et al., 2003), (Isidori et al., 2003) y (Kiefer et al., 2006).

De manera més reciente podemos enumerar trabajos comolos de (Ishutkina, 2004)

en donde se desarrolla una plataforma de seguridad para la implementacién de algo-

ritmos de control, en (Bayraktar, 2004) se presenta el disefio de algoritmos para la

implementacién de maniobras agresivas de aterrizaje. En (Starkov et al., 2008) se apli-

can modos deslizantes para el problema, de regulacién en un helicédptero de tres grados

de libertad utilizando medicién de posicidn, en (Zheng y Zhong, 2011) se presentan

resultados para la regulacién robusta de un grado de libertad del mecanismo y (West-

erberg e¢ al., 2009), en donde se presenta el desarrollo de un nuevo modelo aplicando

restricciones virtuales holonémicas para lograr.la estabilizacidn orbital del sistema.

Pese a la numerosa cantidad de trabajos realizado, desde un punto de vista practico,

el disefio de controladores para este tipo de sistemas para control de movimiento sigue

siendo un problemaabierto. Una de las principales variantes en los estudios realizados

 



es el modelado del sistema y muy escasos los desarrollos en donde se considera el control

de los tres grados de libertad; esto da una clara idea de la complejidad que implica la

dindmica de este mecanismo para el disefio e implementacién de algoritmos de control.

1.2. Objetivos

El objetivo principal del presente trabajo de tesis es el de disefiar esquemas de control

robusto para resolver el problema de control de movimiento para el sistema mecdnico

subactuado que posee tres grados de libertad y dos entradas de control con la capacidad

de atenuar 6 rechazar las perturbaciones externas que acttian sobre el sistema. Dicho

sistema subactuadoes una plataforma experimental de Quanser denominadahelicéptero

de tres grados de libertad instalada en el laboratorio de control del CICESE.

Los objetivos especfficos a resolver son:

1. Resolver el problema de regulacién para el sistema mecdnico subactuado detres

grados de libertad.

2. Establecer una estrategia de solucién para resolver el problema de seguimiento de

trayectorias para el sistema mecdnico subactuado de tres grados de libertad.

3. Validar numérica y experimentalmente los resultados obtenidos parala plataforma

experimental.

1.3. Metodologia de solucién

La intencién del presente trabajo es ilustrar numérica y experimentalmente las solu-

ciones propuestas los problemas de regulacién (especificamente, estabilizacién del sis-

 



temaen el origen) y seguimiento de trayectorias en el sistema mecdnico subactuado de

tres grados de libertad.

El problema de regulacién ha sido resuelto a través del disefio de algoritmos de

control basados en modos deslizantes (Utkin, 1992). Tales controladores han sido de-

sarrollados aprovechando la estructura de los modelos dindmicos del mecanismo, los

cuales permiten convertir el problema de estabilizar tres grados de libertad en dos sub-

problemas en donde una ley de control es disefiada para estabilizar un solo grado de

libertad y una segunda, ley de control para los dos restantes.

El problema de seguimiento de trayectorias, como se establece en la introduccién

del presente capitulo, conlleva un desarrollo bastante complejo. Por tal motivo, se

introduce la nocién de restricciones virtuales que permite especificar una trayectoria

deseada en dos grados delibertad y analizar la dindmica resultante de imponer tales

comportamientos.

El plan de trabajo a seguir se describe a continuacién.

1. Se lleva a cabo un anédlisis de los resultados mas relevantes dentro dela literatura

para este sistema y se seleccionan los modelos dindmicos del sistema subactuado

que se utilizardn para el disefio de los algoritmos de control.

2. Se disefian controladores basados en modos deslizantes para resolver el problema

de regulacién: solucién a la estabilizacién en el origen.

3. Se proponen observadores de velocidad de estructura variable basados en modos

deslizantes para tener acceso a todos los estados del sistema.

4, Se obtienen resultados numéricos con respecto al problema de regulacién.

5. Andlisis y seleccién de la herramienta adecuada que permita simplificar el prob-

lema de control de movimiento: seguimiento de trayectorias. En este caso, se

 



seleccioné la metodologia basada en restricciones virtuales holonémicas propues-

tas en (Shiriaev et al., 2005) debido a que permite simplificar el problema de

control mediante la conversién del sistema original a uno de dindmica reducida

facil de obtener y analizar.

6. Se desarrollaron controladores para seguimiento de trayectorias basados en las

teorfas de Control H,. con retroalimentacién de salida y Control por modos

deslizantes de segundo orden para imponer las trayectorias deseadas definidas

al aplicar la metodologia basada en restricciones virtuales holonémicas.

7. Se obtienen resultados numéricos y experimentales con respecto al problema de

seguimiento de trayectorias.

8. Andlisis de la comparacién de los resultados obtenidos.

1.4 Organizacién del trabajo de tesis

La estructura del presente trabajo de tesis se explica a continuacién.

En este primer capitulo se ha presentado la motivacién y justificacién que originan

el presente trabajo de tesis, también se han expuesto los objetivos y la metodologia

de solucién propuesta para la resolucién de los objetivos definidos en la seccién previa

correspondiente. En la siguiente secciédn de éste capitulo se describen las principales

aportaciones, y se enuncian las publicaciones que se desprenden de este trabajo detesis.

En el Capitulo II, se presenta el desarrollo correspondiente a los tres modelos

dindmicos seleccionados de la literatura con respecto a los cuales se disefiaran los algo-

ritmos de control.

En el Capitulo III se describe el desarrollo tedrico realizado para el disetio de ob-

servadores de velocidad basados en modosdeslizantes, los cuales serdn utilizados para

 



tener acceso a todos los estados del sistema y formardn parte de la retroalimentacién

entre el sistema y los controladores.

El Capitulo IV se describen dos propuestas de algoritmos de control para resolver

el problema de regulacién, de forma mas especffica, el problema. de estabilizacién en el

origen. Se presentan resultados numéricos y se discuten aspectos importantes sobre la

implementacién.

El control de movimiento, también denominado seguimiento de trayectorias, es ex-

puesto en el Capitulo V. Se presenta en dos partes: a) definicién dela trayectoria de-

seada aplicando la metodologfa Namada Restricciones Virtuales Holondmicas (VHC),

y b) desarrollo de algoritmos de control encargados de imponer los comportamientos

definidos en la primera parte. La parte del desarrollo de los controladores incluye

dos metodologias: control #,. con retroalimentacidn de salida y control por modos

deslizantes de segundo orden retroalimentado con las salidas de su correspondiente ob-

servador descrito en el CapituloIII.

Las conclusiones de los resultados numéricos y experimentales obtenidos del presente

trabajo de tesis son presentados en el Capitulo VI. Ademds, también se presentan

propuestas de trabajo futuro y dreas abiertas de investigacién que no fueron cubiertas

en el presente trabajo de tesis.

Finalmente, la bibliografia y apéndices se presentan al final del presente documento

detesis.

I.5 Aportaciones

La principal aportacién del trabajo de tesis consiste en el desarrollo de una metodologia

para resolver el problema de control de movimiento en el sistema mecdnico subactuado

que corresponde al helicéptero de 3-GDL de la marca Quanser, a través de la combi-
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nacion de metodologfas de control bien definidas y estudiadas dentro de la literatura

actual. Ademas, se presentan las bases para el estudio del sistema subactuado desde

un punto de vista integral; esto es, incluyendo los tres grados de libertad.

Asimismo,parte de las contribuciones expuestas en este trabajo de tesis que ha sido

presentada y publicada se enlista a continuacién de manera cronoldgica.

> Iliana M. Meza-Sanchez, Yury Orlov y Luis T. Aguilar. Periodic Motion

Stabilization of a Virtually Constrained 8-DOF Underactuated Helicopter Using

Second Order Sliding Modes. Aceptado para ser presentado en 12th International

Workshop on Variable Structure Systems, 12, 13 y 14 Enero, 2012, Bombay, India.

> Tliana M. Meza-Sanchez, Yury Orlov y Luis T. Aguilar. Stabilization of a 3-

DOF Underactuated Helicopter Prototype: Second Order Sliding Mode Algorithm

Synthesis, Stability Analysis, and Numerical Verification. Aceptado para ser pre-

sentado en 12th International Workshop on Variable Structure Systems, 12, 13 y

14 Enero, 2012, Bombay, India.

> Iliana M. Meza-Sdnchez, Luis T. Aguilar, Anton Shiriaev, Leonid Freidovich

y Yury Orlov. Nonlinear Output Feedback H.-Tracking Control of a 3-DOF

Underactuated Helicopter. 18th IFAC World Congress, Agosto 28 — Septiembre

2, 2011, pp. 11145 - 11150, Mildn, Italia.

> Iliana M. Meza-Sdnchez, Luis T. Aguilar, Anton Shiriaev, Leonid Freidovich

and Yury Orlov (2011). Periodic motion planning and nonlinear H.. tracking

control of a 3-DOF underactuated helicopter. International Journal of Systems

Science, 42:5, 829 —- 838. Primera publicacién: 05 October 2010 (iFirst). DOI:

10.1080/00207721.2010.517874

> Tliana M. Meza-Sanchez, Luis T. Aguilar, Anton Shiriaev, Leonid Freidovich y

 



41

Yury Orlov. Planeacién. de Movimiento Periddico y Control Ho. No Lineal de un

Helicdptero de Tres Grados de Libertad. ler. Encuentro Internacional Académico

y de Investigacién — VI Encuentro Regional Académico ERA 2010, Noviembre 10

y 11, 2010. Tijuana, Baja California, México.

Yuri Orlov, Luis T. Aguilar y Marlen Meza. Diserio de observador discontinuo

para helicdptero de tres grados de libertad. Congreso Nacional del AMCA 2009

(AMCA 2009) Zacatecas, Zacatecas, Septiembre 30 — Octubre 2, 2009, México.

Orlov Yury, Meza-Sanchez Marlen y Aguilar Luis T. Sliding Mode Velocity-

Observer-Based Stabilization of a 8-DOF Helicopter Prototype. 6th IFAC Sym-

posium on Robust Control Design, June 16 - 18, pp. 179 — 184, 2009. Haifa,

Israel.

Konstantin K. Starkov, Luis T. Aguilar, Yury Orlov e Iliana M. Meza Sanchez.

Control por Modos Deslizantes de un Sistema Subactuado de Tres Grados de Lib-

ertad usando Medicién de Posicién. IV Encuentro Regional Académico (ERA

08). Tijuana, B.C. Noviembre 17 y 18, pp. 141 - 146, 2008.
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Capitulo II

Helicéptero subactuado de 3-GDL:

modelado y sistema de control

El presente capitulo tiene como objetivo presentar el modelo y caracteristicas del pro-

totipo subactuado de Quanser llamado Helicéptero de tres grados delibertad (3-GDL).

Este sistema mecanico posee, como su nombreindica, tres grados de libertad denomina-

dos elevacién, direccién y rotacién. Como puede observarse en la Figura 1, la posicién

del mecanismo esté determinadaporla posicién en el espacio tridimensional del cuerpo

en suspensién horizontal. El Angulo de elevacién, que seré denominado @(¢) € IR,cor-

responde al cambio en la altitud del cuerpo del helicéptero mientras que el dngulo de

direccién, Namado (¢) € R, corresponde al movimiento del cuerpo del helicdptero, esto

es, el desplazamiento angular del brazo de sustentacién con respectoal eje horizontal z.

Finalmente, el Angulo de rotacién w(t) € IR corresponde al movimiento que realizaalgi-

rar sobre el eje vertical z. La posicién es medida a través de tres decodificadores épticos

(Avago-Technologies, 2010); los ejes de elevacién y rotacién poseen una resolucién de

4096 ciclos por revolucién (CPR), mientras que el eje de rotacién posee 8192 CPR.El

sistema es controlado a través del voltaje aplicado a dos motores PITTMAN modelo

92348004 (Allied-Electronics, 2001) que se encuentran en el cuerpo del helicdptero.

Fisicamente, el prototipo consiste de una base 6 pivote sobre el cual se encuentra

montado un brazo horizontal. Dicho brazo poseeel cuerpo del helicéptero en un extremo

y un contrapeso en el otro. La inclusién del contrapeso como parte del mecanismo

permite que los actuadores tengan la fuerza suficiente para mover la estructura que

correspondeal cuerpo delhelicéptero y de esta forma, reducir los requisitos de potencia
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Rotacién  

 

  
Contrapeso

Direccién

Figura 1. Prototipo Quanser© de helicdéptero de 3-GDL.

en ambos motores.

La plataforma de control del helicéptero (véase Figura 2), ademds del sistema

mecanico, esté integrada por:

* Computadora. Procesador Pentium® 4 de 2.40Ghz, 1GB de memoria RAM,

Disco duro de 40GB, Windows XP Professional ®, Matlab R2007a®, Simulink®,

Real-Time Windows Target (RTW®). Encargada del envio y recepcién de datos

de la tarjeta de adquisicién de datos para la ejecucién en tiempo real de los

algoritmos de control.

e Servoamplificadores AMC® Modelo 16A20AC(AMC,2011). Recibenlas

sefiales de salida de la tarjeta de adquisicién de datos y suministran la corriente

necesaria a los actuadores para mantenerel voltaje especificado porla salida del

controlador.

e Tarjeta de adquisicién de datos Sensoray@ Modelo 626(Sensoray, 2004).

Sirve de interfaz entre la computadora y el sistema mecdnico. Es la encargada

de: a) transformarla salida del controlador en sefales analégicas que correspon-

den a los voltajes que deberan ser suministrados por los servoamplificadores, y de
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b) recibir las sefiales digitales de los decodificadores dpticos del helicéptero que

permiten determinar la posicidn del sistema.

Sensoray® 626   

 

  
Servoamplificadores

AMC
 

 

 

  
Figura 2. Plataforma experimental.

En las siguientes secciones se describen tres modelos matematicos utilizados en

la realizacién del presente trabajo de tesis, a partir de los cuales se presentarén los

resultados de simulacién y experimentales obtenidos en los Capftulos IV y V.

II.1 Modelo dindmico simplificado

El modelo que se describe a continuacién ha sido extrafdo del manual de Quanser

(Quanser, 2002). Cada grado de libertad es analizado de acuerdoa la interaccién entre

fuerzas que permite su movimiento.

El movimiento enel eje de direccién ¢(t) € IR (véase Figura 3) se encuentra definido

porla diferencia entre las fuerzas aplicadas a ambos motores; esto es, Fy(t) = F(t) —

F,(é), La dinémica que describe este comportamiento esta definida por

Ig = Ks(Vp — Vi)Ln + wg (1)

donde Jy es la inercia sobre el eje de direccién, Lp, es la distancia del motor al centro
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de masa entre los dos rotores, Ky es la fuerza constante de la combinacién entre los

motores y las propelas, y wg son las perturbaciones.

   

 

Direccién

Figura 3. Helicéptero de 3-GDL: Vista frontal.

La dindmica del movimiento en el eje de elevacién @(t) € IR, contrario al eje de

direccién, se describe como una respuesta a la fuerza originada por ambos actuadores

F(t) = Fy(t) + F,@) al aplicar voltajes (V;(t) = Vi(¢)) a los motores del helicdptero.

De esta forma, es necesario vencer la fuerza de gravedad F, para que el cuerpo del

helic6éptero se mantenga suspendido. Esta dindmica es descrita porla siguiente ecuacién

1g = K(Vj + Vi) Ly — Fy Ly + wo (2)

donde J corresponde al momento deinercia del sistema sobre el eje de elevacién, L, es

la distancia que existe del cuerpo del helicdptero hasta el pivote de giro, y we son las

perturbaciones.

Por otro lado, es posible observar que el eje de rotacién #(t) € R es el elemento

pasivo del sistema ya que su dindmicaesta relacionada directamente con el movimiento

en el eje de direccidn. Esta dindmica esta modelada por la ecuacién

Ib = —K,son($)Ly + wy (3)
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donde Iy es la inercia sobreel eje de rotacién, Ky es la fuerza requerida para mantener

el helicéptero en el aire, y wy son las perturbaciones.

Para, obtener las ecuaciones del modelo simplificado que se utilizar para los desa-

rrollos correspondientes dentro del presente trabajo de tesis, se establecen las variables

de estado ¢, = ¢, @) = $, 01 = 8, 02 = 8, , = 0, % = p y definiendo 71, Tz como

V; + V, y V; — Ve, respectivamente; ademds de introducir las constantes a = Klol1

b= Fylylg', c = KyLalz', y d = K,LyI5}, obtenemos queel sistema (1)-(3) estd

descrito por

6; = 4, 6) =aT, —-b+ wi, (4)

oy = $a bo = CT? + W2, (5)

i = os bo = —dsen($,) + ws (6)

donde + = [r1,79]", wi = Izwe, wo = Ty!wos y w= Tyiwy. Los valores de los

parametros para este modelo se muestran en la TablaI.

Tabla |. Valores de los parémetros del prototipo de helicéptero de 3-GDL para el modelo

simplificado,

 

 

Notacién Descripcién Valor Unidades

Ly Longitud de la base al cuerpo del helicéptero 0.66 m

Ty Distancia del eje de direccién a cada motor 0.177 m

Ig Momento deinercia del eje de clevacién 0.0364 kg -m?

Ig Momento deinercia del eje de direccién 0.91 kg-m?

ly Momento de inercia del eje de rotacién 0.91 kg +m?

K, Fuerza minima requerida para mantener al

helicéptero en elaire 0.686 N

F, Aceleracién gravitacional 9.81 m/s
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II.2. Modelo dindmico de Newton-Euler

Enel presente trabajo de tesis, también se utiliza el modelo propuesto en (Westerberg

et al., 2010) donde las dindmicas del prototipo de laboratorio del helicdptero subactuado

de tres grados de libertad es descrito por las ecuaciones de Newton-Euler (Spong etal.,

2006)

lw+wx (Iw) =7, (7)

donde w = [we, wy, wz] son las velocidades angulares, J = diag(I¢, Is, Iy) es la matriz de

inercia del cuerpo rigido suspendido que corresponde al cuerpo del helicéptero y cuyos

valores son iguales a los del modelo simplificado (véase Tabla I). El vector de pares

aplicados pueden definirse como 7 = [rz,7y,0]" considerando que es un sistema subac-

tuado de grado uno con respecto al eje de rotacidn del mecanismo. Dicha formulacién

presenta las siguientes simplificaciones: a) la resistencia del aire y la friccidn no son

modeladas, y b) la fuerza gravitacional no es tomada en cuenta considerando que el

cuerpo del helicéptero se encuentra balanceado con un contrapeso en el otro extremo.

De acuerdo con la formulacién de Newton-Euler, todas las variables estén expresadas

con respecto al marco referencial correspondiente al cuerpo del helicéptero. Para la

obtencién de la velocidad angular este cuerpo con respecto a un marco inercial es

necesario calcular la matriz de rotacién que transforma las coordenadas de una marco

a otro.

Deffnanse ¢ = [¢, 6, ¢]" comolos gradosde libertad correspondientes a la direccién,

elevacién y rotacién respectivamente; tal vector corresponde a las coordenadas ge-

neralizadas para describir la orientacién del cuerpo rigido del helicéptero utilizando

los Angulos de Euler Z-Y-X. De acuerdo a lo anterior, las velocidades angulares del
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helicéptero con respecto a q se describen como

0 —sen() cos(¢)cos() b

w= Beyed =

|

0 cos(¢)

_

sen(¢) cos(@) a]. (8)

1 0 —sen(6) »

Las ecuaciones (7), (8) permiten definir al sistema tal que

T(Bayed + Bayed) +0 x (Iw) = 1

donde la expresion w x (Iw) viene dada de manera explicita por

wx (lw) = Biyzg X (1 Biyed)

—840 + coco) —Ig(sg0 + cpcetb)

= cg + sco x To(eg0 + 8gCov)

$ — sorb Ty(d — ser?)

$ 8 ~

_ (+) () (W)
=548 + cgcoth 640 + sgcoth ob — sob

—Is(s68 + cpcorb) Io(cg9 + secob) Iy(b ~ sob)

+[(co9 + spcob)1u(b — sot) — Io(cg8 + sgcod)($ — sorb)]

= —[(-s48 + cco)lu(d — sorb) + Ig(sg8 + cacob)(d — sorb)]

+[(—s96 + cgcerh)Io(cg8 + sgco}) + Ig(s68 + cpeob)(co8 + seco)

Finalmente, el sistema (7), (8) puede reescribirse con la ecuacién diferencial

IQE+09 =7 (9)

donde g = [¢,0,¥]?, 7 = [71,72]".

Los valores calculados para las funciones J(q) = IBrye ¥ 0(4, 9) = IBryoG tw X (Iw)
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estan definidos por

0 —Ig8¢ Lgcgce

J(q = 0 Ipgcg  Igsgco (10)

L fy 0 —Iy8e

—Tycg8 — Ip(co800 + sycod)b + (c68 + 550)Iy(d — sob)

99,4) = —Ipsg60 + Io(cycod — 54500) — (848 + cgcod)ly(d — sorb)

Iyb — Lycobh + (—898 + coco) Io(co8 + sgcorb)

—(b— so)Io(cg8 + sgcov)

+ (6 — seb)Io(—s49 + cgcod) (11)

| —(ca8 + sscow)o(—348 + egcorh) 
Las expresiones c, y 8, denotan cos(z) y sen(z) respectivamente, donde 2 se refiere

al dngulo correspondiente.

II.3. Modelo dinadmico de Newton

El modelo de Newton que se describe a continuacién ha sido propuesto en (Ishutkina,

2004) en el cual se aplica la segunda ley de Newton a la razén de cambio con respecto

al momento angular y esté dado por

190 Lcos(¢) (V7 + V4) — Mglp sen(@ + 00) + we (12)

ilI,

Typ = Leos(6) sen(o)(V; + V;) — I, sen(6) sen(})(V; — Vs)

In (Vy; — Vo) — mglg sen(¢) + wa (13)

~5el@L)"(S +S" sen(¢)) + a (14)

donde 6(t), 6(t), P(@) € IR correspondena los 4ngulosde elevacién, direccién y rotacién,

respectivamente. Ig, Ig y Iy son los momentos de inercia del sistema con respecto a
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su éngulo correspondiente. § se define como el Angulo entre la base y el cuerpo del

helicéptero.

Las variables de control son los voltajes de armadura,V;(é) y V,(é), correspondientes

a los motores especificados como Front y Back, respectivamente. La notacién we, Wa y

wy corresponde a las perturbaciones externas que afectan al sistema.

Los pardmetros fisicos del helicéptero se definen por: M es la masa total del pro-

totipo, m es la masa del cuerpo en suspensién, L es la distancia del punto de giro

hacia el cuerpo del helicéptero, g es la fuerza de gravedad, I, es la distancia del eje

de direccién hacia cada motor, S y 5” son los coeficientes efectivos de arrastre por el

drea de referencia cuando ¢ = 0 y ¢ = 2,respectivamente y finalmente, p corresponde

a la densidad del aire. Los valores de los pardmetros fisicos del sistema, extrafdos de

(Ishutkina, 2004), se muestran en la Table IT.

Definiendo las entradas de control como 7; = Vs+Vy y T2 = Vp — Vj; a continuacién,

estableciendo 6 = 01, 8 = 62, 6 = $1, 6 = dy, Y= V1, = vyy definiendo a = Lj},

b= Mglel*, c= lalz', d= mglglz*, = MI;f = lal;’, el sistema (12)-(14) puede

reescribirse como

8, = 6.

8, = acos(d,)71 — bsen(@1 + 00) + wi (15)

or =

bg = ¢T2—dsen(¢,) + we (16)

tr = de

ty = ecos(6,)sen($,)71 — f sen(01) sen(d,)r2

2
—p%-(S-+ S'sen($,)6} + us a7)

donde wy = Ig'we(t), we = Ijwalt) y ws = Ty*w, (2).
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Tabla ||. Valores de los parémetros del prototipo de helicéptero de 3-GDL para el modelo

de Newton.

 

 

Notacién Descripcién Valor Unidades

M Masatotal 3.57 Kg

m Masa, del cuerpo 1.15 Kg

L Longitud de la base al cuerpo del helicéptero 0.66 m

lp Distancia del eje de direcciédn a cada motor 0.177 m

lo Longitud del péndulo en el eje de direccién 0.014 m

lg Longitud del péndulo en el eje de rotacién 0.004 m

9 Aceleracién gravitacional 9.81 mfs?

Densidad del aire 1.238 Kg/m?

Ss Coeficiente efectivo de arrastre por Area, de refencia

cuando ¢=0 0.012 m?

s Coeficiente efectivo de arrastre por area de refencia

cuando ¢= 1 0.168 mM

Ig Momento de inercia del eje de elevacién 0.036 kg +m?

Ig Momento deinercia del eje de direccién 0.93 kg-m?

Ly Momento de inercia del eje de rotacién 0.93 kg-m?
 

II.4 Resumen

Se han presentado tres modelos para el prototipo de helicdptero de 3-GDL,los cuales

corresponden a los mas relevantes dentro de laliteratura.

e El modelo simplificado se encuentra descrita en el manual de Quanser® para la

plataforma experimental y modela la dinémica esencial del mecanismo.
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e El modelo de Newton-Euler corresponde a un modelo sin dimensién propuesto

en (Westerberg et al., 2010) que modela de forma mds completa la dindmica del

sistema mecdanico.

e Finalmente, el modelo de Newton, presentado en (Ishutkina, 2004), corresponde

aun modelado similar al descrito por el modelo simplificado, en donde se incluye

el término adicional p(s + 8’ sen(¢,))¥3, el cual correspondeal arrastre (Drag)

del sistema.

Estos tres modelos forman la base para el disefio de los observadores de velocidad

y algoritmos de control disefiados como parte del presente trabajo detesis.
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Capitulo III

Observadores de velocidad de estructura

variable

En esencia, un sistema de control retroalimentado cldsico cuenta con actuadores, encar-

gados de proveer la accién del control al sistema y modificar su comportamiento; y con

sensores, encargados de proveer una lectura de las sefiales que se pretenden controlar.

Sin importar la naturaleza del sistema, las mediciones de la razén de cambio en dicho

sistema, normalmente no son posibles de manera directa. Para el caso especifico de

sistemas mecdnicos, nos referimos a las velocidades del movimiento de cada eslabén o

variable de interés del sistema. Es en este escenario donde surge la importancia del

disefio de observadores. La utilizaci6n de metodologias como modosdeslizantes, parte

esencial del presente trabajo de tesis, nos obliga al disefio de éste tipo de estructuras.

Enel presente capftulo se presentaré, el disefio de observadores de velocidad para los

modelos dindmicos simplificado y de Newton. Ambasestructuras serén posteriormente

utilizadas en el desarrollo de las leyes de control basadas en modos deslizantes para la

solucién 2 los problemas de control de posicién y seguimiento de trayectorias.

III.1 Modelo dinamico simplificado

Basados en la dindmica, no lineal del modelo simplificado descrito en el capitulo anterior,

se propone una familia de observadores de velocidad que se presentan a continuacién.
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IJI.1.1 Observador de velocidad para Angulo de elevacién por

modosdeslizantes

El observador de estructura variable que se propone para el estado 6, correspondiente

al angulo de elevacion,esté definido por

8, = bo + pesign(1 — 8;)
. (18)

82 = au, — b+ vesign(@, — 1),

con parémetros fig, ¥— > 0. Claramente, las dindmicas de los errores de observacién

a a
€; = 0; — 91, eo = A — 8 estan descritas por las ecuaciones

€1 = €2 ~ ppSign ey,
(19)

é€2 = —vesign e1 + wi,

conlado derecho discontinuo. De manera subsecuente, se observa que estas ecuaciones

son interna y asintéticamente estables. Ademas, en presencia de perturbaciones exter-

nas w; con magnitud superiormente acotada M; > 0, se demuestra que los errores de

observacién decaen de forma asintética al segmento

 

 

M,Sp = {(e1,€0) € IR? : ey =0, fen] < Oy (20)

con un dominio de atraccién

V,Da = {(¢1,€2) €R? : Jeol < 4%), (21)
1

condicionado a que

vg > max{M, pMi}. (22)

Teorema 1 Considérese que la dindmica de los errores de observacién (19), sujetos a

la subordinacion de pardmetros (22) para alguna M, > 0, son internamente estables en

forma asintética y global. Estas dindmicas Ulegan al intervalo I,, = {(€1,€2) € R?:
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€, = 0,le2| < pg} en tiempo finito cuando son inicializadas dentro del dominio (21)

y en presencia de perturbaciones externas admisibles w, de magnitud menor 6 igual a

M,. Posteriormente, aparecen modos deslizantes dentro del intervalo S,, @ lo largo del

eje vertical y decaen al segmento (20) cuando t > oo.

Prueba Primero, ndétese que parael sistema discontinuo del error (19), la condicién

e161 = ex(€2 — pgsigne:) < —er|(ue — lea|) < 0

garantiza la existencia de modos deslizantes para todo e; £ 0 y |ee| < pg.

A continuacién, considérese la funcién candidata de Lyapunov V(e1, e2) = velex| +

de, Calculando la derivada temporal de esta funcién a lo largo de las trayectorias del

sistema no perturbado (19), se obtiene

V = vesigner(e2 ~ signe) — eavesigney

= pgs <0, (23)

la cual es vélida para toda la funcién excepto en el eje vertical e; = 0 donde V(e1, e2)

no es diferenciable. La desigualdad (23) asegura que las trayectorias llegan al intervalo

de mododeslizante I,en tiempo finito; de otra manera, dichas trayectorias se dirigirdn

al origen y llegardn en tiempo finito. Dado que los modos deslizantes en el intervalo

I,, se gobiernan por la ecuacién estable en forma asintética,

éo = ——€2, (24)
Be

esto origina que la dindmica del error (19) sea internamente estable en forma global.

Es importante recordar que la ecuacién por modos deslizantes (24) se deriva de

acuerdo al método del control equivalente (Utkin, 1992), a través de la sustitucién del

valor equivalente sign,,e; de la funcién conmutadasign e,. Esto garantiza la identidad

é€, = 0 a lo largo de los modos deslizantes en la segunda ecuacién del sistema no
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perturbado (19) para sign e;. De hecho, el valor equivalente representa la solucién

de la ecuacién algebraica e2 — pgsign e; = 0 con respecto a sign e; y por lo tanto,

sign,,€1 = peten.

En consecuencia, para la dindmica perturbada (19), la relacién (23) se modifica a

V = —pgvg + e2w1 < —Ltgvg + M,|eo|, (25)

y para las trayectorias, inicializadas dentro del dominio (21), permanece negativo

definido. Asi, junto con la dindmica interna, las trayectorias del sistema perturbado

(19) Megan al intervalo de modos deslizantes J,,, en tiempo finito Ty, > 0, el cual de-

pendede las perturbaciones w,. Las soluciones de las ecuaciones con modos deslizantes

en presencia de perturbaciones

. u
eg = ——Ley + Wy (26)

estén dadas por

t

ea(t) = ewPen(T,,) + [ e7©uw(r)dr,
‘1

y tomando en consideracién la cota superior Mj, en la magnitud de las perturbaciones

admisibles w1, estas soluciones se aproximan al segmento (20) cuando t - oo. Oo

Conel fin de interpretar el resultado anterior en términos del observadorde velocidad

(18), se introduceel siguiente concepto.

Definicién 1 Considérese el sistema dindmico de segundo orden

4 = f(n,”) (27)

y un sistema dindmico de la forma

fn = filn, Ai, fe), te = foln, fh Ae) (28)
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con variables de estado escalares n(t), H(t) y M(t), Q(t), respectivamente, poseen solu-

ciones en el sentido de Filippov para condiciones iniciales arbitrarias. Se dice que el

sistema (28) constituye un observador asintdtico de velocidad del sistema (27) con un

dominio de atraccién D C RR?de errores de observacién inicial y una precision ¢ > 0

st

jim sup Int) —h@)\ se kmsup ir) — f(t) < € (29)

para todas las soluciones en el sentido de Filippov (n,7) y (fy, 72) de (27) y (28) tales

que los errores de observacidn iniciales (n(0) — 7, (0), 7(0) — #2(0)) estdn en D.

Basados en la Definicién 1, el Teorema 1 se reformula comosigue.

Teorema 2 Considérese el observador de velocidad de estructura variable (18) de la

dindmica de elevacién (4). Sea M, > 0, una cota superior de la magnitud de la per-

turbacion externa wi(t) que afecta a (4), conocida a priori. Entonces bajo la condicion

(22), impuesta en los pardmetros jig,ve del observador, (18) representa un obser-

vador de velocidad asintdtico de precision we donde (21) corresponde al dominio

de atraccién de los errores de estimacién iniciales e,(0) = 61(0) — 61(0), ¢2(0) =

62(0) — 62(0). Ademds, (18) es un observador asintético global del sistema no per-

turbado (4).
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III.1.2 Observadores de velocida para angulos de direccién y

rotacién por modos deslizantes

De manera similar al observadorde elevacién (18), se disefia una familia de observadores

de velocidad de estructura variable para el subsistema direccién-rotacién

od, = dt Hgsign(?, — 1)

Gy = Cua t+ vgsign(d, ~ i): (30)

dy = Dy + pysign(y, — dy)

dy = ~dsen(d,) + vysign(, — 1), (31)

con pardmetros fg, 4%, fly, Vy > 0.

Loserrores de observacién ¢; — ¢;,%, —¥;, 1 = 1,2 decaen en formaasintdtica a los

 

 

segmentos

* - . . M.
Sa = (bs ~ 462 — 2) ER? : by = by) l0~ dal SE} (82)

* - * “ M.
So = (1 — Vastha Ba) ER? th = yslsy (88)

con dominios de atraccién

Da = {(61 ~ b1,$2~ $a) €R?: lby ~ dol < 4}, (34)

Dy = (a ~ Basha ~ Ga) €R? : Iba ~ dal < 3, (35)

a condicién de que

vg > max{Mo, Ma}, vy > max{ Mg, wyM3}. (36)

Teorema 3 Considérense los observadores de velocidad de estructura variable (30) y

(81) de las dindmicas de direccién y rotacién (5) y (6). Sean Mz > 0 y Mg > 0,

las cotas superiores de las magnitudes de las perturbaciones externas we(t) y w(t) que
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afectan a los sistemas (30) y (31), conocidas a priori. Entonces, bajo las condiciones

(86), impuestas en los pardmetros 14,4, ly, %y de los observadores, las dindmicas

de los sistemas (30) y (31) representan observadores de velocidad asintéticos de di-

reccion y rotacién, con una precision nelle y a, respectivamente; estos observadores

poseen dominios de atraccién (84) y (85) de los errores de estimacién iniciales $,(0) —

$,(0), ¥,(0) —b,(0), i= 1,2. Ademds, (90) y (81) son observadores asintéticos globales

del sistema no perturbado (5) y (6).

Prueba La lfnea de razonamiento usado para establecer la validacién del Teorema 2 se

aplica tambien aqui. La prueba del Teorema 3 entonces se omite. oO

III.2 Modelo dindamico de Newton

De forma similar al modelo dindmico anterior, se proponela siguiente familia de obser-

vadores de velocidad de estructura variable

6, = by + ppsign(O, — 61)

6. = acos($,)r1 ~ bsen(O; + A) + vesign(@, — 41) (37)

$: = $2 + pgsign(d. — $1)

$2 = org —dsen(d,) + vysign(d, ~ 4) (38)

d, = vet wysign@, — dy)

th, = ecos(6:)sen($,)71 — f sen(O1) sen(¢,)72

2 a a

—p5-(S +8" son(4,))by + vysien(s ~ bs) (39)

con pardmetros Lg, Yo, Hg, Yes HyUp > 0.

Los errores de observacién 6;—-8;, biBis ,-W;,, i = 1,2s0ninterna y asintdticamente

estables. Ademds, en presencia de perturbaciones externas w), we, w3 con magnitudes
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superiormente acotadas por M,, M2,Ms > 0, respectivamente, los errores de obser-

vacién también decaen en forma asintdtica a los segmentos

 

 

 

Sp = {(01 — 01,0) ~ 8.) © R? : & = b4, 1= Oa) < es (40)

Sp= = {(1— b1,¢2 — b2) ER? : $y = 4, [bo = bol < Hells (41)

{hy ~ Dura ~ Da) Rh, = dla = a < bed (22)

con dominios de atraccién

Do = {(01 — 6, 82 — 82) € IR? : [02 — b| < aah - (43)

Ds = (1 ~ brs $2 ~ bn) € R? : [be — dal < 94, (44)

Dy = {(y ~ dasa ~ a) € IR? : bby — tal < AY, (45)

siempre que

ve> max{M1,p4,M}, Vg > max{ Mo, 4M}, Vy > max{M3, tyM3}. (46)

Teorema 4 Considérense los observadores de velocidad de estructura variable (37),

(88) y (89) de las dindmicas de direccién y rotacién (15), (16) y (17). Sean M, > 0,

M2 > 0 y Mg > 0, las cotas superiores de las magnitudes de las perturbaciones externas

wy(t), w(t) y we(t) que afectan a los sistemas (37), (38) y (39), conocidas a priori.

Entonces, bajo las condiciones (46), impuestas en los pardémetros Har Vobg Vs Pays Up

de los observadores, las dindmicas de los sistemas (37), (88) y (89) representan obser-

. - ree . se ts et Mi Hg Mevadores de velocidad asintéticos de direccidn y rotacién, con una precisidn "2-4ve h va

y a, respectivamente; estos observadores poseen dominios de atraccién (48), (44) y

(45) de los errores de estimacién iniciales 0;(0) ~ 8,(0), ¢,(0) — 4,(0), (0) — },(0), i=

1,2. Ademds, (87), (88) y (89) son observadores asintéticos globales del sistema no

perturbado (15), (16) y (17).
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PruebaLa linea de razonamiento usado para establecer la validacién del Teorema 2 se

aplica tambien aqui. Los detalles de la prueba del Teorema 4 entonces se omiten. O
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Capitulo IV

Control de posicién: solucién al problema

de estabilizacion.

En el presente capftulo se presentardn resultados numéricos y experimentales con res-

pecto a la solucién del problema de control de posicién, caso particular de estabilizacién

en el origen, para el sistema mecanico subactuado de 3-GDL.Inicialmente, se desarro-

lard la formulacién del problema para posteriormente presentar propuestas de solucién.

Para ello, se plantean dos estrategias basadas en modos deslizantes disefiadas para los

modelos dindmicos simplificado y de Newton. Ambas propuestas seran complementadas

con su respectivo andlisis de estabilidad y resultados numeéricos. Alfinal del capitulo se

encontrard una seccién de discusién en el que se analizard la problematica, resultados

y conclusiones obtenidas.

IV.1 Formulacién del problema

El objetivo de controles resolver el problema de estabilizacién orbital para el helicéptero

de 3-GDL. Se pretende que ademas, el controlador atentie los efectos de las perturba-

ciones externas. Sea >

q= | Alt), ¢:(), d() (47)

el vector de las posiciones del mecanismo donde 6,(¢) € RR corresponde al dngulo de

elevacién del helicéptero; ¢,(¢) € IR es el dngulo de direccién y y(t) € R es el Angulo

de rotacién del mecanismo. Se proponedisefiar una ley de control 7 = [71,72|” tal que

Jima [la(@)|I = 0. (48)
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IV.2 Control por modos deslizantes de segundo or-

den utilizando el modelo dindmico simplifi-

cado

De acuerdo al modelo simplificado (4) - (6), es posible identificar que la ecuaciéncorre-

spondienteal eje de elevacién (4) constituye un subsistema independiente. La estrategia

de control propuesta es el disefio de una ley de control r; para el eje de elevacién y

posteriormente el disefio de otra ley de control T2 que estabilice asintéticamente el

subsistema de los ejes de direccién ¢ y de rotacién wp.

IV.2.1 Controlador por modos deslizantes de segundo orden

para el Angulo de elevacién

Conla finalidad de estabilizar globalmente de manera asintdtica el eje de elevacién, se

proponela siguiente ley de control

1 : .
1 o [b — hO, — pO — asign(@1) — Psign(2)] (49)

extraida de (Orlov, 2009), condicionada a que tanto el dngulo de elevacién 6, como la

velocidad angular 62 se encuentran disponibles. Con esta ley de control, el sistema en

lazo cerrado (4),(49) es estable globalmente en tiempo finito si se cumple que los valores

paramétricos son tales que

hp2>0Qa-M,>B>M (50)

para alguna M; > 0. Ademas, su estabilidad se mantiene sin importar la magnitud de

las perturbaciones externas que afecten al sistema siempre que estén acotadas, esto es

sup,|wi(t)} < M4. (51)
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Teorema 5 Sea el sistema perturbado (4) controlado por (49) sujeto a las condiciones

paramétricas (50) para alguna constante positiva M, > 0; entonces el sistema en lazo

cerrado (4), (49) es globalmente estable en tiempo finito, siempre que las perturbaciones

externas wy(t) cumplan con la condicién (51) para la misma constante My.

Prueba Sustituyendo (49) en (4), el sistema en lazo cerrado toma la forma

0, = 4

0, = —hy — pO ~ asign(4,) — Bsign(92) + wi(t) (52)

y aplicando[(Orlov, 2009), Teorema4.4] al sistema (52) bajo las condiciones (50),(51),

se establece la validez del Teorema5. Oo

IV.2,2 Controlador por modos deslizantes de segundo orden

para los A4ngulos de direccién y rotacién

El siguiente objetivo es la estabilizacién asintética del subsistema subactuado (5), (6)

atenuandolas perturbaciones externas denotadas por we, w3. La estrategia de control

consiste en dos pasos. En primer lugar, se propone una funcién basada en el sistema

cuya dindmica cero sea globalmente asintdticamente estable mientras que la influencia

de perturbaciones externas sean atenuadas. Posteriormente, se construye una entrada

de control 72, la cual en presencia de perturbaciones, lleve al sistema de formalocal a

la dindmica cero en tiempofinito. ,

Se propone entonces

8($1, Po, Pe) = dsen(d,) — Ki, — Keb, (53)

con pardmetros positivos K1 y K2 que permitan imponer las propiedades deseadas en

la dindmica cero del subsistema. El dngulo de rotacidn, al restringir su movimiento
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en s = 0, adquiere una dindmica gobernadapor el sistema asintéticamente estable de

forma interna

by = Ve, Po = —Kh, — Koby + wy (54)

donde las perturbaciones ws son atenuadas por una adecuada seleccién de valores para

las ganancias Ky y «2 (véase por ejemplo (Doyle et al., 1989)). En consecuencia, el

angulo de direccién también cumple con las mismas propiedades en su dindmica cero

donde

dsen($,) = Ky, + Kato. (55)

Con la finalidad de asegurar que la variedad (55) sea alcanzada en tiempofinito se

proponela siguiente ley de control

tn = saab[sen(ds)93 — mi sen(,) — rr c08(¢1)¢2
—hys — p18 — oysign(s) — B,sign(s)] (56)

con pardmetros positivos h1, p1, a1, 8. Obsérvese en (56), la necesidad de restringir

el movimiento en el eje de direccién dentro de un dominio admisible ¢, € (—3, %). Por

tal motivo, la dindémica de este dngulo no debe superar estos puntos singulares y en

consecuencia, la estabilizacién para este grado de libertad serd local.

La idea de proponer (56) es Nevar al sistema en lazo cerrado (5), (6), (56), en el

subespacio de la salida s, a la forma cuasihomogénea

§ = -d[his + p18 + aysign(s) + 6,sign(3)] + w (57)

donde se ha supuesto que la perturbacién externa w3({t), que afecta a la dindmica

del eje de rotacién, es diferenciable tal que w = dcos(¢,)we — Kyw3 — KeW3. Nueva-

mente, aplicando [(Orlov, 2009), Teorema 4.4], la ecuacién (57) aparece como global-

mente estable equiuniformemente (en w) en tiempo finito, siempre que se cumpla que
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sup,|w(t)| < M para una constante M > 0 y que los pardmetros cumplan

hy,p2 20, doy-M>dB,>M. (58)

Suponiendo que las magnitudes de las perturbaciones externas w(t), w(t) y la derivada

temporal w(t) = tig(t) estén superiormente acotadas

sup,|wi(t)| < Mi, i=2,3,4 (59)

por constantes positivas M2, M3, M4, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 6 Considere el sistema en lazo cerrado (5), (6), (56) cumple con (58) y

asumiendo (59) en las perturbaciones externas. Supdngase que se cumple con la condicién

(58) con M = dM2+ &,M3+K2My. Entonces el sistema en lazo cerrado es llevado a la

superficie (55) de la dindmica cero en tiempo finito, y posteriormente, su dindmica se

encuentra gobernada por la ecuacién de modos deslizantes (64). Ademds, la dindémica

interna del sistema en lazo cerrado (5), (6), (56) es localmente asintdticamenteestable.

Prueba Dada que la proyeccién de (5), (6), (56) en el subespacio definido porla salida

8, se encuenta descrito de forma local por la ecuacién (57) y bajo las condiciones del

teorema, esta ecuacién es estable equiuniformemente en tiempo finito de acuerdo a

[(Orlov, 2009), Teorema 4.4]. El sistema en lazo cerrado, a partir de un instante de

tiempo finito T > 0, evoluciona en la dindmica cero descrita por (55). Por lo tanto,

el sistema (5), (6), (56) se encuentra gobernado porla ecuacién en modos deslizantes

(54), la cual es internamente asintéticamente estable. Debidoa la estabilidad en tiempo

finito antes de los modosdeslizantes y a la dinémica bien definida de modosdeslizantes,

se prueba una estabilidad asintética interna del sistema en lazo cerrado. oO

Observacién 1 Dado que los pardmetros kK, y Ko, que determinan la dindmica cero

(55), pueden ser seleccionados de forma arbitrariamente grandes, la influencia de las
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perturbactones externas en los modos deslizantes (54) puede ser atenuada a un nivel

tan pequeno como se desee a través de una adecuada seleccidén de pardémetros.

IV.2.3 Sintesis con retroalimentacién de salida

Los controladores con retroalimentacién de salida 71 y Tz requieren mediciones tanto

de las posiciones como delas velocidades del sistema; por lo tanto, la sintesis implica

que las leyes de control propuestas

1 = : [e — hO, — pbe — asign(91)} — Bsign(d2)] (60)

1 4 a72 = Sapaiqyy onload — m1 sen(dy) ~ wx 008(41)b,
~h8 — p8 — aysign(3) — B,sien(8)| (61)

que se obtienenal sustituir las variables observadas 62, ¢, y qestimadas por (18), (30),

y (31), respectivamente, en las leyes de control (49), (56) en lugar delos estados 62, dy

y Wg. De igual manera, s(4,, %4, dy) esta definido por § = dsen(¢,) — Ki}, — Katy.

IV.2.4 Resultados numéricos

A continuacién, se presentan los resultados numéricos para evaluar el desempefio de los

controladores basados en modos deslizante (60), (61) aplicados al modelo simplificado

del helicéptero (4) — (6). Los pardmetros del controlador son los que se muestranel el

Capitulo II, en la Tabla I.

Las condiciones iniciales seleccionadas para las simulaciones fueron 61(0) = 0.5[rad],

$,(0) = (0) = 0.8, donde las velocidades iniciales son @2(0) = ¢2(0) = (0) = 0.

Se presentan dos casos: sin perturbaciones y afectado porlas perturbaciones definidas

por w, = we = 0.5cos(402), ws = 0.2cos(50t). Las ganancias seleccionadas para, los

controladores son a = 2,8 =1,h = 5, p= 6, a = 2, 8, = 1,=0, p71 = 9,
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k = 2 y Ko = 3. Las condiciones iniciales establecidas para los observadores son

8(0) = $(0) = Ho = 0 y (0) = 4(0) = ¥(0) =0
Losresultados numéricos para el caso sin perturbaciones y para el caso perturbado,

se muestran en las Figuras 4 y 5, respectivamente.

IV.3 Control por modos deslizantes de segundo or-

den utilizando el modelo dindmico de Newton

De acuerdo a la dindmica modelada (15), (16) y (17), podemos observar que los ejes

de elevacién @ y de direccidn ¢ corresponden a subsistemas completamente actuados;

esto es, el dngulo de elevacién puede ser controlado a través de la entrada de control

7, mientras que el de direccién depende solamente de la entrada de control r2. Sin

embargo, la dindmica que representa al Angulo de rotacién w depende de ambas sefiales

de control.

La estrategia de control elegida en este caso, consta de tres pasos: a) Formulacién

de una ley de contro! que estabilice el 4ngulo de elevacién, b) Anélisis de la dindmica

cero obtenida de aplicar el controlador disefiado en el primer paso, y c) Formulacién de

unaley de control que estabilice los 4ngulos de direccién y rotacién.

IV.3.1 Controlador por modos deslizantes de segundo orden

para el Angulo de elevacién

Se proponela ley de control

T1 = Feos(dy) [bsen(@1 + 4) — hO; — p92 — asign(#1) — sign(2)| (62)
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extraida de (Orlov, 2009), condicionada a que tanto el dngulo de elevacién 6, como

la velocidad angular @2 se encuentren disponibles. Con esta ley de control, el sistema

en lazo cerrado (15), (62) es estable globalmente en tiempo finito si se cumple que los

valores paramétricos son tales que

h,p20,a-M,>B>M, (63)

para alguna M, > 0. Ademés, su estabilidad se mantiene sin importar la magnitud de

las perturbaciones externas que afecten al sistema siempre que esten acotadas, esto es

sup,|wi(t)| < Mi. (64)

Teorema 7 Sea el sistema perturbado (15) controlado por (62) sujeto a las condiciones

paramétricas (63) para alguna constante positiva M, > 0; entonces el sistema en lazo

cerrado (15), (62) es globalmente estable en tiempo finito, siempre que las perturba-

ciones externas wi(t) cumplan con la condicién (64) para la misma constante M,.

Prueba La validacién del Teorema 7 sigue la linea del razonamiento aplicado al Teo-

rema, 5. O

IV.3.2  Controlador por modos deslizantes de segundo orden

para los Angulos de direccién y rotacién

Suponiendo unaestabilizacién asintética del dngulo de elevacién, se sustituye (62) en

(16) y (17). La dindmica cero de este subsistema se encuentra definida por

oy = $y

dy = cra —dsen(¢,) + we. (65)

Dy =

th, = —c1(S + S'sen(d,))b2 + cg tan(o,) cos(#,) sen(@1 + 9) + ws (66)
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donde c, = pe y @ = MglgJ,!. Asi, se seleccionala siguiente entrada

8(61, $1, P1, 02) = —Kithy — Katy — Kg of vi (t)dt + c1(S + S' sen(¢,))y3

—cz tan(¢,) cos(@,) sen(@; + 8) (67)

con pardmetros positivos Ki, Ke y Ks, los cuales son seleccionados adecuadamente para

imponer las propiedades deseadas en la dindmica cero. Mientras se encuentra dentro de

la variedad s = 0, la dindmica del estado ~, esté gobernada porel sistema internamente

asintéticamente estable

vy = ,

ty

by = —Kitby — Kathy — Ke , by (t)dt + wa, (68)

mientras que la perturbacién w3 es atenuadapor la adecuadaseleccién de las ganancias

1, Kg Y Kg (véase por ejemplo (Doyle et al., 1989)). De esta forma, mientras el Angulo

de direccién evoluciona dentro de un dominio admisible ¢ € (—}, 4), la variable de

rotacién cumple con las mismas propiedades en su dindmica cero donde

tf
—K1by — Keith) ro f ab, (t)dt = 1 (S + S$’ sen(¢,))p2 — cg tan(¢,) cos(O1) sen(4, + 40)

0

(69)

Para asegurar que el sistema alcanza (69) en tiempofinito, se proponela siguiente ley

de control

a T1(61, 02, $1; $2, 1, Yo)

; T2(01, br, Po)
con pardmetros positivos a1, 81, h1,p1 y T2(61, 61, %2) #0. Los valores de las funciones

(70)

T,, [2 se muestran en la Tabla III en donde, por simplicidad, las expresiones cz, Sz, tx ¥

5, denotan cos(x), sen(x), tan(x) y sec(x) respectivamente, donde z se refiere al dngulo

correspondiente. Lo que se pretende conla sintesis propuesta es Ilevar a la proyeccién
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Tabla Ill. Valores de las funciones 1°,, Pg para la entrada de control 72.

 

 

BPS} + BcFS?S's4, $2 — WSScp,ba} + 22SS'cy,do+ 6c3S7S'sg,Ws

—BchcrS7ty, co, 8(6,-+00)¥5 + Cate, $0,€(0,-+09)03 + Catg, $(0,+09)C01

+6458755, bg — BeFen5'S'34, bg, Co, 8(61-460) PS + 2K2C1C2Skg,Co, 5(6,460)%'2

+6e}5S'7 53,wh} — cate, co, (0, +00) [—as8ign(61) — Bsign(O2) — h0, — Oo]

—2cherS7ty, co, 8(65-400)Po — WieaSS"ty, Cp, 8(01400)54,95 + K9C15'Co, OoW

F2c1ca5ty, Co, 0(01409}92% — 2ercaSte, 8(01-+00)50, 9202 + C250, 5(0,+480) 54, Oa,

+225cy,84, bob3 + 2c1 62555,Cay (01-400) Pobo + 2crC25"t4, Co, 8(01400)C4, FaV2

+204625'Cy, £4, C0, 8(01460)P22 + 2ereZSUG,CF, $(61-400) + 2e1C35S84,05, CB, Sto, 4.05)

—de"54, 63,03 — c15's4,ba + Kic15"sg, Ws — 2402S"Sy, t4, 8(01460) $6, 2h

+6CjS7S'54,3 + CchIS75Hh + 685253wh) — Cc2e2S'S"sg, t4,C0,8(0,400)05

—2KaciS753,W5 + Cate, 8; 8(6,400)[—osign(01) ~ Bsign(O2) — h01 — pO.)

4015754,4, Pots — 22SS"cg, bah3 + Coty, Co, $(01400)92 — 2K2c8S743 — regypy

—2cheaSS'84, t4, Co, 8(6.460)5 — 2c1625?8%,ty, Co, 8(014+8)Pa — K1Cats, Co, $(6,-+00)

+HSB5 + deaco, 8(6, 409) Sd, — 2Kac{S’sg,Ws + BaercoS’84, tg, Co,8(0149)P2

—2neciSS's4,u3 — BeferS5%to, Cos 8(0,+00)09 + €25(01+00) 54, 8619292

+cat, C(6,469)80, 93 — €2€9,C(0,400) 54,9242 — C2C, 35, (014.00) 92¢2

~KaCate, Coy C(0,+60)02 + Kacatg, $(6,+40)50,92 — 2c2Co, $(¢;400)54, £9, 03

+2¢1025'54, Co, (01400) 34, bao — aC2Co, $(6,+46) 54, b2 + onsign(s) + B,sign(s)

+his +918

—e(erS'eg,3 — 2e2Ce, $(6, +00) 54, )
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del sistema en lazo cerrado (16), (17), (70) del subespacio definido porla salida s, a la

forma cuasihomogénea

§ = —[ogsign(s) + Bosign(s) + hos + pas] -+ w (71)

donde la perturbacién externa w3(t) que afecta la dindmica del dngulo de rotacién se

supone que es diferencible, la notacién

w = €1(91, py )eor + Eo(91, $y)tu2 + E5(A1, b1, bo, Po)ws + Ea(b1, Po)tbs + E5 (Ay)w§

ha sido utilizada y €;, 7 =1,...,5 estan definidos por

&; =cy tan(,)(sen(91) sen(O; + A) — cos(@1)} cos(@; + @p))

£q =015" cos($,)b3 — cg cos(01) sen(O + 99) sec?(,)

&3 =4c109(S + S' sen($,)) tan(¢,) cos(61) sen(O1 + 9) — 2€2(S + S’ sen($,))?b2 — Ky

+ 2noey(S + S! sen(d,))W — 12c2SS’ sen(d,)~3 — 6c} (S? + Ssen?(1))3

+ 4¢,S" cos($1)doo

&4 =2c,(S' +S" sen(¢,))Po ~ we

£5 =201(S + S’sen(¢,))

Aplicando [(Orlov, 2009), Teorema 4.4], se observa que la ecuacién (71) es global-

mente estable de forma equiuniforme (en w) en tiempo finito, siempre que se cumpla

sup, |w(t)| < M para alguna constante M > 0 y que los pardmetros sean

hyp, 20, a1 - M > By > M, . (72)

Suponiendo que las magnitudes de las perturbaciones externas wi(t), we(t) y ws(t) y

que la derivada temporal w4(t) = w(t) y ws(t) = w3(£) estén acotadas superiormente

sup |w;(t)| < Mj, += 1,2,3,4,5 (73)
t
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por constantes positivas M1, M2, Ms, Mz, Ms, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 8 Considere el sistema en lazo cerrado (16), (17), (70) tal que se cumple

(72) y suponiendo (73) en las perturbaciones externas. Sea cumplida la condicién (72)

con M = My + Mo + €3Ms + €4Ma + €;Ms. Entonces el sistema es lazo cerrado

es llevado a la variedad con dindmica cero (69) en tiempo finito, y posteriormente,

su comportamiento se encuentra gobernado por la ecuacién en modos deslizantes (68).

Ademés, las dinémicas internas del sistema en lazo cerrado (16), (17), (70) son local-

mente asintdticamente estables.

Prueba La validacién del Teorema 8 sigue la Ifnea del razonamiento aplicado al

Teorema, 6. Oo

Observacién 2 Dado que los pardmetros Ky, Ko Kg; que determinan la dindmica cero, 3

(69), pueden ser seleccionados de forma arbitrariamente grandes, la influencia de las

perturbaciones externas en los modos deslizantes (68) puede ser atenuada a un nivel

tan pequetio como se desee a través de una adecuada seleccién de pardmetros.

IV.3.3 Sintesis con retroalimentacién de salida

Finalmente, los controladores con retroalimentacién de salida 71 y T2 requieren medi-

ciones tanto de las posiciones como de las velocidades del sistema; por lo tanto, la

sintesis implica que las leyes de control propuestas

1 = weal) [bsen(s + 09) — hO, - pb — asign(6,) — psign(.)| (74)

1; (61, 62, b4, Gan'br» ba)

T2(61, $1, Po)

que se obtienen al sustituir las variables observadas 62, bo y the estimadas por (37),

(75)72

(38), y (39), respectivamente, en las leyes de control (62), (70) en lugar de los estados
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02, 2 ¥ 2. De igual manera, 3(91, 1,01 Bo) esté definido por § = —K1%, — Kathy -

xg fo! vi (Edt + ex (S +S" sen($,))B> — c2 tan(¢,) cos(61) sen(@1 + 4).

IV.3.4 Resultados numéricos

Los resultados numéricos para evaluar el desempefio de los controladores basados en

modosdeslizante (60), (61) aplicados al modelo simplificado del helicéptero (4) - (6) se

muestran en las Figuras 6 y 7, para los casos sin y con perturbaciones, respectivamente.

Los pardmetros del sistema son los que se muestran el el Capitulo II, en la Tabla IT.

Las condiciones iniciales seleccionadas para las simulaciones fueron 0;(0) = 0.5,

$,(0) = ¥,(0) = 0.8, para el caso no perturbado y 0,(0) = ¢,(0) = 0.5, ¥,(0) = 0.8

para el caso perturbado, dondelas velocidades iniciales son 02(0) = (0) = (0) = 0.

Se presentan dos casos: sin perturbacionesy afectado porlas perturbaciones definidas

por w; = 0.5 cos(40t), we = 0.2 cos(40¢), ws = 0.1 cos(40¢). Las ganancias seleccionadas

para los controladores son a = 0.1, 8 = 0.05, h = 3, p= 3, ay = 0.1, 6, = 0.05, hy = 2,

pi = 2, &1 = 6, Ke = 10 y ks = 0 en el caso no perturbado y a = 0.1, 6 = 0.05,

h = 3, p = 3, a) = 0.1, 8, = 0.05, hy = 2, py = 2, Ky = 3, Ko = Oy Kg = 0 para

el caso perturbado. Las condiciones iniciales establecidas para los observadores son

(0) = 6(0) =H =O0y (0) = $(0) = (0) = 0. Los resultados numéricos para el

caso sin perturbaciones y para el caso perturbado, se muestran en las Figuras 6 y 7,

respectivamente.
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Figura 6. Simulacién: comportamiento del helicéptero de 3-GDL (15) — (17) sin perturba-
ciones para estabilizacién en el origen.
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Capitulo V

Control de movimiento: seguimiento de

trayectorias

La principal contribucidn del presente trabajo de tesis para la resolucién del problema de

seguimiento de trayectorias es la sintesis del control de seguimiento con trayectorias de

referencia derivadas del método de restricciones virtuales holondémicas (véase (Shiriaev

et al., 2006)).

La solucién propuesta consiste de dos etapas: 1) la planeacién del movimiento de-

seado a través derestricciones virtuales holondmicas, y 2) la solucién del problema de

control de movimiento a través del disefio de un controlador robusto. La primera etapa

permite seleccionar un comportamiento deseado factible a lo largo de una trayectoria

encontrada a través del cdlculo de una dindmica de orden reducido. La segunda etapa

implica el disefio de un controlador robusto capaz de atenuar la presencia de perturba-

ciones para resolver el problema de seguimiento que garantice que el sistema cumplira

con el movimiento deseado.

En las siguientes secciones se presentan tres desarrollos para la resolucién de este

problema: a) Controlador H,. con retroalimentacién de salida para el modelo dindmico

simplificado(4) - (6), b) Controlador H,, con retroalimentacién desalida para el modelo

dinémico Newton-Euler (7), (8), y c) Controlador de modos deslizantes de segundo

orden conretroalimentacién de salida para el el modelo dinémico de Newton (15) - (17).

Se considera que sdlo se cuenta con mediciones de posicidén del sistema. Los desarrollos

basados en la teorfa de control #4.., implican la construccién de una ley de control en

donde se incluye, por disefio, un filtro que permite accesar a los estados del sistema.
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De esta forma, en las formulaciones basadas en H.», no es necesario la utilizacién de

observadores; sin embargo, para el desarrollo basado en control por modos deslizantes,

se hard uso de los observadores correspondientes (37) - (39) expuestos en el Capitulo

TI, como parte de la sintesis de control.

En los disefios para los modelos dindmicos simplificado y de Newton,se presentarén

resultados numéricos y experimentales; mientras que el control para el modelo dindmico

de Newton-Euler, se presentarén solamente resultados numéricos. Finalmente, en la

ultima seccién del capitulo se presentard un resumen de lo expuesto y se discutira la

pertinencia de los resultados obtenidos.

V.1 Control H,. con retroalimentacién de salida uti-

lizando el modelo simplificado

Consideremos una trayectoria factiblé para el sistema mecdnico de tres grados de li-

bertad (4) - (6), suponiendo que no existen sefiales de perturbacién, i.e. con w; = 0,

we = 0, y ws = 0. Dada las coordenadas generalizadas q = (0,¢,%)" € IR®, definanse

las relaciones geométricas independientes

T

F(u) = lf (), A), fs) (78)

donde fi, fo, fs son funciones suaves, y, es uno delos estados del sistema y se supone

que los otros dos estados restantes exhiben un comportamiento, en funcién del estado

seleccionado; esto es

9 = Flu). (77)

Sustituyendo (76) en la ecuacidn diferencial correspondiente a la variable de estado

seleccionada, sujeto a que la perturbacién de este estado sea igual a cero, se obtiene
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que la dindmica cero se puede escribir de la siguiente manera

a(u)it + B(n)i? + y(u) = 0 (78)

donde yp es una nueva variable candidata de reparametrizacién relacionada a una de las

coordenadas generalizadas y para el sistema (4) - (6),

cx) = fae), Ble) = fy (H), yu) = dsen(fo(x)). (79)

La dindmica resultante de (4) - (6) que restringe a (76) es un sistema dindmico en una

variedad definida por (ss, js), el cual es una ecuacién diferencial de la forma (78). Los

equilibrios de la dindmica de orden reducido (78) son solucién de la ecuacién

(tio) = dsen(fo(ug)) = 0.

Una caracteristica particular de esta dindmica de orden reducido es ‘que desaparece

la dependencia del tiempo y que la solucién puede ser érbitas cerradas de diferentes

periodos y amplitudes. Ademas, la existencia de tales érbitas alrededor del equilibrio

[4 = lg Se puede garantizar siempre y cuando(Shiriaev e¢ al., 2006)

1(Ho) _ dcos(fo(ito)) £3 (to) > 0.

atic) Blin) (80)
La ventaja mds importante de este modelo reducido es que (78) tiene un movimiento

integral general (Shiriaev et al., 2006)

 I(t is tgs tig) = A — VCs 1) i? = [v.12as (81)

donde

W(to, Hy) = exp (2I eB) = (Sus) (82)

que conserva su cero a lo largo de la solucién de (78) [j:(t), é(2)], siempre y cuando las

condiciones iniciales [1, fig] se seleccionen de manera apropiada y a(j:) # 0.
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El objetivo entonces es el de resolver el problema de seguimiento de trayectorias

para el helicéptero de 3GDL (4) - (6) aplicando el desarrollo que se acaba de presentar

mediante la seleccién de una trayectoria deseada adecuaday el disefio de un controlador

Heo con retroalimentacién de salida para imponer dichas trayectorias y atenuar los

efectos de las perturbaciones externas. Se supondré. que las posiciones 6} (t), 1 (t), #1 (t)

son la tnica informacién disponible medible del sistema.

V.1.1 Trayectoria deseada

Seleccionemos la coordenada %, correspondiente al eje de rotacién, como nuestra vari-

able de interés con el fin de inducir el movimiento en nuestro sistema (4) - (6). Con-

secuentemente, dado q = [6,¢,¥]", las coordenadas @ y ¢ se volverdn restricciones

virtuales holonédmicas dependientes de ; esto es,

T

Fw=[nw), Ao¥ - 3)
La dindmica de orden reducido del sistema de lazo cerrado se puede definir de la forma

(78) con respecto a (83), donde

ah) = Ip, Bb) = 0, y(b) = dsen(fa(¥)) (84)

siempre y cuando exista una entrada de control nominal rg requerida para inducir una

solucién deseada p = #,(é).

Es posible obtener un modelo simplificado en la forma de (78) para diferentes

movimientos especificando comportamientos deseadosparala restriccién virtual holonémica

sustituida en su correspondiente dindmica reducida.

Observe que la dindmica descrita en (84) posee ntimeroinfinito de equilibrios dado

que estos son definidos por la solucién de las ecuaciones (79) = 0. Entonces,selec-

cionando fo(w) = {0,n7} y sustituyendo en (84), podemos obtener un nuevosistema
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dado por

Ig =0 (85)

el cual lleva a una dindémica de orden reducido acotada y una velocidad angular cons-

tante w alo largo del movimiento. Ahora, procederemosa disefiar el controladorretro-

alimentadode salida y ejemplificar proponiendo movimientos especificos para el sistema

(84) restringido en fo(w).

V.1.2 Sintesis H,,

Resultados tedricos referentes al material basico de control Hoo no lineal para sistemas

variantes en el tiempo (véase apéndice A) seré ahora aplicado para resolver el objetivo

de control, el cual consiste en disefiar un controlador que permita al sistema preservar

el movimiento deseado F(7)) impuesto al sistema mecdnico de tres grados de libertad

(4) - (6).

Ahora, se tomard. la dindmica correspondiente de las variables dependientes 6 y ¢

del modelo matematico para reformular el nuevo sistema

JGe+9(Ge) = T (86)

donde J = diag(4, 4) es la matriz de inercia, 9 = [8,0]7, + = [71,72]" es el vector

de pares actuando en el mecanismo, y q = [6,¢]? son los 4ngulos para cada grado de

libertad restringido del helicéptero.

Supdéngase que el vector de trayectorias deseadas gy =col{qa;(t)} para el mecanismo

es continuamentediferenciable y las funciones ga(t), ga(t), Ga(t) son acotadas de manera

uniforme en ¢. Note que tales condiciones se pueden satisfacer facilmente seleccionando

la restriccién virtual holonédmica de manera apropiada.

Si no existen perturbaciones externas, entonces el movimiento deseado se puede
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forzar por el par externo

Ta = Jda + 9(Ga) (87)

en cualquier instante de tiempotp € JR (la ausencia de perturbaciones externas significa

que ge(to) = gato), de(to) = Ga(to)).

El objetivo es disefiar un controlador de la forma

T=Tatu (88)

que imponga en el movimiento del mecanismolibre de perturbaciones las propiedades

de estabilidad deseadas alrededor de qu(t) € IR? mientras que atentie de maneralocal

los efectos de perturbaciones w. Asf, el controlador consiste del compensador de trayec-

torias (87) y el atenuador de perturbaciones u(é), estabilizando de manera interna, el

sistema de lazo cerrado alrededor dela trayectoria deseada.

Para empezar, se introduce el vector de error z = (21, x2)? donde

T

= fiw) - 9, fp) - 4| (89)

es el error de posicién con respecto a la trayectoria deseada qa = [fi(v), fo)? y

a2 = (fil) — 8fa) — ¥]” (90)

es el vector de error de velocidad con respectoa. la velocidad deseada gg = [fi(w), fa(w)]”

Despuésde esto, reescribiendo la ecuacién de estado (86)-(88) como

By = XQ

dq = J[8(ga — £1) — O(ga) — u— wy] (91)

0. L.z=p|| +| >

|

ud) (92)
Ly Oox2

y= 21+ Wo (93)
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donde w = (wo, w1) € IR* son las perturbaciones externas. Dado queel lado derecho

de las ecuaciones de error (91)-(93) son dos veces continuamente diferenciables en x

de manera, local alrededor del origen « = 0 para toda t, el problema de control de

seguimiento 7{,.. no es nada més que la aproximacidn de la teorfa de control He no

lineal de sistemas variantes en el tiempo abordada en el apéndice A con

va
f(a,t)= (94)

I~ [8(qa — 21) — O(Ga)|

Oexe O2x2 Oox2
ale)=|} |, woleth=]

Ooxe —J7} ~J7}

0
hy(x,t) = p » he{x)= 21,

ry

kia(2) = by int) = [I Oac| (98)
0ox2

Aplicando el Teorema 10 presentado en el apéndice A a este sistema se deriva una

solucién local al ya mencionado problema de control de posicién Heo.

V.1.3. Resultados numéricos

A continuacién se presentardn resultados numéricos para evaluar el desempefio del

controlador H.. con retroalimentacién de salida desarrollado para el sistema mecdnico

helicéptero de 3GDL (4) - (6).
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Movimiento periddico en el eje rotacional % imponiendo trayectorias cons-

tantes en elevacién @ y direccién ¢

En este primer caso, considérese que las trayectorias deseadas para los dngulos de

elevacién 04 y direccién ¢, estan definidas por

6a= file) =m

$a = fo(v) = {0, nz}.
(96)

Ahora, seleccionese #,(¢) € [0,27] [rad] comola trayectoria periddica con T = 12.57

[s], Ya(0) = 0 [rad] y 44(0) = 0.5 [rad/s].

Las condiciones iniciales escogidas para las simulaciones estén definidas por 6;(0) =

(0) = 0,¢,(0) = 0, 69(0) = 0.5, ,(0) = 0,%(0) = 0.6 afectadas por las perturba-

ciones w; (¢) = 0.2 cos(30£), w2(é) = 0.1 cos(50t), w3(t) = 0.5 cos(40t). Los valores delas

restricciones virtuales son f1() = «1 = 1 y fe(w) = 0, y los valores de los pardmetros

para el controlador H.. no lineal estdén definidos por p = 1, y = 800, ye =1.

En la Figura 8, se observa que el controlador 74.. propuesto lleva al sistema al

comportamiento deseado descrito por (96), asf como también los voltajes aplicados a

cada actuador (recuerde que 7; = Vj + Vi y T2 = Vy — Vy, en donde V; y V, son

los voltajes aplicados a los motores Front y Back, respectivamente). El movimiento

periodico esté implicito por el hecho de que las condicionesiniciales y finales sobre el

periodo son iguales, esto es, ¥4(0) = ¥,(T) y wa(0) = p(T).

 



  

 

   

 

 

 
 

       
  

  

    

45

s zg
E 8
o a

0 : : : 0:2 : : i

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

x1073
5 : . : 0.05 7 7 :

= Z : : :
S 3S ‘ ‘ :

* ° a
5 i i : ~0,05

8 1 1 r 0.6 7 , Y

SF. 4 : : :

e e : : :

Balt/4-|} |ar
= s :

2

0 i i i 0.4 : i i
8 10 20 30 40 0 10 20 30 40

 
 15 7 + : 1.5

    

 

  
0 18 20 30 40 0 10 20

Tiempo [s} Tiempo {s}

30 40

57

Figura 8. Simulacién: Comportamiento del helicéptero de 3GDL (4)-(6) con perturbaciones

para las trayectorias deseadas (96) en [0, ¢]? con fi(w) =1y fo(p) = 0.
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Movimiento periddico en el eje rotacional % imponiendo trayectoria ciclica

en elevacién 6 y constante en direccién ¢

En este segundocaso, el dngulo de elevacién deseado 04 es una funcién periddica de w

mientras que el angulo de direccién ¢, permanece constante, esto es,

6a = fil) = wy - sen(Ay)

ba = fob) = {0, nr},
(97)

donde x; y 4 son constantes positivas. En este caso, se obtiene la misma dindmica de

orden reducido que en el caso anterior,

Jap = 0. (98)

Notese que el movimiento de direccién-rotacién, de acuerdo al modelosimplificado (4)-

(6), no tiene influencia en el movimiento inducido en el dngulo de elevacién. De todas

maneras, el controlador no lineal H., se aplica de la misma forma con la finalidad de

imponer el comportamiento deseado (97) en el sistema.

Las condiciones iniciales utilizadas en las simulaciones son 6,(0) = 7,62(0) =

0,¢,(0) = —0.1, ¢,(0) = 0.1,4,(0) = 2, ¥2(0) = 0.5 con « = A = 1, afectadas por

las perturbaciones w(t) = 0.1 cos(50t), w(t) = 0.2 cos(702), w(t) = 0.3 cos(704).

Se utilizan los mismos valores para los pardmetros del controlador que en el caso

anterior y la trayectoria periodica obtenida en el dngulo de rotacién es 4(t) € [0, 27]

{rad] para ¢ € [0,T] con T = 31.416 [s], (0) = 0 [rad], y #,(0) = 0.2 [rad/s]. Los

resultados numéricos obtenidos se muestran en la Figura 9.
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Figura 9. Simulacién: Comportamientodel helicéptero de 3GDL (4)-(6) con perturbaciones
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V.2 Control H,, con retroalimentacién de salida uti-

lizando el modelo de Newton-Euler

De manera similar al control H,, con retroalimentacién de salida utilizado para el mo-

delo simplificado presentado en la seccién anterior, el objetivo es resolver el problema

de seguimiento de trayectorias para el helicéptero de 3GDL (7), (8) mediante la se-

leccién de una trayectoria deseada adecuada y el disefio de un controlador H. con

retroalimentacién de salida para imponer dichas trayectorias y atenuar los efectos de

las perturbaciones externas. Se considerard que las posiciones 61(t), ¢,(t), %(é) son la

winica informacién medible del sistema.

V.2.1 Trayectoria deseada

Definiendo el siguiente conjunto de restricciones virtuales

FQ) = E Al), fatw)] (99)

donde el estado que correspondeal Angulo de rotacién w es seleccionada como variable

de referencia. La dindmica cero de (7), (8) con (99) sin sefiales de perturbacién, esto

€S, W1 = We = Ws = 0, esta descrita por

ahd + BOD)b” + yp =0. (100)
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Las funciones correspondientes a los coeficientes escalares a(w), B(~), y 7(w) pueden

ser calculadas siguiendo la prueba de la Proposicién 2 de (Shiriaev et al., 2005), como

a(t) = Ip— fav) sen(fi()),

Bb) = —Tysen(Ae)fC)

sen(p) (Ig — Ig) cos(p) , Si)

— cos(sp) sen(h)(7g ~ Is) cos*(fi(b)) Lav)

— (Ug = Ie) c08?(h) + (lo ~ Ig) sen? () + Ty) cosiH) )WLW)

vy) = 0

Finalmente,la trayectoria deseada puedeser definida a través de una adecuadaseleccién

de funciones para el conjunto de restricciones virtuales (99) y el cdlculo de la dindmica

cero correspondiente (100) para alcanzar el comportamiento deseado.

V.2.2 Sintesis H,,

Para el disefio del controlador H,. con retroalimentacién de salida, se utiliza la teoria

de control H,. desarrollada para sistemas no lineales variantes en el tiempo que se

encuentra descrita en el apéndice A. Tal controlador permite que el sistema alcance el

comportamiento deseado (114) impuesto para el sistema mecdnico de 3GDL(7), (8).

Supdngase que el vector de trayectorias deseadas gq =col{qa;(t)} para el mecanismo

es continuamentediferenciable y las funciones qa(£), ga(t), Ga(é) son acotadas de manera

uniforme en ¢. Si no existen perturbaciones externas, entonces el movimiento deseado

se puede forzar por el par externo

ta = J(qa)Ga + 8(Ga; Ga) (101)

en cualquier instante de tiempo tp) € R (la ausencia de perturbaciones externas significa

que gc(to) = ga(to), Ge(to) = da(to)).
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El objetivo es disefiar un controlador de la. forma

T=Tatwu (102)

que imponga en el movimiento del mecanismolibre de perturbaciones las propiedades

de estabilidad deseadas alrededor de ga(t) € IR? mientras que ateniie de manera lo-

cal los efectos de perturbaciones w. Asi, el controlador consiste del compensador de

trayectorias (101) y el atenuador u(t), estabilizando de manera. internael sistema de

lazo cerrado alrededor dela trayectoria deseada.

Para empezar, se introduceel vector de error x = (21, 22)" donde

T

m= Fo —$, fab) -8, (103)

es el error de posicién con respecto a la trayectoria deseada ga = [fi(w), fa), o]” y

T

v2 = [Aw -$, fob) —8, (104)

es el vector de error de velocidad con respecto a la velocidad deseada gu=[f1(w),fol),

#7. Después de esto, reescribiendo la ecuacién de estado (7), (8), (101), (102) como

£1 = Le

a = da + J7(ga — 21) [P (qa ~ 21, da — 22) — 9(Qa, 4a)

— J(ga)da — u — ws] (105)

0 L
z=p|| +] > att) (106)

ry Osx3

Y= 21 + Wo (107)

donde w = (wo, w1) € IR® son las perturbaciones externas. Dado queel lado derecho

de las ecuaciones de error (105)-(107) son dos veces continuamente diferenciables en

a de maneralocal alrededor del origen x = 0 para toda t, el problema de control de
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seguimiento H.. no es nada mds que la aproximacidn de la teorfa de control H,.. no

lineal de sistemas variantes en el tiempo abordada en el apéndice A con

 

x2

f(z,=
|Ga + J7l(qa — &1)[8(ga — 21, 4a — £2)

0
- (108)
|" (da ~ 1) [9 (ga, da) + J(ga)da + u + wi]

0. 0.ale, t) _ 3x3 3x3

|Osx3 —JI"(qa — £1)

O3x3
ga(z, t) = * ’

-J7(qa — £1)

0
hi(z,t) =p » ho(e) = 21,

1

Tz
kyo(z). = » kale) = E Oss (109)

O3x3

Ahora, aplicando el Teorema 10 presentado en el apéndice A,a este sistema se deriva una

solucién local al ya mencionado problema. de control de posicién H... Las propiedades

de estabilizabilidad y detectabilidad de los sistemas de control estan garantizadas porla

existencia de las soluciones de las ecuaciones diferenciales sin perturbaciones de Riccati.

V.2.3 Resultados numéricos

A continuacién, se presentan resultados numéricosutilizando los controladores disefiados

en esta seccidn para la resolucién del problema de seguimiento de trayectorias apli-

cando control H,. con retroalimentacién de salida y restricciones virtuales holonémicas

al helicéptero de 3-GDL(7), (8).
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Movimiento periddico en el eje rotacional / imponiendo trayectorias cons-

tantes en elevacién @ y direccién ¢ ciclica

Para este caso, se selecciona un conjunto de restricciones virtuales holonémicas como

trayectorias deseadas definidas por

Ga=fAlv)=1, b= fal) = Ka cos(Arp) (110)

con pardmetros kK; = 0, k2 = 1, y A1 = 1. Sustituyendo las trayectorias deseadas

(110), se obtiene que el sistema de orden reducido que corresponde a la dinémica cero

es descrita por

Iyth + (Io — Ig) cos(h) sen*(yb = 0, (111)

siempre y cuando exista una entrada de control nominal rq necesaria para alcanzar la

solucién deseada » = #,(t).

Las condiciones iniciales del helicdptero seleccionadas para las simulaciones son

41(0) = 62(0) = 0,4,(0) = 0.2,(0) = 0.5, 6,(0) = 0, ¢,(0) = 0.6 afectado por las

perturbaciones definidas por

w(t) = 0.2cos(30t), we(t) = 0.5 cos(408),

wa(t) = 0.1cos(50¢).

El objetivo de control fue alcanzadoutilizando un controlador H., no lineal con valores

paramétricos p = 1, y = 800, ye=1,

Se observa un buen desempefio del controlador propuesto y se concluye que el ob-

jetivo de control es alcanzado basados en los resultados mostrados en la Figura 10.

El sistema cumple con el comportamiento deseado (110) y en consecuencia, el eje de

rotacién presenta un movimiento periddico. Los pares de control aplicados también se

muestran en Ja Figura 10.
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Figura 10. Simulacién: comportamientodel helicéptero de 3GDL (7), (8) con perturbaciones
para las trayectorias deseadas (110) en [6, d]? con fi{e) =O y fo(w) = cos(y).

 



66

Movimiento periddico en el eje rotacional ~ imponiendotrayectoria ciclica

en elevacién @ y constante en direccién ¢

Considérese ahora el caso en donde las trayectorias deseadas para los angulos deele-

vacién y direccién estén definidas por

6a = Ald) = mi cost), ba = fol) = re (112)

con parémetros K, = 1, Kg = 0.5, y A; = 1. Sustituyendo (112), la dindmica cero del

sistema reducido (100) estd descrita por

Iyth + sen®(qp) cos(ap)(Ig — Io)" = 0. (113)

Las condicionesiniciales del sistema son 6,(0) = 1,62(0) = 0,%,(0) = 0.2,#,(0) =

0.5, ¢,(0) = 0.5, 6,(0) = 0 y x; = A = 1, afectado porlas perturbaciones

wi(t) = 0.1 cos(50t), we(t) = 0.3 cos(70t),

w3(t) = 0.2cos(70t).

Los mismos valores paramétricos del caso anterior fueron utilizados. Los resultados de

simulacién demuestran un buen desempefio del sistema en lazo cerrado y se muestran

en la Figura 11.

V.3 Control por modos deslizantes de segundo or-

den utilizando el modelo de Newton

En esta seccién se presenta el disefio de un control por modos deslizantes para el

helicéptero de 3GDL (15) - (17). El objetivo es resolver el problema de seguimiento de

trayectorias con la finalidad de que el sistema alcance el movimiento deseado en pres-

encia de perturbaciones externas. Se supone que las posiciones 01(¢), ¢,(t), ¥1(é) son
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Tabla IV. Valores de las funciones a(w), B(W) y y(4) de la dindmica reducida (115)

 

of?) = 1,

B®) = —alS + S'sen(fo(v)))

Wd) = —cg tan(fo(b)) cos(fi)A(H) + ¢s tan(fo(q)) cos(fi(y)) sen(fi(W) + A)

+easen(fi ()) sen(fo(b)) fz () + es sen(fr ()) sen?(fa(w))  
 

la unica informacién disponible medible del sistema; en consecuencia, las velocidades

serén estimadas por los observadores (37), (38) y (39) presentados en el capitulo HI

para el modelo dindmico de Newton (15) - (17).

V.3.1  Trayectoria deseada

Deffniendo el siguiente conjunto de restricciones virtuales

T

FW) =| AW), flv), ¥ (114)

dondeel estado que corresponde al Angulo de rotacidn w es seleccionada como variable

de referencia.

La dindmica cero de (15) - (17) con (114) sin sefiales de perturbacién, esto es,

Wy, = We = W3 = 0, esta descrita por

oh + BOD)” + y(b)p = 0. (115)

Las funciones de los coeficientes escalares a(w), B(w), and y(%), que se muestran en

la Tabla IV, fueron calculados de acuerdo a la prueba de la proposicién 2 de (Shiriaev

et al., 2005) con c) = pe, 2 = Ipdgt, cg = MgleJg', ca = Jpdp! ¥ o5 = mglgJy'.

Finalmente, la trayectoria deseada puede ser definida mediante la seleccidn ade-

cuada de funciones para el conjunto de restricciones virtuales (114) para los 4ngulos
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de elevacién 6 y direccién ¢ como trayectorias deseadas ga = [fi(w), fo(v)]?. Como

resultado, la diémica cero (115) obtenida de imponer dichas restricciones representan el

comportamiento dindmico de la variable de estado escogida 7 cuandolas trayectorias

deseadas son impuestas en el sistema por el controlador.

V.3.2 Control por modos deslizantes para los dngulos de ele-

vacién @ y direccién ¢

Definiendo 6; = 0, 02 = 8, $, = ¢, d= ¢, 4, =¥, y Y, =U, ademéd del vector de

erroes G = (x,y)? donde

r= [io — 1, fay) ~ an (116)

correspondea el error de posicién con respectoa las trayectorias deseadas ga = [f1(w1), fo(v)]7

y
T

y= fo — 2, fabs) — 4, (117)

es el error con respecto a las velocidades deseadas qa=[fi(v1),fo()I-

Se obtiene la nueva descripcién de los estados del sistema (15) - (17), (116), y (117)

dados por

£1 =yy

th =acos(xg + fo(y;))71 — bsen(ay + fils) + 4%)

= filhy) + ur {118)

be =Yyo

do =e — dsen(xe + fo(b,)) — folds) + we (119)

 



70

vy =p

thy =ecos(a, + fi(thy)) sen(ae + fa(v))71

— fsen(ai + filyz)) sen(w2 + fo(t;))72
2

— pL(S+ 8! sena2 + fals)))09 + ws (120)

Finalmente, se proponenlas siguiente leyes cuasihomogéneas de control basadas en

modos deslizantes de segundo orden

n ~coersen(x1 + fa(Ws) +90) + fir)

— hyrr — pry, ~ aysign(2,) — Bysign(y1)], (121)

ry =2[dsen(22 + falda)+ Jala) ~ hoes — pave
— agsign(x2) — Bosign(ye)|, (122)

con £2 + fo(y,) € (—§,%), inspirada en (Orlov, 2009), con la finalidad de estabilizar

asintéticamente de forma global los 4angulos de elevacidn y direccién considerando que

tanto las posiciones (x1 + fi(1), 2 + fo(w1)) como las velocidades angulares (y: +

fi (23), yo+ fo(a,)) estén disponibles. Aplicandoestas leyes de control, los subsistemas

en lazo cerrado descrito por (118), (121) y (119),(122) son estables en tiempo finito de

forma global mientras los valores de los pardmetros sean tales que

in, pr 29, a, — My > By > Mi (123)

ha, Pz 20, a2 — Mg > By > M2 (124)

para alguna M,, Mz > 0. Adicionalmente, esta estabilidad se mantiene sin importar la

presencia de perturbaciones externas w1, we de magnitud acotada afectandoel sistema,
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siempre y cuando se cumpla que

sup jw: (é)| < My (125)
t

sup |we(t)| < Mo. (126)

Teorema 9 Sea el sistema perturbado (118) retroalimentado con el controlador (121)

sujeto a las condiciones (123) con una constante positiva M, > 0. Entonces el sistema

en lazo cerrado (118), (121) es estable en tiempo finito de forma global condicionado

aque las perturbaciones externas w,(t) cumplan la cota superior (125) para la misma

constante My.

Prueba La validacién del Teorema 9 sigue la linea del razonamiento aplicado al Teo-

rema 5 presentado en el capftulo IV. Oo

De esta misma forma, se sigue el razonamiento presentado en el teorema anterior

para probarqueel sistema en lazo cerrado (119), (122) sujeto a (124) con una constante

positiva My > 0 es estable en tiempo finito de forma global condicionado aque las

perturbaciones externas w(t) cumplan la cota superior (126) para la misma constante

Mo.

V.3.3 Sintesis con retroalimentacién de salida

Los controladores retroalimentados 71 y T2

T
1 .

1 —qoosan+Oem + fil) + 40) + fier)

— hyti — prj — onsign(xi) — B,sign(hi)], (127)

T2 =" [dson(x2 + fa(tr)) + faltr) — howe — pode

— agsign(z2) — Basign(g2)], (128)
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se obtiene al sustituir las variables observadas correspondientes #1, #2 en las leyes de

control (121), (122) porlas variables de estado 9, yo.

V.3.4 Resultados numéricos

A continuacién, se muestran resultados numéricos aplicando los controladores basados

en modos deslizantes de segundo orden (127), (128) al modelo dinémico de Newton (15)

- (17).

Movimiento periéddico de rotacién ~ con elevacién @ y direccidn ¢ constantes

Para este caso, seleccidnese

6a = filth) =k1, ba = folp) = Ke (129)

con parametros &, = 0.2 y kg = 0.1. Sustituyendo las funciones deseadas propuestas

(129), la dindmica del sistema de orden reducido se define por

wb —o(S +8! sin(Ka))” + cg tan(K) = 0, (130)

siempre y cuando exista una entrada de control (r1, 72)" que permita inducir la solucién

deseada % = w,(t).

El desempeiio del controlador alcanzando los objetivos de control impuestos se mues-

tran en la Figura 12 y se observa un movimiento periddicoen el eje de rotacién 7; esto es,

yrel cuerpo del helicéptero gira sobre el pivote. (Voltagerront, VoltageBacnt)’ = (T1, 72)"

y se muestran en la Figura 12.
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Figura 12. Simulacién: comportamiento del helicéptero de 3GDL (15)-(17) para las trayec-
torias deseadas (129) en [6,6]? con fy() = 0.2 and fo(p) = 0.1.
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Movimiento periddico en rotacién » con elevacién @ constante y direccién ¢

ciclica.

Ahora, considérese el caso donde

Oa = fil) = 1, Og = fol) = Ke cos(Agy} (131)

con parémetros kK; = 0, K2 = 0.2, y Ay = 1. La dindmica de orden reducido correspon-

diente (115) esté dada por

$— a(S 4S’ sin(Ke cos(Aap))) + cg tan(K, cos(Agy)) = 0. (132)

Nuevamente, se verifica que el controlador alcanza, el objetivo de control imponiendo

las restricciones (131) al sistema; los resultados se muestran en la Figura 13. Aqui es

importante sefialar que se presenta un movimiento periddico en el dngulo de rotacién

diferente al caso anterior. (Voltagep;ont, Voltageracki)’ = (71,72)? y se muestran enla

Figura 13. Para ambas simulaciones, los valores de las ganancias de los controladores

(127), (128) son ay =0.1, 8, =0.05, hi =8, p, =3, a2 =0.1, Bo =0.05, he =4 y po =4,

Ademas, las ganancias y condiciones iniciales de los observadores son vg =10, jug =2,

1g =5, fy =0.5, vy =3, Uy, =0.3, 81(0) = $,(0) = B,(0) = 0, y 42(0) = 4,(0) = 420) =

0.

V.3.5 Resultados experimentales

De acuerdo a los resultados numéricos obtenidos, podemos observar que cuando el

Angulo de direccién ¢, es diferente de cero (significa fisicamente que el cuerpo del

helicéptero estd inclinado), existe un movimiento de periddico en el eje de rotacién. A

continuacién, se presentan resultados donde se demuestra que el mecanismofisicamente

presenta las mismas caracteristicas.
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Figura 13. Simulacién: comportamiento del helicéptero de 3GDL (15)-(17) para las trayec-
torias deseadas (131) en (0, A]? con fi(h) =O y fo(v) = 0.1 cos(a,).
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Selecciénese

Oa=fAlb)=e1, ba = fal) = Ke (133)

La dindmica del sistema de orden reducido esté definida por

b — c1(3 +S’ sin(e))\b’ + cg tan(xg) = 0, (134)

siempre y cuando exista una entrada de control (r1, r2)” que permita inducir la solucién

deseada = W(t).

El desempefio del controlador alcanzando los objetivos de control impuestos se mues-

tran en las Figuras 14 y 15 para (#1, «2) = (0.0,0.5) y (1,2) = (0,0.7), respectiva-

mente. Nétese como en ambos experimentos se observa un movimiento rotacional en el

Angulo ~; esto es, el cuerpo del helicéptero gira sobre el pivote. Los voltajes aplicados

(Voltagerront, VoltageBacn)’ = (71,72)? también se muestran en la Figura correspon-

diente. Para ambas implementaciones, los valores de las ganancias son a, =0.05,

6, =0.01, hy =18, py =10, ap =1, By =0.=8, hy =200 y py =150. Ademés, las ganan-

cias y condicionesiniciales de los observadores son vg =6, fg =1, vg =10, ug =2, vy =6,

fy =1, 81(0) = $4(0) = ,(0) = 0, y 62(0) = $9(0) = 90) = 0.

V.4. Resumen

En este capitulo se han desarrollados controladores basados en la teoria de control Heo

con retroalimentacién de salida para los modelos dindmicos simplificado (4)-(6) y de

Newton-Euler (7),(8). En amboscasos, se presentan resultados numéricos. También se

disefiaron controladores basados en modosdeslizantes de segundo orden para el modelo

dinémico de Newton (15)-(17). En este caso, se presentaron resultados numéricos y

experimentales.
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Figura 14. Experimento: comportamiento del helicéptero de 3GDL (15)-(17) para las
trayectorias deseadas (133) en [6, 6)" con fi(w) =0 and fo(y) = 0.5.
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Figura 15. Experimento: comportamiento del helicéptero de 3GDL (15)-(17) para las
trayectorias deseadas (133) en [9,4]? con fi(H) = 0 and fol) = 0.7.
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Capitulo VI

Conclusiones

En el presente trabajo de tesis se resolvié el problema de control de movimiento de un

sistema mecdnico subactuado de tres grados de libertad con dos entradas de control.

En el primer paso, se seleccionaron tres modelos ampliamente utilizados en el de-

sarrollo de controladores dentro de la literatura. Pese a existir muchos resultados para

este mecanismo en particular, el control de este sistema mecdnico paralos tres grados de

libertad de forma integral se mantiene como un problema abierto. La motivacién para

utilizar modelos dindémicos obtenidos por otras fuentes nos permite abrir la discusién

sobre la verdadera influencia de las deficiencias en el modelado para el control de un

sistema de esta complejidad.

El primer problema a resolver corresponde al control de posicién, particularmente,

se definid como objetivo la estabilizacién del mecanismo en el origen. La metodologia

utilizada en el disefio de los algoritmos de control para este caso fue la de modos

deslizantes debido a la robustez que posee ante incertidumbre paramétricas y perturba-

ciones externas. Los resultados de simulacién demuestran esta caracteristica al cumplir

el objetivo de control (véanse Figuras 4, 5 para el modelo simplificado y 6, 7 para el

modelo de Newton).

Algunas razones por las cuales la. obtencién de resultados experimentales no fue

posible:

e En el caso del modelo simplificado, obsérvese que de acuerdo a las Figura 4 y 5,

el dngulo de rotacién w exhibe movimiento siempre que el Angulo de direccién

¢ sea diferente de cero (esto es, exista inclinacién del cuerpo del helicdptero);
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fisicamente, el sistema necesita vencerla friccién y la incertidumbre paramétrica

en los coeficientes de inercia del mecanismo. Asf pues, mientras se espera que el

angulo de rotacién Negue al origen, la fuerza ejercida por la combinacién de los

otros dos grados de libertad no es suficiente para que esto suceda.

e En (Starkov et al., 2008), se presentan resultados experimentales de estabilizacién

aplicando control por modosdeslizantes de primer y segundo orden. Paraello, se

utilizaron ganancias suficientemente grandes para compensarlas deficiencias en el

modelo; de esta manera, el sistema exhibe dindmica de altas frecuencias (“chat-

tering”) y la zona de conmutacién por parte del controlador es bastante grande.

Esta caracteristica puede observarse en los resultados de simulacién presentados

en este trabajo de tesis, de manera muy clara en la salida de control r2 de la

simulacién para el modelo de Newton perturbado que se muestra en la Figura 7.

Para resolver el problema de control de movimiento, se define una estrategia de

disefio que consiste en dos etapas. En la primera etapa, se aplican los resultados tedricos

de la propuesta de Restricciones Virtuales Holonémicas (véase (Shiriaev et al., 2005)).

Esta etapa se describe en las secciones denominadas Trayectorias deseadas para cada

desarrollo. Una vez que los objetivos de control se han establecido, la segunda etapa

consiste en el disefio de algoritmos de control que impongan dicho comportamiento en el

sistema. El presente trabajo detesis se fundamenta enla aplicacién de dos metodologias

de control para esta segunda etapa: a) control por modos deslizantes aplicado al modelo

dinémico de Newton (15)-(17), en donde se aplican controladores inspirados en la forma

cuasihomogénea de (Orlov, 2009), y b) Control Ho. con retroalimentacién de salida

aplicado a los modelos dindmicos simplificado (4)-(6) y de Newton-Euler (7),(8), donde

se derivan soluciones locales al problema de sistemas nolineales variantes en el tiempo

(véase Apéndice A).
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A pesar de la sencillez para derivar un controlador H,. con retroalimentacién de

salida, con la ventaja de poseer en su estructura que reconstruye el estado y evita la

necesidad de utilizar observadores de velocidad, tiene la desventaja de que necesita re-

solver ecuaciones diferenciales de Riccati en linea durante su implementacién. Debido a

la carga computacional que esta caracteristica origina, no fue posible obtener resultados

experimentales para estas formulaciones. Para el caso del disefio de controladores por

modosdeslizantes de segundo orden aplicados al modelo dinémico de Newton (15)-(17),

se presentan tanto resultados numéricos como experimentales.

A partir de los resultados obtenidos, se desprenden las siguientes conclusiones:

e Obsérvese que de acuerdo a los resultados numéricos aplicando Ho. con retroali-

mentacidn de salida al modelo simplificado (4)-(6), en Figuras 8 y 9, el dngulo

presenta un movimiento periddico de rotacién cuando ¢ = 0, esto es, cuando el

cuerpo del helicéptero no se encuentra inclinado. Estos resultados no son consis-

tentes con la dindmica que exhibeel sistema mecdnico fisicamente.

e En las Figuras 10 y 11 correspondientes al control #,. con retroalimentacién de

salida aplicado al modelo de Newton-Euler (7),(8), se presenta un movimiento

periddico rotacional en el dngulo ~ al imponer tanto un comportamiento con-

stante como unaoscilacién periddica en el Angulo de direccién ¢. Fisicamente, una

oscilacién del cuerpo del helicéptero derivarfa en una oscilacién en el 4ngulo rota-

cional w y un comportamiento constante en direccién ¢ originarfa un movimiento

rotacional en %, siempre y cuando ¢ # 0. Aqui también encontramos algunas

inconsistencias en los resultados obtenidos.

e En contraste con el punto anterior, obsérvese como los resultados numéricos cor-

respondientes al controlador por modos deslizante aplicados al modelo de New-
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ton (15)-(17) es consistente con lo que se espera del sistema fisico: exhibe un

movimiento rotacional en w cuando direccién ¢ es constante y un comportamiento

periédico oscilatorio cuando ¢ es periddico también (véanse Figuras 12 y 13).

e En los resultados experimentales, Figuras 14 y 15, dondese aplica el control por

modos deslizantes al modelo de Newton (15)-(17), se observa cémovaria la veloci-

dad de rotacién del Angulo ~ del sistema. También podemos notar la presencia

del fendmeno de “chattering” en el estado estable de las posiciones del mecan-

ismo. Especfficamente, en la Figura 14 se observa como el Angulo de direccién

¢ presenta un “chattering” de menor amplitud quese refleja en la elevacién 6;

de igual forma, en la Figura 14 se presenta el fendmeno de “chattering” con una

amplitud mayor y la perturbacién que genera éste comportamiento dindmico se

ver reflejado de manera mas clara en el dngulo de elevacién @.

e La presencia de perturbaciones en el Angulo sobre el cual no se aplica la ley de

control, esto es, rotacién 7, se observa de maneraclara en la Figura 15. Nétese

como el comportamiento general se mantiene pero las velocidades varian de man-

era significativa.

e Para la obtencién de resultados experimentales fue necesario la utilizacién de

ganancias mucho mésaltas que las utilizadas en las simulaciones. Nétese también

comoel sistema ocupa mucho més tiempo para alcanzar el objetivo de control.

De lo anterior, podemos resaltar la importancia de trabajar con un modelo que,

aunque posea dindmicas no modeladas,refleje al menos la dindémica esencial del meca-

nismo. Las discrepancias encontradas no pertenecen a la formulacién del controlador

sino més bien al modelo dindmico utilizado.

Basados en los resultados obtenidos, podemos concluir que el modelo dindmico de
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Newton (15)-(17) describe de manera mds adecuada la dindmica del sistema mecénico

subactuado en comparacién con los otros dos modelos, ya que

e Exhibe los dos comportamientos que fisicamente ocurren en el sistema para el

angulo de rotacién w: movimiento periddico rotacional y oscilacién periddica

cuando el angulo de direccién ¢ es periddico.

e Fisicamente,el helicdptero tiene su equilibrio definido de la siguiente forma: a) en

elevacién @, el equilibrio es cero y correspondea la posicién horizontal que toma

en reposo debido al contrapeso, b) en direccién ¢, idealmente el equilibrio es cero

también, el cual no siempre es posible debido a la necesidad de que ambos actu-

adores sean exactamente iguales en forma y masa, y c) en rotacién 7, cualquier

posicién es equilibrio mientras la velocidad sea cero.

De acuerdo a lo anterior, ni el modelo simplificado (4) - (6), ni el modelo de

Newton-Euler (7), (8) describen esta dimdmica del equilibrio de rotacién 7%. El

modelo de Newton silo refleja debido al término —p#(s +5’ sen(¢,))v% definido

en la dindmica de 2.

VI.1 Trabajo futuro

E] disefio de controladores para sistemas subactuados corresponden a un compleja y

extensa tarea. A lo largo del desarrollo del presente trabajo de tesis, surgieron diversos

aspectos que no fueron contemplados al inicio de la investigacién. Algunos fueron

incluidos durante el desarrollo del trabajo de investigacién y otros han quedado como

cuestiones abiertas a discusién y merecen una mencién como posibles extensiones al

trabajo realizado. Estos son algunos:
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e Disefio de un modelo dindémico que describa de una manera més adecuada el

comportamiento del sistema. Este aspecto se vid reflejado en la falta de resul-

tados experimentales debido a las grandes diferencias exhibides al momento de

implementar los controladores. Seria esencial aplicar la teorfa para modelado de

aeronaves que permitan incluir fendmenos propios de este tipo de sistemas.

e Realizar un andlisis del sistema mecdnico fisico con la finalidad de identificar

fendmenos que repercutan directamente en la obtencién de resultados, tales como:

friccién, zona muerta y dindmica interna de los actuadores, histéresis, entre otros.

e Analizar la posibilidad de utilizar otro tipo de metodologias para la definicién de

comportamiento deseado diferentes a las Restricciones Virtuales Holondémicas.

e Disefio de un algoritmo o estrategia para la sintonizacién de ganancias en los

controladores.

e Andlisis de la influencia de la dindmica interna de la etapa de potencia sobre

el sistema. Por ejemplo, en el trabajo de tesis realizado, se utilizaron servoam-

plificadores diferentes a las recomendadas el fabricante. Como consecuencia, se

tuvieron problemas en el funcionamiento y se presentaron interferencias en las

lecturas de los decodificadores épticos.

e Anélisis de la influencia del movimiento pendular del sistema como parte de su

dindmica interna (véase (Ishutkina, 2004; Bayraktar, 2004)).

e Analizar y aplicar funciones suavizadas de la funcién signo con la finalidad de

evitar problemas mecdnicos en la implementacién.

e Aplicar otras metodologias de control a la formulacién de Restricciones Virtuales

Holondémicas.
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Apéndice A

Control H,, con retroalimentacién de salida

Los algoritmos de control basados en Control #1, con retroalimentacién de salida, que

se presentan en este trabajo de tesis se resuelven de manera local dentro del marco

tedrico de los métodos de control no lineal de H, propuestos en (Isidori y Astolfi, 1992;

Basar y Bernhard, 1991; Aguilar et al., 2003), y (Ravi et al., 1991). Esta sintesis tuvo

sus origenes basada en la teoria de juegos de (Basar y Olsder, 1999), y del andlisis de

ganancia £5 propuesto en (Isidori y Astolfi, 1992). A partir de estas ideas, se utiliza

el resultado presentado en (Orlov e¢ al., 1999) donde se establece que las ecuaciones

de Hamilton-Jacobi-Isaacs correspondientes al sistema, deben ser definidas negativas y

no sdlo semidefinidas. En contraste al andlisis de ganancia Lo propuesto por(Isidori

y Astolfi, 1992), el procedimiento para el disefio de control #,. no requiere que las

condiciones de estabilizabilidad y detectabilidad sean verificadas. De hecho, bajo las

suposiciones adecuadas, la existencia de soluciones a las ecuaciones diferenciales de

Riccati que aparecen en el problema de control de H,. para el sistema linealizado,

establecen una condicién suficiente y necesaria para que existe una solucidn local a

este problema. De esta forma, lo que originalmente implica encontrar una solucién

global dondese plantean diversas dificultades teéricas y numéricas debido a la necesidad

de resolver un par de ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Isaacs en derivadas parciales, se

resumea seguir la linea de razonamiento propuesta por (Orlovet al., 1999) para sistemas

no lineales variantes en tiempo dondees posible resolver el problema de manera local a

través de la resolucién de ecuaciones diferenciales de Riccati para el sistema linealizado.

A continuacién se describe la formulacién de la solucién al problema de control H.»
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para sistemas variantes en el tiempo aplicando ésta propuesta.

A.1 Solucién al problema de control 7. para sis-

temas variantes en el tiempo

A.1.1  Consideraciones basicas y enunciado del problema

Considérese un sistema nolineal de la forma

&= f(z,t)+gi(z,thwt go(z, thu

z= hy(2,t) + kio(2, thu (135)

y = he(x,t) + ker (z, dw

donde z € IR” es el vector de espacio de estados, t € Res el tiempo, u € IR” es la

entrada de control, w € JR” son las perturbaciones en el sistema, z € R! esla salida

desconocida a ser controlada, y € JR? es la nica medicién disponible en el sistema. Se

hacen las siguientes consideraciones

(Al) Las funciones f(x,#), 9:(z,t), go(a,t), hi(a,t), he(e,t), kie(x,t), y koi(x,t) son

continuas a tramos en ¢ para todo x, de manera continua, y localmente Lipschitz en x

para todo t.

(A2) f(0,) = 0, hi(0,t) = 0, y he(0,t) = 0 para todot.

(A3)

AT(x, t)kyg(a, t) =0, kio(2, tkyg(x, t) =1

ken(x, t)97(a, t) = 0, feos (2, tka (2, t) =.

Estas consideraciones son tomadas de la teorfa estAndar de control Ho no lineal

(Doyle ef al., 1989; Isidori y Astolfi, 1992) y se hacen por razones técnicas. La con-

 



93

sideracién (A1) garantiza que sistema dindmico anterior esté bien planteado, mientras

se vea forzado por entradas externas integrables. La consideracién (A2) asegura que el

origen sea un punto de equilibrio del sistema dindmico (135) no forzado (u = 0) y libre

de perturbaciones (w = 0). La suposicidn (A3) se hace para simplificar la sintesis del

controlador Hy.

El compensador dindmico causal

u=K(E,0) (136)

E=nl€,y,1) (187)

con estado interno € € IR*, se dice que es un controlador admisible en forma global

(local) si el sistema de lazo cerrado (135) - (137) es estable en formaasintética y global

(de manera uniforme) cuando w = 0.

Dado un ntimeroreal > 0, se dice que el sistema (135) - (136) tiene una ganancia

£2 menor que ¥ si la respuesta z, que resulta de w para la condicién inicial x(to) = 0,

E(to) = 0, satisface

[” elt)Pat <9?[ vwcoire (138)
0 to

para, todo t; > to y toda funcién continua a tramos w(t).

El problema de control H,. variante en el tiempo consiste en encontrar un contro-

lador (186) - (137) admisible en forma global tal que la ganancia £2 del sistema en

lazo cerrado (135) - (137) sea menor que -y. Por otro lado, un controlador admisible

en forma local (186) - (137) se dice que es una solucién local del problema de control

Hoo si existe una vecindad U alrededor del punto de equilibrio tal que la desigualdad

(138) se satisfaga para todo t > to y toda funcién continua a tramos w(¢) para la cual

la trayectoria del sistema en lazo cerrado que inicia en el punto (x({to), €(to)) = (0,0)

permanezca en U para todo ¢ [to, ti].
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A.1.2  Solucién local en espacio de estados

Las consideraciones (A1)-(A3) nos permite linealizar las desigualdades de Hamilton-

Jacobi-Isaacs de (Aguilar et al., 2003) que surgen del disefio por retroalimentacién por

inyeccién de salida logrando por lo tanto la solucién local del problema de control Hoo

de sistemas variantes en el tiempo. El subsecuente andlisis local involucra el problema

de control Ho, lineal de sistemas variantes en el tiempo para el sistema

& = A(t)xe + By(t)w + Bo(thu

z= Ci(t)e + Dieo(t)u (139)

y = Co(t)x + Da (thw

donde

A(t) = $£(0,), Bilt) =91(0,2), Balt) = g2(0,4)

Cit) = 20,8), Di(t) = k2(0, 8), (140)

C2(t) = 22(0,t), Dar(t) = ker (0,2).

Tal problema ha sido bien entendido si el sistema lineal (139) es estabilizable y de-

tectable desde u y y, respectivamente. Bajo estas consideraciones,las siguientes condi-

ciones son necesarias y suficientes para que exista una solucién (véase, por ejemplo,

(Ravi et al., 1991)):

C1) Debe existir una solucién simétrica acotada y positiva semidefinida! de la ecuacién

P(t) = POA) + AT(OPW) + CPE,(t) aun)
141

+ P(t) oP()BT(t) — By)BE (O| PO)
tal que el sistema

& = [A~(B,By —ByBT) P\(é)2(2) (142)
1Una matriz P(t) de dimensién n x n dependiente del tiempo es positiva semidefinida si y sdlo si

a? P(t)a > 0 para todo vector x n-dimensional y para todo instante de tiempo ¢ mientras que P(t)

es positiva definida si y sdlo si x7P(t)x > ma?x para todo x y t, y cualquier constante m > 0. De

manera respectiva, P(t) es acotada si y sdélo si || P(t)|] < mo para todo t y cualquier constante mo > 0.
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sea exponencialmente estable;

C2) Debe existir una solucién simétrica acotada positiva semidefinida de la ecuacién

Z(t) = A)Z(t) + Z()AT(t) + B,(QBT)
i (143)

+ Z(t) pe(1) Ba(t)Bz(H) P(t) ~ CT(QC,()| Z(t)

donde A(t) = A(t) +-y-?B,(t)B?(t)P(t), tal que el sistema

&=[A- Z(CPC, — y°PB,BFP)\(t)z(t) (144)

sea exponencialmente estable.

De acuerdoal lema de acotamiento real variante en el tiempo (Orlov et al., 1999),

las condiciones C1) y C2) aseguran que existe una constante positiva ep tal que las

ecuaciones perturbadas de Riccati

—P, = P.(t)A(t) + AT()P.(t) + CPC)

+ P(t) [POET - a,)ET(| P(t) tel, (145)

Z. = A(t)Z.(t) + ZAP(t) + By(t) BT(t) + eF

+ 2,(t) [POBMOBOPO - rnc] Z(t), (146)

tengan unasolucién simétrica positiva definida (P.(t), Z-(t)) para cada é € (0,€9) donde

A(t) = A(t) +-2B,(BF(OP.(0).
Las ecuaciones diferenciales (145) y (146) serdn utilizadas para derivar una solucién

local del problema. de control #{,. no lineal para el sistema nolineal (135). El siguiente

resultado fue extraido de (Aguilar et al., 2003).

Teorema 10 Supéngase que las condiciones C1) y C2) se satisfagan y sean (P.(t), Z(t)

las correspondientes soluctones de (145), (146) bajo cualquier « > 0. Entonces la
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retroalimentacion por salida

: 1
g= f(b) + [=a thor(Et) — 90(€, t)93(Et) POE

+Z,(t)Cz(ly — hel, 6] (147)

u= —93(Et)PLE (148)

es una solucién local al problema de control Heo.

 


