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CONTROL ROBUSTO DE MOVIMIENTO DE UN SISTEMA
MECANICO SUBACTUADO DE TRES GRADOS DE LIBERTAD

Resumen aprobado por: :
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Dr. Iouri Orlov Kuchina Dr. L '( Aguilar Bustos

Codirector de Tesis Codirector de Tesis

En el presente trabajo de tesis se presenta una solucién al problema de control de
seguimiento para un sistema mecénico subactuado de tres grados de libertad basada en
la planificacién de movimiento. Contrario a lo que sucede con mecanismos completa-
mente actuados, en un sistema subactuado, el problema de seguimiento de trayectorias
constituye un reto debido a que no es posible controlar cada grado de libertad en forma
directa. Para resolver este problema, se propone un esquema de solucidn basado en dos
etapas. En la primera etapa, se definen trayectorias a través del diseiio por restricciones
virtuales holonémicas (VHCA - Virtual Holonomic Constraints Approach). Las trayec-
torias establecidas en esta etapa, denominadas restricciones virtuales holondmicas, se
redefinirdn como las trayectorias objetivo a ser impuestas por medio de algoritmos de
control robustos, con la finalidad de obtener en el mecanismo un comportamiento de-
seado. Fn la segunda etapa, la estabilidad del sistema en lazo cerrado es analizada
a través de la dindmica reducida que se obtiene al imponer las restricciones virtuales
holondmicas sobre el sistema. Se presentan resultados numéricos y experimentales que
demuestran la robustez v efectividad del esquema de solucién propuesto.

Palabras Clave: sistema subactuado, restricciones virtuales holonémicas, estabi-
lizacién, seguimiento de trayectorias, modos deslizantes, control o con retroalimen-
tacién de salida.
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ABSTRACT of the thesis presented by ILIANA MARLEN MEZA SANCHEZ,
in partial fulfillment of the requirements of the degree of DOCTOR IN SCIENCES in
ELECTRONICS AND TELECOMMUNICATIONS with orientation in INSTRUMEN-
TATION AND CONTROL. Ensenada, Baja California, November 2011.

ROBUST MOTION CONTROL FOR A THREE DEGREES OF
FREEDOM UNDERACTUATED MECHANICAL SYSTEM

In this work, a motion planning-based solution to a tracking control problem is
developed for an underactuated mechanical system of three degrees of freedom. In
contrast to fully actuated systems, the lack of possibility to straightforwardly track
each degree of freedom becomes a challenging task. A two-step procedure has been
established in order to provide a feasible solution to the afore-mentioned problem. At
the first step, a target motion to be enforced by a feedback control law is determined
based on the Virtual Holonomic Constraints Approach (VHCA). Then, the resulting
constraints are achieved by designing an appropriate robust control algorithm to impose
desired behavior on the underlying system. At the second step, the stability of the
closed-loop system is analyzed by means of that of the reduced-order dynamics confined
to the virtual holonomic constraint. Numerical and experimental results are presented
to confirm robustness and effectiveness of the proposed approach.

Keywords: underactuated system, virtual holonomic constraints, stabilization, track-
ing, sliding modes, output feedback H., control.
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Capitulo I

Introduccion

Los modelos utilizados para el disefio de controladores frecuentemente se encuentran
derivados de las leyes fisicas bésicas descritas por un conjunto de ecuaciones diferencia-
les que permiten definir la dindmica de sistemas eléctricos, mecdnicos, termodindmicos,
entre otros (Brogliato et al., 2007). Dichas ecuaciones representan una relacién entre
las derivadas de alguna funcién o funciones con respecto a una o varias variables inde-
pendientes denominadas grados de libertad (GDL), véase por ejemplo (Arnold, 1991,
Tenenbaum y Pollard, 1985; Kelly et al., 2005).

Uno de los principales retos en el desarrollo de controladores en la cuestion referente
a la robustez, es decir, el disefio de algoritmos de control que posean la capacidad de
tolerar la existencia de dindmicas no modeladas (como por ejemplo, las incertidum-
bres paramétricas) y perturbaciones, que ocasionan comportamientos no deseables, sin
afectar de manera significativa el desempefio del sistema (Khalil, 1996). Como con-
secuencia, muchas metodologfas de control han sido desarrolladas en la bisqueda de
mecanismos de control que permitan disefiar controladores capaces de solventar esta
problemadtica.

Otro ejemplo de los principales problemas a abordar que influyen en el desarrollo de
algoritmos de control implica la premisa de que la mayoria de los controladores suponen
que se tiene acceso a todo el vector de estados del sistema, esto es, tanto a las vari-
ables independientes de interés que corresponden a los grados de libertad del sistema,
como a sus derivadas; en un sistema mecdnico, esto equivale a contar con mediciones

tanto de posicién como de velocidad, lo cual no se satisface siempre al implementarlos




fisicamente. Por lo tanto, es fundamental considerar el desarrollo de observadores que
permitan generar los estados necesarios para la implementacién del sistema de control
en aquellas metodologias en donde el acceso a dichas variables no es posible; sin em-
bargo, esta caracteristica repercute de manera directa en la complejidad del andlisis de
estabilidad que garantiza un buen desempefio del sistema en toda su estructura. Otra
opcidn para resolver este problema es la utilizacién de filtros ¢ la aplicacién de alguna
metodologia que permita la reconstruccidn de los estados del sistemas, como por ejem-
plo, en el caso del control robusto éptimo (Basar y Bernhard, 1991; Basar y Olsder,
1999).

Otro problema importante en ingenieria de control es el desarrollo de métodos de
control pars sistemas subactuados. Un sistema subactuado se caracteriza por poseer
menos actuadores que grados de libertad; algunos ejemplos de estos sistemas son
vehiculos acudticos, aeronaves, satélites, robots méviles, robots manipuladores, robots
bipedos, entre otros. El estudio de este tipo de sistermas mecénicos es motivado por la
necesidad de establecer mecanismos de control sobre una clase de sistemas cuya esta-
bilizacién es muy dificil de garantizar y que frecuentemente manifiestan una dindmica
interna muy compleja. Como consecuencia, los algoritmos desarrollados para su con-
traparte, esto es, sistemas completamente actuados, no pueden ser aplicados de manera
directa en esta clase de mecanismos {Fantoni y Lozano, 2002). La necesidad de garan-
tizar robustez en el desempeiio del sistema por parte del algoritmo de control aunado
a los inconvenientes inherentes en el control de sistemas subactuados, propician que el
problems se vuelva mucho méds complicado de resolver. Como resultado, la dindmica
del sistema permite la existencia de configuraciones de movimientos que no pueden
ser alcanzados por el sistema. De hecho, las ecuaciones de movimiento para los gra-

dos de libertad que no se encuentran actuados imponen restricciones explicitas en las




segundas derivadas de dichas variables de configuracién (Shiriaev et al, 2007). Las
dindmicas expresadas como restricciones no integrables corresponden a las propiedades
no holondémicas del sistema, las cuales restringen de manera geométrica el movimiento
en el sistema; un ejemplo claro de estas restricciones se da en el equilibro dindmico que
existe en todos aquellos grados de libertad en los que no es posible aplicar directamente
una accién de control (eslabones pasivos) (Arai et al., 1998).

Algunos desarrollos realizados para resolver el problema de control de seguimiento en
sistemas subactuados son abordados en (Ortega et al., 2002; Wang-Sheng y Jung-Shan,
2010; Do y Pan, 2009; Banavar y Sankaranarayanan, 2006; Siqueira et al., 2011). Entre
los ejemplos de aplicaciones para sistemas mecénicos podemos mencionar diseiios para el
Pendubot (Fantoni et al., 2000}, el Acrobot {Berkemeier y Fearing, 1999), (Olfati-Saber,
2000), (Spong, 1995), robots con ramificaciones (Fukuda y Saito, 1996), (Nakanishi
et al., 1997), (Fukuda y Koditschek, 2000), y (Saito et al., 1994), robots gimnastas des-
critos en (Miyazaki et al., 2001}, (Ono et al., 2001} y (Yamakita et al., 2002) apoyados en
barras, modelos para robots erguidos de Raibert (Ahmadi y Buehler, 1997), (Canudas—
de-Wit et al.; 1997), (Francois y Samson, 1998), (Miyazaki et al., 2000), (Raibert, 1986),
asf como también el robot RABBIT {(Chevallereau y Sardain, 2000), (Chevallereau y
Aoustin, 2001}, {Chevallereau et al., 2003, 2004), (Plestan et al., 2003). Estos sistemas
corresponden a cuerpos rigidos planares con N grados de libertad y N — 1 actuadores
conectados en una estructura ramificada tipo 4rbol, sin cadenas cinematicas cerradas,
v cuya base se encuentra fija a un marco de referencia inercial a través de un pivote,
esto es, una unién de revolucién subactuada.

Debido a la gran cantidad de dificultades que enfrenta la planificacién de movimiento
en sistemas robdticos subactuados, tiene sentido considerar el desarrollo, analisis y apli-

-cacién de algunas herramientoas que faciliten el disefio de algoritmos de control para




este tipo de sistema. Algunos ejemplos de este tipo de metodologias son las restric-
ciones virtuales holondmicas (VHC, por sus siglas en inglés) y las oscilaciones estables
inducidas por retroalimentacién como los reportados en (Shiriaev et al., 2005, 2006,
2007; Westervelt et al., 2007). A partir de estas definiciones, la estabilizacién orbital de
sistemas mecénicos, refiriéndose al balanceo periédico (Canudas-de-Wit et al., 2002),
difiere de las formulaciones tipicas de seguimiento donde la trayectoria de referencia a
seguir es conocida a priori. Més aln, parte de un andlisis del modelo dindmico que
permite determinar las condiciones con las cuales este comportamiento es inducido por
la ley de control a través de la imposicién de trayectorias deseadas en algunos 6 todos
los grados de libertad del sistema.

De esta forma, el objetivo de control para el balanceo periddico, resulta en un
sistema en lazo cerrado, que genera su propia Orbita periddica similar a la que produce
un oscilador no lineal; por ejemplo, véase (Chevallerean et al., 2003). Ademds, el
sistema en lazo cerrado debe de ser capaz de moverse de una drbita a otra simplemente
cambiando los pardmetros tales como su frecuencia o su amplitud. En (Orlov et al.,
2005) se presenta la estabilizacién orbital del Pendubot. En (Santiesteban et al., 2007)
y (Riachy et al., 2007) se describen el control utilizando esta técnica para sistemas
mecanicos subactuados con aplicacién particular a un péndulo invertido.

De manera particular, este trabajo de tesis se enfoca en el andlisis y sintesis de
modelos de helicépteros subactuados; especificamente, en el prototipo de la plataforma
experimental denominada helicdptero de 3-GDL de la marca Quanser (véase (Quanser,
2002)). A continuacién se mencionan los antecedentes y se introducen las carac-
ter{sticas, fundamentos, objetivos, metodologia de solucién al problema de control de

movimiento y contribucién del presente trabajo.




I.1 Antecedentes

Dentro de la literatura, existen varios trabajos realizados sobre la plataforma experi-
mental del helicéptero de tres grados de libertad fabricado por Quanser. En (Tondel y
Johansen, 2002) se resolvié el problema de control por retroalimentacién de estados uti-
lizando control predictivo lineal, en {Lopez et al., 2006) se describen implementaciones
de control predictivo utilizando un modelo linealizado alrededor del punto de equilibrio.
Algunos resultados sobre técnicas de control adaptivo para resolver el problema de con-
trol de movimiento se presentan en (Andrievsky et el., 2007). En (Garcia-Sanz et al.,
2006) se presentan resultados relativos a la solucién de control de regulacién sobre el
éngulo de cabeceo del helicdptero utilizando un control PID. En (Shan et ol., 2005) se
presentan resultados para sincronizacién de trayectorias en tres helicdpteros aplicados
a un solo grado de libertad. Otros trabajos desarrollados en este tema son por ejemplo
{(Avila-Vilchis et al., 2003), (Isidori et al., 2003) y (Kiefer et al., 2006).

De manera més reciente podemos enumerar trabajos como los de (Ishutkina, 2004)
en donde se desarrolla una plataforma de seguridad para la implementacién de algo-
ritmos de control, en {Bayraktar, 2004) se presenta el disefio de algoritmos para la
implementacién de maniobras agresivaé de aterrizaje. En (Starkov ef al., 2008) se apli-
can modos deslizantes para el problema, de regulacién en un helicéptero de tres grados
de libertad utilizando medicién de posicién, en (Zheng y Zhong, 2011) se presentan
resultados para la regulacién robusta de un grado de libertad del mecanismo y (West-
erberg et al., 2009}, en donde se presenta el desarrollo de un nuevo modelo aplicando
restricciones virtuales holondmicas para lograr la estabilizacién orbital del sistema.

Pese a la numerosa cantidad de trabajos realizado, desde un punto de vista practico,
el disefio de controladores para este tipo de sistemas para control de movimiento sigue

siendo un problema abierto. Una de las principales variantes en los estudios realizados




es el modelado del sistema y muy escasos los desarrollos en donde se considera el control
de los tres grados de libertad; esto da una clara idea de la complejidad que implica la

dindmica de este mecanismo para el disefio e implementacién de algoritmos de control.

1.2 Objetivos

El objetivo principal del presente trabajo de tesis es el de disefiar esquemas de control
robusto para resolver el problema de control de movimiento para el sistema mecénico
subactuado que posee tres grados de libertad y dos entradas de control con la capacidad
de atenuar & rechazar las perfurbaciones externas que actilan sobre el sistema. Dicho
sistema subactuado es una plataforma experimental de Quanser denominada helicéptero
de tres grados de libertad instalada en el laboratorio de control del CICESE.

Los objetivos especfficos a resolver son:

1. Resolver el problema de regulacién para el sistema mecdnico subactuado de tres

grados de libertad.

2. Establecer una estrategia de solucién para resolver el problema de seguimiento de

trayectorias para el sisterna mecédnico subactuado de tres grados de libertad.

3. Validar numérica y experimentalmente los resultados obtenidos para la plataforma

experimental.

I.3 Metodologia de solucidn

La intencién del presente trabajo es ilustrar numérica y experimentalmente las solu-

ciones propuestas los problemas de regulacién (especificamente, estabilizacién del sis-




tema en el origen) y seguimiento de trayectorias en el sistema mecdnico subactuado de
tres grados de libertad.

El problema de regulacién ha sido resuelto a través del disefio de algoritmos de
control basados en modos deslizantes (Utkin, 1992). Tales controladores han sido de-
sarrolados aprovechando la estructura de los modelos dindmicos del mecanismo, los
cuales permiten convertir el problema de estabilizar tres grados de libertad en dos sub-
problemas en donde una ley de control es disenada para estabilizar un solo grado de
libertad y una segunda ley de control para los dos restantes.

El problema de seguimiento de trayectorias, como se establece en la introduccién
del presente capitulo, conlleva un desarrollo bastante complejo. Por tal motivo, se
introduce la nocién de restricciones virtuales que permite especificar una trayectoria
deseada en dos grados de libertad y analizar la dindmica resultante de imponer tales
comportamientos.

El plan de trabajo a seguir se describe a continuacién.

1. Se lleva a cabo un anilisis de los resultados maés relevantes dentro de la literatura
para este sistema y se seleccionan los modelos dindmicos del sistema subactuado

que se utilizardn para el disenio de los algoritmos de control.

2. Se disefian controladores basados en modos deslizantes para resolver el problema

de regulacién: solucién a la estabilizacidén en el origen.

3. Se proponen observadores de velocidad de estructura variable basados en modos

deslizantes para tener acceso a todos los estados del sistema.
4. Se obtienen resultados numéricos con respecto al problema de regulacién.

5. Analisis y seleccién de la herramienta adecuada que permita simplificar el prob-

lema de control de movimiento: seguimiento de trayectorias. En este caso, se




selecciond la metodologia basada en restricciones virtuales holondmicas propues-
tas en (Shiriaev et al., 2005) debido a que permite simplificar el problema de
control mediante la conversién del sistema original a uno de dindmica reducida

facil de obtener y analizar.

6. Se desarrollaron controladores para seguimiento de trayectorias basados en las
teorfas de Control He, con retroalimentacién de salida y Control por modos
deslizantes de segundo orden para imponer las trayectorias deseadas definidas

al aplicar la metodologia basada en restricciones virtuales holonémicas.

7. Se obtienen resultados numéricos y experimentales con respecto al problema de

seguimiento de trayectorias.

8. Andlisis de la comparacién de los resultados obtenidos.

I.4 Organizacion del trabajo de tesis

La estructura del presente trabajo de tesis se explica a continuacién.

En este primer capitulo se ha presentado la motivacién y justificacidn que originan
el presente trabajo de tesis, también se han expuesto los objetivos y la metodologia
de solucidn propuesta para la resolucién de los objetivos definidos en la seccidén previa
correspondiente. En la siguiente seccién de éste capitulo se describen las principales
aportaciones, y se enuncian las publicaciones que se desprenden de este trabajo de tesis.

En el Capitulo II, se presenta el desarrollo correspondiente a los tres modelos
dindmicos seleccionados de la literatura con respecto a los cuales se disefiaran los algo-
ritmos de control.

En el Capitulo III se describe el desarrollo tedrico realizado para el disefio de ob-

servadores de velocidad basados en modos deslizantes, los cuales serdn utilizados para




tener acceso a todos los estados del sistema y formaran parte de la retroalimentacién
entre el sistema y los controladores.

El Capitulo IV se describen dos propuestas de algoritmos de control para resolver
el problema de regulacién, de forma m4s especifica, el problema de estabilizacién en el
origen. Se presentan resultados numéricos y se discuten aspectos importantes sobre la
implementacién.

El control de movimiento, también denominado seguimiento de trayectorias, es ex-
puesto en el Capftulo V. Se presenta en dos partes: a) definicién de la trayectoria de-
seada aplicando la metodologfa llamada Restricciones Virtuales Holonémicas (VHC),
y b) desarrollo de algoritmos de control encargados de imponer los comportamientos
definidos en la primera parte. La parte del desarrollo de los controladores incluye
dos metodologias: control He, con retroalimentacidn de salida y control por modos
deslizantes de segundo orden retroalimentado con las salidas de su correspondiente ob-
servador descrito en el Capitulo III.

Las conclusiones de los resultados numeéricos y experimentales obtenidos del presente
trabajo de tesis son presentados en el Capitulo VI. Ademas, también se presentan
propuestas de trabajo future y dreas abiertas de investigacién que no fueron cubiertas
en el presente trabajo de tesis.

Finalmente, la bibliografia y apéndices se presentan al final del presente documento

de tesis.

I.5 Aportaciones

La principal aportacion del trabajo de tesis consiste en el desarrollo de una metodologia
para resolver el problema de control de movimiento en el sisterna mecénico subactuado

que corresponde al helicdptero de 3-GDL de la marca Quanser, a través de la combi-
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nacién de metodologias de control bien definidas y estudiadas dentro de la literatura
actual. Ademds, se presentan las bases para el estudio del sistema subactuado desde
un punto de vista integral; esto es, incluyendo los tres grados de libertad.

Asimismo, parte de las contribuciones expuestas en este trabajo de tesis que ha sido

presentada y publicada se enlista a continuacién de manera cronoldgica.

> Iliana M. Meza-Sanchez, Yury Orlov y Luis T. Aguilar. Periodic Motion
Stabilization of o Virtually Constrained 3-DOF Underactuated Helicopter Using
Second Order Sliding Modes. Aceptado para ser presentado en 12th International

Workshop on Variable Structure Systems, 12, 13 y 14 Enero, 2012, Bombay, India.

> Iliana M. Meza-Sdnchez, Yury Orlov y Luis T. Aguilar. Stabilization of a 3-
DOF Underactuated Helicopter Prototype: Second Order Sliding Mode Algorithm
Synthesis, Stability Analysis, and Numerical Verification. Aceptado para ser pre-
sentado en 12th International Workshop on Variable Structure Systems, 12, 13 y

14 Enero, 2012, Bombay, India.

e Iliana M. Meza-Sdanchez, Luis T. Aguilar, Anton Shiriaev, Leonid Freidovich
y Yury Orlov. Nonlinear Ouiput Feedback Ho-Tracking Control of o 3-DOF
Underactuated Helicopter. 18th IFAC World Congress, Agosto 28 — Septiembre

2, 2011, pp. 11145 — 11150, Mil4n, Italia.

> Iliana M. Meza-Sanchez, Luis T. Aguilar, Anton Shiriaev, Leonid Freidovich
and Yury Orlov (2011). Periodic motion planning and nonlinear He tracking
control of a 3-DOF underactuated helicopter. International Journal of Systems
Science, 42:5, 829 — 838. Primera publicacién: 05 October 2010 (iFirst). DOI:
10.1080,/00207721.2010.517874

> Iliana M. Meza-Sanchez, Luis T. Aguilar, Anton Shiriaev, Leonid Freidovich y
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Yury Orlov. Planeacion de Movimiento Periddico y Control Hee No Lineol de un
Helicoptero de Tres Grados de Libertad. ler. Encuentro Internacional Académico
y de Investigacién — VI Encuentro Regional Académico ERA 2010, Noviembre 10

y 11, 2010, Tijuana, Baja California, México.

Yuri Orlov, Luis T. Aguilar y Marlen Meza. Diserio de observador discontinuo
para helicéptero de tres grados de libertad. Congreso Nacional del AMCA 2009

(AMCA 2009) Zacatecas, Zacatecas, Septiembre 30 — Octubre 2, 2009, México.

Orlov Yury, Meza-Sédnchez Marlen y Aguilar Luis T. Slding Mode Velocity-
Observer-Based Stabilization of a 8-DOF Helicopter Prototype. 6th IFAC Sym-
posium on Robust Control Design, June 16 — 18, pp. 179 — 184, 2009. Haifa,

Israel.

Konstantin K. Starkov, Luis T. Aguilar, Yury Orlov e Iliana M. Meza Sdanchez.
Control por Modos Deslizantes de un Sistema Subactuado de Tres Grados de Lib-
ertad usando Medicion de Posicién. IV Encuentro Regional Académico (ERA

08). Tijuana, B.C. Noviembre 17 y 18, pp. 141 - 146, 2008.
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Capitulo II

Helicéptero subactuado de 3-GDL:
modelado y sistema de control

El presente capitulo tiene como objetivo presentar el modelo y caracteristicas del pro-
totipo subactuado de Quanser llamado Helicéptero de tres grados de libertad (3-GDL).
BEste sistema mecénico posee, como su nombre indica, tres grados de libertad denomina-
dos elevacién, direccién y rotacién. Como puede observarse en la Figura 1, la posicién
del mecanismo estd determinada por la posicién en el espacio tridimensional del cuerpo
en suspensién horizontal. El dngulo de elevacién, que serd denominado 8(¢) € R, cor-
responde al cambio en la altitud del cuerpo del helicéptero mientras que el dangulo de
direccidn, llamado ¢(t) € IR, corresponde al movimiento del cuerpo del helicéptero, esto
es, el desplazamiento angular del brazo de sustentacion con respecto al eje horizontal z.
Finalmente, el 4ngulo de rotacién %(t) € R corresponde al movimiento que realiza al gi-
rar sobre el eje vertical z. La posicién es medida a través de tres decodificadores dpticos
(Avago-Technologies, 2010); los ejes de elevacidn y rotacién poseen una resolucién de
4096 ciclos por revolucidén (CPRY), mientras que el eje de rotacién posee 8192 CPR. El
sistemna, es controlado a través del voltaje aplicado a dos motores PITTMAN modelo
92348004 (Allied-Electronics, 2001) que se encuentran en el cuerpo del helicéptero.
Fisicamente, el prototipo consiste de una base ¢ pivote sobre el cual se encuentra
montado un brazo horizontal. Dicho brazo posee el cuerpo del helicdptero en un extremo
y un contrapeso en el otro. La inclusién del contrapeso como parte del mecanismo
permite que los actuadores tengan la fuerza suficiente para mover la estructura que

corresponde al cuerpo del helicéptero y de esta forma, reducir los requisitos de potencia
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Rotacion

Contrapeso

Direccién

Figura 1. Prototipo Quanser® de helicéptero de 3-GDL.

en ambos motores.
La plataforma de control del helicéptero (véase Figura 2), ademds del sistema

mecénico, estd integrada por:

» Computadora. Procesador Pentium® 4 de 2.40Ghz, 1GB de memoria RAM,
Disco duro de 40GB, Windows XP Professional ®, Matlab R2007a®, Simulink®,
Real-Time Windows Target (RTW®). Encargada del envio y recepcién de datos
de la tarjeta de adquisicién de datos para la ejecucién en tiempo real de los

algoritmos de control.

¢ Servoamplificadores AMC® Modelo 16 A20AC(AMC, 2011). Reciben las
sefiales de salida de la tarjeta de adquisicion de datos y suministran la corriente
necesaria a los actuadores para mantener el voltaje especificado por la salida del

controlador.

e Tarjeta de adquisicién de datos Sensoray© Modelo 626(Sensoray, 2004).
Sirve de interfaz entre la computadora y el sistema mecanico. Es la encargada
de: a) transformar la salida del controlador en seflales analégicas que correspon-

den a los voltajes que deberan ser sumninistrados por los servoamplificadores, y de
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b) recibir las sefiales digitales de los decodificadores épticos del helicéptero que

permiten determinar la posicién del sistema.

Sarvoamplificadores
AMC®

Figura 2. Plataforma experimental.

En las siguientes secciones se describen tres modelos matemdticos utilizados en
la realizacién del presente trabajo de tesis, a partir de los cuales se presentarén los

resultados de simulacién y experimentales obtenidos en los Capitulos IV y V.

II.1  Modelo dindmico simplificado

El modelo que se describe a continuacién ha sido extraido del manual de Quanser
(Quanser, 2002). Cada grado de libertad es analizado de acuerdo a la interaccién entre
fuerzas que permite su movimiento.

El movimiento en el eje de direccidn ¢(t) € R (véase Figura 3) se encuentra definido
por la diferencia entre las fuerzas aplicadas a ambos motores; esto es, Fy(t) = Fy(t) —

Fy(t). La dindmica que describe este comportamiento estd definida por
Iyb = K;(V; = Vi) Ly, -+ wy (1)

donde [y es la inercia sobre el eje de direccion, Ly, es la distancia del motor al centro
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de masa entre los dos rotores, K es la fuerza constante de la combinacién entre los

motores y las propelas, y w, son las perturbaciones.

Direccidn

Figura 3. Helicoptero de 3-GDL: Vista frontal.

La dinémica del movimiento en el eje de elevacién #(t) € IR, contrario al eje de
direccidn, se describe como una respuesta a la fuerza originada por ambos actuadores
Fy(t) = Fy(t) + Fy(t) al aplicar voltajes (Vi(t) = Vi(t)) a los motores del helicéptero.
De esta forma, es necesario vencer la fuerza de gravedad F, para que el cuerpo del

helicéptero se mantenga suspendido. Esta dindmica es descrita por la siguiente ecuacién
I = Kp(Vi + Vo) Ly — FyLy + wy (2)

donde I corresponde al momento de inercia del sistema sobre el eje de elevacidn, Ly es
la distancia que existe del cuerpo del helicdptero hasta el pivote de giro, v wy son las
perturbaciones.

Por otro lado, es posible observar que el eje de rotacién 1¥(¢) € IR es el elemento
pasivo del sistema ya que su dindmica estd relacionada directamente con el movimiento

en el eje de direccidn. Esta dindmica estda modelada por la ecuacién

Iyt = —Kpsen(§) Ly + wy (3)
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donde I es la inercia sobre el eje de rotacién, K, es la fuerza requerida para mantener
el helicéptero en el aire, y wy son las perturbaciones.

Para obtener las ecuaciones del modelo simplificado que se utilizars para los desa-
rrollos correspondientes dentro del presente trabajo de tesis, se establecen las variables
de estado ¢, = ¢, ¢y = g'b, 0, =6, 6, = 6, P =P, Py = ¢ y definiendo 73, T3 como
Vi +Vy y Vi — Vi, respectivamente; ademés de introducir las constantes a = K fIrs )y 1
b= FyLyI;Y, ¢ = K;L,IJY, y d = K,L,I;*, obtenemos que ¢l sistema (1)-(3) esta

descrito por

élxgg, 92=a7'1-b+w1, (4)
4;51 = ¢y, 4’2 = CTy + Wy, (5)
";{’1 = P, 1b2 = —dsen{¢;) + w3 (6)

donde 7 = [r1,79]7, w1 = Iy wg, wa = I 'wy, y ws = I;'wy. Los valores de los

parametros para este modelo se muestran en la Tabla 1.

Tabla I, Valores de los pardmetros del prototipo de helicdptero de 3-GDL para el modelo
simplificado.

Notacién Descripcién Valor Unidades
Ly Longitud de la base al cuerpo del helicéptero 0.66 m
Ly, Distancia del eje de direccién a cada motor 0177 m
Is Momento de inercia del eje de elevacién 0.0364 kg - m?
Iy Momento de inercia del eje de direccién 0.91  kg-m?
Iy Momento de inercia del eje de rotacién 0.91 kg - m?
K, Fuerza minima requerida para mantener al

helicéptero en el aire 0.686 N

F, Aceleracidn gravitacional 9.81 m/s
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I1.2 Modelo dindmico de Newton-FEuler

En el presente trabajo de tesis, tarabién se utiliza el modelo propuesto en (Westerberg
et al., 2010) donde las dindmicas del prototipo de laboratorio del helicéptero subactuado
de tres grados de libertad es descrito por las ecuaciones de Newton-Euler (Spong et al.,
2006)

Iw+wx (Jw)=r1, (7)

donde w = {wy, wy, w,] son las velocidades angulares, I = diag(ly, s, I;) es la matriz de
inercia del cuerpo rigido suspendido que corresponde al cuerpo del helicdptero y cuyos
valores son iguales a los del modelo simplificado (véase Tabla I). El vector de pares
aplicados pueden definirse como 7 = [74, 7, 0]7 considerando que es un sistema subac-
tuado de grado uno con respecto al eje de rotacién del mecanismo. Dicha, formulacién
presenta las siguientes simplificaciones: a) la resistencia del aire y la friccién no son
modeladas, y b) la fuerza gravitacional no es tomada en cuenta considerando que el
cuerpo del helicptero se encuentra balanceado con un contrapeso en el otro extremo.

De acuerdo con la formulacién de Newton-Euler, todas las variables estdn expresadas
con respecto al marco referencial correspondiente al cuerpo del helicéptero. Para la
obtencidn de la velocidad angular este cuerpo con respecto a un marco inercial es
necesario calcular la matriz de rotacién que transforma las coordenadas de una marco
a otro.

Definanse ¢ = [¢, 8, ¢]" como los grados de libertad correspondientes a la direccién,
elevacién y rotaciéon respectivamente; tal vector corresponde & las coordenadas ge-
neralizadas para describir la orientacién del cuerpo rigido del helicéptero utilizando

los dngulos de Euler Z-Y-X. De acuerdo a lo anterior, las velocidades angulares del
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helicdptero con respecto a ¢ se describen como

0 —sen(f) cos(e)cos(d) b
W= Buysi= 10 cos(¢) sen(¢) cos(f) 0 | (8)
1 0 —sen(f) 0

Las ecuaciones (7), (8) permiten definir al sistema tal que
I(Beyad + Bayed) +w x (Iw) = 7
donde la expresion w x (/w) viene dada de manera explicita por

w X (Iw) = Bzym(j X (IBzy:L'Q)
_5¢9 -+ cd,ce'[p —I¢(S¢9 + C¢Cg’l,b)

= c¢9 + S¢C,9’l,b x Ig(c¢9 + sq«,cf;i[})

¢ — syth Iy(¢ ~ senh)
¢ 6 P
_ (+) (=) (+)
—sgltcpooth | el s | b—sew
~Tp(sgf + coeows) | To(cob + sucot)) | Ty(d — sot))

+[(col + spco) Ip($ — sow) ~ Is(ced + s4cod)(p — sev)]
= —[(~560 + coco) [y (d — s61) + Is(540 + cacod)(d — seb)]
+H[(—s48 + coca) o(cad + sycow) + Io(s40 + coca}(cgd + speeh)]

Finalmente, el sistema, (7), (8) puede reescribirse con la ecuacién diferencial
Hi+9gq) =T (9)

donde g = [¢,8,%]7, 7 = [1y, 73]%.

Los valores calculados para las funciones J(q) = I By, v 9(q,4) = I Boyog+w x (Iw)
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estdn definidos por

<o

—I¢S¢ I¢,C¢Cg
J(Q) = 0 IeC¢ I§S¢Cg (10)

L I¢ 0 —I,pSg

—Tyey b — I4(cysed + sacod)ih + (csf + 5450%) Ly(d — 50)
19(9': Q) = —Igsngbé -+ fg(CQgCaq.b — 8¢899)1,‘b - (-—S(f,!‘g + C¢Cg’l;b)f¢(qi5 — Sg'l,‘b)
Iy¢ — Lycabth + (—s40 + cycorh) lo{csb + socah)
~(& — so9)To(cgd + sycoth)
+ (Q5 - Sg'll')fd;(—"sqt,é + C¢Ca’l;b) . (11)

| —(ngé + S¢Ca't:b) I¢(—s¢9 + C¢Cg’l)))

Las expresiones ¢; y s, denotan cos{z) y sen({xz) respectivamente, donde xz se refiere

al angulo correspondiente.

II.3 Modelo dindmico de Newton

El modelo de Newton que se describe a continuacién ha sido propuesto en (Ishutkina,
2004) en el cual se aplica la segunda ley de Newton a la razén de cambio con respecto

al momento angular y estd dado por

I8 Lcos(¢) (Vi + V) — Mglgsen(6 + ) + w, (12)
Lo = (Vi ~Vy) — mglgsen() +wy (13)
Iy = Leos(B)sen(@)(Vy + Vi) — lnsen(8) sen(p}(Vy — V)

~ 5PEBLYAS + 8 son(4)) + w, (14)

donde 8(2), ¢(t),1(t) € R corresponden a los d4ngulos de elevacidn, direccidn y rotacién,

respectivamente. Ip, Iy v I son los momentos de inercia del sistema con respecto a
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su dngulo correspondiente. @y se define como el dngulo entre la base y el cuerpo del
helicéptero.

Las variables de control son los voltajes de armadura, V¢(t) y Vi(¢), correspondientes
a los motores especificados como Front y Back, respectivamente. La notacidn w,, wg y
w, corresponde a las perturbaciones externas que afectan al sistema.

Los pardmetros fisicos del helicéptero se definen por: M es la masa total del pro-
totipo, m es la masa del cuerpo en suspensién, I es la distancia del punto de giro
hacia el cuerpo del helicdptero, g es la fuerza de gravedad, I, es la distancia del eje
de direccién hacia cada motor, Sy 5 son los coeficientes efectivos de arrastre por el
drea de referencia cuando ¢ = 0 y ¢ = 7, respectivamente y finalmente, p corresponde
a la densidad del aire. Los valores de los pardmetros fisicos del sistema, extraidos de
(Ishutkina, 2004), se muestran en lé, Tabla II.

Definiendo las entradas de control como 71 = Vi +V, y 72 = V;y — W; a continuacidn,
estableciendo 8 = 0y, 6 = 6, ¢ = ¢y, ¢ = by, ¥ = 9y, ¢ = 1,, y definiendo o = LI;1,
b= Mglol; ', c =l d = mglyI;' e = MIS, f =,1;", el sistema (12)-(14) puede

reescribirse como

0 = 6
0y = acos(¢;)T1 — bsen(61 + 6y) +wy (15)
b = &2
¢y = cra— dsen(d;) + wy (16)
¥ = ¥

'z:bz = ecos(81)sen(¢p,)71 — fsen(0y)sen{e; )2
2
_p%(s + SI Sen(qﬁl))@b% + wy (17)

donde wy = Iglwe(t), We = I;lwd(t) Vw3 = I;wr(t).
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Tabla 1. Valores de los pardmetros del prototipo de helicéptero de 3-GDL para el modelo
de Newton,

Notacién Descripcién Valor Unidades
M Masa total 3.57 Kg
m Masa del cuerpo 1.15 Kg
L Longitud de la base al cuerpo del helicéptero 0.66 m
Iy Distancia del eje de direccién a cada motor 0.177 m
lg Longitud del péndulo en €l eje de direccién 0.014 ™
Iy Longitud del péndulo en el eje de rotacién 0.004 m
g Aceleracién gravitacional 9.81 m/s?
Densidad del aire 123  Kg/m3
S Coeficiente efectivo de arrastre por 4rea de refencia
cuando ¢ =0 0.012 m?
s’ Coeficiente efectivo de arrastre por drea de refencia
cuando ¢ = 7 0.168 m?
I Momento de inercia del eje de elevacion 0.036  kg-m?
Iy Momento de inercia del eje de direccién 093  kg-m?
Iy Momento de inercia del eje de rotacién 0.93  kg-m?

II.4 Resumen

Se han presentado tres modelos para el prototipo de helicdptero de 3-GDL, los cuales

corresponden a los més relevantes dentro de la literatura.

¢ El modelo simplificado se encuentra descrita en el manual de Quanser® para la

plataforma experimental y modela la dindmica esencial del mecanismo.
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e El modelo de Newton-Euler corresponde a un modelo sin dimensién propuesto
en (Westerberg et al., 2010) que modela de forma mds completa la dindmica del

sistema mecanico.

o Finalmente, el modelo de Newton, presentado en (Ishutkina, 2004), corresponde
a un modelado similar al descrito por el modelo simplificado, en donde se incluye
el término adicional p%z (S + 5 sen(¢;))¥3, el cual corresponde al arrastre (Drag)

del sistema.

Estos tres modelos forman la base para el disefio de los observadores de velocidad

y a,lgori'tmos de control disefiados como parte del presente trabajo de tesis.
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Capitulo 111

Observadores de velocidad de estructura
variable

En esencia, un sistema de control retroalimentado cldsico cuenta con actuadores, encar-
gados de proveer la accidn del control al sistema y modificar su comportamiento; y con
sensores, encargados de proveer una lectura de las sefiales que se pretenden controlar.
Sin importar la naturaleza del sistema, las mediciones de la razén de cambio en dicho
sistema, normalmente no son posibles de manera directa. Para el caso especifico de
sistemas mecénicos, nos referimos a las velocidades del movimiento de cada eslabén o
variable de interés del sistema. Es en este escenario donde surge la importancia del
disefio de observadores. La utilizacién de metodologias como modos deslizantes, parte
esencial del presente trabajo de tesis, nos obliga al disefio de éste tipo de estructuras.
En €] presente capftulo se presentara el digefio de observadores de velocidad para los
modelos dindmicos simphlificado y de Newton. Ambas estructuras serdn posteriormente
utilizadas en el desarrollo de las leyes de control basadas en modos deslizantes para la

solucién a los problemas de control de posicién y seguimiento de trayectorias.

ITI.1 Modelo dinamico simplificado

Basados en la dindmica no lineal del modelo simplificado descrito en el capitulo anterior,

se propone una familia de observadores de velocidad que se presentan a continuacién.
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III.1.1 Observador de velocidad para dngulo de elevacién por

modos deslizantes

El observador de estructura variable que se propone para el estado 8, correspondiente

al angulo de elevacién, estd definido por

6y = By -+ pesign(dy — 6y) (18)

A

o = auy — b+ vesign(f; — ),
con parametros py, vy > 0. Claramente, las dindmicas de los errores de observacién

ey = 01 — 01, e2 = O — B estan descritas por las ecuaciones

€1 = ez — pysign ey,
(19)
€2 = —wgsign e1 + wy,
con lado derecho discontinuo. De manera subsecuente, se observa que estas ecuaciones
son interna y asintéticamente estables. Ademds, en presencia de perturbaciones exter-

nas w; con magnitud superiormente acotada M; > 0, se demuestra que los errores de

observacién decaen de forma asintética al segmento

M-
So = {(er,e0) € R? 1 ey =0, [ea] < 13 (20)
con un dominio de atraccién
v
Do = {(e1,&2) € B? : ea] < £}, (21)
1
condicionado a que
Vg > max{Ml,yeMl}. (22)

Teorema 1 Considérese que la dindmica de los errores de observacidn (19), sujetos a
la subordinacién de pardmetros (22) para alguna My > 0, son internamente estables en

forma asintdtica y global. Estas dindmicas llegan ol intervalo I,, = {(e1,e3) € R? :
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er = 0,lea| < py} en tiempo finite cuando son inicializadas dentro del dominio (21)
y en presencic de perturbdcz’ones externas admisibles wy de magnitud menor 6 igual a
M. Posteriormente, aparecen modos deslizantes dentro del intervalo S, o lo largo del

eje vertical y decaen al segmento (20) cuando t — oo.

Prueba Primero, nétese que para el sistema discontinuo del error (19), la condicién
e1€1 = ey(ea — ppsigner) < —ler|(pg ~ |ea]) < 0

garantiza la existencia de modos deslizantes para todo e; # 0y |ea| < pp.
A continuacién, considérese la funcién candidata de Lyapunov Ve, e3) = vgley| -+
%e%. Calculando la derivada temporal de esta funcién a lo largo de las trayectorias del

sistema no perturbado (19), se obtiene

V' = wesigne(es ~ pysigne;) — eqvygsigne;

= —tiprg < 0, (23)

la cual es vilida para toda la funcién excepto en el gje vertical e; = 0 donde V{ey, e2)
no es diferenciable. La desigualdad (23) asegura que las trayectorias llegan al intervalo
de modo deslizante I, en tiempo finito; de otra manera, dichas trayectorias se dirigirdn
al origen y llegaran en tiempo finito. Dado que los modos deslizantes en el intervalo

I,, se gobiernan por la ecuacidn estable en forma asintdtica,

é‘Z = ——¢€y, (24)
Mo

esto origina que la dindmica del error (19) sea internamente estable en forma global.
Es importante recordar que la ecuacién por modos deslizantes (24) se deriva de

acuerdo al método del control equivalente (Utkin, 1992), a través de la sustitucién del

valor equivalente sign,.e;1 de la funcién conmutada sign e;. Esto garantiza la identidad

e; = 0 a lo largo de los modos deslizantes en la segunda ecuacién del sistema no
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perturbado (19) para sign e;. De hecho, el valor equivalente representa la solucién
de la ecuacién algebraica es — pysign e; = 0 con respecto a sign e; y por lo tanto,
sign,.e1 = p; ea.

En consecuencia, para la dindmica perturbada (19), la relacién (23) se modifica a

V = — gl + oy K —ylp + M1I62|, (25)

y para las trayectorias, inicializadas dentro del dominio (21), permanece negativo
definido. Asi, junto con la dindmica interna, las trayectorias del sistema perturbado
(19) llegan al intervalo de modos deslizantes I, en tiempo finito Ty, > 0, el cual de-
pende de las perturbaciones wy. Las soluciones de las ecuaciones con modos deslizantes

en presencia de perturbaciones

. v

€q = —ieg + why (26)
estan dadas por

i
eg(t) = e“(“T‘"I)eg(Twi) + f e‘(‘“T)wl('r)dT,

1
y tomando en consideracién la cota superior My en la magnitud de las perturbaciones
admisibles wy, estas soluciones se aproximan al segmento (20} cuando ¢ — co. 0
Con el fin de interpretar el resultado anterior en términos del observador de velocidad

(18), se introduce ¢l siguiente concepto.
Definicién 1 Considérese el sistema dindmico de segundo orden

= f(n,7) (27)
y un sistema dindmico de la forma

7)}]1 = fl(naﬁivﬁ?.)! 1;72 == f2(?’), ﬁl?ﬁZ) (28)
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con variables de estado escalares n(t), H(t) y M (t), 75(t), respectivamente, poseen solu-
ciones en el sentido de Filippov pare condiciones iniciales arbitrarias. Se dice que el
sistema (28) constituye un observador asintdtico de velocidad del sistema (27) con un
dominio de atraccion D ¢ R? de errores de observacion inicial y una precision e > 0
st

Jim sup n(r) — (7] S ¢, lim supli(r) — ()l < ¢ (29)
pare todas las soluciones en el sentido de Filippov (n, %) y (f;, 1) de (27) y (28) tales

que los errores de observacidn iniciales (n(0) — 7, (0}, 7(0) — 7,(0)) estdn en D.
Basados en la Definicién 1, el Teorema 1 se reformula como sigue.

Teorema 2 Considérese el observador de velocidad de estructura variable (18) de lo
dindmica de elevacion (4). Sea My > 0, una cota superior de la magnitud de la per-
turbacion externa wi(t) que afecta a (4), conocida a priori. Entonces bajo la condicidn
(22), impuesta en los pardmetros ug,ve del observador, (18) representa un obser-
vador de wvelocidad asintdtico de precision i‘—ﬁv‘:"—l, donde {21) corresponde ol dominio
de atraccién de los errores de estimacion iniciales €,(0) = 61(0) — 61(0), ex(0) =

05(0) — 05(0). Ademds, (18) es un observador asintdtico global del sistema no per-

turbado (4).
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ITI.1.2 Observadores de velocida para dngulos de direccién y
rotacion por modos deslizantes

De manera similar al observador de elevacién (18), se disefia una familia de observadores

de velocidad de estructura variable para el subsistema direccién-rotacién

¢ = ¢+ pySign(egy — &1)

By = cug+ vgsign(gp, — 431): (30)
&’1 = 1}2 + ,uwign(gbl - "‘l’l)
Uy = —dsen(d)) + vysign(s; — ), (31)

con Pardmetros fiy, Vg, thy, Vy > 0.

Los errores de observacién ¢; — ¢;,%; —1,, i = 1,2 decaen en forma asintdtica a los

segmentos
u R . - M.
So = (b= Bry0s = 82) € R sy = b, Iy~ bl < 72 (32)
' - N N - M.
Sy = {(?/)1 =y, e — ¢2) eR*: Py =y, ]102 — 1y < Mi¢ 3} (33)
con dominios de atraccién
3 g 2 . Hgly
Dy ={(¢; — d1,0, — ) € R*: |y — ol < E“}; (34)
g y 2 5 Hoyplep
Dy = {(3hy — 1,9y —y) € R : by — 95| < _A”/L;—}; (35)
a condicién de que
Vg > maX{Mg,‘LLéMg}, Uy = max{Mg,p¢M3}. (36)

Teorema 3 Considérense los observadores de velocidad de estructure variable (30) y
(31) de las dindmicas de direccidn y rotacion (5) y (6). Sean Mz > 0 y Mz > 0,

las cotas superiores de las magnitudes de las perturbaciones externas wo(t) y ws(t) que
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afectan o los sistemas (30) y (31), conocidas a priori. Entonces, bajo las condiciones
(36), impuestas en los pardmetros pgy, v, py, vy de los observadores, las dindmicas
de los sistemas (30) y (81) representan observadores de velocidad asintdticos de di-
reccion y rotacidn, con unag precision % Y gﬁﬁu, respectivamente; estos observadores
poseen dominios de atraccidn (34) y (35) de los errores de estimacidn iniciales ¢;(0) —

$,(0),,(0) —4,(0), i =1,2. Ademds, (30) y (31) son observadores asintdticos globales

del sistema no perturbado (5) y (6).

Prueba La linea de razonamiento usado para establecer la validaciéon del Teorema 2 se

aplica tambien aqui. La prueba del Teorema 3 entonces se omite. O

I11.2 Modelo dinamico de Newton

De forma similar al modelo dindmico anterior, se propone la siguiente familia de obser-

vadores de velocidad de estructura variable

él = By + pysign(fy — 6;)

ég = acos(¢;)Ty — bsen(d; -+ 6o) + vgsign(dy — 6;) (37)
&1 = &52 + H¢Sign(¢1 - ‘551)

by = er— dsen(gy) +vgsiga(d; ~ ) (33)
P, = 7:[’2 + pysign{thy — 7}1)

~

Py = ecos(f1)sen(¢;)T1 — fsen(f1)sen(¢;)72
2 . .
(5 + 5 sen(g))s + vysign(y D) (39)

con pardmetros fig, Vo, fy, Ve, Py, Vyp > 0.
L.os errores de observacion 91-—?94,, d;—d;, W=, 1 = 1, 2 son interna y asintéticamente

estables. Ademds, en presencia de perturbaciones externas wq, wa, ws con magnitudes
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superiormente acotadas por M;, Mz, M3 > 0, respectivamente, los errores de obser-

vacién también decaen en forma asintética a los segmentos

Se= = {(61~01,0,~ ) cR®: 6, = y,]0, = (40)
{(6— 81,00~ 85) €RZ: 8y =y, [y = ol < & ¢M2 (41)
Sp= = AWy~ butbs — P0) € B2 sy =y, by = ] < “‘bMS (@)
con dominios de atraccién
Do={(6, — 61,8, — 8s) € R2: 0, — 0] < "ﬁ"}, (48)
Dy = {(g = bu.ds — da) € R |6, — ol < E7%), (1)
Dy ={(r =, — ) € R [ — 4ol < B2, (45)

siempre que
vg > max{Mu, M}, vy > max{Ms, uyMs}, vy > max{Ms, p,Ms}.  (46)

Teorema 4 Considérense los observadores de velocidad de estructura variable (37),
(88) y (39) de las dindmicas de direccion y rotacién (15), (16) y (17). Sean My > 0,
My >0y Ms >0, las cotas superiores de las magnitudes de las perturbaciones externas
wi{t), welt) y ws(t) que afectan a los sistemas (37), (38) y (39), conocidas a priors.
Entonces, bajo las condiciones (46), impuestas en los pardmetros Fos Vo gy Veps fhaps Vo

de los observadores, las dindmicas de los sistemas (37), (38) y (39) representan obser-

. s s . L. iy < . My BaMs
vadores de velocidad asintdticos de direccién y rotacidn, con una precision E";l—, iT

y E{%, respectivamente; estos observadores poseen domindos de atraccidn (48), (44) v
(45) de los errores de estimacion iniciales 0;(0) — 8:(0), ¢,(0) — $;(0),%,(0) — 9,(0), =
1,2. Ademds, (37), (38) v (39) son observadores asintdticos globales del sistema no
perturbado (15), (16) y (17).
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Prueba La linea de razonamiento usado para establecer la validacién del Teorema 2 se

aplica tambien aqui. Los detalles de la prueba del Teorema 4 entonces se omiten. [
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Capitulo 1V

Control de posicidén: solucion al problema
de estabilizacion.

En el presente capitulo se presentardn resultados numéricos y experimentales con res-
pecto a la solucién del problema de countrol de posicidn, caso particular de estabilizacién
en el origen, para el sistema mecdnico subactuado de 3-GDL. Inicialmente, se desarro-
llara la formulacién del problema para posteriormente presentar propuestas de solucidn.
Para ello, se plantean dos estrategias basadas en modos deslizantes disefiadas para los
modelos dindmicos simplificado y de Newton. Ambas propuestas serdn complementadas
con su respectivo analisis de estabilidad y resultados numéricos. Al final del capttulo se
encontrard una seccién de discusién en el que se analizara la problematica, resultados

y conclusiones obtenidas.

IV.1 Formulacién del problema

El objetivo de control es resolver el problema de estabilizacién orbital para el helicoptero
de 3-GDL. Se pretende que ademads, el controlador atente los efectos de las perturba-
ciones externas. Sea .,

9= [ 01(t), 911, () } (47)
el vector de las posiciones del mecanismo donde 6;(t) € R corresponde al dngulo de
elevacién del helicéptero; ¢,(t} € R es el angulo de direccién y ¥;(t) € R es el angulo

de rotacién del mecanismo. Se propone disefiar una ley de control 7 = [r1, 7] tal que

Jim [lg (9l = 0. (43)
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IV.2 Control por modos deslizantes de segundo or-
den utilizando el modelo dinamico simplifi-
cado

De acuerdo al modelo simplificado (4) - (6), es posible identificar que la ecuacién corre-
spondiente al eje de elevacién (4) constituye un subsistema independiente. La estrategia,
de control propuesta es el disefio de una ley de céntrol 71 para el eje de elevacién y
posteriormente el disefio de ofra ley de control 75 que estabilice asintéticamente el

subsistema de los ejes de direccién ¢ y de rotacidn .

IV.2.1 Controlador por modos deslizantes de segundo orden
para el angulo de elevacién

Con la finalidad de estabilizar globalmente de manera asintética el eje de elevacién, se

propone la siguiente ley de control
1 . .
L= [b — h8y — pha — asign(61) — Psign(62)] (49)

extraida de {Orlov, 2009}, condicionada a que tanto el angulo de elevacién #; como la
velocidad angular 8, se encuentran disponibles. Con esta ley de control, el sistema en
lazo cerrado (4),(49) es estable globalmente en tiempo finito si se curaple que los valores

paramétricos son tales que
hp>0a— M >8>M (50)

para alguna M; > 0. Ademds, su estabilidad se mantiene sin importar la magnitud de

las perturbaciones externas que afecten al sistema siempre que estén acotadas, esto es

sup,lwy(t)] € M. (51)
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Teorema 5 Sea el sistema perturbado (4) controlado por ({9) sujeto a las condiciones
paramétricas (50) para alguna constante positiva M; > 0; entonces el sistema en lazo
cerrado (4), (49) es globalmente estable en tiempo finito, siempre que las perturbaciones

externas wy(t) cumplan con la condicidn (51) para la misma constante M.
Prueba Sustituyendo (49) en (4), el sistema en lazo cerrado toma la forma
él = 92
02 = —hOy — pb — asign(6:) — Bsign(8s) + wy () (52)

y aplicando [(Orlov, 2009), Teorema 4.4] al sistema (52) bajo las condiciones (50),(51),

se establece la validez del Teorema 5. O

IV.2,2 Controlador por modos deslizantes de segundo orden

para los angulos de direcciéon y rotacidn

El siguiente objetivo es la estabilizacién asintética del subsistema subactuado (5), (6)
atenuando las perturbaciones externas denotadas por ws, ws. La estrategia de control
consiste en dos pasos. En primer lugar, se propone una funcién basada en el sistema
cuya dindmica cero sea globalmente asintéticamente estable mientras que la influencia
de perturbaciones externas sean atenuadas. Posteriormente, se construye una entrada
de control 79, la cual en presencia de perturbaciones, lleve al sistema de forma local a
la dindmica cero en tiempo finito. ‘

Se propone entonces

5(¢1, P2, Pe) = dsen(¢y) — K11y — Koty (53)

con pardmetros positivos 1 ¥ w2 que permitan imponer las propiedades deseadas en

la dindmica cero del subsistema. El dngulo de rotacidn, al restringir su movimiento
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en s = 0, adquiere una dindmica gobernada por el sistema asintéticamente estable de

forma interna
"p1 7/’2; ’(;bz = “ffvl'ﬁb1 - 'ﬁz'ﬁbz + ws (54)

donde las perturbaciones w3 son atenuadas por una adecuada seleccién de valores para
las ganancias k1 y w2 (véase por ejemplo (Doyle et al., 1989)). En consecuencia, el
dngulo de direccién también cumple con las mismas propiedades en su dindmica cero

donde

dsen(¢1) = Kl’t,bl + &2’1,02. (55)

Con la finalidad de asegurar que la variedad (55) sea alcanzada en tiempo finito se

propone la siguiente ley de control

Uy = ccos(¢>1 [Sen(¢1) - K Sen(¢1) — K2 COS(¢1)¢2

—hi1s — P18 — agsign(s) — 34sign(3)] (56)

con pardmetros positivos hi, p1, a1, 8. Obsérvese en (56), la necesidad de restringir
el movimiento en el eje de direccién dentro de un dominio admisible ¢; € (—%,%). Por
tal motivo, la dindmica de este dngulo no debe superar estos puntos singulares y en
consecuencia, la estabilizacién para este grado de libertad serd local.

La idea de proponer (56) es llevar al sistema en lazo cerrado (5), (6}, (56), en el

subespacio de la salida s, a la forma cuasihomogénea,
§ = —d[hi1s + p1§ + assign(s) + [;sign(3)] + w (57)

donde se ha supuesto que la perturbacién externa ws(t), que afecta a la dindmica
del eje de rotacién, es diferenciable tal que w = dcos(@, )wy — kyjws — ka3, Nueva-
mente, aplicando {(Orlov, 2009), Teorema 4.4], la ecuacién (57) aparece como global-

mente estable equiuniformemente (en w) en tiempo finito, siempre que se cumpla que
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sup|w(t)] £ M para una constante M > 0 y que los parametros cumplan
hi,pa > 0, doygy—M=> dﬁl > M. (58)

Suponiendo que las magnitudes de las perturbaciones externas wo(t), wa(t) y la derivada

temporal wq(f) = ws(t) estdn superiormente acotadas
supy|w; () < M;, i=2,3,4 (59)
por constantes positivas My, M3, My, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 6 Considere el sistema en lazo cerrado (5), (6), (56) cumple con (58) y
asumiendo (59) en las perturbaciones externas. Supdngase que se cumple con la condicidn
(58) con M = dMs+ &1 Ms + ko My. Entonces el sistema en lazo cerrado es llevado a la
superficie (55) de la dindmica cero en tiempo finito, y posteriormente, su dindmica se
encuentra gobernada por la ecuacion de modos deslizantes (54). Ademds, la dindmica

interna del sistema en lazo cerrado (5), (6), (56) es localmente asintdticamente estable.

Prueba Dada que la proyeccién de (5), (6), (56) en el subespacio definido por la salida
s, se encuenta descrito de forma local por la ecuacién (57) y bajo las condiciones del
teorema, esta ecuacidn es estable equiuniformemente en tiempo finito de acuerdo a
[(Orlov, 2009), Teorema 4.4]. El sistema en lazo cerrado, a partir de un instante de
tiempo finito 7' > 0, evoluciona en la dindmica cero descrita por (55). Por lo tanto,
el sistema (5), (6), (56) se encuentra gobernado por la ecuacién en modos deslizantes
(54), la cual es internamente asintéticamente estable. Debido a la estabilidad en tiempo
finito antes de los modos deslizantes y a la dindmica bien definida de modos deslizantes,

se prueba una estabilidad asintdtica interna del sistema en lazo cerrado. O

Observacion 1 Dado que los pardmetros k1 y ka2, que determinan la dinamica cero

(55), pueden ser seleccionados de forma arbitrariamente grandes, la influencia de las
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perturbaciones externas en los modos deslizantes (54) puede ser atenuada a un nivel

tan pequeno como se desee a través de una adecuada seleccidn de pardmetros.

IV.2.3 Sintesis con retroalimentacion de salida

Los controladores con retroalimentacién de salida 7; y 7o requieren mediciones tanto
de las posiciones como de las velocidades del sistema; por lo tanto, la sintesis implica

que las leyes de control propuestas

TT = % [b - hgl - Péz - O-'Sign(el) - ﬁs1gn(@2)] (60)
1 i .
Ty = m [sen(qﬁl)gbz — kysen(¢y) — K2 cos(¢; )P,
~h18 — p15 — onsign(3) — ﬁlsign(é)] (61)

que se obtienen al sustituir las variables observadas 85, ¢, y ¥, estimadas por (18), (30),
y (31), respectivamente, en las leyes de control (49), (56) en lugar de los estados 83, ¢,

¥ ty. De igual manera, s(¢y, 9, 1);2) estd definido por § = dsen(¢;) — k19 — 52{/)2.

IV.2.4 Resultados numéricos

A continuacidn, se presentan los resultados numéricos para evaluar el desempeiio de los
controladores basados en modos deslizante (60), (61) aplicados al modelo simplificado
del helicoptero (4) — (6). Los pardmetros del controlador son los que se muestran el el
Capitulo II, en la Tabla 1.

Las condiciones iniciales seleccionadas para las simulaciones fueron ¢,(0) = 0.5[rad],
$1(0) = 4,(0) = 0.8, donde las velocidades iniciales son 5(0) = ¢,(0) = 1,(0) = 0.

Se presentan dos casos: sin perturbaciones y afectado por las perturbaciones definidas
por w; = we = 0.5cos(40t), ws = 0.2cos{50t). Las ganancias seleccionadas para los

controladores son @ = 2, S =1, h=5,p=6,01 =2, 8, =1 h =0, pm =0,
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K1 = 2y ky = 3. Las condiciones iniciales establecidas para los observadores son
b(0) = 6(0) = = 0 y §(0) = $(0) = $(0) =0
Los resultados numéricos para el caso sin perturbaciones y para el caso perturbado,

se muestran en las Figuras 4 y 5, respectivamente.

IV.3 Control por modos deslizantes de segundo or-

den utilizando el modelo dindamico de Newton

De acuerdo a la dindmica modelada (15), (16) y (17), podemos observar que los ejes
de elevacién 8 y de direccién ¢ corresponden a subsistemas completamente actuados;
esto es, el dngulo de elevacién puede ser controlado Aa través de la entrada de control
71 mientras que el de direccidn depende solamente de la entrada de control 7o, Sin
embargo, la dindmica que representa al angulo de rotacién ¥ depende de ambas senales
de control.

La estrategia de control elegida en este caso, consta de tres pasos: a) Formulacién
de una ley de control que estabilice el dngulo de elevacion, b) Anélisis de la dindmica
cero obtenida de aplicar el controlador disefiado en el primer paso, y ¢} Formulacién de

una ley de control que estabilice los dngulos de direccién y rotacién.

IV.3.1 Controlador por modos deslizantes de segundo orden

para el angulo de elevacién

Se propone la ley de control

T1

= acos(dy) [bsen(f: + 80) — hf1 — pd — asign{fh) — Bsign(02))] (62)
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extraida de (Orlov, 2009), condicionada a que tanto el dngulo de elevacién 6; como
la velocidad angular 8, se encuentren disponibles. Con esta ley de control, el sistema
en lazo cerrado (15), (62) es estable globalmente en tiempo finito si se cumple que los

valores paramétricos son tales que
hyp>20,a—-M; >8> M (63)

para alguna M; > 0. Ademss, su estabilidad se mantiene sin importar la magnitud de

las perturbaciones externas que afecten al sistema siempre que esten acotadas, esto es
sup,|wi(t)] < M. (64)

Teorema 7 Sea el sistema perturbado (15) controlado por (62) sujeto a las condiciones
paremétricas (63) para alguna constante positiva M; > 0; entonces el sistema en lazo
cerrado (15), (62) es globalmente estable en tiempo finito, siempre que-las perturba-

ciones externas wi(t) cumplan con la condicion (64) para la misma constante M.

Prueba La validacién del Teorema, 7 sigue la linea del razonamiento aplicado al Teo-

remas 5. |

IV.3.2 Controlador por modos deslizantes de segundo orden
para los angulos de direccion y rotacion

Suponiendo una estabilizacién asintética del dngulo de elevacidn, se sustituye (62) en

(16) y (17). La dindmica cero de este subsistema se encuentra definida por

Gbl - 9”2
¢y = cro—dsen(¢;) + ws (65)
7:[)1 = 1y

P, = —ci(S+ 8" sen(e;))v: + ¢y tan(g,) cos(f1) sen(8; + 6) + ws (66)
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donde ¢; = p—%ﬁ y c2 = MglgJ; . Asi, se selecciona la siguiente entrada

501, 81,1, ¥9) = =K1Yy — Koty — K3 (:f Pt + (S + 5 Sen(‘i’l))";bg

—ca tan(¢y ) cos(6,) sen{f; + o) (67)

con parametros positivos K1, k2 ¥ &3, los cuales son seleccionados adecuadamente para
imponer las propiedades deseadas en la dindmica cero. Mientras se encuentra dentro de
la variedad s = 0, la dindmica del estado ¥, estd gobernada por el sistema internamente

asintdticamente estable

T:bl = ’(Ib27
ty

@bz = —K1P; — Koy — K3 A 1y (t)dt + ws, (68)

mientras que la perturbacidén ws es atenuada por la adecuada seleccién de las ganancias
K1, K2 ¥ K3 (véase por ejemplo (Doyle et al., 1989})). De esta forma, mientras el 4ngulo
de direccién evoluciona dentro de un dominio admisible ¢ € (—%, %), la variable de

rotacién cumple con las mismas propiedades en su dindmica cero donde

t
— K1ty — Kathg — 53'/0 ! Py ()dt = ¢1(S + S sen(¢; )43 — co tan(e,) cos(1) sen(6; + 85)
(69)

Para asegurar que el sistema alcanza (69) en tiempo finito, se propone la siguiente ley

de control

T = Fl(ela 927 ¢‘17 ¢2: Inbla 11)2)
2 T2 (61, ¢1, %)

con parametros positivos ay, 8y, b1, p1 ¥ D2(81, ¢1,1,) # 0. Los valores de las funciones

(70)

I'1, 'y se muestran en la Tabla 111 en donde, por simplicidad, las expresiones c,, sy, {2 ¥
5, denotan cos(z), sen(z), tan(x) y sec(z) respectivamente, donde x se refiere al angulo

correspondiente. Lo que se pretende con la sintesis propuesta es llevar a la proyeccién
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Tabla 111, Valores de las funciones I'y, I’y para la entrada de control 7.

6c3S% s 4 6c3.52 54,95 — 2355 cg, potls + 2635 cg, pothl + 66352554,
—6c3c25%1 4, o, 50, +00) Y5 + Catg, 56,C(0,+60)05 + Coto, S(01+60)Co, 05

+6¢§SS’2331 Wy — 6630255 54,84, 0o, 58,100)05 + 2kac1 €25t g, Cor S(81+60) %2
+6c}557s% b — cat g, Co, Co, 10y [—sign(fr) — Bsign(0z) — ho) — pby]
—2¢2¢25%ty, o, S(os-+00) 5 — 20325 S 4,C4. (01400 S, VB + Kac1 Sy, Poth?
2016254, Co,C91+00) 025 — 20102584, 5(0, 100) 50,0285 + 250, 5(8,+60) 55, Oabo
+2c35%cy, 89, G2 + 2162553 co,5(8,+00) Do + 201625, oy S(81+80)Cay Para
+2c16057C4, Ly, Coy (01 +00)P2a + 20165SE] €, S(a,400) T 20155 84,15 ¢ 5% Lo
—deyS's g, co, 03 — 15 sS4, P02 + K1cr S So, W5 — 20102854, 4. S(01+00) S0, Ot
+6c35%8 54 b3 + 6c§SS’25351':,b§‘ + 6c35"s5, by — 66325 5¢, t g, Coy S(01-100) 5
—2k2¢}5"5% 3 + Catg, 56, S(6,+80) [—sign(01) — Bsign(8y) — hé; — péy]
~4015%54 cy, o3 — 2635 cp, Got3 + Coty, Cor S(01+00)02 — 2622 SPPE — Kgth,
—2¢7¢285 54, b8, Cor5(01-+00) W5 — 261625’2331 £ 4, Cov5(61460)05 — K1Cate, Ca, S(81+80)
+r1c1503 + dcaco, S(814+60) S0, — 26235 S s W5 + 2K9¢1025 54, 4, Coy S (0, 400) W2
—262¢35 54,05 ~ 6cTcaS™ s 4, Co,5(01400) 5 + C25(01400)55, S0, 2y

+Cat 4, C(012:00) 50,05 — €2Ca, (6, 40055, 025 — C2€0, 55 C(9,00)0205

~KaCalg, Co, C(0,+00)02 1 Kacals, 5(6, 400180, 82 — 2cacs, 3(91+90)§2¢1 tq&;ﬁbg

+2¢1¢25" 84, Co,5(61400) 53, D22 — K3C2Ca,5(0,400)55, P2 + crsign(s) + B;sign(s)
+his+ms

2 "
—6(615’6‘151 1/)2 — 202031 8(914_90)5‘%1)
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del sistema en lazo cerrado (16), (17), (70) del subespacio definido por la salida s, a la

forma cuasihomogénea
§ = —[ogsign(s) + Bosign(3) + hos + pas] + w (71}

donde la perturbacién externa ws(t) que afecta la dindmica del dngulo de rotacién se

supone que es diferencible, la notacién
w = &y(01, b1 )wr + 501, ¢y )wa + £3(01, by, 2, Yo )ws + Eg( By, o) tis + &5y )w
ha sido utilizada y §;, i =1,...,5 estédn definidos por
£1 =co tan(¢, )(sen(6; ) sen(f + o) — cos(d;) cos(fy + b))
&, =15 cos(¢ )iba — co cos(8y) sen(fy + o) sec?(¢;)

€3 =dcrca(S + 9’ sen(¢;)) tan(g;) cos(fy) sen(fy + o) — 2c3(S + S’ sen(¢;)) 2402 — x5y
+ 2r9¢1 (S + S sen () )1y — 126358 sen(¢ Vb — 6c2(S? + 5™ sen? ()2

+4er S’ cos(@y)Pa1by
&y =2¢1(S + 8" sen(¢y ) )by — 52
&5 =2c1{S + §'sen(¢y))

Aplicando [(Orlov, 2009), Teorema 4.4], se observa que la ecuacién (71) es global-
mente estable de forma equiuniforme (en w) en tiempo finito, siempre que se cumpla

sup, |w(t)| € M para alguna constante M > 0 y que los pardmetros sean
hy.p1 20, en ~ M >, > M. : (72)

Suponiendo que las magnitudes de las perturbaciones externas wy(t), wo(t} ¥y ws(t) y

que la derivada temporal w4(t) = 1s(t) y ws(t) = w3(t) estén acotadas superiormente

sup |wz(t)| < Mi: i = 11 2: 31 4a 5 (73)
t
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por constantes positivas M1, My, M3, My, Ms, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 8 Considere el sistema en lazo cerrado (16), (17), (70) tal que se cumple
(72) y suponiendo (13) en las perturbaciones externas. Sea cumplida la condicién (72)
con M = &My + E My + E5Ms + E,My + E5Ms. Entonces el sistema es lazo cerrado
es llevado a la variedad con dindmica cero (69) en tiempo finito, y posteriormente,
su comportamiento se encuentra gobernado por la ecuacion en modos deslizantes (68).
Ademds, las dindmicas internas del sistema en lazo cerrado (16), (17), (70) son local-

mente asintdticamente estables.

Prueba La validacién del Teorema 8 sigue la linea del razonamiento aplicado al

Teorema 6. |

Observacion 2 Dado que los pardmetros k1, ke ¥ K3; que determinan lo dindmica cero
: ) Ko Y Ka; q

(69), pueden ser seleccionados de forma arbitrariamente grandes, la influencia de las

perturbaciones externas en los modos deslizantes (68) puede ser atenuada a un nivel

tan pequefio como se desee a través de una adecuada seleccion de pardmetros.

IV.3.3 Sintesis con retroalimentacién de salida

Finalmente, los controladores con retroalimentacién de salida 71 y 79 requieren medi-
ciones tanto de las posiciones como de las velocidades del sistema; por lo tanto, la

sintesis implica que las leyes de control propuestas

1 = Zcos(d) 00;(%) [bsen(&l + 0y) — ho; — p@g — asign(f,) — ﬁsign(@2)] (74)

1-‘1 (01) 921 ¢1J &\)217)01)17)2)
]-—‘2(81: ¢1) ‘l)b2)

que se obtienen al sustituir las variables observadas B4, ¢y v 1, estimadas por (37),

(75)

T2

(38), v (39), respectivamente, en las leyes de control (62), (70) en lugar de los estados
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89, ¢4 ¥ o De igual manera, s(61, ¢;, 91, 1:02) estd definido por § = —x9); — mg{pz —
3 fotf Py (t)dt + a1 (S + & sen(qbl))i\bg — catan(¢,) cos(6y) sen(f; + bg).

IV.3.4 Resultados numéricos

Los resultados numéricos para evaluar el desempefio de los controladores basados en
modos deslizante (60), (61) aplicados al modelo simplificado del helicéptero (4} - (6) se
muestran en las Figuras 6 y 7, para los casos sin y con perturbaciones, respectivamente.
Los pardametros del sisterna son los que se muestran el el Capitulo II, en la Tabla II
Las condiciones iniciales seleccionadas para las simulaciones fueron 6;{0) = 0.5,
#1(0) = ¢,(0) = 0.8, para el caso no perturbado y 6,{(0) = ¢,(0) = 0.5, ¥,{0) = 0.8
para el caso perturbado, donde las velocidades iniciales son 02(0) = ¢,(0) == ,(0) = 0.
Se presentan dos casos: sin perturbaciones y afectado por las perturbaciones definidas
por wy = 0.5 cos(40t), wy = 0.2 cos(40t), ws = 0.1 cos(40¢). Las ganancias seleccionadas
para los controladores son a« = 0.1, 5 =005, h=3,p=3, a; = 0.1, 3, =0.05, h; = 2,
p1 =2, kK1 =6, 85 = 10y k3 = 0 en el caso no perturbado y o = 0.1, g = 0.05,
h=3p=3 0 =01 8, =005 h; =2, p =2, 6 =3, 6o =6y x3 =0 para

el caso perturbado. Las condiciones iniciales establecidas para los observadores son

A A

B(0) = $(0) = By = 0 y 8(0) = $(0) = (0) = 0. Los resultados numéricos para el
caso sin perturbaciones y para el caso perturbado, se muestran en las Figuras 6 y 7,

respectivamente.
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Figura 6. Simulacién: comportamiento del helicdptero de 3-GDL (15) — (17) sin perturba-
ciones para estabilizacidn en el origen.
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Figura 7. Simulacién: comportamiento del helicéptero de 3-GDL (15) ~ {17) perturbado

para estabilizacién en el origen.
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Capitulo V

Control de movimiento: seguimiento de
trayectorias

La principal contribucién del presente trabajo de tesis para la resolucién del problema de
seguimiento de trayectorias es la sintesis del control de seguimiento con trayectorias de
referencia derivadas del método de restricciones virtuales holonémicas (véase (Shiriaev
et al., 2006)).

La solucién propuesta consiste de dos etapas: 1) la planeacién del movimiento de-
seado a través de restricciones virtuales holondmicas, y 2) la solucién del problema de
control de movimiento a través del disefio de un controlador robusto. La primera etapa
perniite seleccionar un comportamiento deseado factible a lo largo de una trayectoria
encontrada a través del cdlculo de una dindmica de orden reducido. La segunda etapa
implica el disefio de un controlador robusto capaz de atenuar la presencia de perturba-
ciones para resolver el problema de seguimiento que garantice que el sistema cumplird
con el movimiento deseado.

En las siguientes secciones se presentan tres desarrollos para la resolucién de este
problema: a) Controlador Ho, con retroalimentacién de salida para el modelo dindmico
simplificado (4) - (6), b) Controlador H. con retroalimentacién de salida para el modelo
dindmico Newton-Fuler (7), (8), y ¢) Controlador de modos deslizantes de segundo
orden con retroalimentacién de salida para el el modelo dindmico de Newton (15) - (17).
Se considera, que sélo se cuenta con mediciones de posicién del sistema. Los desarrollos
basados en la teorfa de control H,, implican la construccién de una ley de control en

donde se incluye, por disefio, un filtro que permite accesar a los estados del sistema.
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De esta forma, en las formulaciones basadas en H,, no es necesario la utilizacién de
observadores; sin embargo, para el desarrollo basado en control por modos deslizantes,
se hard uso de los observadores correspondientes (37) - (39) expuestos en el Capitulo
I1, como parte de la sintesis de control.

En los disefios para los modelos dindmicos simplificado y de Newton, se presentardn
resultados numéricos y experimentales; mientras que el control para el modelo dindmico
de Newton-Euler, se presentardn solamente resultados numéricos. Finalmente, en la
ultima seccién del capitulo se presentard un resumen de lo expuesto y se discutira la

pertinencia de los resultados obtenidos.

V.1 Control H, con retroalimentacién de salida uti-
lizando el modelo simplificado

Consideremos una trayectoria factiblé para el sistema mecanico de tres grados de li-
bertad (4) - (6}, suponiendo que no existen sefiales de perturbacién, i.e. con wy; = 0,
we = 0, y wg = 0. Dada las coordenadas generalizadas ¢ = (6, ¢,¢)T € IR?, definanse

las relaciones geométricas independientes

T
Fw=hwwwxmd (76)

donde fi, fs, f3 son funciones suaves, p es uno de los estados del sistema y se supone
que los otros dos estados restantes exhiben un comportamiento en funcién del estado

seleccionado; esto es
g = F(u). (77)

Sustituyendo (76) en la ecuacién diferencial correspondiente a la variable de estado

13
seleccionada, sujeto a que la perturbacién de este estado sea igual a cero, se obtiene
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que la dindmica cero se puede escribir de la siguiente manera

o)t + B(p)i® + () =0 (78)

donde p es una nueva variable candidata de reparametrizacidn relacionada a una de las

coordenadas generalizadas y para el sistema (4) - (6),

a(p) = f3lw), B(u) = f5 (1), v(1) = dsen(fa(p)). (79)

La dindmica resultante de (4) -~ (6) que restringe a (76) es un sistema din4dmico en una
variedad definida por (i, it), €l cual es una ecuacién diferencial de la forma (78). Los

equilibrios de la dindmica de orden reducido (78) son solucién de la ecuacién

V(o) = dsen{f2(0)) = 0.

Una caracteristica particular de esta dindmica de orden reducido es que desaparece
la dependencia del tiempo y que la solucién puede ser drbitas cerradas de diferentes
periodos y amplitudes. Ademads, la existencia de tales 6rbitas alrededor del equilibrio

it = 1y se puede garantizar siempre y cuando (Shiriaev et al., 2006)

¥ (#9) dCOS(ﬁ(#o))fz(Mo)
(#o) T3(o)

(80)

La ventaja més importante de este modelo reducido es que (78) tiene un movimiento

integral general (Shiriaev el al., 2006)

Tty 1 gy i) = 2% — W1t 1) [,u'(f— f “ugs, 0)27((3)) ] (81)

donde

que conserva su cero a lo largo de la solucidn de (78) [p(t), f4(¢)], siempre y cuando las

condiciones iniciales [ir, tig] se seleccionen de manera apropiada y a(u) # 0.
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El objetivo entonces es el de resolver el problema de seguimiento de trayectorias
para el helicéptero de 3GDL (4) - (6) aplicando el desarrollo que se acaba de presentar
mediante la seleccién de una trayectoria deseada adecuada y el disefio de un controlador
Heo con retroalimentacién de salida para imponer dichas trayectorias y atenuar los
efectos de las perturbaciones externas. Se supondré que las posiciones 61 (), ¢, (¢), ¥, (t)

son la Unica informacién disponible medible del sistema.

V.1.1 Trayectoria deseada

Seleccionemos la coordenada ¢, correspondiente al eje de rotacién, como nuestra vari-
able de interés con el fin de inducir el movimiento en nuestro sistema (4) - (6). Con-
secuentemente, dado ¢ = [6,¢,4]7, las coordenadas 8§ y ¢ se volveran restricciones

virtuales holonémicas dependientes de 1; esto es,

La dindmica de orden reducido del sistema de lazo cerrado se puede definir de 1a forma

(78) con respecto a (83), donde

a() = Iy, B(¥) =0, 7(¥)) = dsen(fa(¥)) (84)

siempre y cuando exista una entrada de control nominal 74 requerida para inducir una
solncién deseada 9 = 9h,(t).

Es posible obtener un modelo simplificado en la forma de (78) para diferentes
movimientos especificando comportamientos deseados para la restriccidn virtual holonémica
sustituida en su correspondiente dindmica reducida.

Observe que la dindmica descrita en {84) posee niimero infinito de equilibrios dado
que estos son definidos por la solucién de las ecuaciones () = 0. Entonces, selec-

cionando fo(¢)) = {0,n7} y sustituyendo en (84), podemos obtener un nuevo sistema
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dado por
Iyh=0 (85)

el cual lleva a una dindmica de orden reducido acotada y una velocidad angular cons-
tante ¢ a lo largo del movimiento. Ahora, procederemos a disefiar €l controlador retro-

alimentado de salida y ejemplificar proponiendo movimientos especificos para el sistema.

(84) restringido en fa(4)).

V.1.2 Sintesis Hy

Resultados tedricos referentes al material bésico de control H, no lineal para sistemas
variantes en el tiempo (véase apéndice A) serd ahora aplicado para resolver el objetivo
de control, el cual consiste en diseflar un controlador que permita al sistema. preservar
el movimiento deseado F'(¢) impuesto al sistema mecdnico de tres grados de libertad
(4} - (6).

Ahora, se tomard la dindmica correspondiente de las variables dependientes 8y o

del modelo matemadtico para reformular el nuevo sistems,
JGo +ge) =7 (86)

donde J = diag(1,2) es la matriz de inercia, ¥ = [2,0]T, 7 = [r1, 757 es el vector
de pares actuando en el mecanismo, y q. = [#, $]T son los dngulos para cada grado de
libertad restringido del helicdptero.

Supéngase que el vector de trayectorias deseadas gz =col{qu(¢)} para el mecanismo
es continuamente diferenciable y las funciones g4(t), 44{t), da(t) son acotadas de manera
uniforme en {. Note que tales condiciones se pueden satisfa,éer facilmente seleccionando

la restriccién virtual holondmica de manera apropiada.

Si no existen perturbaciones externas, entonces el movimiento deseado se puede
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forzar por el par externo

T4 = Jia + 9(qa) (87)

en cualquier instante de tiempo ¢y € R (la ausencia de perturbaciones externas significa

que q:(to) = qa{to), dc(to) = dalto))-

El objetivo es disefiar un controlador de la forma
T=Tqg+u (88)

que imponga en el movimiento del mecanismo libre de perturbaciones las propiedades
de estabilidad deseadas alrededor de qu(t) € IR? mientras que atentie de manera local
los efectos de perturbaciones w. Asi, el controlador consiste del compensador de trayec-
torias (87) v el atenuador de perturbaciones u(t), estabilizando de manera interna, el
sistema de lazo cerrado alrededor de la trayectoria deseada.

Para empezar, se introduce el vector de error « = (zy, x2)” donde

T
o= |-, A -] 9)
es el error de posicién con respecto a la trayectoria deseada qq = [fi(¥), f2(¥)]T ¥
zo = [A1(¥) - 6, fal9p) — ¢I” (90)

es el vector de error de velocidad con respecto a la velocidad deseada ¢4 = [f1 (%), fa(¥)]”

Después de esto, reescribiendo la ecuacién de estado (86)—(88) como

g = J 7 [9(ga — 21) ~ 9(ga) — v — wi] (91)
X -[2
emp | 4 u(t) (92)

r1 O2x2

y=2z1+ wp (93)




]

donde w = (wg, w;) € IR* son las perturbaciones externas. Dado que el lado derecho
de las ecuaciones de error (91)-(93) son dos veces continuamente diferenciables en z
de manera local alrededor del origen z = 0 para toda ¢, el problema de control de
seguimiento Ho no es nada més que la aproximacién de la teorfa de control He no

lineal de sistemas variantes en el tiempo abordada en el apéndice A con

ML)
flz,t) = (94)
J 1 [9(ga — z1) — 9{qa)]
O2x2  Oaxa O2x2
gl(x:t) = 1 92(3::1;) =
Os9 —J1 —J!

0
hi(z,t) =p ,  ha(z) = 2,
151

kio(z) = B ko (z) = [;2 gm} (95)

Oax2

Aplicando el Teorema 10 presentado en el apéndice A a este sistema se deriva una

solucién local al ya mencionado problema de control de posicién Hee.

V.1.3 Resultados numéricos

A continuacién se presentardn resultados numéricos para evaluar el desempeiio del

controlador He, con retroalimentacion de salida desarrollado para el sistema mecanico

helicéptero de 3GDL (4) - (6).
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Movimiento periddico en el eje rotacional 1y imponiendo trayectorias cons-

tantes en elevacidn 8 y direccién ¢

En este primer caso, considérese que las trayectorias deseadas para los dngulos de

elevacion 8, y direccidn ¢, estan definidas por

bo = fi(¥) = /1
by = fo(3p) = {0, n7}.

(96)

Ahora, seleccionese v,(t) € [0,27] [rad] como la trayectoria periddica con T = 12.57
[8], %4(0) = 0 [rad] y 4,(0) = 0.5 [rad/s].

Las condiciones iniciales escogidas para las simulaciones estdn definidas por 8;(0) =
82(0) = 0,¢;(0) = 0, $,(0) = 0.5,9,(0) = 0,1,(0) = 0.6 afectadas por las perturba-
ciones w; () = 0.2 cos(30t), wa(t) = 0.1 cos(50t), ws(t) = 0.5 cos{40t). Los valores de las
restricciones virtuales son fi(¢) = k1 =1y fo(¥) = 0, y los valores de los pardmetros
para el controlador H, no lineal estén definidos por p =1, v = 800, y € = 1.

En la Figura 8, se observa que el controlador #,, propuesto lleva al sistema al
comportamiento deseado descrito por (96), as{ como también los voltajes aplicados a
cada actuador (recuerde que 71 = Vi + V, y 72 = V; — V;, en donde V; y V, son
los voltajes aplicados a los motores Front y Back, respectivamente). El movimiento
periodico estd implicito por el hecho de que las condiciones iniciales y finales sobre el

periodo son iguales, esto es, ¥,(0) = 1,(T) ¥ ¥4(0) = 9, (T).
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Figura 8. Simulacién: Comportamiento del helicéptero de 3GDL (4)—(6) con perturbaciones
para |as trayectorias deseadas (96) en [4, ¢]T con fi(¢) =1y fo(y) = 0.
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Movimiento periédico en el eje rotacional ¢ imponiendo trayectoria ciclica

en elevacién § y constante en direccidén ¢

En este segundo caso, el dngulo de elevacién deseado 8, es una funcién periédica de

mientras que el dngulo de direccién ¢, permanece constante, esto es,

8q = f1(¥) = k1 - sen( M)
bq = f2(¢) = {O,TL’.’T},

(97)

donde k1 y A son constantes positivas. En este caso, se obtiene la misma dindrmica de

orden reducido que en el caso anterior,

Nétese que el movimiento de direccién-rotacién, de acuerdo al modelo simplificado (4)-
(6), no tiene influencia en el movimiento inducido en el dngulo de elevacién. De todas
maneras, el controlador no lineal H, se aplica de la misma forma con la finalidad de
imponer el comportamiento deseado (97) en el sistema.

Las condiciones iniciales utilizadas en las simulaciones son 6;(0) = «,65(0) =
0,6,(0}) = —0.1,¢5(0) = 0.1,%,(0) = m,9,(0) = 0.5 con k; = A = 1, afectadas por
las perturbaciones wi(t) = 0.1 cos(50t}, wa(t) = 0.2 cos{70t)}, ws(t) = 0.3 cos(70%).

Se utilizan los mismos valores para los pardmetros del controlador que en el caso
anterior y la trayectoria periodica obtenida en el dngulo de rotacién es 9,(t) € [0, 2]
[rad] para t € [0,T] con T = 31.416 [s], 1,4(0) = O [rad], y 1,4(0) = 0.2 [rad/s]. Los

resultados numéricos obtenidos se muestran en la Figura 9.
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Figura 9. Simulacién: Comportamiento del helicéptero de 3GDL (4)—(6) con perturbaciones
para las trayectorias deseadas (97) en [8, 6|7 con f1(1)) = sen(¥)) y faltb) = 0.
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V.2 Control H, con retroalimentacién de salida uti-
lizando el modelo de Newton-Euler

De manera similar al control Ho, con retroalimentacién de salida utilizado para el mo-
delo simplificado presentado en la seccidén anterior, el objetivo es resolver el problema
de seguimiento de trayectorias para el helicéptero de 3GDL (7), (8) mediante la se-
leccién de una trayectoria descada adecuada y el disefio de un controlador e, con
retroalimentacién de salida para imponer dichas trayectorias y atenuar los efectos de
las perturbaciones externas. Se considerard que las posiciones ¢,(t), ¢1(£), ¥, (f) son la

inica informacion medible del sistema.

V.2.1 Trayectoria deseada

Definiendo el siguiente conjunto de restricciones virtuales

)= [n ne, a)] ()

donde el estado que corresponde al dngulo de rotacién ¥ es seleccionada como variable
de referencia. La dindmica cero de {7), (8) con (99) sin sefiales de perturbacién, esto

es, w1 = wy = wy = 0, estd descrita por

o) + B + v()w = 0. (100)
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Las funciones correspondientes a los coeficientes escalares a(v), 5(¢), y v(1) pueden

ser calculadas siguiendo la prueba de la Proposicién 2 de (Shiriaev et al., 2005}, como

a(¥) = Iyl - fol)sen(fi(sh),
~Lysen(f1(¥)) f7 (¥)
T 2

sen(¥)(Iy — Ig) cos(h) fi(%)

— cos{e) sen(v) (I ~ Ig) cos®(f1())) F(¥)
— ((Is — o) cos® () + (Ig ~ Lg) sen® () + 1) cos(f1()) f1() F5(¥)

W) = 0

=
S
[

Finalmente, la trayectoria deseada puede ser definida a través de una adecuada seleccién
de funciones para el conjunto de restricciones virtuales (99) y el cdlculo de la dindmica

cero correspondiente (100) para alcanzar el comportamiento deseado.

V.2.2 Sintesis H,,

Para el disefio del controlador H,, con retroalimentacién de salida, se utiliza la teoria
de control He, desarrollada para sisternas no lineales variantes en el tiempo que se
encuentra descrita en el apéndice A. Tal controlador permite que el sistema alcance el
comportamiento deseado (114) impuesto para el sistema mecdnico de 3GDL (7), (8).
Supdngase que el vector de trayectorias deseadas gz =col{qu(t)} para el mecanismo
es continuamente diferenciable y las funciones gq4(t), g4{t), Ga(¢) son acotadas de manera
uniforme en {. Si no existen perturbaciones externas, entonces el movimiento deseado

se puede forzar por el par externo

T4 = J{ga)da + 9(qa, Ga) (101)

en ’cualquier instante de tiempo £, € R (la ausencia de perturbaciones externas significa

que ge(to) = qa(to); 4e(to) = da(to))-
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El objetivo es diseflar un controlador de la. forma
T=Tg+u (102)

que imponga en el movimiento del mecanismo libre de perturbaciones las propiedades
de estabilidad deseadas alrededor de g4(t) € IR? mientras que atende de manera lo-
cal los efectos de perturbaciones w. Asi, el controlador consiste del compensador de
trayectorias (101) y el atenuador u(t), estabilizando de manera interna el sistema de
lazo cerrado alrededor de la trayectoria deseada.

Para empezar, se introduce el vector de error z = (21, 22)* donde

T
2y = [fl(w) — b, f) -9, 0] (103)
es el error de posicién con respecto a la trayectoria deseada g4 = [f1(¥), fo(¥), ¥]7 ¥y
T
w2 )b ) =0, 0 (104

es el vector de error de velocidad con respecto a la velocidad deseada gu=[f)(¥), fa(#),

]7. Después de esto, reescribiendo la ecuacién de estado (7), (8), (101), (102) como
i‘l = I9

&2 = Ga+ J Hqe — 20)[9(qa — 21, da — 22) — (g, )

— J(qa)da — u — wi] (105)
0 I
c=p| ]| u) (106)
z O3xs
¥ =1 + Wo (107)

donde w = (wg,w1) € R® son las perturbaciones externas. Dado que el lado derecho
de las ecuaciones de error (105)—(107) son dos veces continuamente diferenciables en

x de manera local alrededor del origen z = 0 para toda ¢, el problema de control de




63

seguimiento Hy 1o es nada més que la aproximacién de la teoria de control He no

lineal de sistemas variantes en el tiempo abordada en el apéndice A con

To
fz,t) =
| da + JHga — 1)[9(q2 — %1, §g — 22)]
0
- (108)
_J_l(qcz - 21)[9(q4, 4a) + J(ga)da -+ w -+ w1]
O3x3 Ozx3
gl(x:t) = 3
_03><3 —J_I(Qd — zy)
O3x3
ool ) = g ,
—J"Hga — m1)
0
hl(a:)t) =p ’ h2($) = T1,
I
I3
ba@) = | | bt = 1 om} (109)
03x3

Ahora, aplicando el Teorema 10 presentado en el apéndice A, a este sistema se deriva una
solucion local al ya mencionado problema de control de posicion He,. Las propiedades
de estabilizabilidad y detectabilidad de los sistemas de control estdn garantizadas por la

existencia de las soluciones de las ecuaciones diferenciales sin perturbaciones de Riccati.

V.2.3 Resultados numéricos

A continuacidn, se presentan resultados numéricos utilizando los controladores diseiiados
en esta seccidn para la resolucién del problema de seguimiento de trayectorias apli-
cando control H.,, con retroalimentacién de salida y restricciones virtuales holondmicas

al helicéptero de 3-GDL (7), (8).
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Movimiento periddico en el eje rotacional ¢ imponiendo trayectorias cons-

tanfes en elevacién # y direccién ¢ ciclica

Para este caso, se selecciona un conjunto de restricciones virtuales holonémicas como

trayectorias deseadas definidas por

8a= fi(¥)) = k1, g = fa{¥) = Ky cos(A12)) (110)

con parametros k; = 0, ko = 1, y Ay = 1. Sustituyendo las trayectorias deseadas
(110), se obtiene que el sistema de orden reducido que corresponde a la dindmica cero
es descrita por

Lyt + (Ip = Is) cos(w) sen® ()3 = 0, (111)

siempre y cuando exista una entrada de control nominal 74 necesaria para alcanzar la
solucién deseada ¥ = 1,(t).

Las condiciones iniciales del helicdptero seleccionadas para las simulaciones son
61(0) = 62(0) = 0,4,(0) = 0.2,4,(0) = 0.5,¢4(0) = 0, $5{0) = 0.6 afectado por las

perturbaciones definidas por

wi(t) = 0.2c0s(30t), we(t) = 0.5 cos(40¢f),

wg(t) = 0.1cos(50t).

El objetivo de control fue alcanzado utilizando un controlador Hee no lineal con valores
paramétricos p=1, v =800, y e = 1.

Se observa un buen desempefio del controlador propuesto y se concluye que el ob-
jetivo de control es alcanzado basados en los resultados mostrados en la Figura 10.
El sistema cumple con el comportamiento deseado (110) y en consecuencia, el eje de
rotacién presenta un movimiento peridico. Los pares de control aplicados también se

muestran en la Figura 10.
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Figura 10. Simulacién: comportamiento del helicdptero de 3GDL (7), (8) con perturbaciones
para las trayectorias deseadas (110) en [6, ¢] con f1{¢)) = 0y fo(¢h) = cos(eh).
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Movimiento periédico en el eje rotacional 1 imponiendo trayectoria ciclica

en elevacidn 6 y constante en direccién ¢

Considérese ahora el caso en donde las trayectorias deseadas para los dngulos de ele-

vacién y direccidn estdn definidas por

8y = f1(1h) = r1cos{hth), 4= fa(eh} = K2 (112)

con pardmetros k1 = 1, k3 = 0.5, y A\; = 1. Sustituyendo (112), la dindmica cero del

sistema reducido (100) estd descrita por

Tyt -+ sen®(1p) cos(p) (I — Io)yp = 0. (113)
Las condiciones iniciales del sistema son 64(0) = 1,65(0) = 0,91(0) = 0.2,4,(0) =
0.5,¢,(0) = 0.5,¢5{0) = 0 y k1 = A = 1, afectado por las perturbaciones
wi{t) = 0.1cos(50t), we(t) = 0.3 cos(70t),
ws(t) = 0.2 cos(70t}.
Los mismos valores paramétricos del caso anterior fueron utilizados. Los resultados de

simulacidén demuestran un buen desempefio del sistema en lazo cerrado y se muestran

en la Figura 11.

V.3 Control por modos deslizantes de segundo or-
den utilizando el modelo de Newton

En esta seccién se presenta el disefio de un control por modos deslizantes para el
helicoptero de 3GDL (15) - (17). El objetivo es resolver el problema de seguimiento de
trayectorias con la finalidad de que el sistema alcance el movimiento deseado en pres-

encia de perturbaciones externas. Se supone que las posiciones 81(t), ¢,(t),¥{t) son




67

v, [rad/s]
L]

=2 . . . .
0 5 10 15 20 25
2 2
w
°
g
o
-2 -2
0 &5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
0.6 0.2
) 0]
=3 N
<
0.4 -0.2
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
1 1

0 51.0 1I5 éo 25 0 5 10 15 20 25
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 11. Simulacién: comportamiento def helicéptero de 3GDL (7). (8) con perturbaciones
para las trayectorias deseadas {112) en [#, ] con fi{(e0) = cos(¥) y fo{p) = 0.5
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Tabla IV. Valores de las funciones a(t), (3} y ¥(1) de la dindmica reducida (115)

a(@) = 1,

Bl¢) = —alS+ 5 sen(fa(¥)))

¢) = —catan(fa(h)) cos(fi(¥If1 () + cstan(fo(3h)) cos(f1(¥)) sen(f1(¥) + bo)
+egsen(fi(9)) sen(fa(9)) f3 (¥) + cs sen(f1(¥)) sen®(fo(¥))

la tnica informacidén disponible medible del sistema; en consecuencia, las velocidades
seran estimadas por los observadores (37), (38) y (39) presentados en el capitulo III

para el modelo dinamico de Newton (15) - (17).

V.3.1 Trayectoria deseada

Definiendo el siguiente conjunto de restricciones virtuales

T
F@) = | A@), fa), @ (114)
donde el estado que corresponde al angulo de rotacidn ¢ es seleccionada como variable
de referencia.
La dindmica cero de (15) - (17) con (114) sin seifiales de perturbacién, esto es,

W) = wg = wy = (), estd descrita por

() + B + v(3)w = 0. (115)

Las funciones de los coeficientes escalares « (), (1), and (1), que se muestran en

la. Tabla IV, fueron calculados de acuerdo a la prueba de la proposicién 2 de (Shiriaev

et al., 2005) con ¢ = p&, ¢y = JoJi7t, ca = MglgJ;?, ca = J,J7 " y 5 = mglgJ
Finalmente, la trayectoria deseada puede ser definida mediante la seleccién ade-

cuada de funciones para el conjunto de restricciones virtuales (114) para los dngulos
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de elevacién 6 y direccidn ¢ como trayectorias deseadas gq = [f1(¥0), f2(¢}]T. Como
resultado, la didmica cero (115) obtenida de imponer dichas restricciones representan el
comportamiento dindmico de la variable de estado escogida 9 cuando las trayectoriasg

deseadas son impuestas en el sistema por el controlador.

V.3.2 Control por modos deslizantes para los dngulos de ele-
vacidon § y direccién ¢

Definiendo 6; = 8, 6, = 8, b1 =0, ¢y = ¢ ¥, =P, y ¥y = ¥, ademsd del vector de

erroes ¢ = (x,y)¥ donde

T = [fl(d)z) — 01, folthy) — cf)lr (116)

corresponde a el error de posicién con respecto a las trayectorias deseadas gu = [f1(401), f2(201)]7
Y
T
¥y= [fl("Pl) — 0, falthy) — ¢2} (117)
es el error con respecto a las velocidades deseadas gg=[f1 (1), f2(wb1)]T.

Se obtiene la nueva descripcién de los estados del sistema (15) - (17), (116), y (117)

dados por

1 =
91 =acos(ze + fo(th1))T1 — bsen(z + fi(¥1) + bo)

— hilwr) + o (118)
Ty =y

Jo =cTy — dsen(zs + fo(yhy)) — fa(¥h1) + w2 (119)
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7;01 =¢’2
Py =ecos(z1 + f1(3)) sen(za + fo(thy))m1
— fsen(z; + fi{th;)) sen(we + fo(thy))72

2
- p%(S + 8 sen(zg + fo(10,)))¥s + ws. (120)

Finalmente, se proponen las siguiente leyes cuasihomogéneas de control basadas en

modos deslizantes de segundo orden

" =t e+ ) +60) + )

— hiz1 — pry1 ~ easign(zy) — Bsign(y)], (121)
72 =2 [dsen(zz + () + Johr) — s — pas

= onsign(zs) — Bysign(ys)], (122)

con zg + fa(4;) € (—%,3), inspirada en (Orlov, 2009), con la finalidad de estabilizar
asintoticamente de forma global los angulos de elevacién y direccién considerando que
tanto las posiciones (z; + fi(4,), z2 + f2(;)) como las velocidades angulares (y1 +
F1(apy), w2+ f2(y)) estén disponibles. Aplicando estas leyes de control, los subsistemas
en lazo cerrado descrito por (118), (121) y (119),(122) son estables en tiempo finito de

forma global mientras los valores de los pardmetros sean tales que

hl,pj_ >0, o — My > ﬁl > M (123)

ha,pa 20, ag — Mz > 3y > My (124)

para alguna M, M, > 0. Adicionalmente, esta estabilidad se mantiene sin importar la

presencia de perturbaciones externas wy, ws de magnitud acotada afectando el sistema,
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siempre y cuando se cumpla que

sup Jwi ()| < My (125)
t

sup |wa(t)| < Ma. (126)

Teorema 9 Sea el sistema perturbado (118) retroalimentado con el controlador (121)
sujeto a las condiciones (123) con una constante positiva My > 0. Entonces el sistema
en lazo cerrado (118), (121) es estable en tiempo finito de forma global condicionado
aque las perturbaciones externas wy(t) cumplan la cote superior (125) para la misma

constante M.

Prueba La validacién del Teorema 9 sigue la linea del razonamiento aplicado al Teo-
rema b presentado en el capitulo IV. |

De esta misma forma, se sigue el razonamiento presentado en el teorema anterior
para probar que el sistema en lazo cerrado (119), (122) sujeto a (124) con una constante
positiva M; > 0 es estable en tiempo finito de forma global condicionado aque las

perturbaciones externas ws(t) cumplan la cota superior (126) para la misma constante

Mos.

V.3.3 Sintesis con retroalimentacién de salida

Los controladores retroalimentados 71 ¥ T2

1
! =acos(:c2 + fo{1h,

T

)) [bsen(ml + f1(¢1) + 60) + fl('ﬂbl)

— hiz1 — p1¥1 — aasign(z;) — B;sign{h)], (127)
rs =2 [dsenas + fa()) + aihy) — haws = s

— opsign(za) — Bosign(ih)], (128)
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se obtiene al sustituir las variables observadas correspondientes 1, %, en las leyes de

control (121), (122) por las variables de estado 41, yo.

V.3.4 Resultados numeéricos

A continuacién, se muestran resulttados numéricos aplicando los controladores basados
en modos deslizantes de segundo orden (127}, (128) al modelo dindmico de Newton {15)

- (17).

Movimiento periddico de rotacién 4 con elevacién ¢ y direccién ¢ constantes

Para este caso, selecciénese

0o = filh) = k1, &g = folth) = K2 (129)

con parametros k1 = 0.2 y k3 = 0.1. Sustituyendo las funciones deseadas propuestas

(129), la dindmica del sistema de orden reducido se define por
b — c{(S+9 sin(m))@,'b2 + catan(xg) = 0, (130)

siempre y cuando exista una entrada de control (71, 72)7 que permita inducir la solucién
deseada 9 = 1 (t).

El desempeiio del controlador alcanzando los objetivos de control impuestos se mues-
tran en la Figura 12 y se observa un movimiento periddico en ¢l eje de rotacién 1); esto es,
)T

el cuerpo del helicéptero gira sobre el pivote. (Voltagerron:, Voltagepa)? = (11, 72)7

y se muestran en la Figura 12.
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Figura 12. Simulacién: comportamiento del helicdptero de 3GDL (15)-(17) para las trayec-
torias deseadas (129) en [0, 4|7 con fi(3) = 0.2 and fo(z) = 0.1.
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Movimiento periddico en rotacién 4 con elevacién # constante y direccién ¢

ciclica.

Ahora, considérese el caso donde

ba= fi() = k1, @y= fol¥)) = Kacos(Dop)) (131)

con pardmetros K1 =0, ko = 0.2, y Ay = 1. La dindmica de orden reducido correspon-

diente (115) estd dada por
 — 1(S + S sin(rs cos(Aa)) 4" + c3 tan(kg cos(Agw)) = O. (132)

Nuevamente, se verifica que el controlador alcanza el objetivo de control imponiendo
las restricciones (131) al sistema; los resultados se muestran en la Figura 13. Aqui es
importante sefialar que se presenta un movimiento periddico en el dngulo de rotacién
diferente al caso anterior. (Voltageg,ont, Voltagerae)” = (1, 72)T y se muestran en la
Figura 13. Para ambas simulaciones, los valores de las ganancias de los controladores
(127), (128) son ¢y =0.1, B, =0.05, k1 =3, p1 =3, ap =0.1, B, =0.05, hy =4 y ps =4.
Ademas, las ganancias y condiciones iniciales de los observadores son vy =10, ug =2,
vy =5, 1y =0.5, vy =3, pi, =0.3, 61(0) = ¢1(0) = $,(0) = 0,y 2(0) = $(0) = ¢(0) =
0.

V.3.5 Resultados experimentales

De acuerdo a los resultados numéricos obtenidos, podemos observar que cuando el
angulo de direccién ¢, es diferente de cerc (significa fisicamente que el cuerpo del
helicéptero estd inclinado), existe un movimiento de periédico en el eje de rotacién. A
continuacidn, se presentan resultados donde se dernuestra que el mecanismo fisicamente

presenta las mismas caracteristicas.
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Figura 13. Simulacién: comportamiento del helicéptero de 3GDL (15)-(17) para las trayec-
torias deseadas (131) en [0, #]T con fi(¢) =0y fa(ep) = 0.1 cos{e).
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Seleccidnese
0a = fi(dh) = k1, ¢y = fald) = ke (133)

Lia dindmica del sistema de orden reducido estd definida por
% — c1(S + 5" sink) 19" + ca tan(ss) = 0, (134)

siempre y cuando exista una entrada de control (11, 72)7 que permita inducir la solucién
deseada 9 = 9,(t).

El desempeno del controlador alcanzando los objetivos de control impuestos se mues-
tran en las Figuras 14 y 15 para (x1,x2) = (0.0,0.5) y (k1, 82) = (0,0.7), respectiva-
mente. Nétese como en ambos experimentos se observa un movimiento rotacional en el
dngulo 9 esto es, el cuerpo del helicoptero gira sobre €l pivote. Los voltajes aplicados
(Voltagerront, Voltagepaer)T = (11, 72)T también se muestran en la Figura correspon-
diente.  Para ambas implementaciones, los valores de las ganancias son «; =0.05,
5, =0.01, hy =18, p; =10, @y =1, B, =0.=8, hy =200 y p; =150. Ademss, las ganan-

cias y condiciones iniciales de los observadores son vy =6, g =1, vy =10, u, =2, vy =6,

iy =1, 81(0) = $1(0) = 9, (0) = 0, y 82(0) = $(0) = 9(0) = 0.

V.4 Resumen

En este capitulo se han desarrollados controladores basados en la teoria de control He
con retroalimentacién de salida para los modelos dindmicos simplificado (4)-(6) y de
Newton-Euler (7),(8). En ambos casos, se presentan resultados numéricos. También se
disefiaron controladores basados en modos deslizantes de segundo orden para el modelo
dindmico de Newton (15)-(17). En este caso, se presentaron resultados numéricos y

experimentales.
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Capitulo VI

Conclusiones

En el presente trabajo de tesis se resolvié el problema de control de movimiento de un
sistema mecdnico subactuado de tres grados de libertad con dos entradas de control.

En el primer paso, se seleccionaron tres modelos ampliamente utilizados en el de-
sarrollo de controladores dentro de la literatura. Pese a existir muchos resultados para
este mecanismo en particular, el control de este sistema mecénico para los tres grados de
libertad de forma integral se mantiene como un problema abierto. La motivacién para
utilizar modelos dindmicos obtenidos por otras fuentes nos permite abrir la discusion
sobre la verdaders influencia de las deficiencias en el modelado para el control de un
sistema de esta complejidad.

¥l primer problema a resolver corresponde al control de posicidn, particularmente,
se definié como objetivo la estabilizacién del mecanismo en el origen. La metodologia
utilizada en el disefio de los algoritmos de control para este caso fue la de modos
deslizantes debido a la robustez que posee ante incertidumbre paramétricas y perturba-
ciones externas. Los resultados de simulacién demuestran esta caracteristica al cumplir
el objetivo de control (véanse Figuras 4, 5 para el modelo simplificado y 6, 7 para el
modelo de Newton).

Algunas razones por las cuales la obtencién de resultados experimentales no fue

posible:

s En el caso del modelo simplificado, obsérvese que de acuerdo a las Figura 4 y 5,
el angulo de rotacién 1 exhibe movimiento siempre que el angulo de direccién

¢ sea diferente de cero {esto es, exista inclinacién del cuerpo del helicéptero);
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fisicamente, el sistema necesita vencer la friccién y la incertidumbre paramétrica
en los coeficientes de inercia del mecanismo. Asf pues, mientras se espera que el
dngulo de rotacién llegue al origen, la fuerza ejercida por la combinacién de los

otros dos grados de libertad no es suficiente para que esto suceda.

e En (Starkov et al., 2008), se presentan resultados experimentales de estabilizacién
aplicando control por modos deslizantes de primer y segundo orden. Para ello, se
utilizaron ganancias suficientemente grandes para compensar las deficiencias en el
modelo; de esta manera, el sistema exhibe dindmica de altas frecuencias (“chat-
tering”) y la zona de conmutacién por parte del controlador es bastante grande.
Esta caracteristica puede observarse en los resultados de simulacidén presentados
en este trabajo de tesis, de manera muy clara en la salida de control 79 de la

simulacién para el modelo de Newton perturbado que se muestra en la Figura 7.

Para resolver el problema de control de movimiento, se define una estrategia de
disefio que consiste en dos etapas. En la primera etapa, se aplican los resultados tedricos
de la propuesta de Restricciones Virtuales Holonémicas (véase (Shiriaev et al., 2005)).
Esta etapa se describe en las secciones denominadas Trayectorias deseadas para cada
desarrollo. Una vez que los objetivos de control se han establecido, la segunda etapa
consiste en el digefio de algoritmos de control que impongan dicho comportamiento en el
sistema. El presente trabajo de tesis se fundamenta en la aplicacién de dos metodologias
de control para esta segunda etapa: a) control por modos deslizantes aplicado al modelo
dindmico de Newton (15)-(17), en donde se aplican controladores inspirados en la forma
cuasihomogénea de (Orlov, 2009), y b) Control H,, con retroalimentacién de salida
aplicado a los modelos dindmicos simplificado (4)-(6) y de Newton-Euler (7),(8), donde
se derivan soluciones locales al problema de sisternas no lineales variantes en el tiempo

(véase Apéndice A).




81

A pesar de la sencillez para derivar un controlador H,, con retroalimentacién de
salida, con la ventaja de poseer en su estructura que reconstruye €l estado y evita la
necesidad de utilizar observadores de velocidad, tiene la desventaja de que necesita re-
solver ecuaciones diferenciales de Riccati en linea durante su implementacién. Debido a
la carga computacional que esta caracteristica origina, no fue posible obtener resultados
experimentales para estas formulaciones. Para el caso del disefio de controladores por
modos deslizantes de segundo orden aplicados al modelo dindmico de Newton (15)-(17),
se presentan tanto resultados numéricos como experimentales.

A partir de los resultados obtenidos, se desprenden las siguientes conclusiones:

o Obsérvese que de acuerdo a los resultados numéricos aplicando He, con retroali-
mentacién de salida al modelo simplificado (4)-(6), en Figuras 8 y 9, el dngulo 9
presenta un movimiento peridédico de rotacion cuando ¢ = 0, esto es, cuando el
cuerpo del helicéptero no se encuentra inclinado. Estos resultados no son consis-

tentes con la dindmica que exhibe el sistema mecanico fisicamente.

e En lag Figuras 10 v 11 correspondientes al control H, con retroalimentacién de
salida aplicado al modelo de Newton-Euler (7),{8), se presenta un movimiento
periddico rotacional en el angulo ¥ al imponer tanto un comportamiento con-
stante como una oscilacién periddica en el &ngulo de direccidn ¢ Fisicamente, una
oscilacién del cuerpo del helicdptero derivaria en una oscilacion en el dngulo rota-
cional ¥ y un comportamiento constante en direccidén ¢ originarfa un movimiento
rotacional en ¥, siempre y cuando ¢ # 0. Aqui también encontramos algunas

inconsistencias en los resultados obtenidos.

e En contraste con el punto anterior, obsérvese como los resultados numéricos cor-

respondientes al controlador por modos deslizante aplicados al modelo de New-
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ton (15)-(17) es consistente con lo que se espera del sistema fisico: exhibe un
movimiento rotacional en ¢ cuando direccién ¢ es constante y un comportamiento

periddico oscilatorio cuando ¢ es periddico también (véanse Figuras 12 y 13).

e En los resultados experimentales, Figuras 14 y 15, donde se aplica el control por
modos deslizantes al modelo de Newton (15)-(17), se observa cémo varia la veloci-
dad de rotacién del dngulo 1 del sistema. También podemos notar la presencia
del fendémeno de “chattering” en el estado estable de las posiciones del mecan-
ismo. Especificamente, en la Figura 14 se observa como el dngulo de direccidén
¢ presenta un “chattering” de menor amplitud que se refleja en la elevacion 6,
de igual forma, en la Figura 14 se presenta el fendmeno de “chattering” con una
amplitud mayor y la perturbacién que genera éste comportamiento dindmico se

ver reflejado de manera mas clara en el dngulo de elevacion 6.

¢ La presencia de perturbaciones en el dngulo sobre el cual no se aplica la ley de
control, esto es, rotacidn ¢, se observa de manera clara en la Figura 15. Nétese
como e] comportamiento general se mantiene pero las velocidades varian de man-

era significativa.

e Para la obtencidn de resultados experimentales fue necesario la utilizacién de
ganancias mucho mas altas que las utilizadas en las simulaciones. Nétese también

como el sisterna ocupa mucho més tiempo para alcanzar el objetivo de control.

De lo anterior, podemos resaltar la importancia de trabajar con un modelo que,
aunque posea dindmicas no modeladas, refleje al menos la dindmica esencial del meca-
nismo. Las discrepancias encontradas no pertenecen a la formulacién del controlador
sino m4s bien al modelo dindmico utilizado.

Basados en los resultados obtenidos, podemos concluir que €l modelo dindmicoe de
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Newton (15)-(17) describe de manera mds adecuada la dindmica del sistema mecénico

subactuado en comparacién con los otros dos modelos, ya que

e Exhibe los dos comportamientos que fisicamente ocurren en el sistema para el
angulo de rotacidn 1. movimiento peridédico rotacional y oscilacién periddica

cuando el dngulo de direccidén ¢ es periddico.

o Fisicamente, el helicdptero tiene su equilibrio definido de la siguiente forma: a) en
elevacidon 4, el equilibrio es cero y corresponde a la posicién horizontal que toma
en reposo debido al contrapeso, b) en direccién ¢, idealmente el equilibrio es cero
también, el cual no siempre es posible debido & la necesidad de que ambos actu-
adores sean exactamente iguales en forma y masa, y ¢} en rotacién ¥, cualquier

posicién es equilibrio mientras la velocidad sea cero.

De acuerdo a lo anterior, ni el modelo simplificado (4) - (6), ni el modelo de
Newton-Euler (7), (8) describen esta dindmica del equilibrio de rotacién 1. El
modelo de Newton si lo refleja debido al término —pl‘z—z(S-kS' sen(g, })1; definido

en la dindmica de .

VI.1 Trabajo futuro

El diseno de controladores para sistemas subactuados corresponden a un compleja y
extensa tarea. A 1o largo del desarrollo del presente trabajo de tesis, surgieron diversos
aspectos que no fueron contemplados al inicio de la investigacién. Algunos fueron
incluidos durante el desarrollo del trabajo de investigacién y otros han quedado como
cuestiones abiertas a discusién y merecen una mencién como posibles extensiones al.

trabajo realizado. Estos son algunos:
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Disefio de un modelo dindmico que describa de una manera mas adecuada el
comportamiento del sistema. Este aspecto se vid reflejade en la falta de resul-
tados experimentales debido a las grandes diferencias exhibidas al momento de
implementar los controladores. Seria esencial aplicar la teorfa para modelado de

aeronaves que permitan incluir fenémenos propios de este tipo de sistemas.

Realizar un andlisis del sistema mecdnico figico con la finalidad de identificar
fendmenos que repercutan directamente en la obtencién de resultados, tales como:

friccidn, zona muerta y dindmica interna de los actuadores, histéresis, entre otros.

Analizar la posibilidad de utilizar oiro tipo de metodologias para la definicién de

comportamiento deseado diferentes a las Restricciones Virtuales Holondmicas.

Disefio de un algoritmo o estrategia para la sintonizacién de ganancias en los

controladores.

Analisis de la influencia de la dindmica interna de la etapa de potencia sobre
el sistema. Por ejemplo, en el trabajo de tesis realizado, se utilizaron servoam-
plificadores diferentes a las recomendadas el fabricante. Como consecuencia, se
tuvieron problemas en el funcionamiento y se presentaron interferencias en las

lecturas de los decodificadores dpticos.

Andlisis de la influencia del movimiento pendular del sistema como parte de su

dindmica interna (véase (Ishutkina, 2004; Bayraktar, 2004)).

Analizar y aplicar funciones suavizadas de la funcién signo con la finalidad de

evitar problemas mecdnicos en la implementacién.

Aplicar otras metodologias de control a la formulacién de Restricciones Virtuales

Holonémicas.
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Apéndice A

Control H., con retroalimentacion de salida

Los algoritmos de control basados en Control H,, con retroalimentacién de salida que
se presentan en este trabajo de tesis se resuelven de manera local dentro del marco
tedrico de los métodos de control no lineal de H,, propuestos en (Isidori y Astolfi, 1992;
Basar y Bernhard, 1991; Aguilar et al., 2003), y (Ravi et al., 1991). Esta sintesis tuvo
sus origenes basada en la teoria de juegos de (Basar y Olsder, 1999), v del an4lisis de
ganancia. Ly propuesto en (Isidori y Astolfi, 1992). A partir de estas ideas, se utiliza
el resultado presentado en (Orlov et al., 1999) donde se establece que las ecuaciones
de Hamilton-Jacobi-Isaacs correspondientes al sistema deben ser definidas negativas y
no sélo semidefinidas. En contraste al andlisis de ganancia Lo propuesto por (Isidori
y Astolfi, 1992), el procedimiento para el diseflo de control #H., no requiere que las
condiciones de estabilizabilidad y detectabilidad sean verificadas. De hecho, bajo las
suposiciones adecuadas, la existencia de soluciones a las ecuaciones diferenciales de
Riccati que aparecen en el problema de control de H, para el sistema linealizado,
establecen una condicién suficiente y necesaria para que existe una solucién local a
este problema. De esta forma, lo que originalimente implica encontrar una solucidén
global donde se plantean diversas dificultades teéricas y numéricas debido a la necesidad
de resolver un par de ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Isaacs en derivadas parciales, se
resume a seguir la lfnea de razonamiento propuesta por (Orlov et ol., 1999) para sistemas
no lineales variantes en tiempo donde es posible resolver el problema de manera local a
través de la resolucién de ecuaciones diferenciales de Riccati para el sistema linealizado.

A continuacion se describe la formulacién de la solucién al problema de control H




92

para sistemas variantes en el tiempo aplicando ésta propuesta.

A.1 Solucién al problema de control H. para sis-

temas variantes en el tiempo

A.1.1 Consideraciones basicas y enunciado del problema

Considérese un sistema no lineal de la forma
= f(z,t) + g1 (z, thw + gao(z, t)u
z=hi(z,t) + kio(z, t)u (135}
y = ho(z,t) + kay(z, Hw
donde x € IR™ es el vector de espacio de estados, ¢ € R es el tiempo, v € ™ es la
entrada de control, w € IR" son las perturbaciones en el sistema, z € R’ es la salida

desconocida a ser controlada, y € R? es la tinica medicién disponible en el sisterna. Se

hacen las siguientes consideraciones

(Al) Las funciones f(z,t), ¢1(z,t), gfz,t), h(z, 1), halz, t), kiz2(z,t), v kaa(z,t) son
continuas a tramos en ¢ para todo z, de manera continua, y localmente Lipschitz en x
para todo t.

(A2) £(0,t) =0, hy(0,2) = 0, y he(0,¢) = 0 para todo ¢.

(A3)
h‘f(mat)km(x:t) = 01 k?z(w: t)km(x! t) =1
by (z, )91 (3,8} = 0, ko (, t)hg (z, 1) = 1.

Estas consideraciones son tomadas de la teorfa estindar de control My no lineal

(Doyle et al., 1989; Isidori y Astolfi, 1992) y se hacen por razones técnicas. La con-
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sideracién {Al) garantiza que sistema dindmico anterior esté bien planteado, mientras
se vea forzado por entradas externas integrables. La consideracién (A2) asegura que el
origen sea un punto de equilibrio del sistema dindmico (135) no forzado (u = 0) y libre
de perturbaciones (w = 0). La suposicidén (A3) se hace para simplificar la sintesis del
controlador Hy.

El compensador dindmico caunsal

w=K(¢,1) (136)

€ =n(&,%) (137)

con estado interno £ € R?, se dice que es un controlador admisible en forma global
(local) si el sistema de lazo cerrado (135) - (137) es estable en forma asintética y global
{de manera uniforme) cuando w = 0.

Dado un nimero real v > 0, se dice que el sistema (135) - (136) tiene una ganancia
Ly menor que -y si la respuesta z, que resulta de w para la condicidén inicial z(ty) = 0,

&(to) = 0, satisface

/t et < o / )P (138)

0 to

para todo ¢y >ty y toda funcién continua a tramos w(t).

El problema de control H,, variante en el tiempo consiste en encontrar un contro-
lador (136) - (137) admisible en forma global tal que la ganancia Lo del sistema en
lazo cerrado (135) - (137) sea menor que «v. Por otro lado, un controlador admisible
en forma local (136) - (137) se dice que es una solucién local del problema de control
Heo sl existe una vecindad U alrededor del punto de equilibrio tal que la desigualdad
(138) se satisfaga para todo &) > &y ¥ toda funcién continua a tramos w(t) para la cual
la trayectoria del sistema en lazo cerrado que inicia en el punto (z(%o), £(¢0)} = (0,0)

permanezca en U para todo t € [tg, t1].
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A.1.2 Solucién local en espacio de estados

Las consideraciones (A1}-(A3) nos permite linealizar las desigualdades de Hamilton-
Jacobi-Isaacs de (Aguilar ef al., 2003) que surgen del disefio por retroalimentacién por
inyeccién de salida logrando por lo tanto la solucién local del problema de control Heo
de sistemas variantes en el tiempo. El subsecuente andlisis local involucra el problema

de control Hy, lineal de sistemas variantes en el tiempo para el sistema
z = A{t)z + Bi{t)w + Ba(t)u
z=Ci(t)z + Di2(t)u (139)
y = Ca(t)z + Da(t)w

donde
A(t) = %(0: t): Bl(t) = 91(0: t)a B2(t) = 92(0: t)

Ci(¢) = %f;l(o,t), Dyo(t) = k12(0,t), (140)
Calt) = 22(0,1), Dan(t) = kn(0,2).

Tal problema ha sido bien entendido si el sistema lineal (139) es estabilizable y de-
tectable desde u y y, respectivamente. Bajo estas consideraciones, las siguientes condi-
ciones son necesarias y suficientes para que exista una solucién {véase, por ejemplo,
(Ravi et al., 1991)):

C1) Debe existir una solucién simétrica acotada y positiva semidefinida! de la ecuacién

—P(t) = P(t)A(t) + AT() P(t) + CT(£)C, (2)

1 {(141)
+ P(t) :Y;Bl(f)Bf(t) - By(t)BF ()| P(¢)
tal que el sistema
&= [A— (ByBy — "B, BY)P(1)x(t) (142)

1Una matriz P(t) de dimensién n x n dependiente del tiempo es positiva semidefinida si y sdlo si
zT P(t)x > 0 para todo vector z n-dimensional y para todo instante de tiempo { mientras que P(£)
es positiva definida si y sélo si 27 P(t)z > maTz para todo z y t, y cualquier constante m > 0. De

manera respectiva, P(t) es acotada si y sélo si {| P(t}{| < mg para todo t y cualquier constante mg > 0.
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sea exponencialmente estable;

C2) Debe existir una solucién simétrica acotada positiva semidefinida de la ecuacién

2(t) = AR Z(t) + Z(W)AT () + B, (1) B (¢)

. (143)
+2(t) vl (t)By(t) B (1) P(2) — CF () Co(t) | Z(2)
donde A(t) = A(t) + v 2B, (t) BT (t) P(t), tal que el sistema
&= [A— Z(C]Cy — v >PB,BI P))(t)x(t) (144)

sea exponencialmente estable.
De acuerdo al lema de acotamiento real variante en el tiempo (Orlov et al., 1999),
las condiciones C1) y C2) aseguran que existe una constante positiva g tal que las

ecuaciones perturbadas de Riceati

—P, = P.()A(t) + AT()P.(t) + CT(E)Cy (1)

1 PA) _;éBl(t)B?(t) - BQ(t)BS"a)] Pty +ef, (145)

Z, = A(t)Z.(t) + ZAT(t) + By ()BT (t) + eI

+2.0) | S POBMBIOP) - c;‘(t)cza)] Z.(%), (146)

tengan una solucién simétrica positiva definida (P:(¢), Z.(t)) para cada e € (0, &g) donde
A()) = A() + 772 By () BE () PA(t).

Las ecuaciones diferenciales (145) y (146) serdn utilizadas para derivar una solucién
local del problema de control Hee no lineal para el sisterma no lineal (135). El siguiente

resultado fue extraido de (Aguilar et al., 2003).

Teorema 10 Supdngase que las condiciones C1) y C2) se satisfagan y sean (P.(t), Z.(t))

las correspondientes soluciones de (145), (146) bejo cualquier € > 0. Entonces la
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retroalimentacion por selida
. 1
E= 160 + | Hae. 00T (6:1) - a6 3T (6 0] P0E

+2Z,(t)C3 (O)ly — hal€, 1)] (147)

u=—g; (& t)P.(t)¢ (148)

es una solucién local al problema de control He.




