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RESUMENdela tesis de EDUARDO GARCIA RAMIREZ, presentada como

requisito parcial para la obtencién del grado de MAESTRO EN CIENCIAS en ELEC-

TRONICA Y TELECOMUNICACIONESconorientacién en INSTRUMENTACION
Y CONTROL.Ensenada, Baja California, Diciembre de 2011.

EXTENSION DE HERRAMIENTAS GEOMETRICAS PARA ANALISIS
DE SISTEMAS NO LINEALES CON RETARDOS

Resumen aprobado por: / Me—

o

Dr. Luis Alejandro Marquez Martinez

 

Director de Tesis

En este trabajo de tesis se presentan algoritmos desarrollados con la finalidad de

determinar algunas propiedades de los sistemas no lineales con retardos (SNLR). Par-

ticularmente, se abordaron los temas de integrabilidad y equivalencia de un SNLR ac-

cesible con un sistema lineal. Dichos algoritmos se encuentran basados en herramientas

generadas a partir del enfoque geométrico de control. Se presentan, ademas, resultados

tedricos utiles para la construccién de algunas de las rutinas elaboradas. El trabajo

realizado se ha implementado en el paquete de cdlculo simbélico SAC (por sus siglas en

inglés, Symbolic Analysis and Control). Este programa de distribucién libre, regido por

las normas GNU GPL, pretende ser una herramienta de gran utilidad para el andlisis

de sistemas dindmicos.

Palabras Clave: Sistemas con retardo, Corchete de Lie Extendido, Equivalencialineal,

Controlabilidad, Integrabilidad.
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ABSTRACTof the thesis presented by EDUARDO GARCIA RAMIREZ, in

partial requierements to obtain the MASTER IN SCIENCESdegree in ELECTRONIC

AND TELECOMMUNICATIONSwith orientation in CONTROL SYSTEMS AND
INSTRUMENTATION.Ensenada, Baja California, December 2011.

EXTENSION OF GEOMETRICAL TOOLS FOR ANALYSIS OF

NONLINEAR SYSTEMS WITH DELAYS

This thesis presents algorithms developed to determine properties of nonlinear de-

lay systems (NLDS). Specifically integrability and the equivalence of a NLDS that is

accesible with a linear system. These algorithms are based on tools generated from a

geometric control approach. We present theoretical results useful for the construction

of some developed routines. This work has been implemented in computer algebra

package SAC (Symbolic Analysis and Control) and is wholly free software for distribu-

tion, governed by the GNU GPLrules, intended to be a useful tool for the analysis of
dynamic systems.

Keywords: Time-Delay systems, Extended Lie bracket, Linear equivalence, controla-

billity, Integrabillity.
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Capitulo I

INTRODUCCION

El modelado matemAtico de sistemas dindmicos es una aproximacién que permite estu-

diar matematicamente dichos sistemas. Es necesario que esta abstraccién se comporte

lo mas apegadoa la realidad y en ocasiones es posible que este modelo sea muysencillo.

Unsistema lineal sin retardos en el tiempo, por ejemplo, puede resultar muy util si en

la vecindad del punto de operacién elegido para trabajar las no linealidades del sistema

son despreciables, y su evolucién en el tiempo no depende en gran medida de su pasado.

Diversoslibros de ingenieria (Ogata, 2003; Dorf y Bishop, 2008) y matematicas (Sontag,

1990; Padulo y Arbib, 1974) contienen un sinntimero de herramientas parael andlisis y

control de estos sistemas. Sin embargo, esta idealizacién no siempre es adecuada y en

esos casos es necesario utilizar técnicas distintas a las ya desarrolladas para los sistemas

lineales. Libros cldsicos de control (Isidori, 1995; Khalil, 2002) presentan formas de

lidiar con una amplia variedad de sistemas nolineales sin retardos. El estudio de estos

sistemas es vasto y en la actualidad se cuenta con multiples resultados que pueden ser

de mucha, utilidad al tratar con ellos. Por otro lado, no contemplar el efecto que pro-

duce el estado pasado de un sistema o hacer aproximaciones errdéneas en las ecuaciones

que lo describen puede causar que este modelo sea inadecuado, asi como lo indican

Driver (1977); Dorf y Bishop (2008). Esta clase de sistemas son Ilamados sistemas con

retardos y comtinmente los efectos de los retardos son a causa del tiempo que toma

el sistema en reaccionar a una entrada, tiempo de computo o de fenédmenos detrans-

porte. Es posible encontrar aplicaciones de este tipo de sistemas que abarcan desde

 



sistemas bioldgicos tales como modelos de interaccién neuronal, tiempo de maduracién

de insectos, tiempos de incubacién epidemiolégicos, maduracién de células sanguineas,

modelos de crecimiento de poblacién, etc. (MacDonald, 1989), sistemas industriales,

como tanques de almacenamiento, sistemas robdticos, laminado de acero, control de

temperatura, entre otras, y en muchas otras dreas tales como mecdnica, quimica y

éptica (Erneux, 2009). Es por esta razén que el estudio de los sistemas con retardo se

ha vuelto de gran interés.

I.1 Antecedentes histéricos

Los antecedentes de los sistemas de Algebra computacional (Caviness, 1986) cuentan

con contribuciones de grandes matemdticos como Newton y Gauss que introdujeron

métodos computacionales importantes en el procesos de sus investigaciones (e.g. ajuste

por minimos cuadrados introducido por Gauss). Ya en el comienzo de la segunda

mitad del siglo XX el auge de la computadora digital trajo consigo un creciente interés

en este campo al abordarse soluciones a problemas como la bisqueda de algoritmos

raépidos para el calculo del mdéximo comun divisor y la factorizacién de polinomios,

procesos de decisién para teorias de légica, integracién y suma de términosfinitos,

creacién de algoritmos para la solucién de ecuaciones diferenciales en forma cerrada,

etc. Todo esto, acompafiado de un creciente desarrollo de un gran niimero de paquetes

de software de c4lculo computacional, entre los que destaca el programa MACSYMA,un

sistema computacional que comenzé su desarrollo a finales de la década de 1960 (Pavelle

y Wang, 1985) en el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts basado en el lenguaje

de programacién LISP (acrénimo delist processor). En el afio de 1982 se derivé de

MACSYMAunsistema computacional llamado Maxima. que hacrecido en gran medida

 



gracias a la liberacién de su cdédigo fuente bajo la licencia general ptiblica GNU.

Enlo que respecta, a la teorfa de control, las primeras herramientas que surgieron con

el fin de caracterizar sistemas dindmicosy disefiar herramientas de control encontramos

los métodos de andlisis de respuesta en frecuencia, desarrollados en el periodo de los

afios 1930 a 1940 por investigadores, ingenieros y cientificos tales como Nyquist, Bode,

Evans y Nichols, entre otros. En este tipo de procedimiento de andlisis la frecuencia

de la sefial de entrada del sistema se varfa en un intervalo establecido con el fin de

estudiar la respuesta resultante. Con los modelos e informacién que se extraen de dicho

andlisis es posible utilizar los datos obtenidos de mediciones sobreel sistema. fisico sin

necesidad de deducir su modelo matematico. Es posible en base al uso de grdficas y

modelos frecuenciales establecer criterios de estabilidad, lo que permite disefiar sistemas

de control para los sistemas estudiados. El andlisis de la respuesta en frecuencia esla

base para lo que conocemos hoy en dia como teorfa de control cldsico, que sigue siendo

uno de los instrumentos mds importantes para el estudio de sistemas dindmicos en la

ingenierfa en general. Por otro lado, el disefio inicial de sistemas de control envuelve

diversas simplificaciones seguida por el ajuste de pardmetros a prueba error y el

resultado final no garantiza de ninguna formaser el éptimo.

En las décadas de 1960 y 1970 el concepto de ecuaciones de estado fue introducido

a la teoria de control, en gran medida por el trabajo pionero de R. E. Kalman. Entre

algunas de las ventajas del acercamiento por espacio de estados encontramos que se

adapta muy bien al andlisis y disefio de métodos para sistemas de multiple entrada

miuiltiple salida y a la aplicacién de la tecnologia de las computadoras digitales. Por

otra parte, las leyes de control son calculadas usando formulas analiticas, lo que a

menudooptimiza el rendimiento particular de sistemas. Esta aproximacién, que en un

principio se aplicd a los sistemas lineales con gran éxito, fue naturalmente evolucionando

 



hasta extender sus resultados a los sistemas nolineales los cuales son,en cierto sentido,

una, generalizacién de los sistemas lineales.

El uso de las variables de estado condujo a un nuevo acercamiento en el andlisis

y disefio de sistemas de control, el enfoque geométrico (Wonham, 1985). Esta nueva

aproximacion fue introducida primeramente para sistemas lineales a principios de la

década de 1970. Este enfoque involucra muchos célculos concernientes a la teoria de

Algebra lineal, para los cuales se han desarrollado rutinas basadas en programas como

MATLAB®y Scilab. Durante las dos décadas siguientesa, la aparicién de este enfoque,

se realizaron una extensa cantidad de trabajos para extender esta teorfa al caso noli-

neal (Isidori, 1995; Nijmeijer y Schaft, 1990). Los conceptos fundamentales son casi los

mismos, pero las matemédticas utilizadas aprovechan las herramientas de la geometria

diferencial, como son estudio de variedades, tensores, derivada y corchetes de Lie, en-

tre otras. Estas herramientas han llevado a resolver y tratar problemas tales como

la determinacién de la controlabilidad y observabilidad, desacoplo de perturbaciones,

desacoplo-entradasalida, seguimiento asintdtico de salida, equivalencia lineal, los cuales

aparecen en aplicaciones variadas tales como el control de robots manipuladores,la esta-

bilizacién del vuelo de aeronaves, controlar la trayectoria de vehiculos, y mds. En este

caso, se requiere el uso de lenguajes de cdlculo simbdlico tales como Axiom, Maxima,

Jasymca, SINGULAR,Yacas, entre otros. En la actualidad, se han desarrollado paque-

tes muy completos basados en programas como Mathematica® (Kotta y Ténso, 1998),

y Maple® (Glumineau y Graciani, 1996). Sin embargo, cuandoel sistema depende no

solo de su estado actual, sino de su historia pasada debido a la presencia de retardos

(retardos en mediciones, transporte, tiempo de reaccidn, etc) dichas herramientas no

pueden ser aplicadas en forma directa, debido a que son sistemas cuya dimensién es

infinita.

 



En trabajos previamente realizados (Califano et al., 2010, 2011a) se ha expuesto

una extensién de las herramientas usadas en el llamado enfoque geométrico para el

andlisis y control de sistemas no lineales con retardos. Los primeros resultados son

prometedores, ya que se ha logrado resolver de manera efectiva problemas tales como

integrabilidad de una. distribucién, la equivalencia a un sistemalineal accesible con y sin

retardos, entre otros. Sin embargo, los célculos involucrados son demasiado laboriosos,

por lo que surge la necesidad de desarrollar programas de cOmputo quelos Ileven a

cabo. Finalmente, este trabajo tiene como antecedente directo el desarrollo del paquete

de software SAC desarrollado en Maximaen el afio 2006 (Garate-Garcfa, 2006; Gadrate-

Garcia y Cuesta-Garcia, 2006) con el objetivo de desarrollar algoritmos de contro! para

el andlisis y disefio de sistemas no lineales con retardo.

I.2 Objetivo general

Desarrollar rutinas utilizando cdlculo simbélico que realicen algoritmos utiles para re-

solver algunos problemas de control de sistemas no lineales con retardos (SNLR).

1.3 Objetivos particulares

Programar los algoritmos siguientes

e Rutina para determinar la integrabilidad de una distribucién.

e Programa para determinar si existe equivalencia de un SNLR con un sistema

lineal con retardo fuertemente controlable

e Programa para determinar si existe equivalencia de un SNLR con un sistema

lineal con retardo débilmente accesible

 



e Programa para determinar si existe equivalencia de un SNLR con un sistema

lineal sin retardo controlable

I.4. Motivacién

Un problema con los métodos recientemente desarrollados, es que la cantidad de cdlculos

requeridos para comprobarsi un sistema cuenta con ciertas propiedades es muy grande

aun para sistemas que aparentemente son sencillos. Esto implica la necesidad de un

sistema de calculo simbdlico que realice los cAlculos necesarios.

I.5 Organizacién dela tesis

El resto del trabajo esta organizado de la siguiente manera. El capitulo nimerodos trata

de los preliminares necesarios para familiarizarse con las herramientas matemdticas

utilizadas a lo largo de este trabajo y las caracterfsticas que llevaron a la eleccién del

software utilizado. Entre los conceptos matemAaticos que se tocan en este temase tiene

una ligera introduccién a las ecuaciones diferenciales funcionales (EDF) y al marco

algebraico utilizado. El capitulo tres habla de los algoritmos generados conlafinalidad

de revisar la integrabilidad de una distribucién (Califano et al., 2011a). Se explican

someramente algunas definiciones del enfoque algebraico de control para los sistemas

no lineales, entre las que se encuentran el concepto de variedad, de distribucién y de

campos vectoriales, con el objetivo de relacionar dichos conceptos con sus homédlogos

en los sistemas nolineales con retardos, cuyas definiciones también son revisadas. Los

algoritmos son incluidos en formato de pseudocddigo, por considerarse un formato muy

natural que puede facilitar la comprensién de estos. El capitulo cuatro presenta el

 



trabajo realizado para la construccién de algoritmos que revisan la equivalencia de un

sistema nolineal con retardos a un sistemalineal con retardos 0 sin retardos (Califano

et al., 2010, 2011a). Se abordan los temas de accesibilidad y de forma candnica de

Smith, temas fundamentales para la comprensién del trabajo realizado. Ademds de

los algoritmos construidos se presenta una contribucién tedrica que emplea a la pre-

forma de Smith como una herramienta para determinar si algunas de las condiciones

propuestas en la literatura para determinar dicha equivalencia se cumplen. El capitulo

cinco, expone las conclusiones finales y recomendaciones para trabajos posteriores de

este trabajo de tesis.

 



Capitulo IT

PRELIMINARES

La organizacién de este capitulo esté dada de la siguiente forma: Se comienza en la

Seccién II.1 con una introduccién al paquete SAC y se habla del motivo dela eleccion

de Maxima, sobre otros programas de célculo simbdlico, para albergar a este paquete

de software. Enseguida, en la Seccién II.2 se da una breve introduccién a los sistemas

con retardo y a su representacién matematica. Una descripcién de las herramientas

utilizadas en el enfoque algebraico diferencial se presenta en la Seccidn II.3, ademds de

define el operador retardo y se describen algunas propiedades. En la Seccidn II.3.1 se

definen algunas herramientas titiles al tratar con los sistemas de control considerados

en este trabajo de tesis.

II.1 Maxima y SAC

El programa SAC es un paquete de herramientas basado en el programa de célculo

simbdlico Maxima!,

SAC fue pensado para ser creado como un médulo dealgtin lenguaje matematico de

programacién ya existente que cumpliese con ciertos requerimientos basicos establecidos

por el usuario. Entre estos requerimientos se pide que el software generado sea

e Software de manejo simbdlico.

e Programa de distribucidn libre.

inttp://Maxima.sourceforge.net/

 



Multiplataforma (Linux, Windows®, MacOS®).

Estructura modular (uso en forma individual de cada componente)

Cédigo estable.

Facil manejo

El lenguaje elegido fue Maxima, que cumple con las condiciones anteriores y que

ademds, por ser de libre distribucién regido por licencias GNU GPL (GNU General

Public License). El usuario tiene acceso libre al cédigo fuente por lo que puede estu-

diarlo, modificarlo de acuerdo a sus necesidades y publicar sus mejoras bajo la licencia

GNU GPL.Por otro lado, Maxima (Maxima, 2010) permite correr programas genera-

dos en el lenguaje LISP, que es un lenguaje de programacién especialmente disefiado

para trabajar con listas de datos. Por estas razones, Maxima fue seleccionado sobre

otros programas de célculo simbdlico, con la misma licencia GNU GPL, tales como

Axiom, GAP, Jasymca, SINGULAR, Yacas, entre otros, y sobre software comercial

como Maple®, MATLAB® y muPAD®.

Formalmente el programa SAC inicidé su desarrollo en el afio 2006 (Garate-Garcia,

2006; Gdrate-Garcia y Cuesta-Garcfa, 2006) considerando el andlisis de problemas de

control tales como:

e Accesibilidad.

Observabilidad.

Equivalencia con una formatriangular.

Linealizacién por inyecciones aditivas entrada/salida.

Rechazo de perturbaciones (parcialmente)
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Para lograr estos objetivos de programacién el trabajo de Garate-Garcia (2006)

gener6é una cantidad numerosa, de algoritmos en un formato modular que permite hacer

uso de ellos en programas nuevos. La Figura 1 muestra en la zona clara los mdédulos

generadosen el trabajo de Garate-Garcia (2006) y en la zona sombreada los generados

en este trabajo de tesis, englobando las funciones generales en una pirdmide de depen-

dencias. Las funciones de la base de la pirémide no dependen de las funciones del nivel

superior ni de ninguna de su mismo nivel, pero los programas de niveles superiores

dependen de programas de los niveles inferiores, asi los programas en la punta de la

pirdmide necesitan de los niveles inferiores para poder funcionar.
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Figura 1. Médulos que conforman el SAC.

II.2 Ecuaciones diferenciales funcionalesdel tipo re-

tardo

Una, ecuacién diferencial funcional (o bien EDF) (Kolmanovskii y Nosov, 1986) es una

ecuacion que involucra una funcidn incdgnita x(¢) de un argumento escalar, para el caso
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de interés el tiempo t, y sus derivadas para diversos valores del argumento ¢. Algunos

ejemplos de este tipo de ecuaciones son &(¢) = x(t — 3), £(t) = a(£) — x(t/2) + a(¢— 1).

Unretardo (Dorf y Bishop, 2008)es el intervalo de tiempoentre el inicio de un evento

en una parte de un sistema y la accién resultante en otro punto del mismo sistema.

De acuerdo a esta definicién, la dindmica del sistema est4é dada por un modelo de

ecuaciones diferenciales que depende del estado pasado del sistema, i. e. ecuaciones del

tipo x(t) = f(-,x(t—71), x(t—T2),...), donde 7; con i = 1,2,... son tiempos de retardo.

Este tipo de ecuaciones son un tipo especial de EDF también conocidas como ecuaciones

diferenciales con retardo. Su estudio se encuentra muy relacionado al modelado de los

sistemas dindmicos con retardo comose verd en las secciones subsiguientes.

II.2.1 Representaciédn de espacio de estados

En un sistema dinémico en general, es posible definir tres importantes conjuntos de

variables. El primero de ellos es el conjunto de entradas o de variables de control, que

representan el estimulo que el sistema recibe del exterior, denotadas por uj, te, ..., Up.

El segundo grupoes elde las salidas, que son sefiales que el sistema genera y que pueden

llegar a ser medidas y se denotan por ¥j,..., Yn. El tercer y ultimo grupo es llamado el

estado, que es posible definir como (M. Malek-Avarei, 1897):

DEFINICION 1. El estado de un sistema en un ttempo ty es una coleccién de infor-

macion que junto con el conocimiento de la(s) entrada(s) para t > to es suficiente para

determinar la(s) salida(s) y el estado del sistema para t > to.

En otras palabras (Padulo y Arbib, 1974) el estado es alguna representacién com-

pacta de la actividad pasada de un sistema lo suficientemente completa como para

permitirnos predecir, junto con las entradas, exactamente como serdn las salidas, y
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ademas el estado mismo.

A continuacion se presenta un ejemplo (Stépan, 1989) de la representacién en espacio

de estados de un sistema con retardos en el tiempo.

  

 

a 2

b
u rl

Ly
————$r] my k mg

/A\     
Figura 2. Modelo mecanico de un robotelastico.

EJEMPLO 1. En la Figura 2 se observa el modelo mecdnico de un robot eldstico con

posicién controlada q. La posicidn go se detecta directamente. El actuador, que acta

en m1, genera una velocidad g = —Kq(t —7), donde K > 0 es la ganancia del con-

trolador y tT es el tiempo de retardo en el control. Una representacién posible de este

sistema en espacio de estados es:

n(t) 0 0 0 q(t) 0 -K 0 q(t _ T)

pt)|=]o0 0 1 gmt)|}F]O 8 OF mlt—7)]>

a(t) a -a? —2ka/} v(t) 0 -2KKa 0} v(t—7)

donde a = ./k/mz es la frecuencia natural del sistema sin controlar, « = b/(2m2c) es

el factor de amortiguamiento y v = go

1.3. Marco algebraico y operador retardo.

A continuacidn se presentan algunos conceptos bdsicos empleadosen el enfoque diferen-

cial algebraico para sistemas con retardo. La notacién empleada en esta tesis se basa
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en Califano et al. (2011la), y la mayor parte de ésta se introduce a lo largo de lo que

resta de este capitulo. Una descripcién mas precisa de los conceptos matematicos que

involucran las siguientes definiciones puede encontrarse en los apéndices A y B.

Se define a K como el campo de funciones meromorfas, es decir, el conjunto de

funciones que se pueden expresar comoel cociente de dos funciones analiticas (véasela

Definicién 20 en el Apéndice B). Algunos ejemplos son las funciones f(r) = tan(x) =

we g(x) = 444+?., h(x) = 4. El campo K es representado por el niimerofinito de 

simbolos {x(t — i), u(t — 4),..., u(t — i), i, & © N}.

Se nombra como € al espacio vectorial generado por el conjunto de simbolos {dz(t—

i), du(t~4),...,du(t—1),i,& © N}, los elementosde este espacio son conocidos como

uno-formas. Comoejemplosse tienen dz(t) — dra(t) + du(é) y 2x(t)a(t ~ 2)da(t — 2) +

x(t — 2)dax(t).

Dada una funcién f(x(¢),...,x(t—)) se utiliza la notacién (xj) = (x(£),...,x(¢—-

s)), donde x(t) € IR”. De manera similar se definen x,.\(—p) = (x(t — p),..., x(t -

S—P)), Us, Uy(—P), Zo ¥ Zj(—p). De acuerdo a esta notacidn, se define también

F(a) lxfx—p),..-.x(E- 8 —p)).

Se denota como d al operador diferencial el cual mapea a los elementos del conjunto

K al conjunto €.

EJEMPLO 2. Considérese la funcién meromorfa f(t) = x(t)cos(a(t —3)) € K, el opera-

dor d actta sobre ella de la siguiente manera.

df (t) = cos(x(t — 3))dzx(t) — a(t)sen(x(t — 3))dx(t — 3).

Se establece el operador retardo 6, que opera en una funcién meromorfa f(t) € K
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de la siguiente forma

df(jdnt) = fe-1ddn(t)=f(t-1dnt-1) oy

d*f(Ean(t) = f(t—k)dn(t- k).

De acuerdo a esto, se puede reescribir el resultado del Ejemplo 2 como

df(t) = cos(a(t — 3))dz(t) — z(t)sen(x(t — 3))d°da(t)

= (cos(x(t — 3)) — x(t)sen(x(t — 3))5*)da(t).

Este operador no es conmutativo ya que

Sf(t) = ft —1)6 # f(QS = SF + 1). (1)

En el caso del lado derecho de la desigualdad (1) la funcién que resulta no es causal,

situacién que se desea evitar ya que en caso de los sistemas de control se requeriria el

uso de técnicas de control para sistemas no causales.

EJEMPLO 3. En un sistema lineal es posible emplear este operador de formatal que el

sistema

a(t) = a(t) + 20(t —7) + u(t — 27)

f(t) = a,(t—7)+u(0),

donde tT € R es la base del retardo. Puede ser representado como

0 1+6 &
%(#) = x(t) + u(t).

6 0 1

El anillo polinomial formadoalutilizar al conjunto de los niimerosreales comocoefi-

cientes, sobre la indeterminada. 6, se expresa como R(6). Porotro lado, es posible crear
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un anillo polinomial sobre 6 como indeterminada utilizando a las funciones meromorfas,

con la estructura de K, como sus coeficientes. Debido a la naturaleza no conmutativa

del operador 6 el anillo formado de esta manera no es conmutativo, sin embargo,es

un anillo Euclidiano (Marquez-Martinez y Moog, 2004). Se denota a este anillo poli-

nomial (porla izquierda) como K(6]. Todo elemento de K(5] puede escribirse de la

forma a(6] = ao(t) + ai (t)6+...+ a(t)65, a; € K. Se denota a gpol(-) como el grado

polinomial en 6 de su argumento, esto es, el grado polinomial de un elemento de K(6]

o de R(6). De acuerdo a la notaciénanterior, y asignando rz = gpol(a(6]), el producto

y sumasobre el anillo K(6] estan definidos como:

max(ra,?p)

a5] +85] = DS) (ailt) + 8,())6
i=0

Ta Th

a(5]6(6] = (ox(t)8, (t — 1)5
#=0 j=0

Se define a A = spanxnig{ri(-, d),...,Ps(+,5)} como el médulo porla derecha generado

sobre °”(6] por los elementos columna r1(-,5), ...,rs(-,6) € K"(6].

DEFINICION 2. Una matriz A(xt,5) € K"*"(6] es llamada unimodular si A7* (xj, 5) €

Krxn(§] .

Ya que se trata de anillos no conmutativos no es posible obtener la matriz inversa

de una matriz A(x;,6) € K"*"(6] con los algoritmos cldsicos como la eliminacién por

Gauss-Jordan, o el producto de la inversa del determinante con la matriz adjunta de A’.

Se utilizan, entonces, algoritmos comolos presentados en Marquez-Martfnez y Brizuela

(2010). Estos algoritmos, ya implementados en el programa SAC, son empleadosen los

programas generados en este trabajo de tesis cuando se requiere obtener la inversa de

una matriz.
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II.3.1 Sistemas de control

Los sistemas de control a considerar son los que pueden representarse de la siguiente

forma

z(t) = F(a(t),...,2(f-s)) + Yat, ...,2(t — 8))u(t — 7) (2)

Donde x(t) € R®, u(t) Ee Ry F, G; para j = 0,...,8 son funciones meromorfas de sus

argumentos. Esto es, los sistemas considerados son no lineales con retardos finitos y

conmensurables. Ya que se trata de sistemas conmensurables no se pierde generalidad

al escalar el tiempo para tener retardos enteros.

De acuerdo a la notacién establecida en la seccién anterior el sistema (2) se reescribe

como

#(t) = F(xa) + > Gi(xpy)ult ~ 9) (3)
j=0

La forma diferencial, obtenida como resultado de utilizar el operador d, es un objeto

matematico con diversas propiedades titiles para el propdésito de este trabajo de tesis.

La forma diferencial del sistema (3) esté dada por

di(t) = f(Xfg}, Uj}, dx + g(xj—), 6) du, (4)

donde

OFel) 5 OG; ((Xie) 5
F(Xq, Up, 6) = 2D dalt—i)° + (ueDee

IX) = D> Gi(x1e))6?.
j=0

Se espera que el siguiente ejemplo ilustre la forma en la que el operador d acttia sobre

un sistema de la forma (3).

EJEMPLO 4. Dado el siguiente sistema no lineal en su representacién de espacio de
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estados

ay (t) x2(t) ~~ aolt 7 1) 0 2ro(t _ 1)

= + (t) +
Lo (t) 0 1 1

2ro(t _ 1)

+ u(t ~ 2),
0

su forma diferencial estd dada por

dat) = f(Xfe}, Ue}, dx + g(xI5, d)du,

de forma explicita:

0 1-64 2u(t — 1)6 + 2u(t — 2)6 2xo(t — 1)(6 + 1)6
dz(t) = ( ( ) da + at ) du.

0 0 6+1

E] programa SAC cuenta con una funcién que calcula la forma diferencial de un

sistema en el formato de la ecuacién (3).

Al trabajar con un sistema como (3) el buscar un cambio de coordenadas es necesario

cuando se habla de equivalencia con un sistema mds simple. Sin embargo en el caso

de sistemas con retardos, no tener cuidadoal elegir un cambio de coordenadas puede

dar como resultado que dicha transformacién dependa de entradas futuras, o en otras

palabras que no sea causal. Esto impide que se utilice el marco algebraico visto en la

secci6n anterior. Es necesario, entonces, que las nuevas coordenadas de dicha trans-

formacién y su inversa sean causales. A esto se le conoce como cambio bicausal de

coordenadas, cuya definicién formales la siguiente (Califano et al., 2011a).

DEFINICION 3. Considérese la dindmica (3) con coordenadas de estado x. Entonces

z= $(Xq), 6 € K” es un cambio de coordenadas bicausal para (3) si existe un

entero LEN y una funcidn b-'(xjaj) € K" tal que x(t) = 0*(xq)).
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A este cambio bicausal de coordenadas se asocia una representacién en forma difer-

encial dz = T(xjq,6)dx. Algunas propiedadesinteresantes de T(X{a}, 6) pueden consul-

tarse en (Califano et al., 2010, 2011a).

EJEMPLO 5. El cambio de coordenadas z(t) = x(t—1) no esbicausal ya que su inversa

a(t) = 2(f+1) no es causal.

EJEMPLO 6. El cambio de coordenadas

a(t) =m()+o3¢-1) J mt) =a()-Ae-1)
z(t) = x2(t) to{t) = z(t)

es un cambio de coordenadas bicausal, ya que el cambio de coordenadas y su inversa

son causales. Con dz =T(Xjqj, 6)dx y dz =T~"(Xjq, 6)dz respectivamente

1 2a. (t~1)6 1 -22,(t-1)6
dz = 2G N8) ge 2~ D8)

0 1 0 1

II.4. Resumen

En este capitulo se detallaron algunas herramientas importantes que se utilizan en los

siguientes capftulos. El operador retardo, y las definiciones de los conjuntos sobre los

que se trabaja, ie. el conjunto de funciones meromorfas K, el espacio formado por

uno-formas €, el anillo polinomial K((6], entre otros, se emplean a lo largo de todos

los capitulos restantes de esta tesis. Por otro lado, tanto la definicién del sistema (3)

asf comola definicién de cambio de coordenadas bicausal son de especial interés en la

teorfa relacionada al Capitulo IV.
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Capitulo ITI

INTEGRABILIDAD

En esta seccién se abordara el concepto de integrabilidad, en una primera parte, su

definiciédn y caracterizacién para sistemas nolineales sin retardos. Enseguida, se tocara

el tema del caso no lineal con retardos donde se presentaré una extensién del corchete

de Lie (Califano et al., 2011a) para esta clase de sistemas. Esta herramienta tiene sus

bases en el drea de geometria diferencial, por lo que en el Apéndice C se haincluido

un resumen de algunos conceptos relacionados con esta seccién. Por ultimo, en este

capitulo, se reportan las rutinas desarrolladas en este trabajo de tesis.

III.1 Caso sin retardos

Para comenzar este tema, se hablaré del concepto de campo vectorial. Un campo

vectorial suave v, definido en un subconjunto abierto U de R", puede interpretarse

como un mapeo suave que asigna un vector de dimensién n, que se denotaré como v(x),

a cada punto x del subconjunto U. Una explicacién mas amplia puede encontrarse en

el Apéndice C. A continuacién, se define una operacién de gran importancia en el drea

de control geométrico, en particular cuando se habla de integrabilidad, denominada

corchete de Lie.
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III.1.1 Corchete de Lie

Se define la operacién de corchete de Lie como

_28,_ af
donde f y g son dos campos vectoriales definidos en un subconjunto U de R” y el

resultado de la operacién es otro campovectorial. La notacién de la aplicacién recursiva

de esta operacién estd definida como

adgg(z) = [f,ad¢*g](z)

con: ad¥g(z) = g(2),

asi, esta notacién sustituye a:

[f, [f, .., [f, gil} (6)

El corchete de Lie tiene las siguientes propiedades

1. Bilinealidad sobre R

loaf, + aef,g] = onlfi,g] + aa[h,g],

[f,e;g1 + Gogo] = onff, gi] + af, go].

2. Conmutatividad asimétrica

[f,s] = —Ig, f]

3. Cumple con la identidad de Jacobi

if, [g, hl] + {g, [h, £]] + [h, [f, g]] = 0. (7)

En general, si se cumplen estas propiedades en un espacio vectorial sobre R se denomina

algebra de Lie.
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III.1.2 Involutividad e integrabilidad

Supéngase ahora que se tienen d campos vectoriales v1, ..., vq linealmente independien-

tes entre si. En cada punto x que pertenece al subconjunto U C R®, los vectores

vi(z),...,Va(2) generan un campovectorial. Se identifica como distribucidn al conjunto

de vectores v},...,Va y se denota como

A = span{vi,...,Va}.

Supongase la ecuacién diferencial

 

OA;j =(vi(z),..., va(z)) = 0 (8)Ox

BA; .
donde 3 es un vectorfila y A1,..-, An—¢ son funciones suavesreales. Se desean encon-

trar n — d soluciones a esta ecuacién diferencial, donde los vectores fila Be waey Dons

son independientes entre sf en x € U. Al espacio formado por estos vectoresfila se le

conoce como aniquilador de la distribucién A y se denota como A+. En resumen, se

desea saber cuando una distribucién A tiene un aniquilador A+, el cual es generado

por diferenciales exactas.

DEFINICION 4. (Isidori, 1995) Una distribucién A no singular de dimensidn d, definida

en un conjunto abierto U de R”, se dice completamente integrable si, por cada punto

2° € U existe una vecindad U° de x° yn —d funciones suaves reales 1,...An—a todas

definidas en U® tal que

span{d\,...dAn—a} = At

en U®,

El concepto que se presentaré a continuacién da pie a una forma de saber si una

distribucién es integrable. Una distribucién A es involutiva (Boothby, 1986) si existe
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una, base local v),...,Vn en una vecindad de cada punto tal que

n

lis v;] = chevn, 1<ij<n (9)
k=l

Esto es, que el campo vectorial resultante de la aplicacién del corchete de Lie entre

todos los elementos v1,...,V, pertenezca al espacio generado por A.

El siguiente teorema, cuya demostracién puede encontrarse en Isidori (1995), da

condiciones necesarias y suficientes para que una distribucién sea completamente inte-

grable

TEOREMA 1. (Frobenius) Una distribucidn no singular es completamente integrable si

y slo si es involutiva.

E] Teorema 1 implica una forma de saber si una distribucién es integrable o no,

esta, es, realizar los corchetes de Lie de todos los elementos de la distribucién y que se

cumpla con la condicién establecida en la ecuacién (9).

III.2 Caso con retardos

Cuandose habla de integrabilidad en el caso de los sistemas nolineales con retardo no es

posible utilizar directamente el andlisis visto en los puntos anteriores, ya que es necesario

tomar en cuenta la naturaleza de dimensidn infinita de dichos sistemas. Recientemente

se han obtenido diversos resultados en esta 4rea. Sin embargo, la cantidad de calculos

requeridos es grande. En esta seccién se presentan los algoritmos generados con la

finalidad de realizar todos estos calculos.

La siguiente notacién se encuentra relacionada a los conceptos vistos en la Seccién

IIL.1. Se denota a A = spanxisy{ri(-,),.--,Tp(-,6)} como el médulo derecho generado
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sobre (C(4] por los elementos columna r;,(-,5) € K"(6] con i = 1,...,p. Cada elemento

i-ésimo del submédulo A puede ser representado de la forma r,(-,5) = Spy ri (-)o*.

DEFINICION 5. Un submodtlo A = spanxg{ri(-,6),.-.,Tp(-,6)} se dice no singular

localmente alrededor de x° = (x°(t)", x°(t —1)7,...,x°(¢—s)") si el rango de A(x) es

igual a un nimero j € {1,...,k}, Vx € Uo un subconjunto denso y abierto de x°.

III.2.1  Corchete de Lie extendido

Ahora se hablaré de una extensién del corchete de Lie que se revisé en la Seccién III.1.1

(caso de sistemas no lineales sin retardos). Dicha extensién (Califano etal., 2010, 2011a)

propone abordar problemas hasta ahora abiertos para el caso de sistemas no lineales

con retardos. A continuaciénse presenta la definicién de la operacién denominada como

corchete de Lie extendido.

DEFINICION6. (Califano et al., 20110) Sean r(x, u, 6) =9 ri (x, u)o? yre(x, u, 6) =

Sy-0F3(x, u)’. El corchete de Lie extendido [ri (-,u),rh(-,u)]m, en ROU", i > 0 se

define como:

ri, u), rh, w]e, =yo(51,152(-, w))%)” Ie—a),u(—2)) RE (10)

Gu)aG whey = y aoOtx(—), uli)

>»PECGx),u(-A)

donde 1,k,i € {0,1,...}.
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Esta extensién de la definicién de corchete de Lie requiere igualmente una gran

cantidad de célculos, la cual crece en funcidén de los retardos méximos que aparecen en

la funcién.

Al tratar con sistemas con retardo, como se ha mencionado anteriormente, es nece-

sario lidiar con un sistema de dimensiéninfinita. El siguiente lema indica que, a pesar

de la situacién antes mencionada, la cantidad de elementos a considerar para realizar

la operacidn de corchete de Lie extendido esta caracterizada por un numero finito de

elementos.

Lema 1. (Califano et al., 2011a) Considérese el submédulo A = spans{ri(x,6),

Tp(x,5)} con x;(x, 5) = eo ri(Xjo)5*, s = max(a, gpol(r;(Xjq))). Entonces para

cualquier. pareja de enteros | < k, y para enteros no negativos y, 7, p > 0 tales que

y>ly¥>14+ps las siguientes propiedades se mantienen

@ PC).we, = iC. wre. wa,

(i) [eyPP(-, uw), es, w]e, = Bw)2Wee =
Sonia) (pkFw), rb4(-, Wm)(le(—J—ps)) Baap)? l>s

(ii) [ehu), ch, we, = fiGw)oC, ule, =0,  &-1 > 2s.

Con el fin de explicar este lema considérese una base de elementos que generan el

submédulo A = spanxys{ri(x,4), ...,1;(x,6)}, cada elemento puede expresarse de la

forma r; = 4-9 rd". Ahora, se considerael siguiente arreglo tomandoa los elementos
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Reeari"(x(—i)aggay definidos en un espacio de dimensién infinita de la forma

r9(x) r(x) r?(x) wee r(x) 0 0 vee 0

0 r(x(~1)) eM(x(-1))... r*FG(—1))—r®(x(-1)) 0

0 ° me) te eo) ete) me) . (11)

: : : 0

0 9 0 r%(x(-s)) —r'(x(-s))_r?(x(-s))...  rS(x(—8))

Donde r*(x(—p)) = (ri(x(—p)), ...,.r5(x(—p))). Si se realiza el corchete de Lie definido

en la ecuacién (5) de cada elemento con todos los elementos del arreglo infinito de la

figura anterior, el resultado es la extensién del corchete de Lie de la Definicién 6. El

inciso (1) del Lema 1 indica que el codominio de un corchete de Lie extendido definido en

RO-D? es equivalente al de uno definido en RO" con | < 4, esto es, un codominio de

dimensién igual o menor. Se puede observar enel arreglo (11) que el inciso (ii) expresa

querealizar la operacién entrelos coeficientes | de r;(x, 6) y k de ro(x, 6) es equivalente

a realizarla entre los coeficientes | + ps de r;(x,6) y k + ps de re(x, 6), sdlo que con

coordenadas y tiempo recorridos ps veces. El inciso (ii) indica que si la diferencia

(distancia entre elementos, tomando en cuenta el arreglo (11)) entre los superindices /

y & es mayora 5, el resultado de la operacién del corchete de Lie extendido es igual a

cero.

El algoritmo generado para realizar el corchete de Lie extendido se muestra en el

Pseudocédigo 1. Este algoritmo realiza bésicamente las operaciones definidas en la

ecuacién (10) tomando en cuenta las propiedades del Lema 1, lo que disminuye el

numero de operaciones realizadas.

Se hacer notar que el corchete de Lie extendido cuenta con la propiedad de anti-

simetria

rit, u); r5(-, wis, = —[ri(-, u), ri, u)|z.
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Pseudocédigo 1. Corchete de Lie extendido.

Entrada:

Y1 Y rg: vectores columna que pertenecen a K(d] que pueden ser representados

de la forma ri(xj4,4) = Yj-0rf (Xjq}6? donde s = maa(a, gpol(r(xjaj, 5))) con

{ié 1,2}.

k,1,6 € {0,1,2,...}.

x(t): variables de estado.

Salida: [r$,r}]n, es el corchete de Lie extendido que pertenece a R@+Y”,

1:

2:

10:

ll:

12:

13:

y & min(l,k,i), pw — maz(l, k)

si | k—1|> s entonces

devolver vector 0 € R@+)*

fin si

: sik > 2sol > 2s entonces

sel k—1]

kiek—-s,lel—-¢

[ri rhe, + 0 € R™

si no

s+0

fin si

(ri role, ye(eT?(,0), 15°C,We)ee(—7),u(—)BIO {si alguno de los

vectores r? es cero, el jacobiano de la multiplicacién correspondiente nose realiza

y dicha multiplicacién regresa como resultado un vector de ceros}

fré rb]e, & [re rble, beg {lr rb]e, retardado en el tiempo ¢ veces}
 

 



27

Como tltima observacién, si los elementos sobre los que se realiza el corchete de Lie

extendido son de grado polinomial cero y no cuentan con retardos, la operacién se

reduce al caso sin retardos presentada en Ja Seccién III.1.1.

III.2.2 Involutividad e integrabilidad

Para el caso con retardos los conceptos de distribucidn, aniquilador, involutividad e

integrabilidad son una extensién de sus homélogos para el caso sin retardos. Para

comenzar, se presenta la definicidn de una distribucién integrable A.

DEFINICION 7. (Califano et al., 2011a). Un submédulo no singular A localmentealrede-

 

dor de un punto x° es integrable si existen n — 37 funciones independientes A4,...,An—j

tales que el rango Sa =n-jy

x 8
OA1(x) D ke k “) oe .2, dat—p° am (x)6" = 0, le [l,n—¥],7€ [1,3] (12)

La definicién anterior, al igual que la Definicidn 4, pretende establecer la relacién

entre una distribucién A y un conjunto de vectores ortogonales a esta, los cuales son la

forma diferencial de un conjunto de funciones j,..., Ain:

Se define entonces (Califano et al., 201la) un conjunto de distribuciones A, con

k > 0 en R@*)" considerando j elementos del submédulo A de la forma ri(x,d) =

eg Fi(x)5*, con la propiedad de que P;(x, 6) == (ri(x)d*,...,7;(«)6°) = Shp Pa(x)s!

y Pjo(x) son de dimensidn j. Los campos vectoriales definidos sobre el espacio generado

por las distribuciones A, son parametrizados por z(t —k—1),...,2(t—k — 3), esto es

An= sportDOODagape! E[LI,7= 0-820. (13)

El Pseudocédigo 2 genera la distribucién A;,, acomodando cada uno de los elementos

de esta distribucién en una matriz de dimensién (k + 1)n x (kK +1)).
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Pseudocddigo 2. Distribucién Ay.
Entrada:
 

P;(x,6) j: vectores (r1(x, 5),--+ ,7;(x,6)).

k: escalar que define la k-ésima distribucién.

Salida: Matriz Ax.

1: Obtener matrices P;,(x) tal que P;(x,5) = yo Pie (x)o”

2: Agregar columnas filas de tal manera que se obtenga la matriz

 

An k-s

———

Pio(x)  Pyfx) P3.(x) 90 nt 0

O Pyo(x(-1)) +> Pye-ry(-1)) Pjs(-1)) 0

k41 0 0 ” Pi(s-2)2) Fao) ~ °

9 9 0 Pjo(x(—s)) «++ P5p—1)(%(-))

0 0 0 0 st Pip(x(—k))

k+1

3: devolver A,
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Se presenta a continuacidn otro conjunto de distribuciones mds apegadoa la solucién

del problema, donde se establece que r® = 0 para k > s, tal que s es el maximo retardo

en P(x,6). Este conjunto de distribuciones, denominado Aj, se encuentra definido en

R@+* y sus campos vectoriales estén parametrizados por «(t—k—1),...,2(t—k—s)

min(y,k) a

Ay, = spanc{ D OD)apt E(Li,y=[0,4+s]},420. (14)

La distribucién Aj, es generada por la rutina presentada en el Pseudocédigo 3. De

acuerdo a las definiciones anteriores A, € Aj,, por lo que, para generar Aj, en el

algoritmo del Pseudocdédigo 3, se utiliza A, aumentando el nimero de columnas de

A, de acuerdo a la definicién dela distribucién (14). El propésito de estos algoritmos

(pseudocddigos 2 y 3) es obtener los vectores columna definidos para las distribuciones

(13) y (14), es posible que algunos elementos columna de las matrices generadas por

dichos algoritmos sean linealmente dependientes entre si (incluso ser cero), lo que no

influyeen el resultado de ningtin algoritmo relacionado con las rutinas 2 y 3.

Sea p; = rango(A‘) localmente alrededor de un punto x°, entonces A; = span{r),1 €

[1, oJ} c RY" mientras que sus elementos dependen de las variables x4. Con-

sidérese el desarrollo en series de 7; con respecto a los parémetros x(—i— 1) localmente

alrededor del punto x°(—i — 1), que sin pérdida de generalidad se puede considerar

comoel origen, esto es

s nr

TUX) = Ti0(Xq) + SoayrialXt)La(—t — 7)
g=l a=

n

i5 3 evilt))Lo(—i — j)ag(—-i —k) +...

@,B=1 7,k=1
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Pseudocédigo 3. Distribucién Aj.
Entrada:
 

P;(x, 45): j vectores (r1(x, 6), +--+ ,73(x, 4).

k: escalar que define la k-ésima distribucién.

Salida: Matriz Aj.

1: Obtener matrices Pj,.(x) tal que P;(x, 5) = Doo Pje(x)o"

2: Agregar columnas y filas de tal manera que se obtenga la matriz

 

Ae k

—_ReeeecOO

Pyo(x) Pax) + Py5(x) 0 vs 0

0 Pyo(x(-1)) +++ Pys-yQe(-1))—-Pjs(xX(-1)) 0

ket 9 0 ” Fate) Fate2) ~ °

0 0 0 Pjo(x(—s)) +++ Pyp—1y(«(-4))

0 0 0 0 1 Pip(x(—k))

k+s4+1

{Seutiliza el algoritmo del Pseudocdédigo 2 para obtener las primeras k+1 colum-

nas}

3: devolver Aj,
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Y considérese el conjunto, posiblemente infinito, de distribuciones

Aio = span{rip,! € [1,k]}

Ain = span{ria,l€ [1,4], 9 € [1,5], a € [1, n]} (15)

Una, vez establecidas las definiciones anteriores es posible proseguir con el teorema mas

importante de este capitulo, que define condiciones necesarias y suficientes para que

una, distribucién de la forma (14) sea integrable.

TEOREMA 2. (Califano et al., 20110) Considerese el submddulo definido como A =

spanxca{ti(-, 6), -..,8p(-,6)} con ri(x, 5) = Tg tixa))s', s = max{gpol(ri(x, 6), i €

[1, j], 2} y matrices Pj (x, 4) = (r1(x)6*,... ,ry(x)8°) = hg Py(x)5! y Pjo(x) de rango

j. Sean Aj y (SSes0Aix) conjuntos asociados de distribuciones definidas (14) y (15)

respectivamente, las cuales se suponen no singulares localmente alrededor del punto

x9 = (x(E)7,..., x(t — 4)7))? con p, = rangoA) y pip = rango(Sps9Aix) (con

P_i = Pip = 0). Entonces A es integrable si y sdlo si existe un indice > tal que las

siguientes condiciones se satisfagan

(a VWkKE[LJl yqspsi+s

fr? rele, € Ai, 2 € [0,9] (16)

(0) Py — Py = 5

(c) Px,9 ~ Py-10 = 5

Este teorema es equivalente al teorema de Frobenius establecido para el caso sin

retardos en la Seccién III.1.2. Entonces, el algoritmo que se desea generar como parte
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de los objetivos de esta tesis debe de cumplir con las tres condiciones establecidas en

el Teorema 2. El Pseudocddigo 4 se encarga de revisar si las condiciones del Teorema

2 se cumplen.

Ill.3 Resumen

Se abordé, en este capitulo, el corchete de Lie como una herramienta para saber si

una distribucién es integrable. Esta herramienta ha sido de fundamental importancia

en el estudio de los sistemas no lineales. Sin embargo, en diversos resultados, como el

teorema de Frobenius, ésta no puede ser usada directamente en el caso de SNLR. En

los iltimos afios se ha desarrollado una extensién del corchete de Lie, a partir de la cual

se han establecido condiciones necesarias y suficientes para que una distribucién, cuyos

elementos dependen de estados pasados, sea integrable. Este corchete de Lie extendido

cuenta con propiedades que permiten lidiar con un numero finito de operaciones, a

pesar de la naturaleza de dimensién infinita de los SNLR. A pesar de esto, el ntimero

de operaciones necesarias es grande y de complejidad elevada. Este es el motivo porel

cual se decidié implementar dichas operaciones en algoritmos en un lenguaje de cdlculo

simbolico.
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Pseudocddigo 4. Prueba de integrabilidad de una distribucidn.

Entrada: P;(x, 6) = (r(x, 4),...,17;(x,4)): elementos dela distribucién A.

Salida: verdaderosila distribucién es integrable falso de otra forma.

1: s + grado del polinomio en 6

2: para k = 0 hasta 2s hacer

3: Aj, € resultado del algoritmo del Pseudocédigo 3 con entrada P;(x,6)

4 py,  rango de Aj,

5: fin para

a : para i:l hasta n hacer

7 para j:1 hasta n hacer

8: para q:0 hasta 2s hacer

9: para p:0 hasta q hacer

10: M © [Anintog : PODTFBinna! Lagregando a Aminip,g) el vector

columna [r?(x),19(X)]Bina t

1: si rango(M) > Pmin(p,q) eAtonces

12: devolver falso y salir del programa

13: fin si

14: fin para

15: fin para

16: fin para

17: fin para

18: devolver verdadero
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Capitulo IV

EQUIVALENCIA A UN SISTEMA
LINEAL CONTROLABLE

En este capftulo se aborda la equivalencia, mediante un cambio de coordenadas, de

un SNLR a un sistemalineal. Formalmente el problema de equivalencia a un sistema

lineal de un sistema 3 se establece como la biisqueda de un cambio de coordenadas

Z= (Xa), con dz = T(x, d)dxz y T(-) unimodular,tal que

l 1

2(t) = > Aj2(t — 7) + 5 Byult - 3),
j=l jel

que puede establecerse de forma equivalente como

dz(t) = A(d)dz + B(d)du,

donde A(6), B(6) € R"*"(5). Tomando en cuenta que este cambio de coordenadas

puede no existir, en trabajos como Califano et al. (2010, 2011a) se han establecido

condiciones necesarias y suficientes para dicha existencia. Los resultados obtenidos en

esta seccién, tanto algoritmos comoresultados tedricos, se basan en los trabajos citados

anteriormente. Dichos trabajos emplean herramientas generadas para determinar la

accesibilidad (Marquez-Martinez y Moog, 2001) y controlabilidad de sistemas con re-

tardos, conla finalidad de obtener condiciones bajo las cuales un sistema de la forma (3)

es equivalente a un sistema lineal con o sin retardo. Es por este motivo que, al escribir

el presente trabajo de tesis, se consideré pertinente incluir los temas de accesibilidad

y controlabilidad para sistemas con retardo. Se habla ademas de la interpretacién de

dichos conceptos para el caso sin retardos, a fin de relacionarlos con las herramientas
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equivalentes para los sistemas con retardo. En los temas siguientes, se presentan las

rutinas desarrolladas partiendo de los trabajos mencionados anteriormente. Se pre-

sentan, ademas, dos formas candnicas matriciales, la forma y la pre-forma de Smith

utilizados en algunos resultados obtenidos.

IV.1 Controlabilidad

IV.1.1 Caso sin retardos

En esta seccién se hablard del concepto de controlabilidad para sistemas lineales sin

retardo en el tiempo y de su interpretacién geométrica. Para comenzar se consideraré,

el sistema de la forma

x(t) = Ax(t) + Bu(?), (17)

donde x € R” es el vector de estados, A € R”*", B € R®*™ son matrices de coeficientes

y u € Resla sefial de entrada.

Definiendo como (¢, x(to), u) a la solucién completa de (17) se tiene:

p(t, x(to), u) = x(t) = e4’x(ty) + i 4-9Bu(r)dr. (18)
to

DEFINICION 8. (Wonham, 1985) El estado x es alcanzable desde x(to) si existe t, con

ty < t < 00, y si es posible construir una serial de control u que transfiera un estado

inicial x(to) @ cualquier estado final x(t), i.e. y(t, x(to),u) = x. Se denota como Ro al

conjunto de puntos alcanzables desde el punto x(tp) = 0. Este subespacio Ry C R” es

el subespacio controlable del sistema (17). Si Ro abarca la totalidad de R” se dice que

el sistema (17) es completamente controlable o simplemente, controlable.

La ecuacién (18) representa la evolucién de los estados del sistema a través del

tiempo. Para el siguiente andlisis se toma el caso u € R, y ademas sin pérdida de
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generalidad se considera al tiempo inicial tf) = 0 y el origen comoestado final, por lo

quela solucién para 0 < ¢ < ¢, esté dada por:

e1

x(t,) = 0 = e4*x(0) + [ eA—)Bu(r)dr. (19)
0

Después de algunas consideraciones algebraicas (Ogata, 2003) que involucran el teorema

de Cayley-Hamilton se obtiene

i ao(r)u(r)dr

i ay(r)u(r)dr

0=x(0)+[B AB -:. A™-1B] : (20)

i Oni (T)u(r)dr

de donde se deduce que el sistema seré completamente controlable si la matriz de

dimensién n x n

Ry =(B AB --- A"B] (21)

es de rango igual a n, o en otras palabras que los vectores B, AB,--- , AB sean

linealmente independientes. R, es conocida como matriz de controlabilidad. Este

resultado se extiende al caso en el que u € R™. En este caso, R, es de dimensién

nx nm. la controlabilidad es completa si es de rango n o en otras palabras que esté

formada por n vectores independientes.

Los siguientes ejemplos tienen comofinalidad ilustrar la definicién anterior.

EJEMPLO 7. Sea el sistema:

dy(t) = x3(t)

do(t) = 3ar(t)

s(t) = 2a3(t) + u(t)
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que puede representarse también como

0901 0

XQ=13 0 o]x+ lolx,

00 2 1

cuya matriz de controlabilidad es:

001

Ra=11 0 2

13 4

que es de rango completo, por lo que el sistema cumple con la condicién de controlabi-

lidad completa. Esto quiere decir que, sin importar el valor de las condiciones iniciales

x(0), serd posible construir una ley de control que leve al sistema a otro estado x(é1)

en un tiempo finito t,.

EJEMPLO 8. Sea el sistema:

0 0 -l 1

La matriz de controlabilidad es la siguiente:

00 0

Ri=|]0 1 -1

1-1 1

Las dos columnas de la derecha son linealmente dependientes, por lo que el sistema no

es completamente controlable.

La Figura 3 representa la evolucién en el tiempo del sistema del Ejemplo 8 con una

entrada de control u = 1.4%9 y condiciones iniciales x1(0) = 0, x9(0) = 4y23(0) = 4.5.
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Figura 3. Sistema no controlable.

La entrada de control fue propuesta para llevar al sistema al estado +1 = 0, v2 = 0, 23 =

0, sin embargo, si 1;(0) 4 0 el punto (0, 0,0) es imposible de alcanzar sin importar la

ley de control que se imponga. Esto es, porqueel espacio de soluciones del sistema esté

“confinado” a la superficie del hiperplano x2, vg con x; una constante (la condicién

inicial) para todo tiempo ¢.

IV.1.2 Caso con retardos

Enel caso de sistemas lineales con retardo, la controlabilidad no tiene una interpretacién

geométrica como la vista para el caso sin retardos. Sin embargo, existen herramientas

equivalentes a las presentadas en la seccién anterior. Considérese la siguiente repre-

sentacién general en espacio de estados de los sistemas de control lineales con retardos
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en el tiempo:

x(t) =} Aix(t- i) + SO Byatt - 9), (22)
4=0 j=0

donde x(t) € R” es el vector de estados, u(t) € R™ es el vector de entradas, A; € R’*"

y B € R™*™ coni = 1,..,8 y j = 1,...,8. Utilizando el operador retardo es posible

escribir (22) de la siguiente forma:

X(t) = A(d)x(Z) + B)ud), (23)

para el cual la matriz de controlabilidad esta dada por:

Rp = [B(8) A(6)B(8) A(S)°B(6) ... A(S)"B(6)]- (24)

Cuando se habla exclusivamente de los sistemas lineales, los elementos que forman a

las matrices A(d) y B(6) son parte de un anillo conmutativo y ya que el teorema de

Cayley-Hamilton también es vdlido para este caso (Conte y Perdon, 2000) la ecuacién

(24) indica cudndo es posible alcanzar todos los estados construyendo una, sefial de

entrada en un periodo de tiempo typ <t < fy.

DEFINICION 9. Sea la ecuacién (23) la representacién de un sistema lineal con retardos

con coeficientes en R(6]. Se dice que este sistema es:

e Débilmente controlable si la dimensién de la imagen de R, es igual a la dimension

de R™*"(4].

e Fuertemente controlable si la imagen de R, es igual a R"™"(4].

La controlabilidad débil ocurre cuandola matriz R, de la ecuacién (24) es de rango

completo. Por otro lado, Ja condicién de controlabilidad fuerte requiere la condicién,

mas exigente, de que 2, sea unimodular.
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EJEMPLO 9. Considérese el siguiente sistema, cuya dindmica de estado esté dada por

Z(t) = u(t — 1) = du(t).

Su matriz de controlabilidad es Ry = (5) con una matriz inversa Rz* = (4) ¢ K(4). Ry}

no pertenece a R°*"(4] pero es de rango completo por lo que el sistema es débilmente

controlable.

EJEMPLO 10. Dado el sistema

i1(t) 0 1)\ fx,(t) . 1

cuya matriz de controlabilidad es

1 6
Ry =

6 +1

cuya inversa es

&+1 —6

—6 1

pertenece a R"*"(6], por lo que el sistema es fuertemente controlable.

IV.2 Accesibilidad

IV.2.1 Sin retardos

En los sistemas nolineales la nocidén de controlabilidad no es una propiedad estructural

como en el caso de los sistemas lineales, en los que se tienen subespacios controlables

y no controlables. A continuacién se muestran tres definiciones (Conte et al., 2007)

para sistemas nolineales, entre las que se encuentra una generalizacién del concepto de
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controlabilidad visto anteriormente. Se consideraran los sistemas nolineales sin salida

de la forma

xX = f(x) +. g(x)u, (25)

donde x € R®,u € R™ y f(x), g(x) EK

DEFINICION 10. (Alcanzabilidad). Para un sistema nolineal de la forma (25), el estado

x, se dice alcanzable desde el estado Xo si existe un tiempo finito ty y una funcion

u(é) : (0, t1] 3 R™ tal que x(xo, u,ti) = x1.

DEFINICION 11. (Controlabilidad). Un sistema no lineal de la forma (25) se dice

controlable en Xo si existe una vecindad V de xo, tal que cualquier estado en V sea

alcanzable.

DEFINICION 12. (Accesibilidad). Un sistema no lineal de la forma (25) se dice accesible

en Xq st el conjunto de puntos alcanzables desde xp contiene un subconjunto abierto de

R”.

Para ilustrar estas definiciones supdéngase el sistema (Conte etal., 2007)

dit) = 23(t) (26)

Zo(t) = u(t) :

En la Figura 4 (Garate-Garcfa, 2006) se ilustra el comportamiento del sistema (26).

La area sombreada de la Figura 4(a) muestra el conjunto de puntos alcanzables del

espacio de estados del sistema (26), que consta de los puntos del semiplano a la derecha

de X9. Este sistema no es controlable debido a que, sin importar cuan pequefia sea la,

vecindad V, no es posible alcanzar los puntos a la izquierda de x9, comoseilustra en

la Figura 4(b). Por otro lado, los puntos a la derecha de la recta que divide al espacio

de estados en dos semiplanos forman un conjunto abierto (Figura 4(c)) en R?, lo que

satisface la Definicién 12 de accesibilidad.
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x2

 

 

(a) (b) (c)

Figura 4. Relacién entre controlabilidad y accesibilidad con alcanzabilidad.

IV.2.2 Con retardos

Las definiciones y resultados (Conte et al., 2007; Marquez-Martinez y Moog, 2001) que

se presentan a continuacién permiten saber de una manera formal cudndo un sistema

es accesible o no.

DEFINICION 13. Se dice que una uno-forma w en X = spanx{dz;,i =1,...,n} es un

elemento auténomo del sistema (3) si existe un entero v y coeficientes a; € K, para

t=1,...,u, tales que

aqwt...taw=0.

DEFINICION 14. Se dice que una funcién vy es auténomasi dy es un elemento auténomo

para el sistema (3).

DEFINICION 15. El grado relativo r de una uno-forma w € X esté dado por

r=min{k EN | spanc{w,...,w”} ¢ 2}. (27)

DEFINICION 16. Se dice que un sistema de la forma (3) es accesible si no existe ninguna

funcién auténoma $(p*, y*-},...,~, p) = 0.
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PROPOSICION 1. (Conte et al., 2007) Una uno-forma w € X es un elemento auténomo

si y sdlo si tiene un grado relativo infinito.

Elgradorelativo de una funcién es una forma de medir la dependencia del estado con

respecto a la entrada de control u, y en consecuencia, es un indicador de su autonomfa.

Se define entonces unafiltracién del espacio € (Seccién 11.3.1), dada por una secuen-

cia de subespacios {#,} C E tal que cada Hy es el conjunto de todas las uno-formas

que cuentan con grado relativo al menos k. Dicha secuencia esté definida como

Ho = spanx{de, du}

Hy = {w © Hy-1 lwe Hj5-1}

que es una secuencia descendiente que converge a H.. donde € D Ho D Hi D He D

..» D Ho. La accesibilidad de un sistema implica que no tiene elementos auténomos

lo cual es equivalente a que H. = 0

Una manera alterna de sabersi un sistema de la forma (3) es accesible, es obteniendo

los Hamados submédulos de accesibilidad, definidos como

Ri = spans{i(Xa, 5), -- «SCXfo], Wj}, 5)} (28)

con los generadores de submdédulos g; definidos recursivamente de la siguiente forma

81(Xs; 6) 4 g(XI5); ro)

Be(Xo], Ups] 6) = Fo, Ups], 5) Se—1(Xfp], We] 5) — Sea (Xfa]> Ups}. 4)

ya que Hz = [gi,--.-,8x-1]+ tal como se indica en Marquez-Martinez y Moog (2001).

La siguiente proposicién es un indicador de que la secuencia de submédulos converge.

PROPOSICION 2. (Califano et al., 20114). Si gia € Ri entonces Vj > 1, se tiene que

Bits © Ri.
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Se llama matriz de accesibilidad a:

Ry) = (21 (Xs, 6), --- SaCXpps Wyss 6))- (29)

La condicién de accesibilidad est4 dada a continuacién.

LEMA 2. (Mdérquez-Martinez y Moog, 2001). El sistema (3) es accesible si y sdlo si

cualquiera de las condiciones siguientes se satisface:

(t) Heo = 0.

(i) {g1,.-., 8a)" = 0.

(it) rangoxys|(Rn) = n (por filas).

De acuerdo a lo anterior se ha generado el algoritmo mostrado en el Pseudocédigo

5, el cual calcula la matriz de accesibilidad y el elemento g,41, esto, tomando en cuenta

la Proposicién 2.

Enel caso delos sistemas lineales con retardo en el tiempo,la matriz de accesibilidad

(29) se reduce a la matriz de controlabilidad (24), esto es

(B(6) AB(6) --» A”B(S)) = (g1 (Xp, 4), ---, Sa(Xo], Wig, 4): (30)

Se finalizaré esta seccién presentado un resultado importante (Califanoet al., 2011a),

que habla acerca de la transformacidn de los elementos de los médulos de accesibilidad

de la forma diferencial de un cambio de coordenadas.

LEMA 3. (Califano et al., 2011a). Bajo un cambio de coordenadas z = ¢(Xq), con

dz = T(x{q,6)dx los elementos de los médulos de accesibilidad &;(-) son transformados

como

& (2, XI. 4) = [T%iq, 5)8 (Xjo}, Us O)xpgeo-4@)s Ll<j<n.
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Pseudocédigo 5. Submoddulos de accesibilidad.

Entrada: dz = f(xj.,6) + 9(x{4, d)u(t) donde x € R” y u € R™.

Salida:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

Ry: matriz de dimensién n x n.

Sai: vector de n elementos.

> fn &(x5, 5)

¢ <0 {ntimero de columnas de la matriz R, (se inicia en cero)}

p <0 {rango del vector g, (se inicia en cero)}

: mientras ¢ < n hacer

p< rango(&n)

R,-temp < primera columna de gp

mientras rango(Rn-temp) < p hacer

Be2

si columna 8 de g, es linealmente independiente de las columnas

de R,,temp entonces

R,-temp « columna @ de g, agregada a la derecha de R,-temp

fin si

fin mientras

R, < [Rn : Rntemp| {agregando a R,, las columnas de R,temp}

Sn  F(XIg, 5)En — En

fin mientras

devolver Ry, gp {La Ultima corrida del ciclo principal guarda en g, el submodulo

Snti}
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COROLARIO 1. (Califano et al., 20110). Bajo un cambio de coordenadas bicausal z =

$(Xq), se tiene que

Ry = spans {Br (xq); «+» Si(Xfg], U, d)} = Ri = spans {Bi (Xp), --- Be(Xo, U, 6) }-

IV.3 Equivalencia a un sistema lineal con retardos

débilmente controlable

Supdongase que se desea hacer un cambio de coordenadas y(z) de un sistema nolineal

con retardos a uno lineal sin retardos, de acuerdo al Lema 3 y a la igualdad (30) la

transformacién de cada elemento esté dada por

a= BOs) = T(x, 6)g1 (x, u, Jcmp-1(2)>

&2 = A()B(S) = [T(x, é)ga(x, u, 6)]x2y-1(2);

Bn = A(6)"1B(S) = (T(x, 4)eal, u, 8)xap-1@)-

Porlo que la matriz de controlabilidad del sistema lineal es

{B(6), A(5)B(S), ee Art (6)B(6)| = (T(x, 6)[gi (x, a, 6), tee nlx, u, 5)\\x=p-1(@)

y la matriz de accesibilidad del sistema nolineal es

[gi(x, u,4),..-,8n(x,u,5)] = (P(x, 6)][B(6), AO)BOS), ..., A7OBO),

= T(x,6)1Q(6).
(31)

El siguiente teorema indica las condiciones necesarias y suficientes para la equivalencia

a un sistemalineal con retardos
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TEOREMA3. (Califano et al., 2011a) Un sistema de la forma (3) es equivalente, bajo un

cambio de coordenadas bicausal, a un sistema lineal con retardos controlable débilmente

si y sdlo si existe una matriz unimodular T-1(x,5) y una matriz de rango completo

Q(6) tal que:

() paral <i<n, el vector g; es independiente de u, es decir g;(-) = g(x, 6).

(tt) Raw) = (G1, 6), .--, Bax, 9)) = T(x, J)Q(4).

(itt) Sati € sparn(s){Sn41,---,Sn4i(x, O)}, esto es Sasa = Ena(X, 5) = TE, w(x,de;(6).

(iv) Denotando por 3 < ns el retardo mdzimo en R,(x), Vz € X%, parai,7 € [1,n] y

r <6 € (0, 23], la siguiente relacién se satisface:

[ef (), ef (*))m, = 0

con gi(x, 6) = g(x) + eh (x)d +... + gt(x)d*.

El objetivo de esta seccién es desarrollar algoritmos que permitan sabersi las condi-

ciones del Teorema 3 se cumplen. Se comenzaré, describiendo el algoritmo generado para

el punto (i) del citado teorema, el cual requiere que los elementos de los submédulos

de accesibilidad g,(-) para i = 1,...m sean independientes de la variable de control

u(t). Esta condicién es necesaria ya que la matriz de controlabilidad de un sistema

lineal (B(5), A(5) B(6),--- , A"-4(6) B(6)) no dependede la variable u(t). El algoritmo

generado se presenta en el Pseudocddigo 6.

Gracias a la flexibilidad que presenta Maxima en el manejo delistas de objetos, la

cantidad de lfneas de cédigo requeridas para la implementacién del Pseudocddigo 6 es

pequefia y se decidié no generar un mddulo independiente en el programa SAC.
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Pseudocddigo 6. Identificando la dependencia de la variable de control.

Entrada:

RC, 2,5): matriz de accesibilidad.

z,u: variables de estado y de control, respectivamente.

Salida: verdadero si R, depende de u(t) y falso en caso contrario.

1: v + vector de variables que conforman a R,,(-, x, 6)

t
N : si algtin elemento de vy = u(t) entonces

3: devolver falso

4: si no

5: devolver verdadero

6: fin si
 

El algoritmo generado para inciso (i¢) del Teorema 3 no es tan directo como el

obtenido para, el inciso (7) y para su comprensién se requieren algunos conceptos tedricos

adicionales. Estos conceptos se presentan en la siguiente seccién.

IV.3.1 Forma de Smith y pre-forma de Smith

En esta seccién se hablard de dos formas candénicas de gran importancia para este

trabajo de tesis. La primera es la forma canénica de Smith cuya representacidn es la

que sigue

ai(é) OO ... O O 0

0 ao(d) ... 0 0 0

: : ™ : : 0

S=] 0 0... ap(6) 0 0 (82)

0 0 vee 0 0 0

0 0 tee 0 0 0

Donde a;(5) son polinomios con indeterminada4.
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DEFINICION 17. (Gantmacher, 1964). Una matriz polinomial rectangular es Uamada

matriz canénica diagonal (o forma de Smith) si se encuentra en la forma (32), donde

a) los polinomios a,(5), coni=1,...,n, son diferentes de cero,

b) cada polinomio a;(6), cont = 2,...,n, es divisible por su predecesor.

Toda matriz A(6), puede llevarse a esta forma mediante las siguientes operaciones

elementales:

i) Multiplicacién de unafila (columna) por un elemento de K.

ii) Suma de una fila (columna) con el producto deotrafila (columna) y un elemento

de K.

iii) Intercambio de unafila (columna) por otra.

Estas operaciones elementales son equivalentes al producto por la izquierda (derecha)

de A(6) con las llamadas matrices elementales, definidas como

1 0 tee tee 0 1 0 0... 0 0

0 ms 0 : 0 1 0... b(xIq,6) 0

ij) A= e(x.}) , fi) By= 0 ’

0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

(33)

1 90 0

0 0 1
1

iii) £3 =

1
1 O 0

Oo... ou... sae 0 1

Estas matrices son unimodulares de dimensiones apropiadas.
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DEFINICION 18, Dos matrices A(X{3, 6), B(xi4,5) son lamadas equivalentes si

B(xg, 6) = Py (Xf, 6) ve Ps (Xt, 5)A(xjy,5)Q1 (x{., 6) te Qi (Ia; 6)

= P(Xpq, A(XIq, JOR, 4)

donde P,(xt., 5), Q;(Xp,6) € K°*"(6], con j = 1,...,. yt = 1,...,k, son matrices

elementales, y P(X{s,5) = Pa(x[q, 6) +++ Pe(Xtq,5) y Oxy, 6) = Q1Xq, 4) + Qa(Iq), 6)

son unimodulares.

En anillos conmutativos, como en el caso de IR(6), siempre es posible llegar a esta

forma. Sin embargo, si sus elementos pertenecen a un anillo no conmutativo, como

K(6], esto no siempre esfactible.. Para ilustrar esta situacién, se presenta el siguiente

ejemplo.

EJEMPLO 11. Supdngase la matriz

1 %(t)d

A(Xjs},6) = ,

an)

Es posible llevar a la matriz A a la forma canénica de dos formas

6 0 6 za(t)d 1 —xe{t +1)

S(xIg, 5) = = A(X, 4)Q(xq, 6) =
0 & 0 & 0 1

—ao(t)4 6 L(t)6

= P(xjq,6)AX, 6) = °
Q 1 0 &

Pero P(-) contiene elementos que no estén en K(5] y Q(-) no es causal, por lo que,

ninguna de estas dos matrices puede ser usada.
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Este tipo de ejemplos motivaron a la definicién de la llamada pre-forma de Smith

(Garate-Garcia, 2006). Esta, es una matriz con la siguiente estructura

@11(2;6), 6) o12(a75], 6) see 1m (215), 4) 0 0

0 evga (251.5) see Gam(XI315 5) 0 0

: : . : : 0

S= 0 0 Lis Omm(@q},5) 0 0 (34)
0 0 wee 0 0 0

0 0 vee 0 0... 0

Donde ag(xj,6) € K(6] cont = 1,...n, 7 = 1,...m. En Garate-Garcfa, (2006) se

pueden encontrar algoritmos para obtener las matrices S(x,., 5), 5(x15,45), P(x1q) 6) y

Q.

El algoritmo propuesto en Garate-Garcfa (2006) sugiere encontrar a la matriz $

realizando multiplicaciones por la, derecha con matrices elementales que no dependen

de x, es decir Q, y por la izquierda con matrices P(x, 5) € K(6], esto, hasta llegar a

una matriz como la que se encuentra en (34). Esto es,

S(xj5),5) = P(xjq, 9)ACs, 5)Q (35)

donde P(x,.,6) y Q se obtienen a partir de matrices elementales.

IV.3.2 Segunda condicién del Teorema 3 y aportacién tedrica

Enel inciso (i) del Teorema 3 se busca que Ra(x[q,5) = (81 (Xs) 9), +++ Sa(Xq,9)) =

T(xj, 6)Q(6), donde T(x, 5) es una matriz unimodular y Q(6) una matriz de rango

completo. Una forma de saber si esta condicién se cumple,utilizando la forma de Smith,

se ilustra en el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 12. Considérese la dindmica siguiente

a(t) = Za(t _ 1) + ay(tjult _ 1),

Zo(t) = u(t).

La matriz de accesibilidad de este sistema es

6 6- t-—1)6
Ra(xy,d) = | mew)

1 0

Utilizando lo visto en la seccidn anterior

P(X1q; 6) Rn(X[3,6)Q = S(-, 6) =

0 1 ai(t)6 6—a,(t-1)6\ (1 0 1 0
L ()6

~~ ae (E-1)—1 SEeDo 1 0 01 06

Ahora, cambiando el nombre de la matriz P aT y multiplicando por la izquierda en

ambos lados por su inversa T—1, y tomando en cuenta que Q =I, se tiene

Ra(Xts, 6) = T(Xe, dS, 6) =

x1 (t) 6 6~-~22(¢-1) 6 x1 (t) 6 1-22 (t—-1) 1 0

1 0 1 0 06

Con lo que se muestra que la matriz de accesibilidad es equivalente al producto de dos

matrices: T-1 (que es unimodular por construccién) y S (que es de rango completo y

que no depende de x).

Sin embargo, de la seccién anterior, se sabe que existen matrices que no son equiv-

alentes a la forma de Smith. Es necesario entonces, usar de apoyo a la pre-forma de

Smith utilizando el algoritmo dado en (Garate-Garcfa, 2006), asf es posible obtener

P(Xtg, 5) Rn(Xtq5 5)Q = SC).
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Tras un poco de dlgebra y cambiando de nombre las matrices, se obtiene

Ra(xjy,5) = P(x,6)7 §()Q7. 36(x14,4) (x14) SC)Q (36)

= T(x,6)7* QC)

Se sabe, por construccién, que P(x;J,5) es unimodular, asf comolo pideel inciso

(it) del Teorema 3, y que ademds Q7! es unimodular (por el mismo motive que P) y

que no depende de x, por lo tanto, si $(-) es de rango completo y no depende de x

dicha condicién se satisface.

En Garate-Garcfa (2006) se presentaron ejemplos para los cuales su definicién de pre-

forma de Smith es suficiente para determinarsi el inciso (ii) del Teorema3 se satisface.

Sin embargo, durante este trabajo de tesis, se generaron contraejemplos que demuestran

que dicha definicién no es suficiente para sabersi la condicién establecida por el inciso

(tt) del Teorema 3 se satisface, tal como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 13. Supdngase la siguiente matriz de controlabilidad

1 Qao(t— 2)+65

0 &

Esta matriz ya se encuentra en la pre-forma de Smith por lo que el algoritmo propuesto

en Garate-Garcta (2006) regresa como resultado

_ 1 0\ {1 2x(t-2)6?+6)\ [1 0 -
PRAQ() = =S5=R,.

0 1} \o & 04

De acuerdo a (36), esta matriz no cumple con las condiciones del inciso (i) del Teorema

3. Sin embargo, existe una matriz elemental que multiplicada por la izquierda de R, da

como resultado

0 1 —2eo(t—2)\ [1 Qao(t— 2)6? +6 1 6

0 1 0 & 0 &
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Esto es

-1

1 2ae(t -2)8? +6 1 —2x2(t — 2) 16

0 & 0 1 0 &

que st satisface el inciso (ii) Teorema 8.

Debido a ejemplos como el anterior, se determindé que era necesario modificar la

definicién de pre-forma de Smith.

DEFINICION 19. Se dice que una matriz se encuentra en la pre-forma de Smith S(-, 6)

si cuenta con la siguiente estructura:

1. Tiene la forma (34).

2. Los elementos que forman a la diagonal principal son polinomios ménicos, esto

es, su coeficiente principal es 1.

3. El grado de los polinomios no nulos que se encuentran en la diagonal principal es

mayor al de cualquier otro elemento de la columna a la que pertenecen. Esto es,

tomando en cuenta a la matriz que aparece en (34), gpol(aiz(6)) > gpol(a,:(d))

coni,j € [l,m] yj <i.

El siguiente resultado da una idea de la estructura de las matrices elementales con

las que se puedellegar a la pre-forma de Smith.

TEOREMA 4. Cualquier matriz Q(6) € R"%"(5) de rango pleno, puede ser Uevada a la

pre-forma de Smith por medio de la multiplicacién de matrices elementalesa la izquierda

y matrices de intercambio de columnas a la derecha.
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Prueba. Por el Teorema 1 de (Gantmacher (1964), p. 135) toda matriz polinomial

cuadrada puede ser llevada a la forma

a3(5) ai2(6) a13(5) --. ain(4)

0 a2(4) 93 (6) eee @2n,(6)

0 0 a33 (5) wee a3n(6) (37)

0 0 0... Gan (6)

donde gpol(as(6)) > gpol(ag(6)) para k < i, mediante operaciones por la izquierda.

Ahora, suponiendo que gpol(ai(5)) > gpol(a;;(6)) con ¢ < j entonces dichos elementos

pueden ser intercambiados, por medio de la pre y post multiplicacién por una matriz

de intercambio apropiada (de la forma £3). Repitiendo el proceso inicial, se puede

llevar nuevamente a la forma (37), teniendo ahora que gpol(a:;(5)) < gpol{a,;(5)). Se

continua este proceso hasta llegar a la pre-forma de Smith. a

Unalgoritmo para obtener las matrices 5(xj., 6), P(x, 6) y Q € R"™”, bajo esta

nueva definicién y tomando en cuenta el Teorema 4, se muestra en el Pseudocédigo

7. Se denotard a la matriz en la pre-forma de Smith obtenida de este algoritmo como

&(-,6), por lo que, si 5(-,) es de rango completo y no depende de x(t)el requisito (#2)

se cumple.

TEOREMA 5. Sea Ry{xj3,6) € K™*™(5]. Existen matrices unimodulares T—' (xy, 5) €

Kx" (6), Q(5) € R™™"(5) tales que

R,(X{3}; 6) = Tx, 6)Q(5) (38)

si y sélo si la pre-forma de Smith de Ra(xj.,5) pertenece a R™(6).

Prueba. Parala suficiencia, sea R, = PQ, calculada con el Algoritmo 7, donde

§ es la pre-forma de Smith, de acuerdo a dicho algoritmo Q € RR", dado quesélo se

 



56

 

Pseudocddigo 7. Pre-forma de Smith.

Entrada: M(.,d) € K"™(6): matriz.

Salida:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

S(-,6), P(-,6), Q: matrices que pertenecen a K"*™(d] tales que PMQ = S con P

y Q creadas a partir de la multiplicacién de matrices elementales.

Obtener matrices P, Q, 5 tal que PMQ = 5 {donde § se encuentra en la forma

de la ecuacién (34)}

Eel mel

: para j = 2 hasta n hacer

para i= 1 hasta j — 1 hacer

¢ + resultado del algoritmo de Euclides entre aj; y aij donde aj = cajj +r

(fila i de 5)  ex(fila j de $)+ (fila i de S)

Ey, < FE, agregando c en la posicién 77

fin para

fin para

para i = 1 hasta n hacer

+ coeficiente principal de ax

Se 5*(fila é de 5)

Ey $*(fila ide Es)

fin para

devolver P + E,.E,P, 8,Q<-—Q
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hacen operaciones de intercambio de columnas por la derecha, entonces se tiene (38)

con T-1(xj4,6) = Py Q(6) = $Q.

Para la necesidad, suponga que se cumple (38) y que

S ¢ R™"(5) (39)

por el Teorema 4, R, = T(x, 5)PSQ con @ € R™”, § € R®*"(6) es la pre-forma de

Smith de Q(5) y P € R®*"(6) es unimodular. Sin embargo, 9 también es la pre-forma

de Smith de R,, dado que R, = (T+ (x14, 5)P)SQ lo cual es una contradiccién con

(39). a

IV.3.3 Tercera condicién del Teorema 3

La condicién (dit) del Teorema 3, pide que el elemento gps sea parte del mddulo

generado por los elementos columna gj,...,8n, asf,

Sat == gnii(X[s]> j= > £i(x{s]> 5)ei(6). (40)

Esta condicién esté directamente relacionada con la Proposicién 2 (pagina 43), ya que,si

En+1 pertenece al médulo generado porlos elementos columnade la matriz Rp, también

Ente con k = 2,3,... pertenecen a él.

Es necesario hacer notar que la multiplicacién de los coeficientes ¢;(5) se realiza por

la derecha, recordandoasi que g;(x{5, d)c:(6) # ¢:(5)gi(x4, 5), por lo que el orden en el

que se realizan los cdlculos debe ser respetado.

Ahora, es posible reescribir (40) como

e1(9)

Sn+1 (Xo, 6) = (gi (x14, 5), sey Sn(Xs}; 6)) : = RalXig; 6)e(6). (41)

Cn(4)
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Ya que el inciso (ii) del Teorema 3 es una condicién necesaria se tiene que

Enti (Xa, 5) = TO" (xj, 6)Q(5)e(6),

T(xq, )Sn41(X3,6) = O(6)e(6).

De acuerdo a esto y tomando en cuenta que una matriz polinomialarbitraria en R®*"(d),

en este caso Q(6), siempre puedeser llevada a la forma de Smith, entonces

T(Xo, 5)Sn+1 (Xo, 5) = P()S(5)Q(4)e(5)

donde P(5) y Q(6) son matrices unimodulares y 5(6) es la forma de Smith de Q(6).

Definiendo Q(5)c(6) = &, la ecuacién anterior puede formularse como

P*(5)T(x5, 5)SaviXs 4) = S(5)E(S) (42)

dondeel producto P~"(5)T'(x{4, 5)8n41(X[,5) da como resultado un vector columna, y

§(6) se encuentra en la forma de Smith de la Definicién 17. Asi la igualdad (42) cuenta

con la estructura

By an(é) 0 .. .. 0 &(6)

0 0

By = 045 (8) : 2;(8) - (43)

: 0 “0

Br 0 oe 0 enn(8)) \en(s)

TEOREMA 6. Supdngase los submédulos Ra = (g1(Xpj,4),.--, Sn(Xq, 9)) € KS]

Y Sn41(Xjq,5) € K°(5] obtenidos a través del algoritmo que se encuentra en el Pseu-

docédigo 5, y que ademds existen matrices T(x[4,6) € K*"(6], unimodular, y Q(6) €

R"*" (6), de rango completo, tales que

Ry = T~*(x{a), 6)Q(5) = T™(xq), 8) P(5)S(8)Q(8) (44)

 



59

donde P(6) y Q(5) son matrices unimodulares y S(5) es la forma de Smith de Q(6),

esto es, se cumple el inciso (ti) del Teorema 3. Entonces,

Bn+1 (Xe, 6) = > Bile, 5)eu(5)
i=1

se cumple si y sélo si para 43 los elementos 8, son divisibles sin residuo entre los

elementos a(5), respectivamente parai=1,...,n.

Prueba. Tomando comobasea (43) se tiene que 8; = au(5); por lo quela divisién

euclidea definida por 6; = ay(6)e+r tiene como residuo r = 0. a

Para implementar el teorema en un algoritmo, es necesario saber si los elementos de la

matriz @Q(6) pertenecen a R*"(65), el Pseudocddigo 8 revisa esta condicién.

El algoritmo en el Pseudocddigo 9 revisa la condicién establecida por el Teorema 6,

lo que permite saber si el inciso (sii) del Teorema 3 se satisface.

IV.3.4 Cuarta condicién del Teorema 3

La condicién (iv) del Teorema3 pide la aplicacién del corchete de Lie extendido entre

todos los vectores que conforman a la matriz R,, esto debido al Teorema 2 el cual

indica si la distribucién que conforma a R, es integrable. Esta condicidén va un poco

més lejos, al pedir que el resultado de la operacidn sea cero y no sélo un elemento del

médulo generado porla distribucién, esto es porque el corchete de Lie extendido de los

elementos de la distribucién formada por una matriz de controlabilidad siempre da este

resultado.

El cédigo generado es muy directo y consta de un algoritmoiterativo que se muestra

en el Pseudocédigo 10. Si al realizar la operacidn del corchete de Lie extendido, el

resultado es un vector diferente de cero, el algoritmo indica que la condicién no se
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Pseudocdédigo 8. Pertenencia de los coeficientes de un polinomio a los nimerosreales.

Entrada:

M(.,6): puede ser una matriz polinomial, un polinomio escalar o unalista.

6: variable.

Salida: verdaderosi los coeficientes de M(-,4) son reales o falso en caso contrario.

1: M; + coef(M(-,6)) {coeficientes con respecto a la variable 6 ie. M(-,5) =

to Mid" }

2: para i = 0 hasta s hacer

3: si real(M;) = M; entonces

4: devolver verdadero {esto es, que la parte real de M; sea igual a M;}

5 sino

6: devolver falso

7: fin si

8: fin para
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Pseudocédigo 9. Pertenencia al médulo generado por R,, sobre un anillo polinomial.

Entrada:

R, € K"*"(6)]: matriz {compuesta por los submdédulos de accesibilidad

(Gi (te 6)s ++Bn6)) € ™(6]}.
En+i(Xq,6) € K"(d]: vector {submédulo (n+1)-éstmo}.

Salida: verdadero si gn4i(X}3,6) € spanas){gi(x, 6),..-8n(x,6)} 0 falso en caso

contrario.

i: T-!, §, @ & pre-forma de Smith Algoritmo 7

2: B + resultado del Algoritmo 8

3: si 8 = falso entonces

4: desplegar “La preforma de Smith depende de xj,\”

5: devolver falso

6: fin si

7: P, S, Q < forma de Smith {Algoritmo incluido en SAC}

8: parai: 1 hasta n hacer

9: r « algoritmo de euclides tal que 6; = age +r donde £,; es un elemento de

PTgns1 ¥ wy un elemento de la diagonal principal de S

10: sir 40 entonces

11: devolver falso

12: fin si

13: fin para

14: devolver verdadero
 

 



62

cumple. Si por el contrario el resultado de todas las operaciones es cero, el algoritmo

indica que sf se satisface.

IV.3.5 Algoritmo general

Parafinalizar esta seccidn, el Pseudocdédigo 11 (pagina 65) muestra el algoritmo disefiado

para, comprobar si el Teorema 3 se satisface. Este, utiliza los algoritmos vistos hasta

ahora en este capitulo. El siguiente ejemplo, ilustra la manera en que este algoritmo

funciona.

EJEMPLO 14. Considérese la dindmica siguiente

ti(t) = a(t) +23(t— 1) + u(t),

Lo(t) = xi(t) _ 2xo(t _ QHas(t _ 1) _ 2x2 (t _ 3)aa(t _- 1),

&g(t) = x(t 1)+ 23(t — 2).

Su matriz de accesibilidad esté dada por

10 1 0

Rs = [91 (Xo, 9), Gaps}, 9), 93(X1,5)] = 0 1 —2Qx—(f—-1)6?], ga(Xy,6) = 1

0 0 6 0

que no depende de la variable de entrada u, por lo que cumple con el inciso (i) del

Teorema 3. Se observa que R3 ya se encuentra en la pre-forma de Smith definida en

Garate-Garcta (2006). De acuerdo al Teorema 5 es posible saber si se cumple con el

inciso (ti} del Teorema 3. Utilizando el algoritmo descrito en el Pseudocédigo 7 se tiene

1 0 0 101

Rg =T*(xjg,6)Q(6) = 0 1 —2e3(t-1)6] [0 1 0

0 0 1 006
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Pseudocdédigo 10. Algoritmo del corchete de Lie extendido.

Entrada:

R, € K™"(6]: matriz con los submédulos a los que se aplicara el corchete de Lie

extendido.

x € R*: vector de estados.

Salida: falso si alguna de las operaciones realizadas del corchete de Lie extendido es

diferente de cero y verdadero en caso contrario.

1: s < grado del polinomio en 6

2: parai: 1 hasta n hacer

3: para j:1] hasta n hacer

4: para k:1 hasta 2s hacer

5: parar: 1 hasta k hacer

6: si [g7(x), e(x)Jz,, # 0 € RO)" entonces

7: devolver falso

8: salir del programa

9: fin si

10: fin para

ll: fin para

12: fin para

13: fin para

14: devolver verdadero

15: salir del programa
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donde T~'(x;,, 6) es unimodular y Q(5) no depende de x, por lo que, se cumple el inciso

(a) del Teorema 3. El inciso (iti) se cumple ya que ga es linealmente dependiente de

&2, esto se verifica utilizando el algoritmo del Pseudocédigo 8. Con elfin de revisar el

inciso (iv) del Teorema 8, se realiza el corchete de Lie extendido (9 (x), 97 (x)x; con

5= 2, 1,9 € [1,3] yr <k & [0,4] de

 

o _ 8 Oo _ a 0 a

1 Gat)’ 8 > dal) 8 > dep
a a1 _ 2 _ ~ —

3 = dxa(t _ 1) 93 2za(t eer _ 2) .

Se puede verificar, utilizando el Algoritmo 10, que estas operaciones dan como resultado

cero, por lo que la matriz T~* (xj.,5) define un cambio de coordenadas

1 0 0

dz=10 1 Qag(t—1)6 dz

0 0 1

definide como

A= zi(t),

2 = xo(t) + 23(t — 1),

3° as(t),

que leva al sistema equivalente lineal:

aA = Z(t) + u(t),

4% = a(t),

43 = zolt _ 1).
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Pseudocddigo 11. Equivalencia con un sistema lineal con retardos débilmente con-

trolable.
Entrada: dx = f(xj)q,6) + 9(x17,5)u(t), donde x € R® y ue R™.

Salida: falso si alguna de las condiciones establecidas en el Teorema 3 falla, matriz

10:

ll:

12:

T(x, 6) en caso contrario.

Rn, Sn41 <— matriz de accesibilidad y elemento n+ 1 de los subméddulos de acce-

sibilidad respectivamente {obtenidos del algoritmo propuesto en el Pseudocddigo

5}

: 81 resultado del algoritmo del Pseudocddigo 6 {variable booleana}

P,S,Q,p *- Matrices y rango obtenidos del algoritmo del Pseudocédigo 7 con

entrada la matriz R,

Q<— SQ

8 + resultado del algoritmo presentado en el Pseudocédigo8 al resultado de Pgn41

: Bg < resultado del algoritmo del Pseudocddigo 10

si 6, = verdadero o p # no Q depende de x o B, = falso o f; = falso

entonces

devolver falso

El sistema no es equivalente a un sistema lineal con retardos débilmente contro-

lable

si no

devolver T «+ P

fin si
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IV.4 Equivalencia a un sistema con retardos fuerte-

mente controlable

Como se mencioné anteriormente, la condicién de controlabilidad fuerte en un sistema

lineal con retardos requiere que la inversa de la matriz de controlabilidad sea unimo-

dular. Ahora, supéngase que R,(xj.,5) = T1(xj.,6)Q(5) cumple las condiciones del

Teorema3 y de acuerdo la ecuacién (31), (6) representa la matriz de controlabilidad

del sistema equivalente lineal, entonces, si el sistema (3) es equivalente a un sistema

lineal fuertemente controlable, la matriz Q(5) debe ser unimodular, y como consecuencia

R,(Xj, 5) también tiene que serlo tomando en cuenta que T—'(xj,., 6) lo es. Este punto

se expresa en el Teorema7.

TEOREMA 7. (Califanoet al., 2010) Un sistema de la forma (3) es equivalente, bajo un

cambio de coordenadas bicausal, a un sistema lineal con retardo fuertemente controlable

si y sdlo si cumple con (i),(itt) y (iv) del Teorema 3 y ademas:

(i#’?) Rr(xty, 5) = (1(Xq,6),---, Sa(Xy,5)) es unimodular.

Del teorema anterior, surge entonces el algoritmo mostrado en el Pseudocéddigo 12.

Eneste algoritmo,se revisa si la matriz Rp(xj., 6) es unimodular. Si el sistema cumple

con todas las condiciones del Teorema 7 el algoritmo regresa como salida la matriz

Ra(Xjs}; 6).
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Pseudocédigo 12. Equivalente a un sistema lineal con retardos fuertemente contro-

lable.
Entrada: dz = f(x;4,4) + g(x, d)u(t), donde x € R® y u € R™.

Salida: falso si alguna de las condiciones establecidas en el Teorema 3 falla, matriz

T(xj, 6) en caso contrario.

1: Rn » Bnti <~ matriz de accesibilidad y elemento n + 1 de los submédulos de ac-

cesibilidad respectivamente obtenidos del algoritmo propuesto en el Pseudocdédigo

5

2; B, < resultado del algoritmo del Pseudocddigo 6 {variable booleana} con R, como

entrada

3: By + resultado del algoritmo presentado en el Pseudocddigo 8 al resultado de

RnGn+1

4: Bz < resultado del algoritmo del Pseudocédigo 10

5: si 8; = verdadero o R, no es unimodular o 6, = falso o 83 = falso entonces

6: devolver falso

7: El sistema no es equivalente a un sistema lineal con retardos débilmente contro-

lable

8: si no

9: devolver T <~ R71

10: fin si
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IV.5 Equivalencia a un sistema lineal sin retardos

completamente controlable

Ahora se trataré la equivalencia de un sistema no lineal con retardos con un sistema

lineal sin retardos cuya matriz de controlabilidad es de rango completo. Esto implica

que en dichos sistemas sea posible el uso de numerosas técnicas de control lineal.

TEOREMA8. (Califano et al., 20112). Un sistema de la forma (3) es equivalente, bajo

un cambio de coordenadas bicausal, a un sistema lineal sin retardo si y sdélo si cumple

con (i), (iv) y (it’) de los teoremas 8 y 7 respectivamente, y ademds:

(i0’) Qn4il-) © spang{ei(xj,5),.--,Bn(X,5)}, esto es

nil) = SasilKpy, ) = D> Bi(K[q Ser (45)
i=1

cong ER.

E] inciso (éi#’) cuenta con un algoritmo muy similar al del inciso (iii) del Teorema

3. En este caso es posible escribir (45) como

Sn+1 (Xo 5) = (Gr Oxo, 4),--- Salo 4)) i = Ral, de (46)

Cn

donde c € R”. Ya que (i#’) se cumple, la matriz R, tiene inversa y ademds puede ser

usada como matriz de transformacién, por lo que R, = T; asimismo,porel inciso (2)

del Teorema 3 y la ecuacién (41) se tiene que

Sn41 (X{s}, 5) = tT (Xt; d)e

T(Xs, 5)Sn+1 (X{o, ro) = ¢ (47)
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lo que implica que si T(x,5),5)8n+41(X[3,5) pertenece a R”, entonces gn41 es parte del

médulo generado a la derecha por los vectores (gi (x[3,5),--- :Sa(xpq,4)).

El siguiente pseudocédigopresenta el algoritmo querevisa si T(X{s, 5)En41(X{5,5) €

R”, con el fin de saber si el Teorema 8 se cumple.

 

Pseudocédigo 13. Pertenencia a los reales.

Entrada:

M(-): puede ser una matriz, un escalar o unalista.

z: variable.

Salida: verdaderosi los coeficientes de M(-) son reales y falso en caso contrario.

1: si la parte real de (M(-)) = M(-) entonces

2: devolver verdadero

3: si no

4: devolver falso

5: fin si
 

Por ultimo, el Pseudocddigo 14 utiliza algunos de los algoritmos previamente re-

visados para comprobar si un sistema es equivalente a un sistema lineal controlable.

IV.6 Resumen

La accesibilidad para los sistemas no lineales es el equivalente estructural de la con-

trolabilidad, en el sentido de que el estado puede descomponerse en un subsistema

completamente accesible, es decir uno en el que cualquier parte del estado es afectada

por unasefial de control, y otro subsistema auténomo, totalmente independiente de la

sefial de control. En afios recientes, algunas herramientas desarrolladas conla finalidad
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Pseudocddigo 14. Equivalencia con un sistema lineal sin retardos controlable.
 

Entrada: dx = f(x,,4) + g(x[4, d)u(t), donde x € R® y ue R™.

Salida: falso si alguna de las condiciones establecidas en el Teorema 3 falla, matriz

10:

T(x, 6) en caso contrario.

Rn, Bn4+1 + matriz de accesibilidad y elemento n + 1 de los submédulos de acce-

sibilidad respectivamente obtenidos del algoritmo propuesto en el Pseudocddigo 5

: 8, < resultado del algoritmo del Pseudocédigo 6 {variable booleana}

By + resultado del algoritmo presentado en el Pseudocédigo 13 al resultado de

Rrgn+1

83 + resultado del algoritmo del Pseudocédigo 10 con R, como entrada

: si 8, = verdadero o R, no es unimodular o 8, = falso o 6; = falso entonces

devolver falso

El sistema no es equivalente a un sistemalineal con retardos débilmente contro-

lable

: si no

devolver T < Rj}

fin si
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de saber si un SNLRsatisface las condiciones de accesibilidad, se han utilizado como

base de resultados que establecen condiciones necesarias y suficientes para determinar

si un SNLR es equivalente a un sistema lineal controlable con o sin retardos. Estos

resultados son de gran utilidad en la teorfa de control, puesto que permiten determinar

la existencia de un cambio bicausal de coordenadas, a un sistema en el que es posible

utilizar numerosos resultados concernientes a la teorfa de sistemas lineales. En esta

seccién, se reportaron aportaciones tedéricas que contribuyeron a la generacién de algo-

ritmos, que realizan los numerosos célculos requeridos para determinar la existencia de

dicho cambio de coordenadas.
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Capitulo V

CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se abordaron distintos problemas concernientesal estudio de los

sistemas nolineales con retardos en el tiempo, tales como integrabilidad y equivalencia

a un sistema lineal. Con el fin de esclarecer su explicacién, se expusieron los conceptos

basicos de dichos problemas relaciondndolos con sus homélogos en el caso sin retardos,

ésto bajo una interpretacién geométrica. Se da continuidad al programa SAC,del cual

se espera tenga un impacto muy favorable en el andlisis y disefio de sistemas ya sean

lineales, no lineales con o sin retardos.

V.1 Aportaciones

En este trabajo se generaron algoritmos que revisan las condiciones necesarias y su-

ficientes para saber si una distribucién, cuyos elementos cuentan con retardos en el

tiempo, es integrable. Estas condiciones son una extensién de algunas herramientas

ya existentes, generadas a partir de un punto de vista geométrico. Para el caso de

los sistemas sin retardo, dichas herramientas no son las més eficientes (considerandoel

tiempo de cémputo) parallevar a cabo los célculos necesarios, sin embargo, en el caso

con retardos éste es el tinico método conocido.

Se construyeron, también, algoritmos para lidiar con los problemas de equivalencia

de un SNLR accesible a un SLR débilmente controlable, a uno fuertemente controlable

y un sistema lineal controlable sin retardos. Las condiciones que son verificadas por

estos algoritmos, indican si es posible realizar una transformacién bicausal de coorde-
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nadas del sistema a prueba a uno mas sencillo, sobre el cual pueden utilizarse diversas

técnicas de control que no podrfan emplearse directamente en el SNLR.Porotro lado,

esta tesis trajo consigo algunas aportaciones tedricas. La més importante de ellas

establece que llevar a la matriz de accesibilidad R,(xj.,6) @ la representacién de la

pre-forma de Smith definida en Garate-Garcia (2006), no es suficiente para determinar

si dicha matriz cumple con la segunda condicién de equivalencia a un sistema lineal

débilmente controlable con retardos. Por este motivo, se generé la necesidad de extender

la definicién, ya existente, de la pre-forma de Smith. El Teorema 5, se apoya en dicha

definicién con el fin establecer condiciones necesarias y suficientes para saber si una

matriz R,(x[,5) puede representarse de la forma T~1(x;4,6)Q(5). Otras aportaciones

tedricas se presentan en los teoremas 4 y 6.

Los algoritmos presentados aumentan las herramientas con las que cuenta el pro-

grama SAC para lidiar con problemas de control, en particular sistemas con retardo,

lo que permite utilizar de manera practica los resultados reportados en Califano et al.

(2010, 2011a) y evita realizar manualmente la gran cantidad de cAlculos requeridos.

Se espera que las contribuciones generadas en este trabajo de tesis sirvan de apoyo

para aquellas personas interesadas en el estudio de los sistemas dindmicos.

V.2 Trabajo futuro

Existen diversos resultados que pueden ser implementados en el programa SAC. Algunos

de estos resultados, relacionados a los problemas de control revisados en esta tesis son:

e Equivalencia de un sistema lineal con retardos a un sistemalineal sin retardos y

reduccién de retardos (Gérate-Garcfa et al., 2011).
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« Equivalencia de un SNLR a un sistema lineal débilmente observable con retardos

(Califano et al., 2011b).

El corchete de Lie cumple con las condiciones para ser un Algebra de Lie, su ex-

tensién (Califano et al., 2011a) cumple con la condicién de conmutatividad asimétrica,

surge entonces el interés de investigar si el corchete de Lie extendido cumple con las

dos condiciones restantes (bilinealidad y satisfacer la identidad de Jacobi) para ser un

algebra de Lie. No sdélo esto, el corchete de Lie extendido es una herramienta nueva cuyo

estudio puede derivar en el descubrimiento de otras propiedades. Ademas,el corchete

de Lie cuenta con una interpretacién geométrica bien definida, lo que ha despertado el

interés de profundizar en la interpretacién que su extensién puedatener.
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Apéndice A

Algunos elementos de algebra

Las siguientes definiciones de algebra son una gufa que indica que operaciones se pueden

realizar sobre el conjunto y el operador con los que se trabaja. Si se desea profundizar

en el estudio de estas definiciones, se pueden consultar en Lang (2002).

Operaci6n binaria.

Se define como aob=csice S V(a,b) ES x Sdondeo: SxS 8.

Semigrupo.

Operacién binaria asociativa ao (boc) = (aob)oc.

Monoide.

(S, >, u) semigrupo dotado de elemento neutro”u” aou=uca=aVae 8S.

Grupo.

(S,o, u, &) monoide donde cada elemento tiene inverso 4 ao@=Goa=u.

Grupo Abeliano.

Grupo dondela operacién es conmutativa. aob = boaV(a,b) ES x S.

Anillo.

(S, 0, u, @,*,1) conjunto S con dos operaciones:  y « donde:

e (S,o,u,@) forma un grupo abeliano (suma).

¢ (S,x,1) forma un monoide (producto).
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e@ x es asociativo sobre o

ax(boc)=axboaxc

Campo.

(5,6, u, &, x, 1) conjunto S con dos operaciones: o y x donde:

 (S,0,u, a) forma un grupo abeliano (suma).

e (S,x, 1) forma un grupo abeliano (producto).

@ x* es asociativo sobre o.

ax (boc) =axboaxc.

Médule.

(V,o, R, x) es:

e Un grupo abeliano de (V,9) (vector, suma).

¢ Un anillo F (escalares) y una operacién x: R x V > V (multiplo escalar).

Espacio Vectorial

(V,°, F,*) es un médulo donde F es un campo.
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Apéndice B

Formalismo algebraico

El formalismo algebraico con el que se trabaja en esta tesis es requerido con la finalidad

de tener una visién més precisa de las funciones con las que se trabaja y las operaciones

permitidas de acuerdo al marco algebraico elegido. En las publicaciones citadas (Conte

et al., 2007; Califano et al., 2010, 2011a) se ha optado por buscar herramientas vélidas

para un conjunto importante de sistemas que mantienen diversas propiedades genéricas

que, en términos mateméticos, se pueden definir como propiedades que permanecen

en subconjuntos abiertos y densos de dominios de definicién adecuados, dado que se

mantienen en algunos puntos de dicho dominio. Esto restringe la cantidad de sistemas

con los que se puede trabajar a cambio de la posibilidad de acceder a un ntimerosig-

nificativo de herramientas que permiten alcanzar los objetivos de control deseados. Es

importante, entonces, considerar sistemas que compartan propiedades validas alrededor

de un punto Zo.

Es de interés recordar al conjunto de funciones diferenciables 0 C” las cuales tienen

r derivadas continuas. Si le funcién es diferenciable para toda r, entonces se dice que

pertenece a las funciones suaves o C®. El conjunto de funciones C™ es muy general,

sin embargo, no cuenta con algunas de las propiedades genéricas de interés.

Se desea construir (Conte et al., 2007) un campo cociente denominado K, el cual

consta de pares de funciones (f, g), tal que g # 0, que cumplela relacién de equivalencia

(f,9) ~ (f',9') si y sélo si fg' = gf’. Eligiendo a un representante de esta relacién de

equivalencia, un elemento de K, se escribiré. f/g. La suma (+) y el producto (-) de dos
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elementos f1/9: y fo/g2 de este campo se definen respectivamente como

(fis 91) + (forge) © (fa g2+ fo- 910° 92)

(fis 91) + (fo, ga) = (f+ fas gn - ge)

donde la parte derecha de (48) pertenece a K, siempre que g1 + g2 #0

Para que la condicién anterior se cumpla es necesario que el conjunto con el que

se crea este campo forme un anillo integral, esto es, que no cuente con divisores por

cero. Desgraciadamente esto no se logra si el anillo esté formado por el conjunto de

las funciones C®. Como un ejemplo de esta afirmacién se presentan las funciones de la

Figura 5 (Conte et al., 2007), aunque ambas son diferentes de cero y C™, el producto

punto a punto entre ambas da comoresultado la funcién cero.
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Figura 5. Funcién C.

Por este y algunos otros motivos se ha propuesto (Conte et al., 2007) utilizar un

conjunto de funciones denominadas meromorfas. Conla finalidad de explicar qué tipo de

funciones y mencionar algunas propiedades genéricas de las que se habla, se comenzaré,
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dandola definicién de una funcién analitica para el caso multivariable considerando un

dominio abierto D ¢ R®, n EN.

DEFINICION 20. Una funcién f : D - R se lama analttica en D si coincide con su

expansion en series de Taylor en una vecindad de cada punto x9 € D.

Cabe destacar que las funciones analiticas son un subconjunto del conjunto de las

funciones C°. Sobrelas funciones analiticas se tienen las siguientes propiedades (Conte

et al., 2007)

PROPOSICION 3. Sea D CR un dominio abierto y convexo y f : D — R una funcidn

analitica en D, entonces

1. f=0enD,o

2. El conjunto de ceros de f en D tiene un interior vacto.

La Proposicién 3 indica que las funciones analfticas distintas de cero definidas en

IR” son diferentes de cero en los puntos de un subconjunto abierto y denso de R”. Como

ejemplos se tienen a las funciones polinomiales que tienen un ntimero finito de ceros

aislados y funciones comoel sen(x) que tienen un nuiimero infinito deceros aislados cada

z=nnr conn éN. Esto, a diferencia de algunas funciones C™ comola de la Figura 5

que cuenta con un continuo de ceros o como en la Figura 6 (Conte et al., 2007) la cual

tienen un punto de acumulacién de ceros.

Debido a la Proposicién 3 se tiene la siguiente definicidn.

DEFINICION 21. Dada una matriz cuyos elementos son funciones analiticas, el rango

genérico es la mdzima submatriz cuadrada con determinante distinta de cero.

Comola determinante es una funcién analitica, el rango genérico coincide con el

rango de la matriz en los puntos de un subconjunto abierto y denso de R”.
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sin(l/z) «#0

0 z=

Figura 6. Funcién no analitica.

Ahorabien, si una funcién f(z) es analitica, la funcién 1/f(x) no necesariamente lo

es. Sin embargo, usandola nocién de la inversa multiplicativa de una funcién analitica

distinta de cero, es posible construir un anillo integral necesario para cumplir las condi-

ciones del marco algebraico elegido. En otras palabras, una funcidén analitica f(x)

multiplicada por el inverso multiplicativo de una funcién analftica g(x) puede ser iden-

tificada con los elementos del campo cociente K,. A estos elementos se les conoce con

el nombre de ”funciones meromorfas”.
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Apéndice C

Conceptos de geometria diferencial

En esta seccién, se incluyen algunos conceptos que puedenser utiles para interpretacién

de varios temas tratados en este trabajo de tesis. Dichos conceptos pueden revisarse con

profundidad en Schutz (1980); Boothby (1986); Spivak (1999), entre otros. Se comienza

exponiendo unaidea global del concepto de variedad, que es un objeto matemAtico con

una definicidn estricta.

Se llama n-variedad, donde n indica la dimensién de la variedad, a un conjunto de

puntos M, si cada punto g de M cuenta con una vecindad abierta U sobre la que es

posible definir un homeomorfismo » de ésta vecindad a IR”. Al par U, y se le conoce

como “carta” o “mapa”. Se asignan las n coordenadas 21(g),...,2n(q) a la imagen

v(q) € R” de g, donde cada 2x;(q) es una funcién real evaluada en U. Si el punto g € M

se encuentra en la interseccién UNV de dos cartas U, ¢ y V, ; existe un homeomorfismo

popt:e(UNV) + W(UNV) ya que y y w también son homeomorfismos,si ademds,

poy! y wowson funciones C* con k > 1, esto es, C* -difeomorfismos, se dice que

estos mapas son C*-compatibles, si k = oo se dice que son C®-compatibles (Figura

7). Si es posible construir un sistema completo de cartas tal que cada punto g € M

se encuentra en al menos una vecindad C*-compatible con todas las cartas con las que

tiene intersecciones no nulas. Al conjunto de cartas que cubren a toda la variedad M

se le conoce comoatlas. Se dice que M es una variedad C* 0 k-diferenciable cuando

k > 1; si k = co se conoce simplemente comovariedad diferenciable o suave.

Supéngase una variedad M de dimensidén n, es posible definir sobre cada punto p
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Figura 7. 2-Variedad.

de esa, variedad un espacio vectorial denominado espacio tangente T,(M). Este espacio

tiene como base, n vectores tangentes, vip,...,Unp en cada punto de la variedad M

(Figura 8(a)).

Un campo vectorial es una asignacién de un elemento v, € T,(M) a cada punto p

de M, esto es, asigna un vector que pertenece al espacio tangente a un punto de la

variedad M (Figura 8(b)).

Supongase ahora una variedad M de dimensién m = n+ k, en la que a cada uno

de sus puntos se le asigna un subespacio de dimensiédn n denominado A(x) C T,(M),

definido como

A(z) = span{ui(2),...,Un(z)},

ademas, que sobre una vecindadde esta variedad existen n campos vectoriales v1, ..., Un

linealmente independientes que forman una base de A(x) para todo punto p de esta

vecindad, entonces, se diré que A es una distribucidn de dimensién n sobre la variedad

 



T,(M)

(a) Espacio Tangente. (b) Campovectorial.

Figura 8. Espacio tangente y campo vectorial en una variedad.

M, y v1,...,U, una base local de A.
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