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RESUMEN de la tesis de ANGELICA MOTA CORDOVA, presentada como reg-
uisito parcial para la obtencién del grado de MAESTRO EN CIENCIAS en CIENCIAS
DE LA TIERRA con orientacién en GEOCIENCIAS AMBIENTALES. Ensenada, Baja
California, febrero de 2012.

UN MODELO DE LA DISPERSION DE CONTAMINANTES BASADO
EN REGLAS DE INTERACCION LOCALES

Resumen aprobado por: /\4/(14/ &XW)
[

r. Juan Contreras Pérez

Director de Tesis

El fenémeno de difusién de contaminantes generalmente se modela resolviendo ecua-
ciones diferenciales definidas en un medio macroscépico continuo. La solucién de estas
ecuaciones es continua y suave. Estas caracteristicas no siempre se presentan en la nat-
uraleza. Este trabajo tiene como objetivo presentar un modelo computacional basado
en la difusién microscdpica de particulas. El fendmeno estd gobernado por colisiones
entre ellas.

Aqui utilizamos el modelo FHP o modelo de celosias de gas. El modelo de celosias
de gas simula en dos dimensiones el movimiento de particulas en una red hexagonal.
El modelo evoluciona de acuerdo a reglas locales de interaccién entre las particulas.
Las reglas locales cumplen las leyes de conservacién de energia, densidad y momento.
En simulaciones con ncemeros grandes de particulas su comportamiento converge a la
solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Otra ventaja es que el modelo FHP tiene la capacidad de incorporar sélidos y se
puede generar un medio poroso de forma natural. Por lo tanto se puede simular los
detalles de flujo y transporte en los espacios del medio poroso. Se analizd el compor-
tamiento del modelo de celosias. Se encontrd que los sistemas de particulas tienen
fuertes efectos dinamicos que no son anticipados por la ecuacién de difusién clésica.

El modelo se aplicé a un problema de infiltracién de aguas superficiales contami-
nadas. Los contaminantes utilizados en el modelo se asumen conservativos (sin reac-
ciones). La simulacién numérica considera un medio estratificado dividido en dos re-
giones: una zona superior con estructura vugular y una zona inferior con estructura
fracturada. En la zona vugular el flujo se dispersa en forma de avalanchas dando lugar
a un sistema criticamente autoorganizado y en la zona fracturada el flujo se canaliza
a través de las fracturas. La soluciéon numérica difiere fuertemente de la solucién de la
ecuacién de difusién de Richards la cual es empleada usualmente para simular el flujo
en medios porosos.

Palabras Clave: Modelo FHP, efectos dindmicos, zona vugular, zona fracturada.
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ABSTRACT of the thesis presented by ANGELICA MOTA CORDOVA| in par-
tial fulfillment of the requirements of the degree of MASTER IN SCIENCES in EARTH
SCIENCES with orientation in GEOCIENCIAS AMBIENTALES. Ensenada, Baja Cal-
ifornia, february2012.

A MODEL OF THE DISPERSION OF POLLUTANTS BASED ON
LOCAL INTERACTION RULES

The phenomenon of diffusion of pollutants is generally modeled by solving differen-
tial equations defined in continuous macroscopic half. The solution of these equations
is continuous and smooth. These features are not always present in nature. This paper
aims to present a computational model based on the microscopic diffusion of particles.
The phenomenon is governed by collisions.

Here we use the model FHP lattice gas. Lattice model simulates two-dimensional
gas motion of particles in a hexagonal lattice. The model evolves according to local
rules of interaction between particles. Local rules comply with the laws of conservation
of energy, density and momentum. In simulations with large numbers of particles whose
behavior converges to the solution of the Navier-Stokes equations.

Another advantage is that the FHP model has the ability to incorporate solid and
can produce a naturally porous medium. So you can simulate the details of flow and
transport in porous media spaces.The behavior of the lattice model. It was found
that particle systems have strong dynamic effects are not anticipated by the classical
diffusion equation.

The model was applied to a problem of infiltration of polluted surface waters. The
contaminants used in the model are assumed conservative (no reaction). The numerical
simulation considered stratified half divided into two regions: an upper zone with vuggy
structure and a lower zone with fractured structure. The area is scattered vuggy flow
in the form of avalanches resulting in a self-organized critical system in the fractured
area and the flow is channeled through the fractures. The numerical solution differs
strongly from the solution of the diffusion equation which is employed Richards usually
to simulate the flow in porous media.

Keywords: FHP model, dynamic effects, vuggy zone, fractured zone.
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Capitulo I

INTRODUCCION

Los contaminantes en el subsuelo se dispersan por medio de cuatro mecanismos: di-
fusion, transporte advectivo, reaccién y adsorcién (Fetter, 1999). La difusién es un
proceso irreversible que consiste en el movimiento aleatorio de particulas debido a su
energia térmica. El transporte advectivo consiste en el arrastre de la concentracién por
movimiento del medio en el que esta disuelto. La reaccion se refiere a la interaccion
del contaminante con el medio que lo contiene produciendo nuevas especies quimicas.
Adsorcién es la incorporacion del contaminante en la matriz porosa por efectos elec-
trostaticos y de equilibrio quimico. Todos estos procesos ocurren a escala del coloide
(1pm a 10 nm). El fenémeno de dispersion se modela generalmente con ecuaciones difer-
enciales promediadas macroscépicas definidas en un medio continuo. Un continuo es
un modelo matematico de la estructura de la materia el cual consiste de un medio ideal
homogéneo que puede subdividirse en volimenes infinitesimales sin que estos pierdan
las propiedades a escalas macroscépicas.

Si hacemos un balance de masa a nivel macroscopico, estos procesos los podemos

expresar como

oC

& =+ +q, (1)

en donde C es la concentracién del contaminante [M L™3 |, Q¢ es el cambio de concen-

traciéon por difusion, Q¢ es el cambio de concentracién por transporte, Q® es el cambio de



concentracion por adsorcién y Q)" es el cambio de concentracion por reaccion. Veamos

con mas detalle cada uno de los procesos.

1. Difusién

La masa difundida en un medio se puede expresar por medio del flujo de la
masa ¢ el cual, es proporcional al gradiente de la concentracién VC'. Es decir, la
concentracion inicial se movera de un area de mayor concentracién a un area de
menor concentracién en la direccién gradiente. Esto se conoce como la primera

ley de Fick (Bird et al., 2001) y es expresada como:

en donde ¢ tiene unidades de masa de soluto unidad de area por tiempo, D es
el coeficiente de difusién el cual controla la movilidad del soluto [L2 T~ ! y C' es
las concentracién [M L3]. La relacién entre el flujo de masa por difusién ¢ y el

cambio de concentracién por este mecanismo esta dado por la ecuacién diferencial:

Q'= -V .- (-DVO0), (3)

donde V- es el operador divergencia. Considerando a D constante, entonces la

ecuacion (3) se reduce a:

Q= DV?C, (4)

donde V? es el operador laplaciano.



2. Transporte advectivo

La concentracion de una substancia al disolverse en un medio fluido puede ser
arrastrada debido al movimiento del fluido. A este fenémeno se le conoce como
transporte advectivo. El movimiento advectivo es descrito matematicamente por
la velocidad del fluido multiplicando al gradiente de concentraciones (Potter y

Wiggert, 2002)

QT =v-VC, (5)
donde v es el promedio de la velocidad del fluido [L T

3. Reaccién y adsorcion

La concentracion de un soluto esta sujeta a diferentes procesos quimicos que
pueden introducir cambios temporales. Entre ellos se encuentran procesos como
el equilibrio quimico local, si hay reacciones homogéneas y heterogéneas, interac-
ciones con superficies polares (adsorcién) y, por supuesto, las reacciones de la
quimica clésica (la precipitacién, disolucién, oxidacién, reduccién, etc.). Estos
fenémenos son sumamente complejos porque dependen de la temperatura, presién,
estructura molecular, catalizadores y otros potenciales quimicos (Miller y Weber,

1984) (Rubin, 1983). Un modelo sencillo que captura estos procesos es el siguiente:

B, 0C*  0|[C]
9 ot ot ’ (6)

donde C* es la cantidad de soluto adsorbido por unidad de peso del sélido, B,
es la densidad aparente del fluido y 6 es el contenido de humedad volumétrica o

porosidad media saturada.



El segundo término de la ecuacion (6) representa fuentes o pérdidas del soluto por
reacciones quimicas con otras especies quimicas presentes en el fluido y la matriz

porosa, i.e.,

m[C]| + n[M;] — [A}], (7)

en esta ecuacién M; son las especies quimicas reactivas y A; son las nuevas especies
quimicas y m,n son las constantes estequiométricas de la reaccién. La tasa de

reacciéon esta dada por

— = KD)CT M. (8)

En la relacién 8, k(T es la velocidad de la reaccién dada por la ecuacién de

Arrhenius

—Eg

k(T) = Age 7" (9)

La cantidad m + n es el orden de la reaccién, Aq es el factor pre-exponencial, E,
es la energia de activacion, 7' es la temperatura y R es la constante universal de

los gases.

Finalmente sustituyendo las expresiones (4), (5) y (6) en la ecuacién de cambio

de concentracién (1) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial parcial
oC B, 0C*  0[C]

- = 2 — . — _—
Y DV<C —wv-VC 7 o + 5% (10)

La ecuacion anterior captura de manera simplificada los procesos de difusién,

transporte, adsorcién y reaccion sus limitaciones son discutidas a continuacién.



I.1 El problema de la escala

Uno de los problemas de las ecuaciones (10), (4), (5) y (6) es que estdn construidas
utilizando un modelo continuo de la materia. Esto es una necesidad matematica, ya
que la herramienta que se emplea para describir los cambios de estado continuo es la
geometria diferencial. Esto impone restricciones muy severas en las funciones utilizadas
para representar las cantidades de interes. Basicamente se requiere que sean continuas
y suaves. Es decir, no deben de existir saltos ni singularidades en regiones infinitesi-
malmente pequenas. Por ejemplo, el operador laplaciano V? del primer término del
lado derecho de la ecuacién (10) restringe que la funcién sea de clase C2. Este tipo de

funciones son continuas con primera derivada continua (Figura 1).

Figura 1. Modelo de la difusion de un soluto utilizando el operador laplaciano. La
solucion se obtuvo por diferencias finitas centrales con una concentracion inicial
de 100 mg/cm? en el extremo superior. Obsérvese que el modelo predice una
distribucion suave.



En otras palabras el utilizar ecuaciones diferenciales elimina la posibilidad de que C
sea una funcién rugosa. Esto, a su vez, impiden capturar procesos importantes como la
agregaciéon por difusién limitada (Figura 2) y fendmenos de canalizacién y localizacién

como percolacion.

Figura 2. a) Agregacion por difusion limitada da lugar a la formacién de estruc-
turas dendriticas por precipitacién quimica gobernada por diferencias de potencial
quimico. b) Percolaciéon de un fluido a través de un medio poroso. Nétese como
esas estructuras carecen de suavidad.

Analicemos brevemente como es que el operador V2C' produce necesariamente solu-
ciones suaves. Para esto el operador se puede aproximar por medio de diferencias finitas
en una dimension de la siguiente manera:

0?C(x,t) 1

5z~ AL [C’(a: + Az, t) —2C(z,t) + C(x — Ax, t)] : (11)

Esto también se puede expresar como

’C(x,t) 1 [C’(m—i—Am,t)—i—C’(x—Ax,t)

T N ; —C(x,t)}. (12)



Aqui podemos hacer la siguiente interpretacién de la ecuacién (12). La diferencia en el
término de la derecha de la ecuacién (12) es el promedio de la concentracién en C(x,t)

en el intervalo 2Ax. (Farlow, 1993)

c- % Clz + Aa,t) + Oz — Az, 1), (13)
por lo que
0?C(z,t) p—
S AL [C' — C(x,1))]. (14)

De aqui podemos concluir que la ecuacién (10) involucra el célculo recursivo de
promedios para obtener los cambios de concentracién en el tiempo. Por lo tanto, las

concentraciones se vuelven cada vez mas suaves conforme el tiempo se incrementa.

I.2 Teoria microscoépica de difusion y transporte

En la escala microscépica los solutos consisten de un conjunto de particulas (coloides)
suspendidas en un medio huésped denominado solvente. El botanico Robert Brown
formo6 un coloide formado por granos de polen disueltos en agua y observd que dichas
particulas tienen movimiento irregular complejo (Dhont, 2003). En 1905 Albert Eins-
tein publicé su trabajo titulado: “On the movement of small particles suspended in a
stationary liquid demanded by the molecular kinetic theory of heat”. En el explicd por
primera vez la mecénica del movimiento browniano (Braun, 2003), en donde, de acuerdo
a la teoria cinematica molecular, las particulas suspendidas en un liquido describen
movimientos aleatorios. A escala macroscopica esto se manifiesta como el fenémeno de

difusién.



Examinemos ahora en detalle el movimiento originado por el movimiento térmico
molecular (Berg, 1993). Por simplicidad nos enfocaremos al anélisis de dichos movimien-
tos en una dimensién y supondremos que su moviemiento es descrito por las siguientes

reglas:
1. Las particulas inician en el tiempo ¢ = 0 en la posicién x = x,.

2. Cada paso de la particula hacia la derecha o hacia la izquierda una vez cada 7

segundos, se mueve a velocidad +v, una distancia § = +v,7. 7y § son constantes.

3. La probabilidad de ir a la derecha en cada paso es %, y la probabilidad de ir a la

izquierda en cada paso es % Es decir, los pasos son estadisticamente independi-

entes.

4. Las particulas no interactiian entre si. En la practica, esto serd cierto siempre

que la suspensién de particulas estan razonablemente diluida.

De este modelo se tiene que la posiciéon de la i-ésima particula después del paso
n-ésimo es:

zi(n)=x;(n—1)x4 (15)

Dado que las particulas describen una caminata aleatoria, en general no es posible
determinar su posicién en términos de funciones elementales conocidas. Sin embargo,
si nos es posible derivar expresiones que determinen, por ejemplo, cual es su posicion

promedio. La posicion promedio de las particulas en el enésimo paso esta dado por:
<an) >= 3 w(n) (16)
x(n) >= — x;(n).
N 4

Expresando z;(n) en términos de z;(n — 1):



< z(n) >= NZ[:ci(n— 1) + 6]. (17)

Como la particula tiene la misma probabilidad de avanzar en direccion positiva +0

o negativa —d, el termino 44 se cancela al efectuar el promedio:
| N
<z >—N2xln—1 (18)

<z(n)>=<z(n—-1)>. (19)

De aqui podemos concluir que la difusién por movimiento Browniano es extremada-
mente ineficiente puesto que en promedio la particula se va a encontrar en la misma
posicion inicial después de n pasos. Sin embargo, esto no significa que la particula no

se desplaza. Una medida conveniente para estimar la distancia efectiva recorrida es la

-

media cuadrdtica del desplazamiento < x?(n) >2. Para encontrar < z*(n) > elevamos

la ecuacion (17) al cuadrado

< 22(n) >= %;xf(n S 1) mi(n— 1) 4 52 (20)

Utilizando el argumento anterior el termino +dz;(n — 1) debe cancelarse por su

naturaleza aleatoria

< 2%(n) >= %2 z:3(n — 1) + 6 (21)

Consideremos que x(0) = 0, por lo tanto z?(0) = 0. Sin tomamos el primer paso en

el tiempo entonces encontramos que
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22 (1) = 6 (22)

Es decir, la distancia recorrida por la particula no es nula. Es obvio que después de

n pasos

2%(n) = nd* (23)

De aqui podemos concluir que el promedio de los cuadrados del desplazamiento
aumenta proporcionalmente con el niimero de pasos. Ahora bien, de acuerdo a la regla

1, la particula ejecuta n pasos en un tiempo ¢t = n7. Utilizando esta relacién obtenemos:

< 2(t) >= (L5 = (—);t. (24)

Ahora por conveniencia, definimos un coeficiente que se conoce como el coeficiente

de difusién D con unidades [L2T~!:

ng (25)
< 2*%(n) >= 2Dt (26)
< 2%(n) >* = (2Dt)? (27)

por lo tanto la distancia efectiva recorrida por la particula se incrementa como v/¢. En
general, el coeficiente de difusion depende del tamano de la particula @, de la viscosidad

del medio p, de la temperatura absoluta 7"y de la constante de Boltzmann k.

Tk

D=f3) (28)
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1.3 Funcion de densidad de probabilidad de una par-

ticula

Ahora abordaremos el problema de establecer la distribucién de probabilidad de encon-
trar la particula en una posicién dada. Para encontrar la particula, denominemos a la
probabilidad de que la particula camine hacia la izquierda como ¢ y la probabilidad de
que se desplace a la derecha como p. Asi la probabilidad de que la particula se encuen-
tre k veces a la derecha después de n pasos esta dada por la distribuciéon binomial

(Figura3):

n!

P(k;n,p) = W — )"

k:qn—k" (29)

Sin embargo, una molécula pequena que estd sometida a difusion, dard millones
de pasos en un microsegundo y la distribucién binomial converge a una distribucion
Gaussiana o normal:

1 =22 g

P(z)dx = me 1D (30)

Donde P(z)dz es la probabilidad de encontrar una particula entre z y = + dx
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Poos| T T t=2
0 ! I ! ! ! ! !
5 4 3 2 E 0 1 2 3 1 5
=
1
Poos| t=3
0 ! ! i ! ! ! !
5 ) 3 2 1 0 2 3 ) 5
x
1=
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Figura 3. Evoluciéon de la densidad de probabilidad de una particula que describe

una caminata aletoria. La particula inicialmente se encuentra en el origen. Dado

que su posicion es conocida su probabilidad es uno en ese punto. En el siguiente

paso en el tiempo (¢ = 2) la particula puede desplazarse hacia la derecha o la

izquierda. Por lo tanto, la probabilidad de que la particula se encuentre en —1 o
1

1 es 5. Con argumentos similares se puede encontrar la probabilidad para pasos

sucesivos en el tiempo.
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Capitulo II

MODELO DE CELOSIAS DE GASES

II.1 Introducciéon

En el capitulo anterior se discutio algunas de las limitaciones de las ecuaciones diferen-
ciales macroscopicas utilizadas para modelar procesos de dispersion de contaminantes
y se mostré como estas producen necesariamente soluciones suaves. Sin duda, muchas
situaciones de interés practico son descritas correctamente por esas soluciones. Sin em-
bargo, hay procesos difusivos, i.e., que estan gobernados por movimientos aleatorios en
la escala microscopica, que no son descritos por ellas. Un ejemplo de esto es la formacion
de agregados cristalinos por difusién limitada como lo muestra la Figura 2. El proceso
se caracteriza por la precipitacién de un soluto en concentraciones may bajas alrededor
de un punto de nucleaciéon. Esto resulta en la formacién de un agregado cristalino con
una estructura dendritica fractal.

Un modelo basado en reglas de interaccién local que captura fielmente el proceso es
el siguiente (Witten y Sander, 1981). Consideremos particulas coloidales que describen
un movimiento Browniano en un fluido y que estas se adhieren irreversiblemente unas
tras otras al ponerse en contacto entre si. Supongamos que la densidad de las particulas
coloidales es baja. Asi se podra imaginar que el proceso de agregacién se produce una
particula a la vez.

En el centro hay una particula-semilla en el origen de un sistema arbitrario de coor-

denadas. Ahora introduzcamos otra particula a una cierta distancia de la semilla y se
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deja que realice una caminata aleatoria. Esa particula puede escapar al infinito o pon-
erse en contacto con la semilla. Si lo hace, se adhiere irreversiblemente. Al introducir
una tercera particula en el sistema y permitir una caminata aleatoria puede ocurrir que
se adhiera al racimo de dos particulas o se escape al infinito. Este proceso se puede
repetir n veces de acuerdo con el nimero de particulas y los recursos computacionales
disponibles. La Figura 4 muestra una grafica resultado de aplicar el modelo anterior.
Como puede apreciarse la similitud entre la estructura resultante con estructuras nat-
urales es sorprendente, dada la simplicidad del modelo. Aqui hay que observar que el
modelo anterior es discreto y difusivo. Sin embargo, la estructura resultante no es suave

ni continua.

100
90
a0
70
60
50
40
30
20

10

10 20 30 40 a0 60 70 80 a0 100

Figura 4. Modelo de agregacion por difusién limitada. El modelo inicialmente tiene
una semilla de nucleacién en su centro. Particulas coloidales que describen una
caminata aleatoria colisionan contra ella y se adhieren irreversiblemente formando
un patron dendritico fractal.
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El modelo anterior de agregacién por difusién limitada (ADL) es un ejemplo de
autémata celular. Un autémata celular es un modelo del comportamiento de un con-
junto de interactores con estados finitos simples que se autorganizan en pasos discretos
en el tiempo. Por ejemplo, para el caso del modelo ADL las particulas del soluto tienen
dos estados: un estado que es fijo y otro estado en movimiento Browniano. En los
autématas celulares la evolucién del sistema esta controlado por una serie de reglas
locales que caracterizan la interaccion entre los actores en una vecindad pequena a su
alrededor. El patron que emerge en la Figura 4 esta controlado por la siguiente regla:
si dos particulas entran en contacto, estas se adhieren unas con otras. Adicionalmente,
un autémata celular debe tener una topologia simple que gobierna la geometria de las

vecindades y las reglas de interaccion de los actores.

I1.1.1 Modelo de celosias de gases

En la seccion anterior se describié un ejemplo de autémata celular. El modelo toma en
cuenta bajas concentraciones de soluto que permite simular el proceso de agregacion
por difusion limitada. Este modelo es véalido para coliodes inestables que presentan
agregacion debido a las fuerzas electrostaticas de van der Waals (Dhont, 2003).

Ahora se presenta un modelo general para simular la dispersién de coloides utili-
zando modelos de colisiones de gases. Las celosias de gases es uno de los modelos
mas elementales para simular un fluido en dos dimensiones. Para comenzar, el modelo
contempla una alta concentracion de soluto y la interaccion de todas las particulas entre
si. El modelo, ademds, es valido para coloides estables. En estos las interacciones o
colisiones entre particulas coloidales son reversibles. Los coloides estables evitan agre-

garse debido al enmascaramiento de su carga electrostatica superficial por la presencia



16

de una doble capa eléctrica lo que estabiliza al sistema coloidal (Figura 5).

e ssa=""

Figura 5. El modelo de doble capa elétrica de una particula esférica esta formado
por dos regiones. 1. La region mas proxima a la superficie de la particula esta
formada por iones aderidos alrededor para neutralizar su carga. 2. La segunda
capa es mas extensa y debido a la agitacion térmica del liquido que lo contiene
causa un movimiento iénico y forma una capa difusa alrededor de la particula.

El modelo de celosias de gases es similar al modelo de autématas celulares ya que
ambos tienen una topologia simple que gobierna la geometria de las vecindades y la
evolucién del sistema esta controlado por una serie de reglas locales (Wolfram, 2002).
Su evolucion temporal es en pasos discretos y en cada paso de tiempo la actualizacién se
divide en dos estados: uno de propagacion y otro de colision (Wolf-Gladrow, 2000). En
el estado de propagaciéon cada particula se mueve en una direcién definida y una cierta
velocidad. Como todas las particulas se estan moviendo algunas pueden colisionar entre
si. En este estado se utilizan una serie de reglas locales de interaccién que determinan

como ocurre la dispersion posterior a la colision.
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I1.2 Modelo FHP o modelo hexagonal

En 1986, Frisch, Hasslacher y Pomeau desarrollaron el modelo llamado FHP, por las
siglas de los nombres los cientificos que desarrollaron el modelo. Este es un modelo
de celosias de gas en dos dimensiones que simula el movimiento de particulas discre-
tas en una red hexagonal. FEn simulaciones con nimeros grandes de particulas su
comportamiento converge a la solucion de las ecuaciones del movimiento de fluidos de

Navier-Stokes (Frisch et al., 1986).

I1.2.1 Caracteristicas de las celosias de gases

Para que el espacio celular converja a las ecuaciones de Navier-Stokes es necesario lo

siguiente:

1. Una red en la que las particulas residen sélo en los vértices. La red es regu-
lar triangular equiladtera que forma regiones hexagonal que garantizan isotropia

(Figura 6).

Figura 6. Red triangular equilatera que forma regiones hexagonal.
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2. Una poblacién de particulas, cada una con masa idéntica, en donde todas las
particulas se mueven con la misma rapidez. Las velocidades de las particulas
estan dirigidas a lo largo de los enlaces de la red (Figura 7). En el modelo las seis
direcciones posibles de movimiento de una particula se enumeran en el sentido

contrario al de las agujas del reloj.

VAN

4 <4 1

FAN

Figura 7. Direcciones del vector velocidad dirigidas a lo largo de los enlaces de la
red.

3. Una fase espacio totalmente discreta (valores discretos (x,y) ) y tiempo discreto.

4. Las reglas locales de interaccion entre las particulas son un conjunto minimo de
normas de colisiéon que cumplen las leyes de conservacién de energia, densidad y

momento.

5. Finalmente, las particulas deben de obedecer el principio de exclusion. FEste
impide la presencia simultdnea de dos o mas particulas en el mismo nodo con

velocidades idénticas.

11.2.2 Evolucion del modelo

Como se menciond, dos de las caracteristicas del modelo es que el tiempo es discreto y

que la evolucién del modelo de celosias de gases se descompone en dos estados en cada
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paso de tiempo. Ahora se presentan los detalles que caracterizan esos estados.
Estado uno: propagacién de las particulas. Estas se mueven a nuevos sitios de

acuerdo a sus direcciones de velocidades con respecto a sus posiciones anteriores (Figura

8).

Figura 8. Estado uno: propagacién de las particulas.

Estado dos: colisiones. Las particulas colisionan y se dispersan de acuerdo a reglas

locales de interaccion (Figura 9).

N/

Reglas

= propagacion

Figura 9. Estado dos: colision y dispersidon de las particulas.
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I1.2.3 Reglas locales de interaccion

Las reglas locales de interaccion entre las particulas deben cumplir las leyes de conser-
vacion de masa, energia y momento. Considerando que todas las particulas tienen la
misma masa y velocidad, la conservacién del momento y energia se reduce a la suma

vectorial de las velocidades (Tabla I).

Tabla I. Conservacion de momento y energia.

Conservacion de momento Conservacion de energia

P =muv EC = %7774]2
P =1 E; = E?

>oipit =2, P > =3 B

Svimit =3 vtm? 3 amat (i) = 30, gma? (vi?)?
dovitmt =30 vtm? >oi(i)? =37, (v?)?

vt = u =0 >t = 30(0?)? =0

En la Figura 10 se ilustra la colision de dos particulas propagandose con direcciones
de velocidad 1 y 2 hacia el centro de una vecindad hexagonal. Nétese que después de la
colision las particulas mantienen sus trayectorias. Este es el nico estado que satisface
balance de momento y energia. La Figura 11 muestra la misma interaccion solo que
ahora las graficas se encuentran en un espacio del campo de velocidad. Observese que
en esta nueva representacion el estado de pre y post colisién es el mismo. En adelante
los diagramas de interaccién sélo se presentan en el espacio del campo de velocidad,
dado que simplifican la descripcion de las interacciones.

El estado en cada nodo de la red de celosias de gases puede ser expresado con opera-
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- J L

Pre- colisidon Post-colision

2) (9

Figura 10. Pre y post colision en el espacio del campo de desplazamiento.

Pre- colision Post-colision

(5 (D

Figura 11. Pre y post colisién en el espacio del campo de velocidad.

ciones logicas entre bits. Los estados de interaccién se codifican con las variables A — F
que corresponden a los vértices de la regién hexagonal. A cada vértice le corresponde
una direccién de velocidad (Figura 12). Adicionalmente se incluyen dos bits S y R,
donde S indica la presencia de solido y R es un bit aleatorio, los cuales se explican mas
adelante. La Figura 13 muestra el valor decimal que le corresponde a cada variable.
Las variables A — F' se pueden codificar en una cadena de bits en donde cada vértice

de la vecindad hexagonal de un nodo de la red triangular puede tomar el valor de 1 o 0
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E F

Figura 12. Las variables A-F describen las direcciones en las que una particula de
la celosia triangular mostrada en la Figura 6 se puede propagar.

Valores decimales de los bits

128 64 32 16 8 4 2 1
A 0 0 0 0 0 0 0 1
B 0 0 0 0 0 0 1 0
C L] 0 0 0 L] 1 0 0
D 0 0 0 0 1 0 0 0
E 0 0 i} 1 0 0 0 i}
F L] 0 1 0 L] L] 0 0
5 0 1 0 0 0 0 0 0
R 1 0 0 0 L] L] 0 0

Figura 13. Valores decimales correspondientes a las variables A—F' y adicionalmente
el valor decimal de S'y R.

dependiendo si la particula se mueve o no en esa direccion. El simple esquema anterior
es extendible y puede describir el movimiento de hasta seis particulas a la vez. Las

combinaciones posibles de interaccion se muestran a continuacién:

1. Una particula por nodo: la particula puede tomar una de las seis direcciones
posibles (Figura 14). Ademas el estado de post-colision es el mismo que el estado

de pre-colision.



23

Cadena de bits Cadena de bits

Pre-colision Post-colision
N":fm Estado pre-| F | E | D c| e | a Estado - p | c|e | a
colisién B2y | sy | 8 | @ | @) | ()| postcolision | 32) | ey | 8 | @ | 2 |

particulas

SRRk
oM eR

Figura 14. Configuracion pre y post colision de una particula.

2. Dos particulas por nodo: la Figura 15 muestra las combinaciones para el estado
de pre-colision. Velocidades iniciales separadas por angulos de 60° y 120° tienen
el mismo estado de post-colisiéon. Para dos particulas separadas 180° su estado

de post-colision cambia.

3. Tres particulas por nodo: la Figura 16 muestra los estados que las particulas
pueden tomar. KEstado de pre-colision con velocidades iniciales separadas por
angulos de 60° tienen el mismo estado de post-colisién. La configuracion con
angulos de separaciéon de 60°-120° y angulos de 120°-120° cambian sus estados de

post-colision.

4. Cuatro particulas por nodo: la Figura 17 muestra las combinaciones que se pueden

formar cuando interactian cuatro particulas. Los estados de pre-colisién con velo-
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Cadena de hits Cadena de bits
Pre-colisién Post-colision

Nuamero
de
particulas

Estado F E D C B A Estado F E D C B A
pre-colisién (32) | (16) | (8) (a) (2) (1) post-colision (32) | (16) | (8) (a) (2) (1)

A o | o] o] o 1 1 ; 0 o | o o 1 1
2 w [ 0 0 1 0 1 m 0 0 0 1 0 1

180° 0 0 1 0 0 1 07 0 1 0 0 1 0

Figura 15. Configuracién pre y post colisién de dos particulas.

Cadena de bits Cadena de bits
Pre-colision Post-colision

Nimero

de Estado F E D C B A Estado F E D C B A

particulas pre-colision (32) | (16) | (8) (4) 2) (1) post-colision (32) | (16) | (8) (4) (2) (1)
607

0 0 0 1 1 1 1] 0 1] 1 1 1

3 oo |1 o] 1] 1o o] 1| e

bl U
S L]

Figura 16. Configuracion pre y post colision de tres particulas.

cidades iniciales separadas por angulos de 60° y angulos de 60°-60°-120° tienen
los mismos estados de post-colision. Para los estados de pre-colisién con configu-
racion de velocidades iniciales separada por angulos de 60°-120°-60°-120° cambia

su estado de post-colision.
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Cadena de bits Cadena de hits

Pre-colision Post-colision
N”:’:m Estado F|lefopf|c]|e]|a Estado Fle|lp ]l c]e|a
particulas pre-colision (32) | (16) | (8) (4} (2) (1) post-colision (32) | (16) | (8) (4) (2) (1)

A
\_/
4

Figura 17. Configuracidn pre y post colision de cuatro particulas.

.@

VAN

g
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-
=
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-
=

5. Cinco y seis particulas por nodo: la Figura 18 muestra los estados que pueden
formar las interacciones de cinco y seis particulas. Los estados de pre-colision son

los mismos que los estados de post-colisién.

Cadena de bits Cadena de bits
Pre-colision Post-colision
N”;’:m Estado Fle|lp]c|e]|a Estado Fle|lp|lc]e|a
particulas pre-colision (32) | (18) | (8) (4} (2) (1) post-colision (32) | (16) | (8) (4) (2) (1)
5 0 1 1 1 1 1 %' 0 1 1 1 1 1
b6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 18. Configuracidn pre y post colision de cinco y seis particulas.
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Todos los estados posibles de los gases de red hexagonal se muestran en la Figura
19 de estados de pre-colisiéon. Las casillas en blanco corresponden con estados que
no se alteran durante las colisiones. Los casos especificos que cambian su estado de
post-colision se muestran en gris.

Cada estado puede expresarse en notacién de 6 bits (una combinacién de 3 bits de la
derecha y 3 bits a la izquierda). Por ejemplo, el estado vacio estd escrito por (000.000)
y el estado maximo ocupado se encuentra en la esquina inferior derecha de la tabla por

escrito por (111, 111).

g

1
A X
W%F

6

101 *—\ FE’¢_:*TH7
110 A’T N’?

111 47\ ’? W’?

Figura 19. Combinaciones posibles de pre-colisiones. Los de la parte superior
corresponden a las variables ABC' y los bits de la izquierda corresponden a las
variables DEF'. El numero en la esquina inferior derecha corresponde al nimero
decimal. Los estados en sombreado gris corresponden a los estados que cambian
su estado de post-colision (Cooper et al., 1989).
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Figura 20. Combinaciones posibles de post-colisiones. El recuadro de la esquina
inferior derecha muestra el namero en decimal de post-colision. Los casos donde
no cambia su estado de pre y post colision solo se muestra un namero. Los estados
que cambian se presentan dos nimeros el superior es el nimero de pre-colision y
el inferior corresponde al nimero de post-colision.

El septimo bit .S como se mencioné indica la presencia de solido, como las particulas
no pueden atravesar el solido rebotan en la superficie del sélido cambiano su direccion
180° (Figura 21).

El octavo bit R toma el valor de 0 o 1 al azar para decidir entre los estados alter-
nativos de post-colision. Por ejemplo, el caso 9 decimal tiene dos estados post-colision
que conservan momento como se muestra en la Figura 22. En este caso el bit aleatorio

sirve para decidir entre estos dos estados posibles.
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Cadena de bits Cadena de bits
Pre-colision Post-colisién
Mimero [ R s F E D C B A Nimero | R s F E D C B A
decimal | (128) | (sa) | 32) | uaed | ) | @ 2| w decimal | (128) | (6a) | 2) | e} | (8) w | @ )
64 0 1 0 0 0 0 0 0 64 0 1 0 0 0 0 0 0
65 0 1 0 0 0 0 0 1 72 0 1 0 0 1 0 0 0
66 0 1 0 0 0 0 1 0 80 0 1 0 1 0 0 0 0
127 0 1 1 1 1 1 1 1 127 0 1 1 1 1 1 1 1
- - . e
Pre- colision Post- colision

C B C B

E F E F

Figura 21. Regla local de interaccion en la presencia de sélido. La particula que
colisiona con un sélido en A rebota y ahora va en direccién hacia D

Cadena de bits Cadena de bits
Pre-colisidn Post-colisién
Mimero R 5 F E D c B A Nimero R 5 F E D c B A
decimal | (128) | (62) | 22) | ) | @ | @) | @ | W decimal | (128) | f6a) | 32) [ 2e) | t2) | @ | @ | @
9 0 0 0 0 1 0 0 1 18 0 0 0 1 0 0 1 0
137 1 0 0 0 1 0 o 1 164 1 0 1 0 0 1 o 0 | —
Pre- colision Posibles post- colisiones

C B C B C B

E F E F E F

Figura 22. Regla local de interaccion para decidir entre los estados alternativos de
post-colision.
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I11.3 Condiciones de frontera

El modelo requiere de un nuimero finito de nodos. Esto lleva a considerar lo que debe
suceder a las particulas que se encuentren en los bordes de la reticula. La imple-
mentacién de una o varias consideraciones especificas en los bordes de la reticula se le
conoce como condicién de frontera. A continuacion se enumeran algunos ejemplos de

condiciones de frontera :

1. Frontera periédica. Se considera que los nodos en el limite de la malla estan
interactuando con los nodos localizados en la frontera del limite opuesto. El
sistema entonces es cerrado sin bordes. La Figura 23 muestra las dos topologias

posibles de fronteras periddicas.

—

a) b)

Figura 23. Condiciones de frontera del modelo FHP. @) En la topologia cilindrica
las fronteras son periddicas en una sola direcciéon. b) En la topologia toroidal las
fronteras son periédicas en ambas direcciones.

2. Frontera reflectora. La incorporacién de sélido en los nodos de la frontera permite
bordes donde las particulas rebotan y quedan dentro de la malla. El sistema es,

una vez mas, cerrado.
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3. Frontera abierta. Se considera que las particulas escapan por los nodos en el
limite de la malla, se puede asumir que las particulas siguen interactuando fuera

de la malla. En este caso el sistema es termodindmicamente abierto.

II.4 Implementacion del modelo

El modelo se codificé en el lenguaje de programacién C (Kerrigan y Ritchie, 1978).
Este lenguaje tiene la ventaja de utilizar un ntimero reducido de instrucciones y ser
altamente modular. Otra ventaja es que los ejecutables son pequenos con tiempo de
ejecucion pequenos comparados contra otros lenguajes interpretes como Matlab, Basic
o Python.

Como ejemplo, se muestra el cédigo de la funcion que asigna aleatoriamente la ve-
locidad y posteriormente la funcién se ejecuta cuando es invocada en el cédigo principal

(Figura 24).
volid inicializarVelocidad ( int wvelocidad [ ] , int numParticulas )
{
int i ;
for ( 1 = 0 ; i <« numParticulas; i++ }

{
velocidad [ 1 ] = 1 + rand({ )} % & ;

'/ Invocacion de la funcidn :

inicializarVelocidad |( wvelocidad , numParticulas j;

Figura 24. Codificacion de funcién en lenguaje C.

El compilador utilizado fué gecc version 4.2, el cual permite, ademas, de utilizar

opciones de optimizacion y paralelizacion automatica.
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El cédigo con la implementacién del modelo consiste de tres secciones: pre-procesado,
procesado y post-procesado. A continuacion se describen brevemente estas tres sec-

ciones:

1. Pre-procesado. Aqui se introducen las variables y parametros del modelo, tales
como el tamano de la malla, nimero de pasos en el tiempo, la colocacién inicial
de las particulas y su direccion de la velocidad asignada de forma aleatoria. Inicia

la propagacién de particulas (Figura 25).

(- Tamafio de la malla

Inicializacion de posicion de las particulas

Eliminacion de particulas repetidas
Pre-procesado

Asignacion de la direccion velocidad

(aleatoriamente)

Mover particula en la direccion de la velocidad

(progacion)

k Pre-colision

1.-Calcular interaccion local Pre-colision incluyendo al solido

2.-Calcular interaccion local Post-colision incluyendoal solido

Numero
Mover la particula de acuerdo a la interaccion local de Post-colision
Procesado < de (dispersion)
Pasos
Pre-colision
N—

Figura 25. Algoritmo general. Las instrucciones que se encuentran entre las flechas
se repiten de acuerdo al nimero de pasos en el tiempo establecido.
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2. Procesado. Se llevan a cabo las colisiones entre las particulas en los nodos de la
malla. Se aplican las reglas locales de interaccién y se dispersan las particulas.

Este proceso se repite para cada paso de tiempo (Figura 25).

3. Post-Procesado. Se generan archivos de texto de salida.

La visualizacién de los resultados se realizé en Matlab y en OpenDX (www.opendx.org).
En la Figura 26 se muestra un ejemplo de visulizacién con OpenDX. La figura mues-
tra un ciclo de propagacion-colision-dispersion en el que 100 particulas inicialmente
se encuentran colocadas en los nodos de la red en una regién cuadrada de 10 por 10
nodos con fronteras periédicas. A las particulas se les asigna la direccion de velocidad
de propagacién aleatoriamente (Figura 26a). Algunas particulas colisionan con otras
particulas (Figura 26b). En estos casos se aplican las reglas locales de interaccién y

con las velocidades asignadas por las colisiones las particulas se dispersan (Figura 26¢

y 26d).

I1.4.1 TImplementacién del sélido

Como se menciond anteriormente el modelo FHP tiene la capacidad de incorporar
solidos y generar un medio poroso. Con este se puede simular los detalles de flujo y
transporte en los espacios del medio poroso. El medio poroso esta constituido por dos
fases: una matriz sélida y en su interior un sistema de poros que pueden o no estar
conectados entre si. En la Figura 27 se muestra una representacién de un medio poroso.

La implementacion del sélido es simple, al algoritmo mostrado en la Figura 25 se le
introduce una subrutina en la secciéon de pre-procesado que genera el medio poroso a

través del cual las particulas pasaran (Figura 28).
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d)

Figura 26. Visualizacion de la interaccion de 100 particulas con OpenDX. Las
particulas estan representadas por los esferas verdes y las flechas corresponden al
vector de velocidad. a) Propagacion: inicialmente las particulas estan dispuestas
en la red hexagonal. A cada particula se le asigné una velocidad de propagacion
aleatoria. b) Colisién: ahora las particulas se encuentran en la posicién de acuerdo
al vector de velocidad inicial; algunas particulas colisionan. c¢) Reglas locales
de interaccion: las particulas que colisionan se les aplica las reglas locales de
interaccion descritas en las Figuras 19 y 20. d) Dispersion: las particulas ahora se
dispersan de acuerdo a los vectores de velocidad calculados con las reglas locales
de interaccioén.
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%@ﬁ>xﬁi::

Poros A:@’@
@

Figura 27. Dibujo representando las dos fases del medio poroso, la matriz sélida y
los poros.

[)

(- Tamaiio de la malla

Inicializacion de posicion del sélido

(aleatoriamente)

Inicializacion de posicion de las particulas

Pre-procesado Eliminacién de particulas repetidas

Asignacion de la direccion velocidad

(aleatoriamente)

Mover particula en la direccion de la velocidad

(progacion)

k Pre-colision

1.-Calcular interaccion local Pre-colision incluyendo al solido

2.-Calcular interaccion local Post-colision incluyendo al sélido

Numero
Mover la particula de acuerdo a la interaccién local de Post-colisién
Procesado ~< de L
(dispersion)
Pasos
S —

Figura 28. Implementacion del sélido al algoritmo principal
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La inicializacién del vector de posicion del sélido se realiza aleatoriamente eligiendo
entre cero para ausencia de sélido y uno para presencia de solido, como en la siguiente
instruccién: Solido[i] = (rand()%100) < 50. Con esta intruccién podemos indicar el
porcentaje de sélido en la malla, en este caso es el 50%. La estructura resultante se

muestra en la Figura 29.

. Matriz
. Sélida

Poros

Sélido=50%

Figura 29. Medio poroso con estructura aleatoria generado con el algoritmo descri-
to en la seccién 11.4.1.

La Figura 30 es un ejemplo del flujo en un medio poroso generado con el modelo.
La figura muestra un ciclo de propagacion-colision-dispersion en el que 19 particulas
inicialmente se encuentran colocadas aleatoriamente en los nodos de la red hexagonal
en una regién cuadrada de 10 por 10 nodos con fronteras periddicas. A las particulas
se les asigna la direccién de velocidad de propagacion aleatoriamente. El medio poroso
generado consta de un 50% de sélido, es decir, del total de nodos de la malla el 50% de
los nodos esta ocupado por sélidos. Algunas particulas colisionaran con otras particulas
en estos casos se aplican las reglas locales de interaccién descritas en las Figuras 19 y
20 y otras particulas colisioran con el sélido en estos casos se aplican las reglas locales

de interaccién descritas en la Figura 21.
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Figura 30. Simulacién del flujo en un medio poroso. Las particulas estan repre-
sentadas por las esferas verdes, las flechas corresponden al vector de velocidad
y los rombos rojos representan al sélido (el sélido esta colocado aleatorimente).
a) Propagacion: inicialmente las particulas estan dispuestas de aleatoriamente
en los nodos de la red hexagonal. A cada particula se le asigné una velocidad
de propagacion aleatoria. b) Colision: ahora las particulas se encuentran en la
posicion de acuerdo al vector de velocidad inicial; algunas particulas colisionan
entre ellas y otras colisionan con el sélido. ¢) Reglas locales de interaccion: las
particulas que colisionan entre ellas se les aplica las reglas locales de interaccion
descritas en las Figuras 19 y 20. Las particulas que colisionan con el sélido se les
aplica las reglas locales de interaccion descritas en la Figura 21. d) Dispersion:
las particulas ahora se dispersan de acuerdo a los vectores de velocidad calculados
con las reglas locales de interaccion.
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I1.5 Densidad

Uno de los pardmetros mas importantes que nos permite caracterizar la evolucién de
un sistema es la densidad. Esta es una cantidad fundamental de la fisica que permite
establecer flujos y fuerzas de origen termodindmico como presion y la energia interna
del sistema. En el modelo este parametro esta dado por la razon entre la cantidad de

particulas y el drea que las contiene.

No.Particulas

densidad = (31)

areéapezagonal
A manera de ejemplo, a continuacién se muestra el comportamiento de un experi-
mento numeérico para 5y 10 pasos en el tiempo. La malla del experimento consta de 100
renglones y 100 columnas; en la region central estan dispuestas 460 particulas formando
una concentracion inicial cuadrada (Figura 31). Las particulas en la posicién inicial se

muestran en color rojo y en color negro la posicién de las particulas propagadas.

70 T T T T T T T 70 T

65 t:5 i a5

60

- 60

551 1 551

1

50} 1 S0

451 g 451
40F g 40F
35F Fa E 350

301 B 30F

25t 1 25t

20 1 1 1 1 Il Il 1 1 1 20 1 1 1 1 L L L L L
25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 25 30 35 40 45 50 55 80 65 70 75

Figura 31. Simulaciones con 5 y 10 pasos en el tiempo. En rojo la posicién de las
particulas inicialmente y en negro la posicidon de las particulas propagadas.
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La Figura 32 muestra la distribucion de densidad para este experimento utilizando
la ecuacién (31) para caracterizar la densidad. Las gréficas muestran la densidad para
5y 10 pasos en el tiempo. Se puede apreciar que la densidad calculada con la relacién
31 es inestable ya que muestra fuertes variaciones espaciales. Esto se debe a que el

calculo (31) esta en la escala de particula.

t=5

densidad

t=10

densidad

Figura 32. Corte de la distribucion de densidad para el modelo de la Figura 31.
Nétese que la densidad muestra fuertes variaciones debido a que el calculo esta
en la escala de particula.

En general, los procesos se miden a escala macroscopica y lo que seguimos son
promedios calculados sobre esa escala. Por lo tanto un cambio de escala, de particula a
escala macroscopica es necesario para poder hacer comparaciones realistas y estabilizar

el calculo de la densidad. Para efectuar este calculo de densidad se construyé una
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nueva malla con dimensiones dxr = dy >> arista heragono que se sobrepuso a la
malla hexagonal sobre la que operan las pariculas. Ademads, por simplicidad, el drea de

promediado se consideré como un circulo (Figura 33).

Figura 33. Area de promediado sobrepuesta a la malla hexagonal.

Esta nueva caracterizacion de densidad se aplicé a la simulacion mostrada en la
Figura 32. Las dimensiones de la nueva malla son dz = dy = 5 aristas y el radio
de promediado es de 7 aristas de la red hexagonal. Los resultados se muestran en la
Figura 34: la distribuciéon de densidad es suave, cuasi-gaussiana y estable, sin altas

frecuencias.
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densidad
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t=10

06} B

densidad

02} i

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 34. Distribucién de densidad calculada con la nueva malla mostrada en la
Figura 33. Ahora la distribucién es suave y sin altas frecuencias.
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Capitulo III

ANALISIS DE CONVERGENCIA DEL
MODELO

II1.1 Introduccion

En el capitulo anterior se describié la implementacion del modelo de celosias de gases
FHP. Ahora se aplicara el modelo para obtener soluciones numéricas de problemas de
valores iniciales y de frontera con solucién analitica conocidas. La solucion numérica
se obtiene con la implementacion de los algoritmos mostrados en las Figuras 25 y 28.
Esta implementacion esta basada en operaciones aritméticas y 1égicas entre bits que re-
producen el comportamiento colectivo de un grupo de particulas. La solucion analitica,
por otra parte, se obtiene de soluciones de ecuaciones diferenciales promediadas (como
las ecuaciones 4, 5, 6 y 10) y estdn expresadas en términos de funciones elementales
conocidas que describen la evolucién de campos fisicos en la macroescala.

Es evidente que ambas soluciones deberan mostrar similitud cuando ambos modelos
estdn sujetos a condiciones iniciales y de frontera similares. A la comparacién entre
modelos numéricos y analiticos se le conoce como andlisis de convergia se dice que
una solucién numérica converge a la solucién analitica cuando, para cada punto (en
el espacio de variables), la primera es lo suficientemente cercana a la segunda. Ahora
bien, la solucion numérica diferira de la solucién analitica debido a la manera diferente
de caracterizar el problema, a inestabilidades por los esquemas numéricos empleados,

o por artificios introducidos en la discretizacién de proceso. La manera de cuantificar
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la discrepancia entre la solucion numérica y la analitica es a través del residual. El

residual porcentual se calcula de la siguiente forma:

(32)

Valor Analitico;

residual, = (ValorSimulacz’oni — ValorAnaliticoi) < 100%

donde 7 corresponde a cada dato.

II1.2 Soluciones analiticas de la ecuacion de difusion

Antes de comenzar con el analisis de convergencia es conveniente recordar la ecuacién

que gobierna el proceso difusivo y algunas de sus soluciones. La ecuacion de difusion

fue descrita en el capitulo I, ahora reescribimos la ecuacién 4 de la siguiente manera:
oC 0?C

donde C' es la concentracién y D es el coeficiente de difusién. La ecuacién 33 es conocida
como ecuacion de difusion unidimensional o segunda ley de Fick. Existen numerosas
soluciones analiticas para esta ecuacion, las soluciones dependen de las condiciones
iniciales y condiciones de frontera. Ahora se describiran dos situaciones de interés que

son facilmente reproducibles con el modelo FHP.

I11.2.1 Solucién analitica para dominio infinito

La solucion analitica para la ecuacién de difusién en un dominio infinito con una con-

centracién inicial instantanea descrita por una fuciéon impulso es:
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donde Cj es la concentracion inicial. La Figura 35 muestra en color rojo la concentracién
instantanea inicial Cy y en negro las curvas calculadas con la solucion analitica descrita
por la ecuacién 34. Esta solucién predice una propagacién infinita cuando t — oo de

una cantidad finita de substancia.

08

06

[
/

Z

0 20 40

0 80 100 120

Figura 35. Solucién analitica para condiciones de frontera infinitas y concentracién
inicial () instantanea. En color rojo la concentracién instantanea inicial C)y y en
negro las curvas calculadas con la solucién analitica mostrada en la ecuacién 34.

I11.2.2 Solucién analitica para una concentracion inicial dis-
tribuida en una longitud finita

La solucion analitica de la ecuacién de difusién para una concentracién distribuida en
- s 1 1 d . £ Ny . d inio infini dad
una regiéon —z < z < 5 descrita por una funcién caja en un dominio infinito esta dada

por la expresién

C; — G, 0.5] —x 0.5 +x

C(z,t) =Cy+ 12 erf\/(let)+e7“f\/m
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En donde erf es la funcién error. Esta expresion resulta de integrar la solucién (34)

sobre la distribucién inicial de la concentracién

¢=4 C )2
Clat) = / TG e (36)
¢=—12v/(mDt)
C
¢+
<~—————I ffffffff B
2N
Co L
: X
0

Figura 36. Condiciones iniciales para la solucién analitica para una concentracién
inicial distribuida en una longitud finita.

La Figura 37 muestra la solucién analitica dada por la ecuaciéon 35 para varios
tiempos. En color rojo la concentracion inicial en forma de funcién caja y en negro las
curvas calculadas con la solucién analitica.

Al igual que la solucién anterior, esta expresion predice una propagacién difusiva

infinita cuando ¢t — oo de una cantidad finita de substancia.

I11.2.3 Simulacién numérica de la difusion de una concentracion
inicial en forma de funcién caja

Se realiz6 una simulacion con 2850 particulas dispuestas en un area rectangular de 50 por
57 nodos colocadas en el centro de la regién simulada (Figura 38). En la simulacién las
fronteras son periddicas con topologia toroidal. Como se pretende simular la difusion de

la concentracion inicial las velocidades de cada particula fue asignada de aleatoriamente.
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Figura 37. Solucién analitica para condiciones de frontera finitas y concentracién
inicial en forma de funcién caja. En color rojo la concentracidn inicial y en negro
las curvas calculadas con la soluciéon analitica.

Con esto se garantiza que las particulas colisionan al azar entre si, describiendo las
particulas un movimiento browniano. Se aplico la caracterizacién de densidad mostrada
en la Figura 33 con un radio de promediado de 7 unidades, dr = dy = 5 unidades y 70
pasos en el tiempo.

En la Figura 39 se muestra la progresion del cambio de densidad para la experimento
anterior en una serie de cortes en y = 19, en el intervalo 0 < x < 42. La Figura 39
también contiene la solucién analitica (ecuacién 35) de la difusién de una concentracién
inicial dada por una funcién caja. La Tabla II lista los valores asignados a los parametros
libres del modelo analitico. Aqui hay que notar que la solucién analitica esta definida
en un dominio infinito mientras que la solucién numérica esta definida en una regién
finita con condiciones de fronteras peridédicas. Sin embargo, ambas soluciones deben ser
comprables en el centro de la region. El valor de D es unicamente para auto difusion

(Sukop y Thorne, 2006).
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Figura 38. Experimento numérico de la dispersion de 2850 particulas dispuestas
inicialmente en una drea rectangular en el centro de la region simulada. Las
fronteras son periddicas con topologia toroidal.
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Tabla Il. Valores utilizados en la solucién analitica dada por la ecuacién 35, cuando
la concentraciodn inicial tiene forma de funcién caja

D | 1 ~0.1666
Cy 0

C; | 1.1368
& | 0.5684

l 9.5

La solucién analitica esta representada con la linea continua roja y la solucion
numérica esta representada con asteriscos azules. Podemos observar que la soluciéon
numérica se ajusta a la solucion en los primeros 15 pasos en el tiempo. El ajuste es
moderadamente bueno; los residuales se encuentran al nivel del 20% como se muestra
en la Figura 39. De la distribucion de densidad en esos 15 pasos es evidente que el pro-
ceso gobernante en la simulacion numérica es difusivo. Sin embargo, a partir del paso
15 las soluciones divergen. Primero, a partir del paso 15 y hasta el 25 la concentracion
de particulas se separa en dos lobulos que viajan en direcciones contrarias. Segundo, a
partir del paso 30 las concentraciones en el modelo numérico se difunde méas rapido que

la solucién analitica. Los residuales, por otra parte, aumentan hasta llegar al 100%.

I11.2.4 Experimento numérico de la dispersion de una con-
centracion inicial en forma de caja en medio de una

concentracion diluida

El experimento numérico anterior diverge en tiempos grandes del comportamiento difu-

sivo esperado. Ahora se presenta un nuevo experimento numérico en donde se incluye
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Figura 39. Analisis de convergencia de la simulaciéon numérica mostrada en la
Figura 38 y la ecuacién 35. La solucién numérica esta en linea continua roja y en
asteriscos azules la solucion numérica.



49

Residual en t=5 Residual en t=10
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Figura 40. Residuales de la Figura 39. Noétese que los residuales aumentan hasta
llegar al 100% indicando que no hay convergencia.

una concentracion central en forma de caja. Esto, en principio, deberd sostener el
proceso de difusién en tiempos grandes simulados.

El experimento consiste de 2850 particulas centrales rodeadas de 5158 particulas
(Figura 41). Inicialmente a las particulas que se encuentran alrededor de la concen-
tracion central se les asigna su posicion y velocidad de manera aleatoria. Las fronteras
son periddicas con topologia toroidal. Se utilizo la caracterizacion de densidad mostrada
en la Figura 33 con un radio de promediado de 7 aristas y dx = dy = 5 aristas.

La Figura 41 muestra la evolucion de la densidad cada 5 pasos en el tiempo hasta
el paso 70 en el tiempo. En el paso 0 en el tiempo podemos observar en el centro de
la region la mayor densidad de particulas y alrededor se encuentran particulas disemi-
nadas. En los siguientes pasos hay una dispersion de particulas de manera uniforme y
radial hasta el paso 15 en el tiempo. A partir del paso 20 al 30 en el tiempo se forman

4 16bulos donde se nota una mayor densidad de particulas. Del paso 40 en adelante se
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Figura 41. Evolucion de la simulacién numérica con 2850 particulas en el centro y
alrededor 5158 particulas diseminadas, las fronteras son periddicas con topologia
toroidal.
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empieza a formar un anillo de dispersién con fuerte simetria radial.

Ahora se compara los resultados de este nuevo experimento numérico con la solucién
analitica del problema continuo dado por la ecuaciéon 35. En la simulacién numérica se
realiza un corte en y = 19 y se toman los valores del intervalo 0 < x < 42. La Tabla III
muestra los valores asignados en la solucién analitica que se sustituyen en la ecuacion

35. El valor de D es unicamente para auto difusién (Sukop y Thorne, 2006).

Tabla Ill. Valores utilizados en la ecuacién 35 para el caso de una concentracion
inicial en forma de caja en medio de una concentracién diluida.

D | 1~0.1666
C, | 0.1550
Ci | 11368

G| 0.4909

l 9.5

En la Figura 42 se muestra el andlisis de convergencia; la solucién analitica esta
representada con linea continua roja y la solucién numérica esta representada con as-
teriscos azules. La solucién numérica ajusta bien con respecto a la solucién analitica
hasta el paso 15 en el tiempo. Los residuales para los primeros 10 pasos en el tiempo
estdn alrededor de +10% y en el paso 15 en el tiempo los residuales llegan a +20%
(Figura 43). A partir del paso 20 en el tiempo hasta el paso 30 en el tiempo se nota
la formacion de una cresta en la soluciéon numeérica. A partir del paso 40 en el tiempo
se forman 2 16bulos moviéndose en direcciones opuestas que corresponden anillo de dis-
persion. También la solucién numérica se difunde mas rapido que la solucién analitica

y los residuales aumentan hasta llegar al 100%.
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Figura 42. Analisis de convergencia de la simulaciéon numérica mostrada en la
Figura 41 y la ecuacién 35. La solucion numérica esta en linea continua roja y en

asteriscos azules la solucion numérica.
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Figura 43. Residuales de la Figura 42. Noétese que los residuales aumentan hasta
llegar al 100% indicando que no hay convergencia.

II1.3 Solucidén analitica de una onda difusiva

La Figura 39 y 42 muestran que para tiempos grandes la velocidad de grupo de las
particulas es mas rapida que la predicha por difusién. Aun més, recordemos que en
la Figura 41 aparece un anillo de dispersién que se asemeja a la propagacién de una
onda. Lo que podemos deducir es que en modelo FHP estan presentes dos fenémenos:
uno de difusién y otro de propagacion de onda. Por lo tanto el analisis de convergencia
es incompleto y es necesario incorporar el fenémeno de difusion como el movimiento
ondulatorio. La siguiente ecuacién describe estos fenémenos:
1 9°C  0C 0*C

-~ Y _pdr
2oe T ot P (37)
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La ecuacion 37 es conocida como la ecuacién del telegrafista y tiene la propiedad
de capturar procesos ondulatorios y difusivos. La razén T% en la ecuacién 37 se puede
interpretar como el tiempo caracteristico que le lleva establecerse a el flujo macroscopico

¢ = DVC cuando se introduce un cambio instantdaneo en la concentracién (Figura 44).

e EE N —— G
\/ o
t=2

a) b)

Figura 44. a) La primera ley de Fick estable que aparece un flujo instantaneo sobre
la distancia [ cuando se introduce un cambio en la concentracién. El flujo esta
dado por ¢ = D(C, — Cy)/l. b) La ecuacion del telegrafista (37) establece que el
flujo se establece en el tiempo caracteristico T—12

En el caso que no hay resistencia con el medio la ecuacién (37) se reduce a la ecuacién
de onda:
1 9*C 0?C
——=D— (38)
T2 Ot? ox?
Cuando la resistencia en el medio es grande la ecuacion 37 se reduce a la ecuacion
de difusién:

oC 0°C
~_pl
ot 0x?
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Para el andlisis de convergencia es necesario conocer la solucién de la ecuacion 37
a nuestro problema de valores iniciales y de frontera. Dicha solucién, sin embargo, es
dificil de calcular ya que incolucra funciones de Fresnel y otros términos que solo pueden
obtenerse por esquemas numéricos. Aqui se deriva una solucion aproximada basada en
la solucién de la ecuacién de difusién (35) y a partir de la solucién de D’Alambert a
la ecuacién de onda en una dimension. La solucién de D’Alambert establece que los
cambios en concentracion por la propagacion de ondas materiales es:

r+vt
Clz,t)==|f(x —vt)+ f(x+ vt)] + i/ g(&)d¢ (40)

20 —vt

N —

en donde f(x) es una funcién cualesquiera que satisface las condiciones iniciales del pulso
material inicial. La ecuacién 40 nos dice que tendremos tendremos ondas propagandose
en direcciones opuestas.

Ahora bien, si se truncan la solucién de la ecuacion del telegrafista a los términos

de primer orden se obtendra la solucién aproximada siguiente:

R 0.5l —z + vt 0.5l + x 4+ vt

Ci(z,t) = ae <€rf——(4Dt) + erf—_(4Dt) ) (41)
R 0.5l —x — vt 0.5 +x — vt

Cy(x,t) = ae <€Tf——(4Dt) + 6rf——(4Dt) ) (42)

En donde las funciones Ci(z,t) y Ca(z,t) juegan un papel similar a la funcién f(z)

en la solucion de D’Alambert. Nétese que estas incluyen un término ae™ que nos

dice que la amplitud de las ondas difusivas disminuira conforme estas se propagan y el
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tiempo se incrementa. La solucién aproximada a la ecuacion del telegrafista esta dada
por:

C; —C

ZTI’ ((11 (z,t) + Cy(z, t)) (43)

C’total (.CE, t) = C’b +

En la Figura 45 muestra el comportamiento de la ecuaciéon 43 donde dos ondas se
propagan, una hacia la derecha y otra hacia la izquierda, la amplitud de estas ondas
decrece debido a difusion y al el término ae v . As emerge de manera natural, de la

combinacién de los dos fenémenos, una onda difusiva (Ortigoza-Capetillo, 2007).

0 b 10 15 20 25 30 35 40 45

Figura 45. En la grafica superior se muestra el la propagacion de dos ondas (funcién
Ci(x,t) y Co(z,t) en ecuaciones 41 y 42), una hacia la derecha y otra hacia la
izquierda. Cada onda, ademas, sufre disipacion por difusiéon. En la grafica inferior
se muestra el proceso resultante que emerge de la suma de las ondas (' y (5.
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I11.3.1 Simulacién numeérica de la difusién de una concentracion

inicial en forma de funcién caja (onda difusiva)

A continuacién se realiza el analisis de convergencia para el ejemplo mostrado en la
Figura 38 utilizando ahora la aproximacién dada por la ecuacion 43. Los valores de la
solucién numérica se toman a lo largo de un corte en y = 19 y el intervalo 0 < z < 42.
La Tabla IV muestra los valores utilizados en la ecuacién del telegrafista para obtener
la solucion analitica:

Tabla IV. Valores de los parametros libres de la solucion de la ecuacion del tele-

grafista 43. Nétese que el valor del coeficiente de difusion disminuyen a partir del
paso 40 en el tiempo y el valor de velocidad de propagaciéon de onda aumenta.

Pasos 1 a 40 | Pasos 40 a 70
D| =002 | & ~0.0166
Ci 1.1368
%1 0.5684
l 10
a 0.530
k 0.009
v 0.135 0.185

La Figura 46 contrasta el comportamiento de la simulaciéon numérica de la Figura
38 contra la solucion analitica dada por la ecuaciéon 43. La solucién analitica esta repre-
sentada con linea continua roja y la solucién numérica esta representada con asteriscos
azules. En los 70 pasos en el tiempo el ajuste de la solucién analitica con respecto a la

simulacién numérica es buena y los residuales se encuentran en £50% (Figura 47). En
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Figura 46. Analisis de convergencia de la simulacién numérica mostrada en la
Figura 38 y la ecuacion 43. La solucion numérica esta en linea continua roja y en
asteriscos azules la solucién numérica. En los 70 pasos en el tiempo la solucién

numérica tiende a la solucion analitica.
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Figura 47. Residuales de la Figura 46.

los primeros 15 pasos en el tiempo es claro que el fenémeno que domina es difusiéon y
los residuales para estos pasos se encuentra alrededor de £20%. Del paso 20 al 40 en el
tiempo los fenémenos de propagacion de onda y de difusion son igualmente importantes.
A partir del paso 40 el fenomeno dominante es la propagacién de onda, la velocidad
con la que se separan las ondas aumenta y el coeficiente de difusién disminuye lo que

indica que la difusién es mas lenta como muestra Tabla I'V.

I11.3.2 Experimento numérico de la dispersion de una con-
centracion inicial en forma de caja en medio de una

concentracién diluida (onda difusiva)

Ahora se presenta el analisis de convergencia para el ejemplo con particulas alrededor de

la concentracion inicial central mostrado en la Figura 41 utilizando la solucion analitica



60

aproximada dada por la ecuacion 43. Los valores de la soluciéon numérica corresponden
a un corte en y = 19 y el intervalo 0 < x < 42. En esta se utilizan los valores de la

Tabla V.

Tabla V. Valores de los parametros libres utilizados en la solucion de la ecuacién
del telegrafista 43. Noétese que el valor del coeficiente de difusiéon disminuye a
partir del paso 40 en el tiempo y el valor de velocidad de propagaciéon de onda
aumenta.

Pasos 1 a 40 | Pasos 40 a 70

1 1 -
D 15 = 0.025 55 ~ 0.0166

Ch 0.1550

Ci 1.1368

Cotls 0.4909

l 10

a 0.523

k 0.009

v 0.135 0.205

La Figura 48 contrasta la simulaciéon numérica de la Figura 41 contra la solucion
analitica aproximada dada por la ecuaciéon 43. La solucion analitica esta representada
con linea continua roja y la soluciéon numérica esta representada con asteriscos azules.
La solucién numérica tiene un ajuste es bueno con respecto a la solucién analitica para
los 70 pasos en el tiempo. Los residuales para los 70 pasos en el tiempo encuentran
entre £50 (Figura 49). En los primeros 15 pasos en el tiempo el fenémeno dominante
es difusion y los residuales se estan entre +20. A partir del paso 20 en el tiempo se

notar la separacién de las ondas y hasta el paso 40 en el tiempo se hacen presentes los
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Figura 48. Analisis de convergencia de la simulacidn numérica mostrada en la
Figura 41 y la ecuacién 43. La solucion numérica esta en linea continua roja y en
asteriscos azules la solucién numérica. La solucién numérica tiende a la solucién

analitica en los 70 pasos en el tiempo.
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Figura 49. Residuales de la Figura 48.

fenéomenos de propagacién de onda y difusion en la misma proporcién. En el paso 40
predomina el fenémeno de propagaciéon de onda sobre el proceso difusivo, la velocidad
con la que se separan las ondas aumenta y el coeficiente de difusién disminulle como

muestra Tabla V.

III.4 Simulacién de la dispersién de particulas a

través de un medio poroso

Como se mencion6 en el capitulo I el modelo tienen la capacidad de simular el flujo de
particulas a través de un medio poroso. A continuacién se presentan tres experimentos
numéricos con diferentes porosidades para conocer el comportamiento de la distribucion
de densidad de particulas en tales tipos de medios.

El primer ejemplo consta de 2850 particulas colocadas en el centro de la regién en un



63

area rectangular de 50 por 57 nodos. La velocidad de cada particula es asignada aleato-
riamente, las fronteras son periddicas con topologia toroidal. En el primer experimento
el sélido ocupa el 5% del espacio y se encuentra distribuido aleatoriamente alrededor
de la concentracion central. La distribucién de densidad esta calculada con un radio de
promediado de 7 unidades y dz = dy = 5 unidades. La Figura 50 muestra imagenes de

la simulaciéon numérica cada 10 pasos en el tiempo hasta el paso 110.

Figura 50. Evolucién de la simulacion numérica con 2850 particulas colocadas en
el centro de la regién, con 5% de sélido colocado aleatoriamente alrededor de la
concentracion central.
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En el paso 0 en el tiempo se muestra la concentracion inicial en el centro de la
region, del paso 10 al 30 hay dispersion de particulas en el medio poroso. Del paso 40
al 60 en el tiempo se forma un anillo de dispersién. A partir del paso 70 en el tiempo
el anillo pierde coherencia y domina la dispersion en el medio poroso.

En la Figura 51 se muestran graficas a lo largo de un corte en y = 19 en el intervalo
0 < x <42 de las imagenes mostradas en la Figura 50. Se observan tres fenémenos en

el experimento: difusion, propagacion de onda y difusién entre poros.

Densidad Inicial en t=0 Densidad en t=10 Densidad en t=20

H— | |
. A Y ‘
0 10 20 30 40

x
Densidad en t=50

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Figura 51. Evolucién de la simulaciéon numérica con 5% de sélido. Nétese que en
los primeros pasos donima difusion, en los pasos intermedios hay propagacion de
ondas y al final difusion entre los poros.

El segundo ejemplo consta de 2850 particulas colocadas en el centro de la region
en donde su la velocidad es asignada aleatoriamente y las fronteras son periddicas con
topologia toroidal. El sélido ocupa 20% del espacio y tiene una estructura aleatoria

dispuesta alrededor de la concentracién central. La Figura 52 muestra la evolucion de
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la densidad cada 10 pasos en el tiempo hasta el paso 110. En el paso 0 en el tiempo se
muestra la concentracion inicial en el centro de la regién, en el paso 10 y 20 en el tiempo
hay dispersion de particulas de manera uniforme. Del paso 30 al 50 en el tiempo se
forma un anillo de de dispersién y del paso 60 en el tiempo en adelante hay un régimen
dindmico en la regiéon central. En el medio poroso, por otra parte, las particulas se

dispersan formando una estructura irregular.

Figura 52. Evolucién de la simulacién numérica con 2850 particulas colocadas en el
centro de la region, con 20% de sélido diseminado alrededor de la concentracién
central.
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La Figura 53 muestra cortes del experimento numérico presentado en la Figura 52.
Los cortes fueron tomados en y = 19 en el intervalo 0 < x < 42. Se puede apreciar en
los cortes que del paso 10 al 20 en el tiempo el comportamiento es difusivo y del paso 30
en el tiempo en adelante el comportamiento es dinamico con difusion de particulas hacia

el medio poroso (i.e., la solucién no tiene un estado estacionario o cuasi estacionario).

Densidad Inicial en t=0 Densidad en t=10 Densidad en t=20

< | - o b
0.5 boeoeo b A I ] B oot il O SO

. :

0 Lt Hpy " Foleg
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 20 30 40
X X x
Densidad en t=90 Densidad en t=100 Densidad en t=110
T T

Figura 53. Evolucion de la simulacion numérica con 20% de sélido. El compor-
tamiento en los primeros pasos es de difusidn, en los pasos intermedios hay propa-
gacion de ondas y al final difusién entre los poros. Nétese como la distribucién
de densidad no tiene un estado estacionario y que esta oscilando como un cuerda
sujeta en sus extremos.

En el tercer ejemplo consta de 2850 particulas colocada en el centro de la regionen
donde su la velocidad es asignada aleatoriamente y las fronteras son peridédicas con
topologia toroidal. El sélido ocupa 40% del espacio y se encuentra diseminado alrededor

de la concentracién central. La Figura 54 muestra el comportamiento de la simulacién
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numérica cada 10 pasos en el tiempo hasta el paso 110. En todos los pasos en el tiempo

hay un régimen dindmico en la regién central con dispersion lenta entre los poros.
t=0 t=10 t=20
t=30
t=60 t=70 t=80
=100 t=110
Figura 54. Evolucién de la simulacion numérica con 2850 particulas colocadas en
el centro de la region, con 40% de sdlido colocado aleatoriamente alrededor de la

t=40 t=50
t=90
concentracion central.

En la Figura 55 me muestran graficas a lo largo de cortes en y = 19 en el intervalo
0 <z < 42 de las imagenes mostradas en la Figura 54. En los cortes se notan fuertes

oscilaciones en la densidad de particulas en la parte central del modelo. Estas son
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similares a de los modos fundamentales de vibracién de una membrana cuadrada. Al
aumentar la cantidad de sélido disminuye el espacio disponible para la circulacién de
las particulas. Asi se produce un régimen dinamico vibracional con difusion lenta entre

el espacio poroso.

Densidad Inicial en t=0 Densidad en t=10 Densidad en t=20

Densidad en t=70 Densidad en t=80
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Figura 55. Evolucion de la simulacion numérica con 40% de sélido. El compor-
tamiento en todos pasos es dimanico con difusion lenta entre los poros.
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Capitulo IV

ACUIFERO DE SANTIAGO
TIANGUISTENCO COMO ESTUDIO DE
CASO

Salas-Garcia et al. (2011) realizaron un estudio en el Valle de Toluca con el objetivo
de estimar el tiempo que tardan aguas residuales en atravesar la zona no saturada.
Esta tiene una estructura muy compleja ya que consta de intercalaciones de suelos
granulares y rocas volcanicas fracturadas. El caso es ideal para probar el modelo ya
que este puede incorporar de manera natural tales cambios de estructura en el medio
poroso. Como se verd, en otros modelos aplicados al acuifero no incorporaron estos
efectos fundamentales, lo que resulta en sobre estimaciones del tiempo de infiltracion
de aguas residuales. El problema es de interés ya que esas aguas eventualmente son

incorporadas al acuifero de Santiago Tianguistenco.

IV.1 Modelizacion del flujo

Salas-Garcia et al. (2011) aplicaron el modelo UNSAT desarrollado por el USGS que
simula el flujo y el transporte de contaminantes en la zona vadosa. Los autores en
su modelo consideraron a la zona vados a como un conjunto de multiples horizontes
equivalentes a medios porosos continuos.

Los autores recurrieron al uso del modelo UNSAT ya que la ley de Darcy no describe
adecuadamente el flujo de agua en la zona no saturada. Esto se debe, por un lado, al

rapido decrecimiento del valor de la conductividad hidraulica cuando el contenido de
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agua disminuye y, por otro, a la disminucion del area transversal disponible para el flujo
de agua en medios no saturados. El modelo estda basado en la ecuacion de Richards
(Richards, 1931), la cual expresa la conductividad hidraulica, K, como una funcién del

contenido de humedad, 6:

00 0 00 0K (0)

—=—| D)= 44

ot az< <)8z)+ R (1)
donde D(0) representa la difusividad del agua y z es la profundidad. La funcién K (0)
se le conoce como la curva de retencién de agua la cual se puede representar como el
producto K (0) = Kk, (0) donde K es la conductividad hidraulica saturada del medio
y k-(0) es la conductividad hidraulica relativa. La funcién k, guarda una relacién de

ley de potencia con 6:

k, (0) = 6°, (45)

los detalles de esta relacién pueden ser consultados en Caputo y Stepanyants (2008).
La forma general de la ecuacion 44 corresponde con la ecuacion de Fokker-Planck. La
ecuacion modela la propagacion de un frente de humedad en un medio poroso como un

proceso difusivo anémalo.
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IV.2 Caracterizacién de la zona de estudio y mod-
elo conceptual

En enero de 2006 se perfor6 un pozo de monitoreo con una profundidad de 80.3 m
con el fin de hacer un seguimiento temporal del nivel freatico local y determinar la
columna estratigrafica a partir de los testigos extraidos a cada metro de profundidad
(Figura 56). La estratigrafia del terreno se dividié en cinco capas. La primera capa
esta constituida por arena con una porosidad intergranular del 22% y una conductividad
hidraulica de 10~* 2 (ver Figura 58 y Tabla VI). La segunda es una capa limo-arcillosa
con una porosidad intergranular del 19% y una conductividad hidraulica de 107° .
La tercera capa es una unidad de basaltos porosidad secundaria por fracturamiento del
28% y una conductividad hidrdulica de 1073 2. La cuarta capa consiste de arenas con
una porosidad intergranular del 22% y una conductividad hidrdulica de 10~* . La

ultima capa es basdltica con porosidad secundaria por fracturamiento del 28% y una

conductividad hidraulica de 1073 o
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Figura 56. Columna estratigrafica cortada por un pozo de monitoreo perforado en
el Valle de Toluca. Tomado de Salas-Garcia et al. (2011).
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Figura 57. Modelo conceptual de la zona de estudio. Las propiedades materiales
de las diferentes capas del modelo se muestran en la Tabla VI.

Tabla VI. Valores de la porosidad eficaz y la conductividad hidraulica para las
diferentes capas de la zona vadosa del acuifero del Valle de Toluca. Tomados de
Salas-Garcia et al. (2011).

Medio | Medio Equivalente | ¢, (%) | K (=)

Capa A Arena 22 10~

Capa B Limo-Arcilloso 19 107°

Capa C | Basalto permeable 28 1073

Capa D Arena 22 10~

Capa C | Basalto permeable 28 107°




73

IV.3 Resultados de la simulacion de Salas-Garcia
et al. (2011)

La Figura 58 muestra los resultados de la simulacién de Salas-Garcia et al. (2011) uti-
lizando el modelo UNSAT. Como condiciones de frontera Salas-Garcia et al. (2011)
consideraron un flujo constante vertical y una saturacion constante Cyy de contaminante
en la parte superior de la regiéon modelada. En la Figura 58 se aprecia la dispersion
del frente de contaminante cuya forma esta controlados por los cambios de porosidad y
conductividad hidraulica. Nétese que la grafica esta normalizada con la concentracién
inicial Cyy. Las capas mas superficiales muestran las mayores cantidades de contami-
nantes y esta se reduce gradualmente con la profundidad. Esta es una caracteristica
de procesos de dominados por difusién. Un resultado importante de la modelizacion de
Salas-Garcia et al. (2011) es que a las aguas residuales les toma tres anos en alcanzar

el nivel fredtico.

IV.4 Aplicacion del modelo FHP al acuifero del Valle
de Toluca

Basado en la conceptualizacién (Figura 58) y resultados de Salas-Garcia et al. (2011) se
procedié a aplicar el modelo FHP en el acuifero de Santiago Tianguistenco. La Figura
59a muestra las cinco capas en que se dividié el terreno con los valores de porosidad
efectiva de la Tabla VI. La Figura 59b muestra la densidad de sélido; notese que las
dos primeras capas tienen una estructura vugular con concentraciones en la matriz

solida que forman obstaculos naturales. La tercera y quinta capa tienen una estructura



- Concentracion - 1 mes

---- Concentracion - 1 afio

/ ," — - Concentracion - 2 afios
/-. — - Concentracion - 3 afios

/ Concentracion - 4 afios

" —r “‘

{ Nivel freatico

.............................................................

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Concentracion (Co/C)

observaciones de Salas-Garcia et al. (2011).

vertical constante de particulas.

0.00 m
1.33

10.55

(ux) peprpunjorg

27.60

3320
35.00

La simulaciéon numérica tiene las siguientes caracteristicas:

. Las fronteras laterales son periédicas con topologia cilindrica.
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Figura 58. Simulacién de transporte y su perfil estratigrafico asociado, donde se
indica como el contaminante alcanza el nivel freatico en tres anos.

fracturada. Las fracturas se modelaron por medio de canales en el sélido. La cuarta

capa tiene una estructura vugular como las dos primeras capas de acuerdo con las

. La region consta de 500 renglones y 10 columnas y la estructura porosa se muestra

en la Figura 59. Los primeros dos renglones se utilizaron para imponer un flujo
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27.60

(a) (b)

Figura 59. a) Representacion del modelo conceptual de la zona de estudio con los
valores de porosidad eficaz mostrados en la Tabla VI. b) Densidad de sélido, la
mayor concentracion de sélido se encuentra en la regiéon que simula el basalto
fracturado y en otras capas se forman vugulos que a la vez generan obstaculos
para el paso de particulas.
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3. La frontera inferior esta abierta, es decir, las particulas pueden escapar a través

de la estructura fracturada de la ultima capa.

4. La caracterizacién de densidad se calcula con un radio de promediado de 7

unidades y dr = dy = 5 unidades.

La Figura 60 muestra la evolucién de la simulaciéon numérica en la primeros 3500
pasos de tiempo simulado. En la Figura 60a se observa que en el paso 500 en el tiempo
simulado las particulas han atravesado la mitad de la primera capa. En el paso 1500 el
frente de particulas atravesé por completo la primera capa (Figura 60b). En los pasos
2500 y 3500 el frente de particulas es méas lento por la disminucién de la porosidad
efectiva de la segunda capa (Figura 60 ¢ y d). Nétese que en las cuatro imagenes de la
Figura 60 la densidad de particulas forma un 1ébulo en la parte izquierda de la regién
simulada aprovechando variaciones en la estructura porosa que dan lugar a regiones
locales de alta permeabilidad.

El resultado anterior muestra que la solucion del modelo FHP contiene fuertes efec-
tos dinamicos. Es decir, el proceso de infiltracién no sigue un frente de propagacion
suave. Este se ilustra en la Figura 61, la cual es una serie de cortes a través del 16bulo
discutido anteriormente. Los cortes en densidad muestran que es suave inicialmente.
Sin embargo cuando el flujo de particulas comienza atravesar la segunda capa, el cam-
bio de porosidad frena el avance, formando el 16bulo. Hacia el paso 3500 de tiempo
simulado se puede apreciar que el l6bulo se comienza a desprender de la interface entre
dos capas.

La Figura 62 muestra la evolucién del paso 30000 al 120000 de tiempo simulado.
En el paso 30000 el frente de particulas se encuentra a la mitad de la segunda capa.

Esto indica que el avence del frente de particulas es diez veces mas lento que la segunda
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(a) t = 500 (b) t = 1500 (c) t =2 500 (d) t = 3500

Figura 60. Evolucién de la simulacién numérica hasta el paso 3500 en el tiempo. En
el paso 500 en el tiempo las particulas han atravesado la mitad. de la primera capa.
En el paso 1500 el frente de particulas atraves6 por completo la primera capa. En
los pasos 2500 y 3500 el frente de particulas es mas lento por la disminucién de la
porosidad efectiva de la segunda capa.
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Figura 61. Graficas de densidad hasta el paso 3500 en el tiempo. Del paso 500 al
2500 la pendiente es suave y en el paso 35000 la pendiente tiene un salto abrupto.

capa con respecto a la primera. Ademads esto demuestra lo sensible que es el modelo a
cambios de porosidad: un cambio del 3% disminuye en un orden de magnitud la razén
de avance. A partir del paso 60000 en el tiempo simulado las particulas comienzan a
canalizarse a través de las fracturas. Hacia el paso 90000 la canalizacién es significativa
y hacia el paso 120000 las particulas comienzan a invadir la cuarta capa.

La Figura 63 muestra una serie de cortes de la distrubucién de densidades de las
graficas mostradas en la Figura 62. Los cortes pasan por la parte izquierda de la columna
litologica simulada. Puede apreciarse que en la solucién numérica la percolacion de las
particulas se lleva a cabo en dos escalas espaciales: una escala macroscopica suave
fuertemente lineal y una escala més pequena en donde el flujo esta influenciado por los

vugulos formados por el sélido y los cambios de porosidad entre capas. Estos impiden
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(a) t = 30 000 (b) t = 60 000 (c) t = 90 000 (d) t = 120 000

Figura 62. Evolucién de la simulacién numérica cada 30000 pasos hasta el paso
120000. En el paso 30000 el frente de particulas atravesé la mitad de la se-
gunda capa. A partir del paso 60000 en el tiempo algunas particulas empiezan
a canalizarse a través de las fracturas. En el paso 90000 el frente de particulas
atravesé por completo la segunda capa. En el paso 120000 en el tiempo el frente
de particulas llegé a la cuarta capa.
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Figura 63. Graficas de densidad hasta el paso 120000 en el tiempo. La pendiente
para todos los pasos no es suave y tiene saltos abruptos debidos a la influencia
de los vugulos formados por el sélido que retiene las particulas y los cambios de
porosidad de cada capa.

o facilitan el avance de las particulas lo que resulta en rapidas variaciones en el flujo
de particulas. La Figura 63 también muestra el efecto que tienen las fracturas en el
flujo de particulas. Estas permiten el rapido transito de particulas de la segunda a la
cuarta capa manteniendo una baja densidad de particulas casi constante a lo largo de
las fracturas.

La Figura 64 muestra la evolucién de la simulaciéon numérica del paso 200000 al
paso 500000 de tiempo simulado. Noétese que las primeras dos capas se encuentran
totalmente saturadas en esta ventana de tiempo. Notese también que en el paso 500000

el frente de particulas atravesé completamente la cuarta capa donde se encuentra el
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(a) t = 200 000 (b) t = 300 000 (c) t = 400 000 (d) t = 500 000

Figura 64. Evoluciéon de la simulacién numérica cada 100000 pasos en el tiempo.
Las primeras dos capas se encuentran totalmente saturadas de particulas y estas
se canalizan en las fracturas atravesando casi por completo la cuarta capa donde
se encuentra el nivel freatico (Figura 58).
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nivel freatico (58). La Figura 65 muestra una serie de cortes en las distribuciones de
densidad mostrada en la Figura 64. Al igual que en la Figura 63 se puede apreciar
que la distribucion de densidad sigue una distribucién cuasilineal en la escala de las
capas mientras que en la escala més fina intracapas el flujo de partéulas es fuertemente

dinamico.
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Figura 65. Graficas de densidad hasta el paso 500000 en el tiempo. Las dos primeras
capas se encuentran la saturadas de particulas. En zona de fracturas disminuye la
densidad de particulas. En la cuarta capa hay un aumento progresivo de densidad
de particulas conforme aumenta la canalizacion de particulas en las fracturas.

La Figura 65 también muestra que en la cuarta capa hay un aumento progresivo de
la densidad de particulas. Estas incluso llega a ser mayor que en la zona fracturada.
En la zona fracturada, por otra parte, la densidad es casi constante, sugiriendo un flujo

continuo de particulas en las fracturas de la capa superior a la cuarta capa.
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IV.5 Analisis adimensional

Los resultados de Salas-Garcia et al. (2011) fueron obtenidos utilizando el sistema in-
ternacional de medidas mientras que los resultados de los modelos fueron obtenidos en
un sistema de unidades referido a la malla. Para poder comparar los resultados de los
modelos debemos cambiar el espacio de unidades de los modelos a un espacio comun.
Ahora se realizard un analisis adimensional del problema para construir un grupo de
parametros independientes del sistema de unidades empleado. Estos los podemos uti-
lizar para los resultados de los modelos y referirlos en un sistema de unidades comtun sin
dimensiones. Para ello se considera que ambos modelos se comportan como procesos

difusivos lineales. Recordemos la ecuacién de difusién esta dada por la expresion:

dp 0?p
9P _pgr
ot 072

(46)
donde p es la densidad. Ahora normalizamos la ecuacién 46 dividiendo la ecuacién
entre p,. Al normalizar entre densidad de particulas [M L™?] la ecuacién 46 describe
equivalentemente tanto densidad de particulas [M L7%] como concentracién [M L3

como se muestra a continuacion:

mi
- miqv mq

O = — = v = = — 47
N Co ™% mev my (47)

Npmy

P1 —-= Nymia my

= —_—— a = —_ 48
PN po  Nemo Nympa — my (48)
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donde Cy es la concentracién normalizada, py es la densidad normalizada, m, es la
masa en un instante dado, mg es la masa inicial, v es el volumen, a es el area y N, es

el nimero de particulas. Ahora podemos escribir la ecuacién 46 normalizada como:

oCy  0°Cy
ot =D 022

(49)

Para adimensionalizar la ecuacion 49 se reemplazan las variables de la ecuacion
por variables adimensionales (Herranz-Garcia y Arenas-Gémez, 1989). Las variables
seleccionadas son t , z y D, las cuales se pueden expresar como el producto de una
cantidad adimensional (t* y 2*) con una cantidad dimensional caracteristica (7 h y

Kh) como se muestra en las siguientes ecuaciones:

t=t'r, (50)
z=2z"h, (51)
D = Kh, (52)
T= hg = %, (53)
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donde h es la longitud caracteristica del modelo, T es el tiempo caracteristico del modelo
y K es la conductividad hidraulica. Reemplazando las variables adimensionales en la

ecuacion 49:

0Cn D O*Cy
7ot h? 927 (5)
sustituyendo 7 en la ecuacion 55 tenemos:
DOoCy Dd*Cy
B2 Ot R 927 (56)
ahora multiplicamos la ecuaciéon 56 por hg:
h? (DoCy D O*Cy
p\war ~ o) 57)
Finalmente surge naturalmente la siguiente ecuacion:
oCy  0*Cy
o 0z (58)

Noétese que esta no involucra relaciones que vinculen mecanismos de transferencia de
masa, a través de la constante D). Es decir, los modelos son equivalentes a cualquier
escala espacial y a cualquier escala de tiempo. Entonces podemos compara nuestros
modelos realizando los calculos con las ecuaciones 50, 51, 52 53 y 54. Sin embargo,
antes necesitamos calcular la conductividad hidréulica. Esta se calcula de la siguiente

manera:
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k
K= rry (59)

donde k es la permeabilidad del medio, p es la densidad, g es la gravedad y u es la
viscosidad dinamica. La viscosidad es una funcién de las reglas de colisiones usadas y
la densidad de el fluido. Para el modelo FHP con simples reglas de colisiones podemos
utilizar la siguiente aproximacién para calcular la viscosidad (Rothman y Zaleski, 2004)
(Frisch et al., 1987), ver Apéndice A:

1 1

p
— —_Z d=<= 60
PR —ap1—4L ® 6 (60)

Para el calculo de la permeabilidad usaremos la ley de Kozeny (Carman, 1937):

(61)

donde ¢ es la constante de Kozeny, el cual es un pardmetro experimental que toma valo-
res segliin la geometria de los capilares. Para arreglos al azar lleno de esferas uniformes
en las que la porosidad oscila entre 0.26 y 0.48 la constante de Kozeny es de 4.8 con
un rango de variacion, debido a un rango de incertidumbre experimental, de 4.5 a 5.1;
¢ es la porosidad y [ es el tamano de las particulas. Para el modelo FHP el tamano de

las particulas es:

(62)
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donde a es la arista del red hexagonal. La Tabla VII muestra los valores de la viscosidad,
i, la densidad promedio, d, la contate de Kozeny, ¢, y la permeabilidad, k, del modelo
FHP. Los valores para calcular estas variables se tomaron del paso 500000 del modelo

FHP que es cuando se encuentra totalmente saturado.

Tabla VII. Valores de densidad (d), viscosidad (1), constante de Koseny (c) y de
permeabilidad (k). Estos valores fueron obtenidos en el paso 500000, cuando se
encuentra saturado.

Modelo d 1 c k

FHP | 0.1264 | 0.528672 | 5.1 | 4.5 x 107"

La Tabla VIII muestra la longitud caracteristica de los modelos que corresponde a
la profundidad aproximada del nivel freatico y el tiempo caracteristico corresponde al
tiempo en el que el contaminante alcanza el nivel freatico. Adicionalmente se muestra

los valores de conductividad hidraulica y coeficiente de difusiéon para ambos modelos.

Tabla VIII. Valores caracteristicos del modelo continuo y del modelo FHP. ul corres-
ponde a unidades de longitud del modelo FHP o longitud modelada y ut corres-
ponde a unidades de tiempo del modelo FHP o tiempo modelado.

Modelo h K D T

UNSAT | 30m |3.17x 1077 2 | 9.5x 107% 2= | 94608000 s

FHP |866ul|42ex10~*% | 1.1 x10~* “ | 206626.39 ut

ut

La Tabla IX muestra los valores de tiempo adimensional que tarda el contaminante

en atravesar cada capa para ambos modelos.



Tabla IX. Valores caracteristicos del modelo continuo y del modelo FHP.
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Modelo Tiempo Capal Capa2 Capa3 Capa4d Capab
UNSAT segundos 2592000 | 31536000 | 63072000 | 94608000 | 126144000
adimensional | 0.027 0.333 0.666 1 1.333
FHP simulado 1000 50000 110000 200000 250000
adimensional | 0.0048 0.241 0.532 1 1.209

La Figura 66 muestra las graficas de concentracion para las primeras tres capas y la
Figura 67 muestra las graficas de concentracion para las tultimas dos capas. Claramente
se puede observar que en el modelo FHP el contaminante atraviesa las capas en un

menor tiempo.

IV.6 Presion

Hasta ahora se ha hecho un anélisis de los cambios en la distribucén de concentracién y
como esta se propaga en el medio poroso simulado. Hemos visto también que el modelo
FHP tiene fuertes efectos dinamicos que producen cambios abruptos temporales en la
escala intraestratos. Esta seccién presenta un analisis de las fuerzas que propulsionan
el avance de la concentracién de particulas y la formacién de 16bulos en las interfaces
entre estratos y vugulos. Para ello primero debemos de reconocer que el modelo FHP
se comporta como un gas ideal en donde las colisiones de las particulas son elasticas
conservando energia y momento. Entonces, de la ley constitutiva de los gases ideales

se tiene que la coleccion de particulas debe obedecer la relacién
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Figura 66. Graficas de concentracion para las primeras tres capas del modelo,
el valor que se muestra es el tiempo adimesional que tarda el contaminante en
atravesar cada capa. Las graficas a) y ¢) corresponden al modelo UNSAT vy las
graficas b) y d) corresponden al modelo FHP.
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Figura 67. Graficas de concentracién para las ultimas dos capas del modelo, el valor
que se muestra es el tiempo adimesional que tarda el contaminante en atravesar
cada capa. Las graficas a) y ¢) corresponden al modelo UNSAT vy las graficas b)

y d) corresponden al modelo FHP.
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PV =nRT (63)

donde P es la presion, V' es el volumen, n es el nimero de moles, R es la constante
universal de los gases ideales y T es la temperatura en grados Kelvin. Ahora bien,

sabemos que la cantidad de gas es:

nR = Nkg (64)

donde N es el nimero de particulas de gas y kp es la constante de Boltzmann. Susti-

tuyendo la ecuacion 64 en la ecuacion 63 tenemos :

PV, = NkgT. (65)

En esta expresion V. es el volumen que contiene a las particulas y se calcula de la

siguiente manera:

Ve=V(1-9) (66)

donde V' es el volumen total ocupado por la fase solida y el espacio poroso y ¢ es la

porosidad de sélido. Sustituyendo la ecuacion 66 en la ecuacion 65 tenemos:

PV,(1— ¢) = NkgT. (67)
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Reagrupando términos obtendremos la expresion

PV

~ (68)

kT 1—¢
Aqui hay que observar que el grupo de variables % define una presion caracteristica
asociada con la energia interna de la coleccion de particulas. Nombremos a esta presion

o. La ecuacién 68, por lo tanto, la podemos expresar como:

P
pr==
g

N
m. (69)
Donde P* corresponde a la presién adimensional de la coleccién de particulas. Adi-
cionalmente, la expresiéon 69 se puede interpretar como la razén entre trabajo hecho
por la coleccién de particulas contra su energia interna.

A manera de ejemplo la Figura 68 muestra el calculo de densidad y presion adimen-
sional en la interface entre la primera y segunda capa, caracterizada por un cambio de
porosidad que retarda el paso de particulas. El perfil también pasa por el vugulo que ob-
struye el flujo en la parte derecha de la litologia simulada. El intervalo entre las figuras
es de 100 pasos. La figura muestra que en la escala de los poros los cambios de presién
son fuertemente dinamicos. Estos, ademds, se caracterizan por ser cuasi periddicos.
Inicialmente se presenta una fase donde la presién intraporo se incrementa (Figura
68b); esta es seguida de una relajacion (Figura 68d), repitiendose en ciclo (Figura 68c).
Quiza atin mas relevante es el hecho que dichos cambios de presion fluctuan alrededor

de un estado estacionario que se presenta en una escala mas grande. Este es producto
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Figura 68. Las imagenes a), c¢) y ¢) corresponden a la densidad de particulas en
la region de transicién entre la primera y segunda capa. Las imagenes b), d) y
f) muestran la presion adimensional en la regién de transicién entre la primera y

sengunda capa.
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de auto-organizacién entre el sistema de particulas y la estructura del medio poroso. Es
decir, este estado aparace naturalmente en la simulacién y esta controlado por reglas
de enteraccion entre las particulas y el sélido.

De cierta manera el modelo se comporta como el modelo de una pila de arena
descrito por Bak et al. (1988). El modelo puede describirse en términos cualitativos de
la siguiente manera. Si anadimos arena a una base horizontal como se muestra en la
Figura 69, se generara una pila de arena de forma cénica en estado estacionario. En
dicho estado la superficie de la pila de arena tiene, en promedio, un angulo constante con
el plano horizontal conocido como angulo de reposo. Sin embargo, esta superfiecie no
es completamente estable. Mas bien se encuentra en el umbral entre estabilidad y caos.
Como resultado la adicién de granos de arena da lugar a el desarrollo de avalanchas
en la pila. Los sistemas que se comportan de esta manera se les denomina sistemas

criticamente auto-organizados (Bak et al., 1988).

. "ﬂda'_'.:‘»f‘-\.‘-.W\;\.- ﬁ?n:;:";:‘\m:m .

Figura 69. Pila de arena formada aiiadiendo lentamente los granos de arena, uno
tras otro. La auto-organizacion critica emerge de la interaccion entre la adicion de
energia potencial a la pila de arena y su disipacion via interacciones entre granos.
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En el caso de la pila de arena la auto-organizacion critica emerge de la interaccion
entre la adicion de energia potencial a la pila de arena y su disipacion via interacciones
entre granos. Para el caso del flujo en el medio poroso simulado, la auto-organizacion
critica resulta de la interferencia de la estructura de la matriz sélida con el flujo de
particulas (Figura 70).

A bajas densidades de particulas estas avanzaran rapidamente a lo largo de los poros
(Figura 70a). De hecho, las particulas describiran caminatas aleatorias con una media
cuadratica del desplazamientos del orden del tamano del poro. Si la tasa de inyeccion de
particulas en el medio poroso es mayor que la tasa de disipacion, entonces los poros se
comenzaran a saturar y las particulas comenzaran a interactuar entre si (Figura 70b).
En este régimen la media cuadréatica del desplazamiento es del orden de la longitud
de arista lo que reduce la velocidad del flujo en el poro. Esto favorece ain mas la
acumulacion de particulas en el poro. Finalmente, en altas densidades de particulas, la
tasa de inyeccion de particulas en el poro es igual que la tasa de disipacién. El poro se
encuentra saturado y todas las particulas dentro del poro estan interactuando entre si
(Figura 70c). El proceso de flujo se torna rapido y las particulas avanzan en forma de

avalanchas.
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(a) (b) (c)

Figura 70. EIl sistemas criticamente auto-organizados resulta de la interferencia
de la estructura de la matriz sélida con el flujo de particulas . a) Las particulas
avanzan rapidamente a lo largo de los poros. b) Los poros se comenzan a saturar
y las particulas comenzan a interactuar entre si. ¢) El poro se encuentra saturado
y las particulas avanzan en forma de avalanchas.
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Capitulo V

CONCLUSIONES

Se implemento el modelo FHP para estudiar fenémenos de dispersién de contaminantes.
Este modelo simula en la escala natural el proceso y considera que particulas coloidales
de contaminante se comportan como un gas ideal. Es decir, las particulas coloidales
interaccionan entre si y con el medio via colisiones elésticas. Los resultados obtenidos
muestran que el modelo FHP tiene fuertes efectos dinamicos. En simulaciones con
grandes nimeros de particulas y en ausencia de una matriz porosa el sistema se com-

porta como una onda difusiva. En las simulaciones se observa lo siguiente:

1. En los primeros pasos de la simulacién numérica el fenémeno dominante es (auto)difusion.
2. En pasos intermedios el fenémeno dominante es de propagacion de onda.

3. En pasos avanzados el fenomeno dominante es de onda difusiva.

La ecuacion del telegrafista es la generalizacién mas simple que describe el compor-
tamiento de la coleccién de particulas. Este comportamiento aparece en el sistema de
particulas debido a que le lleva un tiempo caracteristico establecer el flujo macroscopico
q = DV cuando se introduce un cambio instantdneo en la concentracion.

El modelo FHP se aplicé a un caso real de infiltracion de aguas superficiales con-
taminadas (Salas-Garcia et al., 2011). Los contaminantes utilizados en el modelo se
asumen conservativos (sin reacciones). La simulacién numérica considera un medio

estratificado dividido en cinco capas que forman tres regiones principales: una zona
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superior con estructura vugular, una zona intermedia con estructura fracturada y una
zona inferior con estructura vugular donde se localiza el nivel fredtico.

En las capas con porosidad vugular (los primeros 10.5 m y a la regién del nivel
freatico) el flujo de contaminante se dispersa en forma de avalanchas dando lugar a un
sistema criticamente auto-organizado. La zona intermedia fracturada canaliza el flujo
de contaminante, lo que favorece el rapido transito de las particulas a través de esta
zona.

La simulacién muestra que el contaminante en el modelo FHP alcanza en un menor
tiempo el nivel freatico con respecto al modelo UNSAT. Ademas, la solucién numérica
del modelo FHP difiere fuertemente de la solucién de la ecuacion de Richards la cual

es empleada frecuentemente para simular el flujo en medios porosos.
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Apéndice A

PROPIEDADES MATERIALES
MACROSCOPICAS DEL MODELO FHP

Este apéndice muestra las expresiones analiticas de algunas de los propiedades materi-
ales macroscopicas del modelo FHP. La tabla X muestra las expresiones derivadas por

Frisch et al. (1987).

Tabla X. Propiedades macroscéopicas del modelo FHP. Tomados de Frisch et al.
(1987).

Po d
N e e
¢ Bai-a) 3
R 1.08
d = dpax 0.179

Los valores analiticos de Tabla X estan parametrizados con la de densidad media
por celda, d = d,,.,. Donde p, es la densidad media, 1 es la viscosidad cinematica , ( es
la viscosidad neta (Bulk viscosity), R es el maximo valor del nimero de Reynolds y
dmaz €S la densidad cuando el numero de Reynolds tiene su valor méximo. La viscosidad

1y ¢ son calculadas con las aproximacion de redes de Boltzmann.



