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Resumen de la tesis que presenta Eduardo Garcia Montes como requisito parcial para
la obtencién del grado de Maestro en Ciencias en Electronica y Telecomunicaciones
con orientacién en Instrumentacién y Control.

Sincronizacion de sistemas via acoplamientos dinamicos

Resumen aprobado por:

Dr. Jonatan Pefia Ramirez
Director de tesis

En la literatura actual, existen diferentes esquemas de interconexién para inducir
sincronizacién en sistemas dindmicos. Por ejemplo, se tiene el acoplamiento estatico
maestro-esclavo, el acoplamiento difuso, el acoplamiento bidireccional, entre otros.
Sin embargo, para algunos sistemas, estos esquemas de sincronizacién tienen dos li-
mitaciones importantes: 1) inducen sincronizacion para un intervalo muy pequeio de
valores de la llamada fuerza de acoplamiento, 2) para ciertos sistemas es imposible
inducir sincronizacién usando estos esquemas. En esta tesis, se presenta un esquema
de sincronizacién que remueve las limitaciones antes mencionadas. En particular, se
considera un esquema de sincronizacién dindmico maestro-esclavo, donde el sistema
esclavo interactla de manera indirecta con el sistema maestro, a través de un sistema
dindmico descrito por ecuaciones diferenciales lineales, el cual puede ser de primer o
segundo orden. La estabilidad de la solucién sincrona es investigada usando la teoria
de Lyapunov para sistemas perturbados, el enfoque de la funcién maestra de estabili-
dad, y el maximo exponente transverso de Lyapunov. Los resultados analiticos obteni-
dos se ilustran mediante simulaciones numéricas y se validan de forma experimental,
usando circuitos electrénicos. Como ejemplos particulares, se consideran las dinami-
cas de osciladores mecanicos armdnicos y osciladores de Rossler caéticos. Finalmente,
el esquema de sincronizacién aqui propuesto se extiende al caso de redes de sistemas
acoplados y se demuestra que este permite sincronizar un nidmero arbitrariamente
grande de nodos en una red para la cual los esquemas clésicos de sincronizacién fa-
llan. En resumen, esta tesis presenta una nueva metodologia de sincronizacién para
sistemas dindmicos, la cual remueve las limitaciones observadas en esquemas clésicos
de sincronizacién. Esto se demuestra de manera analitica, numérica y experimental.

Palabras clave: sincronizacion, acoplamiento dinamico, oscilador caédtico



Abstract of the thesis presented by Eduardo Garcia Montes as a partial requirement to
obtain the Master of Science degree in Electronics and Telecomunicatios with orienta-
tion in Instrumentation and Control.

Synchronization of systems via dynamic couplings

Abstract approved by:

Dr. Jonatan Pefia Ramirez
Thesis Director

There exist different synchronization schemes for inducing synchronization in dy-
namical systems. For example, the well-known master-slave configuration, diffusive
coupling, bidirectional coupling, just to mention a few. However, for certain systems,
these schemes have some limitations: 1) synchronization is induced in a very narrow
interval of coupling strength values, and 2) for certain systems, these schemes can-
not induce synchronization at all. In this thesis, a novel synchronization scheme, which
removes the aforementioned limitations, is presented. In particular, a modified master-
slave scheme, in which the interaction between the master and slave systems is in-
direct via a first or second order dynamical system, is considered. The stability of the
synchronous solution is investigated by using the Lyapunov theory for perturbed sys-
tems, the master stability function approach and the largest transverse Lyapunov ex-
ponent. The obtained analytic results are illustrated by means of computer simulations
and experimentally validated by using electronic circuits. As particular examples, the
dynamics of a harmonic mechanical oscillator and the dynamics of the chaotic Rossler
system are considered. Finally, the synchronization scheme presented here is exten-
ded to the case of networks. In particular, it is demonstrated that the proposed scheme
allows synchronizing an arbitrarily large number of nodes in a network, for which a tra-
ditional coupling scheme fails. In summary, this thesis presents a novel methodology
for synchronizing dynamical systems, which removes the limitations observed in other
synchronization schemes reported in the literature. The performance of the proposed
scheme is analytically, numerically, and experimentally demonstrated.

Keywords: synchronization, dynamical coupling, chaotic oscillator



Dedicatoria

A mi familia, gracias por todo su amor, apoyo

y motivacion.

A la memoria de mi padre,

Eduardo Garcia Pérez.



Agradecimientos

A mi familia, por estar conmigo en los momentos mas dificiles y también en los mas

alegres de mi vida. Gracias por tanto amor.

A los miembros del comité de tesis: Jonatadn Pefia, Joaquin Alvarez, Ricardo Cuesta,
Adrian Arellano y Josué Alvarez, por sus instrucciones a lo largo de este trabajo, conse-
jos y aportaciones. En especial a mi director Jonatan Pefia por permitirme trabajar con
él en esta tesis, ademds por ser una gran persona y brindarme todo el conocimiento

posible, asi como alentarme a superarme e intentar nuevos retos.

A mis amigos mas cercanos de casi toda la vida y a mis nuevos amigos de CICE-
SE: Gerardo, Fernando, Jessica, Edwin, René, Adan, Edén, Gustavo, Ernesto y Victor.

Gracias por su amistad.
Al Centro de Investigacién Cientifica y de Educacién Superior de Ensenada por dar-

me la oportunidad de formar parte de la familia CICESE y superarme académicamente.

Por ultimo, a mi pais México, por brindarme el apoyo econémico a través del Conse-

jo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACyT) para realizar mis estudios de maestria.



Vi

Tabla de contenido

Pagina
REIM NN N . [ i
[RESUMEN BN INGIES ..ttt ettt ettt ettt e ettt e et ettt e et e e e e e et eeaeenees [ iii
Dedicatoria ..o ] Y
e T e e e | v
(RSN CR N [viii

[Capitulo 1. Introduccion|

[1.1. Historia de la sincronizacién| . . . . ... ... . ... ... ... ... ... 2
[1.2. Definiciones formales de sincronizacionl . ................... 3
[1.3. Esquemas clasicos de sincronizacion| . . . ... ................ 4
[T.4. Panorama generalde estatesis|. . . . .. ... ..., 6
[1.4.1. Motivacion| . . . . .. .. . 6
1.4.2. Objetivogenerall . . ... ... ... . . . . . . . 7
1.4.3. Objetivos especificos| . . ... ... ... .. . i 7
[1.4.4. Contribuciones| . . ... ... ... . . ... 7
(1.4.5. Productos generados| . . . ... ... .. . .. ... 8
1.4.6. Estructuradelatesis .............. ... . .......... 8

[Capitulo 2. Esquema de sincronizacién maestro-esclavo cldsicoy |
! mitaci I

[2.1.  Configuracion maestro-esclavo con acoplamiento estatico| . . . ... .. 9
[2.2.  Andlisis de estabilidad usando la teoria de Lyapunov| . . . . ... ... .. 10
2.3. Funcion maestr tabilidadl . . ... ....... ... ... .. ... .. .. 11
[2.4. Ejemplos|. . ... ... 12

[2.4.1. Ejemplo 1: Osciladorarménicol . . . . ... ... ... ... 12

|2.4.2. Ejemplo 2: Oscilador caotico| . . ... ......... ... ...... 14
2.5, Conclusion| . . .. ... 16

[Capitulo 3. Sincronizacion maestro-esclavo via acoplamiento di- |
[namico de primer orden|

[3.1. Esquema de sincronizacion propuesto] . . ... ................ 17
[3.2.  Sintonizacion de los pardmetros del acoplamiento dindmicol . . . . . .. 18
i lidadl . . ...... ... . .. . . . 19

[3.4. Ejemplos de aplicacion| . . .. ... ... ... ... . ... 19
3.4.1. Ejemplo 1: revision del oscilador arménico| . . . ... ... ... .. 20
3.4.2. Ejemplo 2: revision del oscilador caotico de Rossler] . . . ... .. 21

3.5. Limitaciones del acoplamiento dinamico|. . .. ................ 29

[3.6. Resultados experimentales|. . . .. ........... ... . ... ...... 29
B.7  Concusidn



vii

Tabla de contenido (continuacion)

[Capitulo 4. Sincronizacion maestro-esclavo via acoplamiento di-
[namico de segundo orden|
[4.1. Sintonizacion de los parametros del acoplamiento dinamico de se-

| guNdo Orden| . . . . . ot 36
[4.2, Funcién Maestrade Estabilidad] . . . . . . v« vt v v 36

[4.3. Ejemplos de aplicacion| . ... ... ... .. ... . .. . .. .. 37
4.3.1. Ejemplo 1: revision del oscilador armoénico| . . . ... ........ 37

4.3.2. Ejemplo 2 revision del oscilador cadtico de Rossler. . . . ... .. 39

4.3.3. Resultados experimentales| . . ...................... 47

(4.4, Discusionl . . . ... .. . e e 50

[Capitulo 5. Sincronizacion de Redes|

[5.1. Sincronizacion de redes mediante acoplamientos estaticos|. . . . . . .. 53
[5.1.1. Funcién Maestra de Estabilidadl. . . . ... ...............
(5.2. Sincronizac_iqn de redesl mediante gcoplamientos dinam_ic.osl ....... gg
[5.3.1. Ejemplo 1: Sincropizacion mediapte un acoplamiento estatico
T E37 tiemplo7 Sincransacion mediante un seoplamiato dinEmice
[5.3.3. Ejemplo 3: Sincropizacion med_iante u.nléc.oiolla.m.iér{t(.) .e-st.a’.ci.co. —
B34 tiemplo 4 Sincronzacion medlante un asoplamianto dinAmis

| de una red de osciladores cadticos| . . . ... ............. 68

[Capitulo 6. Conclusiones|
Literaturacitada .............. . ... ... .. ... .. . ... i 75
[Anexo |77




viii

Lista de figuras

Figura Pagina
(L. Christiaan Huygens.| . . . . . . . . . . . 2
[2.  Dibujo original de Christiaan Huygens donde ilustra su experimento con |
| dos relojes de péendulo colocados en un mismo soporte.f. . . .. ... ..... 2
(3. llustracion del robot Da Vinciy su centrode control.| . . .. ........... 5

[4. llustracion esquematica del experimento de combustion sincronizada. (a)
[ Una vela en combustion constante. (b) Tres velas en combustidon osci-
‘ latoria. (c) Dos grupos de tres velas en combustion sincronizada. Link: |
‘ https://www.youtube.com/watch?v=ndNBSqgUd-vU.| . . . . ... ... ...... 6

[5. Representacion esquematica de la configuracion maestro-esclavo con aco- |
| plamiento estatico.|. . . . . .. . . .. e 10

|6. Maximo exponente transverso de Lyapunov A,J;,ax, calculado en funcion de |
[ la fuerza de acoplamiento k.|. . . . . . . . . . . ... ... ... . ... ... ... . 16

[7.  Esquema de la configuracion propuesta maestro-esclavo con acoplamien- |

| to dinamico. . . . ... 18

[8. Resultados numericos del ejemplo de dos osciladores armonicos con aco-
plamiento dindmico, véase (87)-(41). En a) se muestra la posicion del
sistema maestro y del esclavo. En b) se muestra la dinamica del acopla-

miento dinamico propuesto.| . . . . . . ... 21

|9. Configuracion 2 — 1. Maximo exponente transverso de Lyapunov )\rlnax, |

| calculado en funcion de la fuerza de acoplamiento k.| . ... ... ....... 24
|10. Configuracion 1 — 2. Maximo exponente transverso de Lyapunov )\rlnax, |

| calculado en funcion de la fuerza de acoplamiento k.| .. ... ... ... ... 27
|11. )\#ax calculado en funcién de la fuerza de acoplamiento k. Esquema cla- |

| sico (linea punteada) vs esquema propuesto (linea solida).|. . . ... ... .. 28
[12. Fotografia de la implementacion.|. . . . ... .. ...... ... ... .. ..... 30
[13. Diagrama electrénico del sistema (57)-(59).] . ................... 31
[14. Atractor caotico del circuito de Rossler maestro en el plano (Xm, Ym). . . . . 32
[15. Sistemas desacoplados. Azul: yy,. Cian: ys.| . . ... ... ... ... 32
[16. Sistemas acoplados y sincronizados. Azul: y,,. Cian: ye.f . . . . . .. ... ... 32
(L7. Planodefase (Ym,Vs)] . - « - o o o o i i i e 33
[18. Senal de acoplamiento h cuando los sistemas estan desacoplados.| . . . .. 33

[19. Senal de acoplamiento hcuandoym~ys. . . . ... . . .. . o ... 33




Lista de figuras (continuacion)

Figura

Pagina

[20.

Simulacion del ejemplo de dos osciladores armoénicos interconectados me-

diante el acoplamiento dinamico de sequndo orden descrito en las Ecs.

(67)-(69). En a) se muestra la posicidn del sistema maestro y del esclavo.

En b) se muestra la dinamica del seqgundo estado h, del acoplamiento

dinamico de orden 2 propuesto, el cual es el que se utiliza para acoplar

[ l[os dos sistemas. . . ... ... e 39
21. A~ en funcién de la fuerza de acoplamiento k para la configuracién
1 — 1. La linea punteada representa )\#mx para el esquema estatico. La
linea sélida muestra )\#ax para el esquema dinamico maestro-esclavo de
segundo orden.| . . . . . . ... e 43
22. Configuracién 1 — 2. Maximo exponente transverso de Lyapunov A~ , |
| calculado en funcion de la fuerza de acoplamiento k.| . ... ... ....... 44
|23. Configuracién 2 — 1. Maximo exponente transverso de Lyapunov )\ﬁmx, |
| calculado en funcion de la fuerza de acoplamiento k.| . ... ... ....... 45
24. Configuracién 2 — 2. Maximo exponente transverso de Lyapunov A~ , |
| calculado en funcion de la fuerza de acoplamiento k.| . ... ... ....... 46
[25. Diagrama electronico de la implementacidn del sistema (90)-(92) con cir- |
[ cuitos electronicos.). . . . . . . . e e 48
[26. Sistemas desacoplados. Azul: ym,. Clan: ys.| . .. .. . . .o o oL 49
[27. Sistemas acoplados y sincronizados con kK = 20. Azul: y,,. Cian: ys.| ... .. 49
[28. Plano (Ym, ¥s). -« o o 49
[29. Senal de acoplamiento h, cuando los sistemas estan desacoplados.| . ... 50
[30. Senal de acoplamiento h, cuandoym~Vys. ... ... ... ... . ... ..... 50
31. A~ _ calculado en funcion de k. Esquema dindmico de primer orden vs |
| esguema dinamico de segundoorden.| . . . ... ... .. . ... . ... ... 51
132. A~ calculado en funcién de k. Esquema dindmico de primer orden (linea |
| gris) vs esquema dinamico de segundo orden (linea negra).|. . ... ... .. 52
[33. Esquema grafico: Cadena direccional con acoplamientos estaticos| . . . .. 60
[34. Esquema grafico: Cadena direccional con acoplamientos dinamicos.| . ... 61
[35. Simulacion del ejemplo de una red de 10 osciladores armonicos interco-
nectados mediante acoplamientos dinamicos de segundo orden. En a) se
muestra la posicion. En b) se muestra la dinamica del seqgundo estado h»
de los acoplamientos dinamicos de segundo orden.| . .............. 63




Lista de figuras (continuacion)

Figura Pagina
[36. Esquema grafico: Topologia en estrella con acoplamientos estaticos.|. ... 63
|37. A= _con respecto a la fuerza de acoplamiento k. La linea punteada repre-

max

senta los )\#mx de una red de 2 nodos acoplados. La linea sélida representa

los )\ﬁmx de una red de 25 nodos acoplados.| . .. ...... .. ... .. . ... 67
[38. Ampliacion de la Figural37. ... ... ... . . ... . . . . 67
[39. Esquema grafico: Topologia en estrella con acoplamientos dinamicos.| ... 68
|40. Afnax con respecto a la fuerza de acoplamiento k. La linea solida clara
representa los )\rlnax de una red de 2 nodos acoplados. La linea punteada
representa los )\;ax de una red de 25 nodos acoplados. La linea solida
obscura representa los )\;ax de una red de 50 nodos acoplados.| . . ... .. 71




Xi

Lista de tablas

Tabla Pagina
(1. Configuraciones posibles de entradas y salidas del sistema.| ... ... 25
2. E iones variacionales.| . . . . . . .. . . e 26

(3. Configuraciones posibles.| . . . . . . ... ... . e 40




Capitulo 1. Introduccion

Sincronizacidn se refiere a la accién y efecto de sincronizar y a su vez sincronizar
se define como hacer que coincidan en el tiempo dos 0 mas movimientos o fenémenos
(Real Academia Espafiola, 2014). La palabra sincronizacién se deriva de los vocablos
griegos xpovog (cronos) y oUv (sin) que significan tiempo y al mismo, respectivamen-

te. Entonces, la palabra sincrono significa al mismo tiempo.

El fendbmeno de sincronizacién es ampliamente encontrado en la naturaleza. Al-
gunos ejemplos son: el reloj bioldgico del cuerpo humano el cual se sincroniza a los
ciclos de luz y oscuridad, el comportamiento sincronizado de las aves al batir sus alas,
el aplauso coordinado de una audiencia, la velocidad sincronizada de la Luna al girar
sobre su propio eje y al trasladarse alrededor de la Tierra, luciérnagas emitiendo pul-
sos coordinados de luz, violinistas en una orquesta tocando al unisono, las células que
controlan los latidos del corazén, entre otros. Ya sea de manera microscépica o ma-
croscépica, el fendmeno de sincronizacién esta presente en la vida cotidiana de cada

uno de los seres vivos.

En el parrafo anterior, solo se han mencionado algunos ejemplos en que la sincro-
nizacion ocurre de forma natural. Sin embargo, el fendmeno de sincronizacién puede
ser inducido de manera artificial por medio de una accién de control. Algunos ejemplos
en los que se puede observar sincronizaciéon controlada son: los sistemas de teleco-
municaciones, cuyos sistemas de transmisidon y recepcidon deben operar de manera
sincronizada, las lineas autonomas de produccién, circuitos eléctricos, sistemas meca-

nicos, entre otros.

El ingrediente clave para que exista el fendmeno de sincronizacién, es que debe de
existir un medio, llamado acoplamiento a través del cual los sistemas se transfieren

energia entre si hasta lograr que sus ritmos se ajusten (Pikovsky et al., 2003).



1.1. Historia de la sincronizacion

Las primeras notas histdricas que hablan sobre el fendbmeno de sincronizacién se
deben al trabajo del cientifico holandés Christiaan Huygens (1629-1695), Figura
guien realizé contribuciones importantes en astronomia, éptica, y disefio de relojes
de péndulo y telescopios. Christiaan Huygens fue el primero en observar que dos re-
lojes de péndulo colgados sobre el mismo soporte (una barra de madera), Figura
mostraban sincronizacién en fase contraria, es decir, los péndulos oscilaban a la mis-
ma frecuencia pero en direcciones opuestas. Es interesante mencionar que la prime-
ra mencion del descubrimiento de Huygens se puede encontrar en una carta que él
mismo le escribié a su padre el 26 de febrero de 1665, en la cual no solo escribié de-
talladamente una descripcidon del fendmeno que observd en sus relojes, sino que dié
una excelente descripcidn cualitativa del fendmeno de sincronizaciéon. Aunque en ese
tiempo Huygens no contaba con herramientas matematicas de andlisis, si pudo desci-
frar que el secreto detras de la simpatia de sus relojes eran las pequefas vibraciones
gue se transmitian de un reloj a otro a través del soporte donde estaban colocados
(Pena, 2013; Pikovsky et al., 2003).

Huygens se refirié a este fendmeno como la "simpatia de los relojes".

Figura 1. Christiaan Huygens. Figura 2. Dibujo original de Christiaan Huy-
gens donde ilustra su experimento con dos re-
lojes de péndulo colocados en un mismo sopor-
te.



1.2. Definiciones formales de sincronizacion

La palabra sincronizacién se encuentra a lo largo de este trabajo. Por lo tanto, es
importante remarcar que en realidad se estd hablando de sincronizacion completa,
es decir, que dos osciladores acoplados presenten la misma dindmica oscilatoria al

mismo tiempo.

Entonces, es importante definir formalmente lo anterior, (Pena, 2013). Considere el

sistema

x = f(x), (1)
y = f(y)+Bz (2)
= g(x,y,2), (3)

donde x,y € R", z € R™ son los vectores de estado, las funciones f : R" —» R" y
g : R"'xR"xR™ — R™ son suficientemente suaves y B € R es un vector de entrada.
Notese que las ecuaciones y representan un par de sistemas idénticos (oscila-
dores), donde el sistema esclavo es influenciado por el sistema maestro mediante la

dindmica del sistema (3)), el cual es el acoplamiento dindmico.

Se derivaron las siguientes definiciones:

Definicidon 1.1 Respecto a los sistemas (1) y se dice que exhiben sincronizacion
asintética y completa si las soluciones x(t), y(t) del sistema (1)-(3) con condiciones

iniciales x(0), y(0), z(0) satisfacen
tll’m e(t) :=x(t)—y()=0, tll’m z(t)=0. (4)
Experimentalmente es imposible tener dos sistemas y idénticos y por ese

motivo no es posible cumplir con (4), por lo que, para el caso experimental, se plantea

el concepto de sincronizacién practica, (Pena, 2013).



Definicidn 1.2 Con respecto a los sistemas y se dice que exhiben sincroniza-
cion practica si las soluciones x(t), y(t) del sistema (1)-(3) con condiciones iniciales

x(0), y(0), z(0) satisfacen

lim le(®)]:=Ix()—y ()l <€, |im|z(t)] <. (5)

para €, T > 0.

1.3. Esquemas clasicos de sincronizacion

En la literatura actual, se pueden encontrar diversas técnicas para la sincronizacién
de sistemas dinamicos. Por ejemplo, el acoplamiento estatico maestro-esclavo, el aco-
plamiento difuso, el acoplamiento a través del ambiente, entre otros (Pikovsky et al.,
2003). Un factor importante a considerar es la fuerza y naturaleza del acoplamiento,
porque de esto depende la existencia de diferentes fendmenos de sincronizacién como
lo son: la sincronizacién en fase, sincronizaciéon en contra fase y sincronizacién com-
pleta, entre otros (Resmi et al., 2010). Para el caso de redes de sistemas dinamicos,
ademas del acoplamiento, se debe de considerar la topologia de la red, la cual defi-
ne la forma en que los elementos de la red interactlan entre si. La configuracién de

estrella, de anillo o de mundo pequefio, son algunos ejemplos de topologia de red.

Dos esquemas que son de particular importancia por su aplicabilidad y relativa-
mente facil implementaciéon son el esquema maestro-esclavo y el esquema de acopla-

miento indirecto, los cuales se detallan a continuacién.

Un acoplamiento maestro-esclavo es aquel donde interactdan dos o mas sistemas
(circuitos, mecanismos, por mencionar algunos) y un sistema toma el papel del siste-
ma maestro, el cual dicta la dinamica/comportamiento que se busca para los sistemas
esclavos acoplados. Un ejemplo ilustrativo es el robot quirlrgico Da Vinci, Figura (3| el
cual es un robot esclavo que recibe érdenes de una computadora/controlador a distan-
cia que es operada por un médico cirujano. Lo interesante de dividir en dos sistemas
a este robot quirdrgico, es la posibilidad de realizar operaciones complicadas a distan-
Cia, lo cual es muy conveniente en especial para las zonas rurales aisladas o zonas con

pocos especialistas en esta area de la medicina.



Figura 3. llustracién del robot Da Vinci y su centro de control.

Por otra parte, existe el llamado aclopamiento a través del ambiente, el cual se
presenta en Katriel (2008). En este esquema, los sistemas tienen una interaccién in-
directa a través de un sistema dinamico. Ademas, se supone que la interaccién de
los sistemas con el acoplamiento dinamico es débil. Este tipo de acoplamiento tiene
diversas aplicaciones. Por ejemplo, en Resmi et al. (2010), se muestra un estudio en el
cual se utiliza un acoplamiento indirecto a través del ambiente, donde presentan sin-
cronizacion de sistemas cadticos, ademas de encontrar diferentes comportamientos

de sincronizacién, por ejemplo, en fase o contra fase.

Un ejemplo ilustrativo de sincronizaciéon en sistemas que interactian de manera
indirecta es el desarrollado en Kitahata et al. (2009). En dicha referencia se presenta
un estudio sobre la combustién sincronizada observada en un arreglo de velas, Figura
[4] El estudio revela que una sola vela exhibe una combustién estable. Sin embargo, si
se agrupan tres velas, la combustién de éstas sera oscilatoria. Y finalmente, si se con-
sideran dos grupos de tres velas cada uno, la combustién en las velas sera oscilatoria
y sincronizada. Dependiendo de la distancia entre los grupos de velas, la combustién
sera sincronizada en fase o contra fase. Lo interesante de este estudio es que el am-
biente, es decir, lo que rodea a las velas y hace que se sincronicen, estd actuando
indirectamente. Nétese que el aire entre las velas actla de igual manera que la barra

de madera en el experimento de Huygens.



Figura 4. llustracién esquematica del experimento de combustién sincronizada. (a) Una vela en com-

bustién constante. (b) Tres velas en combustién oscilatoria. (c) Dos grupos de tres velas en combustién
sincronizada. Link: https://www.youtube.com/watch?v=ndNBSgUd-vU.

1.4. Panorama general de esta tesis

1.4.1. Motivacion

Aunque los acoplamientos y topologias antes mencionados inducen sincronizacién
en cierto tipo de sistemas, véase por ejemplo (Pecora y Carroll, 1990; Doérfler et al.,
2013; Strogatz, 2000), se ha encontrado que para ciertos sistemas, como por ejemplo
algunos sistemas cadticos, dichos acoplamientos y topologias exhiben al menos dos
limitaciones importantes: 1) inducen sincronizacién para un intervalo muy pequefio de
valores de la llamada fuerza de acoplamiento, 2) para ciertos sistemas es imposible
inducir sincronizaciéon usando estos esquemas. Ademas, existen topologias de red con
acoplamientos estaticos, en las cuales la sincronizaciéon se pierde cuando el nimero

de osciladores en la red es "grande".

Por lo tanto, en esta tesis se busca remover las limitaciones antes mencionadas,

por medio de diseflar acoplamientos dindmicos de primer y segundo orden.

Una de las potenciales aplicaciones de la tesis propuesta es en redes con topo-
logia cambiante y en redes donde el nimero de nodos en la red es arbitrariamente
grande. Tal es el caso de las redes de energia eléctrica, donde la sincronizacion de los

generadores que componen la red es de vital importancia (Motter et al., 2013).

Por ultimo, el interés de investigar la dinamica de sistemas acoplados se puede
resumir en la posibilidad de describir comportamientos realistas de procesos fisicos,

guimicos, econémicos, biolégicos, entre otros (Mosekilde et al., 2002). En cuanto a



las aplicaciones tecnoldgicas, la sincronizacién es de suma importancia en lineas de
producciéon de ensamble (coordinacién de mecanismos y/o procesos), en la sincroniza-
cidn de redes de distribucion eléctrica, y en comunicaciones moviles, por mencionar

algunos (Pena Ramirez et al., 2016; Wang et al., 2016).

1.4.2. Objetivo general

Disefar acoplamientos dindmicos, es decir, acoplamientos descritos por ecuaciones
diferenciales lineales de primer y segundo orden que permitan sincronizar sistemas

dindmicos que no son sincronizables con técnicas actuales.

1.4.3. Objetivos especificos

= Disefar acoplamientos dinamicos, los cuales estaran inspirados en el llamado
“acoplamiento a través del ambiente” (Katriel, 2008), el cual es descrito por una
ecuacion diferencial de primer orden y también el acoplamiento tipo Huygens
(Pena Ramirez et al., 2014), el cual es de segundo orden. Dichos acoplamientos
se utilizardn para sincronizar pares y redes de sistemas con el objetivo de de-
terminar las ventajas y desventajas de estos acoplamientos con respecto a los

acoplamientos estaticos.

= Probar analiticamente que los acoplamientos dindamicos inducen sincronizacion
en sistemas acoplados y en redes con topologias arbitrarias, donde los acopla-
mientos tradicionales no pueden inducir sincronia o lo hacen en un intervalo pe-

queno.

= Validar experimentalmente los resultados analiticos y numéricos obtenidos.

1.4.4. Contribuciones

Este trabajo de tesis presenta un esquema de sincronizacion aplicable a sistemas
dindmicos con dindmica oscilatoria, el cual permite inducir sincronizacién aln en casos

donde los esquemas actuales fallan.



1.4.5. Productos generados

A lo largo del trabajo de tesis, se escribieron y sometieron los siguientes articulos:

» Los resultados del acoplamiento dinamico de primer orden se sometieron a la
revista cientifica International Journal of Control bajo el titulo de Master-slave

synchronization via dynamic control. Actualmente estd en segunda revision.

= Los resultados del acoplamiento dindmico de segundo orden se presentardn en
el congreso Analysis and Control of Chaotic Systems - 5th CHAOS 2018 de IFAC
(International Federation of Automatic Control), a celebrarse del 31 de Octubre al
2 de Noviembre de 2018, en Eindhoven Holanda, bajo el titulo de Indirect Master-

Slave synchronization: experimental results.

1.4.6. Estructura de la tesis

En el presente trabajo se realiza un estudio de manera analitica, numérica y ex-
perimental, sobre la aplicacién de acoplamientos dinamicos para la sincronizacién de
sistemas. La tesis esta estructurada de la siguiente manera.

En el capitulo 2, se presenta la configuracién maestro-esclavo clasico y sus limitacio-
nes.

Después, en el capitulo 3, se propone el disefio de un acoplamiento dinamico maestro-
esclavo de primer orden y se obtiene una ecuacién variacional para estudiar la estabi-
lidad de la solucién sincrona.

Posteriormente, en el capitulo 4, se introduce un nuevo esquema de sincronizacién
maestro-esclavo con acoplamiento dindmico. Se muestra, por medio de ejemplos par-
ticulares, que al incrementar el orden del acoplamiento se favorece la apariciéon de
sincronizacion.

Luego, en el capitulo 5, se investiga el desempefio del acoplamiento dindmico de se-
gundo orden presentado en el Capitulo [4], en el contexto de redes. En particular, se
presenta un estudio comparativo para una red en estrella, primero con acoplamientos
estaticos y después con acoplamientos dinamicos.

Finalmente, en el capitulo 6 se tiene una seccién de discusiones y conclusiones.



Capitulo 2. Esquema de sincronizacion maestro-esclavo

clasico y sus limitaciones

En este capitulo se presenta el esquema maestro-esclavo con acoplamiento estati-
co y se introducen las herramientas de analisis utilizados para estudiar la estabilidad
de la solucién sincrona. Ademas, por medio de dos ejemplos, se muestran algunas de

las limitaciones gque tiene este esquema de sincronizacién.

2.1. Configuracion maestro-esclavo con acoplamiento estatico

El esquema maestro-esclavo cldsico con acoplamiento estatico se muestra en la
Figura [5| Este esquema de sincronizacion estd descrito por el siguiente conjunto de

ecuaciones, ver (Brown et al., 1994),

Xm = F(xm),

Maestro : m (xm) (6)
Ym = CXm,
Xs = F(xs)+ Bus,

Esclavo : ° (xs) ° (7)
}/s = CxSI

donde x,, Xxs € R" son los vectores de estado del sistema maestro y esclavo, respecti-
vamente, la funcién F se supone que es suficientemente suave y, en general, no lineal,
B € R" es el vector de entrada del sistema esclavo y € € R1*" es el vector de salida.
Por ultimo, ym, ys € R son las salidas escalares de los sistemas, y la sefial escalar de

control us € R es definida como

Us=Kk(ym—ys) = kC(Xm—Xs), (8)
donde k € R, es la fuerza de acoplamiento.

Dados los vectores de entrada B y de salida C, el problema se reduce a obtener un
valor para la fuerza del acoplamiento k que garantice que el sistema maestro y esclavo
se sincronicen en el sentido de la Definicién[1.1] es decir, la fuerza de acoplamiento k
debe ser elegida tal que

lim xm () = x5(t) = 0. (9)
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yﬂ’l

X, = F(x,,) — X5 = F(x;) + Bus
Ym = Cxpy ¥s = Cx;
us = k(ym — vs)

Figura 5. Representacién esquematica de la configuracién maestro-esclavo con acoplamiento estatico.

2.2. Analisis de estabilidad usando la teoria de Lyapunov

Para analizar la estabilidad de la solucién sincrona (9)), se define el error de sincro-

nizacion e = x, — Xs. Usando (6)-(8), se obtiene la siguiente dindmica del error
é=F(xn)—F(xs)—kBCe. (10)

A continuacidn, se considera que la funcién F se puede separar en una parte lineal y

una no lineal, es decir,
F(x;) = Ax; + f(x)), i=m,s, (11)

donde A € R™" es una matriz de constantes y f(x;) es un vector que contiene las no
linealidades. Sustituyendo la Ec.(11) en la Ec.(10)), se obtiene la siguiente dindmica del
error

e=(A—kBC)e+g(t, e), (12)

N—_———
A

donde g(t,e) := f(xm) — f(xs) = f(xm) — f(xm — €). Se supone gque alrededor de la
solucion sincrona, es decir, alrededor de e = 0, el término g(t, e) puede ser visto como

una perturbacion desvanecente que satisface
llg(t,e)l| <vllell, VvVt=0, VeeD, (13)

donde ¥ es una constante no negativay D c R” es un dominio que contiene el origen

e = 0. Como se presenta en el Capitulo 9 en (Khalil, 2002), la cota y esta dada por

)\min(Q)

< el (14)
2Amax(P)

donde P € R"™*" es la solucién a la ecuacién de Lyapunov PA +A'P= —Q, donde Q es

la matriz identidad I € R™", y Amin, Amax denotan el valor propio minimo y maximo,
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respectivamente. Finalmente, si el término de perturbacién satisface Ec.(13) con y
dada en Ec.(14)), entonces una condicién suficiente para la estabilidad local del sistema
(12), es que la matriz A debe ser Hurwitz, (Khalil, 2002).

2.3. Funcion maestra de estabilidad

Otro método de analisis comUnmente usado para estudiar la estabilidad de la so-
lucién sincrona en sistemas acoplados es la Funcién Maestra de Estabilidad (MSF por

sus siglas en inglés), véase (Pecora y Carroll, 1998).

Como primer paso en el analisis, el sistema esclavo se linealiza alrededor de la
trayectoria x, del sistema maestro dado en Ec.(6)). Por lo tanto, el sistema esclavo

se reescribe como
Xs = F(Xm) — DF(Xm)(Xm — Xs) + kBC(Xm — Xs), (15)

donde DF(x;,) = % es el Jacobiano de la funcién F evaluado en una trayectoria X,
m

del sistema maestro. El siguiente paso es la definicién de los errores de sincronizacion,

es decir, e = X, — Xs. Entonces, utilizando las ecuaciones (6) y (15), se obtiene la

siguiente ecuacién variacional
e =[DF(xn)—kBC]e. (16)

El analisis numérico de estabilidad local de se realiza usando el maximo exponen-
te transverso de Lyapunov, (Pikovsky et al., 2003), el cual es definido de la siguiente
manera 1 Inje(d)

AL = tILr?o?m. (17)

En particular, se tienen las siguientes condiciones:

m Sj )\#ax < 0, la solucion sincrona es estable.

m Sj )\rlnax > 0, la solucion sincrona es inestable.
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2.4. Ejemplos

A continuacién, se presentan dos ejemplos, los cuales muestran algunas de las

limitaciones que tiene el esquema maestro-esclavo clasico.

2.4.1. Ejemplo 1: Oscilador armdnico

Un ejemplo simple pero ilustrativo, es el caso de dos osciladores lineales arménicos

acoplados. Primero, se define la dindmica del oscilador armédnico, la cual esta dada por

x = Ex, (18)
y = Cx, (19)

donde x =[x1, x2]" es el vector de estados, x1, x> € R son la posicién y velocidad del

oscilador respectivamente, y € R es la salida del sistema. Ademas,
0 1
E= , €=[10] (20)

donde w € R, es la frecuencia natural del oscilador y C indica que solamente se tiene
acceso a la posicién del oscilador. A continuacién, se mostrara que para el oscilador
lineal armédnico dado en (18)-(20), el esquema estatico maestro-esclavo no puede in-

ducir sincronizacién. Como primer paso, considere el esquema maestro-esclavo clasico

(6)-(8) con

X1i
X; = ", F(x)=Exi Us=k(ym—Yys)=kC(Xm—Xs), (21)
X2i

para i =m, s. Considerando que el oscilador esclavo solamente puede ser afectado en

el segundo estado, se considera el siguiente vector de entrada

B = : (22)
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Después, se obtiene la dinamica del error (12)), la cual estd dada por

e=(A—kBCQ)e, (23)
~—
A
con
N 0 1
A= ) (24)
—w?—k O

Por Ultimo, se obtienen los valores propios de la matriz A dada en (24)), los cuales son

A1,2 =:|:’\/—((A)2+I<). (25)

De la Ec.(25) es claro ver que se tienen tres escenarios posibles para los valores que

k puede tener:

= si k > —w? los valores propios (25) son complejos conjugados con parte real 0,

por lo que la dinamica del error es oscilatoria.

= si k = —w? ambos valores propios (25) son 0, por lo que la dindmica del error es

constante.

= y por Ultimo, si k < —w? los valores propios (25) son reales, uno positivo y otro

negativo, por lo que la dindmica del error es inestable.

Como conclusién, no existe valor para la fuerza de acoplamiento k con la cual la di-
namica del error (23) sea asintéticamente estable. Por lo tanto, el esquema maestro-
esclavo cldsico con acoplamiento estatico no puede inducir sincronizacién en el osci-

lador esclavo.
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2.4.2. Ejemplo 2: Oscilador caotico

Otro sistema para el cual la configuracién maestro-esclavo clasica no induce sin-
cronizacion, es el sistema cadtico de Rossler, el cual esta descrito por las siguientes

ecuaciones (Rossler, 1976)

= —y—z’
= x+ay, (26)
zZ = b+(x—c¢)z

donde x e R, y € R, z € R son las variables de estado y a, b y ¢ son pardmetros positi-
vos. Como ya se menciond al inicio de este capitulo, en (Huang et al., 2009), se hace
un estudio acerca de varios tipos de osciladores caéticos acoplados, donde se muestra
que existen configuraciones de entrada y salida con las cuales no es posible llegar
a una solucion sincrona para dos sistemas Rossler acoplados utilizando el esquema

maestro-esclavo clasico con acoplamiento estatico.

Para mostrar esto, considere un par de sistemas de Rossler en configuracién maestro-
esclavo y suponga que la salida de cada oscilador es la variable y. Por otra parte,
considere el caso en que el oscilador esclavo puede ser actuado solamente en su pri-
mera ecuacion. Entonces, el par de osciladores de Rdssler con acoplamiento maestro-

esclavo estatico puede escribirse en la forma (6)-(7) con

—Yi—Zi, 1
Fx)=| x+ay, |, i=ms B=]|o0 |, c=[o 1 o]. (27)
b+ (xi—c) z, 0

En este punto es conveniente reescribir la funcién F(x;) dada en Ec.(27) de la siguiente
forma (véase Ec.(11))

0O -1 -1 0 0
Fix)=|1 a 0 |x+ 0O [+]| 0], i=m,s. (28)
0 0 -—c XiZj b
~—_————
A f(x)

El siguiente paso es definir los errores de sincronizacion ex = Xm —Xs, €y =Ym—Ys Y

e; = zm— Zs. Consecuentemente, la dinamica del error puede escribirse en la forma de
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la Ec.(I2) con e =[ey, ey, e,]",

0 —(k+1) -1 0
A=|1 a 0 |, g(te)= 0 : (29)
0 0 —C Xm€z+ ZmEx — ExEz

Por dltimo, se obtiene el polinomio caracteristico de la matriz A dada en Ec.(29), el

cual estad dado por
P(\) :=det(M—A)=(c+A)(A\°—ar+k+1)=0. (30)

De este polinomio caracteristico se puede ver claramente que no existe valor para la
fuerza de acoplamiento k que pueda hacer que la matriz A sea Hurwitz, dado que el

parametro a del sistemas Rossler es siempre positivo.

Adicionalmente, se estudia la estabilidad local utilizando la Funcién Maestra de
Estabilidad. El primer paso es obtener la ecuacién variacional (16)), la cual para el

ejemplo bajo consideracién esta dada por

0 —(k+1) -1
e=| 1 a 0 e. (31)
Zm 0 (Xm—c)

Dado que la Funcién Maestra de Estabilidad es un calculo numérico, se toman los
siguientes valoresa=b=0.2 y c =5.7, (Rossler, 1976). El mdximo exponente trans-
verso de Lyapunov, denotado por )\#mx se calcula mediante una variante modificada
del algoritmo de Wolf (Wolf et al., 1985). En la Figura @ se muestra el )\rlnax en fun-
cién de la fuerza de acoplamiento k, donde se ve claramente que el )\;ax se mantiene
positivo sin importar el valor de k, por lo tanto, la solucién sincrona de los sistemas

acoplados es inestable.
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Figura 6. Maximo exponente transverso de Lyapunov )\#mx, calculado en funcién de la fuerza de acopla-
miento k.

2.5. Conclusion

En conclusién, se ha demostrado mediante los ejemplos aqui presentados que el

esquema clasico falla al inducir sincronizacién para ciertos casos.
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Capitulo 3. Sincronizacion maestro-esclavo via acopla-

miento dinamico de primer orden

En este capitulo se propone una solucién potencial para combatir las limitaciones
gue presenta la configuracién maestro-esclavo con retroalimentacién estatica de sa-
lida (6)-(8). En particular, se presenta una estrategia de sincronizacién en la que el
acoplamiento estatico cldsico es reemplazado por un acoplamiento dindmico de pri-

mer orden.

Se mostrard que el esquema de sincronizacién propuesto permite sincronizar siste-
mas gue no son sincronizables usando un esquema clasico de sincronizacién, donde el

acoplamiento es estatico.

3.1. Esquema de sincronizacion propuesto

El siguiente esquema de acoplamiento dinamico de primer orden es propuesto

Xm = F(xm),
Maestro : m (Xm) (32)
Ym = Cxm,
Xs = F(xs)—Bh,
Esclavo : g (xs) (33)
yS = CXSI
Acoplamiento Dindmico : { h = —ah+ us, (34)

donde xm,, Xs € R" son los vectores de estado de los sistemas maestro y esclavo,
respectivamente, y h € R es el estado del acoplamiento dindmico. Los vectores B € R"
y C € R asi como la funciéon F : R" — R" se definieron anteriormente, véase la Ec.

Yy Us esta definida en la Ec.(8) con keRy a e R;.

La configuracién maestro-esclavo con acoplamiento dindmico propuesta se puede

visualizar de manera gréfica en Figura [7].



18

h

im=F(xn) 2™, h=-ah+u, —— & =F(x,)—Bh
Ym = Cxpy Uy = k(ym - ys) Ap— ys = Cx;
Vs

Figura 7. Esquema de la configuracién propuesta maestro-esclavo con acoplamiento dindmico.

3.2. Sintonizacion de los parametros del acoplamiento dinamico

Como en el caso estatico, véase la Seccidon[2.2] se utiliza la teoria de Lyapunov para
sistemas perturbados con el propdsito de sintonizar los pardmetros del acoplamiento
dindmico (34).

Como primer paso, se definen los errores de sincronizacién: e = x,, — Xs y h. Notar
gue h es considerada como un error porque la variable h se deberia desvanecer cuando

los sistemas acoplados estan sincronizados.

Usando las Ecs. (32)-(34) con F(x;), i = m, s, definida en (11), se obtiene la siguiente

dindmica del error

e A B e N g(t,e)
h —kC —a h 0

g(t,é)

>,

donde g(t, ) := f(Xm) —fF(xs) = F(Xm) — F(xm—e), ver (12), & = [e h]" y el término
g(t, @) es una perturbacion desvanecente ya que alrededor de la solucién sincrona, es

decir, alrededor de e = 0, satisface
llg(t, e)|| <vlle|]l, vVt=0, VeéeD, (36)

donde D c R"” es un dominio que contiene el origen & = 0. Por lo tanto, los valores de
los pardmetros k y a, correspondientes al acoplamiento dindmico deben escogerse tal

que la matriz A en (35) sea una matriz Hurwitz.
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3.3. Funcion Maestra de Estabilidad

Como ya se menciond en el capitulo anterior, ver Seccién la Funcién Maestra
de Estabilidad se utiliza como una alternativa para el estudio de la solucién sincrona

de los sistemas acoplados.

De acuerdo al procedimiento descrito en Pecora y Carroll (1998), el primer paso es

linealizar el sistema esclavo alrededor de la solucidn sincrona, es decir,

donde DF(x,) = %’Z’” es el Jacobiano de la funcién evaluado en la trayectoria x,, del

sistema maestro.

El siguiente paso es la definicién de los errores de sincronizacién, e = x,, — xs y h.
Entonces, utilizando las ecuaciones (32)), (37) y (34), se obtiene la siguiente ecuacién

variacional
e DF(x,) B e
" | = . (38)
h —kC —a h
Finalmente, la estabilidad local es determinada por el maximo exponente transverso
de Lyapunov )\rlnax, véase la Ec.(17), el cual es calculado de la ecuacion variacional

(38).

. . . _ _ . )
= SiAT <0, entonces la solucién sincrona X, = Xs, h = 0 en el sistema 1) 1)

es localmente estable.

m Sj )\rlnax > 0, entonces la solucidn sincrona es inestable.

3.4. Ejemplos de aplicacion

En esta seccion se presentan dos ejemplos de aplicacién del esquema propuesto de
sincronizaciéon. Ademas, los resultados obtenidos se comparan con el método estatico
clasico. En primer lugar, se presenta un ejemplo de dos osciladores armdnicos simples,
donde debido a que la dinamica del error es lineal se pueden encontrar condiciones

gue garanticen que la solucién sincrona es globalmente asintéticamente estable. En el
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segundo ejemplo, un par de osciladores caéticos Rossler acoplados mediante el esque-
ma propuesto es analizado mediante la teoria de Lyapunov para sistemas perturbados
y la Funcion Maestra de Estabilidad. Los ejemplos considerados son los mismos mos-
trados en la Seccién para los cuales se mostrdé que el esquema clasico no induce

sincronizacion.

3.4.1. Ejemplo 1: revision del oscilador armdnico

Considere nuevamente el ejemplo [2.4.1| correspondiente a un oscilador armédnico.
Aplicando el esquema propuesto (32)-(34), los osciladores con acoplamiento dinamico

estdn descritos por

XS == EXS—Bh, (40)
h = —ah—kC(xm—Xs), (41)

donde E,B y C se definieron en y (22). Si se define el error de sincronizacién

e =X, —Xs Y h, se tiene que la dindmica del error esta dada por

e E B
= (42)
h —kC —a h
A
El polinomio caracteristico de la matriz A esta dado por
p(A) :=det(A\I—A) = (A3 + aAr? + Aw? + aw? + k) = 0. (43)

Aplicando el criterio de estabilidad Routh-Hurwitz para polinomios de tercer orden,
se pueden encontrar condiciones que aseguren que la matriz A sea Hurwitz. Dichas
condiciones son

a>0 y —oaw?<k<D0, (44)

donde la ganancia a y la fuerza de acoplamiento k son parametros de disefio del es-
quema propuesto de sincronizacién. Cabe mencionar que para este ejemplo la fuerza

de acoplamiento k es negativa. Dado que la dindmica del error es lineal, véase la Ec.
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Figura 8. Resultados numéricos del ejemplo de dos osciladores armdénicos con acoplamiento dindmico,
véase (87)-(4I). En a) se muestra la posicidon del sistema maestro y del esclavo. En b) se muestra la
dindmica del acoplamiento dindmico propuesto.

(42)), las condiciones son condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad
global de los sistemas acoplados, es decir, los sistemas maestro y esclavo eventual-
mente se sincronizardn para cualquier condicién inicial xo € R2. En la Figura se
muestra una simulacién para dos osciladores arménicos acoplados dinamicamente. Pa-
ra generar estos resultados numéricos, se integré numéricamente el sistema (39)-(41)
con E, B y C dadas en (20), y los siguientes pardmetros: w=1, a=1, k=-0.9.Y

las condiciones iniciales para ambos sistemas son x,,(0) =[1 0] y xs(0) =[—1 0O].

3.4.2. Ejemplo 2: revision del oscilador caético de Rossler

Ahora se considera el ejemplo correspondiente al oscilador caético de Réssler.
Sustituyendo F(x;),i=m, s, By C como estan dados en la Ec.(27) en el esquema de
sincronizacién propuesto dado en Ecs.(32)-(34), se obtiene
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Xm = —Ym—2Zm,
Maestro : { ym = Xm+aym, (45)
\ Zm = b+(Xm—C)Zm,
Xs = —Ys—2Zs—h,
Esclavo : { ys = Xxs+ays, (46)
25 - b + (Xs— C) Zs,
Acoplamiento Dindmico : {h = —ah—k(yYm—Yys). (47)

La dindmica del error de sincronizacién & =[e h]” con e = [ey, ey, e,]", donde ey =

Xm—Xs, €/ =Ym—Ys, €2 =Zm— Zs puede ser escrita de la forma (35) con

(0 -1 -1 1 | [ ]
. 1 a 0 0 L 0
A= , 9(t, &)= : (48)
0O 0 — O Xmés3s +Zme1 —€e1€3
| 0 -k 0 —0o | i 0 i

El polinomio caracteristico de A es definido por
P(A) :=det(A\I—A) = (c+ A)(A3 + (a— a)A? + (1 —aa)A + a+ k) = 0. (49)

Utilizando el criterio de estabilidad Routh-Hurwitz, se pueden encontrar condiciones

que aseguren que la matriz A sea Hurwitz, las cuales son las siguientes
a>—qa, —aoa<k<aa(a—a)—a. (50)

Por lo tanto es posible escoger valores para los parametros de disefio a y k del acopla-
miento dindmico tales que la matriz A en (48) sea Hurwitz. Ademas, si la perturbacién
g(t, &), véase (48), satisface (36)), entonces la solucién sincrona e = 0, h = 0 es local-

mente estable.

La cota y en el término de perturbacion g(t, &), puede ser calculada por el procedi-
miento presentado en el Capitulo 9 en (Khalil, 2002). Para el ejemplo aqui presentado,

los parametros utilizados en el sistema de Rdssler son: a=b=0.2, c=5.7, y ademas,
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si se escoge a = 2 y kK = —1.4. Nétese que con estos valores se satisface (50) y la

matriz A es Hurwitz. Entonces, vy es dada por

)\ .
< mm(Q) ) (51)
2Amax(P)
donde Apin(Q) =1y Amax(P) = 31.25, por lo tanto,
v < 0.016, (52)

Finalmente, si es posible encontrar condiciones iniciales suficientemente cercanas a la
solucion sincrona x,, = x5, donde el término de perturbacién g(t, e) satisface (36), con
Y que satisface (52), entonces es posible garantizar localmente sincronizacién entre el

sistema maestro y el esclavo.

El siguiente paso es estudiar la estabilidad local utilizando la Funcién Maestra de
Estabilidad para la solucién sincrona x,, = xs en los osciladores Rossler acoplados para
ambos esquemas tanto para el dinamico propuesto como para el estatico clasico. Para
iniciar, se debe obtener la ecuacién variacional para ambos esquemas de sincroniza-

cién (dindmico y estatico).

La ecuacidén variacional para el esquema maestro-esclavo estatico, véase la Ec.(16),
con F(x), B y C dadas en (27), es la siguiente

0 —(1+kK) -1
e=| 1 a 0 e. (53)
Zm 0 (Xxm—2c)

En contraste, la ecuacidn variacional para el esquema maestro-esclavo dindmico pro-
puesto, véase Ec.(38), con F(x), B y C dadas en (27)), es definida por

0 -1 -1 1
N 1 a 0 0 .
e= e, (54)
Zm 0 (Xm—C) O
| 0 —k 0 —a |

donde & = [e h]". Como la Funcién Maestra de Estabilidad es un calculo numérico,
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es necesario dar valores numéricos a las ecuaciones variacionales (53) y (54). Los
parametros de los osciladores acoplados son: a = b = 0.2, ¢ = 5.7. Estos valores se
obtuvieron de Rossler (1976). Ademas, se escoge a = 2 y la fuerza de acoplamiento k

se varia en el intervalo [—2, 2]. Notese que el valor a utilizado satisface (50).

En el analisis, el maximo exponente transverso de Lyapunov, )\;ax, es calculado
como funcién de la fuerza de acoplamiento k. En la Figura [9] se muestran los resulta-
dos obtenidos. La linea punteada es calculada utilizando la ecuacién variacional del
esquema estatico maestro-esclavo dada en (53). Claramente, se puede ver que )\#mx
se mantiene positivo todo el tiempo, lo cual representa que la solucion sincrona es
inestable. Por otro lado, la linea solida es calculada utilizando la ecuacién variacional
del esquema maestro-esclavo dindmico propuesto dada en (54)), donde se puede ver
que existe un intervalo de k dado por [—1.86 < k < —0.89] donde )\#ax es negativo
y por lo tanto, para estos valores de k la solucién sincrona de los sistemas acoplados

(45)-(47) es localmente estable.

1 1 1 1 1 1 1 1
Y - --Acoplamiento estético
L S~ ]
0.8 *\ —Acoplamiento dinamico de primer orden
0.6 i
\\
8 5
3 '
_| S 04- \\ 7
~ \

-0.2 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

k

Figura 9. Configuracion 2 — 1. Médximo exponente transverso de Lyapunov )\#ax, calculado en funcién
de la fuerza de acoplamiento k.
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El ejemplo que se analizdé corresponde a la configuracion 2 — 1. Nétese que esta

configuracién es una de las nueve posibles configuraciones, las cuales son: 1 — 1,
1-2,1-3,2—-1,2—-2,2—-3,3-1,3—-2y3 - 3.EnlaTabla[I} se observan

las configuraciones utilizadas en este trabajo con sus respectivos vectores de entrada

y salida.

Tabla 1. Configuraciones posibles de entradas y salidas del sistema.

Configuracién B C
1-1 [100]7" |[100]
1-2 [010]" | [100]
1-3 [001]7 | [100]
2-1 [100]7 | [010]
22 [010]7 | [010]
2-3 [001]7 | [010]
3-1 [100]7 | [00 1]
352 [010]7 | [001]
3-3 [001]7 | [00 1]

Es importante explicar que cuando se habla de configuraciéon i — j,i,j=1,2,3, es

una combinacién de entradas y salidas de los osciladores acoplados, es decir, el primer

numero representa la variable de estado a utilizar y el sequndo nimero representa a

la ecuacion del sistema esclavo donde se introducira el acoplamiento. Por lo tanto, la

configuracién 2 — 1 se refiere a que en el acoplamiento se usa la variable y, y que el

término del acoplamiento sera aplicado a la primera ecuacidén del oscilador esclavo.

A continuacién, en la Tabla |2, se muestran las ecuaciones variacionales para las

configuraciones 1 - 2,1 - 1y 2 — 2, tanto para el esquema cldsico como para el

esquema propuesto.



Tabla 2. Ecuaciones variacionales.
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Configuracién Esquema Clasico Esquema Propuesto
B 0 -1 -1 0
0 —1 -1
_ 1 a 0 1
Zm 0 (Xm— C) O
i —k 0 0 —a
B 0 -1 -1 1
—k -1 -1
_ 1 a 0 0
1-1 e= 1 a 0 ée= ée
Zm 0 (Xm— C) O
Zm 0 (Xm—0)
i —k 0 0 —a
- 0 -1 —1 0
0o -1 -1
_ 1 a 0 1
22 é=| 1 ag—«k 0 é= é
Zm 0 (xm—c)
i 0 —k 0 —a

Los resultados para la configuracién 1 — 2 se muestran en la Figura [10] La li-

nea punteada indica )\;ax para el esquema estatico, donde se puede ver claramente

gue no existe solucién sincrona ya que )\#ax

siempre es positivo. Por otro lado, la

linea sélida representa el calculo de )\#ax para el esquema maestro-esclavo propues-

to. Notese que existe un pequefio intervalo para la fuerza de acoplamiento dado por

0.89 < k < 1.86 en que A#}ax < 0, y por lo tanto la solucién sincrona es localmente

estable.
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1.8 1 1 1 1 1 1 1

1.6r |-- - Acoplamiento estatico P ]

1.4F |[—Acoplamiento dinamico de primer orden s -7 i

1.2¢ -

30.8f -
Ny
< 0.6}
//
0.4f -
/
0.2f lf" i
0 — \/—\/
_0.2 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figura 10. Configuracién 1 — 2. Mdximo exponente transverso de Lyapunov )\#ax, calculado en funcién
de la fuerza de acoplamiento k.

La Figura a), corresponde a los resultados obtenidos para la configuracion 1 —
1 donde se puede observar que para ambos esquemas de acoplamiento, existe un
intervalo para la fuerza de acoplamiento k donde )\rJ;mx es negativo, lo que significa
gue la solucién sincrona es localmente estable en ese intervalo de k. La linea punteada
representa a )\,lnax utilizando el esquema clasico, donde se observa un intervalo para
k de [0.18,4.6] en el cual )\#'ax < 0. En contraste, la linea sdélida muestra a )\rlnax
usando el esquema propuesto, donde se muestra un intervalo para k de [0.51, 8.9]
en el cual )\,fmx < 0, pero existe un punto clave muy importante a considerar, ya que
dependiendo del valor escogido para el pardmetro a el intervalo para la fuerza de

acoplamiento k puede incrementar tanto como se necesite.

En la Figura b), se muestra el resultado para la configuraciéon 2 — 2. Para ambos
esquemas de acoplamiento se tiene un buen desempeno, ya que después de un cierto
valor positivo de la fuerza de acoplamiento k, la solucién sincrona de los sistemas

acoplados es localmente estable.
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(b) Configuracién 2 — 2.

Figura 11. )\Jn-mx calculado en funcién de la fuerza de acoplamiento k. Esquema cldsico (linea punteada)
vs esquema propuesto (linea sélida).
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3.5. Limitaciones del acoplamiento dinamico

Existen configuraciones para los cuales el esquema propuesto no induce sincroniza-
cién en los osciladores Rossler acoplados, las cuales son las siguientes: 1 — 3, 2 — 3,
3—-1,3—-2y3 - 3, cuyas matrices de entrada y salida estan dadas en la Tabla[l} Un
ejemplo muy visual es para el caso de la configuracién 3 — 1. Para esta configuracion,

la dinamica del error puede escribirse en la forma (35)) con

[0 -1 -1 1 ] [ 0 |
y 1 a 0 O Y 0
A= , gt &)= : (53)
0O 0 —c O Xmeész + zme; —e1es
| 0 0 —k —a | i 0 |

El polinomio caracteristico de A es
POA) :=(a+A)(c+A)A2—ar+1)=0, (56)

de donde claramente se puede ver que no existe valor para la fuerza de acoplamien-
to k que haga que A sea Hurwitz, ya que el pardmetro a es un pardmetro positivo

intrinseco del sistema de Rossler.

3.6. Resultados experimentales

En esta seccién, el acoplamiento dindmico de primer orden propuesto es validado
experimentalmente utilizando circuitos electrénicos. Es decir, el sistema (45)-(47) el
cual representa dos osciladores cadticos Rossler interactuando entre ellos mediante
un acoplamiento maestro-esclavo dindmico es implementado de manera analdgica

con circuitos electrénicos.

Se tomaron algunas consideraciones, pero la mas importante es que para prevenir
saturacién en los amplificadores operacionales utilizados, el sistema (45)-(47) se esca-
|6 en magnitud, por lo cual se hizo el siguiente cambio de coordenadas: x; = % yi= %
zZi = % parai=m,sy h= g Ademds, También se realizdé un escalamiento en tiempo
T=wct, donde w. =RC, R=100kQy C = 22nF.
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Con las consideraciones antes mencionadas, el sistema (45)-(47) toma la siguiente

forma

( wc;(m = —Ym—2Zm,

Maestro : { weym = Xm+ aVm, (57)
| Wezm = b/2+ (2Xm—C) Zm,
r wcis - __)_/S_ZS_I:II

Esclavo : { wcys = Xs+ays, (58)
| Wezs = b/2+ (2%s—¢) Zs.

Acoplamiento Dindmico : { weh = —ah— k(Ym—Ys), (59)

donde los parametros de disefio del acoplamiento dindmico se escogen como sigue:
a=2yk=-—1.4. Nétese que estos valores satisfacen (73) y ademas, para estos va-
lores, )\;ax < 0, como se muestra en la Figura@ Por ultimo, se utilizan los parametros

del sistema de Rossler como en la Seccién anteriorra=b=0.2yc=5.7.

Para la implementacion del sistema (57)-(59)) se utilizaron amplificadores operacio-
nes TLO74, multiplicadores AD734AN, y capacitores y resistencias de valores apropia-

dos. En la Figura[12] se muestra una fotografia de la implementacién en el laboratorio.

Figura 12. Fotografia de la implementacién.
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El diagrama electrénico simulado en MULTISIM 14.0 se puede ver en la Figura

en el cual se muestran los valores especificos de resistencias y capacitancias que

se utilizaron. Para adquirir las sefiales se utilizé el osciloscopio digital TDS 3012C de

Tektronix.

Primero, el atractor caético del circuito de Rdssler maestro, proyectado en el plano
Xm,Ym €s presentado en Figura[14]

Tek stop |

C
5

XY Display

L

Off (YT)

=2

Triggered
XY

2.00v

Chz- 2.00Vv

M20.0ms A Chl & 0.00V

++0.000005s

Ch1(X)
versus

Chz (Y)

Ref1 (X)
versus

Off (Y)l

waveform
Display

Backlight
Intensity
High

Graticule
Full

XY Display
Ch1lvCh2

Color
Palette
Normal

Figura 14. Atractor caético del circuito de Rdssler maestro en el plano (Xm, ym).

Después, en la Figura se puede apreciar la serie en el tiempo del sistema maes-

tro y esclavo, las cuales obviamente no estan sincronizadas cuando k = 0. Sin em-

bargo, cuando k = —1.4, se puede observar que los sistemas se sincronizan, véase la

Figura[16]
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Figura 15. Sistemas desacoplados. Azul: yn,.

Cian: ys.
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Figura 16. Sistemas acoplados y sincroniza-
dos. Azul: ym. Cian: ys.
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En la Figura se presenta el plano (ym, ¥s), donde se puede notar una linea recta
a 45 grados que indica sincronizaciéon. Cabe mencionar que en realidad seria una sin-

cronizacién practica, ya que existen pequefias pero inevitables variaciones entre los
circuitos eléctricos maestro y esclavo.

L S CH NN Se————— RS
: 4 b 1 XY Display
L
Off (YT)
=1
Triggered
XY
L

g v : 4 . Ch1 (X)
. A 3 E s Versus
f Ch2 (¥)
X # i . : . : : Refl (X)
2.00V Ch2 2.00V M20.0ms A Chl & 0.00V versus
7 1+7.0.000005 i 1 |off (Y)l
waveform Fr?fekrl'llgllg; Graticule |xy Display Pg?elgtre
Display High Full Ch1 v Ch2 i

Figura 17. Plano de fase (ym, ¥s).

Finalmente, en las Figuras [18]y [19] tenemos la sefial de acoplamiento h(t), véase
Ec.(59). Cuando los sistemas no estan sincronizados la sefal de acoplamiento pre-

senta una dindmica oscilatoria, (Figura [18). Por otro lado, cuando los sistemas estan

sincronizados la dindmica del acoplamiento casi se desvanece, tal y como se puede
apreciar en la Figura [19]
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/‘\ : E : : : : :
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| / : ) ‘| | f i O : : : : : O
1 \ I | | i Triggered Triggered
| ,f \ lis Al | S Xy XY
L AL 0 DO AR O 0 O IO OO O O £ et o
fb Vo b F o E \
\,/ L R EEER I SN sl Pt | it TR et e S o
Wl 8l \,/ \J‘ L e [ Baray ) g A Chi o
‘\j b \/’ \J versus Versus
{
v : ch2 () A T Ch2 (¥)
: : : : Refl (X) : : : : Refl (X)
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' ©++0.000005 orr v)| ' - G14+0.00000 § orf (v)|
Backlight f 0 Color Backlight f 0 Color
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Figura 18. Sefal de acoplamiento h cuando Figura 19. Sefal de acoplamiento h cuando
los sistemas estan desacoplados.

Ym=Ys.
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3.7. Conclusion

En conclusién, se ha demostrado mediante los ejemplos aqui presentados que el
esquema propuesto induce sincronizacion incluso en casos donde un esquema clasi-
co falla. Ademas, no solo se presentd un estudio analitico y numérico, sino también
se presentd un caso experimental donde se muestra que efectivamente el esquema

propuesto puede ser implementado fisicamente.
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Capitulo 4. Sincronizacion maestro-esclavo via acopla-

miento dinamico de segundo orden

En el capitulo anterior se pudo observar al acoplamiento dinamico de primer orden.

Ahora se estudiara el desempefio de acoplamiento dindmico de segundo orden.

El esquema dindmico maestro-esclavo de segundo orden esta descrito por las si-

guientes ecuaciones

Xm = F(xm),
Maestro : m (xm) (60)
Ym = CXm,
Xs = F(xs)—Byp,
Esclavo : s (xs) Yh (61)
yS = CXSI
, o h = Gh-B,u,
Acoplamiento dinamico : (62)
yn = Cph,

donde x,,, Xs € R" son los vectores de estado de los sistemas maestro y esclavo,
respectivamente. h =[h1, h>]", h;€R, i=1, 2, son los estados del acoplamiento dina-
mico, B, C y F fueron definidas con anterioridad, véase Ecs.(6)-(7), y us esta definido
en (8).

Ademés, se agrega un nuevo par de vectores B, € R?X1, C, € RX2 que indican
las entradas y salidas respectivamente, del acoplamiento dinamico. A lo largo de este

trabajo se consideran que estos vectores estan dados por

Ch=[0 1], B, = (1) . (63)

El vector By, indica que la sefal de control us es aplicada a la segunda ecuacién del
acoplamiento dindmico, y el vector C, indica que el segundo estado del acoplamiento
dinamico, es decir, la variable h;, es la salida del acoplamiento dinamico, la cual sera

aplicada al sistema esclavo.
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Por Gltimo, la matriz G € R?X2 del acoplamiento dindmico (62) estd dada por

—a 1
G = , (64)

—Y1 — Y2

donde a, y; Yy Y, son parametros de disefo.

4.1. Sintonizacion de los parametros del acoplamiento dinamico de segundo

orden

Los pardmetros de la matriz G se obtienen siguiendo el procedimiento usado en
la Seccién para el caso de acoplamiento dinamico de primer orden. Como primer

paso se obtiene la dinamica del error, la cual esta dada por

e A BC e t, e
| _ h N a(t,e) , (65)
h —kB,C G h o

A g(t.e)

donde A estd definida en (1), g(t, e) := f(xm) — f(Xs) = fF(xXm) —f(xm — e), O € R?
es el vector nulo y el término g(t, &) es considerado como una perturbaciéon que se
desvanece y cumple con la condicién (36)). Por dltimo, una condicién suficiente para

asegurar la estabilidad local del sistema acoplado es que la matriz A sea Hurwitz.

4.2. Funcion Maestra de Estabilidad

Siguiendo la metodologia presentada en la Seccién[3.3] y después de haber definido

los errores de sincronizacion, se obtiene la siguiente ecuacién variacional

e DF(x BC e
. _ ( m) h ’ (66)
h —kBRC G h

1

la cual se utilizara para el calculo del maximo exponente transverso de Lyapunov A o’

dado en Ec.(17). Como ya se ha mencionado en este trabajo, si )\rlnax es positivo enton-

ces la solucién sincrona de los sistemas acoplados es inestable. Por otro lado, si )\rlnax
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es negativo la solucién sincrona de los sistemas acoplados es estable localmente, lo

cual significa que el sistema esclavo se sincroniza con el sistema maestro.

4.3. Ejemplos de aplicacidon

En la siguiente seccidén se presentan algunos ejemplos para ilustrar la efectividad
del esquema propuesto en este capitulo. Se utilizaran los mismos ejemplos usados en
los Capitulos |2| y 3| los cuales corresponden a un par de osciladores armdnicos y un

par de osciladores cadticos.

4.3.1. Ejemplo 1: revision del oscilador armdnico

El oscilador arménico estd descrito por las ecuaciones (18)-(20). Sustituyendo esta

dindmica en las ecuaciones (60)-(62). Se obtienen las siguientes ecuaciones

Xm = Expm, (67)
Ym = CXm,
Xs = EXS_Bh, (68)
yS = CXSI
h = Gh+Bus, (69)
yn = Cuh,
donde
0 1 0
E= ,c=[1 o],B= , (70)
—w? 0 1

y B, y Ch estan dadas en la Ec.(63).

Para obtener la dinamica del error es necesario seguir el método descrito en la

Seccién [4.1] Para este ejemplo, la dindmica del error esta dada por
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[ 0 1 0 o0 |
e E BC,, e —w?2 0 0 1
h —kBR,C G h 0 0 —a 1

| —k 0 —v1 —72

El polinomio caracteristico de la matriz A es
P = A+ (A+ Vo)A + (W2 + Y1+ aY)A2 + (k+ aw? + VoW A+ ak + Y1 w? + ay,w?. (72)

Usando el criterio de estabilidad Routh-Hurwitz es posible mostrar que si los parame-

tros del acoplamiento y la fuerza de acoplamiento se escogen de la siguiente manera
a=1, Y=k, v>,=1, k>2+2w?, (73)

entonces la matriz A es Hurwitz. Esto a su vez garantiza que la solucién sincrona
Xm =Xs, h =0 en el sistema (67)-(69) es asintéticamente estable globalmente.

En la Figura se presenta una simulacién del ejemplo que se acaba de desarrollar,
en el cual se puede ver que en efecto, los sistemas se sincronizan cumpliendo con las
condiciones que se plantearon en (73). Para generar esta figura se integré numérica-
mente el sistema (67)-(69) con pardmetros w =1, a=1, y; =k, Y, =1, k =15 con
condiciones iniciales x1(0) =[1 0] y x2(0) = [—1 0]. En conclusién, el esquema pro-
puesto logré sincronizar dos osciladores armdénicos acoplados, los cuales no se pueden

sincronizar utilizando el esquema clasico.
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I |
. ——Maestro
\ - - Esclavo | |

b)
—Seifial de acoplamiento| |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo(s]

Figura 20. Simulacién del ejemplo de dos osciladores arménicos interconectados mediante el acopla-
miento dindmico de segundo orden descrito en las Ecs. (67)-(69). En a) se muestra la posicién del sistema
maestro y del esclavo. En b) se muestra la dindmica del segundo estado h, del acoplamiento dindmico
de orden 2 propuesto, el cual es el que se utiliza para acoplar los dos sistemas.

4.3.2. Ejemplo 2 revision del oscilador cadtico de Rossler

Como en el capitulo anterior, se estudiara el efecto del acoplamiento dinamico de
segundo orden propuesto en este capitulo sobre dos osciladores caéticos de Rossler.
En particular se buscaran condiciones analiticas bajo las cuales es posible sincronizar
dichos sistemas caodticos y ademas, se busca determinar si existe alguna ventaja en
aplicar este esquema en lugar de un esquema estatico. Ademads, se estudia la estabili-
dad local de la solucién sincrona de forma analitica y numérica, utilizando la teoria de
Lyapunov para sistemas perturbados y la Funcion Maestra de Estabilidad. Finalmen-
te, los resultados analiticos y numéricos obtenidos se validan experimentalmente con

circuitos electronicos que emulan las dinamica del oscilador de Réssler.

Se inicia con la configuracién 1 — 1 para la cual los vectores B y C se muestran en
la Tabla [2]



Tabla 3. Configuraciones posibles.

Configuracién

B

C

O O O 0O O O 0O O OO O 0O O oo o oo o oo o ojlo o o

r O OO0 B OO0 O PP O OO P OO O PP O O|lOC FH O OC O

40
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Entonces, sustituyendo F,i=m, s dada en (27), B, y C, dadas en (63)), se obtiene

Maestro:

Esclavo:

Acoplamiento dinamico
de segundo orden:

El siguiente paso es obtener la dindmica del error & =

como en (65)) con

0 -1 -1 0 1
1 a 0 0 0
A=| 0 0 -c 0
0 0 0 —a 1

| -k 0 0 =71 —72

\

\

Xm
Ym
Zm

Xs

_Ym - Zm:
Xm+ aym,

b+ XmzZm—CZm,

_yS_ZS_hZ,
X5+ay51

b+ Xszs— CZs,

—ahy + hoy,

—Y1h1—7v2h2 — k(Xm — Xs).

g(t,.e)=| xmes+zner1—eies

0
0

(75)

(76)

Aé + g(t, &), y la cual estd dada

, (77)

donde é=[e h]" ye=[ex ey, e;]", ex=Xm—Xs, €y =Ym—Ys, €7 =Zm—Zs.

Posteriormente, se obtiene el polinomio caracteristico de la matriz A dada en (77),

el cual es el siguiente

P(A) = daA* + d3A3 + daA? + diA + do,

donde,
da = 1,
d3 = a—a+7v,,
d = yi+k—aa—ay,+ay,+1,
di = a+7v,+ak—akay;—ay,aq,

do = 7v,+ay,—aak.

(79)
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Para que el polinomio sea Hurwitz, se deben cumplir las siguientes condiciones
ds,d3,dg>0 bi=d3d>—di1 >0 bidi—dsdyg>0, (80)

Para satisfacer las condiciones antes mencionadas, los parametros del acoplamiento

dindmico se escogen de la siguiente manera
a=aqa, Y1 =%, =k. (81)

Tomando en cuenta que el valor de parametro del sistema Réssler es a = 0.2, se

encuentra la siguiente condicién para la fuerza de acoplamiento k,
k > 0.4. (82)

Entonces, si los parametros del acoplamiento se escogen como en (81) y la fuerza de
acoplamiento satisface (82) y ademas, se asume que la perturbaciéon g(t, &) se des-
vanece, podemos asegurar la estabilidad local de la solucién sincrona en los sistemas

acoplados (74)-(76).

A continuacion, se estudia la estabilidad local mediante la Funcién Maestra de Esta-
bilidad para el caso anterior, en el cual ya se obtuvieron los valores de los parametros
del acoplamiento. El primer paso es definir la ecuaciéon variacional para el sistema
(74)-(76)), la cual de acuerdo a la Ec.(66), estd dada por

o -1 -1 1
1 a 0 0 0
e=| z 0 x—-c 0 0o |é (83)
0O O —a 1
| —k 0 Y1 —72

donde & =[e h]". Dado que este andlisis es numérico, es necesario dar valores a las
constantes del sistema y a los parametros de acoplamiento. Se utilizaron los siguientes
parametros para el sistema de Rossler: a = b = 0.2, ¢ = 5.7. Los parametros del
acoplamiento se escogen de acuerdo a y la fuerza de acoplamiento k sera variada

en el intervalo k € [0, 20].
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0.1 .
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-0.3f
- --Acoplamiento estatico

Acoplamiento dinamico de segundo orfleh

0.4}
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-0.5 ! !
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k

Figura 21. )\#ax en funcién de la fuerza de acoplamiento k para la configuraciéon 1 — 1. La linea punteada

representa )\# para el esquema estdtico. La linea sélida muestra )\rlnax para el esquema dindmico

maestro-esclavo de segundo orden.

En la Figura se puede ver en la linea sélida, el maximo exponente transverso
de Lyapunov calculado de la Ec. (83)), el cual es negativo para k > 0.4. Es importante
decir que el acoplamiento dindmico de segundo orden muestra una mejoria notoria
en comparacién a los resultados obtenidos mediante un acoplamiento estatico clasico

(linea punteada). En particular, nétese que el esquema estatico muestra un intervalo

0.15 < k < 4.6 en el cual )\;ax < 0, por otro lado, el esquema dinamico tiene como

Unica cota k > 0.4.

Las configuraciones 1 — 2 y 2 — 1 son casos bastante interesantes, ya que como
se ha visto en el Capitulo [2| el acoplamiento estéatico cldsico no logra sincronizar dos
sistemas Rdssler acoplados sin importar el valor de la fuerza de acoplamiento k ya
gue el valor del maximo exponente transverso de Lyapunov siempre es positivo. Por
otro lado, a continuacién veremos cémo se desempefia el acoplamiento dindmico de

segundo orden bajo estas configuraciones. Primero se obtiene la ecuacién variacional



44

de cada configuracién, empezando con la configuracién 1 — 2

o -1 -1 0
1 a 0 0 1
e=| z 0 x—-c O 0o |é (84)
0O O 0 —a 1
| —k 0 0 -7 —72 |

y después se obtiene la ecuacion variacional de la configuracion 2 — 1, la cual esta

dada por ] ]
0 -1 -1 1
1 a 0 0 0
e=| z X—C 0 |é (85)
0 —a 1
| 0 -k 0 =71 -7

donde en ambos casos & =[e h]7. Utilizando las ecuaciones variacionales y (85),

se calcula el maximo exponente transverso de Lyapunov para ambos casos, los cuales
se ilustran en la Figuras[22]y [23]

T T T T T

0.45r
0.4r

- --Acoplamiento estético

Acoplamiento dindmico de segundo orflen

)\_I_
max
o
o L ©
N o1 w
T T T

0.15p

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

1

1

I

1
']
I
1
1
1
1

0.1p
0.05r

1

1 1 1

5 10 15 20 25 30

Figura 22. Configuracién 1 — 2. Mdximo exponente transverso de Lyapunov )\,J;mx, calculado en funcién

de la fuerza de acoplamiento k.

o
o
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0.2 T T T T T

- --Acoplamiento estético

0.15 —Acoplamiento dindmico de segundo orfgn

0.1 e |
T e i aat el
3
— &
~
0.05 J
0
'005 ! 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
k

Figura 23. Configuracién 2 — 1. Maximo exponente transverso de Lyapunov )\#ax, calculado en funcién
de la fuerza de acoplamiento k.

En ambas figuras, se puede notar que para el acoplamiento estatico (linea puntea-
da) sin importar los valores de la fuerza de acoplamiento k, no existe solucién sincrona
de los sistemas acoplados ya que todos los )\;ax son positivos para todo valor de k.
Lo mas notorio aqui, es que el acoplamiento dindmico de segundo orden en ambos
casos logra inducir sincronizacién ya que sus Afnax son negativos después de un cierto
valor positivo de la fuerza de acoplamiento k. Cabe mencionar que ambas configura-
ciones muestran respuestas muy parecidas, en el sentido que con un valor de k > 10

se puede asegurar que los )\,lnax son negativos.

Por Ultimo, se estudia la configuracién 2 — 2 de igual manera, donde sus ecuacién

variacional es la siguiente

0o -1 -1 0
1l a 0 0 1
é=|z 0 x—c O 0o |é (86)
0 O 0 —a 1
| 0 =k 0 —=v1 —72



46

donde & = [e h]’. Usando se calcula el maximo exponente transverso de Lya-
punov. En la Figura se puede observar el desempefio de ambos acoplamientos,
tanto el estatico (punteada) como el dinamico de segundo orden (sdélida). Ambos aco-
plamientos muestran que después de un cierto valor positivo de la fuerza de acopla-

miento k, los )\rJ;;ax son negativos, lo que nos demuestra que la solucién sincrona para

los sistemas acoplados es localmente estable.

0.1 T T T

0

——ar
BN Wil
A I v 7
PP h

____

A

)

N
T

o
[6)]
T

o
(©2]
T

- --Acoplamiento estético
Acoplamiento dindmico de segundo orfle

o
\I
T

0 5 10 15 20

k

Figura 24. Configuracion 2 — 2. Maximo exponente transverso de Lyapunov )\#GX, calculado en funcién
de la fuerza de acoplamiento k.

-

En conclusién, el esquema propuesto maestro-esclavo con acoplamiento dinamico
de segundo orden logra inducir sincronizacién. Los casos mas notables es en las confi-
guraciones 1 —» 2y 2 — 1, donde un acoplamiento estatico no logra inducir sincroniza-
cién, ya que los exponentes transversos de Lyapunov son positivo en todo momento,
y el acoplamiento dinamico propuesto si logra hacer que los maximos exponentes de

Lyapunov sean negativos después de un cierto valor positivo de la fuerza de acopla-

miento k.



47

4.3.3. Resultados experimentales

A continuacidn, se presenta un estudio experimental con el cual se validan los re-
sultados analiticos y numéricos obtenidos. El experimento se realizé para varias con-
figuraciones, pero solo se mostrardn los resultados obtenidos para la configuracién

2 — 1, la cual esta dada por

Xm = —Ym—Zm,
Maestro: { Ym = Xm+aym, (87)
Zm - b+XmZm—CZm,
( Xs = —Ys—2Zs—hy,
Esclavo:  { ys = Xs+ ays, (88)
L 25 = b+X525_C25,
Acoplamiento dinamico h1 = —ahi+ ho,
de segundo Orden _ (89)
ha = —yih1i—7v2h2—k(ym—Yys).

De igual manera que en el experimento mostrado en el Capitulo[3] se toman conside-
raciones importantes para evitar saturacién en los amplificadores operacionales que
se utilizan en la implementacién, por lo que el sistema (87)-(89) se escalé en magni-
tud, realizando el siguiente cambio de coordenadas: X; =3, y; =%, z;=% parai=m,s
y Hj = % para j = 1, 2. Ademas, se introdujo una variable de tiempo T = w.t, donde
we = RC, R = 100kQ y C = 22nF. Dado estas consideraciones, el sistema (87)-(89)

toma la forma

WeXm = —Ym—Zm,
Maestro : { wcym = Xm+ aVm, (90)
( wc;(s = —)75_25—52,
Esclavo : { weys = Xs+ ays, (91)
\ OJCZLS = b/2+(2>_(5—C) 25.
&)CFM = —(X/’_Jl + f’_)z,

Acoplamiento Dinamico . _ 3 ) )
wchy = —yihi—v2h2—k(Ym—Ys).
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Se utilizan los parametros de acoplamiento dados en (81)), y de los resultados presen-

20.

tados en la Figura el valor de la fuerza de acoplamiento se fija en k
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Figura 25. Diagrama electrénico de la implementacién del sistema (90)-(92) con circuitos electrénicos.
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El diagrama electrénico simulado en MULTISIM 14.0 se muestra en la Figura

donde se pueden ver los valores de resistencias y capacitancias que se utilizaron.

En la Figura se presenta la dindmica de los sistemas maestro (azul) y esclavo

(cian) los cuales estdn desacoplados y se puede ver que obviamente no se sincronizan.

Por otro lado, en la Figura se puede ver la seflal de ambos sistemas acoplados

mediante un acoplamiento dinamico de segundo orden, donde claramente se puede

ver que el sistema esclavo esta sincronizado al sistema maestro.

TekStop |

S 2.00 v

ch2- 2.00V -

ﬂﬂﬂm
\/

“M10.0ms” A Chl £ -1.84v
¥.0.00000s

XY Display

Ch (X)
Versus

Ch2 (Y)

Ref1 (X)
versus

Off (Y)l

Backlight
Intensity
High

waveform
Display

Graticule
Full

Color
w Dlgfplay Palette

Normal

Figura 26. Sistemas desacoplados. Azul: yn,.

Cian: ys.
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M10.0ms A Ch1 & —1.84 V-

A AN
VAR

XY Display

Ch1 (X)

Versus
Ch2(Y)

Ref1 (X)

- 2,00V Ch2- 2.00V - versus

: 70,0000 § off o)
waveform F:fé(l!llsglit‘l\s Graticule |XY Display. Pals,!?t';e
Display High Full off Normal

Figura 27. Sistemas acoplados y sincroniza-
dos con k = 20. Azul: ym. Cian: ys.

Ademads, en la Figura se presenta el plano (ym, ¥s) en el cual se aprecia una

linea a 45 grados que nos indica sincronizacion.

Tek PreVu | [ ]
XY Display
Triggered
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+
1 chix
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: . : i : : : : Refl (X
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A Intensity Palette
Display High Full ChivCch2 Normal

Figura 28. Plano (ym, ¥s).
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Es importante notar que la dindmica del acoplamiento dada por h;, se muestra en
las Figuras[29]y[30] donde se puede ver que la dindmica del acoplamiento es sinusoidal
y de gran amplitud cuando los sistemas no estan sincronizados y es casi 0 cuando los

sistemas estan sincronizados.

Tekstop |  — m— . TekStop |  — —
; XY Display i / ': / - XY Display
= LT
Off (YT) Off (YT)

0
N

A SRR

Ch1 () Ch1 (X)

Versus E ; - ; : versus

Ch2 (Y) Ch2 (Y)

; : : ; Ref1 (X) ; : - j : Ref1 (X)

o 2.00v s S M10.0ms A Chl o —1.84 v versus Wi 2.00V - s S M10.0ms A Chl & —1.84 V7 versus

0.00000 s off (V)l i§+7.0.00000 s off (VJl
waveform Backlight Graticule |XY Display. Color waveform Backlight Graticule |XY Display. Color
Displa Intensity Full off Palette Dic ik Intensity Full Off Palette
play High Normal play High Normal

Figura 29. Sefial de acoplamiento hz cuando Figura 30. Sefial de acoplamiento hy cuando
los sistemas estan desacoplados. Ym &= Ys.

4.4. Discusion

Como se ha mostrado en el presente capitulo y en el capitulo 3] los acoplamientos
dindmicos logran inducir sincronizacién incluso en casos donde un esquema clasico

falla. Pero, icual de los dos esquemas propuestos es mejor?

En los ejemplos donde se estudiaron dos osciladores arménicos, el esquema dina-
mico de primer orden presentd condiciones de los parametros de acoplamiento mos-
trados en (44), donde se observa que el valor de la fuerza de acoplamiento k debe de
ser negativo. Por otra parte, para el esquema dindmico de segundo orden las condi-
ciones de los parametros se pueden observar en (73), donde se obtuvo que la fuerza
de acoplamiento k debe de ser positiva. Por lo tanto, para el acoplamiento de segundo
orden se observa que el esquema dindmico de segundo orden presenta mayor flexibi-

lidad para la fuerza de acoplamiento k.

Respecto al caso del ejemplo del sistema de Rossler, para la configuracion 1 — 1
en la Figura se muestra que para el esquema dindmico de primer orden (linea gris)
existe un intervalo para k de [0.51, 8.9] en el cual )\rJ;mx < 0. Por otra parte, para

el esquema dindmico de segundo orden se tiene que cumplir que kK > 0.4 para que
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)\;ax < 0. Por lo tanto, se observa una gran mejora en la flexibilidad para escoger la

fuerza de acoplamiento k, lo que se puede interpretar como que el esquema dindmico

de segundo orden induce de manera mas facil sincronizacién.

T
1

0.1

-0.1

T

—Acoplamiento dinamico segundo ordien

-0.2

max

~ -0.3f Acoplamiento dinamico primer ordep

T
1

-0.4

o
[*2]
T
1

_0.7 1 1 1 1
0 10 20 L 30 40 50

Figura 31. )\#ax calculado en funcién de k. Esquema dindmico de primer orden vs esquema dindmico
de segundo orden.

En la configuracion 1 — 2, véase Figura[32]a), se observa nuevamente que el esque-
ma dinamico de primer orden presenta un intervalo, para este caso uno muy pequeno,

para la fuerza de acoplamiento k en el cual )\;a < 0. En contraste, cuando se aplica un

X
acoplamiento dindmico de segundo orden se observa que cuando k > 10 el )\rJ;mx < 0.

Otra vez se observa una gran mejora en el intervalo en el que k puede ser escogido.

Por ultimo, la Figura b) muestra la configuraciéon 2 — 1. Se observa que para el
esquema dinamico de primer orden presenta un intervalo para kK de [—1.86,—0.89]
para el cual )\rlnax < 0, en este caso el intervalo es negativo. Por otro lado, para el
esquema dindmico de segundo orden se obtiene un valor para kK > 11. Por lo tanto,
se presenta una gran mejora en los valores posibles de la fuerza de acoplamiento k

cuando se usa un acoplamiento de segundo orden.

En conclusidn, el esquema dindmico de segundo orden presenta un intervalo ma-
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yor con respecto a la fuerza de acoplamiento k, lo cual puede ser conveniente para

aplicaciones fisicas.
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(b) Configuracién 2 — 1.

Figura 32. )\#GX calculado en funcién de k. Esquema dindmico de primer orden (linea gris) vs esquema
dindmico de segundo orden (linea negra).
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Capitulo 5. Sincronizacion de Redes

En el presente capitulo, se estudia sincronizacién en redes de sistemas dinamicos

con acoplamientos estaticos y acoplamientos dinamicos.

5.1. Sincronizacion de redes mediante acoplamientos estaticos

Considere una red de sistemas dindmicos de la forma

N
x' = f(x)— k> Ljw(x)), (93)

j=1
donde x' € R” es el vector de estados del nodo correspondiente, la funcién f : R” — R”
describe la dinamica de un nodo aislado, L; determina la interaccién entre los nodos
iyj, lafuncién w : R" — R" describe las variables usadas en el acoplamiento y por

Gltimo se tiene la fuerza de acoplamiento k € R. Definiendo

B [ fox) | [ wix) |
x = x:z , F= f(’fz) , = w(:xz) , L=[1y ], (94)
K | FO<M) | | w(x") |
la Ec.(93) puede ser escrita en la forma compacta
x = F(x)— kL ® Q(x), (95)

donde el simbolo ® denota el producto de Kronecker.

Se consideran las siguientes suposiciones con respecto a la matriz de conectividad

A —1 La suma de cada fila en la matriz de conectividad L es igual a cero y los elemen-

tos fuera de la diagonal no pueden ser positivos, es decir

N
DLyj=0 y L;j<0 para i#]. (96)
j=1
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A — 2 La matriz de conectividad L tiene un valor propio igual a cero y N— 1 valores

propios positivos, los cuales pueden ser ordenados de la siguiente forma

0,=0<0,<03<Z---<0Opn. (97)

Ademas, se supone que w(x!) es una funcién lineal de la forma
w(x) =Cx, (98)

donde C € R™" es una matriz de constantes. Entonces, la Ec. (95) toma la siguiente
forma
x=F(x)— kL ® Cx. (99)

Una solucién para la Ec. es llamada una solucidn sincrona si satisface
lim x*(£) = x*() = -+ = x"(£) = s(1), (100)
donde s(t) corresponde a la solucién de un nodo aislado, es decir
s =f(s), (101)

y ademas, s(t) es una solucién exacta para la Ec. (99).

5.1.1. Funcion Maestra de Estabilidad

La estabilidad local de la soluciéon sincrona, ver Ec. (100), puede ser investigada
mediante la Funcién Maestra de Estabilidad. El primer paso es linealizar la Ec. (93]

alrededor de s(t). Lo que conduce a

(x/—s) i=1,2,...,N. (102)

x'=f(s)— kZLuw(s)+ f() )—kZLU

j=

Reemplazando en (102) y considerando (96), se tiene

f()

x'=f(s)+ ——(x'—s)— kZLUC(x’—s) i=1,2,...,N. (103)

j=1
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El préximo paso es definir el error de sincronizacién

el=xi—s, i=1,2,...,N. (104)

Utilizando Ec. (101) y Ec. (103), se obtiene la siguiente dinamica del error

G . f(s) & .
e‘=x‘—s=f—[e‘—kZLUCej, i=1,2,...,N. (105)
ax =

La Ec. (105) puede ser escrita de la forma compacta
e=[Iy® Df(s)— kL ® C]e, (106)

donde e =[el,e2,.---,eN]", Iy € RV*N es |la matriz identidad, y Df(s) es el jacobiano

de la funcién f evaluado en la solucién sincrona s(t), véase Ec.(100).

La Ec. (106), puede ser diagonalizada en bloques mediante el uso de la siguiente
transformacion
e=[Vel,]e, (107)

donde e € R"N es un nuevo vector de estado, V € RV*N es |a matriz de vectores propios
asociada con la matriz de conectividad L, I, € R™" es la matriz identidad. Aplicando la
transformacién Ec. (107) y utilizando algunas propiedades del producto de Kronecker,

se obtiene la siguiente dindmica del error diagonalizada en bloques
e=[I® Df(s)—kle C]e, (108)

donde I' = diag(o1, 02, ..., 0yn) es la matriz diagonal que contiene los valores propios
o, i =1,2,...,N de la matriz de conectividad L. Por lo tanto, es facil ver que la
dinamica del error Ec. (108) consiste de N bloques de la forma

e =[Df(s)— ko Clé, i=1,2,...,N. (109)

Esta Ultima ecuaciéon es tomada como la ecuacién variacional. Por dltimo, el i-ésimo
maximo exponente transverso de Lyapunov es calculado mediante la i-ésima ecuacién

variacional (109))

In |@!(t)| — In|&'(0
MM — fim le‘(t)l | ()I.

t—o0 t

(110)
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Entonces, se obtienen las siguientes condiciones de estabilidad local de la solucién
sincrona (100

m Sj )\l.“"ax <0 paratodoi=2,...,N, lasolucién sincrona es estable localmente.

n Sj )\l.lmax > 0 para al menosuni=2,...,N, la solucién sincrona es inestable.

5.2. Sincronizacion de redes mediante acoplamientos dinamicos

Considere la siguiente red de nodos con acoplamientos dinamicos, la cual esta

descrita por

x' = f(x')+ B1h!, (111)

. , N )

h' = Gh'—k> LjB>x, i=1,2,...N. (112)
j=1

donde h' € R? es el vector de estado del acoplamiento dindmico, By € R™2 y B, €
R2X"son los vectores de acoplamiento. G € R?*? es la matriz que contiene los parédme-

tros de control del acoplamiento dindmico, la cual es definida como
G = , (113)

donde a, v1 y ¥, son parametros de disefio. Definiendo x, F, L como en el caso estatico,

véase Ec. (94), y h=[h', h?,..., h"]7, se obtiene la siguiente forma compacta

x = F(x)+Iy®Bih, (114)
= Iy® Gh—KL ® B>Xx, (115)

donde Iy € RVN es |la matriz identidad. Las ecuaciones (114) y (I15) describen una

red de N nodos interactuando via acoplamientos dindmicos. La solucién sincrona para

la red (114)-(115) esta dada por
lim x'(t)=x%(t)=---=xN(t)=s(t), y lim hi(t)=h%(t)=---=h"(t)=0 (116)

donde 0 € R? es el vector nulo.
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5.2.1. Analisis de estabilidad: Funcion Maestra de Estabilidad

Como en el caso estatico, la estabilidad de la solucién sincrona (116) es investigada

mediante el uso de la Funcidon Maestra de Estabilidad.

El primer paso es linealizar la Ec. (111) alrededor de la solucién sincrona (116), de

donde se obtiene

y of(s) :

x = f(s)+ ] (x*—s)+ B1h', (117)

. . N .

h' = Gh'—k) LjB,(xX—s), i=1,2,...,N. (118)
j=1

A continuacion, se definen los siguientes errores de sincronizacion
el=x'—s,e’=x?’—s,---,e"=x"—s, y h',h% ... K" (119)

Notese que todos los estados hi,i=1,2,...,N, correspondientes a los acoplamientos
dindmicos, son considerados como errores, ya que cuando la red se sincronice, las
sefiales de acoplamiento se desvaneceran. Entonces, utilizando las ecuaciones
y (101)), se obtiene la siguiente dindmica del error

. of(s) . ,
¢ = T gt (120)
ox!
.0 . N
h' = Gh'—k) D;Be,. (121)

=1

Si se supone que todos los nodos de la red son idénticos, entonces, todos los Jacobia-

nos f evaluados en la solucién sincrona s(t) son idénticos, es decir

of(s) _of(s) _ _ of(s)

ax?t 9x2 T oaxN

(122)
Por lo tanto, la dinamica del error se puede escribir de la siguiente forma compacta

e IneDf(s) In®B e
AR f(s) In®B; ' (123)
h —kD® B, IN®G h

Ademés, e = [el,e2,---,eV]" y h = [h}, h%, -, A"]T. A continuacién, definimos la
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siguiente transformacién

(0]

e v@In 01
- , (124)
h 0> Vel

b ]

donde V € RVXN es |a matriz cuyas columnas son los vectores propios de la matriz de
conectividad L, I, € R"™*" y I, € R2X2 son matrices identidad, 01 € R"Nx2N y 0, € R2NxnN
son matrices de ceros. Después de aplicar la transformacién (124)), la Ec. (123) toma

la forma

e In® Df(s) Iy® B; e

- |, (125)
h —kl'eB, Iy®G h

donde Iy € R¥XN es la matriz identidad y ' € RVXV es |a matriz diagonal que contiene
los valores propios o, i =1, 2,...,N, de la matriz de conectividad L. La Ec. (125) es
una matriz compuesta por N bloques idénticos en su diagonal, los cuales tienen la

siguiente forma

é! Df(s) B: é'

. . i=12,..,N (126)
hl —/(GiBz G h

Esta Ultima ecuacién se toma como la ecuacién variacional. Por dltimo, el i-ésimo ma-
ximo exponente transverso de Lyapunov es calculado mediante la i-ésima ecuacién

variacional (126]

In|éi(t)|—In|&(0
Af”’“":lim |e(t)] | ()I.

t—00 t (127)

i _ oz . I . -
con & =[é&', h']". Entonces, se obtienen las siguientes condiciones de estabilidad local
de la solucién sincrona (116))

n Sj )\l.lmax <0 paratodoi=2,...,N, lasolucién sincrona es localmente estable.

n Sj )\l.lmax > 0 para almenos uni=2,...,N, la solucién sincrona es inestable.
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5.3. Ejemplos: Sincronizacion de redes

A continuacion, se analizan ejemplos de sincronizacidon de redes de sistemas dina-

micos con acoplamientos estéaticos y dindmicos.

5.3.1. Ejemplo 1: Sincronizacion mediante un acoplamiento estatico de una

red de osciladores armonicos

Considere una red de osciladores arménicos en topologia de cadena direccional,
véase Figura [33] Cada nodo esta descrito por la Ec. (18) y la dindmica de la red esta

descrita por la siguiente ecuacién (véase la Ec. (99))
x=F(x)— kL ® Cx, (128)

donde CeER™ y F:R" - R", conn =2, L€ R"N, con N =10, son descritas como en

Ec.(94). Ademas,

_ o -
0 1 00 x2

F(x)=I®Ex, E= , C= , X= _ , (129)
—w? 0 10 :
x10

La matriz de conectividad L, se obtiene de la topologia de cadena direccional. Para

este ejemplo, la matriz L esta dada por

(0 0 0 0 0 0 0 O O O]
—1 O 0 0 0 0 0 O
0 -1 O 0 0 0 0 0 O
0O 0 -1 1 0 0 0 0 0 0
,_| o 0o 0o -11 0 0 0 00 130
0O 0 0 0 -1 1 0 0 0 0
O 0 0 0 0 -1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0
O 0 0 0 0 0 0 -1 1 0
|0 0 0 0 0 0 0 0 —11 |
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Figura 33. Esquema grafico: Cadena direccional con acoplamientos estéticos

A continuacién, se define el error de sincronizacién el =xi—s, i=1,2,...,10, Ec.
(104) y también se define e =[e1, e>,...,en]". En consecuencia la dindmica del error

escrita en forma compacta, esta dada por
e=[Iy® E—kD@® C]e. (131)

La Ec. (131), puede ser diagonalizada en bloques mediante el uso de la transformacién
e=[Ve®lI,]e, ver Ec.(107), y se obtiene

e=[I®E—kI® C]e. (132)

Dada la Ec. (132), se puede ver que la dindmica del error consiste de N bloques de la
forma
el=[E—koClé, i=1,2,...,10. (133)

como o; son los valores propios de la matriz de conectividad L, la cual solo tiene dos
distintos valores propios los cuales son 1 y 0. Por lo tanto, solo es necesario analizar

dos casos:

= Si 0 =0, no existe acoplamiento y se trata de la dindmica de un nodo aislado.

m Sio=1, es el mismo caso que ya se presentd en la Seccién donde se llegé

a la conclusidn que el sistema acoplado es inestable para cualquier k.
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5.3.2. Ejemplo 2: Sincronizacion mediante un acoplamiento dindmico de una

red de osciladores armonicos

A continuacion, se estudia el ejemplo anterior pero con la diferencia de que el aco-

plamiento estatico es reemplazado por un acoplamiento dindmico de segundo orden.

x X e 1 x10
I
B o LR v R s—

Figura 34. Esquema grafico: Cadena direccional con acoplamientos dindmicos.

Considere la red de osciladores armdénicos mostrada en la Figura la cual esta
descrita por las ecuaciones (111) y (112)). Si se definen los errores mostrados en la Ec.

(119), entonces se obtiene la siguiente dindmica del error escrita en forma compacta

e IN®E Iy®B e
=] " nEE , (134)
h —kL® B>, IN®G h
donde,
0 1 00 00 —a 1
E = , B1= ,B> = , G= . (135)
—w2 0 01 10 —Y1 —72

Ademas, la matriz de conectividad L es la misma utilizada en el ejemplo anterior, ver
Ec. (130).

Como siguiente paso, se aplica la transformacién descrita en la Ec. (124)), lo cual

deja la siguiente matriz diagonalizada por blogues

(0]

e IveE Iy®B
I NEE . (136)
h —klF'eB, Iy®G

-

La matriz de la Ec.(136) esta conformada por N bloques idénticos, por lo que se puede
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analizar la red separando dichos bloques de la siguiente forma

e E B é' _
.| = |, i=12,...,N (137)
h —koB; G h

Entonces se obtiene la siguiente dinamica de cada bloque aislado

[ 0 1 0 |
e' —w?2 0 0 1 e' )
- “loi=n2.N (138)
h' 0 0 —a 1 h
| —koi 0 —v1 —72 |

A
Dado que los valores propios de la matriz de conectividad D son 1y 0, solo es necesario

estudiar el caso para cuando o = 1. Por lo tanto, se obtiene el polinomio caracteristico

de la matriz A, con o = 1. El polinomio caracteristico estd dado por
POA) = A+ (a+ 7 )N+ (W2 + Y1+ oY) )A 2+ (K+aw? + Y2 wP)A + Y w2 + ak+aw?y,. (139)

Si
a=0, v,=1, 7v;=k+1, k>0, (140)

entonces la matriz A dada en (138), es Hurwitz.

En la Figura (35), se muestra una simulacién de la red de 10 osciladores arménicos
acoplados, donde se utilizaron los siguientes valores de parametros: w = 0.1, a = 0,
Y1 =k+1,v,=1, k=1 con condiciones iniciales de todos los nodos de la red variados
entre [—0.50.5]. Se puede ver que con el acoplamiento dinamico propuesto y con las
condiciones de los parametros obtenidos, se obtiene una solucién sincrona estable de

los sistemas acoplados.
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tiempo [s]

Figura 35. Simulacién del ejemplo de una red de 10 osciladores arménicos interconectados mediante
acoplamientos dindmicos de segundo orden. En a) se muestra la posicién. En b) se muestra la dindmica
del segundo estado h; de los acoplamientos dindmicos de segundo orden.

5.3.3. Ejemplo 3: Sincronizacion mediante un acoplamiento estatico de una

red de osciladores caodticos

A continuacién, se analiza una red de N osciladores cadticos de Rossler interconec-
tados mediante acoplamientos estaticos, en configuraciéon 1 — 1. Ademas, se utiliza

una topologia de estrella, la cual se puede ver graficamente en la Figura |36/

-

Figura 36. Esquema gréfico: Topologia en estrella con acoplamientos estéticos.
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Considerando una red de N osciladores caéticos de Rossler, ver Ec. (27), de la forma
presentada en Ec. (93)), siguiendo los pasos presentados en la Seccién[5.1, se obtiene
la dinamica del error

e=[IyveA—kL®Cle, (141)

donde L es la matriz de conectividad de la topologia mostrada en la Figura la cual

tiene la siguiente forma

-1 1 O
L= -1 0 1 .- 0 [, (142)
-1 0 0 1

donde los valores propios de dicha matriz, estan dados por

o = 0,
oy = N,

param = 2,...,N— 1. El siguiente paso es aplicar la transformacién de la Ec. (107),

para obtener la siguiente dindmica del error diagonalizada por bloques

e=[I®A—kIraCle, (144)
donde A y C estan dados por
0O -1 -1 1 00
A=|(1 a 0 |, €=|[0 0 0 |. (145)
0 0 -—c 0 00O

Por lo tanto, se obtiene la siguiente dindmica del error separada en bloques idénticos

—ko; —1 —1
el = 1 a o0 |e, i=1,2,...,N. (146)
0 0 —c
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Como se pudo ver en la Ec.(143)), solo existen dos casos de estudio y es cuando ;=1

y 0;=N. Si 0; =1, entonces

—k -1 -1
ée=| 1 a o0 |& i=12...,N (147)
0O 0 -—c
i

El polinomio caracteristico de la matriz A dada en (147) es
P(A) =(c+ A\ + (k—a)A—ak + 1), (148)

las condiciones que se deben cumplir para que la matriz A sea Hurwitz son: k—a > 0
y 1—ak > 0. Por lo tanto,
1
k>a y —>k. (149)
a

Dado que a es un parametro intrinseco del sistema Rdssler, ver Ec. (26), el cual tiene
como valor 0.2, obtenemos
k>0.2 y k<5, (150)

Por lo que si existe valor de la fuerza de acoplamiento k que haga que la matriz A sea

Hurwitz.

Por otra parte, si 0; = N, entonces la ecuacién (146) toma la forma

—kN —1 -1
e=| 1 a o |& i=1,2,...,N. (151)
0 0 —c
A

El polinomio caracteristico de la matriz A dada en (I54), es el siguiente
P(A) = (c+ A)(A2 + (KN — a)A — akN + 1). (152)
Las condiciones para las cuales la matriz A es Hurwitz son

1
kN>a y —>KkN. (153)
a
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Claramente, se puede observar que existe un intervalo de valores para la fuerza de
acoplamiento k para los cuales la solucién sincrona en la red es localmente estable. Si
tomamos a = 0.2 y consideramos el hecho que el valor minimo que puede tomar k es

k > 0.2, véase (153), se obtiene el nUmero de nodos (N) que puede tener la red,
N>1 y N<25. (154)

Por lo tanto, se puede ver que el nUmero maximo de nodos en una red con acopla-

mientos estaticos es de 25.

A continuacién, se analiza la estabilidad de la red mediante la Funcién Maestra
de Estabilidad y mediante el calculo del maximo exponente transverso de Lyapunov.
El uso de la Funcién Maestra de Estabilidad es muy parecido al usado en el anélisis
anterior, con la diferencia de que ya no se consideran como perturbaciones desvane-
centes las no linealidades de los sistemas. Tomando en consideracién lo anterior, los

N bloques estdn descritos por

—ko; -1 -1
el = 1 a 0 e, i=1,2,...,N, (155)

Z1 0 x1—c

donde, como se vio en el andlisis anterior, o; puede tomar los valores de 1 y N. Ademas,
la Ec. (155) es la i-ésima ecuacidén variacional. Entonces, se contintda con el calculo del

maximo exponente transverso de Lyapunov.

En la Figura se muestran los )\;ax para cuando o; es igual a 1 y 25 mediante
una linea punteada y una sdlida, respectivamente. Lo interesante de dicha figura, es la
interseccién de las lineas, es decir, la pequefia regién de la fuerza de acoplamiento k
gue satisface que en ambos casos el exponente transverso de Lyapunov sea negativo.

En la Figura se tiene una amplificacién de la Figura [37] para una mejor apreciacién.

En conclusién, una red de osciladores cadticos de Rossler interconectados mediante
acoplamientos estaticos en un topologia de estrella, Unicamente habrd una solucién

sincrona localmente estable cuando se conecten 25 nodos o menos en la red.
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0.1f - - -2 nodos 1
. ——25 nodos
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Figura 37. )\#ax con respecto a la fuerza de acoplamiento k. La linea punteada representa los )\#ax de

una red de 2 nodos acoplados. La linea sélida representa los )\#ax de una red de 25 nodos acoplados.

T T T
- - -2 nodos
0.1F —25 nodos| e
0.05F .. _
) 0 5
3 .
P
-0.05F L .
01k \\\ i
-0.15F -
1 1 1 1 1 \P 1 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 38. Ampliacién de la Figura
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5.3.4. Ejemplo 4: Sincronizacion mediante un acoplamiento dindmico de una

red de osciladores caoticos

Se retoma el ejemplo de la Seccién donde de igual manera se considera
una red de osciladores cadticos de Rossler con la misma topologia de red, pero con

el cambio de acoplamientos estaticos por acoplamientos dinamico de segundo orden,

(Figura [39).

S
f

Figura 39. Esquema gréfico: Topologia en estrella con acoplamientos dindmicos.

Considere una red de N osciladores cadticos Rossler, Ec.(26]), de la forma presenta-
da en las ecuaciones (111) y (112). Se definen los errores de sincronizacién propuestos
en Ec.(119), entonces se obtiene la siguiente dinamica del error

e In®A In® B, e

= . (156)
h —kL®B, INn®G h

El siguiente paso es aplicar la transformacién propuesta en la Ec.(124), por lo tanto
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obtenemos la siguiente dindmica del error diagonalizada en bloques

e In®eA Iy®B; e
.| = 1, (157)
h —klFreB, Iy®G h

La Ec.(157) es una matriz compuesta por N bloques idénticos en su diagonal, los cuales

tienen la siguiente forma

ée! A B; é! _
. = _i ’ l=1121"'INI (158)
h' —koB>, G h
donde,
0 0O
Bi=|0 0|, B= , (159)
1 0O

y las matrices A y G son definidas como en las ecuaciones y (113), respecti-
vamente. Dado que la matriz de conectividad L es la misma que en el ejemplo de
acoplamientos estaticos, se sabe que los valores propios o; serdn los mostrados en
Ec.(143), por lo tanto, de igual manera se analiza la estabilidad para cuando o; toma
los valores de 1 y N. Como el caso donde g; = 1 ya fue estudiado en el Capitulo 4, solo
se recordard que las condiciones de estabilidad para los pardmetros del acoplamiento
son las siguientes, ver Ec.(81),

a=a, y1=7Y, =K. (160)

Entonces, se analizan las condiciones de estabilidad para los pardmetros del acopla-
miento dindmico para el caso cuando o; = N, por lo tanto, la dindmica del error dada
en (159) toma la forma

[ 0 -1 -1 0 1 |
1 a 0 0 ©
e=| 0 0 —c O 0o |e (161)
0 0 0 —o 1
| —kN 0 0 —-v; —7V2 |
i
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el siguiente paso es obtener el polinomio caracteristico de la matriz A dada en (I61),

el cual esta dado por

P(A) = dar* + d3A3 + doA? + diA + do, (162)
donde,
das = 1,
dz3 = a—a+7v,,
d; = Yi+kN—aa—ay,+ay,+1, (163)

di = a+7vy,—ay;—akN+ akN—aavy,,
do = Y1+ ay,—aakN,

Las condiciones que se buscan cumplir son: dg4,d3,do > 0, by = d3d, —d; >0y
bi1di1 — dsdp > 0. Entonces, se encuentran las condiciones para los parametros del

acoplamiento que hagan que la matriz A sea Hurwitz, los cuales son
a=a, y; =7Y, =kN. (164)

Dado que no se encontraron condiciones analiticas que condicionen el niamero de
nodos posibles en la red, se concluye que no existe limite en el nimero de nodos que

pueden conectarse a la red.

Por ultimo, se analiza numéricamente la estabilidad de la red mediante el uso de
la Funcién Maestra de Estabilidad y el Maximo exponente transverso de Lyapunov. Se
obtiene la ecuacién variacional de un bloque aislado de la dinamica del error diagona-

lizada por bloques, ver Ec.(125), la cual es la siguiente

0 -1 -1 1
1 a 0 0 0

e=| z7 0 x3—c O 0o |e (165)
0 0 0 —a 1

| —ko; O 0 —Y1 —Y2 |

Utilizando la ecuacién variacional (165), se calculan los )\rlnax, para los casos cuando 0;

esigualalyN.

En la Figura , se pueden ver los )\#ax con respecto a la fuerza de acoplamiento
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k para cuando la red tiene 2, 25 y 50 nodos. Donde se observa que existe solucién
sincrona de la red dado que existen valores de la fuerza de acoplamiento k que hace
)\;ax < 0 para los 3 casos graficados. Solo se debe respetar la cota obtenida de k > 0.4
descrita en la Ec.(82)).

01 1 1 1 1
2 nodos
----- 25 nodos
0.05} —50 nodos| -

-0.15 !
0 2 4 k 6 8 10

Figura 40. )\;ax con respecto a la fuerza de acoplamiento k. La linea solida clara representa los AL de

max
una red de 2 nodos acoplados. La linea punteada representa los )\Jn-mx de una red de 25 nodos acoplados.

La linea solida obscura representa los /\#ax de una red de 50 nodos acoplados.

Por lo tanto, se llega a la conclusién de que los acoplamientos dinamicos muestran
mejor desempeno que los acoplamientos estaticos, hablando del nimero de nodos

gue permite la red sin desestabilizar la solucién sincrona.
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Capitulo 6. Conclusiones

En este trabajo de tesis se realizé una investigacidn sobre sincronizacién de siste-
mas dinamicos, que interactlan a través de acoplamientos dinamicos descritos por
ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden. Como ejemplos de aplicacién, se

consideraron osciladores armdnicos y osciladores cadticos.

Se demostré la efectividad de los acoplamientos aqui propuestos de manera anali-

tica, numérica y experimental.

A lo largo del Capitulo 3, se presenté el esquema propuesto de un acoplamiento
dindmico de primer orden. Se observé que para dos osciladores arménicos, se puede
inducir sincronizacion mediante el esquema dinamico, algo que no se puede lograr con
un acoplamiento estatico clasico. Ademas, se considerd otro caso mas interesante, el
cual fue la sincronizacién de dos osciladores cadticos de Rossler, donde se obtuvo que
el esquema dinamico facilita la solucién sincrona de los osciladores acoplados inclu-
so mejor que en el esquema estatico clasico, véase Figura (9). No solo se analiz6 de
manera analitica y numérica el rendimiento del esquema dindmico, también se apli-
c6 de manera experimental utilizando circuitos electrénicos para simular la dindamica
caodtica de Rossler y la dindmica del acoplamiento, y como se vio en los resultados, el

acoplamiento dindmico funciona satisfactoriamente en experimentos fisicos.

Aungue el acoplamiento dinamico de primer orden propuesto muestra ventaja en
comparacion con un acoplamiento estatico clasico, el esquema dinamico de orden 2
propuesto en el Capitulo 4 mostro ser mas flexible con los pardmetros de disefio para
inducir sincronizacién en los sistemas considerados a lo largo de este trabajo de tesis.
Por ejemplo, para el caso de dos osciladores cadticos de Rossler, se pudo observar una
gran mejora en el rango posible para la fuerza de acoplamiento k, véase Figura [32]a),

la cual es clave para la existencia de la solucién sincrona.

La razon por la cual el esquema dinamico de segundo orden presenta mejora en el
los valores posibles de la fuerza de acoplamiento kK en comparaciéon con el esquema
dindmico de primer orden propuesto y con el esquema cldsico, es que existen mas
parametros de disefio, lo cuales pueden ser escogidos de forma conveniente para
obtener una solucidn sincrona estable de los sistemas acoplados. Cabe mencionar que

existen muchas posibilidades a la hora de escoger dichos parametros de disefio del
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acoplamiento. Ademas, se probaron los resultados obtenidos de manera experimental

con circuitos electrénicos, donde se obtuvieron excelentes resultados.

Dado que el esquema dinamico de segundo orden propuesto muestra ventaja sobre
el esqguema dindmico de primer orden, se opté por utilizarlo para la sincronizacién de
redes. Primeramente, se analizé una red de osciladores arménicos con una topologia
en cadena, utilizando acoplamientos estaticos y dinamicos. El resultado fue predecible,
ya que incluso para dos osciladores arménicos acoplados el acoplamiento estatico
cldsico no logré inducir una solucién sincrona estable. Por otro lado, el acoplamiento
dinamico si logro sincronizar dos nodos interconectados e incluso una red de N nodos,
ver Figura (35). Nétese que el acoplamiento dindmico, el cual tiene su propia dindmica,
logra sincronizar sistemas dinamicos los cuales presentan una dinamica diferente a la

del acoplamiento.

De igual manera, otro caso interesante considerado fue el de la sincronizacién de
una red de osciladores caéticos de Rossler, los cuales estan interconectados mediante
acoplamientos estaticos y dinamicos con una topologia en estrella. Se eligié una con-
figuracién en la cual el esquema estatico cldsico si lograra inducir sincronizacién en
la red, para poder tener una buena comparacion en cuanto a ventajas y desventajas.
Primero, se analizé la red con acoplamientos estaticos, donde se llegé a la conclusién
de que la red puede tener como maximo 25 nodos, si se desea tener una solucién
sincrona estable. Por otro lado, utilizando acoplamientos dindmicos, se llegé a la con-
clusion de que tedéricamente no existe limite en el niUmero de nodos que tenga la red
para tener una solucién sincrona estable. Estos resultados se pueden ver de manera

gréfica mediante los maximos exponentes transversos de Lyapunov en las Figuras (37)

y (40).

Los esquemas de sincronizacién propuestos no son infalibles, se encontraron ca-
sos en que ni el acoplamiento estatico ni el acoplamiento dinamico pueden inducir
sincronizacidn, muchas veces es debido a la dindmica intrinseca de algunos sistemas

dindmicos.

Se observé que al aumentar el orden del acoplamiento dinamico facilita la aparicion
de sincronizaciéon en los sistemas acoplados, queda estudiar como se comportaria un

acoplamiento de mayor orden para observar ventajas y desventajas del mismo.



74

Como conclusién general, los acoplamientos dindmicos mostraron una gran ven-
taja al inducir sincronizacién a sistemas dindmicos acoplados, en comparacién a los
acoplamientos estaticos. Las piezas clave son los parametros de disefio de los aco-
plamientos dinamicos, lo cuales, si son sintonizados adecuadamente, logran inducir
sincronizaciéon en pares y en redes de sistemas dindmicos, como ya se mostré a lo

largo de esta tesis.
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Anexo

Se presenta la version final del articulo ya aceptado en el congreso Analysis and
Control of Chaotic Systems - 5th CHAOS 2018 de IFAC (International Federation of Au-
tomatic Control), a celebrarse del 31 de Octubre al 2 de Noviembre de 2018, en Eind-

hoven Holanda, bajo el titulo de Indirect Master-Slave synchronization: experimental

results.
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1. INTRODUCTION

Coupled systems, independent of their nature, —e.g.
biological, physical, mechanical—may exhibit synchro-
nization, i.e. their dynamic behaviors coincide in time
(Pikovsky et al., 2003; Mosekilde et al., 2002).

The coupling between the systems can be static or dy-
namic. For the case of static coupling, we can mention
the well-known diffusive coupling (Brown et al., 1994), in
which the systems interact to each other through common
signals, e.g. through their outputs. On the other hand,
dynamic coupling refers to the case where the connection
between the systems is through a dynamical system, as it
is the case in environmental coupling (Katriel, 2008; Resmi
et al., 2010).

Furthermore, the coupling schemes can also be classified
according to their topology: unidirectional coupling , e.g.
master-slave scheme (Balmforth et al., 1997), and bidirec-
tional or mutual coupling (Lebrun et al., 2017).

In this paper, we consider a dynamic master-slave syn-
chronization scheme, in which the slave interacts to the
master through a second order dynamical system. The
stability of the synchronous solution is investigated by
using the Master Stability Function approach and the
largest transverse Lyapunov exponent. Furthermore, the
performance of the classical master-slave scheme is com-
pared to the performance of the proposed dynamic master-
slave configuration, for the particular case of the chaotic
Rossler system. Additionally, the obtained results are ex-
perimentally validated by using electronic circuits.

* This work has been partially supported by CONACYT, Mexico.
Corresponding author: J. Pena Ramirez

Ultimately, the obtained results indicate that master-slave
synchronization is enhanced when the static coupling is
replaced by a dynamic interconnection.

The outline of this paper is as follows. First, Section 2
presents the static and dynamic master-slave schemes and
the corresponding tools for analyzing the stability of the
synchronous solution. Then, in Section 3, the performance
of the static and dynamic master-slave schemes, for the
particular case of the chaotic Rossler system, is compared.
Then, an experimental study is conducted in Section 4
using electronic Réssler circuits. Finally, a discussion of
the obtained results and some conclusions are presented
in Section 5.

2. PRELIMINARIES

In this section the static and dynamic master-slave config-
urations are presented. Additionally, a suitable variational
equation is derived using the Master Stability Function
approach. The resulting variational equations are used in
the upcoming analysis for determining the stability of the
synchronous solutions in both configurations.

In the notation, bold symbols indicate matrices or vectors,
whereas normal symbols denote scalar variables or scalar
parameters.

2.1 Static master-slave configuration

Consider the classic master-slave scheme with static cou-
pling, which is described by (Brown et al., 1994)



. me = F(.’L'm),
Master : { o = Cir, (1)
v {21 Z Bz B

where x,,,xs € R" are the state vectors of the master
and slave systems, respectively, function F' is assumed to
be sufficiently smooth and nonlinear, vectors B € R™ and
C € R™™ are the corresponding input and output vectors,
respectively. On the other hand, y; € R, i = m,s are
the corresponding scalar outputs, , and the scalar control
input us € R to the slave system is given by

s = k(Ym — ys) = kC (T — Ts), (3)
where k € R, is the coupling strength.

Using the Master Stability Function approach, see e.g.
(Pecora and Carroll, 1998; Huang et al., 2009), the fol-
lowing wvariational equation is defined

é=|DF(x,)— kBC|e, 4)

where e = z,, — ; and DF(x,,) = %|z=wm is
the Jacobian of the vector function F' evaluated on a
(bounded) trajectory @, of the master system.

2.2 Dynamic master-slave configuration

Recently, a dynamic master-slave synchronization scheme
has been proposed in (Pena Ramirez et al., 2018). In this
scheme, the master and slave have an indirect interaction
through a second order dynamical system. The scheme is
described by the following set of equations

| &m = F(xp),
Master : { uo = Cao. (5)
. :.Us - F(ws) - Byh7
Slave : { v = Cx,. (6)
. . h = Gh — Byu
D ling : s 7
ynamic coupling { un = Cuh., (7)

where x,,, s € R" are the state vectors of the master and
slave, respectively, h = (h1,ho)”, h; € R, i = 1,2, are the
state variables of the dynamic coupling, B, C and F are
as defined before, and u, is as given in (3).

On the other hand, B, € R? and C}, € R'*2 are the input
and output vectors of the second order dynamic coupling,
respectively. Through this paper, it will be assumed that
these vectors are given by

Bh:{?] and C,=[01]. (8)

The assumption on By, indicates that the control input ug
is applied to the second equation of the dynamic coupling,
whereas the assumption on C}, reveals that the second
state variable of the dynamic coupling, i.e. ho, is assumed
to be the output of the dynamic coupling, to be applied
to the slave system.

Finally, matrix G € R?*2 in (7) is given by

a-| L] )

where 71, 72, and « are positive constants, to be chosen.

Again, using the Master Stability Function formalism, the
following variational equation is derived
{5} _ {DF(wm) Bch} [S]

Pl= 1 ZeB e @ ||h (10)

where & := x,, — s and DF(x,,) is as defined in (4).

By defining e := (&, h), the variational equation Eq. (10)
is rewritten as follows

e=A(zx,)e. (11)

2.3 Local stability analysis

The local stability of the synchronous solution in both
the static and dynamic master-slave schemes can be in-
vestigated by looking at the largest transverse Lyapunov
exponent, which is defined as follows (Pikovsky et al.,
2003)

L~ lim 11n|e(t)]

- 12

For the case of the static configuration, A} is computed

from the variational equation (4), whereas for the dynamic
scheme, A} is computed from the variational equation

(11) with A(«,,) as defined in (10).

If AL, < 0, the synchronous solution a,, = x, is locally

stable. On the other hand, if AL > 0, the synchronous

max

solutions is unstable (Pikovsky et al., 2003).
3. APPLICATION TO THE ROSSLER SYSTEM

The Rossler oscillator is a three dimensional system.
Although it does not have a direct physical interpretation,
it is commonly used as a benchmark in the study of chaos.
Furthermore, for certain initial conditions, this system
exhibits unbounded solutions.

The dynamic behavior of the Rossler system is governed
by the following equation (Réssler, 1976)

x Y-z
= F(x), m:[y}, F = T+ ay, }, (13)
z b+ (z — )z,

where a, b, and c are positive constant parameters.

In what follows, the performance of the classical master-
slave scheme (1)-(2) is compared to the performance ob-
tained with the dynamic scheme (5)-(7), for the particular
case of Rossler system (13). Specifically, the largest trans-
verse Lyapunov exponent A\ (12) is computed for each
scheme for different coupling matrices. In the analysis, a
master system with bounded trajectories, is considered and
the following parameter values are used, for which chaotic
behavior is expected: @ = b = 0.2 and ¢ = 5.7. Finally,
AL is computed, as a function of the coupling strength,

max

by using the Wolf algorithm (Wolf et al., 1985).
3.1 Réssler systems with static master-slave coupling

Consider a pair of Rossler systems interacting via the static
master-slave configuration (1)-(3). Assume that the output
of each system is the z variable and moreover, consider
the case in which the control input us is applied to the



first equation of the slave system. Therefore, the input
and output vectors B and C are given by

1
0}, C=[100].
0

B= (14)

Hence, the coupled Rossler systems with static master-
slave coupling (1)-(3) are described by

Tm = —Ym — Zm,
Master: { ym = Ty + AYm, (15)
Zm = b+ ITmZm — CZm,
jf‘s = —Ys — Zs + k(x'm - -rs)a
Slave: {y = 5+ ays, (16)
Z2s = b+ xs25 — C2s.

The stability of the synchronous solution in the coupled
Rossler systems (15)-(16) is investigated by using the
variational equation (4). As a first step, note that the
Jacobian DF(x,,) for the Réssler system (13) is given
by

(17)
Zm 0 xy —c

0 -1 -1
DF(:cm)—[l a 0 }

Replacing (14) and (17) into (4), yields to the following
variational equation

-k -1 -1
e= 1|1 a 0 e. (18)
Zm 0 T, —c
Next, the largest transverse Lyapunov exponent A} . see

(12) is computed—as a function of the coupling strength
k—from (18). The obtained results are depicted in Figure
1, see the dashed line. Clearly, \;, . is negative within
the narrow interval 0.18 < k < 4.6. For these values of
coupling strength synchronization is expected to be locally

stable cf. (Huang et al., 2009).
3.2 Rossler systems with dynamic master-slave coupling

Now, consider the case where the coupling between the
master and slave Rossler systems is dynamic.

By replacing (3), (8)-(9) and (13)-(14) into (5)-(7), yields
to the following set of equations, describing the dynamic
behavior of a pair of Rossler systems with dynamic master-
slave interconnection

Tm = —Ym — Zm,
Master: < Um = Tm + AYm, (19)
2m =b+ TmZm — CZm,
i's == 7ysfzsfh23
Slave: ¢ ¥s = x5 + ays, (20)
25 = b+.7352’5 — CZs,
Dynamic by —
. 1 — _ahl + h27
coupling: { . 21
hy = —y1h1 — voha — k(zy — x5). 2D

Following (Pena Ramirez et al., 2018), the parameters for
the dynamic coupling (21) are chosen as follows

0.4 T T T
45 0\"\ ,—"‘—‘__
~< A ~
_05 h L L L
0 5 10 15 20
k
Fig. 1. AL, as a function of k. Dashed line: A, for the

master-slave configuration with static coupling (15)-
(16). Solid line: A}, for the master-slave configura-
tion with dynamic coupling (19)-(21). From this figure
it is evident that synchronization is enhanced when
the interconnection between the master and the slave
systems is dynamic.

(22)

a=a, and v =7 =k.

The stability of the synchronous solution x,, = x5 and
h = 0, in the coupled systems (19)-(21) is again investi-
gated by using the Master Stability Function formalism.

This requires to compute matrix A(x,,) in the variational
equation (10), which for the present case is given by

0 -1 -1 0 1
1 a O 0 0
Alp)=| 2 0 x—c 0 0 (23)
0 0 0 —-o 1
-k 0 0 —Y1 —72

The next step is to determine A\ as a function of the

coupling strength k, from the variational equation (11)
with A(x,,) as given in (23). The parameter values of the
Rossler systems are as used before and the parameters of
the dynamic coupling are as given in (22). The obtained
results are presented in Figure 1, where A}, is indicated
by the solid line. From the figure, it can be seen that for
k > 0.4, AL, > 0 and consequently, synchronization is
expected to occur in the coupled Réssler systems (19)-
(21), provided that the coupling strength satisfies k > 0.4.

The results presented in Figure 1 are in clear contrast:
when the Rossler systems are statically coupled, see (15)-
(16), synchronization may be induced in a narrow interval
of coupling strengths, as shown by the dashed line in
Figure 1. However, if the Rossler systems are indirectly
connected via a dynamic coupling, see Egs. (19)-(21),
then synchronization may be achieved for arbitrarily large
coupling strengths, see the solid line in Figure 1.

These results suggest that master-slave synchronization
may be enhanced by replacing the static coupling by a
dynamic interconnection.

3.8 Synchronization for other input-output configurations

Now we consider two additional cases, for which the
dynamic scheme (5)-(7) achieves synchronization, whereas
the static scheme (1)-(3) fails to synchronize the systems.

Configuration 1 — 2 Assume that the output of the
master and slave Rossler systems is the z variable and



also, assume that the input to the slave system can only
be applied to the second equation. Here, this input-output
combination is referred to as configuration 1 — 2. Under
these assumptions, the input and output vectors for the
Rossler slave system, are given by

0
B_[l}, and C=[100]. (24)

0

Next, the variational equation—for the static master-slave
scheme—can be obtained by replacing (17) and (24) into
(4). This yileds

0o -1 -1
é_[l—ka 0 }e.

Zm 0 xm —c

(25)

On the other hand, the variational equation, for the
indirect master-slave scheme, is as given in (11) with
A(x.,) obtained by replacing (8)-(9), (17), and (24) into
(10). This yields

0 -1 -1 0 0
1 a 0 0 1
A(xyn)=|2m 0 zp—c 0 0 (26)
0 0 0 —a 1
k0 0 —m -7
L

Now, the largest transverse Lyapunov exponent A ..
is computed, as a function of the coupling strength k.
For the case of the static master-slave scheme, \i . is
computed from the variational equation (25), whereas for
the dynamic master-slave configuration AL is computed
from the variational equation (11), with A(x,,) as given
in (26). In both cases, the parameter values for the
Rossler systems are as used before and the parameter
values of the dynamic coupling are as given in (22). The
obtained results are shown in Figure 2. The dashed line
corresponds to A% for the static master-slave scheme,
whereas the solid line indicates A}, for the proposed
dynamic configuration. For the sake of easy comparison,
Ak .. for the static scheme (dashed line) has been scaled
by a factor 0.1. From this figure is easy to see that for
the case of the static coupling, A%, stays always positive
and consequently, the synchronous solution is unstable. In
contrast, for the dynamic configuration, A%, < 0 for k >

8.57. Therefore, the synchronous solution is expected to be
stable for sufficiently large coupling strengths (k > 8.57).

Configuration 2 — 1  Another input-output combina-
tion, for which the classical master-slave scheme with
static coupling fails to synchronize the systems is when
the output of the master and slave Rossler systems is the
y variable and the input is assumed to be applied at the
first equation of the slave system. This configuration is
referred to as configuration 2 — 1. In this case, the input
and output vectors for the slave Rdssler system are
1
B—[O}, and C=[010]. (27)
0
Following the same procedure used for the previous con-
figurations, the corresponding variational equations are

08— ==
0.4
45 x""
< 02
GQ-E— R e
0 5 10 15 20 25 30

Fig. 2. Largest transverse Lyapunov exponent )\,lmz, as a

function of the coupling strength k, for configuration
1 — 2. Dashed line: static coupling. Solid line: pro-
posed dynamic coupling. Clearly, when the coupling
is static A-,. > 0, i.e. the synchronous solution is
unstable. On the other hand, when the interaction
between the systems is indirect (through a dynamic
coupling), AL, is negative for k > 8.57 and conse-

quently, the synchronous solution is locally stable for
‘sufficiently large’ coupling strengths (k > 8.57).

obtained. For the case of the static master-slave scheme,
the variational equation is

0 -1—-k -1
é—{l a 0 }e,
Zm 0 Ty — C

whereas the corresponding variational equation for the
proposed dynamic master-slave coupling is as given in (11)
with A(x,,) given by

(28)

0 -1 -1 0 1

1 a 0 0 0
Al®m)=|%m 0 Zy—c 0 0 (29)

0 0 0 —a 1

0 -k 0 —m =

Figure 3 shows A}, for the static and dynamic configura-

tions. The dashed line corresponds to A, for the static
master-slave scheme and it has been computed from the
variational equation (28). On the other hand, the solid
line indicates A, for the dynamic master-slave scheme,
which is computed from (11) with A(x,,) as given in
(29). From the figure it becomes evident that A, < 0
for £ > 9.51 for the dynamic coupling and consequently,
the synchronous solution is expected to be locally stable.
However, for the static master-slave scheme, A, . is al-
ways positive, which indicates that for this scheme the

synchronous solution is unstable.

4. EXPERIMENTAL RESULTS

In this section, the performance of the proposed dynamic
coupling is experimentally validated. In particular, two
electronic circuits, which emulate the chaotic dynamics
of the Rossler system, are constructed as identical as
possible, using operational amplifiers TL074, multipliers
AD734AN, and other basic components such as resistors
and capacitors. Furthermore, in order to avoid saturation
in the operational amplifiers, the following change of
coordinates is applied: X; = x;/2, Vi = v:/2, Z; =
zi/2, para i = m,s and H; = h;/2. In addition, the
time is ‘accelerated’ by introducing the dimensionless time
variable 7 = w,t, with w. = RC, R = 100kQ2 y C = 22nF.
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Fig. 4. Photo of the experimental setup.

As a particular example, we consider the configuration
1 — 2, see Subsection 3.3.

Taking into account the above considerations, the behavior
of the coupled Rossler systems, in configuration 1 — 2 with
dynamic coupling, is described by the (scaled) equations

chm = _Ym - Zm;

Master: { We¥m = ?)(m +aYm, (30)
Welm = 3 + (2X,, — ©) 2,
wCXS = 7YVS - Zs»
Slave: { We¥s = ‘Z(S +a¥, — Hy, (31)
wWely = 3 + (2X5 — ) Zs,
Dynamic T
coupling : {wcHl B oy + Hy, (32)
weHy = —y1Hy — 72 Hy — k(X — Xo):

This system is implemented in electronic circuits. Prior to
the physical implementation, the corresponding electronic
diagram has been verified by using Multisim V.14. The
parameter values are a = b = 0.2, ¢ = 5.7, the parameters
a, 71, and 7, are as given in (22), and the coupling strength
is k = 20. In the experiments the measurements have
been acquired by using a digital oscilloscope, model TDS
3012C from Tektronix. The complete experimental setup
is depicted in Figure 4. The experimental results are shown
in Figures 5 to 9. First, the chaotic attractor of the master
system in the (X,,,Y,,)-plane, is presented in Figure 5
and a time series of the uncoupled systems is presented in
Figure 6. Obviously, the systems are not synchronized.
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Fig. 5. Chaotic attractor of the master Rossler circuit on
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Then, the systems are coupled with coupling strength
k = 20. For this value of k, synchronization is expected to
occur, see the solid line in Figure 2 in the coupled systems
(30)-(32). This is further confirmed by the experimental
results presented in Figure7, from which it is evident that
the master and slave Rdssler systems are synchronized.
For further illustration, we also present the projection of
the time series of the master and slave systems (without
transient behavior) onto the (X,,, X;)-plane, see Figure
8. From this figure it is clear to see that the systems are
practically synchronized.

Finally, Figures 9 and 10 show the time series correspond-
ing to the coupling signal Hs, see (31). When the sys-
tems are unsynchronized, the coupling signal is oscillatory
with relatively large amplitude, as depicted in Figure 9.
However, when the systems are practically synchronized,
the coupling signal almost vanishes, as shown in Figure
10. Ideally, the coupling signal should vanish, but due
to the inherent differences between the systems, it keeps
oscillating with a very small amplitude (in the order of
millivolts).
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5. CONCLUSION

A comparison between the classical master-slave scheme
and a novel configuration, in which the systems have an
indirect interaction, has been presented.

The obtained results have shown that the proposed
master-slave scheme with dynamic coupling, see Egs. (5)-
(7), enhances the onset of synchronization with respect
to the classical master slave scheme with static coupling
given in Egs. (1)-(2).

In particular, two important improvements have been ob-
served: 1) the proposed dynamic coupling allows to induce
synchronization for arbitrarily large coupling strengths
in the coupled systems in cases where the classical con-
figuration is applicable only within a narrow interval of
coupling strengths, see Figure 1. 2) The proposed coupling
scheme induces synchronization in the coupled systems
in cases where the classical static interconnection fails to
synchronize the systems, as shown in Figures 2 and 3.
Furthermore, the applicability of the dynamic master-slave
scheme has been experimentally validated.

In the proposed scheme, the master and slave systems in-
teract through a second order dynamical system. However,
it would be interesting to see if a dynamic coupling with
lower or higher order can be used to induce synchroniza-
tion and also, to eventually determine the ‘optimal’ order
in the dynamic interconnection. This is the topic of our
ongoing research.

Finally, one of the potential applications of the proposed
scheme presented here is in the design of controllers to
induce synchronization in dynamical systems, for which a
classical static and diffusive controller fails.
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