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Resumen de la tesis que presenta Felipe Vinicio Caro Gutiérrez como requisito parcial
para la obtencién del grado de Maestro en Ciencias en Oceanografia Fisica .

El efecto de la torsion en la estructura de un vortice helicoidal

Resumen aprobado por:

Dr. Oscar Uriel Velasco Fuentes
Director de tesis

El efecto de la torsién en la estructura de un vértice helicoidal ha sido escasamente
examinado. En esta tesis analizamos el efecto de la torsiéon en el campo de velocidad
y el campo de vorticidad de un vértice helicoidal. Para obtener el campo de veloci-
dad, escribimos las ecuaciones de Euler y de conservacién de masa en un sistema
de coordenadas helicoidal y utilizamos el método de las expansiones asintéticas, en
otras palabras, expresamos las variables dependientes como series de potencias de
dos parametros € = ak y n = at, (a es el radio de la seccidén transversal del vértice,
K y T son la curvatura y la torsién, respectivamente) colectamos los términos de pri-
mer orden en dichos parametros y obtenemos una ecuacién cuya solucién describe el
campo de velocidad de un vértice helicoidal. Observamos que, debido a la curvatura,
el centro del vortice de Rankine se desplaza en direccion contraria al centro de cur-
vatura. Para nuestros casos de estudio, estos desplazamientos toman valores entre 0
y 0.18% del radio del vértice. La curvatura es responsable de que la vorticidad varie
linealmente con la distancia al centro de curvatura; debido a la torsién obtenemos
una expresién analitica arbitraria para la componente axial del vector de velocidad.
Si dicha expresidn es cero entonces las componentes del vector de vorticidad, en la
seccion transversal del vértice, son nulas. Si es una funcién cuadratica del radio de
la seccién transversal del vértice, entonces las componentes del vector de vorticidad
son diferentes de cero.

Palabras clave: Vértice helicoidal, vortice de Rankine, flujo secundario, ex-
pansiones asintoticas



Abstract of the thesis presented by Felipe Vinicio Caro Gutiérrez as a partial require-
ment to obtain the Master of Science degree in Master of Science .

The effect of torsion on the structure of a single helical vortex

Abstract approved by:

Dr. Oscar Uriel Velasco Fuentes
Thesis Director

The effect of torsion on the structure of helical vortices has been poorly examined.
We analyze the effect of torsion in the velocity and vorticity fields of a helical vortex.
To obtain the velocity field, we write the Euler and mass conservation equations in a
helical coordinate system and we use the matched asymptotic expansions method,
in other words, we express the dependent variables as power series of two parame-
ters € = ak and n = aTt, (a is the cross-section radius of the vortex, k and T are the
curvature and the torsion, respectively) we collect the terms of first order in these pa-
rameters and we obtain an equation whose solution describes the velocity field of a
helical vortex. We observe that, due to the curvature, the center of the Rankine vortex
moves in the opposite direction to the center of curvature. For our case studies, these
displacements take values between 0 and 0.18 % of the vortex radius. The curvature
is responsible for the vorticity to vary linearly with the distance to the center of cur-
vature; due to the torsion we obtain an arbitrary analytical expression for the axial
component of the velocity vector. If this expression is zero then the components of the
vorticity vector, in the cross-section of the vortex, are zero. If it is a quadratic function
of the radius of the vortex cross-section, then the components of the vorticity vector
are not null.

Keywords: Helical vortex, Rankine vortex, secondary flow, matched asympto-
tic expansions
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Capitulo 1. Introduccion

1.1. Introduccion

Un vértice puede ser definido como el movimiento giratorio de una multitud de par-
ticulas materiales alrededor de un eje comun. Los vértices o remolinos son fenémenos
fascinantes que ocurren en una gran variedad de situaciones. Hay vértices que tienen
diametros de milimetros y que pueden existir por algunos segundos. En contraste,
también existen vértices que tienen didmetros de kilémetros y pueden existir por si-
glos. Los remolinos que se generan en la estela detrds de las alas de un colibri son
ejemplos de vortices que tienen didmetros de milimetros y existen durante unos se-
gundos. Por otro lado, hay remolinos colosales y longevos, como los de la atmésfera de

JUpiter, que tienen didmetros de kilémetros y pueden existir por siglos (Velasco Fuen-

tes, 2003). En la Figura |1 mostramos este par de fendmenos.

Figura 1. Remolinos en la estela detras de las alas de un colibri. Tomada y modificada de Ortega-
Jimenez et al. (2016);|(b)|remolinos en la atmdsfera de Jupiter. Publicada recientemente en el portal web
de la Administracién Nacional de la Aeronautica y del Espacio de EE.UU. (NASA, por su acrénimo en
inglés).

Los vortices que se generan en las atmdsferas planetarias son aproximadamente
bidimensionales, mientras que los generados en la estela detrds de las alas de un
colibri son considerados como tridimensionales. Los vértices tubulares son ejemplos
de estos ultimos. Podemos definir un vértice tubular como una regién tubular de fluido

en rotacién alrededor de una linea central. Un caso particular son los llamados vértices



filiformes, los cuales estdn caracterizados por tener un grosor muy pequeno, es decir,

podemos considerarlos como infinitamente delgados.

Los casos de estudio de vértices filiformes mas relevantes son: los vortices recti-
lineos, los vértices anulares y los vértices helicoidales. Los vortices rectilineos estan
caracterizados por tener curvatura y velocidad de traslacién nulas (Helmholtz, 1858).
Por otro lado, los vértices anulares estan caracterizados por tener curvatura constante
y torsién nula, es decir, estos vértices se cierran sobre si mismos en forma de circulo.
El humo que exhalan los fumadores en forma de dona es un ejemplo de este tipo de
vortices. Thomson (1867) establecié que estos vértices se trasladan normalmente al
plano que los contiene. Finalmente, los vértices helicoidales, los cuales estan caracte-
rizados por tener curvatura y torsién constantes diferentes de cero, es decir, su linea
central es una hélice en el sentido matematico. Mientras que los vértices anulares sélo
se trasladan, los vortices helicoidales se trasladan y rotan. Estos ultimos pueden ser
generados detras de las aspas de una hélice. Un vértice helicoidal se desprende de

cada una de los extremos de las aspas que forman la hélice (ver Figura [2).

Velocidad de rotacién

Figura 2. Figura tomada y modificada de Larrabee (1980). Hélice.

A principios del siglo anterior, Joukowsky (1912) mostré que un vértice helicoidal
se traslada y rota uniformemente sin cambiar de forma, a partir de ese momento mu-
chos intentos han sido realizados para calcular estas velocidades. Por ejemplo, Widnall
(1972) obtuvo expresiones correctas para la velocidad pero sélo para un rango muy
limitado de los valores de los parametros que definen el problema. Por otro lado, Ve-

lasco Fuentes (2018a) obtuvo las expresiones correctas de la velocidad a primer orden



para cualquier valor de los pardmetros del problema.

Dado que las suposiciones hechas por Velasco Fuentes (2018a) no consideraron los
cambios en el campo de velocidad y en la distribucion de vorticidad iniciales debido
a la geometria local, en esta tesis estudiamos cdmo cambia el campo de velocidad
y la distribucién de vorticidad debido a la geometria local a partir de un campo de

velocidad y una distribucién de vorticidad iniciales.

Por ejemplo, consideremos un vértice tubular con seccién transversal circular y
distribucién de vorticidad uniforme. Dotemos a dicho vértice con curvatura constante
y torsién nula, es decir, perturbemos su geometria, entonces este nuevo vortice tiene
gue cambiar ligeramente la distribucién de vorticidad inicial (uniforme) en la seccién
transversal. Esta modificacién es debida al cambio en la geometria del vértice tubular

dado inicialmente.

Dean (1927, 1928) estudidé por primera vez el flujo en un tubo con curvatura cons-
tante, torsién nula y seccién transversal circular utilizando un sistema de coordenadas
toroidal y mostré que el efecto de la curvatura es el desarrollo de un par de vérti-
ces simétricos y contra rotatorios en la seccién transversal del tubo. Desde entonces
muchos autores han utilizado el sistema de coordenadas propuesto por Dean (1927,

1928) para investigar distintos aspectos del flujo en un tubo toroidal.

1.2. Antecedentes

Thomson (1880) encontré que un modo de vibracién de un vértice de Rankine es
una onda que deforma el eje del vértice en una hélice de radio pequefio y tamafio de
paso grande, es decir, una hélice delgada y alargada. Afilos mas tarde, Levy y Forsdyke

(1928) consideraron el caso de hélices con tamafo de paso pequefo.

En los ultimos treinta afios diversos autores han estudiado la cineméatica de los
vortices helicoidales (Ricca, 1994; Mezi¢ et al., 1998; Kuibin y Okulov, 1998; Boersma
y Wood, 1999). La mayoria de estos trabajos se han concentrado en la componente
binormal del vector de velocidad y han despreciado la componente tangencial. Esto
conduce a un error gue puede ser insignificante cuando el vértice tiene tamafio de pa-

so grande y puede ser significativo cuando el vértice tiene tamafo de paso pequefio



ya que la componente tangencial del vector de velocidad es alrededor de un tercio de
la componente binormal. Velasco Fuentes (2018a) analizé el movimiento de un vértice
helicoidal en un fluido incompresible e inviscido bajo la aproximacién de vorticidad uni-
forme (Joukowsky, 1912; Da Rios, 1916; Levy y Forsdyke, 1928; Widnall, 1972; Ricca,
1994) y paralela a la linea central del vértice tubular y obtuvo expresiones mas preci-
sas para la velocidad angular y de traslacién del vértice en un rango mas amplio de
valores del tamafio de paso de la hélice. La Figura [3]muestra la velocidad de traslacién
de un vértice helicoidal, u, representada como la suma de las componentes azimutal

y axial o como la suma de las componentes tangencial y binormal.

Figura 3. Figura tomada de Velasco Fuentes (2018a). Velocidad de un vértice helicoidal, u, represen-
tada como la suma de las componentes azimutal y axial (ug y uz, respectivamente) o las componentes
tangencial y binormal (u: y up, respectivamemente).

Los autores mencionados anteriormente analizaron la cinematica del vértice sin to-
mar en cuenta cdmo cambian el campo de velocidad y la distribucion de vorticidad en
la seccidn transversal debido a la geometria local. Por otro lado, hay autores (Dean,
1927, 1928; Wang, 1981; Murata et al., 1981; Germano, 1982; Kao, 1987; Tuttle, 1990;
Bolinder, 1996b) que estudiaron flujos en tubos helicoidales y analizaron cémo cambia
el campo de velocidad debido a la geometria local en la seccidn transversal del tubo a
partir de un flujo dado: el flujo de Poiseuille. En otras palabras, a partir de un flujo de
Poiseuille perturbado. En esta tesis tomamos en cuenta estos trabajos para determi-
nar cdmo cambia el campo de velocidad y la distribucién de vorticidad de un vértice

de Rankine debido a la geometria local, es decir, a partir de un vértice de Rankine



perturbado obtenemos una expresién que describe el flujo secundario de un vértice

helicoidal.

1.3. Justificacion

Mientras que el efecto de la curvatura ha sido ampliamente estudiado, el efecto
de la torsion ha sido escasamente examinado. S6lo muy pocos trabajos han tomado
en cuenta la torsidon. En esta tesis obtenemos una expresién que describe como cam-
bian el campo de velocidad y la distribucién de vorticidad de un vértice tubular dado
con valores de curvatura y torsidn constantes diferentes de cero. En otras palabras,
tomamos el vértice de Rankine y lo dotamos con curvatura y torsién constantes pa-
ra analizar cdmo cambian el campo de velocidad y la distribucién de vorticidad en
la seccién transversal del vértice. Como mencionamos anteriormente, el cambio en
el campo de velocidad debido a la geometria local es también conocido como flujo

secundario.

Para obtener dicha expresion aplicamos el método de las expansiones asintéticas a
las ecuaciones dadas por Bolinder (1996b) y suponemos el caso inviscido. Estas ecua-
ciones fueron desarrolladas a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, con la usual
condicién de frontera de no deslizamiento, para analizar los efectos de la curvatura y
la torsién en un flujo a través de un tubo helicoidal de seccion transversal rectangular.
Debido a la geometria particular de la seccién transversal, las ecuaciones fueron ex-
presadas en un sistema de coordenadas (s, X, y). En esta tesis utilizamos este sistema
de coordenadas a pesar de que el sistema de coordenadas (s, r, 8) se ajusta mejor a la

geometria de los vértices estudiados en este trabajo.

Los primeros autores que analizaron el efecto de la torsién en flujos a través de
tubos helicoidales fueron Murata et al. (1981); Wang (1981); Germano (1982). Los pri-
meros dos utilizaron un sistema de coordenadas no ortogonal y desarrollaron las ecua-
ciones de Navier-Stokes en un sistema de coordenadas helicoidal aplicando el analisis
clasico tensorial. Germano (1982), por otro lado, introdujo un sistema de coordenadas
ortogonal, dedujo las ecuaciones gobernantes utilizando factores de escala y concluyé
gue el efecto de la torsién en un flujo a través de un tubo helicoidal es de segundo

orden. En esta tesis aplicamos el analisis clasico tensorial para escribir las ecuaciones



de Euler y de conservacién de masa en un sistema de coordenadas helicoidal y anali-

zamos el efecto de la torsién en la estructura de un vértice helicoidal.

1.4. Objetivos

El objetivo principal de esta tesis es obtener el campo de velocidad y la distribu-
cién de vorticidad de un vértice helicoidal para analizar el efecto de la torsién en la
estructura de los vértices helicoidales. Para esto, expresamos las variables dependien-
tes como series de potencias de los pardmetros € = ak y n = at, con € el pardmetro
adimensional asociado a la curvatura, n el parametro adimensional asociado a la tor-
sion y a el radio de la seccidn transversal del vértice, las sustituimos en las ecuaciones
dadas por Bolinder (1996b) y tomamos en cuenta los términos de primer orden en € y
n para obtener una ecuacién cuya solucién describe el campo de velocidad de un vor-
tice helicoidal, ademas obtenemos la distribucién de vorticidad tomando el rotacional

de dicho campo.

Los resultados obtenidos por Hardin (1982); Kuibin y Okulov (1998); Fukumoto
(2002) son conocidos como solucién exterior, mientras que los resultados de esta tesis
como solucién interior. Ambas soluciones pueden ser empalmadas para obtener una

expresion que describa la cinematica de un vértice helicoidal con mayor precision.

En el siguiente capitulo definimos conceptos basicos del analisis clasico tensorial
para escribir las ecuaciones que gobiernan la dindmica de fluidos inviscidos e incom-

presibles en un sistema de coordenadas helicoidal.



Capitulo 2. Teoria General

2.1. Introduccion

En el andlisis de problemas de fluidos, es deseable contar con un sistema de coorde-
nadas que mejor se ajuste a las fronteras del dominio del flujo ya que las condiciones
de frontera pueden ser aplicadas mas facilmente. En este capitulo presentamos las
definiciones basicas para deducir las ecuaciones que gobiernan la dindmica de fluidos
inviscidos e incompresibles en términos de las coordenadas empleadas por Bolinder

(1996b) y las componentes fisicas del vector de velocidad.

En el estudio de vectores, encontramos dos diferentes tipos de componentes de
un vector en coordenadas curvilineas: uno es llamado conjunto de componentes cova-
riantes, denotado por v, y el otro tipo es llamado conjunto de componentes contrava-
riantes, denotado por vk. En general, estos dos tipos de componentes no son iguales
y surgen en problemas descritos en sistemas de coordenadas curvilineos, tales como
cilindricos, esféricos, elipticos, helicoidales y toroidales. En un sistema de coordenadas

cartesianas no existe distinciéon entre componentes covariantes y contravariantes.

Dado que el sistema de coordenadas helicodal no es ortogonal, empleamos concep-
tos del analisis tensorial para deducir las ecuaciones gobernantes, dichos conceptos
son presentados a continuacién. El lector interesado puede consultar los detalles en el

anexo de esta tesis.

2.2. Notacion de indice y la convencion de la suma

Los tensores son objetos matematicos sumamente (tiles. Estos se definen en un
espacio, variedad o sistema de coordenadas. Existen dos tipos de notacién para deno-
tar a los tensores. La primera es conocida como la notacion directa, la cual es similar a
la utilizada en el analisis de vectores y matrices, la segunda es conocida como la nota-
cién de indices, la cual consiste de superindices y subindices adjuntos a letras llamadas
kernel. La segunda es utilizada generalmente en la deduccién detallada componente
a componente de las ecuaciones que gobiernan problemas fisicos en un sistema de

coordenadas elegido apropiadamente.



El concepto de la convenciéon de sumacién fue introducido por Albert Einstein en
1916 y estd definido como sigue: si un indice ocurre en forma monomial como un
subindice y exactamente como un superindice, entonces se implica la suma sobre ese
indice a través del rango de sus valores. llustremos la convencién de la suma con el

siguiente ejemplo. Expresemos con la notacién sigma de la suma lo siguiente
3
Z akbx = albi + a?b, + a3bs,
k=1
y empleando la convencién de la suma, escribamos simplemente

akbx = alby + a’by + a>bs para k=1,2,3.

2.3. Coordenadas curvilineas

Denotemos con E3 al sistema Euclideano de tres dimensiones y sean z&, k=1, 2, 3,
las usuales coordenadas cartesianas rectangulares. Consideremos cada punto de E3
como la interseccién de tres planos mutuamente perpendiculares z€ = ¢k, ¢ una cons-
tante real y kK = 1, 2, 3, respectivamente, paralelos a las superficies coordenadas
zK = 0. Por otro lado, consideremos cada punto localizado en E3 como la intersec-
cién de tres Unicas superficies curvilineas en lugar de tres superficies planas. Estas
tres superficies curvilineas pueden ser especificadas por sus respectivas ecuaciones
referidas a las coordenadas rectangulares dadas. Entonces sean zK, k = 1,2, 3, las
usuales coordenadas cartesianas rectangulares que dependen de un conjunto de tres

variables x%, k=1, 2, 3, en E3, esto es
ZX=f*(x" x% x?) con k=1,2,3, (1)

donde las funciones fk de las tres variables xK son de clase C", con r > 1 (esto es,
son funciones continuas con derivadas parciales continuas hasta de orden r) y estan
definidas en alguna regién de E3. Cabe mencionar que es comun utilizar la notacién
ZK(x1, x2, x3) para denotar fK(x%, x2, x3). Definimos entonces al conjunto de ecuacio-

nes como transformacién de coordenadas.

Para determinar bajo que condiciones el conjunto de ecuaciones tiene solucién

Unica para xX, como funcién de zX, k = 1, 2, 3, tal que podamos considerar a los dos



conjuntos de ecuaciones zK y xK como uno a uno o biyectivos, enunciamos a continua-
cidn un teorema del cdlculo el cual no demostraremos. Una demostracion del teorema

puede ser consultada en Narasimhan (1993).
Teorema 2.1 (Teorema de la funcion implicita) Sean
K=Y x% x3) con k=1,2,3 (2)

un conjunto de funciones de clase C', donde r > 1, definido en una vecindad N =
‘Xk—XS‘ < §, centrada en el punto X’é, en el espacio de las variables xX, y 6 > 0.
Entonces el conjunto de funciones z¥ en tendra una inversa unica, dada por el
conjunto de funciones

X =x(z} 2%, 23) con j=1,2,3 (3)

en una vecindad M = ‘zk — z’é‘ < g, con € > 0, centrada en el punto z’g en el espacio de

las variables z¥, si y sélo si el Jacobiano de @ definido por

J=d t(aZk)
= qge B —

ax!
no se anula en el conjunto abierto N.

Ahora por el teorema enunciado anteriormente tenemos que

K =2, x%, x3) con k=1,2,3,

son mutuamente inversos entre si en cada punto de sus dominios de definicién si y

sélo si el Jacobiano no se anula.

Supongamos que zK y xk son mutuamente inversos entre si en cada punto de sus
dominios de definicién y que el Jacobiano no se anula. Asignemos algunos valores

reales arbitrarios ok a xX, entonces
x<(z4,z%,23)=ak con k=1,2,3, (4)

representa un conjunto de tres superficies curvilineas, en general. Como tiene una
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Unica solucidn para zX, entonces estas tres superficies se intersectan en un punto,

digamos p, como en la Figura [4]

Estas tres superficies xX = ak son definidas como superficies coordenadas curvili-
neas. Los valores de x* dados en la expresién (4) son definidos como las coordenadas
curvilineas del punto p. Entonces, el punto p en E3 puede ser localizado ya sea por sus

coordenadas rectangulares zK o por sus coordenadas curvilineas x¥ (ver Figura .

zl

Figura 4. Coordenadas rectangulares cartesianas zX y coordenadas curvilineas xX.

2.4. Vectores base asociados con sistemas coordenados curvilineos

Sean x1, x2, x3 las coordenadas curvilineas de un punto p en E3, cuyas coordena-
das rectangulares cartesianas son z1, z2, z3, entonces el vector de posicién r del punto
p es el segmento de linea que inicia en el origen del sistema coordenado Cartesiano
(ver Figura [4). Ahora, sean iy, i3, i3 un conjunto de vectores base ortonormales (esto
es, vectores mutuamente perpendiculares y unitarios) del sistema Cartesiano rectan-
gular zK. El vector de posicién del punto p estd denotado por r referido al sistema de

coordenadas Cartesiano rectangular. Entonces expresamos
1,2 3y
r=r(x, x5, x)=inz".

Por el teorema de la funcién implicita tenemos que el vector r no sélo es funcion de

21,22, z3, también es funcién de x1, x2, x3 y tenemos

r(zt, 22, 23) =i X2 X3).
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Utilizamos la notacién r(x%, x2, x3) para denotar #(x%, x2, x3) aunque 7(x3, x2, x3) es
una funcién de x1, x2, x3 diferente de r(z1, z2, z3). Esta eleccién de notacién es hecha

por conveniencia.

Los vectores base i, m = 1, 2, 3, del sistema de coordenadas rectangular Carte-
siano son las derivadas parciales del vector de posicién r(z1, z2, z3), entonces defini-

mos la base ortonormal ip,.

Definicion 1 La base ortonormal i, esta dada por

., ar(zt, z2, z3)
im=im(zt, z%,22)= ————= con m=1,2,3.
0zm

Definimos ahora, una base analoga a la base ortonormal, los vectores base ax.

Definicidon 2 Las derivadas parciales del vector de posicién son los vectores base ai,
es decir, Lo s
oar(x-, xs,
ar(xt, X% x3) = % para k=1,2,3 (5)
X

y el diferencial dr del vector r esta dado por

or
dr = —kdxk = axdxX. (6)
oX

Los vectores ax en E3 forman un conjunto de tres vectores linealmente independientes.

Los vectores a, forman una base para E3. Llamaremos a esta base, base natural.
A continuacién definimos la relacién entre la base ortonormal i, y la base a.

Definicion 3 Definimos

or az™m

1 2 3 ;
— =ae(x X% x3) =im— para k=1,2,3,
ok = WO XY =lm e P

la relacién anterior expresa ax en términos de in,.

De forma analoga podemos expresar los vectores i, en términos de agx, entonces

definimos la siguiente relacién.



12

Definicion 4 Definimos
. axk
m = e

entonces la relacion anterior expresa im en términos de ay.

El producto interior de E3 da lugar al conjunto de nueve funciones llamado los co-

eficientes métricos fundamentales, a saber

aki(x* X% x3) =a(xt X% x}) ealxt x?, x3) para k=1,2,3, (=1,2,3,

Por lo tanto
gi1 J12 913

(gkl): g21 922 923
g31 932 033

es el tensor métrico fundamental, el cual es simétrico. A continuaciéon definimos un

conjunto de vectores reciprocos a los vectores ag.

Definicién 5 Un conjunto de vectores ak con k=1, 2, 3, en [E3, es reciproco al conjun-

toarconk=1,2,3, si

a“eam =6 para k=1,2,3, m=1,23. (7)

6k[ es la llamada delta de Kronecker y esta definida como sigue:

Definicion 6 (Delta de Kronecker)

. |1 sik=1
5 = (8)
0, sik#l.

Entonces el conjunto de los vectores ak estd dado por la siguiente expresién

C!k — gkla[,
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donde
gll gl2 g13
(gkl) =| g2t g22 23
g3l g32 ¢33

es simplemente la inversa del tensor métrico fundamental.

Los vectores ak también forman una base para E3. Llamaremos a esta base, base

reciproca.

2.5. La métrica fundamental de un espacio Euclideano

Consideremos el espacio Euclideano tridimensional E3, ademds una curva C en [E3

dada por la ecuacion paramétrica
C:r(t)=r, te[a,b]

donde t es un paramétro en el intervalo cerrado [a, b], y a y b son nimeros reales
tales que b > a. Sean P y Q dos puntos consecutivos sobre la curva C con vectores de
posicién r y r+ dr, respectivamente, relativos al origen de algln sistema de coordena-
das Cartesiano. Entonces PQ = dr. Denotemos a la longitud de arco PQ a lo largo de la
curva C por ds. Si el punto P se aproxima al punto Q a lo largo de la curva C, la dife-
rencia entre la magnitud de dr y la longitud de arco ds se aproxima a cero en el limite.
Por lo tanto, el elemento de linea ds puede ser tomado igual a la magnitud del vector
infinitesimal dr, ademas suponemos que en nuestro sistema coordenado curvilineo el
cuadrado del elemento de linea puede ser escrito como una forma cuadratica general,

y esta dado por la siguiente expresion:
2
(ds)" =dreadr.

Ahora, sea

dr = ardx®
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entonces

(ds)" = drear
= ardxXeaidy’
= (akoal)dxkdx‘

= grdx¥dx".

La expresidon anterior es llamada la métrica fundamental del espacio o sistema coor-

denado. A continuacién definimos la condicién de ortogonalidad.

Definicién 7 Decimos que un sistema xX, inducido en [E3, es un sistema ortogonal si

gki=axea; =0 Vk#L (9)

Si la condicién anterior se cumple entonces (Narasimhan, 1993)

gin 0 O
(gkl) =1 0 922 O
0 0 933

2.6. Expresiones en términos de coordenadas curvilineas

Las componentes de un vector v expresadas en la base natural son llamadas con-
travariantes mientras que las componentes expresadas en la base reciproca son lla-

madas componentes covariantes, entonces tenemos
Vv = vkak,

v = viak.

Notemos que la convencidn de la suma, definida anteriormente, ha sido empleada en

estas definiciones.

Si las bases natural y reciproca no son ortogonales, entonces no es conveniente
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utilizarlas para expandir un vector, por ejemplo, el vector de velocidad. En vez de
utilizar alguna de ellas, es preferible usar una base ortonormal para expresar el vector

de velocidad.

Para una base ortonormal, es decir, una base cuyos vectores son ortogonales y

unitarios (e1, €2, €3), requerimos que se cumpla la siguiente condicion:
exee;= bk
Entonces un vector v se puede expresar en una base fisica (ortonormal) como
V = Vi€,

donde vk son las llamadas componentes fisicas. Sélo para una base fisica, las com-
ponentes son obtenidas como proyecciones del vector sobre la respectiva base, es
decir,

VK =V ege.

Como se aprecia, una primera conveniencia es la obtenciéon de las componentes del

vector como proyecciones del vector sobre la respectiva base.

A continuacién definimos, en la notacién de indice, el gradiente de un campo es-
calar, la divergencia de un vector, el rotacional de un vector y el operador derivada
material. Para ello, definimos un par de coeficientes que involucran los vectores de la

base fisica e; y de la base reciproca & (Bolinder, 1996a).

Definicion 8 (Coeficientes Ejx y y’l:) Definimos

0€;
axk
yi: = e[.aj, (11)

donde o fue definido en (7).
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Definicion 9 (Gradiente de un campo escalar) La i-ésima componente del gradien-

te de un campo escalar es

of
[Vf]i=eion= Ty’i. (12)

X/

Definiciéon 10 (Divergencia de un vector) La divergencia de un vector es

1 o )
H —_ A/l
divv = gaxi(,/gv,yj), (13)
donde
g =det (gx) = det (areay). (14)

Definicion 11 (Rotacional de un vector) La i-ésima componente del rotacional de

un vector queda definido como

i

| oVk
[rotv] = €k, a—Xl—VmEmkl , (15)

donde € es el simbolo usual de la permutacion o tensor de Levi-Civita y esta definido

como
+1 si(i,j,k)=1(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)

€Ejk=\—1 si(i,j,k)=(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3) (16)

0 de otro modo.

Definicion 12 (Derivada material) Definimos la i-ésima componente del operador
derivada material, aplicado a un vector dado u, como

|:6U ( V) ] ou; k( ou; £ ) 17)
—+(veVu| = —+ v — — wEu |v;.
ot ot Y; ax~ (Elik |Vj

En las definiciones anteriores hemos supuesto que los vectores de la base fisica e;
no dependen del tiempo. Para el caso Cartesiano todos los coeficientes Ejx son nulos
(Bolinder, 1996a).
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2.7. Ecuaciones de movimiento y de conservacion de masa

Definimos las ecuaciones de Euler y de conservacién de masa como

id \Y, = 1V 18
E*‘(V' )V i P, (18)

Vev = 0. (19)

Al tomar el rotacional de la ecuacién de Euler surge la ecuacién de vorticidad de Helm-

holtz la cual estd definida como

2t (vevlu=(wev)y, (20)

donde w es el vector de vorticidad del fluido y estd definido como
wWw=VxV. (21)

Notamos que en la ecuacién de vorticidad (20) ya no aparece la presion p.

En virtud de las definiciones mostradas en la seccién anterior podemos escribir en
detalle las ecuaciones de movimiento y de conservacién de masa (18) y (19), en su

notacién de indice, a partir de

oV of Vi lop ;
—+‘Yj _k_VlElik Vi = ——— i’ (22)
at ox p oy

0 .

S Vavm) = 0 (23)

donde p es la presidn generalizada, la cual incluye fuerzas de cuerpo conservativas.

Ademads podemos escribir la ecuacién de vorticidad (20) a partir de

oW; oW
+ Y’f(—k - lelik)Vj =¥

LAY
N (—l — v,EUk)wj. (24)
ot I\ ax I\ axk
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2.8. Voértices tubulares curvados y torcidos

A continuacién presentamos un método para expresar las ecuaciones de movimien-
to en forma adecuada para vortices tubulares curvados y torcidos. En particular, dicho
método puede ser aplicado a casos particulares, por ejemplo, el caso de un vértice

helicoidal.

El vector de posicién de la linea central de una hélice puede ser escrita como

ls
rc(s)=Rer(s)+ ———e,

VRZ+ 12

donde el parametro s es la longitud de arco, R es el radio del cilindro inmaterial sobre
el cual yace la hélicey [ = ﬁ el tamafo de paso escalado; e, eg y €, son los vectores
unitarios del sistema de coordenadas cilindricas indicados en la Figura [5] Ademas,
supongamos que rq(s) es suficientemente suave, de tal manera que las derivadas de

r<(s) son continuas.

En coordenadas cartesianas tenemos que las ecuaciones paramétricas de la hélice

son

X(s) = Rcoss,
y(s) = R sens,

z(s) = s,

donde el pardmetro s, R y [ fueron definidos anteriormente.

Si una curva dada esta parametrizada segun la longitud de arco r.(s) entonces

definimos los vectores tangente t, normal n y binormal b de una curva en el espacio

como
¢ = o
2S
1 ot
n = ——,
K 0s

b = txn.
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Observamos que si 2% as nulo entonces el vector n también lo es, es decir, tenemos

as
una curva con curvatura nula y por lo tanto torsién nula. Por otro lado, la curvatura «

y la torsion T de r(s) son definidas por las siguientes expresiones:

74

K = r-i,
C
on

T = —eb.
oS

La curvatura es una medida del cambio de direccién del vector tangente a una curva,
cuanto mas rapido cambia éste a medida que nos desplazamos a lo largo de la curva,
decimos gue es mas grande la curvatura. Por otro lado, la torsién es una medida del
cambio de direccién del vector binormal, cudnto més rapido cambia, mas rapido gira
el vector binormal alrededor del vector tangente y mas retorcida aparece la curva. Por
lo tanto, para una curva totalmente contenida en el plano, la torsion es nula, ya que el

vector binormal es constantemente perpendicular al plano que lo contiene.

Utilizando las expresiones anteriores podemos escribir las llamadas formulas de

Frenet como

t' = «kn,
n’ = Tb—«kt,
b’ = —1n.

Para una hélice circular los vectores t, n y b estdn dados por

t(s) = cosaeg(s)+senae,,
n(s) = —er(s),
b(s) = —senaeg(s)+ cosae,,

donde a es la pendiente de la hélice relativa al plano z = constante (ver Figura |5).
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Figura 5. Segmento de hélice circular con tamafo de paso L y radio R. (r, 8, z) representan los ejes del
sistema de coordenadas cilindricas.

Ademas tenemos las siguientes relaciones:

27R R
cosa = = ,
VL2 +4m2R2 V/RZ+ 2
L [
sena =

ViZ+am?R?  JRZ+

La curvatura k y la torsion T son constantes con los siguientes valores

R
RZ + (2
l
R2+ 12

Para representar puntos fuera de la linea central, pero cercanos a ella, las coordenadas
X y y son utilizadas, con x en la direccién de n y y en la direccion de b. Notamos que

el vector normal n apunta al eje de la hélice.
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Figura 6. Vectores relacionados a la linea central de un vértice tubular. Notamos que el vector normal n
apunta al eje de la hélice.

Entonces el vector de posicidon r de puntos en el vértice tubular estad dado por

r(s,x,y)=rc(s)+xn(s) + yb(s).

Esta representacién de r es especialmente adecuada para vortices con seccién trans-
versal rectangular. Para vértices con seccidn transversal circular, es mas conveniente

usar coordenadas polares en el plano n, b, es decir,

r(s,r,0)=rc(s)+rcosén(s)+ rsen6b(s).

Los llamados vectores base natural del sistema de coordenadas (s, X, y) estan dados

por las siguientes relaciones

as = (l—KX)t—Tyn+TXb,
aX = nl
ay - b,

entonces la representacién del vector de velocidad en la base natural es

v =v’as+ viax + vVa,.
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Sin embargo, si la base natural no es ortogonal, resulta més conveniente expandir el

vector de velocidad en la base fisica (t, n, b), por lo cual

v=wt+un+vb,

donde w es la llamada componente axial del fluido. Como (t, n, b) es una base fisica,
es decir una base ortonormal, las componentes fisicas del vector de velocidad w, u, v
son obtenidas como las proyecciones del vector de velocidad en la respectiva base.
Ademas, las componentes contravariantes y fisicas del vector de velocidad estas rela-

cionadas de la siguiente forma:

w
v o= —,
M
N u+ tyw
v = ,
M
vV — TXW
vo=
M

Si utilizamos las componentes contravariantes para describir el fluido tenemos que al
incrementar el valor de T, tanto v* como v pueden obtener valores arbitrariamente
grandes. Entonces es mas conveniente describir el fluido usando las componentes

fisicas del vector de velocidad (Bolinder, 1996b).

Una vez elegidas las coordenadas curvilineas convenientes podemos escribir en
detalle las ecuaciones de Euler, de conservacién de masa y de vorticidad en una forma
adecuada para vdrtices tubulares curvados y torcidos. Los detalles se muestran en el

anexo de esta tesis.

En el siguiente capitulo analizamos un caso particular de los vértices tubulares

curvados: los vortices toroidales.
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Capitulo 3. Vortices Toroidales

En este capitulo analizamos un caso particular de los vértices tubulares curvados,
los vértices toroidales. Decimos que un toro, o toroide, es una superficie de género
uno, es decir, posee un agujero, y en un espacio tridimensional tiene forma de dona.
Ademas, la linea central del toro esta caracterizada por tener torsion T =0y curvatura
k = constante la cual es igual al inverso del radio de curvatura. Entonces, un voértice

toroidal es un vortice tubular en forma de dona (ver Figura|7).

Es de particular interés el estudio del caso en el cual el radio de curvatura es gran-
de, es decir, la curvatura es pequefa. Para ser més precisos, el radio de curvatura
R debe ser grande comparado con el radio a de la seccién transversal del vértice.

Entonces podemos definir un parametro adimensional pequeio como sigue:

€
K=—<<1.
a

La existencia de dicho parametro nos sugiere la aplicaciéon del método de expansiones
asintéticas para obtener el flujo secundario de un vortice toroidal. La Figura [7]ilustra

un toro con seccidn transversal circular de radio a.

Figura 7. Representacién geométrica de un vértice toroidal con seccién transversal de radio a.

A continuacién describimos de manera breve el método de las expansiones asintoéticas.
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3.1. El método de las expansiones asintdticas

Las ecuaciones que gobiernan la mecanica de fluidos son esencialmente no linea-
les, mas precisamente, cuasi-lineales (una ecuacion diferencial parcial no lineal es
cuasi-lineal si es lineal en las derivadas de mayor orden); y esto es cierto independien-
temente de si se incluyen o no viscosidad y compresibilidad. Debido a la no linealidad,
las soluciones exactas son conocidas sélo para casos particulares en cualquiera de las
ramas de la mecénica de fluidos. Una alternativa para conocer la solucién de dichas
ecuaciones, usualmente utilizada, es la de aproximar. La mayoria de las aproxima-
ciones utiles son validas cuando uno o mas de los parametros en el problema son

pequefios (o grandes). Esta cantidad (perturbacién) es a menudo adimensional.

Una aproximacién de este tipo se vuelve cada vez mas precisa conforme la cantidad
de perturbacion tiende a cero (o infinito). Entonces decimos que es una solucién asin-
tética. En principio, se puede mejorar el resultado utilizando un esquema sistematico
de aproximaciones sucesivas. Las series resultantes, aunque no necesariamente con-
vergentes, son por construcciéon expansiones asintéticas. En la practica, calculamos

solamente la primera aproximacién, a veces la segunda.

Cuando la perturbacién tiende a cero, el flujo debe tender a un limite, el cual puede
ser denominado como la solucién bésica. Esta es a menudo un flujo trivial o conocido.
Entonces la llamamos aproximaciéon de orden cero, y a la perturbacién aproximacién

de n-ésimo orden con n un ndmero entero positivo dado.

llustramos el método con el siguiente ejemplo. Supongamos que € es un parametro
adimensional pequeno dado, entonces el vector dado u se escribe en su forma de

expansion asintética como
U=Uo+€EUs+E>Uy+ -

donde los puntos denotan términos de mayor orden (Van Dyke, 1964).

En este capitulo aproximamos la funcion de corriente a orden € para un vértice
toroidal tomando en cuenta que el orden cero es la funcién de corriente del llamado

vortice de Rankine.
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3.2. La funcion de corriente de orden ¢

Para obtener la funcién de corriente de orden € consideramos que las ecuaciones
de vorticidad para un fluido incompresible y completamente desarrollado (la velocidad

no depende de la coordenada axial s ni del tiempo t), con T= 0, se escriben como

dWs dws K ow ow K
u + Vv — —WxW = Wx— +Wy— — —Wsl,
X oy M X oy M
dWx dwx W ou U  Ws
u + Vv + —Wsk = Wx— +Wy— + —WK, (25)
X oy M X oy M
dwy  dwy oV v
— +V— = Wx— +wWy—,
dX oy 90X ay

donde M = 1—kx y las componentes del vector w quedan expresadas por las siguientes

relaciones:

v dJu

wWs = ———, (26)
X Ay
ow

wX = - (27)
oy
oW WK (28)

Wy = ——+ —.

Y 0X M

La ecuacion de conservacion de masa es

]+ [mv] =0, (29

ademas definimos una funcién de corriente ¢ = ¢(x, y) que satisface la ecuacién ante-

rior
0
—‘p = Mu, (30)
oy
d
——‘lj = Mv. (31)
oX

Para un valor de s dado, ¢(x, y) = constante define una curva en el plano n-b, y V¢ es

ortogonal a la tangente de dicha curva. Utilizamos la definicion de gradiente de una
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funcioén escalar (12) y obtenemos

Denotamos el flujo secundario como
v=un+vb,
entonces

Vfpev = u—+v—
= u(—Mv)+v(Mu)
= —uvM+ uvM
= 0.
Observamos que las tangentes de las curvas ¢(x, y) = constante son paralelas al vec-
tor v en todos sus puntos, por lo tanto, ¢(x, y) = constante son lineas de corriente del

campo de velocidades v. Los detalles sobre la deduccién de las ecuaciones anteriores

se muestran en el anexo de esta tesis.

Sea € << 1, entonces las variables dependientes pueden ser expresadas como

series de potencias del pardmetro € como sigue

U = Up+E€EUc+---, (32)
V = Vo+EVe+--, (33)
w = 0+---, (34)
g = Yotedet---, (35)

donde los puntos indican términos de mayor orden los cuales son despreciados. El
caso T =0 implica que w = 0 ya que la componente tangencial del vector de velocidad
es nula (Fukumoto, 2002; Velasco Fuentes, 2017). ¢, es la funciéon de corriente del

conocido voértice de Rankine la cual definimos a continuacion.
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Definicion 13 (Funcion de corriente del vortice de Rankine)

%wo(az —r?), r<a

Y(r)= (36)

1 2 r
—swoa?In(z), r>a
donde a es el radio de la seccion transversal del vdrtice y wq es un valor constante de

vorticidad.

Estamos interesados en la region r < a, ademas notemos que §(r) puede ser expresa-

da en funcidon de las usuales coordenadas cartesianas, es decir,

1
Y(x, y)= Z(/Jo(a2 —x%—y?).

Sustituimos w = 0 en las ecuaciones de vorticidad y tenemos

0Ws d0Ws WsK
u +vVv + u=0, (37)
0X oy M

donde ws se definié anteriormente en , ademas wx = wy = 0. Luego sustituimos
ws en (37) y tenemos:

0 [0V dUu 0 (Vv du uk (ov odu
u—|———|+V—|——— |+ —| ———]=0. (38)

X\ 9x 9y ay\ox ay M\ox oy
Enseguida sustituimos las expansiones de las componentes del vector de velocidad u

y v, dadas en (32) y (33), en la expresién anterior y analizamos cada término para
colectar aquellos de orden €.

Analicemos el primer término

92vy d%ev 9%ug  9%eu
(uo+eu€)( + e)—(uo+eue)( + e), (39)
9x? 9x? X3y  9xay

colectemos los términos de orden €, es decir,

92V, 3%vg 32uc 92ug
+u — Ug —u .
€ ax2 axdy - oxay

(40)

Notemos que a partir de la definicién de la funcién de corriente tenemos las siguientes
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relaciones de orden cero y de orden €:

= W

0 ay,

ve = o

0 aX’
X0 o]

Ue = —ﬂ+ we, (41)
aoy ay
P 3

Ve = _X%%o _ ‘/je. (42)
a ox 90X

Sustituimos las relaciones anteriores en la expresion y tenemos:

@) - awoazve_u 32 (awo)_azpo azue_u 32 (awo)

ay ax2  “ax2\ ax dy axday  oxay\ ay

_ %i(_>_<3¢0_5¢e)_3¢0 02 (>_<awo+awe)
y ax2 aax  ox dy axay\a ay  ay
3 w? 1 F)

0 2

= — 2 y+_—woy —| V2| 43

4 q y 2 oyax[ we] ( )

Ahora el segundo término

92vy 9%€Ve 92Uy 9%€uc
(vo+eve) + —(vo+eve) —+—— ),
Ayax  ayax ay ay

nuevamente colectemos los términos de orden €, es decir,

92V, 32vy 9%uc 92ug
+ v -V — Ve )
ay?

v 0
€ ayax ay2

0
dyax

Sustituimos las relaciones de orden 0 y € en la expresidn anterior y obtenemos

gy 92V 32 (9 P, 3%u 92 (9
@a) = — Yo € v, ( ¢0)+ Yo E—Ve—(ﬂ)
X dyox ayax \  ax ax ay? ay2\ ay
Yo 92 ( X 3yq awe) Yo 9 (xawo awe)
= —— - — — + — +
ax dyax\. a ax  ax ox ay?\a 3y  ay
1 F)

g oxg e (%)
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Finalmente el tercer término

2

(uo+eu€)(§+ (2) x)(&(vo+eve)—%(uo+eue)). (46)

Colectamos los términos de orden € y tenemos

—_— (47)
a ox a oy
Sustituimos las relaciones de orden 0 en la expresidn anterior y escribimos
1o d d 1o d (0
@p - L (o) Lok 2 (ob)
a dy ox X a dy ay\ oy
1 w?
= —=—Y. (48)
2 a

Sabemos que x estd definida en el intervalo 0 < x < a, ademas a << R, por lo tanto

decimos que x es pequeia. Para kx pequefas la siguiente aproximacion es valida:

1 1

— = ~ 1+ kXx.
M 1—kx

Esta aproximacion fue aplicada en la expresién (46).

Poniendo todo junto, es decir, sustituimos (43)), (45) y en (37) y tenemos que

2y e lTed- e fTel- 3 - o
%wo(y%[vzwe]—x%[vzwe]) = Z%Sy
y 2 [ve]-x v = 22y
y 2 [vud-xo[vud = Sy )

La expresidon anterior es una ecuacién diferencial parcial lineal de primer orden no

homogénea.

Hasta este momento hemos descrito el problema en términos de las coordenadas
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cartesianas rectangulares, sin embargo, estamos interesados en describirlo en coorde-
nadas polares. Para escribir la ecuacién diferencial parcial lineal de primer orden (49)
en coordenadas polares enunciamos un teorema del calculo, el cual tampoco demos-

traremos.

Teorema 3.1 (Regla de la cadena) Supongamos que f(r,8), r=g(x,y)y 6 = h(x, y)
son todas diferenciables, entonces f tiene derivadas parciales respecto a x e y, dadas

por las siguientes relaciones

of of or  of 36
ax  orax  a8ax’
of of or  of 36
ay ~ aroy a0ay

Ahora sean f(r, 0) = V2y,, r = y/x?2+y? y 6 = atan(%), entonces por el teorema
anterior escribimos
of of ar  of a8
—_— —_— + —_—
X or ax 90 9x
of X of 'y

pero sabemos que

X = rcosé,
y = rseneo,
entonces
of of rcos@ of rsené@
ax  ar r 90 r2
of of sené@
= —C0s6——
or 96 r

De forma analoga tenemos:

of of of cos 6
— = en .
oy or 00 r
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Por lo tanto, podemos reescribir la ecuacién (49) como

0 0 5 wo
2 2 2 2 = -

—sen BE[V l[Je]—COS GE[V (/Je] = 55 rseno
0 5 wo

——|V? = ——rsené
ae[ vl 2 a
2 5 Wo

VY, = Egr sen6doé + C(r)
2 5 Wo
Vg, = Egr cos 6+ C(r). (50)

La expresidn anterior es la llamada ecuacién de Poisson. En la frontera, suponemos la

condicién de impenetrabilidad.

Para el caso estacionario, las lineas de corriente ¢(r, &) = C, con C una constante
arbitraria, pueden ser consideradas como fronteras sélidas. Entonces una condicién

de frontera para se escribe como
Y(a, 6) =0. (51)

Las relaciones (50) y (51) definen un problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson.
En general, el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace consiste en encontrar

una funcién ¢ tal que
V¢ = 0, en Q,
¢ = f, en 9Q,
donde Q es un dominio acotado en E" y f es una funcién dada la cual es continua y esta
definida sobre aQ, con 9Q la frontera del dominio. La solucién del problema anterior

para un disco de radio a estd dada en su forma de serie de Fourier en coordenadas

polares por la siguiente expresion

o X r n
o(r,0)=—+ Z (5) [an cos(n@)+ B, sen(ne)],

2 n=1



donde a, y B, son los coeficientes de Fourier y estan dados por

1 Vs
an EJ f(@)cos(ng) do,

1 T
Bn EJ f(@)sen(ng) de.

Escribamos entonces el siguiente problema:

2 5 wo
Vg, = ——rcosO+C(r) enr<a,

2 a
Yc(a,0) = 0 en r=a.

Para obtener la solucién del problema anterior proponemos lo siguiente:

C(r) = 0O,
5 w
5(r,0) = E—Or%ose,
a
A = Y6

Entonces, aplicamos el Laplaciano a la expresién anterior y obtenemos

VA = V?y.—V3%

5 wg 5 wo

= ——rcosf@———rcoso
2 a 2 a

= 0,

ademas

Al(a,0) = ¢Y(a, 0)—06(a,0)

5 5
= ——Qa“wpCcosé.
16

32



Por lo tanto, escribimos el problema para A como

VA = 0, enr<a,

5

Aa, 6) —1—6a2 woCo0SO en r=a.
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Los coeficientes de la serie de Fourier de la solucién del problema anterior se escriben

como

ap = 0,
> 2
o = —Qa” wWo,
1 16 0
B, = O,

donde las siguientes igualdades fueron aplicadas

s
J sen(n@) cos(mB)d6 =0, n,meN,

—T

n 0, sin#m,
J cos(nB) cos(mB)do =

- m, Ssin=m.

Entonces la solucién del problema para A es:
A(r, 6) > 6
r,0) =——aworcoso.
16 0
Por lo tanto

Ye(r,0) = A(r,0)+4(r,0)
5 5 Wo

= ——awercos@+ — —r3cosé.
16 16 a

La expresidn anterior expresada en coordenadas cartesianas es:

5 5 wo 5 5
X, =——QaAWo X+ ——— XX+ .
‘/Je( Y) 16 0 16 a ( y)

(52)
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3.3. Las velocidades de orden ¢

Para calcular las velocidades de orden € tomamos en cuenta lo siguiente

1
Yo(x,y) = Zwo(az—xz—yz),
oYy 1
—— = —SWoX
0X 2
oYy 1
—_ = — W ,
3y > 7
5 5 wo
2 2
X, = ———aWoX+ ——Xx(x°+ ,
Ye(x, y) Tg dWoX+ g (x* +y?)
oY, 5 wo )
= — —(—a’>+3x?+y?),
oX 16 a ( y)
oY 5 wo
= ——Xy,
oy 8 a
ademas
b = X% e
© ady oy’
v, = _X%o 9
€ a ax  ox
por lo tanto las velocidades son
1 Wo
Us = ——XY,
€ 8 a Y.
1 Wo
Ve = —— —(—5a?2+ 7x2%+5y2).
€ 16 a ( y)
Por lo anterior escribimos:
0
Ve = %%xy . (53)
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3.4. La vorticidad de orden ¢

Para calcular la distribucién de vorticidad wse tenemos:

dVe dlUg¢
Wse = -

1w
= —[———(—5a2+7x2+5y2)]——[——0xy}
oyL8 a

La expresion anterior puede ser escrita en términos de las coordenadas polares como:

Wo
Wse = ——1Tr COS 0. (54)
a

Notamos que esta expresién cumple un principio fundamental, a saber: en una so-
lucidn estacionaria de la ecuacién de Euler, para un flujo axialmente simétrico y sin
giro, la vorticidad varia linealmente con la distancia al centro de curvatura (Batchelor,
1967).

En el siguiente capitulo analizamos otro caso particular de los vértices tubulares,

los vortices helicoidales.
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Capitulo 4. Vortices Helicoidales

En general una curva es llamada una hélice si las lineas tangentes a dicha curva
forman un dngulo constante respecto a una direccién fija. Ademas la curva esté carac-
terizada por tener torsién T = constante y curvatura k = constante. Entonces decimos

gue un vértice helicoidal es un vértice tubular cuya linea central es una hélice (ver Fi-

gura|[3).

Figura 8. Segmento de un vértice helicoidal. El vértice se extiende indefinidamente en ambas direccio-
nes y su linea central es una hélice de tamafio de paso L.

En este capitulo obtenemos la seudo funcién de corriente de orden n tomando en

cuenta que el orden cero es la funcién de corriente del vortice de Rankine.
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4.1. La seudo funcidon de corriente de orden n

Para obtener la seudo funcién de corriente de orden n consideramos que las ecua-
ciones de Euler para un fluido incompresible y completamente desarrollado (la veloci-

dad no depende de la coordenada axial s ni del tiempo t) se escriben como sigue:

Ty ow X ow K 1 rop op op
u+ —w|—+|(v——w|———wu= — Ty——1™x— |, (55)

+

M X M ay M _p_M as X oy
Ty \ou TX ou 1 lap
u+ —w|—+|v——w|—+ —w(kw—1V) = ——, (56)
M 9X M oy M p ax
Ty \oVv X ov T lap
(u+ —w)—+(v——w)—+—wu = ———. (57)
M X M oy M p oy

La ecuacion de conservacion de masa se escribe como

d 2
a[Mu + Tyw] + E[MV_ wa] =0, (58)

ademas una seudo funcién de corriente ¢ = ¢(x, y) que satisface la ecuacién anterior

es:
oy
— = Mu+Tyw, (59)
oy
oy
—— = Mv-—T1xw. (60)
oXx

Y(x, y) = constante define una superficie tridimensional, y V¢ es normal a esta super-
ficie. Para un valor de s dado, ¢(x, y) = constante define curva en el plano n-b tal que
V¢ es ortogonal a la tangente de esta curva. Utilizamos la definicién de gradiente de
una funcién escalar y obtenemos (Bolinder, 1996a):

t+—n+ —»>b.
X ay

Tyoy TXoY oy oy
wj_(M ox May)

Denotamos el flujo secundario como

v=un+vb.
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Entonces

Vyev = u—+v—
= Tw(xu+yv)
Por lo tanto, Y(x, y) = constante no son lineas de corriente del campo de velocidades
v, sin embargo,
Vyev = Vye(wt+V)
= 0,

es decir, la velocidad es tangente a las superficies ¢(x, y) = constante. Esto es, estas

superficies definen tubos de corriente para el campo de velocidades (Bolinder, 1996b).

Ahora definimos el siguiente parametro adimensional pequefio:

T=Q<< 1.
a

La existencia de los pardmetros € y n nos sugiere nuevamente la aplicacién del mé-
todo de expansiones asintdticas. Los valores de los parametros € y n no pueden ser
elegidos de manera arbitraria. En la Figura [9] mostramos los valores que toman es-
tos parametros en funcién del tamafo de paso adimensional del vértice para un valor

dado del radio del vortice a=0.1.

0.1

0.08

0.06 |
0.041 ;‘; X

0.02

Figura 9. Valores de los parametros € y n en funcién del tamafio de paso adimensional P para un valor
dado del radio del vértice a=0.1.
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Para un problema en el cual hay dos pardmetros dados es posible considerar una

expansion de las variables dependientes de la siguiente forma

F=Foo+€F01+€2F02+'“

+nF10 + N€F11 + N€?F1 + -+,

donde el primer subindice indica la potencia asociada al parametro n y el segundo
al parametro € (Tuttle, 1990). Por lo tanto, las variables dependientes pueden ser

expresadas como series de potencias en € y n como sigue

U = Uo+EUc+NUp+---, (61)
V. = Vo+€Ve+nNvp+---, (62)
W = NWp+---, (63)
g = Yotege+tnyp+---, (64)
P = Po+€Pe+nNpn+---, (65)

donde p = % y los puntos indican términos de mayor orden los cuales son despreciados,

ademads Y, Yy Y. son las funciones de corriente dadas anteriormente.

Observemos que a partir de las relaciones de la seudo funcién de corriente tenemos

las siguientes expresiones de orden cero y de orden n:

0 ay;
vo = o
O ax’
d
u = O, (66)
oy
2

Sustituimos las series (61)), (62), (63) vy en la segunda componente de las ecua-

ciones de Euler (56)), colectamos los términos de orden n y tenemos:
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Ahora sustituimos las series (61)), (62)), y en la tercera componente de las

ecuaciones de Euler (57)), colectamos los términos de orden n y tenemos:

Las dltimas dos ecuaciones forman el siguiente sistema de ecuaciones:

au” BUO au” BUO 8,0,7
Uo + Up + Vo + Vp = -
X dX dy ay ax
aVr] aVO aVn BVo 8,0,7
Up + Up + Vo + Vp = ——.
X EP% dy ay dy

Sustituimos las expresiones de orden cero y de orden n de la seudo funciéon de corrien-

te en el sistema de ecuaciones anterior y tenemos:

3‘/’0&[3%}_‘_ alﬂni[alﬂo]_awoi[alﬂn]_alﬂni[alﬂo} oPn

dy ax| ay oy ax| ay ox dy| ay ox ayl oy oX
_alﬂoi[aﬁbn}_alﬂni[a‘l’o]_k 3¢oi[3¢n]+3¢ni[3¢o} _ _aﬁ
ay ox| ox dy ox| ax ox oyl ox ox oyl ox oy
Tomamos en cuenta las siguientes relaciones:
1 2 2 2
Yolx,y) = Zwo(a —X“=y°)
oYy 1
— = ——woX
ox
3%y, 1
= ——w
ax? 20
oy 1
—_ = —W
oy > oy
3%y, 1
= ——w
ay? 20
3¢ 3%y,

ayax axdy
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Sustituyendo las expresiones anteriores en el sistema de ecuaciones tenemos:

1 32 1 a2 1 9 3
——woYy ¥n + —WwoX ¥ + = oﬂ = —ﬁ, (68)
2 oxay 2 ay? 2 ax X
1 32 1 9 1 32 d
—Woy il + —(;Joﬂ — —WoX ¥ = —ﬁ. (69)
2 ax2 2 a3y 2 dyax ay
Derivamos la ecuacién con respectoayy con respecto a x y tenemos:
1 92 1 d [ 82 1 3 [92 1 92 32
—=wo b _ 2 _[ wn]+“*’0 _[ ‘/’n}+_w0 LR Pr - (70)
2 axoy 2 ax | ay? 2 oyl ay? 2 9ydx ayadx
2 2 2 2 2
1woyi[a w”] 5 03 bo_2 0a bn _ 2 Oi[a ‘/]’7} - _apn- (71)
2 x| ax2 2 9xdy 2 ayax 2 9yl ox? axay
Multiplicamos (71)) por (-1) y lo sumamos a (70) y tenemos:
5} d
—|V2¢, |- x —|V?¢, |=0. 72
y ax[ ‘/’n] ay[ ‘/’n] (72)

Por lo tanto, podemos reescribir la expresidén anterior, en funcién de las usuales coor-

denadas polares, como:
sen? ei[vzw ]+cos2 ei[vzw ] =0
26 d 36 N

9
5g[vzt/;,,] =0

vzwn

K(r). (73)

La expresion anterior es conocida como la ecuacion de Poisson. En la frontera supone-
mos, nuevamente, la condiciéon de impenetrabilidad y escribimos el siguiente proble-

ma.

V2, K(r) en r<a,

0 en r=a.

¥n(a, 6)
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Para obtener la solucién del problema anterior proponemos

wWo

K(r) = —r,
a
lw
Y(r,0) = 5 ?0 r3,
N = ¢,—Y.

Aplicamos el Laplaciano a la Ultima igualdad y tenemos

2 — 2 2
VA = V2y,—V2Y

Wo wWo
= —r——r

a a
= 0,

ademas

A(a, 8)

(/jr](al e) - Y(a, 6)

1
2
——a“ wo.
9 0

Por lo tanto escribimos el problema para A como:

VA = 0 enr<a,

1
Na, 8) = —§a2wo en r=a.

El problema anterior es conocido como el problema de Dirichlet para la ecuacién de
Laplace y su solucion es:

1
A(r, 0) = -3 a? wo.

Por lo tanto

Y(r.0) = Nr,08)+Y(r,0)

1 1 wo
= —ad?wo+——1r3
9 a

9

1 r3

= §&)0 (E—az). (74)
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4.2. La componente axial del vector de velocidad

Para obtener la expresién para la componente axial de la velocidad, sustituimos

las velocidades y la presion dadas por las ecuaciones (61)), (62), y en (55),

sustituimos T = g colectamos los términos de orden n y tenemos
Up—+ Vo =— - — + — ,
X oy 9s aodx ady

sustituimos las relaciones de orden cero en la expresién anterior y obtenemos:

1 ow 1 ow 2 dpg X 9pg
——woy—n+—wox L Pn _YoP +—p. (75)
2 X 2 oy s aodx aay

Dado que el vértice de Rankine es un vortice circular con rotacién de cuerpo sélido
tenemos que po = %(x2 + y?), ademds suponemos que p, es constante, entonces
sustituimos estas expresiones para la presion en (75) y tenemos

oW, Wy

—+x—=0.
Y X ay

Podemos reescribir la expresion anterior, en funcién de las coordenadas polares, como

ow 1 ow ow 1 ow
y[cose—n— —sene—n]+x[sen 6— " + —cose—n] =
ar r ) ar r 00
dwy

—[ sen? 6 + cos? 9] =0
06
Wy,
06
Por lo tanto,

wp = H(r). (76)

Para fines practicos tomaremos como ejemplo dos formas para H(r), a saber, H(r) =0
y H(r) =—r2.



4.3. La vorticidad de orden n

Para calcular w de orden n tomamos en cuenta las siguientes relaciones

(A)s -

Wx =

(A)y -

v  du

ox oy’
oW TXdV Tyodv UT

_+ ,
oy Moy Mox M

oW TXoU Tyou WK VT

’

y proponemos las siguientes expansiones

Ws

Wx

Wy

= w50+€wse+nwsn+"',
= wx0+€wx€+nwxf7+"',

= wy0+€wy€+r’wyr,+"'.

Sustituimos las series (61), (62) y en y tenemos:

0 0

Colectamos los términos de orden n y obtenemos:

Si

entonces

1
%(X'Y)—gwo[

dvp, dup

Wsn = .
7 ax  ay

1 o
wr](r' 0) = 50‘)0(;_0 );

3
2

(x2 +y?) _azi|,
a

44

(80)
(81)

(82)

ademdas tomamos en cuenta las relaciones de orden n para la seudo funcién de co-

rriente y tenemos que

1 wo 1
up = 57y(x2 +y?)2.
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Entonces
dup 1w x%2+2y?

W_-%?(Xz_,_yz)%'

De manera analoga tenemos

1 wo 1
Vi =—§—x(x2+y2)2,
entonces
vy 1 wo—2x%—y?
oX 3 a (x2+y2)2
Por lo tanto
vy,  dup
Wsp = ———
=1 X ay
1wy —2x2—y2 1wy x2+42y2
- 374, . 1734 1
3@ (x24y2)2 3 A (x24y2)
wo 1
= — 22 (x2+y?)?
Consideramos T = g sustituimos las series 1) 1D 1D y 1i en 1) y tenemos:
onwn 'rxa[ ]Tya[ ]T[ ]
Wx0+EWxe+NWxn = +——| Vo+€EVe+nVy |———| Vo+EVe+NV, |——| Ug+EUc+NUS |.
X0 xe T NWxn 3y Mayo etNVny MaXO e’?r)MO etnNup

Colectamos los términos de orden n:

ow, X9dvp yove 1
+ — - = — — Up.
oy aody aodx a

wxn =

Si suponemos H(r) = 0 entonces

W,7=O.

Por lo tanto
dW,

oy
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Ademas recordemos que

1
Up = —Ewoy,
1
Vo = Ea)oX,
entonces
wWxn = 0.

Ahora sustituimos las series (61), (62), y en (79), y tenemos:

aNwp 'rxa[ | Tya[ | NWnK
— ——([ug+ €uc+nuy |+ ——Jug+ €uc + nup | +
ox M gyt ot EUe T NNtn I e Lo ele ¥ lin M
T
—M[vo+eve+nv,,].

wyo + ewye + r’wyr’ -

Colectamos los términos de orden n, es decir,

oW, Xdup youp 1
— - — + = — —Vo.
X aody aodx a

Wyn =

Si suponemos H(r) = 0 entonces
wyr’ - O

Por lo tanto el vector de vorticidad de orden n es:

1

0
Por otro lado, supongamos que H(r) = —% r? entonces el vector de vorticidad de

orden n, en términos de las coordenadas cartesianas, es:

1
) %y ) (84)

Wwo
2ax

(X
S
Il
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4.4. Los campos de velocidad y de vorticidad

A continuacién escribiremos el campo de velocidad para un vértice helicoidal, en-

tonces si H(r) = 0 tenemos que

0

v= ——woy+eé“;‘ny+n§“;°y(x2+y2)2 : (85)

%wox—e%%(—5a2+7x2+5y ) n; "f;’x(x2+y2)2

Luego, si H(r) =—%2r2 tenemos

—n < (x% +y?)
1
V= ——woy+eé“ffxy+n§“Z,°Y(X2+y2)2 : (86)

3 WoX — 6116“;0( 5a2+7x2+5y) né";"x(x2+y2)2

A continuacién escribiremos el campo de vorticidad para un vértice helicoidal, en-

tonces si H(r) = 0 tenemos que

Wo— €22 x—n=o (x2+y2)2
0

Por otro lado, si H(r) = —% r? tenemos

Wo—€ X Xx— 17“’0(x2+y2)2
w= 2/7 y . (88)
2n*2x
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Capitulo 5. Resultados

En este capitulo mostramos los resultados obtenidos en las secciones de los capi-

tulos anteriores.

5.1. La funcion de corriente de orden € y la seudo funcion de corriente de

orden n

La Figura muestra los contornos de la funcién de corriente de orden € y la seudo
funcidon de corriente de orden n de primer orden del flujo secundario de un vértice
helicoidal. Observamos que ¢ muestra un par de celdas contra rotativas (ver Figura
[11fa)). Cabe mencionar que este par de celdas son anélogas a las mostradas por Dean

(1927, 1928). Por otro lado, ¢, muestra una estructura axialmente simétrica.

-0.6 -0.6

(a) (b)

Figura 10. Funcidén de corriente de orden € y seudo funcién de corriente de orden n: Ye la funcién de
corriente asociada sélo a la curvatura; ¢, la seudo funcién de corriente asociada sdlo a la torsion.

Para un vértice helicoidal los contornos de la seudo funcién de corriente ¢ no des-
criben el flujo secundario dado por uy v. Entonces, graficamos los campos vectoriales
para representar el flujo secundario. La Figura |[11{a)| muestra el flujo secundario aso-
ciado sélo a la curvatura, mientras que la Figura muestra el flujo secundario

asociado sélo a la torsién.
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Figura 11. Campos vectoriales del flujo secundario: [(a)] flujo secundario asociado sélo a la curvatura;[(b)
flujo secundario asociado sélo a la torsién.

La seudo funcién de corriente para un vortice helicoidal es la suma de las funciones
de corriente de Rankine, la asociada sélo a la curvatura y la seudo funcién de corriente
asociada sélo a la torsion, en otras palabras, ¢ = ¢y + €y + n¢,. A continuacion

mostramos ¢ con diferentes valores de € y n.

Para mostrar ¢ consideramos los siguientes parametros: el radio del vértice a = %,
el tamano de paso adimensional del vortice P = ﬁ y el tamano de paso escalado
[= 2L_n Si suponemos a = 1 entonces Kk =€ y T = ). Estos Ultimos pueden ser obtenidos

con las férmulas para la curvatura y la torsién dadas en el capitulo[2] de esta tesis.

Los valores de los parametros € y n no pueden ser elegidos de manera arbitraria.
Dados P y a podemos determinar valores para € y n, sin embargo, para determinar P
y a se tiene que satisfacer la siguiente condicién: L > 4a, con L el tamafio de paso del

vortice, y P > 2?“ (Velasco Fuentes, 2018b).

La Tabla [1) muestra los valores de pardmetros € y n, de izquierda a derecha te-
nemos valores para a = 0.1, 0.2, 0.3 y de arriba hacia abajo tenemos valores para el
tamano de paso adimensional P=0.1,0.5,1, 5, 10. Los valores de P estan asociados al
alargamiento del vértice helicoidal, por ejemplo, obtenemos una hélice mas alargada
cuando P = 10. Por otro lado, los valores de a representan el cociente entre el radio de
la seccién transversal del vortice y el radio de curvatura R. Si a =1 entonces a=0.1

implica que R =10, ya que se debe cumplir a <<R.
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Los valores de los pardmetros € y n mostrados en la Tabla [1| estan asociados a las

subfiguras mostradas en la Figura por ejemplo, la Figura estd asociada a los
valores € =0.2970 y n =0.0297.

Tabla 1. Valores de los pardmetros € y n.

| a=0.1 a=0.2 a=0.3 |
P=0.1]|€=0.0990 n=0.0099 | €e=0.1980 n=0.0198 | € =0.2970 n=0.0297
P=0.5|€=0.0800 n=0.0400 | €e=0.1600 n=0.0800| € =0.2400 n=0.1200
P=1 € =0.0500 n=0.0500| €=0.1000 n=0.1000 | e =0.1500 n=0.1500
P=5 €=0.0038 n=0.0192 | €e=0.0077 n=0.0385| €=0.0115 n=0.577
P=10 | € =0.0009 n=0.0099 | €e=0.0020 n=0.0198 | e =0.0030 n=0.0297

La Figura muestra la seudo funcion de corriente ¢ = ¢y + € ¢ + n ¢, con diferen-
tes valores de los paradmetros adimensionales € y n, éstos son mostrados en la Tabla
anterior. Notemos que la hélice mas alargada se obtiene cuando P = 10, en contraste
la hélice menos alargada es para P =0.1. En funcién de P y a obtenemos valores para
los pardmetros adimensionales € y n. Por ejemplo, en la Figura para P=0.1y
a = 0.3 obtenemos € = 0.2970 y n = 0.0297, ademas observamos que el desplaza-
miento del valor méximo de la funcién de corriente ¢, es en el sentido de los valores
negativos del eje x, es decir, en direccién contraria al centro de curvatura, dicho des-
plazamiento se debe a la curvatura. Cuantitativamente notamos que el parametro
asociado a la curvatura es mucho méas grande que el asociado a la torsién. Por otro
lado, en la Figura[12[fi)|para P=10y a = 0.3 tenemos € = 0.003 y n = 0.0297. En este
caso obtenemos una hélice alargada, es decir, la curvatura es muy pequefia, lo cual

se observa cuantitativamente en el valor de €. El desplazamiento es despreciable.
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(b) (c)

s

{

(a)
l//_\>
4

(m) (n) ()

Figura 12. ¢ = ¢ + €y + Ny, para diferentes valores del paso de la hélice (P =0.1,0.5,1,5, 10, de
arriba hacia abajo) y del radio del remolino (o = 0.1, 0.2, 0.3, de izquierda a derecha). Los valores de los
pardmetros adimensionales € y n son mostrados en la Tabla
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La Figura[L3]muestra los valores del desplazamiento del valor méximo de la funcién

de corriente ¢, en funcién de €.

0.18

0.16} A
0.14f ° -
0.1z s /
0.06[ ¢

0.02f i o P i 4

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
€

Figura 13. Desplazamiento del valor méximo de la funcién de corriente o en funcién de €.

A continuacién mostramos la componente axial del vector de velocidad.

5.2. La componente axial del vector de velocidad

La Figura muestra la componente axial del vector de velocidad wj,.

0
0 0.005
-0.005
%5 -0.01
N -0.015
-0.015
-0.02 |
-0.025
-0.02
-0.03
-0.025

Figura 14. Componente axial del vector de velocidad wp: H(r) = —r2,n=0.0297.

Esta componente del vector de velocidad es de orden n, es decir, es debida a la torsidn.
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A continuacién mostramos los campos de vorticidad de orden € y n.

5.3. El vector de vorticidad
5.3.1. Vorticidad de orden ¢

En la Figura [L5] mostramos la componente axial del vector de vorticidad de orden

€, es decir, wse.

0.25
0.2
10.15

401

10.05

-0.2|
1-0.05

-0.3|

8 -0.1

0.5 — | e

-0.2

-0.25

=0.5 — ‘
|

Figura 15. Componente axial del vector de vector de vorticidad wse.

Observamos que la vorticidad varia linealmente con la distancia al centro de curva-
tura, ya que el vector n(s) apunta hacia el centro de curvatura en el sentido de los
valores positivos del eje x. Ademas, notemos que a orden 0 la vorticidad es constante,

mientras que a orden € es una funcién lineal. Este ultimo es debido a la curvatura.

5.3.2. Vorticidad de orden n

La Figura muestra el campo de vorticidad de orden n en la seccién transversal

del vortice helicoidal.
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Figura 16. Campo de vorticidad de orden n en la seccién transversal del vortice helicoidal. El eje de la

hélice esta en la direccién positiva del eje x.

En la Figura anterior consideramos H(r) =—r? en w,.

Las conclusiones mas significativas de esta tesis las presentamos en el siguiente

capitulo.
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Capitulo 6. Conclusiones

En un sistema de coordenadas ortogonal podemos deducir las ecuaciones gober-
nantes de forma inmediata utilizando factores de escala (Batchelor, 1967), sin embar-
go, el sistema de coordenadas helicoidal no es ortogonal lo que implica el desarrollo
de las ecuaciones gobernantes utilizando el analisis tensorial. En esta tesis utilizamos
la metodologia propuesta por Bolinder (1996a) y deducimos las ecuaciones gobernan-
tes en un sistema de coordenadas helicoidal para obtener el campo de velocidad y la

distribucién de vorticidad en la seccion transversal de un vértice helicoidal.

Recuperamos, para un vértice toroidal, un par de celdas contra rotativas. Esta es-
tructura de dos celdas es andloga a la mostrada por Dean (1927, 1928). Por otro lado,

el efecto debido sélo a la torsién muestra una estructura axialmente simétrica.

Obtenemos la seudo funcién de corriente para un vértice helicoidal, la cual eva-
luamos para valores diferentes de los parametros adimensionales € y n. Encontramos
gue la curvatura es la responsable del desplazamiento del valor maximo de la funcién
de corriente del vértice de Rankine, dicho desplazamiento es en direccién negativa del

eje x, en otras palabras, en direccién contraria al centro de curvatura.

Observamos que la curvatura es responsable de que la vorticidad wse varie lineal-

mente con la distancia al centro de curvatura.

Conseguimos una expresion analitica arbitraria para la componente axial del vector
de velocidad. Si dicha expresién es cero entonces las componentes del vector de vor-
ticidad, en la seccidén transversal del vértice, son nulas. Si es una funcién cuadratica
del radio de la seccidn transversal del vortice, entonces las componentes del vector

de vorticidad son diferentes de cero.

La helicidad mide qué tan eslabonadas o anudadas estan las lineas de vorticidad.
Esta es una integral sobre el dominio del fluido y se calcula como H = [ vewdV (Mof-
fatt, 2017). Si la expresién analitica para la componente axial del vector de velocidad

es cero entonces H = 0. Si es una funcién cuadratica, entonces H = 12—5r)2 wg a3 m.
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Anexo

Las ecuaciones gobernantes

En este anexo aplicamos las férmulas definidas en el capitulo |2| de esta tesis y
escribimos en detalle las ecuaciones de Euler, de vorticidad y de conservaciéon de
masa. Por lo tanto, a continuacién se calculan los vectores base naturales, la métrica

fundamental del sistema coordenado, los vectores base reciprocos y los coeficientes
Eijky yjl

Los vectores base naturales

Sean x! = s, x2 = x, x3 = y las coordenadas curvilineas, vi = w, v> = u, v3 = Vv las
componentes del vector velocidad y e; = t,e; = n,es3 = b la base fisica, entonces el

vector de posicién r de puntos en el vértice tubular esta dado por
r(s,x,y)=rc(s)+xn+yb

y su diferencial es
or or or
dr = —ds+ —dx + —dy.
ds aX oy

Las derivadas parciales en la expresién anterior son los llamados vectores base natu-
rales del sistema coordenado (s, x, y). Calculemos entonces el diferencial del vector
de posicién

J or on ab]d [ ) [ ]]d [ 2 [ b]]d
r = |—+x—+y—|ds+|—|xn||dx+|—
EES Y as 90X oy Y Y

= t+x['rb—/<t]+y[—Tn]]ds+ndx+bdy

= (1— Kx)t— YN+ TXb]dS+ ndx + bdy,
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por lo tanto los vectores base naturales son

a = (1—Kx)t—’ryn+'rxb,
aX = nl
ay - b.

La métrica fundamental del sistema coordenado

Podemos reescribir a dr como
dr = Mdst + (dx— Ty ds)n + (dy + Txds)b,

con M =1 — kx. Entonces la métrica fundamental del sistema coordenado se escribe

como:

Mds Mds
dredr = |[dx—Tyds |e| dx—Tyds
dy + txds dy + txds

= Mz(ds)2 + (Ty)z(ds)z + (Tx)z(ds)z + (dx)2 + (dy)2 +2TXdyds—2tydsdx

= [MZ + T%y% + szz](ds)2 + (dx)2 + (dy)2 + 2Txdyds—2Tydsdx.

Los dos Ultimos términos en la expresiéon anterior indican que, a menos que T = 0,
el sistema de coordenadas (s, X, y) no es ortogonal y escribimos el tensor métrico

fundamental como
M2 + T2y? + T2x% —Ty 71X

(gkl) = —Ty 1 0/,
X 0 1

cuya inversa esta dada por
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Los vectores base reciprocos

Los vectores base reciprocos pueden ser obtenidos a partir de ak = gkla,, entonces

@ = glas+g?la+goa,,
@ = g2a,+g%%ay +g¥a,,
@’ = gas+9g*ax+g33a,.

Calculemos dichos vectores

a = [Mt— YN+ TXb]— +—n——>b

M2 M2 M?
1 TX TX
= —t——yn+ —b + —yn——b
M M?2 M? M? M?
1
= —t,
M

Ty M2+ T2y? T2Xy

X  —
a* = [Mt—'ryn+'rxb]m+ vz vy

Ty  T2y? T2xy M2+ 12y2 %Xy

= “t— b _
M M2 M2 M2 M2
T

= —yt+ n,
M

™> T2xy  M?+4+ 12x2

y = _[mMt— = _
a = [Mt Tyn+Txb]M2 IvE n+ vz
™  T°xXy  T°x%?  T°xXy  M?+ 12X
= ——t+ n— b— n+
M M2 M2 M2 M2
TX
= ——t+b.
M

Los coeficientes Ejx y yi

Los coeficientes Ej y ¥, fueron definidos en el capl’tulo. A continuacion calculamos

aquellos que no son nulos, comenzamos con los y’l y recordemos que y’l = e ed,



entonces

e, e a?

nea*

Ty
ne| —t+n
M
Ty
— |[net+nen
M

1,

esea’

bea’

TX
bO(——t+b)
M

—(T—X)bot+b0b
M

1,
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Ahora calculemos los coeficientes Ejx, recordemos que Ejx =e; e

Eq121

e; e a?

tea*

T
tO(—yt+n)
M
T
(—y)t.t+t.n
M

Ty

7

M

e, ea’

tea”

™
te| ——t+b
M
™
—| — |tet+teb
M

X

M

0er
ax?!
on

te—
as

te (Tb—Kt)

€1 e

T(teb)—k(tet)

—K,

0€;

axk

, entonces
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Ez11 = eze

I=k)
ax?!
on

= b.—
9s

= bO(Tb—Kt)

Ez21 = eze

= 1(beb)—«k(bet)

= T,

Ez31 = eze

= ne(=m)

= —t(nen)

La ecuacion de conservacion de masa

Para escribir la ecuacion de conservacion de masa utilizamos la definicion de di-

vergencia de un vector dada en (13). Entonces de forma general tenemos que las
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componentes de la divergencia de un vector v son

[avv], = S5(vavin)+ sz(vavari)+ sx(vaverd),

[aivv], = S5(venn)+ 5 (Vavard)+ s (vavarl)

[divv], = %(\/ﬁvlvf)+%(\/§vﬂg)+%(\/ﬁvwg).

Calculemos a g

g = det(gk)
M2 + T2y2 + T2x2 —Ty 71X
= —Ty 1 0
X 0 1

entonces /g =M.

Utilizamos las expresiones anteriores y tenemos que las componentes de div v se

escriben como

, ow
[dlvv]1 = PP

[div v]z = &[Mu + Tyw],
[divv], = %[MV_TXW].

Por lo tanto, poniendo todo junto y considerando un flujo completamente desarro-
llado, es decir, la velocidad no depende de la coordenada axial s ni del tiempo ¢t, la

ecuacion de conservacién de masa se escribe como

%[Mu + Tyw] + %[Mv— wa] = 0.
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El gradiente de presion

A continuacidn escribimos el gradiente de presién. Tomamos en cuenta la definicién
del gradiente de un escalar dada en (12)). Entonces de forma general para un campo

escalar f dado tenemos que

of of of

_ 1 2 3

[Vf]l - axt Yt ax2 Yt ax3 LET
of 1 of , of 3

[Vf]z = ax: Y, t % Yyt % Yy
of 1 of 5 of 3

[Vf]3 = X Y3+ % Y3+ aX373'

Utilizamos las expresiones anteriores y tenemos que las componentes de —%Vp se

escriben como

[ 1 1 l[ap op ap]
——=Vp = ——| —+TYy——TX— |,
R Mp| os X oy
i i 1o

__Vp — ___p,

B P d> an

[ 1 1o

——=Vp = ———p.

IV p oy

La ecuacion de Euler

Para el caso de un flujo completamente desarrollado tenemos que las componentes

de la ecuacién de Euler, pueden ser obtenidas a partir de la siguiente expresion

A lop ;

k _— i | = —_———"Y.

Yf(axk VlEltk)V] 0oy
donde el lado derecho de la igualdad fue obtenido anteriormente. Dado que el lado
izquierdo de la igualdad anterior tiene 4 indices: i, j, [ y k fijamos uno de ellos y reco-
rremos los valores de los restantes para obtener una de las componentes. Las otras

dos pueden ser obtenidas de forma andloga al recorrer los valores del primer indice



fijado. Entonces tenemos que
vy
— ~k _ ,
[(V o V)V:|l = ’Yj (axk v,Ellk)v,.

Recorramos el indice j

oVv1 A1 A1

[(V . V)V] = Y’{(w - VlEllk)Vl + Yg(w - VlEllk)VZ + v’g(w - VlEllk)VB

1

Ahora el indice [ y tenemos que [(Vov)v] =
1

k(avl £ ) k(avl £ ) N k(avl £ ) N
- —v Vi + — =V k |V2 — — ViE11k |V3
1 ax~ 1E11k V1 + 7, axk 1En Y3 ax~

k(avl £ ) k(avl £ ) N k(avl £ ) N
— v vy + — —V2Ezi1k |V2 — — V2E21k |V3
Y1 ax~ 2B214 V1 + 7,5 ax~ 1 73 ax~

K Vi K vy K vy
11 6_)(’<_V3E31k vVi+7, a_x’<_v3E31k V2 + 75 W—V3E31k V3.
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Finalmente el indice k [(v-V)v} =
1

1 A1 1 V1 1 vy
Y1 ——V15111 vi+7, ——V15111 V2 + Y5 ——V15111 v3+

1 avl 1 6V1 1 aVl
Y aX—l—V2E211 V1+'Y2 a—Xl—V2E211 V2+73 __V2E211 v3+
1 vy 1 oVvi 1 aVl
Y1\ To7 — VaEsun Vi + v5| =07 — VaEsu Vo + 13 ——V3E311 v3+
ox
Y: w—lellz V1t 75 E—Vﬂfnz V2 + 73 ——VlEllz v3+
Vil =5 — VeE212 Vi + V5| =5 — VeE212 |V2 + 73 ——V25212 V3+
ox
Vil =5 — V3Es12 |Vi+ ¥5| =5 — V3312 V2 + 13 ——V3E312 v3+
ox
3 CAY 3 A% 3 3V1
Y3 ﬁ_leIB V1+ 7, a—X3—V1E113 V2 + Y3 ——V15113 v3+
3 vy 3 vy 8V1
Y3 —3—V2E213 1t+7,; ——V2E213 V2+Y3 ——V2E213 V3t
X
3 Al 8V1 8V1
0% E—V3E313 v1+y2 6—X3—V3E313 V2+Y3 w—vﬂfals V3.

67

Observamos que la expresién anterior tiene veintisiete términos, entonces recorremos

los valores del indice i y tenemos las otras dos componentes, donde cada una tendra

veintisiete términos. Sustituimos los valores de los coeficientes Ejjx y yﬁ igualamos ca-

da componente con su respectiva componente del gradiente de presién y obtenemos

gue las componentes de la ecuacion de Euler, se escriben como

Y \ow ™X \ow K ap op op

u+ —w|—+|(v—-———w|———wu = —— +Ty——TX—

M X M oy M oM X oy
Ty \ou ™ ou 1 1lap
u+ —w|—+|v——w|—+ —-wkkw—1V) = ———,
M ax M oy M P 9x

( (3% )av ( X )av T 1ap
u+ —w|—+|lV———-"--W|—+—wWUu = ——.
M oy M p oy
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La ecuacion de vorticidad

Nuevamente consideramos el caso de un flujo completamente desarrollado, enton-
ces las componentes de la ecuacidn de vorticidad, es decir, el rotacional de la ecuacién
de Euler, pueden ser obtenidas a partir de la siguiente expresién:

K owi £ K aV; £
N — — wiEik |vi =7 — — ViEik |w;.
Y; axk Euk Vi =, ax* (Elik |Wj
Nuevamente usamos la estrategia mostrada en secciones anteriores para obtener en
detalle las componentes de dicha ecuaciéon. Observamos que cada lado de la igualdad

anterior tiene veintisiete componentes para cada valor del indice que elegimos fijo i.

Entonces las componentes de la ecuacidén de vorticidad se escriben como sigue

TY \dWs ™X \oWws K
u+ﬁw +|{v——w — —WxW =

X M oy M
( Ty )aw ( TX )aw K
Wx+ —Ws |—+ | Wy — —ws | — — —wsU,
T M) ax Y M )ey M C
TY \dwx TX \owx W
u+-—w +|lv——w + —(wsk — wyT) =
M) ax M)y M
Ty \du T™X U Wws
Wx+ —Ws |—+ | Wy — —ws | — + —(wk — vT),
M) ax M "oy M
( Ty )awy ( X )awy T
Ut —W|—+|V——W | — + —wxW =
M) ax M)y M
( Ty )av ( TX )av T
Wx+ —Ws | —+ | Wy — —ws | — + —wsu,
T M%) ax Y M ey M C

donde ws, wx, Y wy son las componentes del vector de vorticidad w.

El rotacional del vector v

Para calcular el rotacional del vector v utilizamos la definicién y recordamos
gue el tensor alternante, definido anteriormente, es un tensor de rango 3 el cual tiene
seis componentes no nulas, entonces fijamos un indice y elegimos los otros dos indices
de tal manera que el tensor alternante tenga un valor no nulo. Entonces si fijamos el

indice i tenemos



/ V3
[I‘OtV]1=€123'Y2 a_)d_vam3l ’

donde €123 = 1. Recorramos ahora el indice [, entonces
ro v = -V + — =V + — =V
72 aX mEm31 'YZ 6)(2 mEm32 72 aX3 mEm33
Finalmente el indice m y tenemos que [rot v]l =
(6V3 £ ) (av £ ) 3(av3 £ )
Y5| —=—ViE131 |+ Y —ViEi132 |+ Y5| ——3 — ViLti3s |+
2 X 2 aXZ 2 aX3
(8V3 £ ) 2(3V3 £ ) 3(6V3 £ )
Yo ——= — V2E231 |+ V5| ——5 — V2L232 |+ V5| ——3 — V2L233 |+
2 X 2 aXZ 2 aX3
V3 AL Vs
Y5 axl v3Esz1 |+ 73 Yl —V3E332 |+ 73 e v3E333 |.
Pero para i =1 también tenemos j=3 y k = 2 entonces
_ A £
[rot V] 6132’}’3 a_x‘ — VmEma2i

donde €132 =—1. Recorramos el indice (

A

dVva V2
[I‘Ot V]l =_Y3( VmEmZI) Y3(__VmEm22) 73(__VmEm23)-
ax?! ax3

ax?

Ahora el indice m y tenemos que [rot v]l =

V2 V2 3 9V2
—'Y3 W_VlElzl 'Yg w_lelzz —73 a_Xs_VlElB
(GVz E ) (BVZ E ) 3(6V2 £ )
— —_— vV —_— =V — =V
Y3 X 2E221 Y5 X2 26222 Y3 3% 26223

— Y3 8_)(1_V3E321 — 73 W‘V3E322 —73 a_X3_V3E323 '
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Poniendo todo junto tenemos que [rot v]l =

V3 oVv3
72 W—VlEBl +72 B)(_Z_V1E132

N———
+
<
N W

~

U | @

2|3

Wl w
I
<
=
[
w
w

N——
+

ax* ox* ox°
) V> 5 A 3 CA)
-3 a_Xl_V1 121 | — 3 w‘vl 122 | =3 __Vl 123
A oVv2
1 2 3
—73(6—X1—VzEzzl)—Y3(w—VzEzzz)—Y3( — V2 223)
V2 NELZ: 3( 9V2
-y (a—xl—vaEnl) Y3(8—X2—V35322) Y3(——V3E323)
Por lo tanto
dv  du
YT ax oy

De manera analoga obtenemos las siguientes expresiones:

ow 1lov Tx9v Tyodv UT
w, = ———+ ——— ———— —

oy Mos Moy Moax M

lou ow wk TXou Tyou VT

w3 = ———— —_— —_——_——

Las componentes del vector de vorticidad w

A continuacién escribimos las componentes del vector de vorticidad w, es decir,

v au
ws = ———,
ax  ay
ow TX OV TyaV ut
Wy = —+———————,
X ay May Max M
ow TX oU Tyau WK VT
wy = —-——— _— —_—

+ + .
ox May Mox M M
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