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Resumen de la tesis que presenta Alejandro Flores Lamas como requisito parcial para
la obtencidn del grado de Doctor en Ciencias en Ciencias de la Computacion.

Estudio de factibilidad para resolver el problema 2-packing maximo en
tiempo polinomial en grafos outerplanares

Resumen aprobado por:

Dr. José Alberto Ferndndez Zepeda
Director de tesis

Este trabajo de investigacion se centra en el area de analisis y disefio de algoritmos
para grafos, tanto centralizados como distribuidos. Sea G = (Vg, Eg) un grafo no dirigi-
do, donde |Vg| = n. Un subconjunto $ C Vs es un conjunto 2-packing si para cada par
de vértices en 5, la longitud del camino més corto entre ellos es de al menos tres aris-
tas. Un conjunto 2-packing $ es maximal si no existe otro conjunto 2-packing $’ tal que
S c §’. Un conjunto 2-packing es méximo si es el conjunto de mayor cardinalidad entre
todos los conjuntos 2-packing maximales. En este documento se discute el problema
de encontrar un conjunto 2-packing en algunos grafos planos en tiempo polinomial.
Un grafo plano es el que se puede dibujar en un plano de tal forma que las aristas sélo
se intersectan en sus extremos. El cactus es un grafo plano donde cualquier arista
pertenece a lo mas a un ciclo. Un grafo 1l-outerplanar es un grafo plano donde todos
sus vértices yacen en el borde externo del mismo. Un grafo Halin es un grafo plano
gue se construye al conectar las hojas de un dibujo plano de un &rbol (con al menos
cuatro vértices, ninguno de ellos de grado dos) para que formen un ciclo. La primera
contribucidén del presente trabajo de investigacién consiste del disefio de un algoritmo
de programacién dinamica que encuentra un conjunto 2-packing maximo en un grafo
cactus en O(n?) unidades de tiempo. La segunda contribucién consiste del disefio de
un algoritmo que encuentra un conjunto 2-packing maximo en un grafo 1-outerplanar
en O(n) unidades de tiempo. Finalmente, la tercera contribucién consiste del disefio
de un algoritmo distribuido que encuentra un conjunto 2-packing maximal en un grafo
Halin en O(n) unidades de tiempo. Se conjetura que las técnicas empleadas para el
desarrollo de estos algoritmos podrian servir como base para desarrollar algoritmos
similares para el problema del k-packing maximal y maximo en este tipo de grafos en
tiempo polinomial.

Palabras clave: Algoritmos para grafos, conjunto 2-packing, grafo 1-outerplanar,
desmembracidn de arbol, cactus.



Abstract of the thesis presented by Alejandro Flores Lamas as a partial requirement to
obtain the Doctor of Science degree in Computer Sciences.

Feasibility study to solve the maximum 2-packing set problem in polynomial
time in outerplanar graphs

Abstract approved by:

Dr. José Alberto Ferndndez Zepeda
Thesis Director

This research project focuses on the analysis and design of graph algorithms, both
centralized and distributed. Let G = (Vg, Eg) be an undirected graph, where |[Vg| = n.
A subset S C Vg is a 2-packing set if for every pair of vertices in S, the shortest path
between them is at least three edges long. A 2-packing set S is maximal if it does not
exist other 2-packing set §’ such that § c 5’. A maximum 2-packing set is the one of
largest cardinality among all maximal 2-packing sets. This document addresses the
problem of finding a 2-packing set in some planar graphs in polynomial time. A planar
graph has an embedding on a plane in such a way that its edges intersect only at
their endpoints. The cactus is a planar graph such that any edge belongs to at most
one cycle. A 1-outerplanar graph is a planar graph for which all its vertices lie on the
boundary of the graph. A Halin graph is a planar graph constructed by connecting the
leaves of a planar embedding of a tree (with at least four vertices, none of them of
degree two) into a cycle. The first contribution of this work consists of the design of a
dynamic programming algorithm that finds a maximum 2-packing set in a cactus graph
in O(n?) time units. The second contribution consists of the design of an algorithm that
finds a maximum 2-packing set on a 1l-outerplanar graph in O(n) time units. Finally,
the third contribution consists of the design of a distributed algorithm that finds a
maximal 2-packing set on a Halin graph in O(n) time units. We conjecture that the
techniques used for the design of these algorithms could serve as a basis to develop
similar algorithms for the maximal and maximum k-packing set problem in these type
of graphs in polynomial time.

Keywords: Graph algorithms, 2-packing set, 1-outerplanar graph, tree de-
composition, cactus.
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Capitulo 1. Introduccion

1.1. Preliminares

Un problema computacional consiste de una entrada codificada en algun alfabeto,
donde lo que se busca es devolver una solucién que satisfaga cierta propiedad; es
decir, un problema computacional esta descrito por la propiedad que la salida debe
satisfacer con respecto a la entrada. Esta tesis se enfoca en dos tipos de problemas

computacionales: de ‘decision’ y de ‘optimizacion’.

Los problemas de decisién se responden con un si o no; es decir, lo que se pi-
de es verificar si la entrada satisface cierta propiedad. Por su parte, los problemas
de optimizacién buscan encontrar la mejor solucién dentro del conjunto de todas las

soluciones factibles.

Un algoritmo es una secuencia de pasos computacionales que transforman una
entrada, mediante un procedimiento especifico, en una salida (Cormen et al., 2009).
Donde la complejidad de un algoritmo es la cantidad de recursos necesarios para su
ejecucién; i.e, numero de pasos, cantidad de espacio, ancho de banda en la red, entre
otros. Para este trabajo se considera al tiempo de ejecucién como la cantidad de pasos
gue requiere un algoritmo para su ejecucién. Este pardmetro se expresa en unidades

de tiempo o u.t.

Un sistema distribuido es una coleccion heterogénea de componentes de hardware,
software y datos interconectados por una red que proveen un servicio (Kshemkalyani y
Singhal, 2008). Para los sistemas distribuidos, un algoritmo es un conjunto de acciones
replicadas en cada nodo participante del sistema que dicta las interacciones entre ellos
(Jiménez y Estrada, 2014). El tiempo de ejecucién para los algoritmos distribuidos en
un ‘sistema sincrono’ se mide en ‘rondas’. Una ronda es la ejecuciéon de una operacién
local en la cual los nodos del sistema envian un mensaje a sus vecinos (Tanenbaum y
Steen, 2006; Ghosh, 2014).

Un algoritmo es autoestabilizante si en un sistema distribuido se garantiza la con-
vergencia del sistema a un estado legal (y mantenerse en éste si no existen fallos) en

un numero finito de pasos, sin importar el estado inicial del mismo (Dijkstra, 1974).



Por convencién, se dice que un algoritmo es factible si este se ejecuta en tiempo
polinomial; i.e., si existe algln polinomio p, tal que el algoritmo requiere a lo mas p(n)
pasos en entradas de longitud n. A lo largo de esta tesis se hara mencion a tres clases

de problemas:

m La clase P consiste de aquellos problemas que se pueden resolver en tiempo

polinomial.

m La clase NP son los problemas que, dada una solucién candidata, se pueden

verificar si ésta es una solucién correcta al problema en tiempo polinomial.

= La clase NP-completo son los problemas mas dificiles en NP. Un problema L es
NP-completo si 1) éste se encuentra en NP y 2) si cualquier problema en NP se
puede expresar en términos de L a través de un algoritmo de transformacién que
corra en tiempo polinomial. Si sélo se cumple el punto 2) pero no necesariamente

el 1), entonces el problema es NP-dificil.

Un grafo es un par G = (Vg, Eg) de conjuntos tal que Eg € Vs x Vg; es decir, los
elementos de Eg son subconjuntos de dos elementos de V. A los elementos de Vg
se les llama vértices (o nodos o puntos) del grafo G, mientras que a los elementos
de E; se les denomina aristas. El orden de G es el nUmero de vértices en Vg, escrito
como |Vs| = n, mientras que el nimero de aristas, |[Eg| = m, es el tamarno de G.
En esta definicion de grafo se considera que las aristas no son dirigidas; es decir
{u, v} = {v,u}. Asimismo, no se consideran autociclos, i.e., esto es una arista de
un vértice a si mismo (Diestel, 2018). Tampoco se consideran aristas multiples, ya que

un conjunto no contiene elementos repetidos.

Se dice que un vértice v es incidente a una arista e € Eg si v € e. Al par de vértices
{u, v} incidentes en una arista e se les denomina vértices extremos, donde la arista
e conecta a u con v o viceversa. Para este trabajo, la arista compuesta por el par de
vértices {u, v} se escriben como (u, v) € Eg. Un camino es un grafo no vacio es una
secuencia alternada de vértices y aristas en donde todos los vértices son distintos.
El nUmero de aristas en el camino es su longitud. Por lo tanto, la distancia entre dos

vértices en G es la longitud del camino mas corto entre ellos. Un ciclo es un camino



{Xo0,X1,...,Xi} en donde solamente xp y X; son iguales. La longitud del ciclo es el

numero de aristas que lo componen.

Se dice que G’ = (VG, EG) es un subgrafo de G = (Vg, Eg), denotado por G’ C G,
si VG C Vg, EG C Eg y cada arista en Ef tiene sus dos vértices extremos en V5. Un
subgrafo inducido G’ es un subgrafo de G de la forma G— X, donde X c V. El subgrafo
inducido G’ debe tener todas las aristas de G que unen dos vértices de V. Un grafo
G es conectado si no es vacio y cualquier par de vértices de Vs estdn conectados por

un camino; caso contrario G es desconectado.

Un grafo geométrico es aquel cuyos vértices estan representados como puntos
distintos en cualquier posiciéon del plano y cuyas aristas se dibujan como segmentos
de linea recta, con posibles cruces (Pach, 2013); a cada regidn rodeadas por aristas se
le lama cara. Un grafo plano es el que admite un dibujo en el plano de tal manera que
las aristas sélo se intersectan en los vértices. Un grafo geométrico plano es un grafo
plano G = (Vg, Eg, F) encajado en el plano donde F es un conjunto de caras. Entre las
suposiciones que se pueden realizar en estos grafos es que cada vértice tiene su par

de coordenadas [x, y] (Chévez et al., 2004).

Un grafo sin ningun ciclo es un bosque, y un arbol es un grafo conectado sin ci-
clos. Si el grafo contiene exactamente un ciclo, entonces éste es un grafo uniciclico o

simplemente uniciclo.

Un grafo K = (Vk, Ex) es un cactus si cada arista e € Ex pertenece a lo mas a un
ciclo de K (es decir, cualquier par de ciclos adyacentes comparten a lo mas un vértice).

El cactus es un subconjunto de la familia de los grafos planos.

Un grafo es l-outerplanar si se puede encajar en el plano de tal forma que to-
dos sus vértices toguen la cara externa (Mitchell, 1979). Un empotramiento de G es
r-outerplanar si es plano, y al borrar todos los vértices de la cara exterior, el em-
potramiento restante es (r — 1)-outerplanar (Chekuri et al., 2003). Note que bosques,

arboles, ciclos y cactus pertenecen al grafo 1-outerplanar.

Dentro de los grafos 2-outerplanares esta el grafo ‘Halin’. Sea T = (V1, ET) un arbol
tal que [Vr| = 4 y que el grado de cada vértice v € V1 es distinto de dos. Sea Ec el

conjunto de aristas que conectan todas las hojas de T en el orden ciclico dado por el



empotramiento (en el plano) de las hojas de T. El grafo Halin H = (Vy, Ex), es aquel tal
que Vy < V7t Yy Ey « {ET U Ec} (Halin, 1971).

Un conjunto k-packing en G es una seleccidon de vértices, tal que el camino mas
corto entre cada par de vértices seleccionados tiene al menos k + 1 aristas. Encon-
trar un conjunto k-packing maximo en un grafo arbitrario es un problema NP-dificil
para cualquier k (Hochbaum y Shmoys, 1985); sin embargo, algunas clases de grafos
admiten soluciones de tiempo polinomial para este tipo de problemas (por ejemplo,
anillos y arboles) (Mjelde, 2004).

Un par de versiones restringidas bien conocidas de este problema son las siguien-
tes. Cuando k =1, el problema 1-packing también se llama el problema del conjunto
independiente (Meir y Moon, 1975). Butenko (2003) discute algunas aplicaciones re-
lacionadas con esta versidn restringida del problema, tales como en recuperaciéon de
informacién, teoria de clasificacién, vision por computadora, ingenieria biomédica y

mercados financieros.

Cuando k = 2, el problema 2-packing también se llama el problema del conjunto
independiente fuerte (Hochbaum y Shmoys, 1985). Existen varias aplicaciones para
conjuntos 2-packing, especialmente cuando el problema a resolver requiere la exclu-
sién mutua entre los vértices (Gairing et al., 2004). Un ejemplo es el problema de asig-
naciéon de frecuencia (Hale, 1980) cuyo propdésito es evitar la interferencia de canales

entre los transmisores.

Un conjunto 2-packing S es maximal si no existe otro conjunto 2-packing S’ tal que
S c S’. Un conjunto 2-packing es maximo si es el de mayor cardinalidad entre todos los
conjuntos 2-packing maximales. Castro et al. (2011) usa la notacién p(G) para indicar
la cardinalidad de un conjunto 2-packing méximo. Los vértices oscuros en los cactus
de las figuras[lja) y[I(b) son ejemplos de conjuntos 2-packing maximales. Ademas, los
vértices resaltados de la Figura [Ifb) también forman un conjunto 2-packing maximo.
Observe que para este cactus pueden existir mas de un conjunto 2-packing maximo.
Hochbaum y Shmoys (1985) mostraron que encontrar un conjunto 2-packing maximo
en un grafo arbitrario es al menos tan dificil como calcular el conjunto independiente

maximo en el mismo grafo, es decir, un problema NP-dificil.

Otro concepto relacionado con el conjunto 2-packing es el ‘conjunto dominante’.
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(@) Un conjunto 2-packing maximal en un ) Un conjunto 2-packing méximo en un
cactus cactus

Figura 1. Ejemplos de un conjunto 2-packing maximal y mdximo en un grafo cactus.

Dado un grafo G = (Vg, Eg), un conjunto de vértices D C Vs es un conjunto dominante
si cada vértice x € D es adyacente a al menos un vértice y € D. Algunos autores
suelen usar yY(G) para denotar al conjunto dominante minimo (Chellali et al., 2012).
Imrich et al. (2008) mostraron que la relacion y(G) = p(G) es valida para todo grafo G.
Asimismo, Haynes et al. (1998) demostraron que el conjunto dominante minimo es el
problema dual, en el sentido de la formulacién de la programacién lineal, al problema

del conjunto 2-packing maximo.

1.2. Objetivo general

El punto central de esta tesis es evaluar la factibilidad de encontrar un conjunto
2-packing maximo en el grafo 1-outerplanar. Por tal razén, se revisé el trabajo exis-
tente en la literatura y con base en ello se disefid una propuesta de solucién. Esta
propuesta de solucién se basa en transformar un grafo G de tal forma que el nuevo
grafo transformado tenga una estructura semejante a la de un arbol. A partir de esta
estructura, el problema suele simplificarse y, adicionalmente, posibilita la deduccién

de ciertas propiedades de conectividad de G.

El procedimiento anterior permite aplicar técnicas bien conocidas de la literatura
para construir algoritmos eficientes que resuelvan el problema planteado en el &rbol
generado. En muchas ocasiones, estos problemas son del tipo NP-dificil para el grafo
general, como en el caso del conjunto 2-packing. No obstante, mediante esta trans-
formacién de G, algunos algoritmos pueden ejecutarse en tiempo polinomial en esta

estructura.



1.3. Trabajo relacionado

Esta seccién discute algunos algoritmos existentes que resuelven el problema del
conjunto 2-packing maximal y maximo asi como algunas de sus variantes para distin-

tos grafos.

1.3.1. Conjunto k-packing maximal

En el contexto autoestabilizante, Shi (2012) disefid un algoritmo autoestabilizante
que encuentra un conjunto 2-packing maximal en un grafo arbitrario en O(n x m) u.t.,
suponiendo el calendarizador adversario. Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda (2012)
propusieron un algoritmo autoestabilizante que calcula un conjunto 2-packing maximal
en un cactus en O(Dk) rondas. Posteriormente, Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda
(2014) disefiaron un algoritmo autoestabilizante que encuentra un conjunto 2-packing
maximal en un grafo geométrico outerplanar en O(n) u.t. Turau (2012) propuso un
mecanismo que permite el diseflo de un algoritmo autoestabilizante que calcula un

conjunto 2-packing maximo en un grafo arbitrario en O(n x m) u.t.

Con respecto al problema general de calcular un conjunto k-packing maximal,
Manne y Mjelde (2006) disefiaron un algoritmo que resuelve este problema en tiempo
exponencial en un grafo arbitrario. Goddard et al. (2008) propuso un mecanismo que
permite leer informacién de vértices a una distancia k en un grafo arbitrario. Cuan-
do k = 2, este mecanismo permite disefiar un algoritmo que encuentra un conjunto
2-packing maximo en O(n? x m) u.t. Tanto Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda (2012)
y Shi (2012) proveen una lista detallada de algoritmos para calcular un conjunto

2-packing maximal.

1.3.2. Conjunto k-packing maximo

Fleischner et al. (2010) mostraron que encontrar un conjunto independiente maxi-
mo en grafos Hamiltonianos 3 y 4-regulares es un problema NP-completo. Este resul-

tado se mantiene para un grafo arbitrario para ‘conjuntos independientes grandes,’



i.e., conjuntos cuyo tamafo es al menos n/(d — 1), donde el grado maximo de cual-
quier vértice es a lo mas d. Posteriormente, Brause et al. (2015) estudiaron la com-
plejidad del conjunto independiente maximo en subclases de grafos subcubicos. Su
resultado principal es un algoritmo polinomial para resolver dicho problema en esos
grafos. Xiao y Nagamochi (2016) presentaron un algoritmo cuyo tiempo de ejecucién
es 1.1736"n°M) que calcula un conjunto independiente maximo en grafos donde el
grado de cualquier vértice es a lo mas cinco. Finalmente Lozin (2017) analizé algunas
propiedades y restricciones en un grafo que pueden conducir a resolver los problemas
del empatamiento maximo y conjunto independiente en algunas familias de grafos,

entre ellas la del grafo 1-outerplanar.

Otros enfoques que estudian este tipo de problemas son las heuristicas y métodos
probabilisticos. Por ejemplo, Xu et al. (2006) propusieron un algoritmo de recocido
simulado para encontrar, con alta probabilidad, una solucién éptima para el conjunto
independiente. Adicionalmente, Murat y Paschos (2002) estudiaron la complejidad de
resolver, mediante un enfoque probabilista, el problema del conjunto independiente

usando a priori alguna estrategia de optimizacién.

Un problema relacionado al conjunto independiente maximo es el conjunto inde-
pendiente con pesos maximo. Sakai et al. (2003) presentan tres algoritmos voraces
que calculan conjuntos independientes que satisfacen al menos cierto peso. Otros in-
vestigadores estudian este problema y sus variantes en ciertas topologias de grafos
(Orlovich et al., 2011; Karthick y Maffray, 2017; Karthick, 2016; Keil et al., 2017; Mos-
ca, 2017).

El algoritmo propuesto por Trejo-Sadnchez y Fernandez-Zepeda (2014) encuentra
un conjunto 2-packing maximo cuando el grafo 1-outerplanar de entrada es un ciclo.
Mjelde (2004) diseid un algoritmo de programacién dindmica que resuelve el proble-
ma del conjunto k-packing maximo en un arbol. Su algoritmo primero enraiza el arbol,
luego a través de un recorrido en postorden, para cada vértice v, calcula la cardi-
nalidad del conjunto k-packing maximo para cada subarbol enraizado en v. Luego, a
través de un recorrido en preorden, el algoritmo marca los vértices en el arbol que

pertenecen al conjunto buscado. Su algoritmo se ejecuta en O(k x n) u.t.



1.3.3. Pruebas de planaridad

Para algunos problemas de grafos, presentes en este trabajo, es importante co-
nocer si el grafo de entrada G pertenece a una familia I' de grafos; e.g., si G es
‘desmembrable’ o es plano. Para saber si un grafo es plano existen pruebas de pla-
naridad que determinan si el grafo tiene una representacién plana. Algunas de estas
pruebas se basan en caracterizaciones mediante grafos prohibidos. Por ejemplo, un
grafo es plano (Kuratowski, 1930) si no contiene como subgrafo una subdivisiéon del
grafo completo de 5 vértices K5 o del grafo bipartito de 6 vértices K3 3. Para el grafo
plano los subgrafos prohibidos son K5 y K3 3. De forma semejante, el grafo outerplanar

se caracteriza por los subgrafos prohibidos Kz y K3 3.

Otros enfoques para verificar la planaridad de un grafo se basan en algoritmos
gue realizan recorridos o que aplican reglas de reducciéon. Hopcroft y Tarjan (1974)
presentan un algoritmo de O(n) u.t. gue emplea una bldsqueda en profundidad (DFS)
para determinar si un grafo tiene una representaciéon plana. Asimismo, en O(n) u. t.
es posible reconocer mediante el algoritmo de Gavril (1975) si un grafo es cordal y

posteriormente, modificar el algoritmo para encontrar una representacién plana.

Para reconocer al grafo 1-outerplanar, existen al menos dos enfoques. El primero es
el algoritmo de Brehaut (1977) que se basa en el trabajo de Hopcroft y Tarjan (1974)
gue en tiempo lineal encuentra tanto una representacién plana y la cara externa del
grafo 1-outerplanar. El segqundo enfoque es el trabajo de Mitchell (1979) que también
identifica si el grafo es 1-outerplanar ‘maximal’. Un grafo 1-outerplanar es maximal si
al agregar una arista adicional entre cualquier par de vértices no adyacentes, deja de

ser 1-outerplanar.

El algoritmo de Mitchell (1979) (MOP-TEST) no se basa en DFS, pero si recorre los
vértices del grafo. MOP-TEST maneja 2 estructuras, LIST y PAIRS, ademas de la lista
de vértices y aristas del grafo. De forma general, MOP-TEST funciona de la siguiente

manera:

Primero se contabilizan las aristas del grafo. Si |Eg|] > 2n— 3 entonces G no es
outerplanar. Si |Eg| < 2n— 3 en la estructura llamada LIST se almacenan los vértices

gue tienen grado 2. Luego, por cada vértice v en LIST se agregan a PAIRS los vecinos



de v, se revisa si dicha arista existe en el grafo y se elimina v de Es. Cada vez que
se elimina v de V; se revisa si existen nuevos vértices de grado 2, si esto sucede, se
agregan a LIST. El procedimiento continla hasta que el niumero de vértices en LIST
menos el indice del elemento procesado (l) sea menor que 2; i.e., [ < n— 2. Al finalizar
este procedimiento se revisa que todas las aristas en PAIRS se encuentren en Eg. De

ser asi, el grafo es 1-outerplanar maximal, caso contrario sélo es 1-outerplanar.

Es posible modificar los algoritmos de Brehaut (1977) y Mitchell (1979) para en-
contrar la cara externa del grafo 1-outerplanar. Posteriormente, se puede numerar las
aristas del grafo para utilizar el algoritmo de Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda (2014)
para encontrar un conjunto 2-packing maximal en el grafo 1-outerplanar. Note que el
algoritmo de Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda (2014) esta disefiado para ejecutar-
se en grafos geométricos; no obstante, conociendo la cara externa del grafo y una
numeraciéon de aristas es posible ejecutar su algoritmo en el grafo 1-outerplanar no

geométrico. Una idea semejante se usa en el Capitulo [3| para el grafo Halin.

1.4. Motivacion

Ahora se presentan las aplicaciones e importancia tedrica de los conjuntos k-packing

y de los grafos 1 y 2-outerplanares.

Respecto a los conjuntos, Butenko (2003) muestra la aplicaciéon del conjunto in-
dependiente en areas como recuperacion de informacién, teoria de la clasificacién e
ingenieria biomédica. Michael y Battiston (2009) y Butenko (2003) presentaron al con-
junto independiente como herramienta para modelar interacciones entre mercados
cuyos precios estan en fluctuacién. Gairing et al. (2004) menciona la aplicacién del
conjunto 2-packing en problemas que requieren exclusién mutua, como la asignacion
de recursos donde se requiere que los vecindarios no se empalmen y como subrutina
en otros algoritmos. Particularmente Hale (1980) emplea la exclusién de vecindarios
para designar servidores en la red y asignar diferentes frecuencias a estaciones trans-

misoras de radio para minimizar interferencias.

Los grafos 1 y 2-outerplanares modelan distintos escenarios. Por ejemplo, el pro-

blema de ubicacién de instalaciones (Manne y Mjelde, 2006), asignacién de red (Kariv
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y Hakimi, 1979), modelado de ciertos tipos de redes telefénicas (Koontz, 1980), disefio
de circuitos VLSI (Bodlaender, 1993) y comparador de genomas relacionados (Paten
et al., 2010).

Ademas, los grafos 1 y 2-outerplanares también tienen importancia tedrica. Di-
versos problemas NP-dificil para topologias generales admiten soluciones en tiempo
polinomial (Zmazek y Zerovnik, 2004; Ben-Moshe et al., 2005) en estos grafos, incluso
lineal por ejemplo: el conjunto k-packing maximo en arboles (Mjelde, 2004), el con-
junto dominante minimo para arboles (Cockayne et al., 1975; Laskar et al., 1984) y en
cactus (Hedetniemi et al., 1986), el problema del vendedor viajero (Cornuéjols et al.,

1983) y arbol de Steiner (Winter, 1987) en grafos Halin, entre otros.

1.5. Organizacion y contribucion

Esta tesis presenta varios algoritmos para calcular un conjunto 2-packing en sus
versiones maximo y maximal en los grafos 1 y 2-outerplanares. El enfoque que se
sigue se basa en distintas desmembraciones del grafo. De forma general, el resto de

este trabajo de investigacion se organiza de la siguiente manera:

= En el Capitulo [2| se propone el algoritmo MAXIMUM-2-PAck-CACTUS que encuentra
un conjunto 2-packing maximo en un cactus arbitrario en O(nz) u.t. Para disefar
este algoritmo, primero se propuso el algoritmo MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE que
encuentra un conjunto 2-packing maximo en un uniciclo. También se propone
el algoritmo UNICYCLE-TO-TREE que transforma un uniciclo U con un marcado de
vértices, que representa un conjunto 2-packing maximo para U, a un arbol T(U)
que tiene el mismo marcado de vértices y que también representa un conjunto
2-packing maximo para T(U). Esta transformacién es (til para demostrar que el

algoritmo MAxIMUM-2-PAcK-CACTUS es correcto.

m El Capitulo |3[ propone el algoritmo distribuido MAXIMAL 2-PACKING-SET_HALIN que
calcula un conjunto 2-packing maximal en el grafo Halin en O(n) u.t. Para al-
canzar este objetivo, primero se encuentra una de las caras externas del grafo
mediante reglas de contraccién de vértices y aristas. Posteriormente, se realiza

una descomposicién de orejas del grafo siguiendo la cara externa previamente
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encontrada. Finalmente, se aplica un algoritmo de la literatura, sobre las orejas

del grafo, que calcula el conjunto 2-packing maximal.

En el Capitulo [4 se discuten las propiedades de los ‘grafos desmembrables’,
‘k-arbol parcial’, ‘légica monadica de segundo orden’ y la ‘desmembracion de
arbol’ de un grafo. Lo anterior con el objetivo de proveer las bases tedéricas para
analizar la factibilidad de resolver ciertos problemas computacionales en algu-
nas familias de grafos. Particularmente, se hace énfasis en la ‘desmembracion
de arbol’. Se discuten algunos conceptos de conectividad derivados de esta es-
tructura y se estudia una de sus representaciones alternas. Dicha representa-
cién es mas restrictiva, pero facilita el disefio de algoritmos de programacion
dindamica que se ejecuten sobre ésta. Asimismo, se presenta brevemente a la
‘complejidad paramétrica’ como una forma de lidiar con problemas NP-dificiles y

que comprende a los conceptos presentados en el capitulo.

El Capitulo |5/ propone un algoritmo ‘FPT’ de programacién dindmica que calcula
un conjunto 2-packing maximo sobre una desmembracién de arbol agradable del
grafo 1l-outerplanar. El conjunto encontrado (en la desmembraciéon) también es
un conjunto 2-packing maximo en el grafo 1-outerplanar. Para disefiar este algo-
ritmo, se describen ecuaciones por cada tipo de nodo de la desmembracién. La
demostracién formal del algoritmo se hace mediante la validacién de las ecuacio-
nes propuestas. Finalmente, se presenta el andlisis de complejidad del algoritmo

propuesto, concluyendo que es lineal bajo ciertas suposiciones.

El Capitulo [6] resume el trabajo de investigacién realizado y provee algunas ob-
servaciones finales relacionadas al trabajo de este documento. Asimismo, se dis-
cuten brevemente algunos problemas no resueltos y las posibles rutas que puede

tomar el trabajo futuro sobre esta linea de investigacién.
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Capitulo 2.  Conjunto 2-packing maximo en un cactus

2.1. Terminologia y notacidon

En este documento, se llama vértice marcado al vértice que pertenece a un con-
junto 2-packing. Un componente conectado C de G es un subgrafo maximal de G en
el que existe un camino entre cada par de vértices u, v de C. Un vértice de corte x de
G es aquel cuya eliminacién de G, junto con todas las aristas incidentes a x, aumenta
el nimero de componentes conectados. Un bloque o componente biconectado de G
es un subgrafo maximal de G sin vértices de corte. Para el grafo cactus, cada bloque
es un ciclo simple o un ‘cligue’ de tamano dos. Por lo tanto, en el contexto de este
trabajo, se hace referencia a los bloques como bloque ciclico o bloque clique, respec-
tivamente. Un clique de tamafio g en un grafo G es un subgrafo completo de G con g

vértices.

Después de identificar los bloques de un grafo G, es posible construir un ‘arbol
de bloques.” En un drbol de bloques, Tg, cada vértice representa un bloque de G, y
existe una arista entre algun par de vértices si los bloques representados comparten
un vértice, cuidando el no generar ciclos. Se puede elegir arbitrariamente un bloque
de Tg como un bloque raiz y enraizar a Tg como se explica en la seccién[2.2] Enraizar a
Ts genera una relacién ancestro-descendiente entre los bloques. En este documento,

N denota el nimero de bloques en el grafo G

Se supone que cada vértice del cactus de entrada contiene un identificador Unico
extraido del conjunto {1, 2,...,n}. Cada vértice vy, ademas de su identificador Unico,
x, tiene una etiqueta de bloque Unica. La etiqueta de bloque, v;;, del vértice vy consis-
te en el nUmero de postorden, i, del bloque que contiene el vértice vy y una etiqueta
local j, que identifica cada vértice dentro del blogue. Hay que tener en cuenta que vy
puede tener mas de una etiqueta de blogue. A continuacién, se definen las etiquetas

locales de los vértices en cada blogue del cactus.

Si B; # By es un bloque clique, entonces el vértice v;o es el vértice de B; mas
cercano al bloque raiz, By. El vértice v;o es el vértice origen del bloque B;. El vértice

Vi1 es el vértice restante. Si B; # By es un bloque ciclico, entonces vio, Vi1,..., Vi|g]-1
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son los vértices del ciclo. El vértice v, es el vértice de B; méas cercano al bloque By.
Los otros vértices de B; se numeran secuencialmente comenzando en el vértice vecino
de v, o, dentro de B;, con el identificador mas bajo. Para el bloque clique o ciclico By,

el vértice vy o es el que tiene el identificador mas pequenio en By.

Sea Cy,; el conjunto de bloques hijos de B; conectados a v;;. Sea Cg,; el conjunto

de bloques hijos de B; (es decir, Cg, = UijVu). Sea C7 la union de Cy;; y todos los

J
bloques descendientes de C,;. Sea Cg_ el conjunto de todos los bloques descendientes

de B;. Sea T\j{j el grafo inducido por todos los vértices de C;j.

El algoritmo PROCESS-CycLIC-BLOCK, descrito en la seccién elimina una arista
de un bloque ciclico B;, sea e;, € Ep, dicha arista, y genera el arbol t{”’. Este algoritmo
realiza dicha accién como parte del algoritmo MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE. También se
supone que el vértice de origen v, es la raiz de t{’. De forma similar, el vértice de

origen v; o es la raiz del arbol para un bloque ciclico B;.

Casi todos los algoritmos descritos en este documento suponen que cada vértice
v;; € Vp, tiene una tabla 7. Sij # 0, la tabla tiene tres filas y dos columnas; de lo
contrario, tiene cuatro filas y tres columnas. El contenido y la funcidon de esta tabla
es similar a la tabla M utilizada por el algoritmo de Mjelde (Mjelde, 2004). Para hacer
referencia al elemento del renglén r y columna c de 7y,;, se usa la notacion 7y, [r][c].
Cada elemento 7y,;[r][c] tiene tres campos llamados ‘key’, ‘set’ y ‘dist’. Para hacer
referencia a cada campo, se usa Ty, [r]llc].key, Tv,[rllcl.set, y Ty [rllc].dist. Por
ejemplo, en la Figura b), la tabla 7,,,[0][0] contiene {2, (¢, d), 1} que corresponden

a los campos key, set y dist, respectivamente.

El campo key del elemento 7y,;[r][c] contiene un nimero entero que representa el
numero de vértices marcados en un ‘subgrafo especifico’, tal que el vértice marcado
mas cercano a v;; estad a una distancia igual o mayor que r en dicho ‘subgrafo especifi-
co’, donde 0 < r < 3. El campo set del elemento 7y,,[r][c] almacena una lista que con-
tiene los identificadores de todos los vértices marcados en un ‘subgrafo especifico’.
El campo dist del elemento 7y,,[r][c] contiene un numero entero que representa la
distancia entre el vértice v;; y el vértice marcado mas cercano en un ‘subgrafo espe-

cifico’.

Cada una de las tres columnas c¢ corresponden a un ‘subgrafo especifico’, para
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’U’,;,j
¢ 0 1
0 |{2(cd),1}|{3,(a,cd),1}
11|{2,(cd),1} | {3,(a,c,d),1}
2| {1,(d),2} | {2,(a,d),2}

(a) Un grafo con un bloque ciclico B;. Cada (b) Tabla Tvi;- Cada elemento de la tabla
circulo resaltado representa un vértice mar- almacena tres campos {key, set, dist}. La
cado en el grafo columna 0 estd asociada al subérbol T";' y
L)
+ + +
la columnala Tv(-,,- U TVi,j+1 U TVu+z

Figura 2. Un ejemplo que explica el significado de la tabla 7y,;.

0 <c £ 2, como se muestra a continuacion.

= El subgrafo asociado con la columna 0 de Ty,; es T* . Cuando T¥ esta vacio,
" LJ LJ

Tv,;,[0][0] se establece inicialmente como {1, (vij), 0} y los elementos de las filas

restantes en la columna 0 se establecen en {0, (&), ©}. Esta informacién inicial

de 7v,;[r]1[0] se llama configuracion nula, para toda r.

= El subgrafo asociado con la columna 1 de T,,; es el grafo inducido por todos los

vértices de C* U(|JyC* |, donde vk es un descendiente de v;; en el arbol tf.
Vij Vi k ’ ’ {

» El subgrafo asociado con la columna 2 de Ty,, es el grafo inducido por todos los

vértices de BiuC} .
L

Ejemplo 1. Considere el grafo y la tabla 7y, de la Figura . Los vértices vij, Vij+1,
Vij+2 € B, donde v;j;1 Yy Vvij+2 son descendientes de v;; en t{’. Los vértices a, b, c,
y d pertenecen a los bloques que son descendientes del bloque B;. Los elementos
de Tyv,,[r]1[0] almacenan {1, (d), 2}, {2,(c,d),1}, {2,(c,d),1} parar=2,1,y 0, res-
pectivamente. Los elementos de 7y,;,[r][1] almacenan {2, (a,d), 2}, {3,(a,c, d), 1},

{3,(a,c,d),1} parar=2,1, y 0, respectivamente.
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Se definen dos operadores, ‘suma’ y ‘resta’. La suma de dos elementos, denotado
por “e”, es la suma algebraica de los valores del campo key de ambos elementos, la
concatenacion de las listas del campo set de ambos elementos y, el minimo de los
valores del campo dist de ambos elementos. De forma semejante, la resta de dos
elementos de la tabla, denotado por “o”, es la siguiente. Para el campo key, la resta
algebraica en lugar de la suma. Para el campo set, el borrado de la segunda lista de
la primera en lugar de la concatenacion de las listas. Para el campo dist, la distancia

entre v;; y el vértice marcado mas cercano en la lista resultante del campo set.

El marcado M{.?j[c] = (ng[c],dfj[c]) para el subgrafo asociado con la columna c,
considerando al vértice v;; como origen, es un par ordenado que consiste de dos
parametros. El primero es un conjunto de vértices marcados, Sfj[c], en el subgrafo
asociado con la columna c. El segundo es un parametro, dgj[c], que representa la

distancia entre v;; y el vértice marcado mas cercano en Sf’j[c], lamado vlej

Para el vértice v;j, se busca el marcado ij[c] de mayor cardinalidad. Este mar-
cado se almacena en el renglon 0 de 7y,;, donde S?j[c] = Tv,;[0][c]l.set y dl’.’j[c] =
Tv,;[0]1[c].dist.

Cuando el subgrafo asociado con la columna c no se refiere al arbol de expansién

de algun bloque ciclico B;, se omite el superindice “h".

La cardinalidad de un marcado Mf’.[c] es mayor que la cardinalidad de un mar-
h ! h ’ h T e |en h !
cado (M[.J.[c]) , denotado por ‘Mu[c]’ > )(Mu[c]) , Si |S j[c]‘ > ‘(Su[c]) ‘ En caso

i,

Mf,’j[c]‘ > ‘(Mf,’j[c])/‘ si df,’j[c] > (dlfjj[c]),. Si el empate persiste, ‘Mf}j[c]’ >

de empate,

‘(Mf}.[c]),' si el indice del bloque que contiene el vértice marcado mas cercano a v;; en
Sfj[c] es mas pequeno que el indice del bloque que contiene al correspondiente vérti-
ce marcado més cercano en (Sfj[c])/. Dados dos elementos, Ty, [r][c] y Tv,[r]llc], la
funcién max(7},x[r][c], 7},y[r][c]) escoge el elemento en el renglén r y columna ¢ que

tiene el marcado con mayor cardinalidad.

Dos arboles enraizados T = (Vr, ET) y T’ = (V1/, ET/) enraizados en r y r’, respectiva-
mente, son isomorfos si existe una biyeccién f : Vr — V- tal que para toda (u, v) € Et
si y sélo si (f(u), f(v)) € Er» y f(r) = r’. Para este trabajo, se fija el grafo de entrada
para facilitar la comparacién entre distintos métodos de marcado cuando se ejecutan

sobre arboles isomorfos.
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2.2. Algoritmos para el procesamiento de bloques

Esta seccién describe el procedimiento de marcado de vértices en el bloque B,
donde B; es un bloque ciclico o un arbol de expansidon generado de un bloque ciclico.
Primero, se describe el algoritmo ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER. Este procedimiento
encuentra un arbol de bloques en el grafo y etiqueta sus blogues de acuerdo a su nu-
meracion postorden. Posteriormente, se describe el algoritmo INITIALIZE-BLOCK-TABLES.
Este procedimiento incorpora en el bloque actual la informacién de marcado de los

blogues previamente procesados.

Finalmente, se describen los algoritmos PROCESS-CLIQUE-BLOCK y MAXIMUM-2-PACK-
TREE. Estos procedimientos llevan a cabo el marcado de un bloque clique y de un arbol
generado a partir de un bloque ciclico, respectivamente. El marcado generado por
estos algoritmos representa un conjunto 2-packing maximo en el grafo inducido por

los vértices del conjunto {Bi u CE,}.

Los algoritmos descritos en esta seccidon son fundamentales para describir los al-

goritmos MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE y MAXIMUM-2-PACK-CACTUS que se presentan en las
Secciones[2.3]y[2.5] respectivamente.

2.2.1. ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER

El algoritmo ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER, mostrado en el Pseudocédigo (1, con-
siste de una coleccién de algoritmos basicos cuya ejecucidn es necesaria antes de
ejecutar los algoritmos que se describen en las Secciones y[2.5] La entrada para
este algoritmo es un cactus conectado, no dirigido K = (Vk, Ex) de orden n. La salida
es un arbol de blogues T, enraizado en algun blogue arbitrario, y una etiqueta en

cada blogue que representa su numeracién postorden.

La linea [2] del Pseudocédigo [1] identifica los bloques del grafo de entrada mediante
un algoritmo basado en buUsqueda en profundidad (DFS) en O(n) u.t. (Hopcroft y Tarjan,
1973). La linea Blselecciona un bloque arbitrario Bx de K como bloque raiz en O(1) u.t.
La linea |4| usa el algoritmo descrito en (Papamanthou y Tollis, 2008) para generar un

arbol de blogues enraizado Tg, tomando Bx como el bloque raiz, en O(n) u. t. Finalmen-
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Pseudocodigo 1: ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER(K)

Entrada: Un cactus conectado, no dirigido K.
Salida : Un arbol de bloques Tg enraizado en algun bloque arbitrario y una etiqueta en cada
bloque que representa su numeracién postorden.

1 begin
Identificar los bloques de K mediante el algoritmo DFS;
Elegir un bloque arbitrario Bx como el bloque raiz;
Aplicar un algoritmo DFS iniciando en Bx para generar un arbol enraizado de bloques Tg;
Etiquetar cada bloque de Tg usando su numeracién en postorden;
return Tp;
end

N o U1 A W N

te, la linea |5/ calcula el nUmero postorden de cada bloque en O(n) u.t. (Cormen et al.,
2009). Sean {B;, B3,..., By} el conjunto de bloques de Tg ordenados de acuerdo a
su numero postorden. Note que By es la raiz de Tg. El tiempo de ejecucién total de

ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER es O(n) u.t.

2.2.2. INITIALIZE-BLOCK-TABLES

El algoritmo INITIALIZE-BLOCK-TABLES, mostrado en el Pseudocddigo |2, incorpora en

cada vertice v;; la informacion de todos los vértices marcados en C . Este algoritmo
LJ

inserta esta informacién en la columna 0 de 7y,;. La entrada para este algoritmo es la

tabla 7y, , de cada bloque Bs € Cg;. Su salida es 7y,;[r][0], para toda ry j.

La l6gica detras de INITIALIZE-BLOCK-TABLES se basa en las ecuaciones [1] - |5 las
cuales son variaciones de las descitas en el trabajo de Mjelde (2004). La ecuacién

maneja el caso cuando C;. =@. Las ecuaciones-manejan el caso cuando C;, # 0.
L) LJ

Tv,;,[r1[0] « configuracién nula, Vr y Vj (1)
Ty, [21[0] —a1 = > Ty, [2][2] (2)
VBSGCVU
Tv,;,[2]1[0]
Tv, [ 1110] « max (3)

Maxve,ecy,; (A1 0 Tvgo[2]1[2] @ Ty, [1102])
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Pseudocodigo 2: INITIALIZE-BLOCK-TABLES(B;, Cg,)

© 0O N OO U A W N

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

Entrada: Para cada vértice v;; € B, Tv,,[r][2] de cada bloque Bs € Cy,;, Vr.
Salida :7y,[r][0], Vry Vj.
begin
foreach v;; € B; do
if |Cy,;| =0 then
\ Asignar a Ty,;[r][0] la configuracion nula Vr;
else
a1 < {0, (D), ©};
foreach v; o € Cy,; do
| o1 e—ar1eTy,[2][2];
end
7;/11[2][0] — a1,
Tv;,[11[0] < maxva.ec,, (a1 © Tv,[2][2] ® Tv,, [ 11[2]);
7—‘/LJ[1][0] - maX(TVi,j[z][o]l TVi,j[l][O]);
ao < {0, (D), ©};
foreach v; o € Cy,; do
| 00«00 eTy,[31[2];
end
Tv,;[01[0] — ao e {1, (vi)), 0};
RLJ[O][O] - maX(TV1,j[1][0]r 7:/1][0][0]):
end
end
return 7,,[r][0], Vr and Vj;
end

ao— . Tu,ol31[2] (4)
VBseCy;
Tv, [ 1110
Tvy[01[0] — max (L] (5)

ope {1, (vij), O}

.

Las Il’neasydel Pseudocédigoconsideran el caso cuando C} =@.
Para este caso, la columna 0 de 7y,,[r][ 0] recibe la configuracion nula (ecuacion [1)).

Las lineas |5/ - (19| manejan el caso cuando Ct # @. Para tal caso, las lineas [6l - [10]
Vij

calculan la ecuacién [2l Las lineas [11] - [12] calculan la ecuacién [3]. Las lineas [13] - [16]

calculan la ecuacién 4l Finalmente, las lineas[17]-[18| calculan la ecuacién [5]

Para cada columna, INITIALIZE-BLOCK-TABLES primero calcula el valor de r = 2, luego

para r = 1, y finalmente para r = 0. El tiempo de ejecucién de este algoritmo es

O(IBil + |Cg,|) para el bloque B;.
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2.2.3. PROCESS-CLIQUE-BLOCK

Pseudocodigo 3: PROCESS-CLIQUE-BLOCK(B;).

Entrada: Un cliqgue de tamafio 2 del bloque B;.
Salida :Un marcado M;o[1] de Ty,,.
begin
for r — 2 down to 0 do
| Tvia[r1[1] < Ty, [r1[0];
end
7’V,o[3][1] ‘—Tv,o[3][0] .%11[2][1] B
Tviol21[1] < Ty, [2][0] ® Tv,, [11[1];
Tvio[ 11[1] < max(Tv,,[1]1[0] @ Tv,, [11[1], Tv,,[2][ 0] ® Tv,,[01[1]);
7’V,o[:l-][:l-] «— max(ﬂ[,o[l][l]r TV[()[Z][]'])!
Tvio[01[1] < max(Tv,,[0]1[0] ® Tv;, [21[1], Tv;o [11[1]);
10 return 7y, ,[r][1], Vr;
11 end

© 0O N O U A W N M

El algoritmo PROCESs-CLIQUE-BLOCK, mostrado en el Pseudocddigo |3, marca todos
los vértices del bloque cliqgue B;. La entrada para este algoritmo es el arbol t; del
bloque clique B;. Su salida es M; o[ 1]. Este marcado representa un conjunto 2-packing
maximo para el grafo inducido por los vértices de B; U Cgi, suponiendo que todos los

blogues en CE son cliques.
]

La logica detras de PROCESS-CLIQUE-BLOCK se basa en el conjunto de ecuaciones
[6]- [1Q, que son variantes de las descritas en el trabajo de Mjelde (2004). La ecuacion|6]
establece los valores para la columna 1 de cualquier vértice hoja del arbol de entrada.
La ecuacion|[7]establece los valores para la columna 1y renglén 3 del vértice origen del
arbol de entrada. Las ecuaciones|[g|-[10 calculan los Renglones 2, 1, y 0 de la columna

1 para todos los vértices internos del arbol de entrada, respectivamente.

Tvi;[r1[1] < Tv,,[r][0] (6)
vr
Tvia[21[1], st|Bi| =2
Tvia[2][1], si|Bilz3Ah=|Bi|—-1
Tvio[ 31011 = Tvio[31[0] 0 4 7, L [2][1], si|Bil=3Ah=0 (7)

Tvi'lﬂil—l[z][l] o Tvi. [2][1], si|B|=3Aa

(O<h<|Bi|—1)
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Tvi;[21[1] < Tv,;[21[0] © T, [11[1] (8)
Tvi;[11[0] ® Ty, [11[1]
maxX
7;/1',/'[1][1] < MmaxX ni,j[z][o].ﬂ/i,jﬂ[o][l] (9)
Tvi;[2][1]
Tv,;[01[0] ® 7y, [2][1]
Tvi;[0][1] « max (10)
Tvi;[11[1]

Las lineas2]-[4| del Pseudocddigo [3]limplementan la ecuacién[6] La linea[5]implemen-
te la ecuacion [7] La linea [6] implementa la ecuacién [8] Las lineas [7] - [8] implementan
la ecuacién[9l Finalmente, la linea [9] implementa la ecuacion [10] El tiempo total de

ejecucién de este algoritmo es O(1) u.t.

Lema 2.1 E/ marcado M;o[1] calculado por los algoritmos INITIALIZE-BLOCK-TABLES y
PROCESS-CLIQUE-BLock en el bloque clique B;, suponiendo que todos los bloques an-
teriores son cliques y tienen un marcado optimo, representa un conjunto 2-packing

maximo en el grafo inducido por los vértices de B;U Cj .
L

Demostracion. Suponga que primero se ejecutd ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER en
el grafo de entrada. También, suponga gue los bloques de CE. son cliques y tienen un
L

marcado 6ptimo.

Caso 1. Cuando ng = @. INITIALIZE-BLOCK-TABLES se ejecuta en By, y Tv,;[r][0] asu-
me la configuracién nula para toda j. Después, PROCESS-CLIQUE-BLOCK se ejecuta en B;

y marca sélo el vértice v; 1. El procedimiento anterior marca dicho bloque clique.

Caso 2. Cuando Cgi # @. Cuando INITIALIZE-BLOCK-TABLES se ejecuta en B;, estable-
ce los valores iniciales de 7y,;[r][0] para toda j. Este procedimiento inicializa correcta-
mente la columna 0 puesto que implementa la inicializacién provista por el algoritmo
de Mjelde. Finalmente, PROCESS-CLIQUE-BLOCK marca correctamente los vértices del
blogue B;, considerando el marcado de Cgi, puesto que implementa el marcado del

procedimiento del algoritmo de Mjelde. [ |
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Corolario 2.1 Sea el arbol T el grafo de entrada. Sea Tg el bloque del arbol T gene-
rado por ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER. Sea My o[ 1] el marcado calculado en Tg por
INITIALIZE-BLOCK-TABLES y PROCESS-CLIQUE-BLOCK en B1, B>, ..., By, suponiendo vy o co-
mo el vértice origen. Sea My, 0[1] el marcado calculado por el algoritmo de Mjelde
en el arbol T, suponiendo vy o como el vértice origen. Entonces, My o[ 1] es igual a

Mpn o[ 1] y por lo tanto un conjunto 2-packing maximo en T.
Demostracion. Por induccién en el nUmero postorden k del bloque.
Caso base. Para k = 1, este caso es el mismo que el Caso 1 del Lema[2.7]

Hipdtesis inductiva. Suponga que el Corolario|2.1/se mantiene para 1 <k <i—1.

Paso inductivo. Para k = i, este caso es el mismo que el Caso 2 del Lema[2.]] Por lo
tanto, el marcado My o[ 1] debe ser igual @ My o[1] y también un conjunto 2-packing

maximo. ]

Pseudocodigo 4: MAXlMUM-Z-PACK-TREE(tf, h).

Entrada: El arbol de expansién tl.h de B;. El indice h de la arista eliminada de B;.

Salida : Un arbol actualizado tf’ y un marcado Mfo[l].

begin

if h> 0 then

for r — 2 down to 0 do

‘ T\/i,h[r][l] ‘_%i,h[r][o];

end

fork=h—1downto1ldo
Tvie[2][1] < Tv, [2]1[0] Ty, [11[1];
Tvlk[l][l] «— maX(Tvi,k[l][O] ’Tvi,kﬂ[l][l]r Tvlk[z][o] .Tvi,k+1[o][1]);
TVz,k[l][l] - max(T\/i,k[l][l]rTVi,k[z][l]);
7’\/Lk[0][1] «— maX(Tvilk[o][o] .TV1,k+1[2][1]r 7—‘/Lk[1][1])’

end

end

if h < |Bi|— 1 then

for r — 2 down to 0 do

‘ T\/i,ml[r][l]‘—Tvi,hﬂ[r][o]i

end

fork=h+2to|Bi|—1do
Tuy [21[1] — Tv, [2]00] o Ty, [11[1];
Tvi [11[1] — max(7y, [1][0] ¢ Tv,,_,[11[1], 7w, [2][0] ® Ty, [O][ 1]);
Ty [1101] = max(Tv, [1]1[1], Tv,, [ 2][1]);
ﬂlk[O][l] - maX(Tvi,k[O][O] ’Tv,;k_l[z][l]: 7—\/1k[1][1])'

end

end

Tvio[F1[1] « PROCESS-SOURCE-VERTEX(t[.h, h);

© 0O N O U A W N -
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return t/’;
end
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2.2.4. MAXIMUM-2-PACK-TREE

El algoritmo MAXIMUM-2-PACK-TREE, mostrado en el Peudocdédigo [4] realiza el mar-
cado de tf = B;\ e; n, donde B; es un bloque ciclico. La entrada para este algoritmo es
el drbol de expansién t{’. Su salida es un marcado Mf’o[l] que representa un conjunto

2-packing méximo en el grafo inducido por los vértices de (B[- U CE,) \ éih.

Este algoritmo supone lo siguiente. Primero, que se ejecuté ROOTED-BLOCK-TREE-
POSTORDER en el grafo de entrada. Segundo, que los bloques de CE,- son cliques y
estan marcados de forma dptima. Finalmente, que ejecutd INITIALIZE-BLOCK-TABLES en
B;.

MAXIMUM-2-PACK-TREE implementa las ecuaciones [6] - [10]. Las lineas [2] - [12] realizan
el marcado de los vértices vip, Vip-1,..., Vi1. De forma semejante, las lineas [13]- 23]
realizan el marcado de los vértices Vin+1, Vih+2, ..., Viigl—1. Finalmente, la linea
procesa el vértice v;o mediante la ejecuciéon de PROCESS-SOURCE-VERTEX. El tiempo de

ejecucion total de este algoritmo es O (|B;|) u.t.

El algoritmo PROCESS-SOURCE-VERTEX, mostrado en el Pseudocddigo realiza el
marcado del vértice v;o. La entrada para este algoritmo es el arbol tf y el indice h

de la arista e; 5. La salida es un marcado Mf’o[l].

El algoritmo comprende tres casos. El primero ocurre cuando tlh sélo tiene la “rama
izquierda” (lineas |3| - @) El seqgundo caso es cuando tf sélo tiene la “rama derecha”

(Iineas [10] - . El tercer caso sucede cuando t/ tiene ambas ramas (lineas [17]- .

Este algoritmo implementa las ecuaciones|[7]-[10] y su tiempo de ejecucién es O(1) u.t.

Sea el uniciclo U el grafo de entrada. Suponga que ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER
se ejecuta en U y que el bloque ciclico es el bloque raiz (es decir, By es el bloque

cicliclo).

Lema 2.2 Sea el uniciclo U el grafo de entrada. Sea Tg el drbol de bloques de U gene-
rado por ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER. Sea M’K,’O[ 1] el marcado creado por INITIALIZE-
BLOCK-TABLES y PROCESS-CLIQUE-BLOCK para Bi, B>, ..., By—1, en ese orden, e INITIALIZE-
BLOCK-TABLES y MAXIMUM-2-PACK-TREE in t,f\'l = By \ en,n, para alguna h, suponiendo vy, o

como el vértice origen. Sea MR/ o[ 11 el marcado calculado por el algoritmo de Mjelde
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Pseudocoddigo 5: PROCESS-SOURCE-VERTEX(t[h, h).

Entrada: El arbol de expansién t{’ de B;. El indice h de la arista eliminada de B;.
Salida :Un marcado M/ [1].

begin

d«|Bi|—1;

if h=0 then

Tvio[31[1] < Tv,,[31[0] @ Ty, ,[2][1];

Tviol21[1] < Tv,,[2]1[0] @ T+, ,[1][1];

Tvio[11[1] < max(Tv,,[1]1[0] @ Tv,,[ 11[1], Tv,,[2]1[0] T+, 4,[O1[ 1]):
Tvio[11[1] < max(Tv, [11[1], Tv,,[2]1[1]);

Tvio[01[1] < max(Tv,,[0]1[0]  Tv,,[2]1[ 1], Tv,, [11[11);

end

if h=d then

Tvio[31[1] < Tv,,[31[0] @ Ty, [2][1];

Tvio[21[1] < Ty, [21[0] @ Ty, [ 1]1[1];

Tvio[11[1] < max(Tv,,[1]1[0]  Tv,, [11[1], Tv,,[2][ O] @ T, [O][1]);
Tvio[11[1] = max(Tv,,[1][1], Tv;,[2][1]);

Tvio[01[1] < max(Tv,,[01[0] @ Tv;, [21[ 1], Tv,o[11[1]);

end

if h#0 A h#dthen

Tvio[31[1] « Ty, [31[0] ¢ Ty, [21[1] e 75, [2][1];

Tviol21[1] < Ty, [11[1] @ Ty, [1][1];

Tvio[11[1] — max(Tv,4[0][1] ® 7v;, [11[1], Tv,4[11[1] ® 75, [O1[1]);
%(0[1][1] «— maX(TV,',o[l][l]r ﬂlo[Z][l]),

Tvio[01[1] < max(Tv,4,[2]1[1] ® Tv,, [2]1[ 1] ® Tv,,[01[ 0], v, [11[11);
end

return 7y,,[r][1], Vr;

end
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(2004), en t,’\’l, suponiendo vy,0 como el vértice origen. Entonces, MZ 0[1] es igual a

M/T/ o[ 11y por lo tanto un conjunto 2-packing maximo en t,’],.

Demostracion. Existen dos casos.

Caso 1. Suponga que después de ejecutar ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER en U,
N =1 (es decir, U es un ciclo). INITIALIZE-BLOCK-TABLES se ejecuta en By, Y Tv,,[r][0]
recibe la configuracién nula para toda j. Posteriormente, MAXIMUM-2-PACK-TREE se eje-
cuta en By y realiza el marcado de t?, para alguna h, mediante alguna implementacién

del algoritmo de Mjelde. Por lo tanto, M’,\’I o[ 1] es el marcado correcto para tﬁ/'

Case 2. Suponga que después de ejecutar ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER en U,
N > 1. INITIALIZE-BLOCK-TABLES, cuando se ejecuta en By, asigna los valores iniciales de
Twy,;[r1[0], para toda j. Este procedimiento inicializa correctamenta la columna 0 pues-
to que implementa la inicializacion presentada por el algoritmo de Mjelde. Finalmente,
MAXIMUM-2-PACK-TREE realiza el marcado de t,QI, para alguna h, considerando los vérti-

ces marcado de CEN, puesto que también implementa el procedimiento del algoritmo
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de Mjelde. n

Sea By el blogue ciclico del uniciclo U. Suponga que se ejecuta ROOTED-BLOCK-TREE-
POSTORDER en el grafo U. También suponga que se ejecutd INITIALIZE-BLOCK-TABLES y
PROCESS-CLIQUE-BLOCK en los bloques B1, B>, ..., By—1, € INITIALIZE-BLOCK-TABLES en By.
Sea t,’zl = By\en n, donde vy o es la raiz de dicho arbol. Sea vy 0, Vn,1, - - - VN » l0S Vértices

de una rama de tﬁ/'

Suponga que MAXIMUM-2-PACK-TREE se ejecuté en tk/ y produjo el marcado M/T/,o[l]'
Suponga que el vértice vy ; estd marcado en MIK/,O[l]' Suponga que existe un proce-
dimiento alternativo similar a MAXIMUM-2-PACK-TREE que se ejecuta en tﬁ, y genera el
marcado (M,’\’I,O[l])A. Al marcado creado por el procedimiento alternativo se sefala
como “()*". Este método alternativo trabaja igual que MAXIMUM-2-PACK-TREE, excepto

que intencionalmente omite el marcado del vértice vy,,.

Lema 2.3 Sea MZ O[ 1] un marcado para U\ en,n generado por los algoritmos propues-
AN
tos y (M,’\’I 0[1]) el marcado alternativo para U\ ey asi como esta definido arriba.

Mho11] 2 (5 121"

Entonces,

Demostracion. Por contradicciéon. Suponga que después de que MAXIMUM-2-PACK-TREE
A

y el procedimiento alternativo calcularon el marcado para By, ‘MZ 0[1]‘ < ‘(Mﬁl 0[1]) ’

Observe que ambos procedimientos trabajan de la misma manera hasta el marcado

del vértice vy, j;1; por lo tanto, ’MN1+1[1]‘ = ’( N1+1[1]) ‘

Entonces, MAXIMUM-2-PACK-TREE marca vy, y el procedimiento alternativo no; de
A
‘ h h
aqui que ’MNJ.[l]‘ > ‘(MN,j[l]) ‘

A
Por la suposicion inicial, ‘ mh 0[1]‘ < ‘ mh [1]) ‘ debe existir un vértice vy x, pa-
A
h h
ra alguna x < j, tal que ‘MN +1[1]‘ > ‘ N, +1[1] ‘ y ‘M [1]‘ ) MN,X[l])

presentan dos casos.

= Cuando ’5NX+1[1]) > ’ NX+1[1]

el procedimiento alternativo debe marcar vy x y MAXIMUM-2-PACK-TREE no lo debe

. para satisfacer que‘ Mh [1]‘ < ‘(M” [1])A.
N,x N,x !

A
marcar. De forma semejante, (dk, X[ 1]) debe ser mayor que d,’\’l X[ 1]; no obstante,

A
(d/’z/,x[l]) =0y dl/?/,x[l] > 0. Existe una contradiccién.
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A A .
= Cuando ’SIK/,X+1[1]‘ = .(SZ,,(HU]) ‘ y dk/,x+1[1] > (d’&m[ll) , para satisfacer

A
h h

mp 101 < (M7, 111)

tras que MAXIMUM-2-PACK-TREE no lo marca; no obstante, MAXIMUM-2-PACK-TREE

, el procedimiento alternativo debe marcar vy x mien-

A
también debe marcar vy x puesto que d,’zlx[l] > (d,’\’IX[l]) . Por otro lado, si el
procedimiento de marcado alternativo y MAXIMUM-2-PACK-TREE NO marcan Vy x,

A
entonces d;\’,lx[l] > (dk/,x[l]) y existe una contradiccion.

El Lema|[2.3]implica que cualquier marcado que intencionalmente omite el marcado
de un vértice vy, que deberia estar marcado, no puede tener cardinalidad mayor que

un marcado que incluye a vy.

2.3. Conjunto 2-packing maximo en un grafo uniciclo

Esta seccidn describe el algoritmo MAXIMUM-2-PAcK-UNICYCLE, mostrado en el Pseu-
docddigo [6] El componente principal de este algoritmo es el procedimiento PROCESS-
CycLic-BLock que marca los vértices de un bloque ciclico en el grafo. Este método
también incluye a los algoritmos ADAPT-FOR-UNICYCLE y CORRECT-CONFLICT. Estos algo-
ritmos detectan y corrigen un ‘conflicto’ entre vértices marcados. Un conflicto entre
dos vértices marcados ocurre en M’,\’Lo[l] después de remplazar la arista e;, en U\ e;p
cuando la distancia entre esos vértices es menor que o igual a dos. Finalmente, se

demuestra que MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE es correcto.

2.3.1. Descripcion de MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE

La entrada del algoritmo MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE es un grafo uniciclo no dirigido
U. La salida es un marcado My o[2] que representa un conjunto 2-packing maximo

en U.

La linea 2] del Pseudocddigo [6] calcula el arbol de bloques enraizado Tg y etiqueta

sus bloques de acuerdo a su numeracién postorden. Suponga que el bloque ciclico By
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Pseudocodigo 6: MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE(U)

Entrada: Un grafo uniciclo no dirigido U.
Salida : Un marcado My o[2] de U que representa un conjunto 2-packing méximo.
1 begin
Tg <—ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER(U);
fori—1ltoN—1do
Tv,;[r1[0] «INITIALIZE-BLOCK-TABLES(B,, Cg,), Vj;
Tvio[r1[1] «~PROCESS-CLIQUE-BLOCK(B;);
Tvio[r1[2] « Ty, [r1[1];
end
Ty, [r1[0] «INITIALIZE-BLOCK-TABLES(BN, Cgy), VJ;
Tvn,o[r1[2] «PROCESs-CYCLIC-BLOCK(Bp);
U « DISTRIBUTE-MAXIMUM-2-PACK-SOLUTION(U, Tv,,,[01[2]);
return U;
end

© 00N O U A~ W N
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es la raiz de Tg. Las lineas[3|-[7]procesan de forma iterativa los bloques B1, By, ..., By—1
mediante la ejecucién de INITIALIZE-BLOCK-TABLES y PROCESS-CLIQUE-BLOCK. Por lo tanto,

Tvso[r1[2] esta disponible para cada bloque Bs € C,,.

La linea|8|inicializa Tw,;[r]1[0] con la informacién de Cvy; (si es que existe), para to-
da j. Posteriormente, mediante PROCESS-CYcLIC-BLOCK, la linea[9]marca los vértices del
bloque By. Los vértices marcados de U es un conjunto 2-packing maximo. Finalmente,
en la linea el algoritmo DISTRIBUTE-MAXIMUM-2-PACK-SOLUTION (no se muestra) dis-
tribuye el marcado final, almacenado en 7y, ,[0][ 2], hacia todos los vértices marcados

en U a través de un recorrido sobre el arbol de expansién de U.

Pseudocodigo 7: PROCESs-CycLIC-BLOCK(B;)

Entrada: Un bloque ciclico B; cuyo vértice origen es v; .
Salida : Un marcado M;o[2].

1 begin

2 forh=0to|Bij|—1do

3 th —Bi\eyn;

a4 t{’ — MAXIMUM-Z-PACK-TREE(tih, h);

5 7’\20[r][ 1] « ADAPT-FOR-UNICYCLE(tlh, h);
6 end

7 max_sol «— T‘go[r][l];

8 forh=1to|Bij|—1do

9 max_sol — max (max_sol, T‘Zo[r][ 1]) T
10 end
11 Tvio[r1[2] « max_sol;
12 return 7y,,[r][2], Vr;
13 end

El algoritmo PROCESS-CYcLIC-BLOCK, mostrado en el Pseudocédigo [7, marca los vér-

tices del bloque B;. El ciclo en las lineas [2]- [] calcula de forma iterativa una familia de
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arboles de expansién de B;, denotada por t{’ =B;\ein, para 0 < h < |Bj|— 1. Después
la linea |4 marca los vértices de tlh, para toda h, mediante MAXIMUM-2-PACK-TREE. Final-
mente, mediante ADAPT-FOR-UNICYCLE, la linea [5| corrige (si es necesario) el marcado
de t{’ después de remplazar la arista e;p. Las lineas|7| - eligen el mejor marcado

entre los |B;| marcados calculados por el ciclo previo.

Pseudocoédigo 8: ADAPT-FOR-UNICYCLE(tlh, h).

Entrada: El arbol de expansién t{’ de B;. El indice h de la arista eliminada de B;.
Salida :Un marcado M][1].

1 begin

2 Vf < Vih—1mod|Bi;

3 V; “— Vih,

4 Vg < Vi,(h+1)mod|B|:

5 Vf < Vi,(h+2)mod|B:

6 if (Vg A v))€Ty,[0][1]l.set| v} € Cv, A dist(v;, v;,) =1 then

‘ Tvio[r1[1] « CORRECT-CONFLICT(t?, h, vg, v;,);

8 else

9 if (vh A v;) € Tv,o[0][1].5et | vih € Cy, A dist(vg, v4) =1 then
10 ‘ Tvio[rl[1] « CORRECT-CONFLICT(tlh, h, v, v;);
11 else
12 if (vg A v;) € Tv,,[01[1].5et then
13 ‘ Tvio[r1[1] « CORRECT-CONFLICT([’?, h, vg, v;);
14 else
15 if (Vg A v]’c) € Tv,,[0]1[1].set then
16 ‘ Tvio[r1[1] « CORRECT-CONFLICT([‘?, h, vg, in);
17 else
18 if (Vf/\ v;)eva[O][l].set then
19 ‘ Tvio[r1[1] « CORRECT-CONFLICT(tl-h, h, vf, vé);
20 end
21 end
22 end
23 end
24 end
25 return 7y, [r][1], Vr;
26 end

El algoritmo ADAPT-FOR-UNICYCLE, mostrado en el Pseudocédigo [8] corrige el marca-
do generado por MAXIMUM-2-PACK-TREE para el arbol tl.h para convertirlo en un marcado
libre de conflictos para B;. Este procedimiento regresa la arista e; » a tlh y revisa si exis-
te o no un conflicto entre dos vértices marcados (vea la Figura[3). Cuando el algoritmo
identifica uno de estos casos, ejecuta el algoritmo CORRECT-CONFLICT para corregirlo. Si
el algoritmo no detecta conflicto alguno, regresa como salida el marcado de entrada;

de otra forma, regresa un marcado libre de conflicto.



28

Figura 3. Conflictos entre los vértices marcados detectados por ADAPT-FOR-UNICYCLE. Las lineas pun-
teadas alargadas indican un componente ciclico B;. La arista e;, genera un conflicto entre dos vértices

marcados después de que se regresa al arbol t{’.

La Figuramuestra los cinco posibles conflictos, etiquetados con X4, paral <q <5,
que pueden ocurrir en un marcado dado. Por ejemplo, en la imagen X3 de la Figura
después de remplazar la arista e;p, los vértices extremos de la arista e;, estan mar-

cados y por lo tanto producen un marcado conflictivo para U.

La Figura [4] muestra el conjunto de todos los posibles marcados libres de conflicto,
etiquetados con Sy, para 1 < p £ 9, que tienen al menos un vértices marcado en el
area vecinal de la arista e; ;. ADAPT-FOR-UNICYCLE genera uno de estos tipos de marca-
dos como salida. Observe que para el caso en que existen dos vértices marcados, la

distancia entre ellos es al menos de tres aristas.

El algoritmo CORRECT-CONFLICT, mostrado en el Pseudocddigo [9] remarca el arbol
de entrada y encuentra un marcado libre de conflicto para U\ e; . Para realizar este
procedimiento, se generan dos marcados alternativos (almacenados en 7:/1,-,0[”[1] y
Tvz,-,o[r][l])' Para el primer marcado, CORRECT-CONFLICT elimina el vértice v del mar-
cado (linea [5] u [8). Posteriormente, actualiza el resto de las entradas si es necesario
(linea @ o} @) Luego remarca los vértices de t{’ (linea , y valida si este marcado es
libre de conflictos (linea[12). Si el marcado no es libre de conflictos, el algoritmo aplica
recursivamente el mismo procedimiento para obtener un marcado libre de conflicto.
CoRRECT-CONFLICT sigue un procedimiento similar para calcular el segundo marcado,

excepto que ahora remueve el vértice v/ en lugar de v (lineas[13]-[19). Finalmente, el
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Figura 4. Marcados libres de conflicto generados por el procedimiento CORRECT-CONFLICT. Las lineas
punteadas alargadas indican un componente ciclico B;. La arista e;, es la arista que el algoritmo regresa
alérboltf.

algoritmo elige y regresa el mejor marcado (lineas[22]-23).

En la Figura |5, cada circulo con la etiqueta X4 0 S, representa al conjunto de to-
dos los marcados que tienen un submarcado como el mostrado en las figuras [3| o [4]
respectivamente. En cada arista de la Figura existe un conjunto de calculos que
CORRECT-CONFLICT debe realizar para moverse de un marcado a otro. Por ejemplo, la
arista (X2, X3), etiquetada con “ovj e v4"”, indica que el algoritmo remueve a vj del

marcado e inserta vg.

2.3.2. Demostracion de que MAXIMUM-2-PAcK-UNICYCLE es correcto

Lema 2.4 Sean Myo[2] y M’,leo[l] conjuntos 2-packing maximos de U y del arbol de
expansion U\ ey,n, respectivamente. Suponga que ‘Mf/\'/,o[l]’ es la cardinalidad mas
pequena de todos los conjuntos 2-packing maximos de todos los drboles de expansion
de U. Entonces, [Mp,o[2]] < ‘M’,{I'O[l]’.
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Pseudocoddigo 9: CORRECT-CONFUCT(t{’, h,v, v’).

Entrada: Un arbol de expansién t{’ de B, el indice h, y dos vértices conflictivos vy v’.

Salida : Un marcado libre de conflictos Mfo[l].

1 begin

2 tl <—t[h;

3 t? «—tlh;

a if vetl then

5 T1[0][0] « T2[0][0] o {1, (V), O};

T2[0][0] « max(T7.2[0][0], 72[1][0]);
7 else
1 .
p(v)[11[01 Ty )[2][01
Ton[ 01101 — max (7., [ 11101, T, [01[01);

10 end

1 t! «—MAXIMUM-2-PACK-TREE(t!, h);

12 | T, [r][1] < ApapT-For-UNicYCLE(th, h);
13 if v/ e 12 then

TZ[01[0] « 3[01[01 {1, (v, 0};
T2[01[0] « max(72[0][0], 2[11[0]) ;
16 else

p(vr)[l][o]‘_ (v,)[Z][O]'
T2 L0101 — max (72, [11[0], 7%,,[01[01);

19 end
20 t? « MAXIMUM-2-PACK-TREE(t?, h);
21 | 72 [r][1] < ADAPT-FOR-UNICYCLE(t?, h);

2 Tv,o[rltll«—max(Tl (1011, 72, [r2010);
23 return 7y,,[r][1], Vr;
24 end

Demostracion. Por contradiccién. Suponga que |Mpy o[2]] > ‘M’Klo[l]‘. Construya el
arbol de expansion U\ epn,n. Observe que My o[2] también es un conjunto 2-packing
maximo de U\ ey n, lo cual es una contradiccién puesto que MZ o[ 1] es un conjunto

2-packing maximo de U\ ey p. [

El Lema establece que la cardinalidad de cualquier conjunto 2-packing maximo
de cualquier arbol de U es una cota superior a la cardinalidad de un conjunto 2-packing

maximo de U.

Lema 2.5 Sea MR/ o[ 11 un marcado libre de conflictos que representa un conjunto
2-packing maximo para algun arbol U\ ey n. Entonces, dicho marcado también es un

conjunto 2-packing maximo para U.

Demostracion. Por contradiccién. Suponga que el marcado MIK/ o[ 11 no esun conjunto
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Figura 5. Los circulos X4 son marcados conflictivos de entrada para el algoritmo CORRECT-CONFLICT. Las
aristas en el grafo representan transiciones hacia posibles marcados de salida generados por CORRECT-
CONFLICT. Observe que este algoritmo puede generar tanto marcados conflictivos como marcados libres
de conflictos.

2-packing maximo para U. Por lo tanto, existe otro conjunto 2-packing en U, digamos
My o, tal que |[Mpy o[ 2]] > ‘MZ 0[ 1]). Note que My o[ 2] también es un conjunto 2-packing
de U \ enhn, lo cual es una contradiccion puesto que M’,zl o[ 1] es un conjunto 2-packing

maximo de U \ ey h. [

El Lema provee de una estrategia para calcular un conjunto 2-packing maximo
de U. Lo que se necesita es encontrar un marcado libre de conflictos que represen-
te un conjunto 2-packing maximo en algun arbol de expansién de U. Puesto que tal
conjunto pudiera no existir, una accién alternativa es encontrar el mejor marcado libre
de conflictos para cada arbol de expansiéon de U. Finalmente, escoger el arbol con la

mayor cardinalidad de vértices marcados.

Lema 2.6 Dado un marcado conflictivo M?o[ 1] de algun U\ e;, como entrada, ADAPT-
For-UNICYCLE genera a lo mas diez marcados de U \ e;, para encontrar un marcado

libre de conflictos.

Demostracion. La Figura [6] muestra uno de los peores casos que ocurren cuando el
marcado de entrada para CORRECT-CONFLICT es X3, y este algoritmo genera los mar-

cados X3 y Xs. Posteriormente, este algoritmo genera X4 y X5 cuando la entrada es
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X3. Finalmente, cualquier par de marcados generados por este algoritmo es libre de
conflictos cuando su entrada es X4 o Xs. El niUmero total de marcados generados es
diez. Un comportamiento general ocurre para el caso cuando el marcado de entrada

es Xi. [ |

Figura 6. Posibles configuraciones a las que se puede llegar partiendo de X».

Lema 2.7 Dado un marcado Mf’o[l] de U\ e;n como entrada, ADAPT-FOR-UNICYCLE
correctamente determina si éste es un marcado libre de conflicto. Cuando existe un
conflicto, éste genera un marcado alternativo libre de conflicto; si no existe conflicto,

regresa el marcado de entrada.

Demostracion. El marcado de entrada puede tener hasta cinco tipos diferentes de
conflicto, asi como se muestra en la Figura [3] ADAPT-FOR-UNICYCLE detecta estos con-
flictos mediante las lineas [6] - 241 del Pseudocdédigo [8] Si no hay conflictos, este proce-

dimiento regresa el marcado de entrada.

Cuando ADAPT-FOR-UNICYCLE detecta un conflicto, éste genera dos marcados alter-
nativos, t1 y t2, mediante CORRECT-CONFLICT. Con base en el marcado de entrada, este
procedimiento primero remueve el vértice conflictivo, v, del marcado t! (lineas|5]-[6]u
[8]- Q). CORRECT-CONFLICT maneja dos casos, puesto que el vértice conflictivo, v, puede
estar en el ciclo (Configuraciones X1, X3, X4 de la Figura[3) o estar a distancia uno del
ciclo (Configuracion X, de la Figura[3). Después de eliminar el vértice conflictivo v del
marcado, la linea del algoritmo marca de nuevo a tf sin incluir a v. Puesto que la
linea utiliza el algoritmo de Mjelde (2004), una de las ramas de t{’ (la rama que
contiene a v’) mantiene el mismo marcado. De forma semejante, la rama de t{” que

contiene a v recibe un marcado éptimo, excepto por la omisién del marcado de v.
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CORRECT-CONFLICT lleva a cabo un procedimiento similar para generar t2, pero aho-
ra evita marcar el segundo vértice conflictivo, v/, pero manteniendo el marcado de
v (lineas [13] - 20). Finalmente, si el marcado de t! y t2 estén libres de conflicto, la
linea [22] selecciona el marcado con la cardinalidad mas grande; de otra forma, genera
un marcado libre de conflicto aplicando de forma recursiva ADAPT-FOR-UNICYCLE a t! o
t2 (Il'neaso). En el peor de los casos, es necesario producir diez marcados para

obtener un marcado libre de conflictos, asi como se muestra en el Lema[2.6] [ ]

Lema 2.8 E/ marcado Mfﬁo[ 1] generado por ADAPT-FOR-UNICYCLE es un marcado libre
de conflicto que representa un conjunto 2-packing maximo de la mas alta cardinalidad

para U\ e;p.

Demostracidon. Suponga sin pérdida de generalidad que t{’ tiene dos ramas enraiza-
das en v;o. Sean tf‘—" y tlh‘—"' las ramas de tlf’ que tienen a los vértices conflictivos v
y v/, respectivamente. La rama tf‘—‘/' consiste del conjunto de aristas y vértices entre
V1Y Vin. De forma semejante, la rama tl.h‘“’ consiste del conjunto de aristas y vértices

entre vi|g—1| Y Vih+1-

Primero, suponga que CORRECT-CONFLICT esta procesando la eliminacion de v. Aho-
ra, considere al subgrafo formado por la unién de """y | Jy, T o Vik € th=V'. Este
subgrafo es un &rbol y CORRECT-CONFLICT (linea[11] del Pseudocédigo [9) genera un
marcado que representa un conjunto 2-packing maximo para este subgrafo, por el
Corolario 2.1l

De forma semejante, por el Corolario todos los marcados de los arboles T:;Lk,
para todo vk € t{"—" son también conjuntos 2-packing maximos. En este punto, la
Unica parte que el algoritmo necesita remarcar son los vértices de tl.“‘—‘/. Observe que
las lineas [4] - [9] del Pseudocddigo [9] intencionalmente remueven a v del marcado. Pos-

teriormente, la linea termina el marcado de los vértices restantes de t{”“/.

1

Note que este nuevo marcado, llamado (Mfo[l]) , con dicha restriccién también

es un conjunto 2-packing para U \ e;s. Siguiendo un procedimiento similar, el cual
2

remueve al vértice conflictivo v/ del marcado, se obtiene (Mf’o[l]) , que también es

un conjunto 2-packing para U\ e;s. Se puede demostrar mediante un procedimiento
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similar, que cuando t{’ consiste de sélo una rama, los marcados generados también

son conjuntos 2-packing para U\ e; .

1 2

En caso de que algunos de los marcados generados, (M?}.[l]) 0 (Mf’j[l]) , tengan
conflicto, el algoritmo calcula de forma recursiva un marcado libre de conflicto, por el
Lemal[2.7] Finalmente, las lineas[22]-[23|del Pseudocddigo 9] regresan el mejor marcado

entre (ijo[l])1 y (Mgo[l])z.

Observe que pueden existir otros marcados libres de conflicto para U \ e;» que re-
presenten conjuntos 2-packing, pero por el Lema estos marcados alternativos no
son mejores que aquel que intencionalmente omite el menor nimero de vértices mar-
cados. Por lo tanto, el marcado generado por ADAPT-FOR-UNICYCLE es libre de conflicto

y representa un conjunto 2-packing para U\ e;» con la mas alta cardinalidad. [ |

Lema 2.9 Sea U un grafo uniciclo conectado no dirigido. El marcado My o[ 2] generado

por MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE es un conjunto 2-packing maximo para U.

Demostracion. Por el Corolario el marcado creado por el algoritmo ROOTED-
BLOCK-TREE-POSTORDER en U y por INITIALIZE-BLOCK-TABLES y PROCESS-CLIQUE-BLOCK en
los bloques B1, By, ..., By—1 (lineas[2]-[7]del Pseudocédigo[6)) es un conjunto 2-packing
maximo para cada arbol T\TN,,-' para todo vy ;. Después, INITIALIZE-BLOCK-TABLES (linea
incorpora los marcados de los blogues previos a las tablas de los vértices de By. Pos-

teriormente, la linea[9] ejecuta PROCESS-CYcLIC-BLOCK en By.

PROCESs-CycLIC-BLock primero genera todos los arboles de expansién de U\ ey h =

h . 7 . s _ 7
th, para toda h, y los enraiza en el vértice vy,o (Ilneas deI Pseudocode. Después,
la linea 4] marca cada uno de los arboles de expansion mediante MAXIMUM-2-PACK-
TREE. Por el Lema cada uno de estos marcados representa un conjunto 2-packing

maximo para dichos arboles.

Si existe un marcado libre de conflicto para algin &rbol de expansién, por el
Lema 2.5, el marcado resultante es un conjunto 2-packing maximo para U; de otra
forma, la linea [5| genera un marcado libre de conflicto que representa un conjunto
2-packing. Por el Lema ADAPT-FOR-UNICYCLE calcula el mejor marcado libre de con-

flicto para el arbol de expansién tﬁl. Finalmente, las Il'neas- seleccionan el mejor
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marcado libre de conflicto entre todos los drboles de expansién, lo cual es el marcado

resultante para U. [ |

2.3.3. Analisis de complejidad de MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE

Primero, se realiza el analisis de complejidad de PROCESs-CycLICc-BLock. La par-
te mas costosa de este algoritmo (vea el Pseudocddigo es el ciclo for de las li-
neas [2| - [6] que consiste de O(|Bn|) iteraciones. En este ciclo, ADAPT-FOR-UNICYCLE
(Pseudocddigo[8), en el peor de los casos, ejecuta MAXIMUM-2-PACK-TREE a lo mas diez
veces por el Lema [2.6] Consecuentemente, ADAPT-FOR-UNICYCLE corre en O (|By]) u.t.

Por lo tanto, este ciclo y el algoritmo completo requiere de O(lBle) u.t.

Ahora, se realiza el analisis de complejidad de MaxiMuM-2-PACK-UNICYCLE. El pro-
cedimiento ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER (linea requiere O(n) u.t. La parte mas
costosa del ciclo for de las lineas [3| - [7] es INITIALIZE-BLOCK-TABLES-LIST, el cual requie-
re O(|Bi| +|Cs|) = O(n—|Bnl) u.t. Puesto que N—1 = n—|By|, este ciclo requiere
O((n— |BN|)2) u.t. La linea mas costosa del resto del Pseudocédigo @ es la ejecucién
de PROCESs-CycLIC-BLock (linea @) la cual requiere O(lBle) u.t. Por lo tanto, MAXIMUM-

2-PACK-UNICYCLE se ejecuta en O (n?) u.t.

2.4. Transformacion de uniciclo a arbol

El algoritmo UNICYCLE-TO-TREE, mostrado en el Pseudocédigo[10} transforma un gra-
fo uniciclo U a un arbol T(U). Esta transformacién no es tan sélo la eliminacién de una
arista de U, puesto que T(U) tiene que satisfacer algunos requerimientos, como se
explica a continuacidn. La entrada para este algoritmo es el grafo uniciclo U = (Vy, Ey)
con un marcado My o[2] que representa un conjunto 2-packing maximo para U. Su-
ponga que vy o es el vértice origen de U y que pertenece al bloque ciclico. La salida
de este algoritmo es el arbol T(U) = (Vrw), Erw)), tal que existe una funcién biyectiva
f:Vu— Vrw). Ademas, el marcado My o[ 1] de T(U) representa un conjunto 2-packing
maximo, y éste es igual al marcado My o[ 1] del algoritmo de Mjelde (2004), cuando

se le aplica a T(U), suponiendo f(vpy,0) como el vértice origen.
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Pseudocodigo 10: UNICYCLE-TO-TREE(U)

Entrada: Un grafo uniciclo no dirigido U enraizado en vy, del bloque ciclico By y un marcado
Mpn,0[ 2] de U que representa un conjunto 2-packing maximo.
Salida : Un arbol T(U) con un marcado My o[2] =My, 0[1] = Mpn,0[1], el cual representa un
conjunto 2-packing maximo.
1 begin
Aplicar BFS(U, vp,0) e identificar vx, p(vx), vz, vy, la arista eq;
T(U) < U;
Borre todas las aristas de P1 en T(U);
Agregue una arista entre cada vértice f(vy,m) a f (p(vx)), tal que vy,m € P1 en U, vu,m # vy, Y
VN,m 7é Vz,
return T(U);
7 end

ua &~ W N

(-]

(@) Un grafo uniciclo U con su marcado (b) El &rbol transformado, T(U), con su mar-
Mp,o0[2] cado My o[ 1]

Figura 7. Transformacién de un grafo uniciclo a un arbol.

2.4.1. Descripcion de la transformacion

Sea U un grafo uniciclo y By su bloque ciclico correspondiente. Suponga que My, o[ 2]
representa un conjunto 2-packing maximo para U calculado con el algoritmo MAXIMUM-
2-PAck-UNICYCLE cuando vy o es el vértice origen. El proceso para crear el arbol T(U)

de U es como sigue.

La linea [2| del Pseudocddigo identifica los vértices vx, p(vx), V2, vy, y la arista
e1. El vértice vy es el vértice marcado mas cercano a vy en U\T;N'O. El algoritmo
identifica vx mediante BFS en U, suponiendo que vy, o es el vértice origen. Si existe
mas de un vértice vx que satisface este criterio, vy es el vértice cuyo identificador
Unico es el mas bajo. Sea p(vy) el padre de vx en el arbol BFS. Sea v, el primer vértice
en el camino de vy a vy, 0 que pertenece al bloque ciclico By. Observe que v, puede
ser vy, p(vx) o p(p(vx)). Sea e; la primera arista en el camino de vy o a vx en el arbol

BFS. Sea P el camino de v, a vy, en el ciclo By que no pasa por la arista e;. Sea
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vy # Vv el primer vértice marcado en P. Si dicho vértice no existe, entonces v, « vy 0.
Sea P; € P el camino de v, a vy. La linea crea una copia de U y le asigna el nombre
de T(U). Posteriormente, la linea[4| borra todas las aristas de P; en T(U). Finalmente, la
linea[5|agrega una arista por cada vértice f(vn,m) a f (p(vx)) en T(V), tal que vy,m € P1

enU, VNm # Vy, Y VN,m # Vz.

Ejemplo 2. Considere el uniciclo U de la Figura [7fa). En esta figura, los vértices
resaltados representan a Sy, ,[2]. Las lineas punteadas denotan a T\’;le. La Figura b)
es el arbol resultante, T(U), después de la ejecucién de UNICYCLE-TO-TREE en U con el
conjunto Sy, ,[2]. En la Figura b), los segmentos de lineas representan las aristas
eliminadas de U, mientras que las lineas gruesas representan a las nuevas aristas
agregadas a T(U). Finalmente, observe que cada vértice en U le corresponde un vértice

en T(U) y los marcados My, ,[2] y My, ,[1] son iguales.

2.4.2. Demostracion de que UNICYCLE-TO-TREE es correcto

Sea U = (Vy, Ey) un grafo uniciclo que contiene un bloque ciclico By. Sea My o[ 2]
un marcado de U calculado por MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE que representa un conjunto

2-packing maximo, suponiento vy o como el vértice origen.

Lema 2.10 E/ marcado My o[ 2] de U es igual al marcado My o[ 1] de T(U) generado

por UNICYCLE-TO-TREE.

Demostracidon. Suponga, sin pérdida de generalidad, que T:;NO = Vy 0. Se demuestra
gue ningun vértice cambia su marcado en cada uno de los dos subarboles enraizados
en f(vn,0) de T(U).

Caso 1. Sea vy,m cualquier vértice de P; en U, excepto v, y vy. Sea vf;’7 el vértice
marcado (si existe) mas cercano a vy, m €n T;N . Observe que vy m # vf;’q, puesto que
,m

Vn,m € Sn,0[2].

El marcado My n»[0] es el mismo en U y T(U) puesto que dicho subgrafo es el
mismo. Observe que existe un camino de dos aristas entre f(vnm) Y f(vx) en T(U),

y que existe un camino de a lo mas tres aristas entre f(vy m) yf(vf;,). De aqui que,



38

el camino de f(vy) a f(vf,’q) tenga a lo mas cinco aristas. Puesto que f(vx) yf(vr‘f,)
pertenecen a Sy o[ 2], ningun otro vértice en dicho camino puede cambiar su marcado

en T(U). Este argumento se mantiene para todo vértice f(vy m).

De forma semejante, note que vy es un vértice marcado en U y T(U), y que la

distancia entre va’7 Yy Vx es al menos tres en T(U). Luego, el marcado de TjN en U es
,Z

el mismo que el marcado en T(U). En otras palabras, el marcado de cualquier vértice

vf;’1 no altera el marcado de ninguln vértice f(v,), donde v(u) € T:;N en U.
Z

Note que el camino mas corto entre vy 0 Y vx €n U es a lo mas tres. Dicho camino
también existe en T(U) entre f(vn,0) Y f(Vx). Puesto que vy y f(Vvx) son vértices mar-
cados en U y T(U), respectivamente, entonces el marcado en ambos caminos es el
mismo. Por lo tanto, los vértices marcados en ambos subdarboles enraizados en vy o en

Uy f(vn,0) en T(U) son los mismos.

Caso 2. Suponga que f(vy) # f(vn,0). Sea P> el camino de vy a vy,0 que no pasa por
la arista e; en U. El camino P, también existe en T(U) entre f(vy) y f(vn,0). Observe
gue el subgrafo inducido por todos los vértices en P, U C-\tN,k' para todo vy € P, en U
es el mismo para el subgrafo inducido por sus vértices correspondientes en T(U). Sea
Vw # V7 el vecino de v, en Py (vea la Figura . Puesto que vy y f(vy) son vértices
marcados en U y T(U), respectivamente, entonces la eliminacién de la arista entre
f(vw) y f(vy) no altera el marcado de f(vy) ni el marcado de los vecinos de f(vy) a
distancia menor o igual que dos en T(U). Por lo tanto, el marcado de los vértices en

este subarbol es el mismo para U y T(U).

Cuando f(vy) = f(vn,0), no hay nada por demostrar puesto que hay tan solo un
subarbol enraizado en f(vy ) en T(U), y el Caso 1 maneja este caso. Cuando T;NO #

Vvn,0, dicho subgrafo es el mismo en Uy T(U) y sus marcados My o[ 0] son iguales.

Note que puesto que ningun vértice cambia su marcado en los subarboles enrai-
zados en f(vy,0) de T(U), entonces f(vn0) no puede cambiar su marcado en T(U).

Lema 2.11 E/ marcado My o[ 1] de T(U) generado por UNICYCLE-TO-TREE, suponiendo
f(vn,0) como el vértice origen, representa un conjunto 2-packing maximo y es igual al

marcado My o[ 1] calculado en T(U) por el algoritmo de Mjelde (2004), considerando
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f(vn,0) como el origen.

Demostracion. Suponga, sin pérdida de generalidad, que T,;-(VN,O) =f(vno) Y f(vno) #
f(vy). Bajo estas suposiciones, el arbol T(U) tiene dos ramas conectadas a f(vy,0).
Sea T(U)T) y T(U)/(¥2) las ramas de T(U) que tienen a los vértices f(vy) y f(Vz),
respectivamente. Ahora, se demuestra que los marcados de cada rama generado por

UNICYCLE-TO-TREE y por el algoritmo de Mjelde son iguales.

Caso 1. Rama T(U)~ ("), Puesto que f(vy) es un vértice marcado en T(V), el vérti-
ce f(vw) no impone ninguna restriccion en el marcado de f(vy). Puesto que el subgrafo
inducido por los vértices de T(U)~/(vy) también existe en U y MAXIMUM-2-PACK-UNICYCLE
es una implementacién del algoritmo de Mjelde, ambos marcados para T(U)T™) ge-

nerados por ambos procedimientos son iguales.

Caso 2. Rama T(U)/(v2), Sea f(vn, m) un vértice arbitrario del bloque By en la rama
T(U)f(v2), Observe que cada subgrafo inducido por los vértices de T;(vN,m) en T(U)
también existen en U, excepto por T]T(VZ). Note que el marcado de estos subgrafos
en Uy T(U) son el mismo, y que éstos usan una implementacién del algoritmo de
Mjelde. Por lo tanto, el marcado producido por UNICYCLE-TO-TREE y del algoritmo de
Mjelde para estros subgrafos es el mismo. Ahora, se demuestra que el marcado en
el subgrafo inducido por los vértices de T}f(vz) es el mismo en ambos procedimientos.
Observe que todos los vértices vy,m € P1 en U, donde vy,m # Vy Y VN,m # Vz, NO estén

marcados en U ni en sus vértices correspondientes en T(U).

Asimismo, note que cada uno de estos vértices se conecta a f(p(vy)) en T(U), el
cual no es un vértice marcado. Puesto que la distancia entre cada f(vg) a f(p(vx))
es al menos dos, entonces ningun vértice en T]T(lem) impone una restriccion en el
marcado de algun vértices de T]T(vz). Por lo tanto, el marcado para T(U)“ V2 es el mismo

para ambos procedimientos.

Cuando f(vn,0) = f(vy) existe s6lo una rama conectada a f(vn,0), y el Caso 1 del
Lema es verdadero para dicha rama.

Cuando T¢(vy,0) # f(vn,0) (es decir, existen otras ramas conectadas a f(vp,0)), note
gue el subgrafo inducido por los vértices de dichas ramas existen en U y T(U). Asimis-

mo, observe que el marcado de aquellos vértices en U (el cual es el mismo en T(U))
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usé una variacion del algoritmo de Mjelde. Por lo tanto, el marcado de dichas ramas

es igual para ambos procedimientos.

Observe que puesto que ningun vértice cambia su marcado en T(U) en ambos
subarboles enraizados en f(vy,0), entonces f(vy,0) no puede cambiar su marcado en
T(U). [ ]

El algoritmo UNICYCLE-TO-TREE corre en O(n) u.t.; no obstante, Unicamente se em-
plea como componente para la demostracidon de que el algoritmo MAXIMUM-2-PACK-

CACTUS es correcto.

2.5. Conjunto 2-packing maximo en un grafo cactus

Esta seccion describe el algoritmo MaxiMmuM-2-PACK-CACTUS, que se muestra en el

Pseudocd6digo[11] la demostracion de que es correcto y su analisis de complejidad.

2.5.1. Descripcion de MaxiMmuM-2-PAack-CACTUS

La entrada para este algoritmo es un cactus K = (Vk, Ex). La salida es un conjunto

de vértices marcados, Sy o[ 2], que representa un conjunto 2-packing maximo para K.

La linea [2] del Pseudocédigo [11] calcula el &rbol de bloques enraizado Tg y etiqueta
sus bloques de acuerdo a su numeracién postorden. El ciclo de las lineas (3| - pro-
cesa de forma secuencial cada bloque. Este procedimiento obtiene M; o[ 2], para cada
bloque i. Las lineas 5l - [8l manejan el caso para un bloque clique y las lineas[9]-[11] para
un bloque ciclico. Después de procesar el bloque By, el vértice vy ¢ almacena My o[ 2].
Finalmente, en la linea el algoritmo DISTRIBUTE-MAXIMUM-2-PACK-SOLUTION (no se

muestra) distribuye el marcado final a todos los vértices de K.

2.5.2. Demostracion de que MaxiMuM-2-PAcKk-CACTUS es correcto

Teorema 2.1 Sea K un grafo cactus conectado no dirigido. El conjunto Sy o[ 2] gene-

rado por MaxiMmum-2-PACK-CACTUS es un conjunto 2-packing maximo para K.
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Pseudocoadigo 11: MAXIMUM-2-PACK-CACTUS(K)
Entrada: Un grafo cactus conectado K = (Vk, Ex), donde |Vk| = 2.
Salida : Un conjunto Sy,0[2] € Vk que representa un conjunto 2-packing méximo para K.

1 begin

2 Ts <—ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER(K);

3 fori—1toNdo

a Tv,;[r1[0] < INITIALIZE-BLOCK-TABLES(B, Cg,), Vj;

5 if B; is a clique block then

6 Tv,o[r1[1] « PROCESS-CLIQUE-BLOCK(B;);

7 Tviolr12] < Ty [r1[1]

8 end

9 if B; is a cyclic block then

10 \ Tvo[r1[2] « PROCESS-CYCLIC-BLOCK(B;);

11 end

12 end

13 K « DISTRIBUTE-MAXIMUM-2-PACK-SOLUTION(K, Tv, ,[ 01[ 2]);
14 return K;

15 end

Demostracion. Por induccién en el nimero de bloque i.

Inicialmente, ROOTED-BLOCK-TREE-POSTORDER construye un arbol de blogues enrai-

zado Tg de K y etiqueta sus bloques de acuerdo a su numeracién en postorden.

Caso base. Cuando i = 1, MAaxiIMUM-2-PAck-CACTUS procesa el blogue B; (el bloque

hoja més a la izquierda de Tp). El bloque B1 puede ser un cligue o un ciclo.

= Cuando B; es un bloque clique. Por el Lema|[2.1} INITIALIZE-BLOCK-TABLES y PROCESS-

CLIQUE-BLOCK marcan correctamente los vértices de B;.

= Cuando Bi es un bloque ciclico. El ejecutar INITIALIZE-BLOCK-TABLES Y PROCESS-
CycLic-BLock es equivalente al algoritmo MaxiMuM-2-PAcK-UNICYCLE cuando la en-
trada es un ciclo. Por el Lema este procedimiento marca de forma correcta

los vértices de Bj.

Hipdtesis inductiva. Suponga que el Teorema marca de forma correcta los blo-
gues desde B1 a Bi—1 y que cada blogue ciclico de Tg usa la transformacién UNICYCLE-

To-TREE.

Paso inductivo. Ahora se muestra que el Teorema marca de forma correcta el
blogue B;. Por la hipétesis inductiva y por los Lemas y se pueden ver los

bloques desde B; a Bi—1 como un conjunto de arboles con sus vértices marcados de



42

forma éptima, de los cuales algunos de ellos estdn conectados a algun vértice de B;.

Existen dos casos.

= Cuando B; es un bloque clique. Por el Lema[2.1] INITIALIZE-BLOCK-TABLES y PROCESS-

CLIQUE-BLOCK marcan de forma dptima los vértices de B;.

= Cuando B; es un bloque ciclico. El grafo inducido por los vértices de B; U CE{ for-
man un uniciclo. Por el Lema INITIALIZE-BLOCK-TABLES y PROCESS-CYCLIC-BLOCK
marcan de forma éptima los vértices de B;. Finalmente, por los Lemas[2.10]y[2.11],
se puede ver que el grafo inducido por los vértices de B; U CE[ como un arbol con

el mismo numero conjunto de vértices marcados.

2.5.3. Analisis de complejidad de MAXIMUM-2-PAcCK-CACTUS

El tiempo de ejecucidon de MaxiMuM-2-PAcK-CACTUS depende de el nUmero de vérti-
ces en el bloque ciclico. De hecho, entre mas grande el tamafio del bloque ciclico mas
grande es su tiempo de ejecucion. Por el contrario, cuando no hay ciclos en el cactus,

el algoritmo se ejecuta mas rapido, en O(n) u.t.

En el Pseudocédigo (11} la linea[2|requiere O(n) u.t. La linea[d|requiere O (|Bi| + |Cs|)
u.t. La Iinea@requiere tiempo constante. La Il'nea requiere O(lB,-Iz) u.t. Finalmente,
la linea requiere O(n) u.t. Puesto que N es O(n), el algoritmo MAXIMUM-2-PACK-

CACTUS se ejecunta en O (n?) u.t.
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Capitulo 3. Algoritmo distribuido para el conjunto

2-packing maximal en grafos Halin

3.1. Introduccion

Sea H = (Vu, Ex) un grafo Halin, como se define en el Capitulo . Esta seccién
presenta el algoritmo M2H (MAXIMAL_2-PACKING-SET_HALIN) que encuentra un conjunto
2-packing maximal en grafos Halin no geométricos en O(n) u.t., donde n = |Vy|. M2H
combina una versién distribuida del algoritmo secuencial de Eppstein (Eppstein, 2016)
con una variacién del algoritmo de (Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda, 2014). Dado
un grafo no dirigido G, el algoritmo de Eppstein determina si G es un grafo Halin
0 no. Si G es Halin, este algoritmo encuentra las aristas que pertenecen a alguna
cara externa (la cara externa no es necesariamente Unica para los grafos Halin). A
diferencia del algoritmo descrito en (Trejo-Sanchez y Ferndndez-Zepeda, 2014), M2H
no requiere que el grafo de entrada sea geométrico. Incluso, la entrada para (Trejo-
Sadnchez y Fernandez-Zepeda, 2014) es 1l-outerplanar; mientras que, la entrada para

M2H es 2-outerplanar.

3.2. Conjunto 2-packing en grafos Halin

3.2.1. Terminologia y notacién

Sea I' = (Vr, Er) un ‘subgrafo triangular’ de H, tal que {u,v,w} c Vy vy {(u, v),
(v, w), (w,u)} c Ey (vea la Figura [8(b)). Sea A = (Va, EA) un ‘subgrafo doble triangu-
lar’ de H tal que {a,u,v,w} c Vy vy {(a, u), (a,v), (a,w), (u,v), (v, w)} Cc Ey (vea la
Figura[9). Sea A" (A") el conjunto de todos los subgrafos triangulares (doble triangu-
lares) de H y las versiones contraidas de H (i.e., aquellos grafos generados a partir de

H después de la ejecucion del algoritmo de Eppstein).

Dado I € {AF u A"}, cualquier arista (x,y) € Ey tal que x € Vr y y ¢ Vr es una

periarista’y y es un perivértice de T'. En la Figura [9{(b), las aristas (u, u’), (v, V'), y
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Regla D3a
de Eppstein

(a)

Figura 8. Transformacién de subgrafos triangulares. (a) Grafo resultante después de aplicar la regla
D3a de Eppstein. (b) Subgrafo triangular original. (c) Subgrafo resultante después de la ejecucién de la
REGLA-A propuesta en este trabajo. Las lineas paralelas, “||”, representan a las superaristas.

Regla D3b
de Eppstein

(a)

Figura 9. Transformacién de subgrafos doble triangulares. a) Subgrafo resultante después de aplicar la
regla D3b de Eppstein. b) Subgrafo doble triangular original. c) Subgrafo resultante después de la ejecu-
cién de la REGLA-B propuesta en este trabajo. Las lineas paralelas, “||”, representan a las superaristas.

(w, w’) son periaristas, y los vértices {u’, v/, w’} son perivértices. Dos subgrafos I';, I['; €
{AH U AH} son vecinos si estos comparter al menos una periarista. Una superarista de
X{ @ Xj s un camino {x; Xi+1,...,X;} € Vu, tal que (xk, xk+1) € En, para toda k en

i<k <}j,ysblox;y x; estan ‘activos’.

3.2.2. Encontrando una cara externa en los grafos Halin

M2H se basa principalmente en las reglas D3a y D3b de Eppstein (2016) para en-
contrar una cara externa en el grafo Halin. Aqui se implementan estas reglas en un
ambiente distribuido y reciben el nombre de REGLA-A y REGLA-B, respectivamente. M2H
primero identifica los subgrafos triangulares y doblemente triangulares en H para eje-
cutar estas reglas. Para reducir sobrecostos en tiempo, sélo los vértices con grado
tres llevan a cabo esta identificaciéon. Los subgrafos triangulares y doble triangula-
res siempre tienen al menos una arista en la cara externa. M2H también incorpora
un procedimiento para evitar la ejecucién de estas reglas en dos subgrafos vecinos
M, Tj € {AP U A"}, Ademas, M2H incluye un procedimiento para reducir el tamafio de

las superaristas largas.
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Seleccién de apice. Un dpice para el subgrafo ' e {AH U AH} es un vértice x € Vr

gue toma el valor de representante de I'. Las siguientes reglas definen el dpice.

= Caso 1. Si e A", su &pice es el vértice x € V- con el grado més grande.

= Caso 2. Si e A" y I no tiene ningln vecino " € {A" U A"} , el 4pice de T es el

vértice x € VI de menor identificador.

= Caso 3. Sil" € A" y I comparte una o dos periaristas con algin " € {AH u AH}, el
apice de I" es el vértice x € Vr de menor identificador tal que x no es un extremo

de alguna periarista compartida.

» Caso 4. SiT" e A" y I' comparte tres periaristas con algin " € { A" u A"}, el apice

de I' es el vértice x € Vr con el menor identificador.

REGLA-A. La regla D3a de Eppstein reemplaza un subgrafo triangular I' por un
‘supervértice’, manteniendo las conexiones existentes hacia las periaristas (vea la
Figura[8(a)). En la REGLA-A, el dpice u permanece ‘activo’, mientras que los otros dos
vértices en I', sean vy w, y las aristas (u, v), (v, v/), (u, w), (w, w’) y (v, w) perma-
necen ‘inactivas’ (vea la Figura [8(c)). Los vértices y aristas inactivos no son parte del
grafo contraido, pero permiten la propagacién de mensajes en el sistema distribui-
do subyaciente. La REGLA-A también crea las superaristas (u, v, v/) y (u, w, w’) en los

grafos contraidos de H.

REGLA-B. La regla D3b de Eppstein transforma un subgrafo doble triangular con
apice en a en un grafo triangular con apice en a, asi como se muestra en la Figura [9}a).
En la REGLA-B, el vértice v y las aristas (v, u), (v, a) y (v, w) se inactivan. La REGLA-B

también crea la superarista (u, v, w), como se ve en la Figura [9)c).

El algoritmo de Eppstein contrae subgrafos triangulares y doble triangulares de
H hasta que alcanza un grafo K4 o ninguna otra contraccién es posible. Finalmente,
mediante un procedimiento de expansién, este algoritmo determina una cara externa
de H. M2H ejecuta un proceso de contraccién similar, pero en forma distribuida. Este
aplica la REGLA-A o la REGLA-B, de forma simultdnea, a cada e {AH U AH}, siempre y

cuando estos subgrafos no sean vecinos. Este procedimiento también termina cuando
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o .

Figura 10. Reduccidn de superaristas. (a) Subgrafo con una superarista larga (e, b, ¢, f). (b) Subgrafo
resultante después de la ejecucién del procedimiento de reduccién de superaristas. La superarista es
(e, g9, f). Las lineas parallelas, “||”, representan las superaristas.

el grafo resultante es K4. Finalmente, M2H ejecuta un procedimiento de expansién

similar al de Eppstein.

PROCEDIMIENTOS FREEZE Y UNFREEZE. M2H inhibe la contraccién simultanea de
dos subgrafos vecinos triangulares o doble triangulares para evitar la creacién de un
ndmero excesivo de superaristas largas. Sean I, I'; € {AH u A"’} dos subgrafos vecinos
con apices en u; y uj, respectivamente, los procedimientos freeze y unfreeze trabajan

de la siguiente manera:

nSiMeAlyre A", entonces I inhibe la ejecucién de cualquier REGLA-A o
REGLA-B hasta que reciba un mensaje de unfreeze del vértice u; o un ancestro de
uj. Dicho vértice genera el mensaje de unfreeze cuando no pertenece a ningun

otro subgrafo triangular o doble triangular.

m Sir,TjeA” or, T e A" y u; < uj, entonces T se congela hasta que reciba un

mensaje de unfreeze.

Reduccion de superaristas. M2H reemplaza superaristas largas por cortas para
reducir el retraso de propagaciéon de mensajes. Sea g un apicey e, f dos de sus vértices
vecinos en su tridngulo. Si existen dos super aristas (e, ..., c) y (f, ..., b) compartiendo
una arista (i.e., existe un triangulo entre los vértices g, e, f), entonces el algoritmo

cambia la superarista (e, b, ¢, f) por (e, g, f), como se ve en la Figura [10]

Cada vez que M2H ejecuta la REGLA-A o0 REGLA-B, el niumero de vértices en el sub-
grafo contraido se reduce al menos en una unidad. M2H ejecuta cada una de estas
reglas en tiempo constante. Por lo tanto, M2H requiere O(n) u.t. para reducir H a Kj.

El procedimiento de expansién invierte el procedimiento de reducciéon y completa la
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(a) Un grafo Halin H y su gra- (b) La cara externa del grafo dual
fo dual débil HW(*), representado débil, el cual es un ciclo

en negritas, el cual es un grafo

outerplanar

Figura 11. Grafo Halin con su grafo dual débil y cara externa.

identificacién de una de las caras externas. M2H requiere O(n) u. t. para encontrar una

cara externa de H.

3.2.3. Descomposicion de orejas en grafos Halin

Sea G un grafo plano. Entonces G* = (Vg=*, Eg+) es el grafo dual de G, donde Vs+ es
el conjunto de caras de Gy (x, y) € Eg+ silas caras x y y comparten al menos una arista
en G. El grafo dual débil G¥(*) es el subgrafo inducido G*[Vg+—x], donde x representa
la cara externa de G. El procedimiento de (Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda, 2014)
para calcular la descomposicién de orejas de un grafo outerplanar sigue un recorrido
sobre su grafo dual débil, el cual es un arbol. El grafo dual débil para los grafos Halin
es un grafo outerplanar (vea la Figura [L1fa)). M2H sigue un recorrido sobre la cara
externa de dicho grafo para calcular una descomposicién de orejas en el grafo Halin
(vea la Figura [1I[b)).

Después de encontrar una cara externa de H, M2H elige un lider de forma 6pti-
ma, entre los vértices de la cara externa, mediante el uso del algoritmo de Awer-
buch (1987). Posteriormente, M2H asigna una numeracién secuencial del conjunto
{1,...,]|Ec|} a todos los vértices de la cara externa, iniciando en el lider y continuan-
do con su vecino de menor indice. Después de etiquetar los vértices, M2H enraiza el

arbol T de H en el lider en O(n) u. t. (vea las aristas con flechas en los grafos de la
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(a) Un coloreo con una inconsis- (b) El mismo grafo con su coloreo
tencia corregido

Figura 12. Encontrando un conjunto 2-packing maximal en el grafo Halin. (los vértices red, bluei y blue;
se muestran en negro, gris y blanco, respectivamente). El nimero al costado de cada arista representa
su nimero de oreja.

Figura[12).

Para identificar las orejas de H, M2H usa un conjunto de tokens T;, donde 1 < i <
|Ec|. Cada arista que propaga el token T; pertenece a la oreja i (vea las etiquetas de
las aristas en los grafos de la Figura[12)). De forma semejante, cada vértice que recibe
el token T; se marca a si mismo como visitado. M2H repite el siguiente procedimiento
para cada vértice i de la cara externa, iniciando en el lider (i.e., i = 1). El vértice i crea el
token T; y lo transmite hacia el vértice i+ 1. Luego, el vértice i+ 1 retransmite T; hacia
la raiz del arbol, siguiendo sélo las aristas del arbol, hasta que T; llega a un vértice
previamente visitado. Posteriormente, T; regresa al vértice i+ 1, siguiendo el camino
inverso sobre el arbol. La Figura muestra un ejemplo de este procedimiento. Puesto
gue cada token recorre cada arista a lo mas dos veces, este procedimiento toma O(n)

u. t.

3.2.4. Identificaciéon de un conjunto 2-packing maximal

M2H assigna a cada vértice un color del conjunto {red, blue;, blue;}, de forma
semejante a la subfase red/blue de (Trejo-Sdnchez y Fernandez-Zepeda, 2014). El al-
goritmo inicialmente asigna el color rojo al lider. M2H simultaneamente ejecuta el pro-
cedimiento de descomposicién de orejas con la identificacion del conjunto 2-packing

set.
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Durante la propagaciéon del token T;, éste cuenta el nimero de vértices en la
oreja. Este procedimiento se asemeja a la subfase de counting de (Trejo-Sdnchez y
Fernandez-Zepeda, 2014). Cuando T; encuentra el primer vértice visitado, 1; guarda el
color de dicho vértice. Al momento que T; viaja de regreso, éste informa a cada vér-
tice de los colores del primer y Ultimo vértice en la oreja, el nUmero de vértices en el
camino, y la posicién de cada vértice en el camino. Con esta informacion, cada vértice
en el camino determina su color. Este procedimiento se asemeja a la subfase red/blue
de (Trejo-Sanchez y Ferndndez-Zepeda, 2014) puesto que usa el mismo conjunto de

reglas.

Observe que con este procedimiento, la Ultima oreja consiste sélo de la arista
(lEc|, 1). Si en este ultimo paso, el token 7¢. detecta una inconsistencia entre los co-
lores de los vértices Ec y 1, el vértice 1 inicia una fase de ‘recoloreo’ pero siguiendo la
direccién opuesta en el ciclo externo. Durante este proceso, los vértices pueden Unica-
mente recolorearse de red a bluei o bluey, y sélo de blue; a blue,. El procedimiento
se detiene cuando ya no se necesita ningun cambio de color durante el procesamiento
de una nueva oreja. M2H genera una descomposicién de orejas de H e identifica un

conjunto 2-packing maximal en O(n) u.t. La complejidad total de M2H es O(n) u. t.

3.2.5. Demostracion de que el algoritmo es correcto

M2H sélo implementa variaciones del algoritmo de Eppstein (2016) y Trejo-Sadnchez
y Fernandez-Zepeda (2014). La demostracién de que M2H es correcto viene directa-

mente de las demostraciones de dichos algoritmos.
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Capitulo 4. Desmembracion de grafos

4.1. Introduccion

Este capitulo discute los conceptos de grafo ‘desmembrable’, ‘k-arbol parcial’, ‘16-
gica mondadica de segundo orden’, el ‘teorema de Courcel’, ‘complejidad paramétrica’
y ‘anchura y desmembraciéon de arbol’. Lo anterior con el objetivo de proporcionar
las bases tedricas que permitan analizar la factibilidad de resolver ciertos problema
computacionales NP-dificiles en algunas familias de grafos en tiempo polinomial. En
este sentido, la literatura proporciona diversos teoremas que listan las caracteristicas
que el grafo y el problema deben cumplir. No obstante, generalmente las demostra-

ciones de los teoremas son pruebas existenciales y no constructivas.

4.1.1. Grafos desmembrables

Una forma comuUn de expresar un problema computacional en el area de analisis
y disefio de algoritmos para grafos es la siguiente: “dado un grafo G extraido de una
clase I, encontrar entre todos los subgrafos posibles H de G que satisfacen cierta
propiedad Pg, i.e., un subgrafo 6ptimo (ya sea maximizar o minimizar un conjunto de
vértices, encontrar un peso maximo, etc.) (Bern et al., 1987)". Existen otras formas de
llamar a los grafos desmembrables; por ejemplo: grafos triangulados (Berge, 1985),
recursivos (Hsieh, 2005), de circuito rigido (Dirac, 1961), cordales (Gavril, 1972), o
grafos k-regulares (Mahajan y Peters, 1994). No obstante, en este capitulo se utiliza la
definiciéon de Bern et al. (1987).

Una familia de grafos es desmembrable (decomposable) si su construccién involu-
cra un conjunto finito de reglas de composicién recursivas que satisfacen las siguientes

propiedades:

s D1 Las reglas definen un conjunto finito de grafos primitivos o grafos base.

s D2 Cada grafo contiene un conjunto (de tamafo constante) ordenado (posible-

mente vacio) de vértices ‘terminales’.
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ﬂ,\ N
% I=1;=1
J ‘ ' r=rj|=r

Figura 13. Una composicion serie y paralelo de los grafos serie-paralelo G1 y G».

= D3 Las operaciones binarias de composicién son finitas, se ejecutan en los vérti-

ces terminales para unirlos afadiendo aristas o sélo para identificarlos.

La propiedad D1 proporciona el caso base para la construccion del grafo desmem-
brable; mientras que las propiedades D2 y D3 son las instrucciones para crear nuevos
grafos. Algunos grafos desmembrables son: arboles enraizados, grafos serie-paralelo,
ancho de banda k, 1-outerplanary Halin (Bern et al., 1987; Arnborg et al., 1991; Hsieh,
2005), entre otros.

Sea I una clase de grafos desmembrables. El drbol parse T del grafo G € " es un
arbol en el cual las hojas corresponden al grafo base que permite la construcciéon de G
(D1). Ademas, cada vértice de v € T representa el resultado de aplicar una operacién

de composicién (D2 y D3) al subarbol enraizado en v (Hsieh, 2005).

La Figura presenta un ejemplo de cdmo generar un grafo serie-paralelo, GeT, a
partir de reglas de composicién. La notacién empleada es la siguiente: G = (Vg, Eg, Q)
es un grafo con Vs su conjunto de vértices, Eg sus aristas y Q C Vi el conjunto de
vértices terminales. Sean Gy = (V1, E1, (1, r1)) y G2 = (V2, E3, (I3, r2)) dos grafos serie-

paralelo con vértices terminales ({1, r1) y (I, r2), entonces (Hsieh, 2005):

m El grafo que se obtiene al emparejar a r; y b es un grafo serie-paralelo, con
terminales izquierdo y derecho [ y ry, respectivamente. El grafo resultante es la

composicion serie de G1 y G».

» La composicion paralela de G1 y G, se obtiene al emparejara 3 y [, y también a

ri y ra. Las nuevas terminales son =L =L yr=r1y =rs.
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w, 1)

o 0 (@ x) x, ) (@, w)

@) v w)

(@) Un grafo serie-paralelo (b) Arbol parse del grafo del inciso (a).
que también es un grafo
l-outerplanar

Figura 14. Creacién de un grafo l-outerplanar mediante las reglas de composicién del grafo serie-
paralelo.

Bern et al. (1987) mencionan que a un par de grafos 1-outerplanares se les puede
ver como grafos serie-paralelo, donde uno de los grafos en la composicién es un grafo
primitivo. La Figura a) presenta un grafo serie-paralelo que también es un grafo
1-outerplanar. La Figura [14|b) muestra un arbol parse del grafo en el inciso (a). Las
letras S y P denotan las composiciones en serie y paralelo, respectivamente. Observe
gue en este caso, el grafo primitivo consiste de un cligue de tamafo dos, y éste se

encuentra en las hojas del arbol parse.

Las propiedades de los grafos desmembrables han sido estudiadas en (Bern et al.,
1987; Arnborg y Proskurowski, 1989; He, 1991; Arnborg et al., 1991) y en (Mahajan y
Peters, 1994); asimismo, presentan soluciones a algunos problemas computacionales

en esta clase de grafos mediante algoritmos secuenciales o paralelos.

Un problema pertenece a la clase de problemas de optimizacion de subgrafo si
el objetivo es encontrar un subgrafo G’ € G que satisfaga alguna propiedad Ps de
optimizaciéon sobre G. Algunos ejemplos de esta clase de problemas son encontrar un
conjunto independiente maximo en G, el problema de matching maximo y el conjunto

dominante (Hsieh, 2005).

Bern et al. (1987) proponen un algoritmo de programacién dindmica que usa ‘ta-
blas multiplicacidon’ para resolver algunos problemas de optimizaciéon de subgrafo. El
algoritmo recorre los nodos del arbol parse Tg, iniciando en las hojas para terminar en

la raiz, y asocia a cada vértice en el nodo un ‘representante éptimo.’ Sea v un vérti-
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ce que pertenece a un nodo hoja, entonces el representante dptimo para v es el par
(B, H), donde B; es un grafo primitivo y H es conjunto de vértices 6ptimo en B;. Ahora
suponga que Vv es un vértice en algdn nodo interno de Tg; el representante dptimo
en el subgrafo G, es (G, H), tal que H es un conjunto de vértices éptimo compues-
to por alguna funcién que involucra las reglas de composicién del arbol parse y a los
representantes éptimos de los descendientes de v. Jamieson (2007) generaliza este

enfoque para problemas de optimizacién que involucran conjuntos de aristas.

Teorema 4.1 Bern et al. (1987). Suponga que I es una clase de grafos desmembra-
bles para la cual se puede encontrar un arbol parse de tamanio lineal. Suponga que Pg
es una propiedad regular computable de subconjuntos de vértices con respecto de T.
Entonces existe un algoritmo de tiempo lineal que encuentra un subconjunto éptimo
(ya sea de cardinalidad maxima o minima) que satisface la propiedad Ps en el grafo

parse de T.

El Teorema proporciona informacién sobre los problemas de optimizacién de
subgrafo que se pueden resolver eficientemente. No obstante, asi como lo sefialan
Mahajan y Peters (1994), el teorema tiene una desventaja, no proporciona alguna
garantia de cémo saber si P es regular con respecto a I'. Para completar esta par-
te, Mahajan y Peters (1994) introducen el término propiedad uniformemente regular
como aquella propiedad local que se puede determinar al examinar un vecindario aco-
tado de los vértices en el grafo, y que es regular para todo grafo en I'. En particular, la

siguiente definicidn sirve para el objetivo de este trabajo:

Un par de vértices en el grafo son j-independientes, para j > 1, si el camino mas
corto entre éstos tiene mas de j aristas. El par (G, H) es j-independiente si los vértices

en H son j-independientes en G.

Corolario 4.1 (Mahajan y Peters, 1994). j-independencia es una propiedad de sub-

grafo uniformemente regular para cualquier j > 1.

Teorema 4.1 (Mahajan y Peters, 1994). Existe un procedimiento eficiente para calcu-
lar las tablas de multiplicacion para cualquier propiedad local de subgrafo para cual-

quier grafoenT.
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Observacion 4.1 Sea G = (Vg, Eg) un grafo 1-outerplanary P un conjunto 2-packing
sobre V. Entonces, con base en el trabajo de Bern et al. (1987) y Mahajan y Peters

(1994), se tiene lo siguiente:

El grafo G es un grafo desmembrable.

Es posible obtener un arbol parse de tamafio lineal de G.

P es una propiedad uniformemente regular; por lo tanto, regular en T.

Las tablas para P se pueden calcular eficientemente.

Entonces, por el Teorema de existe un algoritmo de tiempo lineal para encontrar

un conjunto 2-packing maximo en el grafo 1-outerplanar.

Adicionalmente, todo grafo desmembrable esta acotado por un valor fijo de ‘anchu-
ra de arbol’, sea k dicho valor, entonces todo grafo con ‘anchura de arbol’ a lo mas k

es un grafo ‘k-arbol parcial’ (Wimer, 1987; van Leeuwen, 1990).

4.2. k-arbol parcial

Un grafo es k-arbol (k-tree) si es un grafo completo de k vértices (Ki), o tiene un
vértice v de grado k tal que su vecindario abierto estd completamente conectado, y
al quitar v, asi como sus aristas incidentes, el grafo resultante es un k-arbol. Un grafo
k-arbol parcial (partial k-tree) es un subgrafo (no necesariamente inducido) de un k-
arbol. Los k-arbol son grafos maximales con cierta ‘anchura de arbol’, tal que si se

agregan mas aristas también se incrementa la ‘anchura de arbol’ (Nesetfril, 2008).

Dentro de la jerarquia de los k-arbol parciales se encuentran los siguientes grafos:

= 1-arbol: arbol (Patil, 1986)
= 2-arbol: grafo serie-paralelo y 1-outerplanar maximal (Hwang et al., 1992)

= 3-arbol: redes apolonias y grafos cordales maximales (Frieze y Tsourakakis, 2011).
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Tabla 1. Algunos problemas que se pueden resolver en grafos k-arbol parciales. De acuerdo a Arnborg y
Proskurowski (1989). Su metodologia es factible para los valores de k de la segunda columna.

Problema Valor

Conjunto independiente | 9 a 13

Conjunto dominante 4a8
Grafo k-colorable 7a8
Circuito Hamiltoniano 4a7

Confiabilidad de la red 3a8

Arnborg y Proskurowski (1989) presentan una metodologia para disefiar algoritmos
para grafos en tiempo lineal cuando el grafo se puede empotrar en un k-arbol para un
valor fijo de k. Esta metodologia supone que el empotramiento del grafo se proporcio-
na como parte de la entrada del problema; si no es asi, la complejidad es polinomial.
La Tabla [1| presenta algunos problemas que encuentran solucién en tiempo lineal en
grafos k-arbol parciales. No obstante, la complejidad en k suele ser exponencial, como

en el caso del problema del conjunto independiente que es (k + 1)2k+1,

Observacion 4.2 Sea G = (Vg, Eg) un grafo 1-outerplanar, entonces G también es
un grafo 2-arbol parcial. Con base en el trabajo de Arnborg y Proskurowski (1989) es
posible encontrar eficientemente algun conjunto de vértices dptimo en G. No obstante,

no es claro si es posible calcular un conjunto 2-packing maximo.

4.3. Ldégica monadica de segundo orden

La ‘Légica Ménadica de Segundo Orden, LMSO’ es una forma sistematica de cons-
truir algoritmos de programacién dinamica para resolver problemas expresados en

LMSO para grafos de ‘anchura de arbol’ acotada.

La Ldgica Mondadica de Segundo Orden, LMSO es una extensién de la ‘légica mo-
nadica de primer orden, LMPQO’ que permite cuantificar no sélo sobre objetos, sino

conjuntos de objetos. De forma general, la LMPO esta compuesta por:

= Conectores légicos: y A, 0 v, negacidon —, implica = y si y sdlo si <

m Variables individuales: x, y, z, x1, X2, . ..
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» Cuantificadores existencial 3 y universal ¥

m Predicados

La LMSO se caracteriza por contener a la primera y admitir conjuntos de variables:
X,Y,Z,..., pruebas de pertenencia € y cuantificar sobre conjuntos de variables. Adicio-
nalmente, algunos autores incluyen el término Logica Monadica Extendida de Segundo
Orden, LMESO, para expresar que la LMSO también permite medir el tamafio de los
conjuntos (Kneis y Langer, 2009); por lo general no se hace distinciéon entre la LMSO y
la LMESO.

En 1990, Courcelle (1990) demostré que todo problema definido en LMSO se puede
resolver, incluso en tiempo lineal, en grafos de ‘anchura de arbol’ acotada. La de-
mostracion consiste en la construccién de un autémata determinista; no obstante,
su construccién se considera complicada en términos préacticos (Frick y Grohe, 2004).

Para demostraciones alternativas vea (Arnborg et al., 1991; Kneis y Langer, 2009).

El problema del 3-coloreo pregunta si dado un grafo no dirigido, es posible colorear
sus vértices con tres colores, tal que los vértices extremos de cualquier arista tengan

distinto color. Se utiliza este problema para ejemplificar su definicién en LMSO:

Problema del 3-coloreo: Existe un particion Wy u W> u W3 = Vi en tres colores:

3colorable = AW, W5, W3 C Vi : particion(W1, W>, W3)A

(11)
indp(W1) A indp(W3) A indp(W3).
Donde:
particion(Wy, Wy, W3)=VveVg:i(veWi AVEW, AV EW3)V
(VEWLIAVEW AVEWS)V (12)

(VEWLAVEWL AVEWS)
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indp(W)=Vu,veW:(u, v)¢€Eg (13)

Para expresar que los dos vértices extremos de la arista (v, w) € Eg no deben tener

el mismo color:

Vv,weVs:(v,w)€E;=>
(14)
(~(veWiaweW))A(veWr AweWr)A-(veWs Awe W3))

Un conjunto dominante para un grafo G = (Vg, Eg) es un conjunto S € V; tal que

para cada vértice x € Vg, X € S 0 x es adyacente a un vértice en S. Lo anterior se

expresa de la siguiente forma:

Dom(S)=Vxe Vs dyeVs:(x€eS)v((yeS)A(x y)€Eg) (15)

Ahora se procede a definir el problema del conjunto 2-packing como un particién de
vértices de dos bloques (S, S) € V. El conjunto $ denota a los vértices seleccionados
que forman un conjunto 2-packing y S al resto de los vértices. Ademas, la distancia en-
tre cada par de vértices en $ es al menos tres aristas. Entonces, el conjunto 2-packing

se expresa como sigue:

2-packing($, ) : particién (5, 5) A dist3* ($) (16)

Donde cualquier vértice pertenece al conjunto $ 0 5, pero no a ambos:

particion($,5)=VveVg:(veSaves)v
(vgSavel)

La distancia entre cualquier par de vértices en $ es al menos tres aristas:
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dist3* ($)=Vu,ve S u#v:((u v)€Es) A ((N(u), V) €Eg) (18)

La definicién de dist3+($5) se apoya de la definicién del ‘vecindario abierto’ de un
vértice. El vecindario abierto N(u) del vértice u € Vs es el conjunto de vértices X c Vg

adyacentes a u:

N(u)=VueVs IXCVs:VxeX, (ux)ekEg (19)

Teorema 4.2 (Courcelle, 1990) Suponga que @ es una formula en LMSO y G es un
grafo de n vértices. Suponga ademas que se conoce una ‘desmembraciéon’ de arbol de
G de ‘anchura’ k. Entonces, existe un algoritmo que verifica si ¢ se satisface en G en

tiempo f(le|, k)n para alguna funcion computable f.

Posteriormente, Kneis y Langer (2009) generalizan el Teorema para aplicarlo a

problemas de optimizacién.

Teorema 4.3 (Kneis y Langer, 2009) Dado un grafo G de orden n con anchura de
arbol w (w constante), una féormula opt U C V ¢(U) en LMSO, donde ¢ es una férmula
en Iégica de primer orden con vocabulario (adj, U) y opt € {min, max}, la férmula ¢

regresa el tamanio del conjunto éptimo U en el cual ¢(U) se satisface.

La Tabla 2| presenta algunas propiedades expresables en LMSO. La notacién que
se emplea en la columna de Clasificacion corresponde a (Garey y Johnson, 1979).
Los prefijos GT y ND significan teoria de grafos y disefio de redes, respectivamente. El

ndmero a la derecha del prefijo es el nUmero del problema en (Garey y Johnson, 1979).

Observacion 4.3 Con base en los Teoremas y [4.3] se puede completar la Obser-
vacion puesto que ahora se sabe que es posible calcular la propiedad Ps. No obs-
tante, el Teorema requiere también la ‘anchura de arbol’ y ‘una desmembracion

de arbol’. La seccion presenta estos conceptos.
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Tabla 2. Algunas propiedades expresables en LMSO Arnborg et al. (1991).

Problema Clasificacion
Cubrimiento de vértices GT1
Conjunto dominante GT2
Retroalimentaciéon con conjunto de vértices GT7
Retroalimentacién con conjunto de aristas GT8
Empatamiento minimo maximal GT10
Particion en cliques GT15
Clique GT19
Conjunto independiente GT20
Subrafo completo bipartito balanceado GT24
Grafo bipartito GT25
Completar el ciclo de Hamilton GT34
Arbol de expansion con el maximo namero de hojas ND2
Camino mas corto con peso restringido ND30
Trayectorias separadas de longitud maxima fija ND42

4.4. Anchura de arbol y desmembracion de arbol

Downey y Fellows (2013) presentan una forma de lidiar con problemas NP-dificil
bajo la observaciéon de que, en algunos casos especificos, existen ‘pardmetros’ adicio-
nales asociados a la complejidad del problema. A esta clase de analisis se le conoce
como ‘complejidad paramétrica’. La complejidad paramétrica mide la complejidad de
un algoritmo en términos de la longitud del problema n y de un pardmetro numérico
gue no necesariamente depende de n (Fomin y Kratsch, 2010). Si el parametro adicio-
nal es pequeno, existe la posibilidad de desarrollar un algoritmo que resuelva ese caso

especifico en tiempo polinomial.

Dentro de la clase de complejidad paramétrica se dice que un problema es Fixed
Parameter Tractable (FPT) con respecto a un parametro k, si existe una solucién que se
ejecute en f(k)n°M) u.t., donde f es una funcién que depende de k y es independiente
al tamano del problema. Entre los parametros existentes se encuentra la ‘anchura de
arbol’. Este parametro mide qué tan cercana es la estructura de un grafo cualquiera a
un arbol (Robertson y Seymour, 1984). Cuando la anchura de arbol es acotada por una
constante, diversos problemas NP-dificil se convierten en FPT y éstos, generalmente,
llegan a tener solucion (incluso en tiempo lineal) mediante algoritmos de programacién

dindmica.
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A la ‘anchura de arbol’ y la ‘desmembracién de arbol’ los han estudiado autores
como Arnborg y Proskurowski (1989) que abordan estos conceptos desde el punto de
vista de los grafos k-arbol parciales, contextos diferentes como en (Bertele y Brios-
chi, 1972), y bajo otro nombre como ‘funciones-S’ por Halin (1976). No obstante, el

presente trabajo se adhiere a las definiciones de Robertson y Seymour (1984).

La definicién de ‘anchura de arbol’ se auxilia de la ‘desmembracién de arbol’ de
un grafo. Una desmembracion de arbol de un grafo G = (Vg,Eg) es un par 7 =
(T, {Xt}tev,) (Cygan et al., 2015), donde T = (Vr, E7) es un arbol en el que cada nodo
t € V1 se le asigna un subconjunto de vértices X; € Vg, llamado bolsa (o parte (Diestel,

2018)), tal que las siguientes tres condiciones se cumplen:

= T1 Cada vértice de Vi se encuentra en al menos una bolsa; i.e., iy, Xt = Ve.

m T2 Para cada arista (u, v) € Eg, existe un nodo t € VT tal que X; contiene a los

vérticesuy v.

m T3 Para cada u € Vg, el conjunto de vértices T, = {te V7} : u € X¢ induce un
subarbol conectado con el conjunto de nodos correspondientes a las bolsas que

contienen al vértice u.

La anchura de una desmembracion de arbol es la cardinalidad de la bolsa de ma-
yor tamafio menos un elemento. Por ejemplo, la anchura de arbol de un clique de n
vértices es n— 1. Restar un elemento permite que la anchura de la desmembracién de
arbol del grafo arbol sea de 1 (Flum y Grohe, 2006). Lo anterior porque las bolsas de

su desmembracidn contiene cliques de tamanio 2.

Anchura de desmembracién de arbol = maxtey;, |Xt|— 1 (20)

La anchura de arbol de G, denotado por tw(G) es la anchura minima posible de
todas las desmembraciones de arbol de G. Para facilitar la notacién, considere que
k — tw(G). La Tabla[3] extraida de (Downey y Fellows, 2013), presenta algunas familias

de grafos cuya anchura de arbol se conoce.



61

Tabla 3. Anchura de arbol para algunas familias de grafos

Anchura acotada

Familias de grafos de arbol

Arbol 1

Casi arbol (k) k+1

~

k-arbol parcial

Ancho de banda k

Ancho de corte k

Plano de radio k

Serie-paralelo

1l-outerplanar

Halin

W
A
=

k-outerplanar

Grafo cordal con cligue maximo de tamafio k

Camino no dirigido con cligue maximo de tamanfo k

Camino dirigido con clique maximo de tamano k

Grafo de intervalos con clique maximo de tamano k

XA AAAN
e e

Grafo de intervalos propios con cligue maximo de tamafo k

Grafo de arcos circulares con clique maximo de tamano k

||||||||UUNN(‘7*T)7T7T

NN
x|~
N|

Grafo de arcos circulares propios con cligue maximo de tamano k

A partir de este momento, se sigue la convencidon de Cygan et al. (2015) para dife-
renciar entre los elementos de un grafo y aquellos de una desmembracién de arbol. Si
v € Vi, entonces v es un vértice; si t € V7, t es un nodo. Adicionalmente, se expresa

una desmembracién de arbol de G como 75.

4.4.1. Motivacion

Si se conoce la desmembracién de arbol de un grafo G = (Vg, Eg) y su anchura
de arbol es a lo mas una constante k, entonces diversos problemas intratables en el
grafo general se pueden resolver en tiempo polinomial e incluso lineal. Algunos de
estos problemas son el conjunto independiente, conjunto dominante, cubrimiento de
vértices, circuito Hamiltoniano, arbol de Steiner, entre otros. Lo mismo aplica incluso
para sistemas estadisticos y sistemas que trabajan bajo incertidumbre (Lauritzen y
Spiegelhalter, 1990), o sistemas expertos. Por ejemplo, van der Gaag (1990) expone
gue algunos de los sistemas expertos mas eficientes son aquellos cuya anchura de

arbol es pequefia.

Asimismo, la anchura de arbol tiene relacién con otras areas; por ejemplo, en la
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factorizacién de Cholesky. Dicha factorizacién describe cémo descomponer una matriz
simétrica como el producto de una matriz superior y la transpuesta de la matriz trian-
gular inferior. Es posible modelar este sistema mediante un grafo y acotar el tamano
maximo de estas matrices mediante la anchura de arbol del grafo (Bodlaender et al.,
1995).

En el area de la teoria de la evolucidn los cientificos buscan un arbol filogenético
entre especies que represente las relaciones evolutivas entre organismos. En estos
arboles, un par de especies estan muy relacionadas si tienen un ancestro comun re-
ciente, y menos relacionadas si tienen un ancestro comudn menos reciente. En trabajos
como (Agarwala y Ferndndez-Baca, 1993; Bodlaender et al., 1992) y (Kannan y War-
now, 1994) modelan el problema como: dado un grafo G = (Vg, Eg) con un coloreo
de vértices, encontrar una asignacion de aristas en G tal que el grafo resultante sea
cordal sin unir vértices del mismo color. El problema se resuelve mediante una des-
membracién de arbol 7 donde los pares de vértices en las bolsas tienen diferente

color.

Otras areas de aplicacién son el disefio de circuitos VLSI (Deo et al., 1987), proce-
samiento del lenguaje natural (Kornai y Tuza, 1992) y esquemas de enrutamiento en

redes (Dourisboure y Gavoille, 2002; Fraigniaud, 2005).

4.4.2. Calculo de una desmembracion de arbol

Determinar si un grafo G tiene anchura de arbol a lo mas k es un problema NP-
completo (Arnborg et al., 1987) incluso si se restringe a los grafos planos. La Tabla
[4] presenta algunos resultados conocidos referentes a lo complejo de determinar la
anchura de arbol de G (Bodlaender, 1993).

Bodlaender (1996) presenté un algoritmo FPT (que se ejecuta en tiempo lineal cuan-
do el valor de k esta acotado por una constante) que decide si la anchura de arbol de
el grafo de entrada G es a lo mas k; de ser asi, el algoritmo ademas regresa una
desmembracién de arbol de G de anchura a lo mas k. No obstante dicho algoritmo
contiene ‘constantes muy grandes ocultas’ que imposibilitan su implementacién y uso

con propdsitos practicos (Niedermeier, 2006).
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Tabla 4. Complejidad de encontrar la anchura de arbol de algunas familias de grafos

Familias de grafo Complejidad
Grafo de grado acotado NP-completo
Arboles y bosques Lineal
Grafos serie-paralelo Lineal

Grafo 1l-outerplanar Lineal

Grafo Halin Lineal

Grafo r-outerplanar Lineal

Grafo plano Problema abierto
Grafo cordal Polinomial
Grafo cordal tipo estrella Polinomial
Grafo cordal tipo r-estrella Polinomial
Grafo co-cordal Polinomial
Grafo split Polinomial
Grafo bipartito NP-completo
Grafo de permutacion Polinomial
Grafo de permutacién circular Polinomial
Grafo cocomparable NP-completo
Cografos Polinomial
Grafo bipartito cordal Polinomial
Grafo de intervalos Polinomial
Grafo de arcos circulares y circular | Polinomial

También, debido al trabajo de Bodlaender (1988) se sabe que la anchura del grafo
r-outerplanar es a lo mas 3r— 1. Posteriormente, Katsikarelis (2013) complementa di-
cho resultado con una implementacién algoritmica que encuentra una desmembracion
de arbol para el grafo r-outerplanar. La complejidad del algoritmo es O(rn) en tiempo
y espacio. Cuando el grafo de entrada es 1-outerplanar, la anchura de arbol del grafo
es a lo mas 2. Siguiendo el algoritmo de Katsikarelis (2013), el procedimiento para

encontrar una desmembracién de arbol para el grafo 1-outerplanar es como sigue:

= Fase 1: Sean v, x,y € Vg, tal que v es de grado 2 y tanto x como y son vértices

vecinos de v.

e Remueva v de Vs asi como sus aristas incidentes.
e Si no existe la arista (x, y) € Eg, agréguela.
e Maneje de forma semejante a los vértices de grado 1.

e Repita este proceso hasta que sélo quede una arista (v, w) € Eg en G.

m Fase 2: Para construir 75:
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e a
®) () ®) () ® O,
() () (@) () (@) ()
0, 0, 0,
(a) Grafo de en- (b) Eleccién de a (c) Se agrega la
trada para eliminarlo arista (b, ¢)
® () (5) ()
d e e
0, 0,
(d) (e) (f)
0, () ©
() () ©
) f
(9) (h) (i) Condiciéon de
paro del algorit-
mo

Figura 15. Primera fase del algoritmo de Katsikarelis (2013). El algoritmo elige al vértice resaltado v, en
cada figura, para ser removido. Las aristas en negritas se agregan para unir vértices vecinos de v.

e Agregue (v, w) € Eg y sus Vvértices extremos como nodo a 7.

e Por cada vértice u eliminado en la Fase 1, agregue un nodo t a 7g cuyo

contenido sea u y sus vecinos.

e Agregue una arista entre t y el nodo agregado previamente a 7 que contiene

a los vecinos de u.

Del procedimiento de Katsikarelis (2013), note que: puesto que G es 1-outerplanar,
siempre existe un vértice de grado 1, o grado 2; ademas, el subgrafo resultante des-
pués de eliminar un vértice y sus aristas incidentes es 1-outerplanar. Por este motivo,
el procedimiento se puede repetir hasta que sélo quede una arista con sus vértices

extremos. Por construccién, la anchura de 75 es a lo mas 2.

Las figuras [15(a) - [L5(i) muestran un ejemplo de la ejecucién de la Fase 1 del
algoritmo de Katsikarelis (2013). La Figura [15(a) presenta al grafo de entrada. El al-

goritmo selecciona al vértice a para eliminarlo de Vs (Figura [L5{(b)). Posteriormente,
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bdf ¢ef bdf
c e
(d)

Figura 16. Segunda fase del algoritmo de Katsikarelis (2013).

en la Figura [15)c) se agrega la arista (b, ¢) por ser vecinos del vértice eliminado y no
estar previamente unidos (véase la arista negrita). Un comportamiento similar se ve
en las figuras [15|d) - [15(h). Note que en la Figura [15(f) los vecinos del vértice b ya
se encuentran unidos por una arista, por ello no se agrega ninguna arista adicional.

El algoritmo se detiene cuando |Vg| = 2; es decir, G es un cligue de tamafio 2, vea la

Figura [15(i).

La Fase 2 del algoritmo de Katsikarelis (2013) se presenta en las figuras [16fa) -
e). La Figura a) inicia la creacién de 7 con el primer nodo {c, e} correspondien-
te al subgrafo de la Figura [15(i). La Figura [L6[b) muestra la unién del nodo {c, e, f}
(subgrafo de la Figura [15fh)) con el nodo {c, e}. En la Figura[l6|c) se agrega el nodo
{b,c,f} (vértice resaltado y sus dos vecinos en el subgrafo de la Figura [15(f)) con
{c, e, f}, ésto se debe a que la interseccidn entre sus elementos es mayor que con el

resto del grafo. Se observa un comportamiento semejante en las figuras[16(d) y [16{e).
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4.4.3. Desmembracion agradable de arbol

Existe mas de una estructura de desmembracién de arbol; posiblemente la mas
general es la de Cygan et al. (2015). No obstante, la desmembracién de arbol puede
tener restricciones adicionales; por ejemplo, que sus partes induzcan subgrafos co-
nectados, que tengan r-paths entre ciertos subgrafos (Diestel y Muller, 2018), o que
la desmembracién sea ‘agradable’. Particularmente a nosotros nos interesa la Ultima
desmembraciéon. Una desmembracion de arbol es agradable (nice) si es un arbol bina-

rio que satisface las siguientes condiciones.

m P1 7; estd enraizado en algin nodoreT.

s P2 X, ={@} y para todo nodo hoja le T, X;={@} (nodo hoja)

= P3 Cada nodo t € T tienen a lo mas dos descendientes.

= P4 Sit tiene dos hijos: t; y tp, entonces Xt = Xt, = Xt, (nodo unidn)

= P5 Si t tiene sélo un hijo: t;, entonces una de las siguientes condiciones es ver-
dad:

o Xt D Xt, Y IXtl — |Xe,| + 1 (nodo introductor)

o Xt C Xt, Y [Xtl — |Xe;|— 1 (nodo eliminador)

La desmembracién de arbol agradable se expresa de la siguiente forma (T, X) para
diferenciarlo de cualquier otra desmembracién de arbol 7, vea la Figura[17] Observe
gue las Propiedades P1 a P5 también indican los cuatro tipos de nodos presentes en
la desmembracién de arbol agradable. El primero es el nodo hoja cuya bolsa X; con-
tiene el conjunto vacio, propiedad P2. El nodo unién es aquél que tiene exactamente
dos descendientes, propiedades P3 y P4. El nodo introductor es aquel que agrega
exactamente un vértice (a su bolsa) que no se encuentra en la bolsa de su nodo des-
cendiente, propiedad P5. De forma semejante, la bolsa de un nodo eliminador olvida

uno de los vértices presentes en la bolsa de su nodo descendiente, propiedad P5.

Observe la rama mas derecha del grafo de la Figura [17(b). El nodo de contenido
{@} es un nodo hoja. El nodo {f} es un nodo introductor puesto que introduce o

agrega al vértice f que no se encuentra presente en el nodo hoja. Asimismo, el nodo
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(a) Desmembracion de arbol 7g

(b) Desmembracién de arbol agradable (T, X) del arbol 75

Figura 17. Desmembracién de arbol y desmembracién de arbol agradable.

{b, f} también es introductor puesto que en este nodo se agrega el vértice b que no
estd en el nodo f. De forma semejante, el nodo {b,f, g} también es introductor. El
nodo {b, g} es un nodo eliminador, puesto que contiene los mismos vértices del nodo
{b, f, g} excepto por el vértice f que se removid. El nodo {b, e, g}, que se encuentra
resaltado, es un nodo unién. Recuerde que el nodo unién tiene exactamente dos hijos

y el contenido de las bolsas de los hijos y del padre es el mismo.

Ahora se presenta un procedimiento para convertir una desmembracién de arbol

76 en una desmembracién de arbol agradable (T, X).

Para satisfacer las propiedades P1 y P2 realice una copia de la desmembracion de
arbol (T’, X’) « (T, X). Por cada hoja [ € T/, agregue un nuevo nodo I’ (X¢ « {@}) y una

arista conectando [ con l’. Seleccione de forma arbitraria un nodo hoja como raiz, sea
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t- dicho nodo, y enraice el resto del arbol en t,, vea la Figura[18]

SeanteTy {tl, tr,..., t, tq} para q > 2, 1 <i<q sus descendientes. La propiedad
P3 se satisface generando un nuevo nodo t’ cuya bolsa contenga los elementos de
t, i.e., Xy < X¢. Agregue una arista entre t y t’ de tal forma que t sea el padre de t’.
Adicionalmente, t’ es el padre de cada t; para i > 2. Note que ahora t tiene dos hijos: t1

y t’. Repita este procedimiento si t’ tiene mas de dos descendientes, vea la Figura[19]

La propiedad P4 dice que si un nodo tiene exactamente dos descendientes, enton-
ces el contenido de las bolsas de los descendientes debe ser igual a la del nodo padre.
Sea t € T un nodo con dos descendientes t; y t;. Genere dos nuevos nodos t; y t;.
Asigne a las bolsas de dichos nodos el contenido de X¢; i.e., Xy < Xy, — Xt Agregue
y elimine las aristas que sean necesarias para satisfacer que t sea el padre de ti y t/;

que t; sea el padre de t; y de forma semejante t) sea el padre de t, vea la Figura [20]

Ahora se discute el procedimiento para satisfacer la propiedad P5, vea la Figura[21]

Sea t €T un nodo y t; su descendiente

= Caso 1: Suponga que X: C Xy, tal que |X¢| + ¢ = [X;,| para una constante ¢ > 1.
Genere un nuevo nodo t’. Asigne a t como padre de t’ y a t’ como padre de t;.
Sea u algun vértice que esta en X, pero que no se encuentra en X;, asigne a Xy el
contenido de la bolsa Xt U {u}. Repita el procedimiento en t o sus descendientes

seglin sea necesario.

Algo semejante sucede cuando X D> Xt, y [X¢| = |th| + ¢, pero en esta ocasién
ueX: \th.

s Caso 2: |[X¢{| = |Xt1|. Genere un nodo t/, asigne a t como padre de t’ y a t/ como

padre de t;. El contenido de la bolsa de t’ es Xt N X, .

= Caso 3: El nodo t; es una hoja. Genere un nuevo nodo t’ que sea descendiente
t, asigne a t’ como padre de t;. El contenido de la bolsa de t’ es X¢\ v. Repita
este procedimiento hasta que la bolsa del padre de t; contenga un sélo vértice.
Suponga que la desmembracién de arbol corresponde a un grafo l-outerplanar,

y que p es el nodo padre de t, entonces:

e Si X; = 3, agregue dos nuevos nodos t’ y t”” de tal forma que t sea el padre

de t’/,t’ el de t” y t”’ el de t;1. El contenido de las bolsas es el siguiente:
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(a) Desmembracion de arbol 7g

(b) Creacién de nuevos nodos hojas y asignaciéon de bolsas va-
cias

(c) Seleccién de una raiz y enraizamiento del arbol

Figura 18. Satisfaciendo las propiedades P1 y P2 de la desmembracién de arbol agradable.



(a) Desmembracién de arbol con un (b) Desmembracion de arbol con el
nodo t con tres descendientes nodo adicional t’

Figura 19. Propiedad P3 de la desmembracién de arbol agradable.

Lo ] [o]

(a) Una desmembracién de arbol 75, los nodos {b,c,e} y
{b, e, g} tienen dos descendientes

(b) Grafo 7, a los nodos {b,c,e} y {b,e, g} se les agregaron
dos descendientes

Figura 20. Propiedad P4 de la desmembracién de arbol agradable.
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o th =Xt2 <—Xt\Xp
o Xi, = X, UV, VEXp.

e Si |X¢| = 2, sea t’ un nuevo nodo descendiente de t, asigne Xt « v, donde

VvV € Xt.

El siguiente lema, concerniente a la desmembracién de arbol agradable, se extrajo
de (Cygan et al., 2015).

Lema 4.1 Siun grafo G admite una desmembracidn de arbol cuya anchura es a lo mas
k, entonces éste también admite una desmembracidon de arbol agradable de anchura
a lo mas k. Ademas, dada una desmembracion de arbol T de G de anchura a lo
mas k, uno puede calcular una desmembracion de arbol agradable de G en tiempo

O (k?max(|Vrl, IVsl)) de anchura a lo més k que tiene a lo més O (k|Vg|) nodos.

Es posible completar la Ultima parte del Lema mediante el Lema extraido
de la tesis de Kloks (1994).

Lema 4.2 Todo grafo G con anchura de arbol k tiene una desmembracidén de arbol
agradable de anchura k. Ademas, si n es el numero de vértices de G, entonces existe

una desmembracidén de drbol agradable con a lo mas 4n vértices.

4.5. Conclusion

Los conceptos de grafo desmembrable y propiedad regular fueron presentados por
Bern et al. (1987). Independientemente Arnborg y Proskurowski (1989) introdujeron
el concepto de k-arbol parciales. La literatura relacionada a estos conceptos permite
caracterizar a las familias de grafos I' y problemas de optimizacién de subgrafo que
pueden resolverse eficientemente en I'. No obstante, diversos autores sefalan la falta
de garantias para los problemas. Para subsanar esta parte, el trabajo de Mahajan
y Peters (1994) extiende el trabajo de Bern et al. (1987) definiendo las propiedades
uniformemente regulares. De forma independiente, Courcelle (1990) define a la ldgica

mondadica de segundo orden como un lenguaje para descripciones légicas que permite
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(a) Una desmembracion de arbol 7g

\E: a,b,cl bc «ibce| (beetnibeg)
{a,b,c}n{b,c, e}"l‘x' bee| |bcel ble
{b,c,e} N{c,d,e}---------> > ce
cde

{b,e,g} (7 {e, g, b}
{(begrnid, fgyT

L@ ]

Lo ] 2]

(b) Creacién de nodos intermedios t’ cuando |X¢| = |X, |

(c) Creacién de nodos intermedios cuando t; es un nodo hoja o
raiz.

Figura 21. Propiedad P5 de la desmembracién de arbol agradable.
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construir algoritmos de programacién dindmica en desmembraciones de arbol de un

grafo.

La interseccién de todos los conceptos anteriores es el par anchura de arbol y
desmembracién de arbol. Por lo que, con base en lo presentado en este capitulo, se

puede llegar al siguiente lema:

Observacion 4.4 Sea G un grafo que pertenece a una familia de grafos desmembra-
bles I', donde se conoce una desmembracidn de arbol de G de anchura de arbol a lo
mas k (para k constante), y P un problema de optimizacion de sugbrafo de G (pro-
piedad regular) tal que P es expresable en LMSO. Entonces, debe existir un algoritmo

que calcule un éptimo Pg para G en O(n) u.t.

Ahora se presenta cémo el problema de encontrar el conjunto 2-packing maximo
en el grafo 1-outerplanar cumple con las caracteristicas de la Observacion [4.4] Sea G

un grafo 1l-outerplanar y Pg el problema del conjunto 2-packing maximo, entonces:

G pertenece a una familia de grafos desmembrables (Bern et al., 1987; Hsieh,
2005)

Tanto la desmembracién como la anchura de arbol de G son conocidas (Downey
y Fellows, 2013; Bodlaender, 1988; Katsikarelis, 2013; Cygan et al., 2015)

P es un problema de optimizaciéon de subgrafo (propiedad regular) Mahajan y
Peters (1994); Hsieh (2005)

P es expresable en LMSO, ecuaciones[16§]|-[19]

Entonces, debe de existir un algoritmo que calcule un conjunto 2-packing maximo
en tiempo polinomial en el grafo 1-outerplanar. El Capitulo |5 presenta un algoritmo

tabular para realizar esta tarea.
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Capitulo 5. Encontrando un conjunto 2-packing maximo

en un grafo 1l-outerplanar

Este capitulo presenta un algoritmo de programaciéon dindmica que calcula un
conjunto 2-packing maximo $ en una desmembracién de arbol agradable del grafo
1-outerplanar G. Donde $ también corresponde a un conjunto maximo en G. Encontrar
un conjunto 2-packing maximo en un grafo arbitrario es un problema NP-dificil y en
algunos casos FPT cuando el parametro a fijar es la anchura de arbol. No obstante, es
posible desarrollar algoritmos lineales cuando se trabaja sobre grafos cuya anchura de

arbol es acotada.

5.1. Descripcion del algoritmo propuesto

Se utilizan tablas para incrementar el tamano del conjunto 2-packing en la des-
membracién de arbol, iniciando desde las hojas hasta llegar al nodo raiz. A partir de
este momento se considera que los nodos de cualquier desmembracion de arbol a la

gue se haga alusién conocen su numero postorden (o indice) i.

Para cualquier nodo t;, sea V¢, la union de todas las bolsas presentes en el subarbol
de T enraizado en t;, incluyendo Xt. Dado un subconjunto S € X;, lo que se busca es

una extensién $ 2 S tal que $C V¢, $nX;, =Sy que § forme un conjunto 2-packing.

Para cada nodo t; y cada S € X;, sea la tabla c[t;, S] la que aloja la cardinalidad

méxima del conjunto S, donde:

m La tabla c[t;, S] tiene 21X columnas, una por cada elemento del conjunto poten-

cia de X¢.
m Tres filas:

e Cada celda del primer renglén contiene algun conjunto S del conjunto poten-

Cia de Xg,.

e Las celdas de la segunda fila, guardan la cardinalidad del conjunto 2-packing

méaximo S cuando S forma parte de la solucién S. Si S = {@}, entonces la
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2|Xti ‘
S CXe, {21 6] r|g|bf|bglfeore
i C[tia S] ol b./,2
/l
Cardinalidad Conjunto
del conjunto de vértices

Figura 22. La tabla c[t;, S] y un subgrafo de alguna desmembracién de arbol.

celda guarda un conjunto 2-packing que considera que $ no contiene ningdn

elemento de Xg,.

e Las celdas de la tercera fila contienen los vértices que conforman a S con

respecto de S.

En el ejemplo de la Figura se muestra un subgrafo de alguna desmembracién
agradable. Los nodos sin color (o color blanco) son nodos hojas. En color verde es-
tan los nodos introductores, en rojo los nodos eliminadores y en amarillo un nodo
union. A partir de este momento se usa esta convencion de colores. Adicionalmente,
la Figura [22] presenta el nodo t;, Xy, = {b,f, g} con su tabla c[t; S]. El nimero de co-
lumnas para la tabla estd dado por 2|Xfi|, i.e., la cardinalidad del conjunto potencia de
los elementos su bolsa. Recuerde que la anchura de arbol para el grafo 1-outerplanar
es a lo mas dos. Es decir, el tamafo de la bolsa mas grande en la desmembracién de
arbol del grafo 1-outerplanar contiene a lo mas 3 elementos. Por lo tanto, el nimero
de columnas de la tabla c[ t;, S] es a lo mas ocho para cualquier nodo t; de la desmem-
bracién de arbol del grafo 1-outerplanar. Cuando el conjunto de vértices en S no forma

un conjunto 2-packing, entonces se asigna a las entradas de c[t, S] el valor de —oo.

Cuando se haga mencion a un nodo unién t;, por t;.[ se refiere al nodo hijo de ¢;
con menor indice postorden, y por t;.r al nodo hijo de mayor indice. Una consideracién
adicional es la funcion d9(t;), ésta regresa el par (t;, S;) donde t; es el g-ésimo descen-
diente de t; (j < i) que no es nodo eliminandor y S; € Xy,. Por simplicidad d9(¢;) puede
referir solamente al nodo t; cuando sea necesario. Si t; es un nodo unién, la funcién
da(t;) debe aplicarse individualmente a t;.l y t;.r. Vea las figuras[23|a) y[23|b).
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(a) Identificacién de los no- (b) Ejemplo de la funcién
dos izquierdo y derecho de da(ty)
un nodo unién

Figura 23. Identificacién de nodos en la desmembracién de &rbol.

Ahora se presenta cémo calcular los valores de la tabla c[t, S]. Puesto que la des-
membracion de arbol que se utiliza es agradable, entonces existen pocas formas en
la cual un nodo t y los vértices de su bolsa X; pueden comunicarse con sus nodos
descendientes. Los valores de la tabla c[t, S] se calculan de forma recursiva a partir
de las soluciones de sus descendientes. El caso base es cuando t; es un nodo hoja,
el resto de los casos cuando t; es un nodo intermedio. Se presentan cuatro formulas
gue calculan los valores de c[t, S], una por cada tipo de nodo de la desmembracién
agradable. Posteriormente se muestra un ejemplo dénde se aplican las férmulas v,

finalmente, se analiza formalmente el procedimiento presentado.

Nodo hoja: Si t; es un nodo hoja X;, = {@}, entonces el Unico valor que su tabla

puede tener es cero. Vea la ecuacion |21}

clty, {3}] <0 (21)

Nodo introductor: Suponga que t; es un nodo introductor y ti_; es su hijo tal que
X,

L

v ¢Sy cuando v €S. Vea la ecuacién 22

— Xt_,U{Vv} para algun vértice v ¢ X;_,. Se consideran dos casos: cuando el vértice
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c[ti—1, S] SiIVES

max (1, c[ti—1, {DUV}])
clt, S]
max

(22)
max (f (dX(t)), f(@*(t) si d*(t) es introductor) siveS

f(a*(t.0),f(d*(ti.r)) sid*(t:) es unién

Nodo eliminador: Sea t; un nodo eliminador y ti_; su descendiente, entonces
Xt, = Xt_, \ {w}, para algun vértice w € X;_,. Se consideran dos casos: cuando w ¢Sy

cuando el vértice w se aflade a S. Vea la ecuaciéon 23l

C[ ti—ll S]
c[t, S] <« max (23)

WELti_1, WEL; C[ ti—lr Su {W}]

Nodo unidén: Cuando t; es un nodo unién se consideran dos casos: cuando S # {@}
y cuando S = {@}. Vea la ecuacion [24,

c[t.,S]+c[t.r,S]—S siS#{d}

[ty 5] — 1 clt.L, {@}]1+f(d*(t.r)) distancia 1-2 oa

max { f(d(t.0)) + c[t.r, {@}] distancia 2-1 { siS= {2}

| f(d*(t.0)+f(d*(t.r)) distancia 2-2

Sean X,Y C Vg tal que XUY = V. El subconjunto XnY separa a X de Y si todos los
caminos de cualquier vértice en X hacia cualquier vértice en Y contienen un vértice
de S (Flum y Grohe, 2006). El separador de esta separacién es S=XnY (Cygan et al.,
2015). Note que al remover S, el grafo se descompone en dos 0 mas componentes
conectados. Esto es semejante a la definicién de vértice de corte de la seccién 2.1
La importancia de los separadores radica en que permiten que algunos algoritmos
(para desmembracion de arbol) se ejecuten de forma mas eficiente e incluso paralela
Downey y Fellows (2013). En el presente documento se emplea una versién ‘debil’ de

separadores como medio de comunicacién entre las bolsas de una desmembracién de
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arbol, a ésta se le llama vértices de articulacion. En la Figura los vértices subra-
yados en cada nodo son vértices de articulacién y La subseccién|[5.1.1 muestra cémo
calcularlos. Los vértices de articulacion en conjunto con la funcion max{} permiten

discernir entre conjuntos 2-packing de igual tamafo.

Sea t; un nodo de (T, X) con vértice de articulacién a € X;,. Sean S1y S, un par de
soluciones calculadas por alguna de las ecuaciones [22] - [24] para la entrada s € S de

la tabla c[t;, s]. En caso de empate entre 51y 5> (‘.@1’ = ’SAz

), la funcién max{51, 52}
regresa la solucién $1 si la distancia entre los vértices de $; al vértice de articulacién
a es mayor que las distancias entre los vértices de 5, y a. En caso de que el empate

persista, la funcién max{} regresa la primera solucién calculada.

El problema computacional a resolver es: Dado un grafo l-outerplanar conexo

G = (Vg, Eg), encontrar un subconjunto de vértices S cC Vg, tal que:

= Yu,veSs, ladistancia(u, v) = 3, i.e., $ es un 2-packing.

= S es un conjunto maximo.

Para resolver este problema computacional el autor de este documento se apoya de
la desmembracién de arbol del grafo 1-outerplanar. El procedimiento general a seguir

es el siguiente:

1. Obtener una desmembracién de arbol 7 de G mediante el algoritmo de Katsika-
relis (2013).

2. Generar una desmembracién de arbol agradable (T, X) de 7 mediante el proce-

dimiento descrito por Cygan et al. (2015).
3. Asignar a cada nodo t € T su nUmero postorden.

4. Aplicar un algoritmo de programacién dinamica (siguiendo el recorrido postor-
den en t;) que use las ecuaciones [21] - [24] para encontrar un conjunto 2-packing

maximo en (T, X).
= El conjunto de mayor tamafo se obtiene del nodo raiz de (T, X).

5. Reconstruir en G la respuesta encontrada en (T, X).
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5.1.1. Pseudocddigos

Los pseudocddigos - presentan el algoritmo. Las rutinas se denotan en tipo
de letra VERSALITAS. Los vértices, variables e indices se presentan en letras minusculas
(por ejemplo, V) y los conjuntos en mayusculas (R), excepto cuando se toman elemen-
tos de un conjunto (s € S). Los vértices de articulaciéon de un nodo se denotan con “.a”,
por ejemplo t.a. Si el nodo t; es un nodo unién entonces t;.l y t;.r denotan sus nodos
hijos izquierdo y derecho, respectivamente. Finalmente, se supone que la numeracién

postorden del &rbol (T, X) iniciaeni=1 hastai=N=|T]|.

La entrada del Pseudocddigo [12] es un grafo 1-outerplanar conexo, la salida es un
conjunto 2-packing en G. La linea |2 crea una desmembracién de arbol del grafo G
mediante el algoritmo de Katsikarelis (2013). La linea 3| selecciona un nodo cualquiera
como raiz para 7g. La linea [4] calcula una desmembracidon agradable de arbol (T, X)
mediante el procedimiento de Cygan et al. (2015). Note en la linea[5| que el nodo raiz
cambia al generar (T, X). En la linea[6]se le asigna a cada nodo t su nUmero postorden.
Las lineas[7]y [8]le indican a cada nodo t; cuéles vértices a C X, son de articulacién. La
rutina de la linea[9|calcula la tabla c[ t;, S] para cada nodo mediante las ecuaciones[2]]
-[24]. La rutina RECONSTRUYEM2PO de la linea[10] (no se muestra) distribuye la solucion
encontrada en c[ty, {@}] sobre los vértices de G. Finalmente, la linea regresa el

grafo G.

La rutina del Pseudocédigo le indica a cada nodo t; cuales son sus vértices de

articulacién. La entrada es un nodo t; que conoce sus vértices de articulacion.

El Pseudocddigo CALCULAM2PO, calcula la tabla c[t;, S] para cada nodo de la
desmembracién de arbol agradable (lineas [2| - [38). Las lineas [4] - [6] aplican la ecua-
cion [21] a los nodos hoja. Las lineas [7] - [9] ejecutan la ecuacién [22] (correspondiente al
Pseudocddigo cuando t; es introductor. Las lineas [10] - [15] aplican la ecuacién
si t; es eliminador. Las lineas - ejecutan la ecuacion cuando t; es un nodo
unién. Finalmente, la linea regresa (T, X), note que el conjunto 2-packing maximo

estd alojado en c[ty, {D}].

La rutina del Pseudocédigo es parte de las instrucciones del Pseudocédigo [14]
Las lineas[1]-[31] calculan la ecuacién [22] para cuando t; es un nodo introductor.
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Pseudocoddigo 12: MAXIMUM-2-PACK-OUTERPLANAR(G = (Vg, EG)).

Entrada: Un grafo 1-outerplanar G = (Vg, Eg).
Salida : Un conjunto de vértices resaltados que representan un 2-packing méximo en G.
1 begin
TG < TREE-DECOMPOSITION(G)
Seleccione arbitrariamente un nodo de 75 como raiz, sea t, dicho nodo
(T, X) «< NICE-TREE-DECOMPOSITION(7g, tr)
Sea ty el nuevo nodo raiz
(T, X) «— POSTORDEN-TRAVERSAL((T, X), tn)
tv—1.0 <« Xty
VERTICES-ARTICULACION(Tn—1, XT_1)
(T, X) « CALCULAM2PO((T, X))
G «— RECONSTRUYEM2PO(G, tn)
return G
end

© 0O N OO U A~ W N

o
= O

[
N

Pseudocodigo 13: VERTICES-ARTICULACION(t;).

Entrada: Un nodo t; perteneciente a una desmembracién de arbol agradable junto con un
conjunto de vértices de articulacién t;.a.
Salida : Todos los nodos de (T, X) tienen sus vértices de articulacién definidos.
begin
if t; es nodo unién then
ti.lLa < ti.a
ti.r.a < ti.a
VERTICES-ARTICULACION(t;.()
VERTICES-ARTICULACION(t;.r)
return
end
tj—ti1
if t; es nodo hoja then
| return
end
if t.an Xy # @ then
‘ ti.a—ti.anXy
else
‘ ti.a— X \ ti.a
end
VERTICES-ARTICULACION(t;)
return
20 end

© 0O N O U1 A W N M

HHEHH B H R R R
®© N O W A WNRO

=
©
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Pseudocoddigo 14: CALCULAM2PO((T, X)).

Entrada: Una desmembracién de arbol agradable (T, X).
Salida : El grafo (T, X) con un conjunto de vértices almacenados en c[ty, {@}] € ty que
representan un 2-packing maximo.

1 begin
2 forl<i<Ndo
3 S < CONJUNTO-POTENCIA(X¢,)
a if t; es hoja then
5 \ c[t, {D}] <0
6 end
7 if t; es introductor then
8 | ti < INTRODUCTOR(t;)
9 end
10 if t; es eliminador then
11 w— Xt_, \ Xy,
12 foreach s S do
13 | clti s] < max(c[ti-1,5], c[tie1, SUW])
14 end
15 end
16 if t; es join then
17 tl.l—d(ti.0)
18 S1.l — CONJUNTO-POTENCIA(X¢1.()
19 tl.r — di(ti.r)
20 S1.r — CONJUNTO-POTENCIA(X¢t1.r)
21 foreachseS,s # {@} do
22 | clty,s] —cltil,s]+c[tir,s]—s
23 end
24 $—{0,{D}}
25 foreach sl € S1.r do
26 | $—max($, (cltil, {@}] +c[tl.r,s1]))
27 end
28 foreach sl € Sl.ldo
20 | $—max($, (c[tl.l s1]+c[tir, {D}]))
30 end
31 foreach (e S1.ldo
32 foreach r€ S1.r do
33 | S max(5, (c[tl.L, (] +c[tl.r,r]))
34 end
35 end
36 clt, {D}] < S
37 end
38 end
39 return (7, X)

a0 end




Pseudocodigo 15: INTRODUCTOR(t;).

Entrada: Un nodo introductor t; € (T, X) .
Salida : El nodo t; con todos los valores S de c[t;, S] calculados.

begin

V— Xt \ Xt
tl — di(t)
t2 « d2(t)

© 0O N O U A W N =
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N
~N

N
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end

N
©

w
o

end

w
=

S1 «— CONJUNTO-POTENCIA(Xt1)
52 «— CONJUNTO-POTENCIA(Xt2)
Si—1 < CONJUNTO-POTENCIA(X¢,_;)
foreachseS do
ifseS;_; then

| clti,s] «c[ti1,5]
else

S —max(1,c[ti_1, {BUVI])
foreach sl € S1 do
| S —max(5, ({v}uc[tl,sl]))
end
if t1 es introductor then
foreach s2 € S2 do
| §—max(5, ({v}uc[t2,s2])
end
end
if t1 es unién then
foreach sl € S1 do
S —max(5, ({v}ucltl.,s1]))
S —max (5, ({v}ucltl.r,sl]))
end
end

clti,s]<$S

end

return ¢;
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(a) Grafo G = (Vg, Eg) de en-

trada
a, b, c‘
‘ (14)
(13)
g, i, h “2)
(b) Una desmembracién de ar- (c) Desmembracién
bol 7 del grafo de entrada agradable de arbol
(T,X) del grafo de
entrada

Figura 24. Grafo para ejemplificar el Pseudocédigo[12]

5.1.2. Ejemplo de ejecucion

Este apartado presenta un ejemplo de la ejecucién del algoritmo propuesto. La
Figura [24{a) muestra el grafo 1-outerplanar de entrada G = (Vg, Eg). La Figura [24(b)
presenta una posible desmembracién de arbol 7 de G. En la Figura 24{c) esta su des-
membracién de arbol agradable (T, X); el nUmero entre paréntesis que se encuentra a
la izquierda de cada nodo corresponde a su numeracién postorden. La Tabla[5] presenta
las tablas c[ t;, S] correspondientes al grafo de la Figura[24|c). Note que se conserva el
cédigo de colores para cada nodo y la numeracién postorden. Adicionalmente, en color
verde se resalta la celda que contiene el vértice agregado en cada nodo introductor. La
tablas c[t;, S] de los nodos eliminadores tienen una celda extra que sefiala el vértice

olvidado con respecto a ti_;.

Observe las tablas c[t;, S] para 12 < i < 20 en la Tabla [6] Para calcular el conte-



(6)

(5)

(4)

(3)

(2)

(1)

Tabla 5. Tablas c[t;, S] del grafo (T, X) de la Figura c)
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4] d |
3
(30) [a+h+j
[ d c
3 3
(29) [a+h+j|d+h+j
[ [4 d cd e
3 3 3 —o0
(28) |a+h+j|c+h+j | d+h+j
(%] c e cd | ce de ced
3 3 3 3 —00 | —00 | —00 —o0
(27) la+h+j | c+h+j|d+h+j|e+h+j
[ c e ce b
3 3 3 —o0
(26) [a+h+j|c+h+j[e+h+]
(%) b c e bc be ce bce
3 2 3 3 —© —0 —00 —o0
(25) a+h+j b+j c+h+j e+h+j
2 b c bc be ce bce %] b c bc be ce | bce
1 1 1 1 —00 | —0 —o0 —© 2 2 3 3 —00 | —00 | —00 | —o0
a bjc| e | (24) | h+j | b+j c+h+j e+h+j |
Z[b]c] bc| a | 2 b bc
111 —o0 2 2 3 —o0
alb|c (23) | h+j | b+j c+h+j|
Zlalb ab | ac bc abc [9) b g |
01 1 1 —00 | —00 —00 —0 2 2
b c (22) [h+j | b+j
@ | abl ab 2 b g bg
0 1 1 2 2 1 —00
alb (1) h+j b+j g
@ | [) b g bg f | @ g | bg
0 1 1 1 1 —o0 2 2 1 -
a (11) f b g (20) h+j | b+j | g
[4] [4] b f bf bg fg | bfg [7] g h
0 0 1 1 1 —oo | —o0 —©0 | —© 2 1
(10) b f \ g \ (19)] h+j g
[%] f bf %] g gh
0 1 1 —o0 1 1 2 —o0
(9) . b | f (18) J g L h+j ]
7] g i
1 1
(8) (17) J g
[4] 7] g i gi J
0 1 1 1 [—o
(7) (16) J g i
2 H i j gi | gj i 4dij
0 1 1 1 —0 | —00 | —00 | —c0
(15) g | i J
2 Jj ij
0 1 1 —0o0
(14) \ i i
7]
0
(13)
7]
0
(12)
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nido de c[t12, S] se utiliza la ecuacién 21} Como t1; es un nodo hoja, el contenido de
c[t12, {D}] es cero. La tabla c[t19, S] corresponde a un nodo eliminador, para llenar
sus celdas se emplea la ecuacion gue toma informacién de la tabla c[t;g,S]. La
ecuacion muestra como calcular los valores de la tabla c[t19,S] cuando S = {@},

se conserva el maximo de las dos opciones.

cl[tis, {@}] =1, {j} opcién 1
C[t19, {D}] « max (25)

cltis, {Quh}1=2,{h+j} opcién?2

La ecuacion presenta como calcular la entrada de la tabla c[t19,S] cuando
S={g}. Note que cuando se evalia S = {g, h} (opcién 2) el resultado es —co por-

gue los vértices g, h no forman un conjunto 2-packing.

ti1s, =1, i6n 1
cltig, {g}] «— max cltis, {g}]1=1,{g} opcién .

c[tis, {gh}] =—0c0 opcién 2

Ahora observe la tabla c[tz0,S] en la Tabla [6] Se usa la ecuacion por tratarse
de un nodo introductor. Note que los valores de c[t;p,S] cuando S = {@} y S = {g}
se pueden tomar de c[ty19, S]; ésto se indica en la ecuacién en la parte de v ¢ S.
Cuando S = {bg}, los vértices b,g no forman un conjunto 2-packing, por lo tanto
c[t20, {bg}] « —oo. El Unico valor que falta calcular es cuando S = {b},; ésto corres-
ponde a la ecuacién en la parte de v € S. Las ecuaciones - muestran como
se calcula c[tyo, {b}]. La ecuacién 27 muestra el procedimiento general, las funciones
d1(t20) y d?(t20) apuntan hacia los nodos tig y ti15, respectivamente. La ecuacién
muestra de forma expandida los calculos de la ecuacién . Finalmente, c[t2o, {b}]

toma el valor de 2, vea la ecuacion[29]

max (1, c[tig, {BUb}])
c[t20, {b}] « max (27)

max (f (d*(t20)), f(d? (t20)))



(a) El subgrafo re-
saltado de G corres-
ponde al subgrafo
de (T, X) en la Figu-
ra de abajo

0) ¥4
B £
(18) PO
a7) S
(16) L) i

(15)

iy
-

(12)

(b) Subgrafo de de (T, X)

Figura 25. Subgrafos para ejemplificar el uso

de las ecuaciones-@

Tabla 6. Tablas c[t;, S] del subgrafo de la Figu-

rab).
@ BN g bg
2 2 1 —00
(20) | h+j  b+j g
4] g h
2 1
(19) |h+j| g
@ | g AW gh
1 1 2 —00
(18) | § g | h+j
4] g i
I 1
(17) | j g
2 g i [ gi| j
1 1 1 | —x
(16) | j g i
o g i J gi gi | ij [ di
0 1 1 1 —00 —00  —00  —00
(15) g ( J
o W i
0 1 1 -
(14) i j
-2 W
0 1
(13)
@
0
(12)
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max (1, (c[t19, {DUDb}] = —00))
( (cltis, {@Ub}]=1 )
c[tis, {bg}] =—o0
c[tis, {BUb}] =2 c[tis, {bi}] =—o0
c[tz0, {b}] « max c[trs, {bg}] =—o0 cltis, {bj}]1 =2 (28)
max | Mmax , Max
c[tis, {bh}] =—0 c[tis, {bgi}] =—o00
c[tis, {bgh}] =—0 c[tis, {bgj}] =—00
cltis, {bij}] =—o00
| c[tis, {bgij}] =—o0
cl[tao, {b}] < 2,{b,j} (29)

Para ejemplificar el uso de la ecuacion se usa la Figura y de la Tabla[7} El pro-
pdsito de la ecuacién es unir las respuestas parciales de los subarboles enraizados
en el hijo izquierdo y derecho de t;. Cuando S # {@}, el valor de la tabla c[t25,S] une
las soluciones de c[ts, S]y c[t24,S] y elimina los elementos repetidos. Si S = {@}, en-
tonces se revisan los descendientes del nodo. Se utiliza el algoritmo de Mjelde (2004)
para saber cudles nodos descendientes revisar. Recuerde que el algoritmo de Mjelde
(2004) calcula un conjunto k-packing maximo en el grafo arbol; suponiendo un &rbol
binarioy k = 2, el algoritmo indica que deben de examinarse el nodo descendiente iz-
quierdo a distancia 1 con el nodo descendiente derecho a distancia 2 (distancias 1-2),
asi como los nodos a distancias 2-1 y 2-2. Vea la Figura la linea sélida del nodo tg
al nodo t;; representa la distancia 1-2. Las lineas segmentadas entre los nodos t; y
t>4 son las distancias 2-1. La linea punteada entre los nodos t; y t>1 indica los nodos a
distancia 2-2. Vea las ecuaciones[30]-[32] Finalmente, c[tzs5, {@}] < 3, {a, h,j}.

clta1, {2}] =3,{ah,j}
clte, {D}] + (30)

cltz1,{g}] =—0oo,
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Figura 26. Subgrafo para ejemplificar el uso de la ecuacién

Tabla 7. Tablas c[¢t;, S] correspondientes al subgrafo de la Figura

%) b c e bc be ce bce
3 2 3 3 —00 —00 —0 —o
(25) a+h+j b+j c+h+j e+h+j
2 b c| e bc be ce bce %] b c e bc be ce bce
1 1|1 1  —oo| —o0 —o0 —00 2 2 3 3 —00 | —00 | —00 | —00
6) a b c e (24) h+j b+j c+h+j e+h+j
@\/b|c| bc a %] b c bc
1/1]1|—c 2 2 3 —o0
B)[alb]c (23) | h+j  b+j|c+h+j
@la/bfc ab | ac bc abc 4] b g |
0 1 1 1  —oo | —c0 —o0 —00 2 2
(4) a b ¢ (22) [h+j [ b+j
2| alb ab (%] b g bg
0 11 2 2 1 —o0
(3) b (21) h+j b+j
c[ts, {D}] 2,{h,j}
max +clt2, {@}] = (31)
clta, {a}] 3,{a h,j}
clt1, {@}]=2,{h,j}
cl[ts, {O}] +
cltz1, {9} =1{g}
(32)

c[t21,{D}] =3,{a, h,j}
c[ta1, {g}] =—0

cl[ts, {a}]+

5.2. Demostracion de que el algoritmo es correcto

Ahora se analizan las ecuaciones[21] - [24] con el objetivo de demostrar que el algo-
ritmo propuesto es correcto. Recuerde que las ecuaciones estan definidas sobre una
desmembracion de arbol agradable (T, X) y que para calcular las entradas de la tabla

c[t;, S] sblo se necesita conocer las soluciones de los nodos descendientes de t;.
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Lema 5.1 La ecuacion |21|es verdadera si t; es un nodo hoja.

Demostracion. Dado que t; no tiene descendientes (por ser nodo hoja), el Unico valor

que c[t;, S] puede tener es cero; i.e., c[t;, {@}] « 0. [ ]
Lema 5.2 Sea t; un nodo introductor, entonces la ecuacion es verdadera.

Demostracion. Puesto que t; es un nodo introductor, la bolsa X, debe tener un vértice

mas que la bolsa del nodo ti_;. Sea v dicho vértice. Existen dos casos, V€S y v €S.

m Caso 1: el vértice v no se considera en el conjunto S. Entonces todos los po-
sibles conjuntos S que se generan en ti_1 y t; son iguales. De aqui que todas
las soluciones $ calculadas en c[ti1, S] también existe en c[t;, S]; por lo tanto,
c[t;, S] « c[ti—1,S].

= Caso 2: el vértice v si se considera en el conjunto S. Sea S la solucién donde
el madximo se obtiene en c[t; S]. Entonces §\ {v} es una solucion calculada en
algun descendiente de t; que se encuentre a distancia 3 o mas de v, sea ty dicho
descendiente. Entonces S\ {v} debe estar considerado en c[ty, S\ {v}], lo cual

implica que: c[ty, S\ {v}] >S5\ {v} = ‘S‘ —1=c[t,S]\ {Vv}. Consecuentemente:

c[t, S1=c[tx, S\ {v}]uv (33)

Ahora considere que Sx es la solucién donde el méximo se obtiene de c[tx, S\
{v}]. Puesto que se supone que S es un conjunto 2-packing, entonces v no tiene
ningln vecino a distancia 2 o menos en S\ {v} = $x N Xx. Ademés, el vértice
v no tiene ninguln vecino a distancia menor o igual que 2 en V¢ \ Xt i.e., los
vértices en X;_, estan a distancia mayor o igual que 3 de v. De aqui que v no
tenga ningln vecino a distancia 2 0 menos en Sy lo cual significa que 5xU {v} es
un conjunto 2-packing. Puesto que este conjunto intersecta con X; exactamente

en S, esto se considera en c[ t;, S] por lo tanto:

c[ti, S1=58xu{v}=|5|+1=c[ty, S\ {v}]U{Vv} (34)
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Note que para conocer la identidad del nodo t, se hace uso de la funcién d9(t;).

En conjunto, las ecuaciones[33]y[34] demuestran el caso cuando v € S.

Lema 5.3 Sea t; un nodo eliminador, entonces la ecuacion es verdadera.

Demostracion. Si t; es un nodo eliminador, entonces X;, tienen un vértice menos que

Xt_,, sea w dicho nodo. Se consideran dos casos:

= Caso 1: el vértice w no pertenece a 5. Entonces $ es una solucién considerada

en c[ti—1, S]; por lo tanto, c[t;, S] « c[ti—1, S].
= Caso 2: el vértice w si pertenece a 5. Entonces, S es una solucién considerada

en c[ti—1,SU{w}]; porlo tanto, c[t;, S] « c[ti—1, S].

Observe que ambas alternativas estan consideradas en la ecuacion [23]. [
Lema 5.4 Sea t; un nodo unidn, entonces la ecuacion es correcta.

Demostracion. Si t; es un nodo unién, entonces: X;, = Xt = Xt,. Se consideran dos

Casos:

= Caso 1: el conjunto S no contiene a {@}. Sea 5 la solucién en c[t; S]. Sean
Si=5nVy y S5 =5nV;. Note que $; es un conjunto 2-packing y que $,n X, =S
y ésto esté considerado en c[t;, S], algo semejante ocurre con §,. De aqui que:

5

c[t[-,51~s“=\s“l\+ —IS|=c[t, S]uclt;, SI\S (35)

m Caso 2: el conjunto S si contiene a {@}. A diferencia del caso anterior no se sabe
cudl es el contenido de $; ni de S, por lo tanto hay que revisar las combinaciones
de vértices que formen un conjunto 2-packing. Las combinaciones a revisar son
los vértices a distancia 1-2, 2-1 y 2-2. La razén y demostracién de revisar estos

vértices se toma del algoritmo de Mjelde (2004).
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El Caso 1 y Caso 2 completa la demostracién. [ |

5.3. Analisis de complejidad del algoritmo

A continuacién se presenta el andlisis de complejidad del algoritmo propuesto.

Teorema 5.1 Sea G = (Vg, Eg) un grafo 1-outerplanar de orden n, de anchura de
arbol a lo mas k y (T, X) su desmembracion de arbol agradable. Entonces, encontrar
un conjunto 2-packing maximo para G en (T, X), usando las ecuaciones [21] - 24|y las

tablas c[t;, S], requiere O(25*1kn) u.t., para ¢ constante.

Demostracion. Observe que la anchura de arbol para G es a lo més k; por lo tanto,
el tamano de la bolsa para cada nodo t; es Xi, < k+ 1. Por cada nodo t; se llena la tabla
c[t;, S] de tamano 21Xl < 2k+1 |55 operaciones para llenar una entrada de c[t;, S]
requieren O(k) u.t; no obstante, también es necesario revisar que S sea un conjunto
2-packing vy revisar el vecindario de algunos vértices. Puesto que G es un grafo de
anchura de arbol a lo mas k, es posible construir una estructura de datos en tiempo
O (kn) (para c constante) que permita revisar adyacencias en O(k) u.t. (Cygan et al.
(2015)).

Entonces, por cada nodo t; se requieren O(2’<+1kc) u.t. para calcular la tabla c[ t;, ST;
puesto que el orden de (T, X) es a lo mas 4n (Lema |4.2). El problema de encontrar un

conjunto 2-packing maximo en (T, X) para G se puede resolver en O(2’<+1I<Cn) ut. =

Teorema 5.2 Sea G = (Vg, Eg) un grafo 1-outerplanar de orden n, de anchura de
arbol a lo mas k y (T, X) su desmembracion de arbol agradable. Entonces, encontrar

un conjunto 2-packing maximo para G en (T, X) requiere O(n) u.t., para c constante.

Demostracion. Por el Teorema [5.1)encontrar un conjunto 2-packing maximo en (T, X)
para el grafo 1l-outerplanar toma O(2’<+1kcn) u.t. Observe que ¢ es una constante y
gue para el grafo 1-outerplanar k también esta limitado por una constante, particular-
mente k < 2. De aqui que la complejidad de encontrar un conjunto 2-packing maximo

para el grafo 1-outerplanar dado (T, X) mediante el Teorema|[5.1]es: O(n) u. t. [ ]
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Teorema 5.3 E/ algoritmo del Pseudocddigo encuentra un conjunto 2-packing ma-

ximo en el grafo 1-outerplanar en O(n) u. t.

Demostracion. Sea G = (Vg, Eg) el grafo de entrada el Pseudocédigo[12] tal que G es

l-outerplanary n « |Vg|, entonces:

Linea [2} calcular 76 mediante el algoritmo de Katsikarelis (2013) requiere O(n)

u.t.
Linea [3} seleccionar un nodo raiz para 7 toma O(1) u.t.

Linea [4} crear el grafo (T, X) mediante el procedimiento de Cygan et al. (2015)

requiere O(n) u.t. cuando G es 1-outerplanar.
Linea 5} seleccionar la raiz para (T, X) es O(1) u. t.

Linea[6]: realizar un recorrido postorden en (T, X) requiere O(n) u.t. (puesto que el

orden de (T, X) esta acotado por 4n, Lema 4.2))

Lineas[7] y [8} es un recorrido sobre (T, X) indicando los vértices de articulacién,
o(n) u.t.

Linea[9} por el Teorema la complejidad es O(n) u.t.

Linea [10} la rutina RECONSTRUYEM2PO (no se muestra) distribuye la solucién en-

contrada en c[ty, {@}] sobre los vértices de G en O(n) u.t.

La complejidad total del algoritmo del Pseudocédigo [12] es O(n) u.t. [ |
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Capitulo 6. Conclusiones

Este capitulo resume las aportaciones del presente trabajo de investigacion, provee
de informacién adicional sobre los conceptos y temas tratados, y discute las posibles

rutas que puede tomar el trabajo futuro en esta linea de investigacién.

6.1. Resumen

La tesis se enfoca en encontrar un conjunto 2-packing maximo en los grafos 1y
2-outerplanares, para ello el trabajo se divide en cuatro fases. La primera fase para re-
solver este problema fue a través del algoritmo MAxIMUM-2-PACK-CACTUS que encuentra
un conjunto 2-packing maximo en el grafo cactus en O(n?) u.t. A partir del cactus de
entrada, el algoritmo calcula un arbol de componentes biconectados enraizado. Luego

procesa secuencialmente cada bloque de acuerdo con su niumero postorden.

En cada bloque, el algoritmo MaxiMmuM-2-PAck-CACTUS marca los vértices que deben
pertenecer al conjunto 2-packing maximo. El primer acercamiento para resolver este
problema fue encontrar un conjunto 2-packing maximo en un grafo uniciclo. Para dicho
problema, el reto mayor es generar un conjunto de soluciones factibles con base en
los mejores marcados de todos los arboles de expansidn del uniciclo. Una vez que se
encuentra este conjunto, se elige el mejor marcado. El mecanismo para transformar
un grafo uniciclo y su marcado en un arbol con un marcado equivalente, mediante
UNICYCLE-TO-TREE, es muy Util para demostrar por induccién que el algoritmo MAXIMUM-

2-Pack-CAcCTUS es correcto.

Hasta donde el autor tiene conocimiento, el algoritmo MAXIMUM-2-PACK-CACTUS me-
jora los resultados actuales en la literatura para este problema y clase de grafos. No
obstante, su tiempo de ejecucién es elevado (comparado con las cotas conjeturadas

en la literatura), ademas de que la implementacién del algoritmo es complicada.

En la segunda fase de trabajo se calcula un conjunto 2-packing maximal en un grafo
2-outerplanar mediante el algoritmo distribuido M2H (MAXIMAL_2-PACKING-SET_HALIN).
Este algoritmo encuentra un conjunto 2-packing maximal en un grafo Halin no geo-

métrico y no dirigido en O(n) pasos. Uno de los retos en esta parte fue el transformar
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el algoritmo de Trejo-Sdnchez y Fernandez-Zepeda (2014) para poderlo ejecutar en un
grafo no geométrico y sobre una topologia mas general para el que se disefié. Para ello
es necesario previamente encontrar una de las caras externas del grafo, y asignar a
las aristas una numeracidn mediante un proceso que se asemeja a la descomposicién

de orejas.

Para encontrar una de las caras externas del grafo Halin se utiliza una adaptacién
distribuida del algoritmo secuencial de Eppstein (2016). Este algoritmo aplica reglas de
reduccién sobre el grafo de entrada para reconocer si el grafo es Halin. Posteriormen-
te, mediante una fase de expansion, es posible identificar una de las caras externas
del grafo. M2H combina una versién distribuida del algoritmo de Eppstein (2016) y la
transformacién de Trejo-Sdnchez y Fernandez-Zepeda (2014) para encontrar un con-

junto 2-packing maximal en el grafo Halin en un entorno distribuido.

La tercera fase presenta algunas metodologias para resolver algunos problemas de
grafos que cumplen con ciertas propiedades en clases restringidas de grafos, asi como
las bases tedricas que apuntan hacia la existencia de algoritmos polinomiales para
ciertos problemas NP-dificiles en grafos de ciertas familias. Las bases teéricas y las
metodologias tienen su interseccion en la desmembracién de grafos. Particularmente,
esta fase presta atencidn a la desmembracidon de arbol de un grafo y a la anchura de

arbol como pardmetros que en cierto sentido indican la conectividad del grafo.

Asimismo, se expone que algunos problemas NP-dificiles con anchura de arbol aco-
tada tienden a tener solucién en tiempo polinomial e incluso lineal. Se recopilan las
propiedades que tanto el grafo como el problema deben de cumplir para analizar la
factibilidad de resolver el problema en tiempo polinomial. Finalmente, se muestra coé-
mo tanto el grafo 1l-outerplanar y el problema del 2-packing maximo en este grafo

cumplen con las propiedades requeridas.

La cuarta fase y contribucion principal de esta tesis es un algoritmo de programa-
cién dindmica que calcula un conjunto 2-packing maximo en el grafo 1-outerplanar no
geométrico en O(n) u.t. Este algoritmo utiliza la desmembracién de arbol agradable
del grafo 1l-outerplanar y sobre ésta encuentra un conjunto 2-packing maximo que
también lo es para el grafo 1-outerplanar. El algoritmo propuesto es FPT puesto que se

utiliza la anchura de arbol como pardmetro sobre el cual se realizan las operaciones
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combinatorias; por lo general, en este pardmetro la combinatoria explota en un valor
exponencial. No obstante, se concluye que la complejidad del algoritmo propuesto es
polinomial bajo la observacion de que la combinatoria que se realiza esta acotada por

una constante pequefia.

6.2. Conclusiones y trabajo futuro

La desmembracién de arbol es una metodologia poderosa para resolver ciertos
problemas en grafos donde la anchura de arbol es acotada. Por lo tanto, se convierte
en un concepto central en el disefo de algoritmos para grafos. El Teorema de Courcelle
(1990) también es muy Uutil para discernir sobre cuales problemas se pueden resolver
mediante algln algoritmo de programacién dindmica que contemple la anchura y la

desmembraciéon de drbol como parametros adicionales.

Respecto al trabajo realizado en esta tesis, las ideas presentadas pueden genera-
lizarse a otros grafos de anchura acotada donde la desmembracién de arbol se co-
nozca. Por ejemplo, el algoritmo propuesto del grafo 1-outerplanar puede adaptarse al
grafo Halin. El impacto mas substancial seria el incremento de la complejidad compu-
tacional. No obstante, con base en la evidencia tedrica, el tiempo de ejecucidon debe

mantenerse polinomial.

Precisamente, uno de los retos a resolver cuando se usan estas metodologias de
desmembracién de grafos es el de encontrar una desmembracién éptima o al menos
una aproximaciéon buena, esto con el objetivo de evitar que las operaciones combina-
torias sean demasiado grandes. Si se encuentra una buena desmembracién, el pro-
ceso en general es describir un algoritmo de programacién dinamica que aproveche
las propiedades de conectividad de la desmembracién y asi calcular el valor éptimo
de interés. Si no se encuentra dicha desmembracidn, debe de existir algun obstaculo
combinatorio empotrado en el grafo que impide desmembrarlo. De aqui que se de-
ban buscar otras técnicas de desmembracién que permitan solucionar el problema o

ayuden a decidir si es un caso que no se puede resolver en tiempo polinomial.

En esta tesis se trabajé con la desmembraciéon de arbol de un grafo; no obstante,

existe mas de un tipo de desmembraciones. Algunas de ellas son mas restrictivas y



96

piden que, por ejemplo, los separadores sean ‘balanceados.’” Otras desmembraciones
interesantes son ‘rankwidth’ y ‘branchwidth’ para desmembrar grafos densos y no

densos, respectivamente.

Finalmente, también resulta interesante el adaptar los algoritmos propuestos en
este trabajo para solucionar el problema del conjunto k-packing maximo en los grafos

1-outerplanar y Halin.
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