CENTRO DE INVESTIGACION CIENTIFICA Y DE EDUCACION
SUPERIOR DE ENSENADA, BAJA CALIFORNIA

D=

CICESE.

PROGRAMA DE POSGRADO EN CIENCIAS
EN ELECTRONICA Y TELECOMUNICACIONES

Dinamica caodtica en sistemas discontinuos en el plano.

Tesis
para cubrir parcialmente los requisitos necesarios para obtener el grado de

Doctor en Ciencias

Presenta:

José Guadalupe Castro Lugo

Ensenada, Baja California, México
2014



Tesis defendida por

José Guadalupe Castro Lugo

y aprobada por el siguiente comité

Dr. Joaquin Alvarez Gallegos
Director del Comité

Dr. Luis Alejandro Marquez Martinez

Miembro del Comité

Dr.David Isaias Rosas Almeida

Miembro del Comité

Dr. César Cruz Hernandez
Coordinador del Programa de
Posgrado en Electronica y Telecomunicaciones

Dr. louri Orlov Kuchina
Miembro del Comité

Dr. Fernando Verduzco Gonzélez

Miembro del Comité

Dr. Jesus Favela Vara
Director de Estudios de Posgrado

Diciembre, 2014



Resumen de la tesis que presenta José Guadalupe Castro Lugo como requisito parcial
para la obtencién del grado de Doctor en Ciencias en Electronica y Telecomunicaciones.

Dinamica caodtica en sistemas discontinuos en el plano.

Resumen elaborado por:

José Guadalupe Castro Lugo

El estudio de los sistemas discontinuos es de gran interés ya que pueden aparecer de
manera natural en el modelado de sistemas fisicos, biolégicos, etc; o surgen de forma in-
tencionada al utilizar un control discontinuo. Dichos sistemas pueden producir diferentes
comportamientos, como la existencia de soluciones multiples, modos deslizantes, bifur-
caciones no tipicas, intervalo de equilibrios, convergencia en tiempo finito, robustez frente
a incertidumbres y perturbaciones, entre otros. Sin embargo, uno de los fendmenos de
gran interés es predecir la ocurrencia de orbitas cadticas.

Uno de los métodos mas usados para predecir la ocurrencia de érbitas caodticas, en
sistemas dinamicos no-auténomos suaves, es el método de Melnikov, el cual considera
un sistema perturbado periédicamente, donde su parte nominal tiene un punto hiperbdli-
co tipo silla, asociado a una trayectoria homoclinica. Las extensiones al caso no suave
consideran que el punto de equilibrio tipo silla esta ubicado fuera de la superficie de la
discontinuidad y la 6rbita homoclinica asociada tenga cruces transversales.

Sin embargo, existen sistemas discontinuos para los cuales no es posible la aplicacion
del método de Melnikov, debido a que el punto de equilibrio se encuentra sobre la superfi-
cie de discontinuidad y la duracién de 6érbita asociada a dicho punto es finita. Por lo tanto,
para predecir la ocurrencia de o6rbitas cadticas en este tipo de sistemas, se propone el
usé de un sistema aproximado para el cual es posible el uso del método de Melnikov.

Dado que los puntos de equilibrio del sistema discontinuo son los mismos que los del
sistema aproximado, el hamiltoniano del sistema aproximado converge al hamiltoniano
del sistema discontinuo, la solucion del sistema aproximado puede estar tan cerca como
se desee de la solucidon del sistema discontinuo cuando n (parametro de la aproxima-
cién) es suficientemente grande, entonces podemos concluir que el sistema discontinuo
presenta dinamica cadtica. Ademas, la condicion de Melnikov del sistema aproximado es
valida para valores suficientemente grandes de n, y esta puede ser usada para predecir
dindmica cadtica en el sistema discontinuo.

Para confirmar las predicciones realizadas, se muestra el diagrama de bifurcacién del
sistema discontinuo y algunas graficas de los atractores del sistema discontinuo para
diferentes valores en los parametros.

Palabras Clave: Sistema seccionalmente lineal, Sistema discontinuo, Método de Mel-
nikov sistemas no suaves.



Abstract of the thesis presented by José Guadalupe Castro Lugo as a partial requirement
to obtain the Doctor in Sciences in Electronics and Telecommunications.

Chaotic dynamic in discontinuous systems in the plane.

Abstract by:

José Guadalupe Castro Lugo

The study of discontinuous systems is of great importance as they either appear na-
turally in the modeling of physical and biological systems, or arise intentionally by using
discontinuous controllers. These systems could produce different dynamical behaviours,
like the existence of multiple solutions, sliding modes, non-typical bifurcations, multiple
intervals of equilibria, finite-time convergence, among others. However, one of the most
interesting phenomena is to predict occurrences of chaotic orbits.

One of the most-used methods to predict the occurrence of chaotic orbits, in non-
autonomous smooth dynamical systems, is the Melnikov’s method, which considers a
periodically perturbed system, whose nominal part has a saddle type hyperbolic point
associated to an homoclinic trajectory. The extension to the non-smooth case considers
that the equillibrium point is located outside of the discontinuous surface, and that the
associated homoclinic orbit has transverse crosses.

However, there exist discontinuous systems for which the application of the Melnikov’s
method is not possible, since the equillibrium point is located on the discontinuous surface,
and the duration of the associated orbit is finite. Therefore, to predict the occurrence of
chaotic orbits in these systems, it is proposed the use of an approximated system for which
the application of the Melnikov’s method is possible.

Since the equilibrium points of both approximated and discontinuous systems are the
same, the Hamiltonean of the former converges to the Hamiltonean of the latter, so the
solution of the approximated system can be made as close as it is desired to the solution
of the discontinuous system when a paremeter n is large enough. Then, it can be con-
cluded that the discontinuous system exhibits chaotics dynamics. Besides, the Melnikov’s
condition of the approximated system is valid for sufficiently large values of n, and it can
be used to predict chaotic dyanamics in the discontinuous system.

To confirm the developed predictions, the bifurcation diagram of the discontinuous sys-
tem is shown, as well as its attractors for different values of the corresponding parameters.

Keywords: Piecewise Smooth System, Discontinuous System, Melnikov Method for
nonsmooth system.
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Capitulo 1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales con componentes no suaves se emplean en diversas si-
tuaciones. Se usan para modelar sistemas mecanicos, donde el movimiento de un cuerpo
rigido es sujeto a saltos en la velocidad y fuerzas discontinuas como resultado de friccion
o impacto (Brogliato, 1999; Awrejcewicz y Holicke, 1999). También estan presentes en
circuitos eléctricos o en sistemas bioldgicos, si las caracteristicas no suaves se utilizan
para representar conmutaciones. En problemas de control 6ptimo o controladores con-
mutados, por ejemplo, el control de temperatura de una recamara. En la manipulacién
robdtica de objetos por medio de contacto mecanico, las discontinuidades se producen
naturalmente de la interaccidon con el medio ambiente. Ademas, las discontinuidades tam-
bién son intencionalmente disenadas para lograr regulacion y estabilizacién. El control por
modos deslizantes usa un controlador por retroalimentacion discontinuo para estabiliza-
cién (Utkin, 1992). Mas aun, muchos sistemas de control no pueden ser estabilizados por
un control por retroalimentacion de manera continua, por ejemplo, el sistema unidimen-
sional (Sontag, 1998), = = z[(u — 1)* — (x — 1)][(u + 1)* + (z — 2)]. Como consecuencia,

es necesario considerar un control de retroalimentacién discontinuo.

Los modelos que representan la dinamica de estos sistemas pueden escribirse como
= fi(x,t), si e D;CR", iel={1,2,---,1} (1)

donde D; es un abierto, D; N D; = ¢ (conjunto vacio), para i # j, Uic;D; = R, don-
de D; es la cerradura de H;, y & = dz/dt. Las fronteras de cada region D; estan bien
definidas y constituyen superficies suaves, denominadas superficies de discontinuidad o

conmutacion, caracterizadas por funciones diferenciables H;(x) = 0.
El sistema (1) se clasifica en tres tipos:
1. Sistemas continuos con jacobiano no suave. Estos sistemas son descritos por un
campo vectorial continuo pero no suave.

2. Sistemas discontinuos o tipo Filippov. EI campo vectorial de estos sistemas es dis-

continuo.



3. Sistemas hibridos. Estos surgen cuando se modela el fenémeno de impacto (no

considerados en esta tesis).

Debido a que estos sistemas no son diferenciables, y en algunos casos son disconti-
nuos, los métodos de la teoria de sistemas suaves no pueden ser aplicados. Para su es-
tudio se han utilizado aproximaciones continuas (Danca y Codreanu, 2002; Awrejcewicz
et al., 2005). Si bien esta estrategia es apropiada en muchas situaciones, existen pro-
piedades, ventajas y comportamientos tipicos de los sistemas no suaves que no pueden
reproducirse, como por ejemplo, la existencia de soluciones multiples, de modos desli-
zantes, de bifurcaciones no tipicas, intervalo de equilibrios, convergencia en tiempo finito,
de robustez frente a incertidumbres y perturbaciones, entre otros. Otras herramientas de
analisis son el método convexo de Filippov (Filippov, 1988), inclusiones diferenciales (Au-
bin y Cellina, 1984), herramientas numericas (Awrejcewicz y Olejnik, 2002; Awrejcewicz y
Dzyubak, 2005; Savi et al., 2007; Danca, 2010; Dieci y Lopez, 2012), etc.

Existen una gran cantidad de publicaciones sobre sistemas discontinuos. La literatura
en matematicas estudia principalmente la existencia y unicidad de la solucién de ecua-
ciones diferenciales discontinuas (Filippov, 1988). Los trabajos de Filippov extienden una
ecuacion diferencial discontinua a una inclusion diferencial. Para mas resultados al res-
pecto pueden consultarse (Aubin y Cellina, 1984; Clarke, 1983). En Awrejcewicz y Holicke
(1999); Leine y Van Campen (2002); di Bernardo et al. (2002) tratan con problemas con

friccion seca como inclusion diferencial y la existencia de soluciones periddicas.

La teoria de bifurcaciones para sistemas discontinuos ha sido abordada en diferentes
publicaciones; por ejemplo, para sistemas continuos pero no suaves o sistemas tipo Fi-
lippov podemos citar los trabajos de (di Bernardo et al., 2008; Warwick, 2010; Kuznetsov
et al., 2003). Algo que ha interesado a la comunidad cientifica es predecir la ocurrencia
de drbitas cadticas. Existen varias técnicas para reconocer y clasificar el comportamiento
caotico. Estas técnicas incluyen la propuesta por Devaney (Devaney, 1989), exponentes
de Lyapunov (Arrowsmith y Place, 1990; Wiggins, 2003), diagrama de bifurcacion, méto-
do de Melnikov (Arrowsmith y Place, 1990; Wiggins, 2003), espectro de Fourier (Guzzo,
2006), el método de Li-Yorke (Li y Yorke, 1975), etc. Recientemente, se han realizado di-

ferentes esfuerzos para extender la teoria del caos a sistemas discontinuos. Por ejemplo;



En (Kahng, 2009), se realiza una redefinicion de caos en el sentido de Devaney para sis-
temas dinamicos no suaves. La extension del calculo de los exponentes de Lyapunov para
sistemas dinamicos con discontinuidades esta dada en (Muller, 1995). La extension del
método de Melnikov se ha presentado en (Awrejcewicz y Holicke, 1999; Kunze y Kipper,
2001; Kukucka, 2007; Battelli y Feckan, 2010, 2012; Li et al., 2014).

Particularmente, uno de los métodos mas usados para predecir la ocurrencia de érbi-
tas cadticas en sistemas dinamicos no-autébnomos suaves, es el método de Melnikov, el
cual considera para su aplicacion un sistema perturbado periédicamente, donde su par-
te nominal tiene un punto hiperbdlico tipo silla, asociado a una trayectoria homoclinica
(Arrowsmith y Place, 1990; Wiggins, 2003).

Por otra parte, para un sistema no suave, existe también una amplia literatura sobre
el estudio de dinamica cadtica usando el método de Melnikov. En (Awrejcewicz y Holicke,
1999; Pontes et al., 2001), se realizd una formulacion del método de Melnikov para siste-
mas mecanicos con friccion de Coulomb y viscosa, donde el término discontinuo dado por
la friccion de Coulomb es considerado como perturbacion. En general, el método de Mel-
nikov para sistemas no suaves en el plano es presentado en (Kukucka, 2007; Shi et al.,
2013; Kunze, 2000), el cual considera que; el punto de equilibrio tipo silla debe estar fuera
de la superficie de discontinuidad y la interaccion de la érbita homoclinica con la super-
ficie de discontinuidad debe ser transversal. Bajo estos supuestos, es posible obtener la

llamada funcién de Melnikov para sistemas no suaves.

En (Battelli y FeCkan, 2012) se generaliza el resultado dado por (Kukucka, 2007; Shi
et al., 2013; Kunze, 2000), para 6rbitas homoclinicas con o sin deslizamiento. Finalmente,
en (Li etal., 2014) se presenta la funcion de Melnikov para sistemas seccionalmente
suaves en el plano continuos, con parte nominal Hamiltoniana, y las hipétesis para la

aplicacion del método son las mismas que en los casos anteriores.

Sin embargo, existen sistemas discontinuos en el plano resultado, por ejemplo, de
la aplicacion de un control discontinuo, para los cuales no es posible la aplicacion de
las extensiones realizadas en (Kunze, 2000; Kukucka, 2007; Battelli y Feckan, 2012; Shi

et al.,, 2013; Li et al., 2014), dado que el punto de equilibrio tipo silla no se encuentra fuera



de la superficie de conmutacion. Mas aun, la érbita asociada a dicho punto tiene duracion

finita.

El objetivo general de este trabajo de tesis es contribuir al estudio de la dinamica com-
pleja de una clase de sistemas con término discontinuos. Dichos términos pueden prove-
nir de la dinamica natural del sistema bajo estudio (por ejemplo friccion de Coulomb), o
agregados intencionalmente por medio de un controlador robusto discontinuo. En particu-
lar se propone el estudio de sistemas en el plano seccionalmente suaves, especificamen-
te lineales, donde las regiones de discontinuidad dividen el plano en regiones disjuntas,
para los cuales no es posible aplicar las técnicas clasicas de analisis de sistemas suaves
ni algunas otras técnicas recientes, aplicables a sistemas discontinuos en una clase de
sistemas seccionalemente suaves en el plano, los cuales tienen un punto de equilibrio
sobre la superficie de discontinuidad. En particular, considerese que el sistema (1) puede

escribirse como

Ty = T2,

to = ax+ f(z)+ g(x,t), (2)

donde a = (a1, ay), x = (z1,22)7, f discontinua y g periddica.

En el primer caso de estudio la discontinuidad podria ser originada por un control dis-
continuo, funcién de la posicion, es decir, f(x) = asign(x;), para el estudio se usa una
aproximacion continua dada por la saturacion. Posteriormente, se modifica la aproxima-
cién usada en el primer caso de estudio, lo que da origen a un sistema seccionalmente
lineal, el cual tiene la caracteristica de presentar érbitas homoclinicas no simétricas v,
en el proceso al limite converge al sistema discontinuo. Para el segundo caso de estu-
dio, se anade otro término discontinuo ahora en funcién de la velocidad, el cual podria
representar la friccion de Coulomb, es decir, la discontinuidad esta dada como f(z) =
asign(z1) — dsign(z,). Finalmente, se considera el caso general donde, la discontinuidad

puede ser cualquier recta la cual pasa por el origen, es decir, f(x) = asign(az; + bxs).

La organizacion del presenta trabajo es la siguiente: en el capitulo [2| se presentan las

herramientas matematicas usadas para el desarrollo de esta investigacion. El analisis de



la dinamica caotica para una clase de sistemas discontinuos en el plano, con un punto de
equilibrio sobre la superficie de discontinuidad, se presenta en el capitulo[3] Enseguida se
presenta, en el capitulo[4] el estudio de la dindmica caética de un sistema seccionalmente
lineal, el cual en el proceso al limite converge al sistema discontinuo analizado en el
capitulo[3] Finalmente, en el capitulo [5] se tiene el estudio de la dindmica cadtica para un

sistema en el plano con dos discontinuidades.

1.1. Publicaciones derivadas de esta tesis

1. Castro, J., Alvarez, J., “Melnikov-Type Chaos of Planar Systems with Two Disconti-

nuities”. International Journal of Bifurcation ans chaos. Aceptado.
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approximation”. En: Analysis and Control of Chaotic Systems. Vol. 3, pp. 215-219.
DOI 10.3182/20120620-3-MX-3012.00040.

5. Castro, J., Alvarez, J., “Uso de Aproximacion Continua para Determinar Caos en Sis-
tema Discontinuo ”. Congreso Nacional de Control Automatico, AMCA2011. Saltillo,

Coahuila, México.

6. Castro, J., Alvarez, J., Penaloza-Mejia, O., “Prediccion De Caos En Sistemas Dis-
continuos Forzados De Segundo Orden”. XVI Congreso Latinoamericano de Control

Automatico, CLCA 2014. Cancun, Quintana Roo, México.



Capitulo 2. Fundamentacion teodrica

En este capitulo se describe una breve introduccion de las principales herramientas
matematicas utilizadas en el presente trabajo. En primer lugar se presenta una introduc-
cién a los sistemas seccionalmente suaves, la clasificacion de los puntos de equilibrio y
su solucion. En segundo lugar se describe el método de Melnikov para sistemas no sua-
ves, el cual es una herramienta analitica desarrollada para predecir el comportamiento

caotico.

2.1. Sistemas seccionalmente suaves

Los sistemas seccionalmente suaves (PSS por sus siglas en inglés), se describen por

un conjunto finito de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDQO’s) de la forma general:

t = fi(z), para z € D; CR", (3)

donde z representa los estados del sistema, los conjuntos D; parai = 1,2,--- ,m, son
regiones abiertas y disjuntas entre si, las cuales estan separadas por superficies de di-
mension n — 1, conocidas como fronteras. Los campos vectoriales f;(x) y las fronteras
se consideran suaves y la unién de todas las fronteras 3, junto con todas las regiones
D;, cubren todo el espacio de estados (Kuznetsov et al., 2003; di Bernardo et al., 2008;

Jeffrey y Hogan, 2011).

Los PSS se clasifican como continuos si f;(x) = f;(z) en cualquier punto x de la
frontera X;; que separa a las regiones adyacentes D; y D,. En estos sistemas el vector
1 esta definido de manera Unica en cualquier punto del espacio de estado y las orbitas
en la region D; que se aproximan transversalmente a la frontera ¥,;, la cruzan para en-
trar a la region adyacente D,. Por otra parte, si f;(z) # f;(x) en cualquier punto x de la
frontera X,;, los PSS son llamados discontinuos o sistemas de Filippov. Particularmente,
cuando las componentes transversales de f;(z) y f;(z) tienen la misma direccion, la 6rbi-
ta cruza la frontera, pero en el punto = de cruce se presenta una discontinuidad en su
vector tangente. Por el contrario, si las componentes transversales de f;(z) y f;(z) tienen

direcciones opuestas, el estado del sistema permanece en la frontera y dependiendo de



la dinamica sobre la superficie ¥;;, las drbitas se deslizan o no sobre ella. El movimiento
del sistema sobre la superficie ¥;; se aproxima como la solucién de la EDO’s continua
i = g(z) definida sobre la superficie ¥;;, donde g(z) es la combinacién convexa entre f;
y f; tangente a ¥;; en z ver (Filippov, 1988). Por lo tanto, es de interés conocer el com-
portamiento de las Orbitas sobre la superficie 3;;. Para ello considere el siguiente sistema

discontinuo en el plano representado como:

o fi(z), si x € Dy; ()
fo(z), si x € Dy

donde la frontera de discontinuidad X se describe como & = {z € R? : H(x) = 0}, siendo
H una funcion escalar suave con gradiente no nulo VH sobre Y. Ademas, las regiones
Dy y D, se definen como D; = {z € R? : H(z) <0}y D, ={z€R?*: H(z) >0} ylas

funciones f;, ¢ = 1,2, son funciones suaves.

Ademas, se define:

o(z) = (VH(x), fi(2))(VH (2), f2(2)); (9)

donde (. , .) denota al producto punto y (VH (z), fi(z)), z € %, representa las proyec-
ciones escalares (las componentes) de los campos vectoriales f; sobre la normal de la

superficie H(x). La ecuacion (5) permite clasificar los puntos sobre ¥..

Sio(z) > 0,z € ¥, entonces las Orbitas en D, entrarén ala region D, si (Vh(x), fi(z)) >
0y (VH(z), fo(x)) > 0, o viceversa. Al conjunto de puntos para los cuales las érbitas cru-
zan la frontera © corresponde a ¥, = {z € R? : o(z) >0}, el cual en general es un
conjunto abierto y se le denomina conjunto de cruce. Al complemento de X, se le llama
conjunto deslizante. Este conjunto esta representado por X, = {x eR? : o(x) < 0}, el

cual esta compuesto por el subconjunto deslizante y los puntos deslizantes aislados.

Mas auln, los puntos = € X, donde (VH(z), fo(x) — fi(z)) = 0 son llamados puntos
deslizantes singulares. En estos puntos, fi y f» son tangentes a ¥, o uno se desvanece

mientras el otro es tangente a X, 0 ambos se desvanecen. Finalmente, para completar el



analisis sobre Y,, considere los puntos donde (VH (x), fo(z) — fi(x)) # 0, es decir, puntos

deslizantes no singulares.

Para cada = € X, el punto deslizante no singular, se define:

9(x) = AMi(z) + (1 = A) fa(z),
(VH(z), fo(x)) (6)

NS WEG. L) - h0)

Asi,
T =g(x), x € Xy, (7)

define una ecuacién diferencial escalar sobre X, la cual es suave en el intervalo desli-

zante de X,. La solucién de esta ecuacion se le llama solucion deslizante.

Para el sistema podrian presentarse dos tipos de puntos. El primero se presenta
cuando la dinamica en X, es nula, lo cual significa que el campo vectorial g(z) = 0;
particularmente, esta condicion define a los llamados puntos de pseudo-equilibrio P. A
fin de que P se clasifique como no degenerado, no debe ser equilibrio de f; ni de f,. El
segundo caso surge cuando g(x) es tangente a f; 0 a f», es decir, (VH(z), f;(x)) = 0.
En este sentido, se definen los puntos que delimitan la zona X, los cuales son llamados
puntos de tangencia T o puntos de tipo fold. Al igual que en el caso anterior, estos puntos
no deben ser equilibrios de f; ni de f,. Por ultimo, para un punto 7" tangente a f;, se dice
gue es un punto de tangencia visible, si una érbita regida por f;, que inicia su trayectoria
en T, pertenece a D; para un t lo suficientemente pequeno. Por el contrario, el punto se

toma como invisible si la érbita resultante pertenece a D.

2.2. Solucion estandar y deslizante

Es posible definir una tnica solucién del sistema (4). Para ello, supdngase que x, € D,
y construya la solucion hacia adelante x(t) de (4) resolviendo la correspondiente ecuacion
en D;. Sila solucion no permanece en D, alcanzara la frontera X en el tiempo ¢, es decir

H(z(t1)) = 0. En este punto, existen dos posibilidades:

1. Sio(z(t1)) > 0, es decir z(t;) € X, entonces se conmuta a & = f»(z), y se resuelve



la ecuacion en la region D, para t > t;. En otras palabras, la orbita cruzara X en

2. Sio(z(ty)) <0, esdecir, z(t;) € X, entonces se conmuta a la ecuacion (7)) sobre X
asi se sigue la orbita deslizante. Esta orbita se degenera en un punto si g(x(¢1)) = 0,
es decir, z(t1) es un equilibrio de (7). En este caso, se tiene que z(t) = z(t;) para
todo t > t¢;. Si g(x(t1)) # 0, se determina el comienzo de la érbita deslizante en
x(t1), y se sigue la solucién deslizante para ¢ > t;. Esta soluciéon puede permanecer
estrictamente sobre el segmento deslizante (tendiendo a un pseudo-equilibrio o a
un punto deslizante aislado con g = 0). Alternativamente, ésta puede llegar en un
tiempo t, > t; a su frontera (es decir, a un punto de frontera o tangente). En el
caso de un punto frontera, se tiene que x(t) = z(ty) para todo ¢t > t,, mientras que
para el punto tangente, se sigue la Unica orbita en D; 0 D, que empieza en z(t).
Esto mismo puede ser aplicado al sistema (4) en sentido inverso para generar una

solucién Unica.

Note que las soluciones hacia adelante o hacia atras pueden ser definidas de manera
Unica, ademas, el sistema (4) no es invertible en el sentido clasico dado que las 6rbitas
pueden traslaparse. Por tanto, en la literatura es comun introducir la correspondiente in-
clusién diferencial al sistema de Filippov y entonces considerar su solucion (Aubin y
Cellina, 1984; Filippov, 1988).

2.3. Método de Melnikov para sistemas no suaves

La teoria de Melnikov proporciona una herramienta analitica para establecer la exis-
tencia de trayectorias homoclinicas transversales a mapeos de Poincaré para érbitas pe-

riddicas de sistemas dinamicos perturbados.

Considere el siguiente sistema en el plano, periédicamente perturbado, de la forma:

. fl(m)+€gl(xat)7 sl xEDI;
T = (8)
fo(z) + €ga(x,t), si x € Do

donde = € R?, t € R, las funciones g; son T—periédicas y las funciones f; son suficien-
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temente suaves en sus respectivos dominios.

El espacio de estado R? es dividido en dos subconjuntos abiertos disjuntos D; y D,
por una hipersuperficie X tal que R? = D, UXUD,. La hipersuperficie X es definida por una
funcion escalar h : R*> — R, h € C", r > 1. Los subconjubtos D; y D, y la hipersuperficie

pueden ser definidos como:

Dy = {zeR® : h(z) <0},
Y = {zeR?®: h(z)=0},
D, = {zeR®: h(z) >0}

La normal a la hipersuperficie 3 esta dada por: n = n(x) = V(h(z)), = € 3. Ademas, se

supone que la funcién h es seleccionada de tal manera que n(x) # 0.

De manera equivalente, se tiene el sistema suspendido

fi(x) + €gi(z,t), si x € Dy;
fo(z) + €go(w,t), si x € Dy;

con (x,0) € R? x S'. Supdngase que las siguientes hipdtesis se cumplen para el sistema

no perturbado:

(H1) Para ¢ = 0, el sistema # = fi(z) tiene un punto z, € D;, el cual es un punto
singular tipo silla. Sea v una trayectoria homoclinica del punto xz,, la cual sélo tiene
intersecciones transversales con ¥, y el numero de intersecciones es diferente de

cero. Esta trayectoria homoclinica es una funcidén paramétrica por partes.

(H2) tr(Df1) =tr(Dfy) = 0.

Bajo las hipotesis (H1) — (H2) y e suficientemente pequefio, el sistema perturbado
tiene una Unica Orbita periddica hiperbdlica ~v.(t) = =y + O(¢). De manera corres-
pondiente, el mapeo de Poincaré P. asociado al sistema suspendido (9) tiene un Unico

punto silla hiperbdlico zo. = x¢ + O(e).
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Se define ahora la funcion de Melnikov para sistemas no suaves asociada al sistema

como

2i0—1

MO) = [ o) nglt+0u)di+ Y [AUG +1,85,6) - A, 0)

j=1
2k

+ ) (AN + L, t5,0) — A1, 0)] (10)

j=2io
donde A representa la integracion gradual con respecto a ¢, por ejemplo f:f fa(uo(t)) A
Go(t + 0, up(t))dt = A¥(2,74,0) — A"(2,71,0) (para mas detalles ver Kukucka (2007)). 7;
representa el tiempo para el cual la trayectoria homoclinica tiene interseccién transversal
con X, el cual sera denotado por 2k, dado que éste es un nimero par, j = 1,...,2ky

io € {1,...,k}. Finalmente, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea ¢ suficientemente pequeno y supongase que se cumplen las hipotesis

(H1) — (H2). Si existe un numero 6, € R tal que

() =0, P g

entonces para e suficientemente pequeno, las variedades u; ,(0), y ugy(t), se intersectan

transversalmente cerca de 6.

La existencia de puntos homoclinicos transversos implica, via el teorema de Smale-
Birkhoff (Wiggins, 2003), que alguna iteracion del mapeo de Poincaré tiene un conjunto
hiperbdlico invariante: una herradura de Smale. En consecuencia, si este conjunto es

atractor, el sistema exhibira un comportamiento caético.
Es importante senalar lo siguiente:
1. Siel campo vectorial es no suave pero continuo, entonces las sumatorias en la ecua-

cién (10) se desvanecen. Por tanto, la funcion de Melnikov se obtiene resolviendo la

integral para cada seccion de la érbita homoclinica. Es decir, similar al caso suave.

2. Los sistemas discontinuos a analizar, no satisfacen las hipétesis para utilizar el
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método de Melnikov para sistemas no suaves descrito anteriormente. Sin embar-
go, nuestra propuesta es utilizar una aproximacion continua, generando un sistema

aproximado al cual si es posible aplicar dicho método.
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Capitulo 3. Sistema discontinuo tipo |

El objetivo de este capitulo es presentar el analisis de la dinamica cadtica de un sis-
tema discontinuo en el plano con una discontinuidad, debida a la dinamica propia del
sistema o inducida por medio de un control retroalimentado discontinuo. Dado que el sis-
tema discontinuo no cuenta con un punto de equilibrio tipo silla fuera de la discontinuidad,
se utilizara una aproximacion continua dada por la funcion saturacion para hacer posible
el uso de los resultados recientes del método de Melnikov para sistemas no suaves dado
en (Kunze, 2000; Kukucka, 2007; Shi et al., 2013; Battelli y FeCkan, 2012).

En este capitulo se obtendran las condiciones que deben satisfacer los parametros
del sistema aproximado para la existencia de comportamiento cadtico. Para tal propédsito
se utilizara la teoria de Melnikov para sistemas no suaves. Asimismo, determinara que los
puntos de equilibrio del sistema aproximado son los mismos que los del sistema disconti-
nuo. Ademas, se demostrara que si n — oo, entonces el hamiltoniano, la 6rbita homoclini-
ca y la solucion del sistema aproximado converge al hamiltoniano, la 6rbita y la solucion
del sistema discontinuo. Finalmente, se propone el uso de la condicion de Melnikov del
sistema aproximado para determinar el intervalo en el cual el parametro debe ser variado

para obtener el diagrama de bifurcacion.

El presente capitulo esta organizado como sigue: primeramente presentamos el sis-
tema discontinuo en el plano, sus puntos de equilibrio y la estabilidad de los puntos de
equilibrio. En la segunda parte se decribe el sistema aproximado y se demuestra la pre-
sencia de caos, dando la condicion que deben de satisfacer los parametros del sistema;
también se demuestra la convergencia de las érbitas del sistema aproximado a las orbitas
del sistema discontinuo. Finalmente, se propone el uso de la condicién de Melnikov para

obtener el intervalo donde realizar el diagrama de bifurcacion.

3.1. Sistema discontinuo

Considere la clase de sistemas discontinuos en el plano, representados por:

'i:l = T2, (11)

Ty = —x1 —26xo + asign(:ﬁ) + U(t)7
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donde 0 < ¢ <1, > 0y u(t) = rsen(wt).

Si el objetivo es determinar si el sistema presenta dinamica cadtica, es natural
pensar en aplicar el método de Melnikov para sistemas no suaves como la herramienta
de analisis (ver Kukucka (2007); Kunze (2000); Battelli y Feckan (2012); Shi et al. (2013);
Li et al. (2014)). Por tanto, se supone que los parametros £ y r del sistema son
pequenos y que pueden expresarse en términos de un parametro, al que se denotara e.
De esta manera, se tiene que 26 = £ y r = €F. Asi, sustituyendo en el sistema se
obtiene:

= fi(x)+eg(x,t), i=1,2,

donde f;(x) + eg(z, t) esta dado por:

fil@) + eg(z, 1) = ﬁm+w@ﬁ,§xem; (12)
fo(z) +eg(x,t), si x € Dy;

donde fi(z) = | 2 |, fl) = ) Y
- — -1+« —&xy + Tsen(wt)
S={zeR?: h(z)=21=0},D; ={z €R? : h(z) <0},Dy={z €R? : h(z)>0}.

Observe que el sistema no perturbado (sistema con e = 0) tiene la forma deseada

para aplicar el método de Melnikov para sistemas no suaves, con el hamiltoniano

1 1
Ha = 5x%+§x§+a|x1|. (13)

Sin embargo, es necesario que el sistema no perturbado cumpla con las hipotesis
(H1)-(H2) del método de Melnikov para sistemas no suaves descritas en el capitulo |2} las

cuales se reesciben a continuacion:

(H1) El sistema @ = f;(x) tiene un punto de equilibrio x, el cual es tipo silla. Sea v una
trayectoria homoclinica del punto xg, el cual solo tiene intersecciones transversales

solamente con 3, y el nimero de intersecciones es diferente de cero.
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(H2) tr(Dfi(x)) = tr(Dfo(z)) = 0 en los respectivos dominios.

Se procedera a continuacion a verificar las hipdtesis mencionadas anteriormente.

3.1.1. Puntos de equilibrio del sistema discontinuo

Si e = 0, entonces el sistema toma la forma:

o fi(z), si x €Dy (14)
fo(z), si x € Ds.

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema es necesario resolver las ecua-
ciones f;(x) = 0, ¢ = 1,2, en sus respectivos dominios. Luego, para el dominio D, se
tiene;

2o 2o (15)

—r —

es decir, existe un punto de equilibrio en D; dado por (—a,0). De igual manera, para el
dominio D,, al resolver

T2

=0, (16)

—T1 + «

se obtiene que («, 0) es un punto de equilibrio en Ds.

Por dltimo, para analizar la existencia de puntos de equilibrio sobre la superficie de

discontinuidad, es necesario calcular la ecuacion (5), la cual se reescribe a continuacion:
o(x) = (Vh, f1(2))(Vh, f>(x)).
Dado que h(z) = 1, entonces Vh = (1,0)”. Para el sistema se tiene:

o(x) = 3. (17)

Es decir, de acuerdo a (17), las orbitas del sistema cruzaran tranversalmente

la superficie de discontinuidad h(z), excepto cuando z, = 0. Para =z, = 0 se tiene que
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0(0,0) = 0, lo que representa que z, = (0,0) es un punto de equilibrio del sistema (14).

Resumiendo, el sistema tiene tres puntos de equilibrio dados por:

Pea = {(—,0),(0,0), (e, 0)} . (18)

3.1.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Se analizara a continuacion la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema (14).
Observe que la matriz jacobiana del sistema (14), para los equilibrios (—c,0) y (,0) en

sus respectivos dominios, esta dado por:

0 1
Df(z) = ,
-1 0
cuyo polinomio caracteristico es:
por(A) = A2+ 1. (19)

Las raices de son A\ » = £7, es decir, los equilibrios (—«, 0) y («, 0) en sus respectivos

dominios son clasificados como centros.

Del hamiltoniano (ecuacion (13)), para diferentes valores de C' que satisfagan 2C +
a? > 0, se obtendran circunferencias centradas en el equilibrio (—c,0) y (a,0) con radio
V2C + o2 en los respectivos dominios. Las ecuaciones paramétricas para ambas regio-

nes estan dadas por:

ugo(t) = (FV2C + a2 cos(t) Fa, £V2C + a?sen(t)). (20)

La Figura[fjmuestra las 6rbitas del sistema para diferentes valor del parametro C.

Es importante observar que, cuando C = 0, existe una Orbita tangente al punto de

equilibrio xy = 0; dicha érbita tiene duracion finita. El punto de equilibrio z, es clasificado
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— Orbitas sistema discontinuo

Figura 1: Orbitas del sistema para diferentes valores de C.

como un pseudo-equlibrio tangente (Kuznetsov et al., 2003), el cual tiene la estructura de
pseudo-silla. Por tanto, la hipotesis (H1) no se satisface, lo que conduce a que el método

de Melnikov para sistemas no suaves descrito en el capitulo [2no puede ser utilizado para

el sistema (12).

3.2. Sistema aproximado tipo |

Considérese ahora una aproximacion continua para el término discontinuo sign(.) del

sistema (11)), dada por la funcioén saturacion:

~1, si ¢< -1,
sign(s) = sat,(¢) = ng, si —-<g¢< %; (21)

1, si ¢>=.
donde n € Z* y es suficientemente grande. Luego, el sistema aproximado esta dado por:

j:l = T2, (22)

By = —x1 — 26xg + asat, (1) + rsen(wt).

De la misma manera que para el caso discontinuo para la aplicacién del método de Mel-
nikov para sistemas no suaves, supdngase que los parametros ¢ y r del sistema (22) son

pequenos y que pueden expresarse en términos de un parametro e. Luego, se tiene que
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€ = 2¢ y eF = r. Sustituyendo y reescribiendo el sistema se obtiene:

fi(z) +eg(x,t), si x € Dyy;
T =19 folz)+eg(x,t), si x € Dyo; (23)

donde fn<x>: " Jznl = {.Z'ERQ : hn1<$>:$1+%:0}s
(an —1)x;

Sy = {1 €R? ¢ hyy(w) =21 — L =0}, Doy = {z € R? : hy, <0},
Do ={z €R? : hy, >0Ahy, <0} Y Doz ={z €R? : hy, >0}.

Notese que el método de Melnikov para sistemas no suaves es presentado para sis-
temas en el plano divididos en dos regiones por una hipersuperficie; sin embargo, el re-
sultado puede similarmente ser extendido a sistemas en el plano dividos en tres regiones

por dos hipersuperficies paralelas y simétricas.

De igual manera que para el caso discontinuo, el sistema no perturbado (sistema (23),

cuando e = 0), tiene la forma:

fi(x), si x € Dyy;
& =19 fulx), si z€ Dyy; (24)

fo(z), si x € Dys;

y su funcién hamiltoniana esta dada por:

2

Hp(z;n) = % + V(zy;n), (25)
donde
IQ .
V(xl-n) — _(Cm - 1)71, s1 \x1| < %;
%%ia(mi%), si|a| > L.
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3.2.1. Puntos de equilibrio del sistema aproximado

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (24) es necesario resolver f(z) = 0
en cada region. Sin embargo, los campos vectoriales en las regiones D,; y D,; del sistema
aproximado son los mismos que para el sistema discontinuo en las regiones D; y D,

respectivamente. Es decir, los equilibrios son (—«,0) € D,; ¥ (a,0) € Dgs.

Para la region D,,, resolviendo f,(z) = 0, se tiene que el punto de equilibrio es el

origen z, = (0,0). Por lo tanto, el sistema tiene tres puntos de equilibrio dados por:
Pea = {(—,0),(0,0), (e, 0)} . (26)

De esta manera, se tiene que los puntos de equilibrio ecuaciéon del sistema aproxi-
mado no perturbado (24), son los mismos que los puntos de equilibrio ecuacién del
sistema discontinuo no perturbado (14).

3.2.1.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio

La estabilidad de los puntos de equilibrio en las regiones D,; y D,3 del sistema apro-
ximado, es la misma que la del sistema discontinuo en las regiones D; y D,. Luego, para

la region D,,, tenemos que la matriz jacobiana esta dada por:

Dfn(z) = )

cuyo polinomio caracteristico es:

Pof,(A) = > — (an —1). (27)
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Las raices de son A\, = £v/an — 1; es decir, el punto de equilibrio z, es un punto

silla hiperbdlico y la 6rbita asociada con dicho punto hiperbdlico esta dada por:

(

:I:%e\/omfl(t%»tl)’ :l:\/oégflex/anfl(t+t1)> ’ sit< —ty;

+
ww) =" = (ﬂFaﬂF\/Wcost,i\/Wsent), sift| <t (28)

(i%e¢m<t—tl>,——v<‘““ wﬁﬁ—t”) sit>t,

n

\

donde el signo de uZ corresponden a la érbita derecha e izquierda respectivamente.

Las 6rbitas homoclinicas (28), tiene duracion infinita, para cualquier » finita. Sin — oo
la duracién es finita y converge a la orbita del sistema discontinuo dada por la ecua-
cién (20). En la Figura [2 se muestra la grafica de la érbita homoclinica para n =
2,100, 1000.

3.2.2. Funcion de Melnikov para el sistema aproximado

Dado que el sistema (23) no es diferenciable, pero si es continuo, para calcular la
funcion de Melnikov dada por la ecuacion (10), s6lo es necesario obtener la integral como

en el caso suave. Es decir, la funcion de Melnikov esta dada por:

M (0) = /_OO F(ug(t)) NG (t+0,uq (1)) dt. (29)

[e.9]

En consecuencia, para el sistema aproximado se tiene;
F (uo (t)) NG (t + 0, ug (t)) =—¢ (u02)2 + T ug, sen (w (t + 9)) : (30)

por lo que es necesario resolver las integrales siguientes:

—t1 2 —t1
M(9) = /_ —£ (i%eﬁ(t“l)) dt+/_ r (i%e\/&(tﬁl)) sen(w(t +6))dt

o0 oo

; /— (a/%sen(t))zm /':r(q:\/%sen(t)sen(w(tw))) i (31)

2
+ / —¢ <¢@€ﬁ(ttl)> dt +/ r <$\/7aeﬁ(tt1)> sen(w(t + 0))dt,
t1 n t1

Iy
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(c) n = 1000.

Figura 2: Orbita homoclinica del sistema aproximado ecuacion para valores de n = 2,100, 1000.
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donde a = an—1. Al calcular cada una de las integrales de la ecuacion y simplificando

se obtiene:

2a7/asen (wt1 + arctan (\%))

agva
M) =——"—(1 t ).
() n ( +\/al)+ <w2_1)\/m COS(W)
Luego, la funcion de Melnikov tendra ceros simples si:
r §
>|= 1+ vVan—1t)]. 32
(W =1)vw?+an—1 n( o 1>‘ (32)

Es importante notar que la desigualdad se satisface siempre para valores de n sufi-

cientemente grandes.

3.3. Solucion de los sistemas

Los métodos numéricos se utilizan para obtener las soluciones de los sistemas dinami-
COs no suaves. Sin embargo, incluso para los sistemas seccionalmente lineales, el error
inherente a cualquier algoritmo numérico puede producir, en algunas ocasiones, con-
clusiones erroneas (Dieci y Lopez, 2012). Por ejemplo, considere el siguiente sistema
discontinuo (i1, 22) = (x9, —x1 + sign(x1)). En la Figura [3(a)| se muestra la solucion exac-
ta, mientras que el Figura [3(b)] se muestra la solucién dada por un algoritmo numérico y
podemos observar el error generado. Por tanto, el objetivo de esta seccion es obtener las
soluciones de los sistemas analizados aprovechando su naturaleza lineal en cada una de

las regiones, y utilizarlas para la obtencion de los resultados presentados.

3.3.1. Solucion del sistema discontinuo
Considere el sistema discontinuo (11), el cual puede ser representado en la forma

siguiente:

Az — Buy(t) si x € Dy;
Az + Buy(t) si x € Dy;
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/ \ ‘ / \/ \
AT

121

(a) Solucién exacta. (b) Solucion numérica.

Figura 3: Solucion exacta y numeérica del ejemplo.

0 1 0
donde A = , B= ,ur(t) = a — rsen(wt) Y us(t) = a + rsen(wt).
-1 —2¢ 1
Para el sistema (33), la solucién ¢ puede ser obtenida de la solucion general de siste-
mas lineales no autbnomos, en cada una de las regiones. Por tanto, para la region D, se

tiene:

e8¢ [ Ajcos(kA) + S 250n(kA,) ) — a + eocos(wt) + czsen(wt
o () = ) (34)
e8¢ (Aycos(kA,) — BEA260n (KAL) ) + cawcos(wt) — cowsen(wt 7
k

donde A, =t —to, k = /1 =&, A = 219 + o — cycos(wty) — cgsen(wty), Y Ay = x99 +
csweos(wty) — cowsen(wty). De manera similar, se obtiene la solucién en la regidén D,, dada

por:

2 e tA (Blcos(/iAt) + %sen(ﬁAt)) + a + cacos(wt) + czsen(wt) (35)
p2(t) = ;
e EA <Agcos(mAt) - BﬁTg‘%sen(/{At)) + czweos(wt) — cowsen(wt)

donde B; = A; — 2.

Dado que el cruce de las érbitas sobre la superficie de discontinuidad siempre es
transversal (ver ecuacion (17)), es posible obtener una solucién del sistema discontinuo
(11), realizando una concatenacion de las 6rbitas en cada una de las regiones identifi-

cando el tiempo para cual ésta cruzara a otra region. Por ejemplo, si z(ty) € Dy, y t; es el



24

tiempo en que la o6rbita alcanza la superficie de discontinuidad, y entra a D, y permanece
en la region D,, para un valor o > 0, entonces la solucion en ese intervalo ¢ = [tg, t; + o],

se puede representar como:

PP (t), st tg <t <ty (36)
eP2(t), si t1 <t <t +o.

3.3.2. Solucion del sistema aproximado

De la misma manera, el sistema (22) es representado como:

Az — Buy(t), si x € Dgy;
T =94 A,z + Bu,(t), si x € Dyy; (37)
Az + Busy(t), si x € D,s;

0 1
donde A, = Y u,(t) = rsen(wt).
an—1 —2¢
Similarmente, la solucion ¢,, del sistema (22) puede ser obtenida por la concatenacion
de las drbitas en las regiones D,;, D,2, Y D.3, denotadas por ¢Pe1, P2y ol respecti-

vamente.

Es sencillo obtener que ¢l = ¢ para z, € D,;. Para zy € D,3 se tiene que P! =

©P2. Finalmente, para x, € D,., se obtiene:

€A <chosh (k1) + D15+D2 senh (KlAt)> + ajcos (wt) + agsen (wt)

Doz __
Pn - ’
o—ED <D2COSh (k1) + Dl(a";—ll)Dﬁsenh (HlAt)> + asweos (wt) — aj wsen (wt)
(38)
donde
o fw r(1—an—w?
a; = 2 5; Q2 = 2 2
(I1—an—w?)"+ (2wé) (I1—an—w?)"+(2wf)

Dy = x19 — aj cos (wty) —agsen (wty), Dy = x99 — agwcos (wty) + aywsen (wtp) .

Similarmente al sistema discontinuo (11), la solucién puede ser obtenida por la conca-
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tenacion de las soluciones en cada una de las regiones, i.e. P = P (34), P = pP=
(35), y P2 (38). Por ejemplo, si xy € D,3 y la orbita entra a la regién D,, en el tiem-
po t,,, y a la region D,; en el tiempo ¢,, y permanece ahi, entonces, para el intervalo

(to,to + tn, + tn, + o), 0 > 0, la solucion estd dada por:

QOZ-L)(ZB (37(], t) ) tO S t S tnla
P (20,1) = § P2 (yo, 1), 1
907?&1 (an t) ) tnz S t S tnz + o,

3
=

donde yo = 0P (20, tn, ), 20 = €22 (Yo, tny)-

3.3.3. Analisis de convergencia

Como ya se ha expuesto con anterioridad, el objetivo es predecir dinamica caodtica en
el sistema discontinuo (11), dado que el sistema aproximado (22), de acuerdo al méto-
do de Melnikov, puede presentar dinamica caotica para el conjunto de parametros que
satisfacen la ecuacion (32), y en particular para valores suficientemente grandes de n.
El objetivo en esta seccion es presentar un bosquejo de cdmo la solucion del sistema
aproximado puede estar tan cerca como se desee a la solucidn del sistema discontinuo.
Aunado a todo lo anterior, se podria concluir que el sistema discontinuo también puede

presentar dinamica cadtica.

Supoéngase que z, = (0, :zzgo)T, con x4 > 0. Ademas, considere un intervalo de tiempo

finito ¢ = [0, 7], tal que, ||¢ (z0, T)|| > 1/n

Por tanto, de las ecuaciones y (36), la diferencia entre las orbitas del sistema

discontinuo y el sistema aproximado en ¢ = T', esta dada por:

00 @0, T) = 0 (@0, T = | (922 (yo,ta) . T) = ™ (a0, )|

= HSOZ-L)E?) (yOJT) - ¢D2 (':E07T)H
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0B, — 9—551:A2 — B, 6B+ 6551:A2 — Bt | g (kT)

K

5A, + H—Blff‘% — Ay 0A, — 5312@2 4 Bitéde | gey (kT)

K

N

-

Q

< e v/ Amax(QTQ), donde

§ = eftncos (kty), 0 = eStnsen (kt,), B1 = y10 — a — cacos(wt,) — czsen(wty,), Ay = yog +

csweos(wty,) — cowsen(wty,), By = —a — ¢9, Ay = T90 + 3w,

Yo = et (—alcosh (Kitn) + %ﬁo_”“senh (thn)> + aycos (wt,) + aysen (wty,)

—a1(an—1)+&(z20—azw)
K1

Yoo = €~ ((9@0 — agw)cosh (k1t,) + senh (ﬁltn)>+a2wcos (wty,)—ajwsen (wt,),

t, = 2
n nm02+\/n(n$g2 —4£(b1w—102)_2a1 (an+w2—1)>

Amaz, representa el maximo valor propio de Q7Q, y Q¥ es la transpuesta conjugada
de Q.

Dado que )\...(Q7 Q) es tan pequefio como se desee, entonces se tiene que la solu-
cion (39) del sistema aproximado puede estar tan cerca como se desee a la solucion (36)

del sistema discontinuo.

3.4. Diagrama de bifurcaciones

El diagrama de bifurcaciones es una herramienta numérica muy utilizada para analizar
la dindmica compleja de sistemas dinamicos (Awrejcewicz y Olejnik, 2002). Sin embargo,
para su construccion, es necesario identificar el rango del parametro sobre el cual se va a
realizar el diagrama de bifurcacion. Si no se tiene un buen conocimiento del sistema, esta
tarea puede ser abrumadora. Mas aun, para sistemas dependientes de varios parametros,
la busqueda puede complicarse todavia mas. Por tanto, en esta seccion se propone el
uso de la funcion de Melnikov como una herramienta para obtener el rango del parametro
para el cual realizar el diagrama de bifurcacién. Ademas, permitira ilustrar los resultados

tedricos obtenidos.
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Si se considera la ecuacion (32), entonces para valores fijos de &, w y «, se tiene que:

§(1+van=T1h) (w* = 1) Vo2 Fan—1

n

}r} > (40)

Obsérvese que para cualquier valor positivo de n siempre existira un valor del parame-
tro r que satisface la desigualdad (40). Esta desigualdad permite identificar el rango de
valores del parametro r para los cuales el sistema aproximado puede presentar com-
portamiento caodtico y en consecuencia, dado que es valida para valores arbitrariamente
grandes de n, el sistema discontinuo ({1). La desigualdad proporciona un intervalo,
para el parametro r, donde es posible la existencia de una dinamica cadtica eventualmen-
te visible mediante el diagrama de bifurcacion. Por ejemplo, si se fijan los valores £ = 0.01,
w = 15, a = 1 yn = 1000, se tiene que r > 0.0283. En particular, considérese el intervalo
0 < r < 5 para el cual se realizara el diagrama de bifurcacion del sistema discontinuo, el
cual se muestra en la Figura[4] Es importante mencionar que dicho diagrama de bifurca-

cién fue construido a partir de la solucion dada por (36)). Similarmente, para los valores

Figura 4: Diagrama de bifurcacion para { = 0.01, w = {;, a = 1 del sistema discontinuo.
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fijos de r, w, y a, y resolviendo la ecuacion para £ se obtiene que:

rm

(1 n Mt1> (W~ 1)V tan—1

€] > , (41)

la cual se satisface para cualquier valor finito de n. Luego, considerando » = 1.9, w = 0.1,
a =1, n = 1000, en la ecuacion se tiene que || < 0.6716, es decir el sistema aproxi-
mado presentara comportamiento caético y, en consecuencia, dado que el valor de
n es suficientemente grande, también el sistema discontinuo. Por otra parte, el interva-
lo en el cual podemos graficar el diagrama de bifurcacion para observar eventualmente
un comportamiento caético esta dado por 0 < ¢ < 0.6716. En la Figura [5] se muestra el

diagrama de bifurcacién del sistema discontinuo que confirma lo anterior. Por Gltimo, con-

Figura 5: Diagrama de bifurcacion para r = 1.9, w = {j, a = 1 del sistema discontinuo.

sidere los valores en los parametros utilizados para construir el diagrama de bifurcacion
de la Figura [} es decir, valores de los parametros que satisfacen (40). Los atractores
del sistema discontinuo para r = 1.87 y r = 2.9 se muestran en las figuras y [6(b)l
Similarmente, en las figuras y se muestran los atractores del sistema discon-

tinuo, utilizando la ecuacion para valores de £ = 0.001 y 0.00001, respectivamente.



29

Estos valores corresponden a regiones de los diagramas de bifurcacion que muestran un

comportamiento cadtico, lo cual es congruente con el comportamiento mostrado en estas
Figuras.

10

10

(c) € =0.001, 7 =1.9 (d) &€ = 0.00001, 7 = 1.9

Figura 6: Atractores caoticos del sistema discontinuo, para valores fijos en los parametros o = 1,
w = 0.17, y diferentes valores &, r.

3.5. Conclusiones

Para un sistema de segundo orden en el plano (sistema aproximado ecuacion (22)),
hemos dado las condiciones en los parametros para que presente comportamiento cadti-
co, y hemos probado que los puntos de equilibrio del sistema aproximado y discontinuo
son los mismos, que el hamiltoniano del sistema aproximado converge al hamiltoniano
del sistema discontinuo y la solucién del sistema aproximado puede estar tan cerca como

se desee de la solucion del sistema discontinuo cuando es n es suficientemente grande.
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En consecuencia, se concluye que la clase de sistemas discontinuos en el plano con
un punto de equilibrio sobre la superficie de discontinuidad analizada en este capitulo

(ecuacion (11)) puede exhibir dindmica cadtica si se satisface la desigualdad (32).

Sin embargo, faltaria probar formalmente que el sistema discontinuo presenta dinami-
ca cadtica, o inferir que para este tipo de sistemas, no es necesario que la érbita tenga

duracién infinita.
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Capitulo 4. Sistema seccionalmente lineal en el plano

En este capitulo se utiliza una variante de la aproximacién continua usada en el capitu-
lo[3], con el objetivo de determinar via proceso limite la dindmica de una clase de sistemas
discontinuos en el plano con un punto de equilibrio sobre la superficie de discontinuidad.
El sistema resultante, tiene orbitas homoclinicas asimétricas. Sistemas dinamicos conti-
ninuos con esta caracteritica han sido estudiados ya anteriormente. Yagasaki considera
un péndulo con un control lineal el cual tiene un par de érbitas homoclinicas asimétricas
(Yagasaki, 1994). Cao et al. analizé la ruptura simétrica para el oscilador de Helmholtz-
Duffing (Cao et al., 2007), mostrando sus resultados con simulaciones numéricas. Re-
cientemente, Feng et al. utilizé la aproximacion de Pade para obtener las ecuaciones
paramétricas de las 6rbitas homoclinicas o heteroclinicas resultantes (Feng et al., 2012),

y utilizaron el método de Melnikov para analizar dinamica cadtica.

En este capitulo demostraremos que, cuando el valor de n es suficientemente grande,
los puntos de equilibrios, el hamiltoniano, las érbitas homoclinicas y las condiciones de
Melnikov del sistema seccionamelte lineal, convergen a los puntos de equilibrio, el ha-
miltoniano, orbitas homoclinicas y las condiciones de Melnikov del sistema discontinuo
(11). Mas aun, la solucién del sistema seccionalemente lineal converge a la solucién del
sistema discontinuo y el diagrama de bifurcacion del sistema seccionalmente lineal
cuando n > 1000, es esencialmente el mismo que para el sistema discontinuo (11), de

donde se podra concluir que el sistema discontinuo (11) presenta dinamica cadtica.

La organizacion de este capitulo es la siguiente. Primeramente se presenta el sistema
seccionalmente lineal, sus puntos de equilibrio, su estabilidad, su hamiltoniano sus orbitas
homoclinicas asimétricas, y se comparan respectivamente via limite con los del sistema
discontinuo afin. Enseguida, usamos el método de Melnikov para determinar dinamica
caotica en el sistema seccionalmente lineal y analizamos la condicion de Melnikov. Pos-
teriormente, se obtienen las soluciones analiticas del sistema las cuales se usaran para
mostrar los resultados de este capitulo, y hacer el andlisis de convergencia de las so-
luciones. Finalmente, se hace una comparacion de los diagramas de bifurcacion para

diferentes valores del parametro n.
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4.1. Sistema seccionalmente lineal en el plano

Considere el siguiente sistema seccionalmente lineal en el plano representado por:

jjl = T2,
(42)
jﬂ'g = —T1 — 2£$2 -+ Ckfn(ﬂil) -+ U(t),
—]_, si T < O,
donde n € Z*, 0 < § < 1, a > 0, u(t) = rsen(wt) y f, (z1) = { 2nzy — 1, si 0 <z < 1
1, sio@q > L

Para utilizar el método de Melnikov para sistemas no suaves supongase que los parame-
tros £ y r del sistema son pequenos y pueden expresarse en términos de un parame-
tro e. Por lo tanto, se tiene que €€ = 2¢ y e = r. Sustituyendo estas expresiones y

reescribiendo el sistema se obtienen:

fpl(l’)‘i‘ﬁg(l',t), si T1 67)1;
=9 fr@)+eg(z,t), si z1€ Py (43)
fp3(l’) + €g($,t)7 sl T € P37

donde
xXr T xr
() = YL fale) = ? | frs(z) = Y
- — (2an — 1)z — « -1+«
0
g(x,t) =

—& + rsen(wt)
Las regiones pueden ser definidas como:
P = {xeRz : x1<0},

Py, = {zeR>: 0<nz <1},

Py = {ze€R’ : nay > 1},
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estas regiones son separadas por las superficies siguientes:

Yol = {QTGRQ : halzl'l:()};

1
Eag = {J]G]Rz : hagzl'l——:()}.
n

Cuando ¢ = 0, se obtiene el sistema no perturbado siguiente del sistema seccionalmente
lineal (43):
f(x), st xy € Py;
T =9 fpolx), sz € Py (44)
fo3(x), si x; € Ps,

el cual es un sistema hamiltoniano y su funcién hamiltoniana esta dada por:

2

x
Hp(ain) = 2 +V(@iin), (45)
donde
%%—(wl, si x1 < 0;
V(zy;n) = —(2an—1)%+aaz1, si 0< 2, < %;
xQ—%—a(:cl—%), si m1>%.

Mé&s adn, la funcién hamiltoniana Hp(x;n) (45) del sistema seccionalmente lineal (42)

converge a la funcién hamiltoniana #, del sistema discontinuo (T1).

Dado que el sistema (44) es hamiltoniano, entonces se satisface (/#2) de las condicio-
nes de Melnikov para sistemas no suaves descritas en el capfulo 2 Las demés condicio-
nes para aplicar el método de Melnikov para sistemas no suaves tienen que ver con los

puntos de equilibrio del sistema (44), por tanto, procedemos a verificarlas.

4.1.1. Puntos de equilibrio

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema es necesario resolver f,;(z) =

0, ¢ = 1,2, en sus respectivos dominios. Luego, para el dominio P;, se tiene

X2

—r1 —
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Es decir, existe un punto de equilibrio en P, dado por (—«, 0). Para la region P, se resuelve

el sistema de ecuaciones siguiente:

T2
=0, (47)
(2an — 1)z — «

y se obtiene el resultado (-—2—,0), el cual es un punto de equilibrio en la region P,. Por

2an—1"

ultimo para el dominio Ps, al resolver

S (48)

-1+«

se obtiene («,0), el cual es un punto de equilibrio en P;. En resumen, el sistema no

perturbado tiene los siguientes tres puntos de equilibrio:

Pe = {(—a,()), (200%10) ,(a,())} (49)

Los puntos de equilibrio (Ps ecuacion (49)) del sistema seccionalmentente lineal
convergen a los puntos de equilibrio (P.; ecuacién (18)) del sistema discontinuo (11),

cuando n — oo.

4.1.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio
Los equilibrios (—«,0) y («, 0) son clasificados como centros, mientras que (M;#_l, 0)

es un punto silla, ya que las raices de la matriz jacobiana son ++/2an — 1.

Mas aun, del hamiltoniano , se tiene que el punto de equilibrio tipo silla ( = 0)

2an—1"

tiene asociadas dos 6rbitas homoclinicas. La orbita a la izquierda del punto silla esta dada

por la ecuacion siguiente:

o o (1 _ eﬂ:b(tﬂ:tm)> T 2§n_1eztb(t:|:tm), Si[t] >t

ut =
—\/ 22 cos (t) — o,/ 22 msen (1), S [t] <ty
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mientras que la 6rbita a la derecha del punto silla estara dada por:

b%(l + (om _ 1)ej:b(tj:tm))’ iazgleib(titm), Si |t| >t

ud(t’ n) - 2 an—1 20 an—1 i
\ o COS(t) +CK,—\/7TS€H(Z€>, Si |t‘ < tm;

donde b = v2an —1, t,, = arccos | £4/2%2-1 ). En la Figura [7| se muestran las érbitas

homoclinicas del sistema sin perturbar para valores fijos de los parametros £ = 0.01,

a=1,r=1,w= {5 yvalores de n = 2,10, 100. Note que estas Orbitas no son simétricas.

15

—n=2

Figura 7: Orbitas del sistema no perturbado , para valores fijos en los parametros ¢ = 0.01, o = 1,
r=1,w = {; y valores de n = 2,10, 100

De igual forma, las 6rbitas homoclinicas (u'(¢,n) ecuacién y u’(t,n) ecuacion (51))

convergen a las orbitas (uq(t) ecuacion del sistema discontinuo (11).

4.1.3. Funcion de Melnikov

Dado que el sistema aproximado tiene dos orbitas homoclinicas no simétricas,
entonces es necesario obtener para cada 6rbita homoclinica una funcién de Melnikov. Es
decir, se requiere una funcién de Melnikov M, (0) para la orbita u'(¢,n) y otra M,(#) para

la érbita u¢(t,n). Por tanto;
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En consecuencia, el sistema (43) presentara dinamica cadtica para los valores de los

parametros que satisfagan ambas funciones.

Para obtener M, (6) considere que:

i) To 0

- —« —z1 (1 —2an) — « —&xy + Tsen (wt)

Por lo tanto, la funcion de Melnikov M, (6) estara dada por:

M, (0) = /OO —& (ug,)* + 7 g, sen (w(t+0))dt. (53)

—00

Después de sustituir la 6rbita homoclinica (¢, n) descrita por la ecuacién (50), resolver

la integral y simplificar, se obtiene:

L 2na’f ywee NN 47a’n sin(wt,, + 0) cos(wb)
M(6) = (2na — 1)% (1+vZan = i) vV (2an — 1)(w? + 2an — 1)(w? — 1’

donde, § = arctan <@>

w

M, (0) tendra ceros simples si y sélo si, se satisface la siguiente desigualdad:

r E(1++2an —1t,,) c4
\/M——H-WQ(MQ—I) ” 2an — 1 ’ (54)

Similarmente, para determinar la funcion de Melnikov M, (), asociada a la orbita ho-

moclinica u?(t, n) se considera que:

T2 T 0
Fl — 7F1 — aGl frnd G2 e _
—z1 (1 —2an) — « -+« —&xg + Tsen (wt)

Por lo tanto, despues de sustituir la 6rbita homoclinica (51), resolver la integral y simplificar

se tiene que la funcion de Melnikov M, (6) esta dada como:

_2a§(om — 1)2(1 V=) + dra(an — 1) sin(wt,, + 0) cos(wf)

M2 0) = .
®) n(2an — 1)z v (2an —1)(2an — 1+ w?)(w? — 1)
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La cual tendra ceros simples si y solo si se satisface la siguiente desigualdad:

r

V2an — 1+ w?(w? —1)

n(2an — 1) (55)

- ‘5(1 + v2an — 1t,;,) (an — 1) '

En resumen, la condicion de Melnikov para el sistema estara dada por los valores
de los parametros que satisfagan y . Para que esto sea posible, si o > ”T“
entonces los parametros deben de satisfacer la condicién para que el sistema pueda
presentar comportamiento caodtico, es decir, la condicion de Melnikov estara dada por
M,(0). Si o < ™1, los parametros deben de satisfacer (54), es decir, la condicién de
Melnikov estara dada por M;(f). Mas aun, se tiene que las condiciones y se

satisfacen para valores de n suficientemente grandes.

4.1.4. Solucion del sistema aproximado

El objetivo de esta seccidon es obtener la solucién del sistema seccionalmente lineal
(42). Esta serd utilizada para evitar los errores numéricos inherentes a cualquier algoritmo
numeérico utilizado para obtener la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias y para
demostrar que la solucion del sistema seccionalmente lineal converge a la solucion
del sistema discontinuo (T1).

Por lo tanto, la solucion del sistema estara dada por la concatenacién de las
soluciones en las regiones Py, P, y Ps. La solucion para cada region P;, se denotara
¢li, y estd dada por las soluciones ' de la ecuacién para la region P; y o2 de
la ecuacion para la region Ps. Finalmente, para la regién P,, se obtiene la solucién

denotada por 2 ;

an—1
€D <D2cosh (Kal\y) + Gl(‘mg—?*@senh (@At)) + cowceos (wt) — cywsen (wt)
(56)

P (20,) e EA (Glcosh (Roly) + %senh (/@At)> — % 4 ¢jcos (wt) + cosen (wt)
@2 (o, 1) =

/ —2réw —r(2an—14w?
donde Ky = \/2an — 1+ 52’ G = (2an71+3)2§2+(2£w)2’ C2 = (2an7(12+w2)12i(2§)w)2’

I =z — — cycos(wty) — cosen(wtp).

N
2an—1

Es decir, una solucion del sistema aproximado (42), la cual se denotara ¢, esta dada
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por la concatenacion de las soluciones en cada una de las regiones denotadas por ¢™
o2y 3. Por ejemplo, si o € P, y posteriormente la oOrbita llega a la region P, en
un tiempo finito ¢; y en un tiempo ¢, entra a la regién P; y permanece ahi, entonces la

solucion para el intervalo ¢, + t; + t2 + o, con o > 0, estara dada por;

90312 (x07 t) =

AT ST
N
<
<
=
~
3
IN
~
IN
~
3
2
o
-

donde Yo = SOPI ('r07 tl)s z20 = ¢P2 (y07t2)-

4.1.5. Analisis de convergencia

En esta seccidn se prueba la convergencia de la solucion del sistema seccionalmente
lineal a la solucién del sistema discontinuo (11). Esto se aiade al hecho de que los
puntos de equilibrio y el hamiltoniano del sistema aproximado convergen a los equilibrios
y al hamiltoniano del sistema discontinuo. Mas aun, la condicion de Melnikov es valida
para valores suficientemente grandes de n. Por lo tanto, se puede concluir que el sistema
discontinuo presenta dinamica cadtica y la condicion de Melnikov puede ser usada para

predecir tal ocurrencia.

Para probar que la solucién del sistema aproximado converge a la solucion del sistema
discontinuo, suponga que zy = (0, x90)”, con x5 > 0. Ademas, considere un intervalo de
tiempo finito t = [0, 77, tal que H(p (;z:O,T)H > L. Bajo las condiciones anteriores, se tiene
que la diferencia entre las érbitas de ambos sistemas en el semiplano derecho,ent =T,

esta dada por:
||S0n (ZL‘(),T) - ¢ (an T)H = H%OEGS (SDEGQ (y07tn) aT) - SOD2 (an T)H

=B (yo,T) — P2 (o, T)||

0B — 9—531:A2 — B, 0B, + 55§I:A2 - fBl:AQ cos (KT)

0Ay + 0P A, g, §BittAe | Bt | gen (4T

Q
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<[e T Amax(QTQ),
donde
§ = eftncos (kt,), 0 = estsen (kt,), By = y10 — a — cacos(wty,) — czsen(wt,),
Ay = Yoo + caweos(wt,) — cowsen(wt,), By = —a — ¢y, Ay = 199 + 3w,

Yo = e~ (—alcosh (Kitn) + %ﬁ“‘““senh (/ﬁtn>> + ajcos (wt,,) + arsen (wt,)

an—1)+&(x20—asw)
K1

Yoo = €&t ((xgo — agw)cosh (kit,) + —au( senh (mtn)>+a2wcos (wt,)—ajwsen (wty,),

t, = 2
" nx02+\/n(nx32 74§(b1w7:1:02)72a1 (om+w271)>

Amaz FEPresenta el maximo valor propio de Q7 Q y Q es la transpuesta conjugada de

0.

Dado que \,...(Q7 Q) es tan pequeiio como se desee, entonces se tiene que la solu-

cion (57) del sistema aproximado converge a la solucion (36) del sistema discontinuo.

4.1.6. Diagrama de bifurcacion

Otra manera de conocer si un sistema presenta dinamica caédtica es mediante el dia-
grama de bifurcacion. El objetivo de esta seccidn es obtener el diagrama de bifurcacion
del sistema aproximado para los parametros «, £ y w fijos, r variando en el intervalo
r € (0,3) y diferentes valores de n = 2,100, 1000, asi como el diagrama de bifurcacion
del sistema discontinuo (11), para los mismo valores paramétricos. Entonces, se obser-
vara que para n suficientemente grande en particular n = 1000, el diagrama de bifurcacion
del sistema aproximado es similar al diagrama de bifurcacion del sistema discontinuo, es

decir, predicen el mismo comportamiento.

Considere o = 0.5, £ = 0.001 y w = Z. En la Figuras se muestran los
diagramas de bifurcacion del sistema para n = 2,100,1000 y en la Figura el
diagrama de bifurcacion del sistema discontinuo (11). Observese que los diagramas de
las Figuras[8(c)]y [8(d)| son practicamente los mismo o equivalentes. Por tanto, se confirma

la prediccidon hecha con la funcién de Melnikov. Es decir, dado que el sistema aproximado
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presenta dindmica cadtica, entonces el sistema discontinuo también presenta

dindmica cadtica.

(b) n = 100

05 1 15 2 25 3 b 0s 1 15 2 25 3
(c) n = 1000 (d) Discontinuo

Figura 8: Diagrama de bifurcacion del sistema discontinuo (11), y del sistema seccionalmente lineal
para diferentes valores en los parametros.

4.2. Conclusiones

Para un determinado conjunto de parametros del sistema seccionalmente lineal (42),
se ha demostrado que produce caos homoclinico, debido a que para n suficientemente

grande se tiene que:
= Los puntos de equilibrio del sistema seccionalmente lineal convergen a los
puntos de equilibrio del sistema discontinuo (T1).

= |a funcion hamiltoniana del sistema seccionalmente lineal converge a la funcion

hamiltoniana del sistema discontinuo.
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» Las drbitas homoclinicas del sistema seccionalmente lineal (42) convergen a las

6rbitas homoclinicas del sistema discontinuo (T 1).

= La solucion del sistema seccionalmente lineal (42) converge a la solucion del siste-
ma discontinuo (11).

Se puede concluir que el sistema discontinuo también presenta dinamica cadtica.
Mas aun, para valores de n > 1000, el diagrama de bifurcacion del sistema seccional-
mente lineal es esencialmente el mismo que el diagrama de bifurcacion del sistema
discontinuo (11).
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Capitulo 5. Sistema discontinuo tipo Il

En este capitulo se presentan las condiciones en los parametros de un sistema de
segundo orden en el plano, con dos discontinuidades, para que éste presente dinamica
caotica. Estos sistemas pueden presentarse cuando se considera la friccion seca en el
modelo y se utiliza un control discontinuo de la posicién (ver por ejemplo, Awrejcewicz y
Holicke (1999); Martinez et al. (2008)). Dado que para dicho sistema no es posible utilizar
el método de Melnikov para sistemas no suaves, se propone el uso de una aproximacion
continua, dada por la funcién saturacion, solo para el término sign(z1), la otra discontinui-
dad se considerara parte de la perturbacion. Para el sistema aproximado se obtienen las

condiciones en los parametros para que éste presente dinamica cadtica.

En particular, se tiene que los puntos de equilibrio del sistema aproximado son los
mismos que los del sistema discontinuo. Ademas, el hamiltoniano del sistema aproximado
converge al hamiltoniano del sistema discontinuo, y la solucién del sistema aproximado
puede estar tan cerca como se desee de la solucién del sistema discontinuo. Igualmente,
la condicion de Melnikov se sigue satisfaciendo cuando la pendiente de la saturacion
es suficientemete grande. Ademas, la condicion de Melnikov obtenida para el sistema
aproximado puede utilizarse para predecir dindmica caotica en el sistema discontinuo,
para un valor de n suficientemente grande. Por todo lo anterior, se puede concluir que el

sistema discontinuo puede presentar dinamica caotica.

Finalmente, se propone que esta condicion sea utilizada para determinar el rango
en el parametro para obtener el diagrama de bifurcacién. Se analizan los diagramas de
bifurcacion del sistema aproximado para diferentes valores de n = 2,100, 1000 y se obtiene

que para n = 1000, los diagramas de ambos sistemas son practicamente los mismos.

5.1. Planteamiento del problema

Considere el siguiente sistema discontinuo:

ZL‘:fZ(J/’)‘f“EgZ(ZE,t), ZL‘ER2, tGR’ (58)
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donde

filz) + egi(x,t), x € Da,
fi(z) + ega(z,t), 2 € D,
fo(@) + €g2(x,t), x € Dys,
fo(z) + egi(z,t), x € Dy.

fi(z) 4 egi(x,t) = <

El espacio de estado R? es dividido en cuatro subconjuntos abiertos disjuntos, D;, i =
1,...,4, por dos hipersuperficies X;, j = 1,2, tal que R* = U._,Dy; U7_, ;. Las hipersu-
perficies 3; son definidas por una funcién 1,(z) : R? — R. Mas aun, las funciones f; son
suficientemente suaves en x para todo = € Dy; y g; son funciones T'—periddicas del tiem-
po. Los subconjuntos Dy; y las hipersuperficies X, pueden ser formuladas de la manera

siguiente:

Dy ={z€R? : hi(z) >0Aho(z) >0}; Dgp={x €R? : hy(z) >0Aho(z) <0};
Dy3 ={ze€R? : hi(z) <OAho(z) <0}; Dy ={z €R? : hy(z) <OAho(z) > 0};
Ej:{xeRQ : hj(l'): 0}

Si e = 0, se tiene el siguiente sistema sin perturbar:

o fi(x), x € Sy, (60)

fa(x), x € Sa,

donde el espacio de estado R? es dividido en dos subconjuntos abiertos disjuntos S,
k = 1,2 por una hipersuperficie . Dichos subconjuntos pueden ser formulados como

sigue:

Sy = {xe]R2 : h(x)<0};
S = {zeR*: h(z)>0}; (61)
Y = {zeR®: h(z)=0}.

Para el sistema suponga lo siguiente: (i) tiene un punto de equilibrio =y € Sy, el

cual es un punto de equilibrio tipo silla y tiene una 6rbita homoclinica v, asociada a ese
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punto de equilibrio y (ii) la érbita homoclinica u, tiene solo cruces transversales con la
hipersuperficie X, (iii) el sistema es hamiltoniano y (iv) ¢g; es T—periodica en el tiempo.
Si estas condiciones son satisfechas, entonces es posible obtener la funcion de Melnikov
como se menciond en el capitulo[2] Ademas, si el sistema es continuo, entonces la funcién

de Melnikov puede ser obtenida como en el caso suave.

5.2. Sistema discontinuo tipo Il

El objetivo ahora es estudiar una clase de sistemas de segundo orden discontinuo

descrito por:

l"l = T9, (62)

Ty = —xp — 2wy + asign (1) — dsign (zo) + u (1),

donde 0 <¢<1,a>0,0<d<<1,u(t)=rsen(wt), r> 0.

El sistema puede ser considerado como un sistema de segundo orden con friccion
de Coulomb y un controlador discontinuo en la posicion ver (Awrejcewicz y Holicke, 1999;
Martinez et al., 2008).

Si se supone que los parametros &, 6 y r son pequefios y estan dados por 2¢ = €&,
§ = el y r = e, para algln valor pequefo ¢, entonces el sistema puede ser visto

como un sistema perturbado, el cual tiene la forma siguiente:

4
flx +Egl I7t7 xepdla
, iCGDd,

i (63)
x)+ege(x,t), T € Dys,

folx) + €gi(x,t), x € Dyy.

AqUI, Tr = (xlaxQ)T’ fl(x) - ) f2<x) - ,
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0 0
gl(xat) = _ _ 192<x7t) = — _
—2€xy + 6 + Tsen(wt) —2€x9 — 0 + Tsen(wt)

Las fronteras de conmutacion y los dominios estan definidos como sigue:
Y = {x cR? : Iy
Y, = {xER2:h2x:x2:O};
Dn = {:c eR? : h(x
Dy = {2 €R® : hy(z) >0Aho(z

Dys = {2 €R® : hy(z) <OAho(z) <0};

Dy = {z€R”: (z
Cuando € = 0, el sistema puede ser descrito por la expresion (64), esto es:

fi(z), si x € Su;

fo(z), si x € Sg;
donde
Sn={zeR?: h(z)<0},Sp={reR?: h(z)>0}yS={zeR?: h(z)=0}.

Mas aun, este sistema es hamiltoniano y su funciéon hamiltoniana esta dada por

1
Halr) = =25+ ~2? — |z (65)

Como se puede observar el sistema sin perturbar (64) es el mismo que el sistema sin
perturbar (14). Es decir, no es posible utilizar el método de Melnikov para este sistema.
Debido a lo anterior, se utilizara una aproximacién continua en el término sign(z;) para

satisfacer las condiciones de método de Melnikov.
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Considere una aproximacion del término discontinuo sign (z;) del sistema (63), dada

por la funcion saturacién dada por (21). Debido a esta aproximacién continua, el sistema

gueda como sigue:

fi(x) + €gy(z,t), si

fi(x) + ego(z,t), si

) fal@) +ega(,t), s

t fo(z) + €go(z,t), si

fo(x) + €gy(z,t), si

\ fo(x) + €gi(z,t), si

donde f,(x) = .
(an — 1)xy

Las superficies y los subconjuntos pueden ser definidos de la manera siguiente:

1
Yo, = {ZL‘ERQ : hm(l‘):ml__}7

r € Dy
z € Da;
T € Dys;
T € Day;
T € Dys;

T e Daﬁ;

n

1
Enp = {MRQ : hnz(x)=ﬂfl+_}’

n
Dy = {2 €R’: hy >0Ahy >0},

Dy = {2 €R’: hy >0Ahy <0},

Dus = {iL‘GRQ :

1

D,s = {m€R2 :

hn

Dy = {z€R’: hyy <OAhy <0},
ha
hn

Dy = {zeR?:

1

<OAhn, >0Ahy <0},

, <OAhy >0},

< OAhy, >0Ahy > 0}.

(66)

(67)
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Cuando € = 0 el sistema puede ser descrito como:

fi(z), si x € Su;
=19 fu(x), si x€ Sup; (68)

fo(x), si x € Sgus;

donde

Sa = {z€R*®: hy >0},
S, = {xERQ:hm<O/\hn2>O},
Sz = {2 €R® : hy, <0}. (69)

El sistema sin perturbar es un sistema hamiltoniano, cuya funcion hamiltoniana es la
siguiente:
2

Hp(xy,22) = % + V(z1;n), (70)

donde

22

Tl—a(xl—%), si x € Sy
2
V(zy;n) = —(an — 1), si z€8,,;
2 .
x2—l+oz(x1+%), si x €8,
Puesto que el sistema es el mismo que el sistema (24), es posible aplicar el método

de Melnikov para sistemas no suaves.

5.3.1. Funcion de Melnikov

La funcién de Melnikov para el sistema aproximado esta dada por la solucién de

la siguiente integral:

M () = /_OO F(ug(t)) NG (t+0,uo (1)) dt. (71)

[e.e]

Puesto que

Fug () NG (t+0,u0 (t) = —&(uo,)* — 0 ug,sign (uo,) + T ug, sen (w (t + 6)),
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entonces, al sustituir la expresion anterior en (71), se tiene que

M (0) = /_OO —&(uo,)? — 6 ug,sign (uo,) + 7 uo, sen (w (£ + 6)) dt. (72)

o0

Ademas, al sustituir la érbita homoclinica dada por la ecuacion en la ecuacion
(72), y después de simplificar, se obtiene

—t1 =
M) = \/ae\/atl/ (f\/ae\/a(%+tl) — 5eVsign (ﬁeﬁ(wm)) +7eVelgen (w (t+9))) dt
n n n

—00

t1 _ B
+ a / (5 9% sen?t — & sent sign < msent) — rsent sen (w (t + 9))) dt (73)
Vol y,\"Vn V n

— @e‘/a t / (5\/66\/5(%“) + (_Se_ﬁtsign <\/66—\/&(t—t1)) +7e Vaotgen (w (t+ 0))) dt,
n n

t1 n

Al calcular cada una de las integrales de y simplificando se tiene el resultado si-

guiente:

SRV o5 [0 v - v (74)

2a7+/asen (wtl + arctan <\/ia)>
(W2 =1 vVw?+a

S|

M(9) =

+

cos (wh) .

Por lo tanto, para que M () = 0 tenga ceros simples, debe satisfacerse:

r & va+1
EENWEY >ﬁ(1+\/5t1)+6(\/5— - )‘ (75)

De igual manera, es importante senalar que la condicién (75) es valida para el con-
junto de valores en los parametros que la satisfacen y en particular para valores de n

suficientemente grandes.

5.4. Solucion analitica de los sistemas

Dado que los sistemas son seccionalmente lineales, en esta seccion se presentan las

soluciones analiticas, tanto del sistema discontinuo como del aproximado. Dichas solucio-
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nes seran utilizadas para validar los resultados presentados en la siguiente seccién, con

el proposito de evitar algun error posiblemente producido por la herramienta numérica.

5.4.1. Solucion del sistema discontinuo tipo I

El sistema (62) puede ser escrito como un sistema lineal no autonomo de la siguiente

manera. .
Az + Buy(t), si x € Dyy;
Ax 4 Bus(t), si x € Dy;
&= 2(1) ‘” (76)
Az + Bugs(t), si x € Dys;
Az + Buy(t), si © € Dyy;

\
donde u;(t) = a — 0 + rsen(wt), us(t) = a + 0 + rsen(wt), uz(t) = —a + & + rsen(wt), y
ug(t) = —a — J + rsen(wt) .

En este particular caso, una solucion general ¢, esta dada por la solucion del sistema

en cada una de las regiones. Esto es:

para xg € Ddl;

e8¢t (Ocos(kA;) + L9 4260n (kA,) ) + o — 0 + cocos(wt) + czsen(wt
%

Po=|" i ()
€A <A2cos(/<;At) - TSGH(HA,g)) + czweos(wt) — cowsen(wt)
donde C) = x19 — o + 6 — cocos(wty) — czsen(wtp).
Para x € Dy,
e tA (D1COS(/£At) + %sen(/fAt)) + a+ d + cycos(wt) + czsen(wt)
@Ddg (t) = , (78)

e8¢ Aycos(kA;) — Bit8250n (KAL) ) + caweos(wt) — cowsen(wt
k

donde Dy = z19 — a — § — cacos(wty) — czsen(wiy).
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Para x € Dys,

e EA (Elcos(nAt) + %sen(m&ﬂ) — a+ 0§ + cycos(wt) + cgsen(wt)

pPe(t) = i , (79)
e EA (Agcos(kaAt) — %“sen(nAQ) + czweos(wt) — cowsen(wt)
donde E; = 10+ a — § — cacos(wty) — czsen(wtp).
Para x € Dy,
Pos(1) = oA (Fl(ZOS(FLAt) + %sen(mAt)) — @+ 0 + cpcos(wt) + czsen(wt) . 80)

e tA <A2COS(/€A,§) - F1+T£A28€H(/€At)> + czweos(wt) — cowsen(wt)

donde F1 =T+ — 0 — CQCOS(u}t()) — 63sen(wt0).

Las orbitas cruzan transversalmente X, y si suponemos que r > « — J, entonces
el caso cuando las orbitas a lo largo de X,, pueden deslizarse es excluido. Por lo tan-
to, una solucion del sistema dada por ¢,, puede ser obtenida por la concatenacién
de las soluciones en cada una de las regiones, representadas por las ecuaciones (77)-
(80). Por ejemplo, si zy € Dy, y t; denota el tiempo en el cual la 6rbita alcanza la su-
perficie de discontinuidad Dy, t, para Dy, Yy t3 para Dy, entonces, para un intervalo

(to,to +t1 +ta +t3+0), 0 > 0, la solucién estd dada por:

/

Pt (0, t), to <t <ty
Dd2 .
@ (y())t)a tl S t S tQa
Pd <I07t> = (81)
©Pa (z9,1), by <t <ty;
P (wo,t), t3 <t <t3+o0;

donde yo = P4 (g, t1), 20 = P2 (yo, L), wo = PP% (29, t3).
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5.4.2. Solucion del sistema aproximado tipo Il

Si se considera la aproximacion del término sign(x;) por la funcion saturacion sat,, (1)

dada por la ecuacion (21), entonces el sistema (62) puede ser escrito como sigue:

p
Ax + Bul(t), six € Dal;

Az + Bug(t), si x € Dyo;
Apz + Buy, (t), si x € Dgs;
Az + Bug(t), si & € Dyy;
Az + Buy(t), si & € Dys;

Apz + Bug,(t), si x € Dy;
\

donde u,, (t) = § + rsen(wt) Y un,(t) = —0 + rsen(wt).

De manera similar, la solucion ¢,,, de puede ser obtenida por la concatenacion de
las 6rbitas en cada una de las regiones, denotadas por ¢ <, para cada regioén D,;, con
i=1,---,6. Para zy € D,;, se puede ver que pP1 = pPa. Similarmente, para =y € D,o,
¥ € Dy Y © € D,s, se tiene P2 = pPa2 pPat = pPus y pPas — HPaus respectivamente.

Finalmente, para z, € D,3, se obtiene la expresidn siguiente:

e sn <Glcosh (k1m) + 5G;—T[)Zsemh (/ﬁT})) — % 1 aycos (wt) + agsen (wt)

an—1

(lpzl (t) - Gi(an—1)—€ED
e5n <D2COSh (k1n) + =5 “—"2senh (/<;177)> + aswceos (wt) — ajwsen (wt)
(83)
donde G = z19 + =25 — ajcos(wty) — assen(wty).
Y para = € Dy,
o e~ & (chosh (k1m) + fHZ—TDQsenh (5177)> + # + ajcos (wt) + agsen (wt)
wn' (1) =
e 5n (Dgcosh (k1m) + Hl(a";—ll)_gmsenh (nm)) + agweos (wt) — ajwsen (wt)
(84)

donde H1 = T10 — omL—

- — aycos(wty) — agsen(wty).

De la misma manera que para el sistema discontinuo (76)), una solucién del sistema

aproximado (82) puede ser obtenida por la concatenacion de pP«t = pPa (77), P =
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¢Dd2 , SDEQS ’ gpzl)w — g07)d3 , ¢5a5 — SODCM y Spgab‘ _

Por ejemplo, si o € D, y t,, es el tiempo que la orbita evoluciona en la regién D,;
coni = 1,---,5, entonces para el intervalo (to,to + tn, + tn, + tng + tn, +tn, +0), 0 > 0,

la solucién estara dada por

@Pa1 (z0,1), to <t <tn;:
D2 (yo,t),  tny <t <lpy;
o (o) = § T G0ty e SES b (85)
@Dt (g, t), tpy <t <ty
e (vo,t), oy <t <ty
QD0 (wo, t), tny <t <ty + 0

\

donde Yo = ngtﬂ (x07tn1)5 20 = SOEGB (y07tn2)1 Uy = SOS(A (207tn3)5 Vg = Spr?as (u07tn4)’ y W =

%03“6 (u07 tn5)

5.5. Resultados numéricos

En esta seccion se mostrara que, para valores grandes de n en la funcion saturacion, la
solucién del sistema aproximado tipo |l estara tan cerca como se desee a la solucion
del sistema discontinuo tipo Il para condiciones iniciales y entradas iguales. Por tanto,
la érbita cadtica generada por el sistema aproximado expresion estara muy cerca de
la correspondiente 6rbita del sistema discontinuo representado por la (76), para valores
de la pendiente suficientemente grandes. Una observacion importante es que, para evitar
los errores inherentes a cualquier método numérico (utilizado para resolver la ecuacion
diferencial) se utilizara las soluciones analiticas dadas en la seccion previa. Debido a que
el sistema aproximado tipo Il presenta dinamica caodtica de acuerdo con la condicién (75),
y que tal condicidn es satisfecha cuando la pendiente n del sistema aproximado tipo Il
es suficientemente grande, es posible concluir que el sistema discontinuo tipo Il presenta

comportamiento cadtico.

Considere los siguientes valores en los parametros, £ = 0.01, 6 = 0.001, a = 1, r = 2,
y w = 0.32. En la Figura se puede observar cdmo la solucién del sistema aproximado

tipo I se aproxima a la solucién del sistema discontinuo tipo Il cuando n crece,
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de n = 100 a n = 1000. La Figura muestra una vista amplificada alrededor de la
discontinuidad en el eje-z, de la Figura[9(a)l

: Sistema discontinuo i
L Sistema aproximado para n=100
-y — = — Sistema aproximado para n=1000}

Sistema discontinuo
3 == Sistema aproximado para n=100 ||
™| = = - Sistema aproximado para n=1000

x  OF x

1

_ot

3+

-4 : 1

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
)(1 X1

(a) Orbitas del sistema discontinuo tipo Il y del (b) Una amplificacion de la Figura

sistema aproximado tipo Il (82), para n = 100, 1000

Figura 9: Orbitas del sistema discontinuo tipo II y del sistema aproximado tipo Il , para
n = 100, 1000

Ademas, si se obtiene el error relativo e, de la aproximacion, definido como

2 2
Zi:l (xliexact - xliappr) + Zi:l (x2iexact - ‘/L‘Qiappr)
2 2 ’
Ziil xliexact + Ziil inexact

(86)

er =

donde las sumas son calculadas para todos los valores de z;; ¥ xo; de ambos sistemas,
@ (20, 15) = (Thinerers Tioeacs)s Y P (T0,ti) = (T1iuppes T2ia,. ) - Si cONsideramos los siguientes
valores en los parametros, ¢ = 0.01, 6 = 0.001, « = 1, r = 2 y w = 0.32, el error relativo
e, para n = 100 de 0.1214 y para n = 1000 de 2.52 x 10~3. Obsérvese que si n > 1000,
entonces la solucion del sistema aproximado tipo |l puede ser considerada como una

buena aproximacién de la solucién del sistema discontinuo tipo II.

En resumen, se tiene que la condicion (75) se satisface para cualquier valor de n > 1,
i.e., n puede elegirse n > 1000 y la dinamica exhibida por el sistema aproximado tipo
Il sera similar a la del sistema discontinuo tipo Il. Por lo tanto, se puede concluir que el

sistema discontinuo tipo Il también presenta comportamiento caotico.

El diagrama de bifurcacién es otra manera de determinar si un sistema dinamico puede
presentar comportamiento caético. Sin embargo, el desconocimiento del sistema puede

causar problemas al momento de elegir el parametro y su rango a variar, donde el sistema
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Tabla 1: Condicion de Melnikov para diferentes valores de n

n r >

2 0.0158994
100 0.0257785
1000  0.0259735

pueda presentar dinamica caotica. Sin embargo, usando la condicion (75), es posible
determinar dicho rango. Por ejemplo, si se fija a, w, 0 y n, y se resuelve para r en la
ecuacion (75), se obtiene:

7 >

(@ =1) (Ve +a) (M+5(%+\/%)>| (87)

Ahora se verificara la viabilidad de los resultados obtenidos. Para este propdsito, con-
sidere los siguientes parametros o = 1, w = 0.157, £ = 0.01, § = 0.001. Sustituyendo
n = 2,100, 1000 en la ecuacién se obtiene el valor minimo del parametro r que satis-

face la condicion (87), los cuales se presentan en la Tabla[l]

Las Figuras muestran los diagramas de bifurcacion, los cuales confirman
las predicciones hechas usando la ecuacion (87). Note que, cuando n — oo, la ecuacion
esta dada por (26 +ma€)(w?—1). Sustituyendo los parametros usados en la expresién
(87), se tiene que r > 0.0259954 ver Tabla[1] Entonces, se puede suponer que la ecuacion

puede ser usada para identificar comportamiento caodtico en el sistema discontinuo

tipo 11 (62).

Las Figuras muestran la orbita del sistema discontinuo tipo Il para diferen-

tes valores en los parametros que satisfacen la condicion (87) y el diagrama de bifurcacion

de la Figura[10(d)

Finalmente, se considera la influencia de la frecuencia de excitacion en el sistema
aproximado tipo Il y discontinuo tipo Il. En la Figura [12| se muestra, para ambos siste-
mas, los diagramas de bifurcacién, donde se considera los siguientes parametros, a = 2,
§ =0.001, £ =0.01,7 =5y 0 <w < 5. De nuevo, se observa en la Figura[12]la similitud de
ambos sistemas, y las regiones donde pueden presentar respuestas periddicas y caoti-

cas. Las simulaciones de los resultados se presentan en la Figura[T3] La respuesta para
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70 , , , . , 25 | |

(c) n = 1000 (d) Discontinuo

Figura 10: Diagrama de bifurcacion del sistema aproximado ecuacion para n = 2,100,1000, y
sistema discontinuo ecuacion , para n = 2,100, 1000, § = 0.001, ¢ = 0.01, w = 37/10,y 0 < r < 7.3.

15

=~ _I - - -2 i i i i
10 5 )? 5 10 -20 -10 0 10 20 30

(@ r=15 (b) r=7.2

Figura 11: Atractor del sistema discontinuo (62), para o = 2, § = 0.001, ¢ = 0.01,w = 0.157, y diferentes
valores de r
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diferentes valores de w = 0.1,0.32, 2, 4.6 se muestran en la Figura[13], obsevando compor-
tamiento cadtico en las Figuras [13(a){13(b) y comportamiento periddico en las Figuras

[13(c)nT 3(a)}

300 ,

150 )

100

orfﬁm% %;f”"ir __wmimes—— : ] : ; ;
P R N ; . .
0

0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 2 25 3 35 4
(O] (O]

(@) n = 1000 (b) Amplificacién de la Figura [T2(a)]
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160 )
- — -_
x x
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AN, : : : i : :
orﬁ'ﬂ. el Ny IFi e one il : :
50 H : i : ; ) : ; ;
0 . . .

O} [0}

(c) Discontinuo (d) Amplificacion de la Figura|12(c)

Figura 12: Diagrama de bifurcacion del sistema aproximado ecuacion para n = 1000, y sistema
discontinuo ecuacién , paraa =2,5 =0.001, £ =0.01,r=5,y0 <w < 4.5.

Conclusiones

Se puede concluir que al aproximar el término discontino sign(v), por la funcién (conti-
nua) saturacion, nos permite determinar las condiciones para que el sistema aproximado
tipo Il presente comportamiento periodico y cadtico. Mas aun, las 6rbitas del sistema
aproximado tipo Il pueden estar tan cerca como se desee de las correspondientes Orbitas
del sistema discontinuo tipo Il, cuando el valor de la pendiente de la funcién saturacion es

suficientemente grande.
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Figura 13: Atractor del sistema discontinuo ecuacion , paraa = 2,5 =0.001, £ =00, r =5y

diferentes valores de w
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Ademas, que la condicion de Melnikov es valida para valores grandes de la pendiente
de la funcién saturacién, se concluye que el sistema discontinuo tipo Il puede presentar
dinamica cadtica. Este comportamiento puede obtenerse de la condién de Melnikov ob-
tenida para el sistema aproximado tipo I, dichos resultados son validados con el uso de

los diagramas de bifurcaciones.

Un trabajo que a futuro podria complementar los resultados presentados en este
capitulo seria considerar el caso cuando las 6rbitas podrian deslizarse sobre la super-
ficie ho(x).
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Capitulo 6. Conclusiones

En este trabajo de tesis doctoral los siguientes objetivos fueron satisfechos:

1. Se contribuy6 al estudio de la dinamica compleja de una clase de sistemas con

términos discontinuos.

2. Se analizaron sistemas en el plano seccionalmente suaves, especificamente linea-

les.

Las principales conclusiones se resumen en los puntos siguientes:

= Se obtuvieron las condiciones que deben satisfacer los parametros del sistema
aproximado para la existencia de comportamiento cadtico. Esto fue posible al uti-

lizar los resultados recientes de la teoria de Melnikov para sistemas no suaves.

= Se encontré que los puntos de equilibrio del sistema aproximado son los mismos
que los del sistema discontinuo. También, si n — oo, entonces el hamiltoniano, la
orbita homoclinica y la solucion del sistema aproximado convergen al hamiltoniano,
la érbita y la solucion del sistema discontinuo, y la solucion del sistema aproximado
puede estar tan cerca como se desee de la solucion del sistema discontinuo cuando

es n es suficientemente grande.

= Para realizar el diagrama de bifurcacion se determiné el intervalo del parametro.

Para ello, se utiliz6 la condicién de Melnikov del sistema aproximado.

= Tomando en cuenta los puntos anteriores, se se concluye que la clase de sistemas
discontinuos en el plano con un punto de equilibrio sobre la superficie de disconti-
nuidad puede exhibir dindmica caotica si se satisface la desigualdad obtenida de la

funcion de Melnikov.
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Trabajos futuros:

Sin duda es importante plantear ideas, procesos y productos de investigacion en base
al desarrollo del presente trabajo para el futuro, tales aspectos se mencionan a continua-

cion:

1. Considere una clase de sistemas discontinuos dada por

Ztlzl’g

Ty = —mxp — 28xs + asign(azy + bxs) + u(t) (88)

donde 0 < ¢ <1,a>0,a,b+# 0y u(t) = rsen(wt).

Debido a la discontinuidad este puede ser escrito como

fgl($)+u(t), Si xepgl;
fg2($)+u(t), si @ € Dy,;

donde

X2 X9 0

fgl(x) = ) f92($) = ) u(t> = )

—x1 — 2819 — « —x1 — 28y + @ rsen(wt)
Sg={2€R? : Hy(zx) =ax, +bxy =0}, D, ={z€R? : Hyz) <0},
Dy, ={z €R? : Hy(z) > 0}.
En la Figura[T4] se muestran los diferentes conjuntos que puede presentar el siste-
ma discontinuo (89), la linea punteada corresponde al conjunto de deslizamiento %,
los puntos que delimitan la zona de deslizamiento son los puntos tangentes, dados
en la ecuacién (90), representados en la Figura[14] por puntos rojos, mientras que

las lineas en azul corresponde al conjunto de cruce ¥...

po_ —b*(a — rsen(wt)) ab(a — rsen(wt) b*(a — rsen(wt)) —ab(a — rsen(wt))
T a? —2fab+b? 7 a2 —28ab+ 0% )\ a?—2Eab+ b2 a?— 2Eab + b2

(90)
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-10 -5 L 5 10

Figura 14: Clasificacion de la superficie de discontinuidad

De la ecuacion (90), podemos observar; si la pendiente de la recta es muy grande,
entonces los puntos tangentes se colapsan en el origen (0,0) y esto genera un
comportamiento como en el sistema discontinuo tipo | analizado en el capitulo 3]y 4]
Caso contrario, se obtiene un intervalo de deslizamiento dado por (—a+rsen(wt), a+

rsen(wt)).

Para analizar que pasa con la dinamica del sistema cuando se varia la pen-
diente, se fijan los siguientes valores en los parametros o = 1, £ = 0.01, r = 2.9,

= 0.1m, a = 1 y se obtienen los atractores para diferentes valores del parametro
b. Es importante mencionar que los parametros elegidos satisfacen la condicion del

Melnikov obtenida en el capitulo [3]

En las Figuras|15(a)+15(d) se varia b = (—0.1, 1), observando una persistencia de la
dinamica cadtica. Posteriormente en las Figuras [16(a)H16(d), se observa que para

valores grandes de la pendiente, dicho comportamiento se pierde.
Por lo tanto, considerando lo anterior y el sistema , Se proponen los siguientes
temas a desarrollar:
= Generar una herramienta numérica confiable para simular el comportamiento
del sistema.
= Desarrollar una clasificacion de los puntos tangentes.

= Obtener las condiciones necesarias, si existen, para determinar la existencia
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/-:\4¢%?@7;‘\
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10

(c) b=—0.9 (d) b=—1

Figura 15: Atractores del sistema discontinuo, para valores fijos en los parametros o = 1, o = 2.9,
£=0.01,a =1, w = 0.57, Yy diferentes valores b.
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() b= —10 (d) b= —100

Figura 16: Atractores del sistema discontinuo, para valores fijos en los parametros o = 1, o = 2.9,
£=0.01,a =1, w = 0.57, Yy diferentes valores b.
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de bifurcaciones deslizantes.

m Determinar las condiciones necesarias y suficientes para que el sistema (89)

presente dinamica cadtica.

. Tomando en consideracion el sistema (62) con dos discontinuidades, se propone
el estudio analitico en aquellos casos en donde puedan existir deslizamientos y

determinar los cambios originados en la dinamica si es que existen.
. Estudiar las bifurcaciones grazing y deslizantes.

. Analizar la dinamica de sistemas fraccionarios y sus aplicaciones.
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