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Resumen de la tesis que presenta José Guadalupe Castro Lugo como requisito parcial
para la obtención del grado de Doctor en Ciencias en Electrónica y Telecomunicaciones.

Dinámica caótica en sistemas discontinuos en el plano.

Resumen elaborado por:

José Guadalupe Castro Lugo

El estudio de los sistemas discontinuos es de gran interés ya que pueden aparecer de
manera natural en el modelado de sistemas fı́sicos, biológicos, etc; o surgen de forma in-
tencionada al utilizar un control discontinuo. Dichos sistemas pueden producir diferentes
comportamientos, como la existencia de soluciones múltiples, modos deslizantes, bifur-
caciones no tı́picas, intervalo de equilibrios, convergencia en tiempo finito, robustez frente
a incertidumbres y perturbaciones, entre otros. Sin embargo, uno de los fenómenos de
gran interés es predecir la ocurrencia de órbitas caóticas.

Uno de los métodos más usados para predecir la ocurrencia de órbitas caóticas, en
sistemas dinámicos no-autónomos suaves, es el método de Melnikov, el cual considera
un sistema perturbado periódicamente, donde su parte nominal tiene un punto hiperbóli-
co tipo silla, asociado a una trayectoria homoclı́nica. Las extensiones al caso no suave
consideran que el punto de equilibrio tipo silla está ubicado fuera de la superficie de la
discontinuidad y la órbita homoclı́nica asociada tenga cruces transversales.

Sin embargo, existen sistemas discontinuos para los cuales no es posible la aplicación
del método de Melnikov, debido a que el punto de equilibrio se encuentra sobre la superfi-
cie de discontinuidad y la duración de órbita asociada a dicho punto es finita. Por lo tanto,
para predecir la ocurrencia de órbitas caóticas en este tipo de sistemas, se propone el
usó de un sistema aproximado para el cual es posible el uso del método de Melnikov.

Dado que los puntos de equilibrio del sistema discontinuo son los mismos que los del
sistema aproximado, el hamiltoniano del sistema aproximado converge al hamiltoniano
del sistema discontinuo, la solución del sistema aproximado puede estar tan cerca como
se desee de la solución del sistema discontinuo cuando n (parámetro de la aproxima-
ción) es suficientemente grande, entonces podemos concluir que el sistema discontinuo
presenta dinámica caótica. Además, la condición de Melnikov del sistema aproximado es
válida para valores suficientemente grandes de n, y esta puede ser usada para predecir
dinámica caótica en el sistema discontinuo.

Para confirmar las predicciones realizadas, se muestra el diagrama de bifurcación del
sistema discontinuo y algunas gráficas de los atractores del sistema discontinuo para
diferentes valores en los parámetros.

Palabras Clave: Sistema seccionalmente lineal, Sistema discontinuo, Método de Mel-
nikov sistemas no suaves.
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Abstract of the thesis presented by José Guadalupe Castro Lugo as a partial requirement
to obtain the Doctor in Sciences in Electronics and Telecommunications.

Chaotic dynamic in discontinuous systems in the plane.

Abstract by:

José Guadalupe Castro Lugo

The study of discontinuous systems is of great importance as they either appear na-
turally in the modeling of physical and biological systems, or arise intentionally by using
discontinuous controllers. These systems could produce different dynamical behaviours,
like the existence of multiple solutions, sliding modes, non-typical bifurcations, multiple
intervals of equilibria, finite-time convergence, among others. However, one of the most
interesting phenomena is to predict occurrences of chaotic orbits.

One of the most-used methods to predict the occurrence of chaotic orbits, in non-
autonomous smooth dynamical systems, is the Melnikov’s method, which considers a
periodically perturbed system, whose nominal part has a saddle type hyperbolic point
associated to an homoclinic trajectory. The extension to the non-smooth case considers
that the equillibrium point is located outside of the discontinuous surface, and that the
associated homoclinic orbit has transverse crosses.

However, there exist discontinuous systems for which the application of the Melnikov’s
method is not possible, since the equillibrium point is located on the discontinuous surface,
and the duration of the associated orbit is finite. Therefore, to predict the occurrence of
chaotic orbits in these systems, it is proposed the use of an approximated system for which
the application of the Melnikov’s method is possible.

Since the equilibrium points of both approximated and discontinuous systems are the
same, the Hamiltonean of the former converges to the Hamiltonean of the latter, so the
solution of the approximated system can be made as close as it is desired to the solution
of the discontinuous system when a paremeter n is large enough. Then, it can be con-
cluded that the discontinuous system exhibits chaotics dynamics. Besides, the Melnikov’s
condition of the approximated system is valid for sufficiently large values of n, and it can
be used to predict chaotic dyanamics in the discontinuous system.

To confirm the developed predictions, the bifurcation diagram of the discontinuous sys-
tem is shown, as well as its attractors for different values of the corresponding parameters.

Keywords: Piecewise Smooth System, Discontinuous System, Melnikov Method for
nonsmooth system.
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α = 1, α = 2.9, ξ = 0.01, a = 1, ω = 0.5π, y diferentes valores b. . . . . . . . 63



x

Lista de tablas
Tabla Página

1. Condición de Melnikov (87) para diferentes valores de n . . . . . . . 54



1

Capı́tulo 1. Introducción

Las ecuaciones diferenciales con componentes no suaves se emplean en diversas si-

tuaciones. Se usan para modelar sistemas mecánicos, donde el movimiento de un cuerpo

rı́gido es sujeto a saltos en la velocidad y fuerzas discontinuas como resultado de fricción

o impacto (Brogliato, 1999; Awrejcewicz y Holicke, 1999). También están presentes en

circuitos eléctricos o en sistemas biológicos, si las caracterı́sticas no suaves se utilizan

para representar conmutaciones. En problemas de control óptimo o controladores con-

mutados, por ejemplo, el control de temperatura de una recámara. En la manipulación

robótica de objetos por medio de contacto mecánico, las discontinuidades se producen

naturalmente de la interacción con el medio ambiente. Además, las discontinuidades tam-

bién son intencionalmente diseñadas para lograr regulación y estabilización. El control por

modos deslizantes usa un controlador por retroalimentación discontinuo para estabiliza-

ción (Utkin, 1992). Más aún, muchos sistemas de control no pueden ser estabilizados por

un control por retroalimentación de manera continua, por ejemplo, el sistema unidimen-

sional (Sontag, 1998), ẋ = x[(u − 1)2 − (x − 1)][(u + 1)2 + (x − 2)]. Como consecuencia,

es necesario considerar un control de retroalimentación discontinuo.

Los modelos que representan la dinámica de estos sistemas pueden escribirse como

ẋ = fi(x, t), si x ∈ Di ⊂ Rn, i ∈ I = {1, 2, · · · , l} (1)

donde Di es un abierto, Di ∩ Dj = φ (conjunto vacı́o), para i 6= j, ∪i∈ID̄i = Rn, don-

de D̄i es la cerradura de Hi, y ẋ ≡ dx/dt. Las fronteras de cada región Di están bien

definidas y constituyen superficies suaves, denominadas superficies de discontinuidad o

conmutación, caracterizadas por funciones diferenciables Hj(x) = 0.

El sistema (1) se clasifica en tres tipos:

1. Sistemas continuos con jacobiano no suave. Estos sistemas son descritos por un

campo vectorial continuo pero no suave.

2. Sistemas discontinuos o tipo Filippov. El campo vectorial de estos sistemas es dis-

continuo.
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3. Sistemas hı́bridos. Estos surgen cuando se modela el fenómeno de impacto (no

considerados en está tesis).

Debido a que estos sistemas no son diferenciables, y en algunos casos son disconti-

nuos, los métodos de la teorı́a de sistemas suaves no pueden ser aplicados. Para su es-

tudio se han utilizado aproximaciones continuas (Danca y Codreanu, 2002; Awrejcewicz

et al., 2005). Si bien esta estrategia es apropiada en muchas situaciones, existen pro-

piedades, ventajas y comportamientos tı́picos de los sistemas no suaves que no pueden

reproducirse, como por ejemplo, la existencia de soluciones múltiples, de modos desli-

zantes, de bifurcaciones no tı́picas, intervalo de equilibrios, convergencia en tiempo finito,

de robustez frente a incertidumbres y perturbaciones, entre otros. Otras herramientas de

análisis son el método convexo de Filippov (Filippov, 1988), inclusiones diferenciales (Au-

bin y Cellina, 1984), herramientas númericas (Awrejcewicz y Olejnik, 2002; Awrejcewicz y

Dzyubak, 2005; Savi et al., 2007; Danca, 2010; Dieci y Lopez, 2012), etc.

Existen una gran cantidad de publicaciones sobre sistemas discontinuos. La literatura

en matemáticas estudia principalmente la existencia y unicidad de la solución de ecua-

ciones diferenciales discontinuas (Filippov, 1988). Los trabajos de Filippov extienden una

ecuación diferencial discontinua a una inclusión diferencial. Para más resultados al res-

pecto pueden consultarse (Aubin y Cellina, 1984; Clarke, 1983). En Awrejcewicz y Holicke

(1999); Leine y Van Campen (2002); di Bernardo et al. (2002) tratan con problemas con

fricción seca como inclusión diferencial y la existencia de soluciones periódicas.

La teorı́a de bifurcaciones para sistemas discontinuos ha sido abordada en diferentes

publicaciones; por ejemplo, para sistemas continuos pero no suaves o sistemas tipo Fi-

lippov podemos citar los trabajos de (di Bernardo et al., 2008; Warwick, 2010; Kuznetsov

et al., 2003). Algo que ha interesado a la comunidad cientı́fica es predecir la ocurrencia

de órbitas caóticas. Existen varias técnicas para reconocer y clasificar el comportamiento

caótico. Estas técnicas incluyen la propuesta por Devaney (Devaney, 1989), exponentes

de Lyapunov (Arrowsmith y Place, 1990; Wiggins, 2003), diagrama de bifurcación, méto-

do de Melnikov (Arrowsmith y Place, 1990; Wiggins, 2003), espectro de Fourier (Guzzo,

2006), el método de Li-Yorke (Li y Yorke, 1975), etc. Recientemente, se han realizado di-

ferentes esfuerzos para extender la teorı́a del caos a sistemas discontinuos. Por ejemplo;
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En (Kahng, 2009), se realiza una redefinición de caos en el sentido de Devaney para sis-

temas dinámicos no suaves. La extensión del cálculo de los exponentes de Lyapunov para

sistemas dinámicos con discontinuidades está dada en (Müller, 1995). La extensión del

método de Melnikov se ha presentado en (Awrejcewicz y Holicke, 1999; Kunze y Küpper,

2001; Kukučka, 2007; Battelli y Fečkan, 2010, 2012; Li et al., 2014).

Particularmente, uno de los métodos mas usados para predecir la ocurrencia de órbi-

tas caóticas en sistemas dinámicos no-autónomos suaves, es el método de Melnikov, el

cual considera para su aplicación un sistema perturbado periódicamente, donde su par-

te nominal tiene un punto hiperbólico tipo silla, asociado a una trayectoria homoclı́nica

(Arrowsmith y Place, 1990; Wiggins, 2003).

Por otra parte, para un sistema no suave, existe también una amplia literatura sobre

el estudio de dinámica caótica usando el método de Melnikov. En (Awrejcewicz y Holicke,

1999; Pontes et al., 2001), se realizó una formulación del método de Melnikov para siste-

mas mecánicos con fricción de Coulomb y viscosa, donde el término discontinuo dado por

la fricción de Coulomb es considerado como perturbación. En general, el método de Mel-

nikov para sistemas no suaves en el plano es presentado en (Kukučka, 2007; Shi et al.,

2013; Kunze, 2000), el cual considera que; el punto de equilibrio tipo silla debe estar fuera

de la superficie de discontinuidad y la interacción de la órbita homoclı́nica con la super-

ficie de discontinuidad debe ser transversal. Bajo estos supuestos, es posible obtener la

llamada función de Melnikov para sistemas no suaves.

En (Battelli y Fečkan, 2012) se generaliza el resultado dado por (Kukučka, 2007; Shi

et al., 2013; Kunze, 2000), para órbitas homoclı́nicas con o sin deslizamiento. Finalmente,

en (Li et al., 2014) se presenta la función de Melnikov para sistemas seccionalmente

suaves en el plano continuos, con parte nominal Hamiltoniana, y las hipótesis para la

aplicación del método son las mismas que en los casos anteriores.

Sin embargo, existen sistemas discontinuos en el plano resultado, por ejemplo, de

la aplicación de un control discontinuo, para los cuales no es posible la aplicación de

las extensiones realizadas en (Kunze, 2000; Kukučka, 2007; Battelli y Fečkan, 2012; Shi

et al., 2013; Li et al., 2014), dado que el punto de equilibrio tipo silla no se encuentra fuera
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de la superficie de conmutación. Más aún, la órbita asociada a dicho punto tiene duración

finita.

El objetivo general de este trabajo de tesis es contribuir al estudio de la dinámica com-

pleja de una clase de sistemas con término discontinuos. Dichos términos pueden prove-

nir de la dinámica natural del sistema bajo estudio (por ejemplo fricción de Coulomb), o

agregados intencionalmente por medio de un controlador robusto discontinuo. En particu-

lar se propone el estudio de sistemas en el plano seccionalmente suaves, especı́ficamen-

te lineales, donde las regiones de discontinuidad dividen el plano en regiones disjuntas,

para los cuales no es posible aplicar las técnicas clásicas de análisis de sistemas suaves

ni algunas otras técnicas recientes, aplicables a sistemas discontinuos en una clase de

sistemas seccionalemente suaves en el plano, los cuales tienen un punto de equilibrio

sobre la superficie de discontinuidad. En particular, considerese que el sistema (1) puede

escribirse como

ẋ1 = x2,

ẋ2 = ax+ f(x) + g(x, t), (2)

donde a = (a1, a2), x = (x1, x2)T , f discontinua y g periódica.

En el primer caso de estudio la discontinuidad podrı́a ser originada por un control dis-

continuo, función de la posición, es decir, f(x) = αsign(x1), para el estudio se usa una

aproximación continua dada por la saturación. Posteriormente, se modifica la aproxima-

ción usada en el primer caso de estudio, lo que da origen a un sistema seccionalmente

lineal, el cual tiene la caracterı́stica de presentar órbitas homoclı́nicas no simétricas y,

en el proceso al lı́mite converge al sistema discontinuo. Para el segundo caso de estu-

dio, se añade otro término discontinuo ahora en función de la velocidad, el cual podrı́a

representar la fricción de Coulomb, es decir, la discontinuidad está dada como f(x) =

αsign(x1) − δsign(x2). Finalmente, se considera el caso general donde, la discontinuidad

puede ser cualquier recta la cual pasa por el origen, es decir, f(x) = αsign(ax1 + bx2).

La organización del presenta trabajo es la siguiente: en el capı́tulo 2 se presentan las

herramientas matemáticas usadas para el desarrollo de esta investigación. El análisis de
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la dinámica caótica para una clase de sistemas discontinuos en el plano, con un punto de

equilibrio sobre la superficie de discontinuidad, se presenta en el capı́tulo 3. Enseguida se

presenta, en el capı́tulo 4, el estudio de la dinámica caótica de un sistema seccionalmente

lineal, el cual en el proceso al lı́mite converge al sistema discontinuo analizado en el

capı́tulo 3. Finalmente, en el capı́tulo 5 se tiene el estudio de la dinámica caótica para un

sistema en el plano con dos discontinuidades.

1.1. Publicaciones derivadas de esta tesis

1. Castro, J., Alvarez, J., “Melnikov-Type Chaos of Planar Systems with Two Disconti-

nuities”. International Journal of Bifurcation ans chaos. Aceptado.

2. Castro, J., Alvarez, J., Verduzco, F., “Chaotic behavior of a class of discontinuous

systems”. Sometido a Revista Mexicana de Fı́sica.

3. Castro, J., Alvarez, J., Verduzco, F.,. (2012) “Continuous approximation of the com-
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Capı́tulo 2. Fundamentación teórica

En este capı́tulo se describe una breve introducción de las principales herramientas

matemáticas utilizadas en el presente trabajo. En primer lugar se presenta una introduc-

ción a los sistemas seccionalmente suaves, la clasificación de los puntos de equilibrio y

su solución. En segundo lugar se describe el método de Melnikov para sistemas no sua-

ves, el cual es una herramienta analı́tica desarrollada para predecir el comportamiento

caótico.

2.1. Sistemas seccionalmente suaves

Los sistemas seccionalmente suaves (PSS por sus siglas en inglés), se describen por

un conjunto finito de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s) de la forma general:

ẋ = fi(x), para x ∈ Di ⊂ Rn, (3)

donde x representa los estados del sistema, los conjuntos Di para i = 1, 2, · · · ,m, son

regiones abiertas y disjuntas entre sı́, las cuales están separadas por superficies de di-

mensión n − 1, conocidas como fronteras. Los campos vectoriales fi(x) y las fronteras

se consideran suaves y la unión de todas las fronteras Σ, junto con todas las regiones

Di, cubren todo el espacio de estados (Kuznetsov et al., 2003; di Bernardo et al., 2008;

Jeffrey y Hogan, 2011).

Los PSS se clasifican como continuos si fi(x) = fj(x) en cualquier punto x de la

frontera Σij que separa a las regiones adyacentes Di y Dj. En estos sistemas el vector

ẋ está definido de manera única en cualquier punto del espacio de estado y las órbitas

en la región Di que se aproximan transversalmente a la frontera Σij, la cruzan para en-

trar a la región adyacente Dj. Por otra parte, si fi(x) 6= fj(x) en cualquier punto x de la

frontera Σij, los PSS son llamados discontinuos o sistemas de Filippov. Particularmente,

cuando las componentes transversales de fi(x) y fj(x) tienen la misma dirección, la órbi-

ta cruza la frontera, pero en el punto x de cruce se presenta una discontinuidad en su

vector tangente. Por el contrario, si las componentes transversales de fi(x) y fj(x) tienen

direcciones opuestas, el estado del sistema permanece en la frontera y dependiendo de
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la dinámica sobre la superficie Σij, las órbitas se deslizan o no sobre ella. El movimiento

del sistema sobre la superficie Σij se aproxima como la solución de la EDO’s continua

ẋ = g(x) definida sobre la superficie Σij, donde g(x) es la combinación convexa entre fi

y fj tangente a Σij en x ver (Filippov, 1988). Por lo tanto, es de interés conocer el com-

portamiento de las órbitas sobre la superficie Σij. Para ello considere el siguiente sistema

discontinuo en el plano representado como:

ẋ =

 f1(x), si x ∈ D1;

f2(x), si x ∈ D2;
(4)

donde la frontera de discontinuidad Σ se describe como Σ =
{
x ∈ R2 : H(x) = 0

}
, siendo

H una función escalar suave con gradiente no nulo ∇H sobre Σ. Además, las regiones

D1 y D2 se definen como D1 =
{
x ∈ R2 : H(x) < 0

}
y D2 =

{
x ∈ R2 : H(x) > 0

}
y las

funciones fi, i = 1, 2, son funciones suaves.

Además, se define:

σ(x) = 〈∇H(x), f1(x)〉〈∇H(x), f2(x)〉; (5)

donde 〈. , .〉 denota al producto punto y 〈∇H(x), fi(x)〉, x ∈ Σ, representa las proyec-

ciones escalares (las componentes) de los campos vectoriales fi sobre la normal de la

superficie H(x). La ecuación (5) permite clasificar los puntos sobre Σ.

Si σ(x) > 0, x ∈ Σ, entonces las órbitas enD1 entrarán a la regiónD2 si 〈∇h(x), f1(x)〉 >

0 y 〈∇H(x), f2(x)〉 > 0, o viceversa. Al conjunto de puntos para los cuales las órbitas cru-

zan la frontera Σ corresponde a Σc =
{
x ∈ R2 : σ(x) > 0

}
, el cual en general es un

conjunto abierto y se le denomina conjunto de cruce. Al complemento de Σc se le llama

conjunto deslizante. Este conjunto está representado por Σs =
{
x ∈ R2 : σ(x) ≤ 0

}
, el

cual está compuesto por el subconjunto deslizante y los puntos deslizantes aislados.

Más aún, los puntos x ∈ Σs, donde 〈∇H(x), f2(x) − f1(x)〉 = 0 son llamados puntos

deslizantes singulares. En estos puntos, f1 y f2 son tangentes a Σ, o uno se desvanece

mientras el otro es tangente a Σ, o ambos se desvanecen. Finalmente, para completar el



8

análisis sobre Σs, considere los puntos donde 〈∇H(x), f2(x)−f1(x)〉 6= 0, es decir, puntos

deslizantes no singulares.

Para cada x ∈ Σs, el punto deslizante no singular, se define:

g(x) = λf1(x) + (1− λ)f2(x),

λ =
〈∇H(x) , f2(x)〉

〈∇H(x) , f1(x)− f2(x)〉
.

(6)

Ası́,

ẋ = g(x), x ∈ Σs, (7)

define una ecuación diferencial escalar sobre Σs, la cual es suave en el intervalo desli-

zante de Σs. La solución de esta ecuación se le llama solución deslizante.

Para el sistema (7) podrı́an presentarse dos tipos de puntos. El primero se presenta

cuando la dinámica en Σs es nula, lo cual significa que el campo vectorial g(x) = 0;

particularmente, esta condición define a los llamados puntos de pseudo-equilibrio P . A

fin de que P se clasifique como no degenerado, no debe ser equilibrio de f1 ni de f2. El

segundo caso surge cuando g(x) es tangente a f1 o a f2, es decir, 〈∇H(x), fi(x)〉 = 0.

En este sentido, se definen los puntos que delimitan la zona Σs, los cuales son llamados

puntos de tangencia T o puntos de tipo fold. Al igual que en el caso anterior, estos puntos

no deben ser equilibrios de f1 ni de f2. Por último, para un punto T tangente a f1, se dice

que es un punto de tangencia visible, si una órbita regida por f1, que inicia su trayectoria

en T , pertenece a D1 para un t lo suficientemente pequeño. Por el contrario, el punto se

toma como invisible si la órbita resultante pertenece a D2.

2.2. Solución estándar y deslizante

Es posible definir una única solución del sistema (4). Para ello, supóngase que x0 ∈ D1

y construya la solución hacia adelante x(t) de (4) resolviendo la correspondiente ecuación

en D1. Si la solución no permanece en D1, alcanzará la frontera Σ en el tiempo t1, es decir

H(x(t1)) = 0. En este punto, existen dos posibilidades:

1. Si σ(x(t1)) > 0, es decir x(t1) ∈ Σc, entonces se conmuta a ẋ = f2(x), y se resuelve
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la ecuación en la región D2 para t ≥ t1. En otras palabras, la órbita cruzará Σ en

x(t1).

2. Si σ(x(t1)) ≤ 0, es decir, x(t1) ∈ Σs, entonces se conmuta a la ecuación (7) sobre Σs

ası́ se sigue la órbita deslizante. Está órbita se degenera en un punto si g(x(t1)) = 0,

es decir, x(t1) es un equilibrio de (7). En este caso, se tiene que x(t) = x(t1) para

todo t > t1. Si g(x(t1)) 6= 0, se determina el comienzo de la órbita deslizante en

x(t1), y se sigue la solución deslizante para t > t1. Esta solución puede permanecer

estrictamente sobre el segmento deslizante (tendiendo a un pseudo-equilibrio o a

un punto deslizante aislado con g = 0). Alternativamente, ésta puede llegar en un

tiempo t2 > t1 a su frontera (es decir, a un punto de frontera o tangente). En el

caso de un punto frontera, se tiene que x(t) = x(t2) para todo t > t2, mientras que

para el punto tangente, se sigue la única órbita en D1 o D2 que empieza en x(t2).

Esto mismo puede ser aplicado al sistema (4) en sentido inverso para generar una

solución única.

Note que las soluciones hacia adelante o hacia atrás pueden ser definidas de manera

única, además, el sistema (4) no es invertible en el sentido clásico dado que las órbitas

pueden traslaparse. Por tanto, en la literatura es común introducir la correspondiente in-

clusión diferencial al sistema de Filippov (4) y entonces considerar su solución (Aubin y

Cellina, 1984; Filippov, 1988).

2.3. Método de Melnikov para sistemas no suaves

La teorı́a de Melnikov proporciona una herramienta analı́tica para establecer la exis-

tencia de trayectorias homoclı́nicas transversales a mapeos de Poincaré para órbitas pe-

riódicas de sistemas dinámicos perturbados.

Considere el siguiente sistema en el plano, periódicamente perturbado, de la forma:

ẋ =

 f1(x) + εg1(x, t), si x ∈ D1;

f2(x) + εg2(x, t), si x ∈ D2;
(8)

donde x ∈ R2, t ∈ R, las funciones gi son T−periódicas y las funciones fi son suficien-
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temente suaves en sus respectivos dominios.

El espacio de estado R2 es dividido en dos subconjuntos abiertos disjuntos D1 y D2

por una hipersuperficie Σ tal que R2 = D1∪Σ∪D2. La hipersuperficie Σ es definida por una

función escalar h : R2 → R, h ∈ Cr, r ≥ 1. Los subconjubtos D1 y D2 y la hipersuperficie

pueden ser definidos como:

D1 =
{
x ∈ R2 : h(x) < 0

}
,

Σ =
{
x ∈ R2 : h(x) = 0

}
,

D2 =
{
x ∈ R2 : h(x) > 0

}
.

La normal a la hipersuperficie Σ está dada por: n = n(x) = ∇(h(x)), x ∈ Σ. Además, se

supone que la función h es seleccionada de tal manera que n(x) 6= 0.

De manera equivalente, se tiene el sistema suspendido

ẋ =

 f1(x) + εg1(x, t), si x ∈ D1;

f2(x) + εg2(x, t), si x ∈ D2;
(9)

θ̇ = 1,

con (x, θ) ∈ R2 × S1. Supóngase que las siguientes hipótesis se cumplen para el sistema

no perturbado:

(H1) Para ε = 0, el sistema ẋ = f1(x) tiene un punto x0 ∈ D1, el cual es un punto

singular tipo silla. Sea γ una trayectoria homoclı́nica del punto x0, la cual sólo tiene

intersecciones transversales con Σ, y el número de intersecciones es diferente de

cero. Está trayectoria homoclı́nica es una función paramétrica por partes.

(H2) tr(Df1) = tr(Df2) = 0.

Bajo las hipótesis (H1) − (H2) y ε suficientemente pequeño, el sistema perturbado

(8) tiene una única órbita periódica hiperbólica γε(t) = x0 + O(ε). De manera corres-

pondiente, el mapeo de Poincaré Pε asociado al sistema suspendido (9) tiene un único

punto silla hiperbólico x0ε = x0 +O(ε).
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Se define ahora la función de Melnikov para sistemas no suaves asociada al sistema

(8) como

M(θ) =

∫ ∞
−∞

f(u0(t)) ∧ g(t+ θ, u0(t))dt+

2i0−1∑
j=1

[
∆u(j + 1, tj, θ)−∆u(j, tj, θ)

]
+

2k∑
j=2i0

[
∆s(j + 1, tj, θ)−∆s(j, tj, θ)

]
(10)

donde ∆ representa la integración gradual con respecto a t, por ejemplo
∫ τ2
τ1
f2(u0(t)) ∧

g2(t + θ, u0(t))dt = ∆u(2, τ 2, θ) − ∆u(2, τ 1, θ) (para más detalles ver Kukučka (2007)). τ j

representa el tiempo para el cual la trayectoria homoclı́nica tiene intersección transversal

con Σ, el cual será denotado por 2k, dado que éste es un número par, j = 1, . . . , 2k y

i0 ∈ {1, . . . , k}. Finalmente, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea ε suficientemente pequeño y supóngase que se cumplen las hipótesis

(H1)− (H2). Si existe un número θ0 ∈ R tal que

M(θ0) = 0,
dM(θ0)

dθ
6= 0,

entonces para ε suficientemente pequeño, las variedades usε,θ(0), y uuε,θ(t), se intersectan

transversalmente cerca de θ0.

La existencia de puntos homoclı́nicos transversos implica, vı́a el teorema de Smale-

Birkhoff (Wiggins, 2003), que alguna iteración del mapeo de Poincaré tiene un conjunto

hiperbólico invariante: una herradura de Smale. En consecuencia, si este conjunto es

atractor, el sistema exhibirá un comportamiento caótico.

Es importante señalar lo siguiente:

1. Si el campo vectorial es no suave pero continuo, entonces las sumatorias en la ecua-

ción (10) se desvanecen. Por tanto, la función de Melnikov se obtiene resolviendo la

integral para cada sección de la órbita homoclı́nica. Es decir, similar al caso suave.

2. Los sistemas discontinuos a analizar, no satisfacen las hipótesis para utilizar el
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método de Melnikov para sistemas no suaves descrito anteriormente. Sin embar-

go, nuestra propuesta es utilizar una aproximación continua, generando un sistema

aproximado al cual sı́ es posible aplicar dicho método.
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Capı́tulo 3. Sistema discontinuo tipo I

El objetivo de este capı́tulo es presentar el análisis de la dinámica caótica de un sis-

tema discontinuo en el plano con una discontinuidad, debida a la dinámica propia del

sistema o inducida por medio de un control retroalimentado discontinuo. Dado que el sis-

tema discontinuo no cuenta con un punto de equilibrio tipo silla fuera de la discontinuidad,

se utilizará una aproximación continua dada por la función saturación para hacer posible

el uso de los resultados recientes del método de Melnikov para sistemas no suaves dado

en (Kunze, 2000; Kukučka, 2007; Shi et al., 2013; Battelli y Fečkan, 2012).

En este capı́tulo se obtendrán las condiciones que deben satisfacer los parámetros

del sistema aproximado para la existencia de comportamiento caótico. Para tal propósito

se utilizará la teorı́a de Melnikov para sistemas no suaves. Asimismo, determinará que los

puntos de equilibrio del sistema aproximado son los mismos que los del sistema disconti-

nuo. Además, se demostrará que si n→∞, entonces el hamiltoniano, la órbita homoclı́ni-

ca y la solución del sistema aproximado converge al hamiltoniano, la órbita y la solución

del sistema discontinuo. Finalmente, se propone el uso de la condición de Melnikov del

sistema aproximado para determinar el intervalo en el cual el parámetro debe ser variado

para obtener el diagrama de bifurcación.

El presente capı́tulo está organizado como sigue: primeramente presentamos el sis-

tema discontinuo en el plano, sus puntos de equilibrio y la estabilidad de los puntos de

equilibrio. En la segunda parte se decribe el sistema aproximado y se demuestra la pre-

sencia de caos, dando la condición que deben de satisfacer los parámetros del sistema;

también se demuestra la convergencia de las órbitas del sistema aproximado a las órbitas

del sistema discontinuo. Finalmente, se propone el uso de la condición de Melnikov para

obtener el intervalo donde realizar el diagrama de bifurcación.

3.1. Sistema discontinuo

Considere la clase de sistemas discontinuos en el plano, representados por:

ẋ1 = x2, (11)

ẋ2 = −x1 − 2ξx2 + αsign(x1) + u(t),
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donde 0 < ξ < 1, α > 0 y u(t) = rsen(ωt).

Si el objetivo es determinar si el sistema (11) presenta dinámica caótica, es natural

pensar en aplicar el método de Melnikov para sistemas no suaves como la herramienta

de análisis (ver Kukučka (2007); Kunze (2000); Battelli y Fečkan (2012); Shi et al. (2013);

Li et al. (2014)). Por tanto, se supone que los parámetros ξ y r del sistema (11) son

pequeños y que pueden expresarse en términos de un parámetro, al que se denotará ε.

De esta manera, se tiene que 2ξ = εξ̄ y r = εr̄. Ası́, sustituyendo en el sistema (11) se

obtiene:

ẋ = fi(x) + εg(x, t), i = 1, 2,

donde fi(x) + εg(x, t) está dado por:

fi(x) + εg(x, t) =

 f1(x) + εg(x, t), si x ∈ D1;

f2(x) + εg(x, t), si x ∈ D2;
(12)

donde f1(x) =

 x2

−x1 − α

, f2(x) =

 x2

−x1 + α

, g(x, t) =

 0

−ξ̄x2 + r̄sen(ωt)

,

Σ =
{
x ∈ R2 : h(x) = x1 = 0

}
, D1 =

{
x ∈ R2 : h(x) < 0

}
, D2 =

{
x ∈ R2 : h(x) > 0

}
.

Observe que el sistema no perturbado (sistema (12) con ε = 0) tiene la forma deseada

para aplicar el método de Melnikov para sistemas no suaves, con el hamiltoniano

Hd =
1

2
x2

1 +
1

2
x2

2 + α|x1| . (13)

Sin embargo, es necesario que el sistema no perturbado cumpla con las hipótesis

(H1)-(H2) del método de Melnikov para sistemas no suaves descritas en el capı́tulo 2, las

cuales se reesciben a continuación:

(H1) El sistema ẋ = f1(x) tiene un punto de equilibrio x0, el cual es tipo silla. Sea γ una

trayectoria homoclı́nica del punto x0, el cual sólo tiene intersecciones transversales

solamente con Σ, y el número de intersecciones es diferente de cero.
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(H2) tr(Df1(x)) = tr(Df2(x)) = 0 en los respectivos dominios.

Se procederá a continuación a verificar las hipótesis mencionadas anteriormente.

3.1.1. Puntos de equilibrio del sistema discontinuo

Si ε = 0, entonces el sistema (12) toma la forma:

ẋ =

 f1(x), si x ∈ D1;

f2(x), si x ∈ D2.
(14)

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (14) es necesario resolver las ecua-

ciones fi(x) = 0, i = 1, 2, en sus respectivos dominios. Luego, para el dominio D1, se

tiene;  x2

−x1 − α

 = 0; (15)

es decir, existe un punto de equilibrio en D1 dado por (−α, 0). De igual manera, para el

dominio D2, al resolver  x2

−x1 + α

 = 0, (16)

se obtiene que (α, 0) es un punto de equilibrio en D2.

Por último, para analizar la existencia de puntos de equilibrio sobre la superficie de

discontinuidad, es necesario calcular la ecuación (5), la cual se reescribe a continuación:

σ(x) = 〈∇h, f1(x)〉〈∇h, f2(x)〉.

Dado que h(x) = x1, entonces ∇h = (1, 0)T . Para el sistema (14) se tiene:

σ(x) = x2
2. (17)

Es decir, de acuerdo a (17), las órbitas del sistema (14) cruzarán tranversalmente

la superficie de discontinuidad h(x), excepto cuando x2 = 0. Para x2 = 0 se tiene que
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σ(0, 0) = 0, lo que representa que x0 = (0, 0) es un punto de equilibrio del sistema (14).

Resumiendo, el sistema (14) tiene tres puntos de equilibrio dados por:

Pεd =
{

(−α, 0), (0, 0), (α, 0)
}
. (18)

3.1.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Se analizará a continuación la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema (14).

Observe que la matriz jacobiana del sistema (14), para los equilibrios (−α, 0) y (α, 0) en

sus respectivos dominios, está dado por:

Df(x) =

 0 1

−1 0

 ,
cuyo polinomio caracterı́stico es:

pDf (λ) = λ2 + 1. (19)

Las raı́ces de (19) son λ1,2 = ±j, es decir, los equilibrios (−α, 0) y (α, 0) en sus respectivos

dominios son clasificados como centros.

Del hamiltoniano (ecuación (13)), para diferentes valores de C que satisfagan 2C +

α2 > 0, se obtendrań circunferencias centradas en el equilibrio (−α, 0) y (α, 0) con radio
√

2C + α2 en los respectivos dominios. Las ecuaciones paramétricas para ambas regio-

nes están dadas por:

ud0(t) = (∓
√

2C + α2 cos(t)∓ α , ±
√

2C + α2 sen(t)). (20)

La Figura 1 muestra las órbitas del sistema (14) para diferentes valor del parámetro C.

Es importante observar que, cuando C = 0, existe una órbita tangente al punto de

equilibrio x0 = 0; dicha órbita tiene duración finita. El punto de equilibrio x0 es clasificado
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Figura 1: Órbitas del sistema (14) para diferentes valores de C.

como un pseudo-equlibrio tangente (Kuznetsov et al., 2003), el cual tiene la estructura de

pseudo-silla. Por tanto, la hipótesis (H1) no se satisface, lo que conduce a que el método

de Melnikov para sistemas no suaves descrito en el capı́tulo 2 no puede ser utilizado para

el sistema (12).

3.2. Sistema aproximado tipo I

Considérese ahora una aproximación continua para el término discontinuo sign(.) del

sistema (11), dada por la función saturación:

sign(ς) ≈ satn(ς) =


−1, si ς < − 1

n
;

nς, si − 1
n
≤ ς ≤ 1

n
;

1, si ς > 1
n
.

(21)

donde n ∈ Z+ y es suficientemente grande. Luego, el sistema aproximado está dado por:

ẋ1 = x2, (22)

ẋ2 = −x1 − 2ξx2 + αsatn(x1) + rsen(ωt).

De la misma manera que para el caso discontinuo para la aplicación del método de Mel-

nikov para sistemas no suaves, supóngase que los parámetros ξ y r del sistema (22) son

pequeños y que pueden expresarse en términos de un parámetro ε. Luego, se tiene que
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εξ̄ = 2ξ y εr̄ = r. Sustituyendo y reescribiendo el sistema (22) se obtiene:

ẋ =


f1(x) + εg(x, t), si x ∈ Da1;

fn(x) + εg(x, t), si x ∈ Da2;

f2(x) + εg(x, t), si x ∈ Da3,

(23)

donde fn(x) =

 x2

(αn− 1)x1

, Σn1 =
{
x ∈ R2 : hn1(x) = x1 + 1

n
= 0
}

,

Σn2 =
{
x ∈ R2 : hn2(x) = x1 − 1

n
= 0
}

, Da1 =
{
x ∈ R2 : hn1 < 0

}
,

Da2 =
{
x ∈ R2 : hn1 > 0 ∧ hn2 < 0

}
y Da3 =

{
x ∈ R2 : hn2 > 0

}
.

Nótese que el método de Melnikov para sistemas no suaves es presentado para sis-

temas en el plano divididos en dos regiones por una hipersuperficie; sin embargo, el re-

sultado puede similarmente ser extendido a sistemas en el plano dividos en tres regiones

por dos hipersuperficies paralelas y simétricas.

De igual manera que para el caso discontinuo, el sistema no perturbado (sistema (23),

cuando ε = 0), tiene la forma:

ẋ =


f1(x), si x ∈ Da1;

fn(x), si x ∈ Da2;

f2(x), si x ∈ Da3;

(24)

y su función hamiltoniana está dada por:

HP (x;n) =
x2

2

2
+ V (x1;n), (25)

donde

V (x1;n) =

 −(αn− 1)
x21
2
, si |x1| ≤ 1

n
;

x21
2
± α

(
x1 ± 1

2n

)
, si |x1| ≥ 1

n
.
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3.2.1. Puntos de equilibrio del sistema aproximado

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (24) es necesario resolver f(x) = 0

en cada región. Sin embargo, los campos vectoriales en las regionesDa1 yDa3 del sistema

aproximado son los mismos que para el sistema discontinuo en las regiones D1 y D2,

respectivamente. Es decir, los equilibrios son (−α, 0) ∈ Da1 y (α, 0) ∈ Da3.

Para la región Da2, resolviendo fn(x) = 0, se tiene que el punto de equilibrio es el

origen x0 = (0, 0). Por lo tanto, el sistema (24) tiene tres puntos de equilibrio dados por:

Pεa =
{

(−α, 0), (0, 0), (α, 0)
}
. (26)

De esta manera, se tiene que los puntos de equilibrio ecuación (26) del sistema aproxi-

mado no perturbado (24), son los mismos que los puntos de equilibrio ecuación (18) del

sistema discontinuo no perturbado (14).

3.2.1.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio

La estabilidad de los puntos de equilibrio en las regiones Da1 y Da3 del sistema apro-

ximado, es la misma que la del sistema discontinuo en las regiones D1 y D2. Luego, para

la región Da2, tenemos que la matriz jacobiana está dada por:

Dfn(x) =

 0 1

αn− 1 0

 ,
cuyo polinomio caracterı́stico es:

pDfn(λ) = λ2 − (αn− 1). (27)



20

Las raı́ces de (27) son λ1,2 = ±
√
αn− 1; es decir, el punto de equilibrio x0 es un punto

silla hiperbólico y la órbita asociada con dicho punto hiperbólico está dada por:

u±0 (t) =

u±01
u±02


T

=



(
± 1
n
e
√
αn−1(t+t1),±

√
αn−1
n

e
√
αn−1(t+t1)

)
, si t ≤ −t1;(

∓α∓
√

α(αn−1)
n

cost,±
√

α(αn−1)
n

sent

)
, si |t| ≤ t1;(

± 1
n
e∓
√
αn−1(t−t1),−

√
(αn−1)

n
e−
√
αn−1(t−t1)

)
, si t ≥ t1,

(28)

donde el signo de u±0 corresponden a la órbita derecha e izquierda respectivamente.

Las órbitas homoclı́nicas (28), tiene duración infinita, para cualquier n finita. Si n→∞

la duración es finita y converge a la órbita del sistema discontinuo dada por la ecua-

ción (20). En la Figura 2 se muestra la gráfica de la órbita homoclı́nica (28) para n =

2, 100, 1000.

3.2.2. Función de Melnikov para el sistema aproximado

Dado que el sistema (23) no es diferenciable, pero sı́ es continuo, para calcular la

función de Melnikov dada por la ecuación (10), sólo es necesario obtener la integral como

en el caso suave. Es decir, la función de Melnikov está dada por:

M (θ) =

∫ ∞
−∞

F
(
u0 (t)

)
∧G

(
t+ θ, u0 (t)

)
dt. (29)

En consecuencia, para el sistema aproximado (23) se tiene;

F
(
u0 (t)

)
∧G

(
t+ θ, u0 (t)

)
= −ξ̄ (u02)

2 + r̄ u02 sen
(
ω (t+ θ)

)
; (30)

por lo que es necesario resolver las integrales siguientes:

M (θ) =

∫ −t1
−∞
−ξ̄

(
±
√
a

n
e
√
a(t+t1)

)2

dt+

∫ −t1
−∞

r̄

(
±
√
a

n
e
√
a(t+t1)

)
sen(ω(t+ θ))dt

+

∫ t1

−t1
−ξ̄

(
∓
√
aα

n
sen(t)

)2

dt+

∫ t1

−t1
r̄

(
∓
√
aα

n
sen(t)sen(ω(t+ θ))

)
dt (31)

+

∫ ∞
t1

−ξ̄

(
∓
√
a

n
e−
√
a(t−t1)

)2

dt+

∫ ∞
t1

r̄

(
∓
√
a

n
e−
√
a(t−t1)

)
sen(ω(t+ θ))dt,
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(a) n = 2. (b) n = 100.

(c) n = 1000.

Figura 2: Órbita homoclı́nica del sistema aproximado ecuación (24) para valores de n = 2, 100, 1000.
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donde a = αn−1. Al calcular cada una de las integrales de la ecuación (31) y simplificando

se obtiene:

M (θ) = −αξ̄
√
a

n

(
1 +
√
at1
)

+

2αr̄
√
asen

(
ωt1 + arctan

(
ω√
a

))
(ω2 − 1)

√
ω2 + a

cos (ωθ) .

Luego, la función de Melnikov tendrá ceros simples si:∣∣∣∣∣ r

(ω2 − 1)
√
ω2 + αn− 1

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣ ξn (1 +

√
αn− 1 t1

)∣∣∣∣ . (32)

Es importante notar que la desigualdad (32) se satisface siempre para valores de n sufi-

cientemente grandes.

3.3. Solución de los sistemas

Los métodos numéricos se utilizan para obtener las soluciones de los sistemas dinámi-

cos no suaves. Sin embargo, incluso para los sistemas seccionalmente lineales, el error

inherente a cualquier algoritmo numérico puede producir, en algunas ocasiones, con-

clusiones erróneas (Dieci y Lopez, 2012). Por ejemplo, considere el siguiente sistema

discontinuo (ẋ1, ẋ2) = (x2,−x1 + sign(x1)). En la Figura 3(a) se muestra la solución exac-

ta, mientras que el Figura 3(b) se muestra la solución dada por un algoritmo numérico y

podemos observar el error generado. Por tanto, el objetivo de está sección es obtener las

soluciones de los sistemas analizados aprovechando su naturaleza lineal en cada una de

las regiones, y utilizarlas para la obtención de los resultados presentados.

3.3.1. Solución del sistema discontinuo

Considere el sistema discontinuo (11), el cual puede ser representado en la forma

siguiente:

ẋ =

 Ax−Bu1(t) si x ∈ D1;

Ax+Bu2(t) si x ∈ D2;
(33)
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(a) Solución exacta. (b) Solución numérica.

Figura 3: Solución exacta y numérica del ejemplo.

donde A =

 0 1

−1 −2ξ

, B =

0

1

, u1(t) = α− rsen(ωt) y u2(t) = α + rsen(ωt).

Para el sistema (33), la solución ϕ puede ser obtenida de la solución general de siste-

mas lineales no autónomos, en cada una de las regiones. Por tanto, para la región D1, se

tiene:

ϕD1(t) =

e−ξ∆t

(
A1cos(κ∆t) + ξA1+A2

k
sen(κ∆t)

)
− α + c2cos(ωt) + c3sen(ωt)

e−ξ∆t

(
A2cos(κ∆t)− A1+ξA2

k
sen(κ∆t)

)
+ c3ωcos(ωt)− c2ωsen(ωt)

 , (34)

donde ∆t = t − t0, κ =
√

1− ξ2, A1 = x10 + α − c2cos(ωt0) − c3sen(ωt0), y A2 = x20 +

c3ωcos(ωt0)− c2ωsen(ωt0). De manera similar, se obtiene la solución en la región D2, dada

por:

ϕD2(t) =

e−ξ∆t

(
B1cos(κ∆t) + ξB1+A2

k
sen(κ∆t)

)
+ α + c2cos(ωt) + c3sen(ωt)

e−ξ∆t

(
A2cos(κ∆t)− B1+ξA2

k
sen(κ∆t)

)
+ c3ωcos(ωt)− c2ωsen(ωt)

 , (35)

donde B1 = A1 − 2α.

Dado que el cruce de las órbitas sobre la superficie de discontinuidad siempre es

transversal (ver ecuación (17)), es posible obtener una solución del sistema discontinuo

(11), realizando una concatenación de las órbitas en cada una de las regiones identifi-

cando el tiempo para cual ésta cruzará a otra región. Por ejemplo, si x(t0) ∈ D1, y t1 es el
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tiempo en que la órbita alcanza la superficie de discontinuidad, y entra a D2 y permanece

en la región D2, para un valor σ > 0, entonces la solución en ese intervalo t = [t0, t1 + σ],

se puede representar como:

ϕ (t) =

 ϕD1 (t) , si t0 ≤ t ≤ t1;

ϕD2 (t) , si t1 ≤ t ≤ t1 + σ.
(36)

3.3.2. Solución del sistema aproximado

De la misma manera, el sistema (22) es representado como:

ẋ =


Ax−Bu1(t), si x ∈ Da1;

Anx+Bun(t), si x ∈ Da2;

Ax+Bu2(t), si x ∈ Da3;

(37)

donde An =

 0 1

αn− 1 −2ξ

 y un(t) = rsen(ωt).

Similarmente, la solución ϕn del sistema (22) puede ser obtenida por la concatenación

de las órbitas en las regiones Da1, Da2, y Da3, denotadas por ϕDa1n , ϕDa2n , y ϕDa3n , respecti-

vamente.

Es sencillo obtener que ϕDa1n = ϕD1 para x0 ∈ Da1. Para x0 ∈ Da3 se tiene que ϕDa1n =

ϕD2. Finalmente, para x0 ∈ Da2, se obtiene:

ϕDa2n =

 e−ξ∆t

(
D1cosh (κ1∆t) + D1ξ+D2

κ1
senh (κ1∆t)

)
+ a1cos (ω t) + a2sen (ω t)

e−ξ∆t

(
D2cosh (κ1∆t) + D1(αn−1)−D2ξ

κ1
senh (κ1∆t)

)
+ a2 ωcos (ω t)− a1 ωsen (ω t)

 ,
(38)

donde

a1 =
−2 r ξ ω

(1− αn− ω2)2 + (2ω ξ)2 , a2 =
r
(
1− αn− ω2

)
(1− αn− ω2)2 + (2ω ξ)2

D1 = x10 − a1 cos (ω t0)− a2 sen (ω t0) , D2 = x20 − a2 ω cos (ω t0) + a1 ω sen (ω t0) .

Similarmente al sistema discontinuo (11), la solución puede ser obtenida por la conca-
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tenación de las soluciones en cada una de las regiones, i.e. ϕDa1n = ϕD1 (34), ϕDa3n = ϕD2

(35), y ϕDa2n (38). Por ejemplo, si x0 ∈ Da3 y la órbita entra a la región Da2 en el tiem-

po tn1, y a la región Da1 en el tiempo tn2 y permanece ahı́, entonces, para el intervalo

(t0, t0 + tn1 + tn2 + σ), σ > 0, la solución está dada por:

ϕn (x0, t) =


ϕDa3n (x0, t) , t0 ≤ t ≤ tn1 ;

ϕDa2n (y0, t) , tn1 ≤ t ≤ tn2 ;

ϕDa1n (z0, t) , tn2 ≤ t ≤ tn2 + σ;

(39)

donde y0 = ϕDa3n (x0, tn1), z0 = ϕDa2n (y0, tn2).

3.3.3. Análisis de convergencia

Como ya se ha expuesto con anterioridad, el objetivo es predecir dinámica caótica en

el sistema discontinuo (11), dado que el sistema aproximado (22), de acuerdo al méto-

do de Melnikov, puede presentar dinámica caótica para el conjunto de parámetros que

satisfacen la ecuación (32), y en particular para valores suficientemente grandes de n.

El objetivo en esta sección es presentar un bosquejo de cómo la solución del sistema

aproximado puede estar tan cerca como se desee a la solución del sistema discontinuo.

Aunado a todo lo anterior, se podrı́a concluir que el sistema discontinuo también puede

presentar dinámica caótica.

Supóngase que x0 = (0, x20)T , con x20 > 0. Además, considere un intervalo de tiempo

finito t = [0, T ], tal que,
∥∥ϕ (x0, T )

∥∥ > 1/n

Por tanto, de las ecuaciones (39) y (36), la diferencia entre las órbitas del sistema

discontinuo y el sistema aproximado en t = T , está dada por:

∥∥ϕn (x0, T )− ϕ (x0, T )
∥∥ =

∥∥∥ϕDa3n

(
ϕDa2n (y0, tn) , T

)
− ϕD2 (x0, T )

∥∥∥
=
∥∥ϕDa3n (y0, T )− ϕD2 (x0, T )

∥∥
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=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
e−ξT

δB̄1 − θ ξB̄1+Ā2

κ
−B1 θB̄1 + δ ξB̄1+Ā2

κ
− ξB1+A2

κ

δĀ2 + θ B̄1+ξĀ2

κ
− A2 θĀ2 − δ B̄1+ξĀ2

κ
+ B1+ξA2

κ


︸ ︷︷ ︸

Q

cos (κT )

sen (κT )


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

≤
∣∣e−ξT ∣∣ √λmax(QHQ), donde

δ = eξtncos (κtn), θ = eξtnsen (κtn), B̄1 = y10 − α − c2cos(ωtn) − c3sen(ωtn), Ā2 = y20 +

c3ωcos(ωtn)− c2ωsen(ωtn), B1 = −α− c2, A2 = x20 + c3ω,

y10 = e−ξtn
(
−a1cosh (κ1tn) + −a1ξ+x20−a2ω

κ1
senh (κ1tn)

)
+ a1cos (ωtn) + a1sen (ωtn)

y20 = e−ξtn
(

(x20 − a2ω)cosh (κ1tn) + −a1(αn−1)+ξ(x20−a2ω)
κ1

senh (κ1tn)
)

+a2ωcos (ωtn)−a1ωsen (ωtn),

tn = 2

nx02+

√
n
(
nx202

−4ξ(b1ω−x02)−2a1(αn+ω2−1)
)

λmax, representa el máximo valor propio de QHQ, y QH es la transpuesta conjugada

de Q.

Dado que λmax(QHQ) es tan pequeño como se desee, entonces se tiene que la solu-

ción (39) del sistema aproximado puede estar tan cerca como se desee a la solución (36)

del sistema discontinuo.

3.4. Diagrama de bifurcaciones

El diagrama de bifurcaciones es una herramienta numérica muy utilizada para analizar

la dinámica compleja de sistemas dinámicos (Awrejcewicz y Olejnik, 2002). Sin embargo,

para su construcción, es necesario identificar el rango del parámetro sobre el cual se va a

realizar el diagrama de bifurcación. Si no se tiene un buen conocimiento del sistema, esta

tarea puede ser abrumadora. Mas aún, para sistemas dependientes de varios parámetros,

la búsqueda puede complicarse todavı́a más. Por tanto, en esta sección se propone el

uso de la función de Melnikov como una herramienta para obtener el rango del parámetro

para el cual realizar el diagrama de bifurcación. Además, permitirá ilustrar los resultados

teóricos obtenidos.
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Si se considera la ecuación (32), entonces para valores fijos de ξ, ω y α, se tiene que:

∣∣r∣∣ > ∣∣∣∣ξ
(

1 +
√
αn− 1t1

) (
ω2 − 1

)√
ω2 + αn− 1

n

∣∣∣∣ . (40)

Obsérvese que para cualquier valor positivo de n siempre existirá un valor del paráme-

tro r que satisface la desigualdad (40). Esta desigualdad permite identificar el rango de

valores del parámetro r para los cuales el sistema aproximado (22) puede presentar com-

portamiento caótico y en consecuencia, dado que es válida para valores arbitrariamente

grandes de n, el sistema discontinuo (11). La desigualdad (40) proporciona un intervalo,

para el parámetro r, donde es posible la existencia de una dinámica caótica eventualmen-

te visible mediante el diagrama de bifurcación. Por ejemplo, si se fijan los valores ξ = 0.01,

ω = π
10

, α = 1 y n = 1000, se tiene que r > 0.0283. En particular, considérese el intervalo

0 < r < 5 para el cual se realizará el diagrama de bifurcación del sistema discontinuo, el

cual se muestra en la Figura 4. Es importante mencionar que dicho diagrama de bifurca-

ción fue construido a partir de la solución dada por (36). Similarmente, para los valores

Figura 4: Diagrama de bifurcación para ξ = 0.01, ω = π
10 , α = 1 del sistema discontinuo.



28

fijos de r, ω, y α, y resolviendo la ecuación (32) para ξ se obtiene que:

∣∣ξ∣∣ > ∣∣∣∣ rn(
1 +
√
αn− 1t1

)
(ω2 − 1)

√
ω2 + αn− 1

∣∣∣∣ , (41)

la cual se satisface para cualquier valor finito de n. Luego, considerando r = 1.9, ω = 0.1π,

α = 1, n = 1000, en la ecuación (41) se tiene que |ξ| < 0.6716, es decir el sistema aproxi-

mado (22) presentará comportamiento caótico y, en consecuencia, dado que el valor de

n es suficientemente grande, también el sistema discontinuo. Por otra parte, el interva-

lo en el cual podemos graficar el diagrama de bifurcación para observar eventualmente

un comportamiento caótico está dado por 0 < ξ < 0.6716. En la Figura 5 se muestra el

diagrama de bifurcación del sistema discontinuo que confirma lo anterior. Por último, con-

Figura 5: Diagrama de bifurcación para r = 1.9, ω = π
10 , α = 1 del sistema discontinuo.

sidere los valores en los parámetros utilizados para construir el diagrama de bifurcación

de la Figura 4; es decir, valores de los parámetros que satisfacen (40). Los atractores

del sistema discontinuo para r = 1.87 y r = 2.9 se muestran en las figuras 6(a) y 6(b).

Similarmente, en las figuras 6(c) y 6(d) se muestran los atractores del sistema discon-

tinuo, utilizando la ecuación (41) para valores de ξ = 0.001 y 0.00001, respectivamente.
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Estos valores corresponden a regiones de los diagramas de bifurcación que muestran un

comportamiento caótico, lo cual es congruente con el comportamiento mostrado en estas

Figuras.

(a) ξ = 0.01, r = 1.874 (b) ξ = 0.01, r = 2.9

(c) ξ = 0.001, r = 1.9 (d) ξ = 0.00001, r = 1.9

Figura 6: Atractores caóticos del sistema discontinuo, para valores fijos en los parámetros α = 1,
ω = 0.1π, y diferentes valores ξ, r.

3.5. Conclusiones

Para un sistema de segundo orden en el plano (sistema aproximado ecuación (22)),

hemos dado las condiciones en los parámetros para que presente comportamiento caóti-

co, y hemos probado que los puntos de equilibrio del sistema aproximado y discontinuo

son los mismos, que el hamiltoniano del sistema aproximado converge al hamiltoniano

del sistema discontinuo y la solución del sistema aproximado puede estar tan cerca como

se desee de la solución del sistema discontinuo cuando es n es suficientemente grande.
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En consecuencia, se concluye que la clase de sistemas discontinuos en el plano con

un punto de equilibrio sobre la superficie de discontinuidad analizada en este capı́tulo

(ecuación (11)) puede exhibir dinámica caótica si se satisface la desigualdad (32).

Sin embargo, faltarı́a probar formalmente que el sistema discontinuo presenta dinámi-

ca caótica, o inferir que para este tipo de sistemas, no es necesario que la órbita tenga

duración infinita.
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Capı́tulo 4. Sistema seccionalmente lineal en el plano

En este capı́tulo se utiliza una variante de la aproximación continua usada en el capı́tu-

lo 3, con el objetivo de determinar vı́a proceso lı́mite la dinámica de una clase de sistemas

discontinuos en el plano con un punto de equilibrio sobre la superficie de discontinuidad.

El sistema resultante, tiene órbitas homoclı́nicas asimétricas. Sistemas dinámicos conti-

ninuos con está caracterı́tica han sido estudiados ya anteriormente. Yagasaki considera

un péndulo con un control lineal el cual tiene un par de órbitas homoclı́nicas asimétricas

(Yagasaki, 1994). Cao et al. analizó la ruptura simétrica para el oscilador de Helmholtz-

Duffing (Cao et al., 2007), mostrando sus resultados con simulaciones numéricas. Re-

cientemente, Feng et al. utilizó la aproximación de Pade para obtener las ecuaciones

paramétricas de las órbitas homoclı́nicas o heteroclı́nicas resultantes (Feng et al., 2012),

y utilizaron el método de Melnikov para analizar dinámica caótica.

En este capı́tulo demostraremos que, cuando el valor de n es suficientemente grande,

los puntos de equilibrios, el hamiltoniano, las órbitas homoclı́nicas y las condiciones de

Melnikov del sistema seccionamelte lineal, convergen a los puntos de equilibrio, el ha-

miltoniano, órbitas homoclı́nicas y las condiciones de Melnikov del sistema discontinuo

(11). Más aún, la solución del sistema seccionalemente lineal converge a la solución del

sistema discontinuo (11) y el diagrama de bifurcación del sistema seccionalmente lineal

cuando n ≥ 1000, es esencialmente el mismo que para el sistema discontinuo (11), de

donde se podrá concluir que el sistema discontinuo (11) presenta dinámica caótica.

La organización de este capı́tulo es la siguiente. Primeramente se presenta el sistema

seccionalmente lineal, sus puntos de equilibrio, su estabilidad, su hamiltoniano sus órbitas

homoclı́nicas asimétricas, y se comparan respectivamente vı́a lı́mite con los del sistema

discontinuo afı́n. Enseguida, usamos el método de Melnikov para determinar dinámica

caótica en el sistema seccionalmente lineal y analizamos la condición de Melnikov. Pos-

teriormente, se obtienen las soluciones analı́ticas del sistema las cuales se usarán para

mostrar los resultados de este capı́tulo, y hacer el análisis de convergencia de las so-

luciones. Finalmente, se hace una comparación de los diagramas de bifurcación para

diferentes valores del parámetro n.



32

4.1. Sistema seccionalmente lineal en el plano

Considere el siguiente sistema seccionalmente lineal en el plano representado por:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 − 2ξx2 + αfn(x1) + u(t),
(42)

donde n ∈ Z+, 0 < ξ < 1, α > 0, u(t) = rsen(ωt) y fn (x1) =


−1, si x1 < 0,

2nx1 − 1, si 0 ≤ x1 ≤ 1
n
,

1, si x1 >
1
n
.

Para utilizar el método de Melnikov para sistemas no suaves supóngase que los paráme-

tros ξ y r del sistema (42) son pequeños y pueden expresarse en términos de un paráme-

tro ε. Por lo tanto, se tiene que εξ̄ = 2ξ y εr̄ = r. Sustituyendo estas expresiones y

reescribiendo el sistema (42) se obtienen:

ẋ =


fp1(x) + εg(x, t), si x1 ∈ P1;

fp2(x) + εg(x, t), si x1 ∈ P2;

fp3(x) + εg(x, t), si x1 ∈ P3,

(43)

donde

fp1(x) =

 x2

−x1 − α

, fp2(x) =

 x2

(2αn− 1)x1 − α

, fp3(x) =

 x2

−x1 + α

 y

g(x, t) =

 0

−ξ̄ + r̄sen(ωt)

.

Las regiones pueden ser definidas como:

P1 =
{
x ∈ R2 : x1 < 0

}
,

P2 =
{
x ∈ R2 : 0 ≤ nx1 < 1

}
,

P3 =
{
x ∈ R2 : nx1 ≥ 1

}
,
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estas regiones son separadas por las superficies siguientes:

Σa1 =
{
x ∈ R2 : ha1 = x1 = 0

}
;

Σa2 =

{
x ∈ R2 : ha2 = x1 −

1

n
= 0

}
.

Cuando ε = 0, se obtiene el sistema no perturbado siguiente del sistema seccionalmente

lineal (43):

ẋ =


fp1(x), si x1 ∈ P1;

fp2(x), si x1 ∈ P2;

fp3(x), si x1 ∈ P3,

(44)

el cual es un sistema hamiltoniano y su función hamiltoniana está dada por:

HP(x;n) =
x2

2

2
+ V (x1;n), (45)

donde

V (x1;n) =


x21
2

+ αx1, si x1 < 0;

−(2αn− 1)
x21
2

+ αx1, si 0 ≤ x1 ≤ 1
n
;

x21
2
− α

(
x1 − 1

n

)
, si x1 >

1
n
.

Más aún, la función hamiltoniana HP(x;n) (45) del sistema seccionalmente lineal (42)

converge a la función hamiltoniana Hd (13) del sistema discontinuo (11).

Dado que el sistema (44) es hamiltoniano, entonces se satisface (H2) de las condicio-

nes de Melnikov para sistemas no suaves descritas en el capt́ulo 2. Las demás condicio-

nes para aplicar el método de Melnikov para sistemas no suaves tienen que ver con los

puntos de equilibrio del sistema (44), por tanto, procedemos a verificarlas.

4.1.1. Puntos de equilibrio

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (44) es necesario resolver fpi(x) =

0, i = 1, 2, en sus respectivos dominios. Luego, para el dominio P1, se tiene x2

−x1 − α

 = 0. (46)
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Es decir, existe un punto de equilibrio en P1 dado por (−α, 0). Para la región P2 se resuelve

el sistema de ecuaciones siguiente: x2

(2αn− 1)x1 − α

 = 0, (47)

y se obtiene el resultado ( α
2αn−1

, 0), el cual es un punto de equilibrio en la región P2. Por

último para el dominio P3, al resolver x2

−x1 + α

 = 0, (48)

se obtiene (α, 0), el cual es un punto de equilibrio en P3. En resumen, el sistema no

perturbado (44) tiene los siguientes tres puntos de equilibrio:

PE =

{
(−α, 0),

(
α

2αn− 1
, 0

)
, (α, 0)

}
(49)

Los puntos de equilibrio (PE ecuación (49)) del sistema seccionalmentente lineal (42)

convergen a los puntos de equilibrio (Pεd ecuación (18)) del sistema discontinuo (11),

cuando n→∞.

4.1.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Los equilibrios (−α, 0) y (α, 0) son clasificados como centros, mientras que
(

α
2αn−1

, 0
)

es un punto silla, ya que las raı́ces de la matriz jacobiana son ±
√

2αn− 1.

Más aún, del hamiltoniano (45), se tiene que el punto de equilibrio tipo silla
(

α
2αn−1

, 0
)

tiene asociadas dos órbitas homoclı́nicas. La órbita a la izquierda del punto silla está dada

por la ecuación siguiente:

ui =


α

2αn−1

(
1− e±b(t±tm)

)
,∓ α√

2αn−1
e±b(t±tm), si |t| ≥ tm;

−
√

2α3n
2αn−1

cos (t)− α,
√

2α3n
2αn−1

sen (t) , si |t| ≤ tm
(50)



35

mientras que la órbita a la derecha del punto silla estará dada por:

ud(t, n) =


1
b2

(1 + (αn− 1)e±b(t±tm)),±αn−1
n b

e±b(t±tm), si |t| ≥ tm;√
2α
n
αn−1
b

cos(t) + α,−
√

2α
n
αn−1
b

sen(t), si |t| ≤ tm;
(51)

donde b =
√

2αn− 1, tm = arccos

(
±
√

2αn−1
2αn

)
. En la Figura 7 se muestran las órbitas

homoclı́nicas del sistema sin perturbar (44) para valores fijos de los parámetros ξ = 0.01,

α = 1, r = 1, ω = π
10

y valores de n = 2, 10, 100. Note que estás órbitas no son simétricas.

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

 x
1

 x
2

 

 

n=2

n=10

n=100

Figura 7: Órbitas del sistema no perturbado (44), para valores fijos en los parámetros ξ = 0.01, α = 1,
r = 1, ω = π

10 y valores de n = 2, 10, 100

De igual forma, las órbitas homoclı́nicas (ui(t, n) ecuación (50) y ud(t, n) ecuación (51))

convergen a las órbitas (ud0(t) ecuación 20) del sistema discontinuo (11).

4.1.3. Función de Melnikov

Dado que el sistema aproximado (44) tiene dos órbitas homoclı́nicas no simétricas,

entonces es necesario obtener para cada órbita homoclı́nica una función de Melnikov. Es

decir, se requiere una función de Melnikov M1(θ) para la órbita ui(t, n) y otra M2(θ) para

la órbita ud(t, n). Por tanto;

M (θ) =

M1 (θ) , si ui(t, n);

M2 (θ) , si ud(t, n);
(52)
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En consecuencia, el sistema (43) presentará dinámica caótica para los valores de los

parámetros que satisfagan ambas funciones.

Para obtener M1 (θ) considere que:

F1 =

 x2

−x1 − α

 , F2 =

 x2

−x1 (1− 2αn)− α

 , G1 = G2 =

 0

−ξ̄x2 + r̄sen (ωt)

 .

Por lo tanto, la función de Melnikov M1(θ) estará dada por:

M1 (θ) =

∫ ∞
−∞
−ξ̄ (u02)

2 + r̄ u02 sen
(
ω (t+ θ)

)
dt. (53)

Después de sustituir la órbita homoclı́nica ui(t, n) descrita por la ecuación (50), resolver

la integral y simplificar, se obtiene:

M1(θ) = − 2nα2ξ̄

(2nα− 1)
3
2

(1 +
√

2αn− 1tm)− 4r̄α2n sin(ωtm + δ) cos(ωθ)√
(2αn− 1)(ω2 + 2αn− 1)(ω2 − 1)

,

donde, δ = arctan
(√

2αn−1
ω

)
.

M1(θ) tendrá ceros simples si y sólo si, se satisface la siguiente desigualdad:∣∣∣∣∣ r√
2αn− 1 + ω2(ω2 − 1)

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣ξ(1 +

√
2αn− 1tm)

2αn− 1

∣∣∣∣∣ . (54)

Similarmente, para determinar la función de Melnikov M2 (θ), asociada a la órbita ho-

moclı́nica ud(t, n) se considera que:

F1 =

 x2

−x1 (1− 2αn)− α

 , F1 =

 x2

−x1 + α

 , G1 = G2 =

 0

−ξ̄x2 + r̄sen (ωt)

 .

Por lo tanto, despúes de sustituir la órbita homoclı́nica (51), resolver la integral y simplificar

se tiene que la función de Melnikov M2(θ) está dada como:

M2(θ) = −2αξ̄(αn− 1)2

n(2αn− 1)
3
2

(1 +
√

2αn− 1tm) +
4r̄α(αn− 1) sin(ωtm + δ) cos(ωθ)√
(2αn− 1)(2αn− 1 + ω2)(ω2 − 1)

.
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La cual tendrá ceros simples si y sólo si se satisface la siguiente desigualdad:∣∣∣∣∣ r√
2αn− 1 + ω2(ω2 − 1)

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣ξ(1 +

√
2αn− 1tm) (αn− 1)

n(2αn− 1)

∣∣∣∣∣ . (55)

En resumen, la condición de Melnikov para el sistema (43) estará dada por los valores

de los parámetros que satisfagan (54) y (55). Para que esto sea posible, si α > n+1
n

,

entonces los parámetros deben de satisfacer la condición (55) para que el sistema pueda

presentar comportamiento caótico, es decir, la condición de Melnikov estará dada por

M2(θ). Si α < n+1
n

, los parámetros deben de satisfacer (54), es decir, la condición de

Melnikov estará dada por M1(θ). Más aún, se tiene que las condiciones (54) y (55) se

satisfacen para valores de n suficientemente grandes.

4.1.4. Solución del sistema aproximado

El objetivo de está sección es obtener la solución del sistema seccionalmente lineal

(42). Esta será utilizada para evitar los errores numéricos inherentes a cualquier algoritmo

numérico utilizado para obtener la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias y para

demostrar que la solución del sistema seccionalmente lineal (42) converge a la solución

del sistema discontinuo (11).

Por lo tanto, la solución del sistema (42) estará dada por la concatenación de las

soluciones en las regiones P1, P2 y P3. La solución para cada región Pi, se denotara

ϕPin , y está dada por las soluciones ϕD1 de la ecuación (34) para la región P1 y ϕD2 de

la ecuación (35) para la región P3. Finalmente, para la región P2, se obtiene la solución

denotada por ϕP2
n ;

ϕP2 (x0, t) =

 e−ξ∆t

(
G1cosh (κ2∆t) + ξG1+D2

κ2
senh (κ2∆t)

)
− δ

αn−1
+ c1cos (ωt) + c2sen (ωt)

e−ξ∆t

(
D2cosh (κ2∆t) + G1(αn−1)−ξD2

κ2
senh (κ2∆t)

)
+ c2ωcos (ωt)− c1ωsen (ωt)

 ,
(56)

donde κ2 =
√

2αn− 1 + ξ2, c1 = −2rξω
(2αn−1+ω2)2+(2ξω)2

, c2 = −r(2αn−1+ω2)
(2αn−1+ω2)2+(2ξω)2

,

I1 = x10 − α
2αn−1

− c1cos(ωt0)− c2sen(ωt0).

Es decir, una solución del sistema aproximado (42), la cual se denotará ϕa2n , está dada
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por la concatenación de las soluciones en cada una de las regiones denotadas por ϕP1

ϕP2 y ϕP3. Por ejemplo, si x0 ∈ P1 y posteriormente la órbita llega a la región P2 en

un tiempo finito t1 y en un tiempo t2 entra a la región P3 y permanece ahı́, entonces la

solución para el intervalo t0 + t1 + t2 + σ, con σ > 0, estará dada por;

ϕa2
n (x0, t) =


ϕP1 (x0, t) , t0 ≤ t ≤ tn1 ;

ϕP2 (y0, t) , tn1 ≤ t ≤ tn2 ;

ϕP3 (z0, t) , tn2 ≤ t ≤ tn2 + σ;

, (57)

donde y0 = ϕP1 (x0, t1), z0 = ϕP2 (y0, t2).

4.1.5. Análisis de convergencia

En está sección se prueba la convergencia de la solución del sistema seccionalmente

lineal (42) a la solución del sistema discontinuo (11). Esto se añade al hecho de que los

puntos de equilibrio y el hamiltoniano del sistema aproximado convergen a los equilibrios

y al hamiltoniano del sistema discontinuo. Más aún, la condición de Melnikov es válida

para valores suficientemente grandes de n. Por lo tanto, se puede concluir que el sistema

discontinuo presenta dinámica caótica y la condición de Melnikov puede ser usada para

predecir tal ocurrencia.

Para probar que la solución del sistema aproximado converge a la solución del sistema

discontinuo, suponga que x0 = (0, x20)T , con x20 > 0. Además, considere un intervalo de

tiempo finito t = [0, T ], tal que
∥∥ϕ (x0, T )

∥∥ > 1
n
. Bajo las condiciones anteriores, se tiene

que la diferencia entre las órbitas de ambos sistemas en el semiplano derecho, en t = T ,

está dada por:

∥∥ϕn (x0, T )− ϕ (x0, T )
∥∥ =

∥∥∥ϕDa3n

(
ϕDa2n (y0, tn) , T

)
− ϕD2 (x0, T )

∥∥∥
=
∥∥ϕDa3n (y0, T )− ϕD2 (x0, T )

∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
e−ξT

δB̄1 − θ ξB̄1+Ā2

κ
−B1 θB̄1 + δ ξB̄1+Ā2

κ
− ξB1+A2

κ

δĀ2 + θ B̄1+ξĀ2

κ
− A2 θĀ2 − δ B̄1+ξĀ2

κ
+ B1+ξA2

κ


︸ ︷︷ ︸

Q

cos (κT )

sen (κT )


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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≤
∣∣e−ξT ∣∣ √λmax(QHQ),

donde

δ = eξtncos (κtn), θ = eξtnsen (κtn), B̄1 = y10 − α− c2cos(ωtn)− c3sen(ωtn),

Ā2 = y20 + c3ωcos(ωtn)− c2ωsen(ωtn), B1 = −α− c2, A2 = x20 + c3ω,

y10 = e−ξtn
(
−a1cosh (κ1tn) + −a1ξ+x20−a2ω

κ1
senh (κ1tn)

)
+ a1cos (ωtn) + a1sen (ωtn)

y20 = e−ξtn
(

(x20 − a2ω)cosh (κ1tn) + −a1(αn−1)+ξ(x20−a2ω)
κ1

senh (κ1tn)
)

+a2ωcos (ωtn)−a1ωsen (ωtn),

tn = 2

nx02+

√
n
(
nx202

−4ξ(b1ω−x02)−2a1(αn+ω2−1)
)

λmax representa el máximo valor propio de QHQ y QH es la transpuesta conjugada de

Q.

Dado que λmax(QHQ) es tan pequeño como se desee, entonces se tiene que la solu-

ción (57) del sistema aproximado converge a la solución (36) del sistema discontinuo.

4.1.6. Diagrama de bifurcación

Otra manera de conocer si un sistema presenta dinámica caótica es mediante el dia-

grama de bifurcación. El objetivo de esta sección es obtener el diagrama de bifurcación

del sistema aproximado (49) para los parámetros α, ξ y ω fijos, r variando en el intervalo

r ∈ (0, 3) y diferentes valores de n = 2, 100, 1000, ası́ como el diagrama de bifurcación

del sistema discontinuo (11), para los mismo valores paramétricos. Entonces, se obser-

vará que para n suficientemente grande en particular n = 1000, el diagrama de bifurcación

del sistema aproximado es similar al diagrama de bifurcación del sistema discontinuo, es

decir, predicen el mismo comportamiento.

Considere α = 0.5, ξ = 0.001 y ω = π
2
. En la Figuras 8(a)– 8(c) se muestran los

diagramas de bifurcación del sistema (42) para n = 2, 100, 1000 y en la Figura 8(d) el

diagrama de bifurcación del sistema discontinuo (11). Observese que los diagramas de

las Figuras 8(c) y 8(d) son prácticamente los mismo o equivalentes. Por tanto, se confirma

la predicción hecha con la función de Melnikov. Es decir, dado que el sistema aproximado
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(42) presenta dinámica caótica, entonces el sistema discontinuo (11) también presenta

dinámica caótica.

(a) n = 2 (b) n = 100

(c) n = 1000 (d) Discontinuo

Figura 8: Diagrama de bifurcación del sistema discontinuo (11), y del sistema seccionalmente lineal
(42) para diferentes valores en los parámetros.

4.2. Conclusiones

Para un determinado conjunto de parámetros del sistema seccionalmente lineal (42),

se ha demostrado que produce caos homoclı́nico, debido a que para n suficientemente

grande se tiene que:

Los puntos de equilibrio del sistema seccionalmente lineal (42) convergen a los

puntos de equilibrio del sistema discontinuo (11).

La función hamiltoniana del sistema seccionalmente lineal converge a la función

hamiltoniana del sistema discontinuo.



41

Las órbitas homoclı́nicas del sistema seccionalmente lineal (42) convergen a las

órbitas homoclı́nicas del sistema discontinuo (11).

La solución del sistema seccionalmente lineal (42) converge a la solución del siste-

ma discontinuo (11).

Se puede concluir que el sistema discontinuo (11) también presenta dinámica caótica.

Más aún, para valores de n ≥ 1000, el diagrama de bifurcación del sistema seccional-

mente lineal (42) es esencialmente el mismo que el diagrama de bifurcación del sistema

discontinuo (11).
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Capı́tulo 5. Sistema discontinuo tipo II

En este capı́tulo se presentan las condiciones en los parámetros de un sistema de

segundo orden en el plano, con dos discontinuidades, para que éste presente dinámica

caótica. Estos sistemas pueden presentarse cuando se considera la fricción seca en el

modelo y se utiliza un control discontinuo de la posición (ver por ejemplo, Awrejcewicz y

Holicke (1999); Martinez et al. (2008)). Dado que para dicho sistema no es posible utilizar

el método de Melnikov para sistemas no suaves, se propone el uso de una aproximación

continua, dada por la función saturación, sólo para el término sign(x1), la otra discontinui-

dad se considerará parte de la perturbación. Para el sistema aproximado se obtienen las

condiciones en los parámetros para que éste presente dinámica caótica.

En particular, se tiene que los puntos de equilibrio del sistema aproximado son los

mismos que los del sistema discontinuo. Además, el hamiltoniano del sistema aproximado

converge al hamiltoniano del sistema discontinuo, y la solución del sistema aproximado

puede estar tan cerca como se desee de la solución del sistema discontinuo. Igualmente,

la condición de Melnikov se sigue satisfaciendo cuando la pendiente de la saturación

es suficientemete grande. Además, la condición de Melnikov obtenida para el sistema

aproximado puede utilizarse para predecir dinámica caótica en el sistema discontinuo,

para un valor de n suficientemente grande. Por todo lo anterior, se puede concluir que el

sistema discontinuo puede presentar dinámica caótica.

Finalmente, se propone que esta condición sea utilizada para determinar el rango

en el parámetro para obtener el diagrama de bifurcación. Se analizan los diagramas de

bifurcación del sistema aproximado para diferentes valores de n = 2, 100, 1000 y se obtiene

que para n = 1000, los diagramas de ambos sistemas son prácticamente los mismos.

5.1. Planteamiento del problema

Considere el siguiente sistema discontinuo:

ẋ = fi(x) + εgi(x, t), x ∈ R2, t ∈ R, (58)
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donde

fi(x) + εgi(x, t) =



f1(x) + εg1(x, t), x ∈ Dd1,

f1(x) + εg2(x, t), x ∈ Dd2,

f2(x) + εg2(x, t), x ∈ Dd3,

f2(x) + εg1(x, t), x ∈ Dd4.

(59)

El espacio de estado R2 es dividido en cuatro subconjuntos abiertos disjuntos, Di, i =

1, . . . , 4, por dos hipersuperficies Σj, j = 1, 2, tal que R2 = ∪4
i=1Ddi ∪2

j=1 Σj. Las hipersu-

perficies Σj son definidas por una función hj(x) : R2 → R. Más aún, las funciones fj son

suficientemente suaves en x para todo x ∈ Ddi y gj son funciones T−periódicas del tiem-

po. Los subconjuntos Ddi y las hipersuperficies Σj pueden ser formuladas de la manera

siguiente:

Dd1 =
{
x ∈ R2 : h1(x) > 0 ∧ h2(x) > 0

}
; Dd2 =

{
x ∈ R2 : h1(x) > 0 ∧ h2(x) < 0

}
;

Dd3 =
{
x ∈ R2 : h1(x) < 0 ∧ h2(x) < 0

}
; Dd4 =

{
x ∈ R2 : h1(x) < 0 ∧ h2(x) > 0

}
;

Σj =
{
x ∈ R2 : hj(x) = 0

}
.

Si ε = 0, se tiene el siguiente sistema sin perturbar:

ẋ =

 f1(x), x ∈ Sd1,

f2(x), x ∈ Sd2,
(60)

donde el espacio de estado R2 es dividido en dos subconjuntos abiertos disjuntos Sdk,

k = 1, 2 por una hipersuperficie Σ. Dichos subconjuntos pueden ser formulados como

sigue:

Sd1 =
{
x ∈ R2 : h(x) < 0

}
;

Sd2 =
{
x ∈ R2 : h(x) > 0

}
; (61)

Σ =
{
x ∈ R2 : h(x) = 0

}
.

Para el sistema (60) suponga lo siguiente: (i) tiene un punto de equilibrio x0 ∈ Sd1, el

cual es un punto de equilibrio tipo silla y tiene una órbita homoclı́nica u0 asociada a ese
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punto de equilibrio y (ii) la órbita homoclı́nica u0 tiene solo cruces transversales con la

hipersuperficie Σ, (iii) el sistema (60) es hamiltoniano y (iv) gi es T−periódica en el tiempo.

Si estas condiciones son satisfechas, entonces es posible obtener la función de Melnikov

como se mencionó en el capı́tulo 2. Además, si el sistema es continuo, entonces la función

de Melnikov puede ser obtenida como en el caso suave.

5.2. Sistema discontinuo tipo II

El objetivo ahora es estudiar una clase de sistemas de segundo orden discontinuo

descrito por:

ẋ1 = x2, (62)

ẋ2 = −x1 − 2ξx2 + αsign (x1)− δsign (x2) + u (t) ,

donde 0 < ξ < 1, α > 0, 0 < δ << 1, u (t) = rsen (ωt), r > δ.

El sistema (62) puede ser considerado como un sistema de segundo orden con fricción

de Coulomb y un controlador discontinuo en la posición ver (Awrejcewicz y Holicke, 1999;

Martinez et al., 2008).

Si se supone que los parámetros ξ, δ y r son pequeños y están dados por 2ξ = εξ̄,

δ = εδ̄ y r = εr̄, para algún valor pequeño ε, entonces el sistema (62) puede ser visto

como un sistema perturbado, el cual tiene la forma siguiente:

ẋ =



f1(x) + εg1(x, t), x ∈ Dd1,

f1(x) + εg2(x, t), x ∈ Dd2,

f2(x) + εg2(x, t), x ∈ Dd3,

f2(x) + εg1(x, t), x ∈ Dd4.

(63)

Aquı́ x = (x1, x2)T , f1(x) =

 x2

−x1 + α

, f2(x) =

 x2

−x1 − α

,



45

g1(x, t) =

 0

−2ξ̄x2 + δ̄ + r̄sen(ωt)

, g2(x, t) =

 0

−2ξ̄x2 − δ̄ + r̄sen(ωt)

.

Las fronteras de conmutación y los dominios están definidos como sigue:

Σx1 =
{
x ∈ R2 : h1(x) = x1 = 0

}
;

Σx2 =
{
x ∈ R2 : h2(x) = x2 = 0

}
;

Dd1 =
{
x ∈ R2 : h1(x) > 0 ∧ h2(x) > 0

}
;

Dd2 =
{
x ∈ R2 : h1(x) > 0 ∧ h2(x) < 0

}
;

Dd3 =
{
x ∈ R2 : h1(x) < 0 ∧ h2(x) < 0

}
;

Dd4 =
{
x ∈ R2 : h1(x) < 0 ∧ h2(x) > 0

}
.

Cuando ε = 0, el sistema (63) puede ser descrito por la expresión (64), esto es:

ẋ =

 f1(x), si x ∈ Sd1;

f2(x), si x ∈ Sd2;
(64)

donde

Sd1 =
{
x ∈ R2 : h1(x) < 0

}
, Sd2 =

{
x ∈ R2 : h1(x) > 0

}
y Σ =

{
x ∈ R2 : h1(x) = 0

}
.

Más aún, este sistema es hamiltoniano y su función hamiltoniana está dada por

Hd(x) =
1

2
x2

2 +
1

2
x2

1 − α|x1|. (65)

Como se puede observar el sistema sin perturbar (64) es el mismo que el sistema sin

perturbar (14). Es decir, no es posible utilizar el método de Melnikov para este sistema.

Debido a lo anterior, se utilizará una aproximación continua en el término sign(x1) para

satisfacer las condiciones de método de Melnikov.
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5.3. Sistema aproximado tipo II

Considere una aproximación del término discontinuo sign (x1) del sistema (63), dada

por la función saturación dada por (21). Debido a está aproximación continua, el sistema

(63) queda como sigue:

ẋ =



f1(x) + εg1(x, t), si x ∈ Da1;

f1(x) + εg2(x, t), si x ∈ Da2;

fn(x) + εg2(x, t), si x ∈ Da3;

f2(x) + εg2(x, t), si x ∈ Da4;

f2(x) + εg1(x, t), si x ∈ Da5;

fn(x) + εg1(x, t), si x ∈ Da6;

(66)

donde fn(x) =

 x2

(αn− 1)x1

.

Las superficies y los subconjuntos pueden ser definidos de la manera siguiente:

Σn1 =

{
x ∈ R2 : hn1(x) = x1 −

1

n

}
, (67)

Σn2 =

{
x ∈ R2 : hn2(x) = x1 +

1

n

}
,

Da1 =
{
x ∈ R2 : hn1 > 0 ∧ h2 > 0

}
,

Da2 =
{
x ∈ R2 : hn1 > 0 ∧ h2 < 0

}
,

Da3 =
{
x ∈ R2 : hn1 < 0 ∧ hn2 > 0 ∧ h2 < 0

}
,

Da4 =
{
x ∈ R2 : hn2 < 0 ∧ h2 < 0

}
,

Da5 =
{
x ∈ R2 : hn2 < 0 ∧ h2 > 0

}
,

Da6 =
{
x ∈ R2 : hn1 < 0 ∧ hn2 > 0 ∧ h2 > 0

}
.
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Cuando ε = 0 el sistema (66) puede ser descrito como:

ẋ =


f1(x), si x ∈ Sa1;

fn(x), si x ∈ Sa2;

f2(x), si x ∈ Sa3;

(68)

donde

Sa1 =
{
x ∈ R2 : hn1 > 0

}
,

Sa2 =
{
x ∈ R2 : hn1 < 0 ∧ hn2 > 0

}
,

Sa3 =
{
x ∈ R2 : hn2 < 0

}
. (69)

El sistema sin perturbar (68) es un sistema hamiltoniano, cuya función hamiltoniana es la

siguiente:

HP (x1, x2) =
x2

2

2
+ V (x1;n), (70)

donde

V (x1;n) =


x21
2
− α

(
x1 − 1

2n

)
, si x ∈ Sa1 ;

−(αn− 1)
x21
2
, si x ∈ Sa2 ;

x21
2

+ α
(
x1 + 1

2n

)
, si x ∈ Sa3 .

Puesto que el sistema (68) es el mismo que el sistema (24), es posible aplicar el método

de Melnikov para sistemas no suaves.

5.3.1. Función de Melnikov

La función de Melnikov para el sistema aproximado (66) está dada por la solución de

la siguiente integral:

M (θ) =

∫ ∞
−∞

F
(
u0 (t)

)
∧G

(
t+ θ, u0 (t)

)
dt. (71)

Puesto que

F
(
u0 (t)

)
∧G

(
t+ θ, u0 (t)

)
= −ξ̄(u02)

2 − δ̄ u02sign (u02) + r̄ u02 sen
(
ω (t+ θ)

)
,
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entonces, al sustituir la expresion anterior en (71), se tiene que

M (θ) =

∫ ∞
−∞
−ξ̄(u02)

2 − δ̄ u02sign (u02) + r̄ u02 sen
(
ω (t+ θ)

)
dt. (72)

Además, al sustituir la órbita homoclı́nica dada por la ecuación (28) en la ecuación

(72), y después de simplificar, se obtiene

M (θ) =

√
a

n
e
√
a t1

∫ −t1
−∞

− ξ̄√a
n

e
√
a(2t+t1) − δ̄ e

√
a tsign

(√
a

n
e
√
a(t+t1)

)
+ r̄ e

√
a t sen

(
ω (t+ θ)

) dt

+

√
aα

n

∫ t1

−t1

ξ̄√aα

n
sen2t− δ̄ sent sign

(√
aα

n
sent

)
− r̄ sent sen

(
ω (t+ θ)

) dt (73)

−
√
a

n
e
√
a t1

∫ ∞
t1

−ξ̄√a
n

e−
√
a(2t−t1) + δ̄ e−

√
a tsign

(√
a

n
e−
√
a(t−t1)

)
+ r̄ e−

√
a t sen

(
ω (t+ θ)

) dt,

Al calcular cada una de las integrales de (73) y simplificando se tiene el resultado si-

guiente:

M (θ) = −
ξ̄γ
√
a
(
1 +
√
at1
)

n
− 2δ̄

√
a

n
(
√
an−

√
α) (74)

+

2αr̄
√
asen

(
ωt1 + arctan

(
ω√
a

))
(ω2 − 1)

√
ω2 + a

cos (ωθ) .

Por lo tanto, para que M (θ) = 0 tenga ceros simples, debe satisfacerse:∣∣∣∣∣ r

(ω2 − 1)
√
ω2 + a

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣ ξn (1 +

√
at1
)

+ δ

(
√
a−
√
a+ 1

n

)∣∣∣∣ . (75)

De igual manera, es importante señalar que la condición (75) es válida para el con-

junto de valores en los parámetros que la satisfacen y en particular para valores de n

suficientemente grandes.

5.4. Solución analı́tica de los sistemas

Dado que los sistemas son seccionalmente lineales, en esta sección se presentan las

soluciones analı́ticas, tanto del sistema discontinuo como del aproximado. Dichas solucio-
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nes serán utilizadas para validar los resultados presentados en la siguiente sección, con

el propósito de evitar algún error posiblemente producido por la herramienta numérica.

5.4.1. Solución del sistema discontinuo tipo II

El sistema (62) puede ser escrito como un sistema lineal no autónomo de la siguiente

manera:

ẋ =



Ax+Bu1(t), si x ∈ Dd1;

Ax+Bu2(t), si x ∈ Dd2;

Ax+Bu3(t), si x ∈ Dd3;

Ax+Bu4(t), si x ∈ Dd4;

(76)

donde u1(t) = α − δ + rsen(ωt), u2(t) = α + δ + rsen(ωt), u3(t) = −α + δ + rsen(ωt), y

u2(t) = −α− δ + rsen(ωt) .

En este particular caso, una solución general ϕd está dada por la solución del sistema

en cada una de las regiones. Esto es:

para x0 ∈ Dd1,

ϕDd1(t) =

e−ξ∆t

(
C1cos(κ∆t) + ξC1+A2

k
sen(κ∆t)

)
+ α− δ + c2cos(ωt) + c3sen(ωt)

e−ξ∆t

(
A2cos(κ∆t)− C1+ξA2

k
sen(κ∆t)

)
+ c3ωcos(ωt)− c2ωsen(ωt)

 , (77)

donde C1 = x10 − α + δ − c2cos(ωt0)− c3sen(ωt0).

Para x ∈ Dd2,

ϕDd2(t) =

e−ξ∆t

(
D1cos(κ∆t) + ξD1+A2

k
sen(κ∆t)

)
+ α + δ + c2cos(ωt) + c3sen(ωt)

e−ξ∆t

(
A2cos(κ∆t)− D1+ξA2

k
sen(κ∆t)

)
+ c3ωcos(ωt)− c2ωsen(ωt)

 , (78)

donde D1 = x10 − α− δ − c2cos(ωt0)− c3sen(ωt0).
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Para x ∈ Dd3,

ϕDd3(t) =

e−ξ∆t

(
E1cos(κ∆t) + ξE1+A2

k
sen(κ∆t)

)
− α + δ + c2cos(ωt) + c3sen(ωt)

e−ξ∆t

(
A2cos(κ∆t)− E1+ξA2

k
sen(κ∆t)

)
+ c3ωcos(ωt)− c2ωsen(ωt)

 , (79)

donde E1 = x10 + α− δ − c2cos(ωt0)− c3sen(ωt0).

Para x ∈ Dd4,

ϕDd4(t) =

e−ξ∆t

(
F1cos(κ∆t) + ξF1+A2

k
sen(κ∆t)

)
− α + δ + c2cos(ωt) + c3sen(ωt)

e−ξ∆t

(
A2cos(κ∆t)− F1+ξA2

k
sen(κ∆t)

)
+ c3ωcos(ωt)− c2ωsen(ωt)

 , (80)

donde F1 = x10 + α− δ − c2cos(ωt0)− c3sen(ωt0).

Las órbitas cruzan transversalmente Σx1 y si suponemos que r > α − δ, entonces

el caso cuando las órbitas a lo largo de Σx2 pueden deslizarse es excluido. Por lo tan-

to, una solución del sistema (76) dada por ϕd, puede ser obtenida por la concatenación

de las soluciones en cada una de las regiones, representadas por las ecuaciones (77)-

(80). Por ejemplo, si x0 ∈ Dd1, y t1 denota el tiempo en el cual la órbita alcanza la su-

perficie de discontinuidad Dd2, t2 para Dd3, y t3 para Dd4, entonces, para un intervalo

(t0, t0 + t1 + t2 + t3 + σ), σ > 0, la solución está dada por:

ϕd (x0, t) =



ϕDd1 (x0, t) , t0 ≤ t ≤ t1;

ϕDd2 (y0, t) , t1 ≤ t ≤ t2;

ϕDd3 (z0, t) , t2 ≤ t ≤ t3;

ϕDd4 (w0, t) , t3 ≤ t ≤ t3 + σ;

(81)

donde y0 = ϕDd1 (x0, t1), z0 = ϕDd2 (y0, t2), w0 = ϕDd3 (z0, t3).
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5.4.2. Solución del sistema aproximado tipo II

Si se considera la aproximación del término sign(x1) por la función saturación satn(x1)

dada por la ecuación (21), entonces el sistema (62) puede ser escrito como sigue:

ẋ =



Ax+Bu1(t), si x ∈ Da1;

Ax+Bu2(t), si x ∈ Da2;

Anx+Bun1(t), si x ∈ Da3;

Ax+Bu3(t), si x ∈ Da4;

Ax+Bu4(t), si x ∈ Da5;

Anx+Bun2(t), si x ∈ Da6;

(82)

donde un1(t) = δ + rsen(ωt) y un2(t) = −δ + rsen(ωt).

De manera similar, la solución ϕan de (82) puede ser obtenida por la concatenación de

las órbitas en cada una de las regiones, denotadas por ϕDain , para cada región Dai, con

i = 1, · · · , 6. Para x0 ∈ Da1, se puede ver que ϕDa1n = ϕDd1. Similarmente, para x0 ∈ Da2,

x ∈ Da4 y x ∈ Da5, se tiene ϕDa2n = ϕDd2, ϕDa4n = ϕDd3 y ϕDa5n = ϕDd4, respectivamente.

Finalmente, para x0 ∈ Da3, se obtiene la expresión siguiente:

ϕn1
n (t) =

 e−ξη
(
G1cosh (κ1η) + ξG1+D2

κ1
senh (κ1η)

)
− δ

αn−1
+ a1cos (ωt) + a2sen (ωt)

e−ξη
(
D2cosh (κ1η) + G1(αn−1)−ξD2

κ1
senh (κ1η)

)
+ a2ωcos (ωt)− a1ωsen (ωt)

 ,
(83)

donde G1 = x10 + δ
αn−1

− a1cos(ωt0)− a2sen(ωt0).

Y para x ∈ Da6,

ϕn1
n (t) =

 e−ξη
(
H1cosh (κ1η) + ξH1+D2

κ1
senh (κ1η)

)
+ δ

αn−1
+ a1cos (ωt) + a2sen (ωt)

e−ξη
(
D2cosh (κ1η) + H1(αn−1)−ξD2

κ1
senh (κ1η)

)
+ a2ωcos (ωt)− a1ωsen (ωt)

 ,
(84)

donde H1 = x10 − δ
αn−1

− a1cos(ωt0)− a2sen(ωt0).

De la misma manera que para el sistema discontinuo (76), una solución del sistema

aproximado (82) puede ser obtenida por la concatenación de ϕDa1n = ϕDd1 (77), ϕDa2n =
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ϕDd2 (78), ϕDa3n (83), ϕDa4n = ϕDd3 (79), ϕDa5n = ϕDd4 (80) y ϕDa6n (84).

Por ejemplo, si x0 ∈ Da1 y tni es el tiempo que la órbita evoluciona en la región Dai
con i = 1, · · · , 5, entonces para el intervalo (t0, t0 + tn1 + tn2 + tn3 + tn4 + tn5 + σ), σ > 0,

la solución estará dada por

ϕan (x0, t) =



ϕDa1n (x0, t) , t0 ≤ t ≤ tn1 ;

ϕDa2n (y0, t) , tn1 ≤ t ≤ tn2 ;

ϕDa3n (z0, t) , tn2 ≤ t ≤ tn3 ;

ϕDa4n (u0, t) , tn3 ≤ t ≤ tn4 ;

ϕDa5n (v0, t) , tn4 ≤ t ≤ tn5

ϕDa6n (w0, t) , tn5 ≤ t ≤ tn5 + σ;

(85)

donde y0 = ϕDa2n (x0, tn1), z0 = ϕDa3n (y0, tn2), u0 = ϕDa4n (z0, tn3), v0 = ϕDa5n (u0, tn4), y w0 =

ϕDa6n (u0, tn5).

5.5. Resultados numéricos

En esta sección se mostrará que, para valores grandes de n en la función saturación, la

solución del sistema aproximado tipo II (85) estará tan cerca como se desee a la solución

del sistema discontinuo tipo II (81) para condiciones iniciales y entradas iguales. Por tanto,

la órbita caótica generada por el sistema aproximado expresión (82) estará muy cerca de

la correspondiente órbita del sistema discontinuo representado por la (76), para valores

de la pendiente suficientemente grandes. Una observación importante es que, para evitar

los errores inherentes a cualquier método numérico (utilizado para resolver la ecuación

diferencial) se utilizará las soluciones analı́ticas dadas en la sección previa. Debido a que

el sistema aproximado tipo II presenta dinámica caótica de acuerdo con la condición (75),

y que tal condición es satisfecha cuando la pendiente n del sistema aproximado tipo II

es suficientemente grande, es posible concluir que el sistema discontinuo tipo II presenta

comportamiento caótico.

Considere los siguientes valores en los parámetros, ξ = 0.01, δ = 0.001, α = 1, r = 2,

y ω = 0.32. En la Figura 9(a) se puede observar cómo la solución del sistema aproximado

tipo II (85) se aproxima a la solución del sistema discontinuo tipo II (81) cuando n crece,
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de n = 100 a n = 1000. La Figura 9(b) muestra una vista amplificada alrededor de la

discontinuidad en el eje-x2 de la Figura 9(a).

(a) Órbitas del sistema discontinuo tipo II (76) y del
sistema aproximado tipo II (82), para n = 100, 1000

(b) Una amplificación de la Figura 9(a)

Figura 9: Órbitas del sistema discontinuo tipo II (76) y del sistema aproximado tipo II (82), para
n = 100, 1000

Además, si se obtiene el error relativo er de la aproximación, definido como

er =

√∑
i=1

(
x1iexact − x1iappr

)2
+
∑

i=1

(
x2iexact − x2iappr

)2∑
i=1 x

2
1iexact

+
∑

i=1 x
2
2iexact

, (86)

donde las sumas son calculadas para todos los valores de x1i y x2i de ambos sistemas,

ϕ (x0, ti) = (x1iexact , x2iexact), y ϕn (x0, ti) =
(
x1iappr , x2iappr

)
. Si consideramos los siguientes

valores en los parámetros, ξ = 0.01, δ = 0.001, α = 1, r = 2 y ω = 0.32, el error relativo

er para n = 100 de 0.1214 y para n = 1000 de 2.52 × 10−3. Obsérvese que si n ≥ 1000,

entonces la solución del sistema aproximado tipo II puede ser considerada como una

buena aproximación de la solución del sistema discontinuo tipo II.

En resumen, se tiene que la condición (75) se satisface para cualquier valor de n� 1,

i.e., n puede elegirse n ≥ 1000 y la dinámica exhibida por el sistema aproximado tipo

II será similar a la del sistema discontinuo tipo II. Por lo tanto, se puede concluir que el

sistema discontinuo tipo II también presenta comportamiento caótico.

El diagrama de bifurcación es otra manera de determinar si un sistema dinámico puede

presentar comportamiento caótico. Sin embargo, el desconocimiento del sistema puede

causar problemas al momento de elegir el parámetro y su rango a variar, donde el sistema
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Tabla 1: Condición de Melnikov (87) para diferentes valores de n

n r >

2 0.0158994
100 0.0257785
1000 0.0259735

pueda presentar dinámica caótica. Sin embargo, usando la condición (75), es posible

determinar dicho rango. Por ejemplo, si se fija α, ω, δ y n, y se resuelve para r en la

ecuación (75), se obtiene:

|r| >

∣∣∣∣∣(ω2 − 1
) (√

ω2 + a
)(ξ (1 +

√
at1
)

n
+ δ

(
1√
a

+
1√
αn

))∣∣∣∣∣ . (87)

Ahora se verificará la viabilidad de los resultados obtenidos. Para este propósito, con-

sidere los siguientes parámetros α = 1, ω = 0.15π, ξ = 0.01, δ = 0.001. Sustituyendo

n = 2, 100, 1000 en la ecuación (87) se obtiene el valor minı́mo del parámetro r que satis-

face la condición (87), los cuales se presentan en la Tabla 1.

Las Figuras 10(a)–10(d) muestran los diagramas de bifurcación, los cuales confirman

las predicciones hechas usando la ecuación (87). Note que, cuando n → ∞, la ecuación

(87) está dada por (2δ+παξ)(ω2−1). Sustituyendo los parámetros usados en la expresión

(87), se tiene que r > 0.0259954 ver Tabla 1. Entonces, se puede suponer que la ecuación

(87) puede ser usada para identificar comportamiento caótico en el sistema discontinuo

tipo II (62).

Las Figuras 11(a)–11(b) muestran la órbita del sistema discontinuo tipo II para diferen-

tes valores en los parámetros que satisfacen la condición (87) y el diagrama de bifurcación

de la Figura 10(d).

Finalmente, se considera la influencia de la frecuencia de excitación en el sistema

aproximado tipo II y discontinuo tipo II. En la Figura 12 se muestra, para ambos siste-

mas, los diagramas de bifurcación, donde se considera los siguientes parámetros, α = 2,

δ = 0.001, ξ = 0.01, r = 5 y 0 ≤ ω ≤ 5. De nuevo, se observa en la Figura 12 la similitud de

ambos sistemas, y las regiones donde pueden presentar respuestas periódicas y caóti-

cas. Las simulaciones de los resultados se presentan en la Figura 13. La respuesta para
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(a) n = 2 (b) n = 100

(c) n = 1000 (d) Discontinuo

Figura 10: Diagrama de bifurcación del sistema aproximado ecuación (82) para n = 2, 100, 1000, y
sistema discontinuo ecuación (62), para n = 2, 100, 1000, δ = 0.001, ξ = 0.01, ω = 3π/10, y 0 < r < 7.3.

(a) r = 1.5 (b) r = 7.2

Figura 11: Atractor del sistema discontinuo (62), para α = 2, δ = 0.001, ξ = 0.01, ω = 0.15π, y diferentes
valores de r
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diferentes valores de ω = 0.1, 0.32, 2, 4.6 se muestran en la Figura 13, obsevando compor-

tamiento caótico en las Figuras 13(a)-13(b) y comportamiento periódico en las Figuras

13(c)-13(d).

(a) n = 1000 (b) Amplificación de la Figura 12(a)

(c) Discontinuo (d) Amplificación de la Figura 12(c)

Figura 12: Diagrama de bifurcación del sistema aproximado ecuación (82) para n = 1000, y sistema
discontinuo ecuación (62), para α = 2, δ = 0.001, ξ = 0.01, r = 5, y 0 < ω < 4.5.

Conclusiones

Se puede concluir que al aproximar el término discontino sign(ν), por la función (conti-

nua) saturación, nos permite determinar las condiciones para que el sistema aproximado

tipo II presente comportamiento periódico y caótico. Más aún, las órbitas del sistema

aproximado tipo II pueden estar tan cerca como se desee de las correspondientes órbitas

del sistema discontinuo tipo II, cuando el valor de la pendiente de la función saturación es

suficientemente grande.
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(a) ω = 0.1 (b) ω = 0.32

(c) ω = 2 (d) ω = 4.6

Figura 13: Atractor del sistema discontinuo ecuación (62), para α = 2, δ = 0.001, ξ = 0.01, r = 5 y
diferentes valores de ω
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Además, que la condición de Melnikov es válida para valores grandes de la pendiente

de la función saturación, se concluye que el sistema discontinuo tipo II puede presentar

dinámica caótica. Este comportamiento puede obtenerse de la condión de Melnikov ob-

tenida para el sistema aproximado tipo II, dichos resultados son validados con el uso de

los diagramas de bifurcaciones.

Un trabajo que a futuro podrı́a complementar los resultados presentados en este

capı́tulo serı́a considerar el caso cuando las órbitas podrı́an deslizarse sobre la super-

ficie h2(x).
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Capı́tulo 6. Conclusiones

En este trabajo de tesis doctoral los siguientes objetivos fueron satisfechos:

1. Se contribuyó al estudio de la dinámica compleja de una clase de sistemas con

términos discontinuos.

2. Se analizaron sistemas en el plano seccionalmente suaves, especı́ficamente linea-

les.

Las principales conclusiones se resumen en los puntos siguientes:

Se obtuvieron las condiciones que deben satisfacer los parámetros del sistema

aproximado para la existencia de comportamiento caótico. Esto fue posible al uti-

lizar los resultados recientes de la teorı́a de Melnikov para sistemas no suaves.

Se encontró que los puntos de equilibrio del sistema aproximado son los mismos

que los del sistema discontinuo. También, si n → ∞, entonces el hamiltoniano, la

órbita homoclı́nica y la solución del sistema aproximado convergen al hamiltoniano,

la órbita y la solución del sistema discontinuo, y la solución del sistema aproximado

puede estar tan cerca como se desee de la solución del sistema discontinuo cuando

es n es suficientemente grande.

Para realizar el diagrama de bifurcación se determinó el intervalo del parámetro.

Para ello, se utilizó la condición de Melnikov del sistema aproximado.

Tomando en cuenta los puntos anteriores, se se concluye que la clase de sistemas

discontinuos en el plano con un punto de equilibrio sobre la superficie de disconti-

nuidad puede exhibir dinámica caótica si se satisface la desigualdad obtenida de la

función de Melnikov.
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Trabajos futuros:

Sin duda es importante plantear ideas, procesos y productos de investigación en base

al desarrollo del presente trabajo para el futuro, tales aspectos se mencionan a continua-

ción:

1. Considere una clase de sistemas discontinuos dada por

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 − 2ξx2 + αsign(ax1 + bx2) + u(t) (88)

donde 0 < ξ < 1, α > 0, a, b 6= 0 y u(t) = rsen(ωt).

Debido a la discontinuidad este puede ser escrito como

ẋ =

 fg1(x) + u(t), si x ∈ Dg1 ;

fg2(x) + u(t), si x ∈ Dg2 ;
(89)

donde

fg1(x) =

 x2

−x1 − 2ξx2 − α

, fg2(x) =

 x2

−x1 − 2ξx2 + α

, u(t) =

 0

rsen(ωt)

,

Σg =
{
x ∈ R2 : Hg(x) = ax1 + bx2 = 0

}
, Dg1 =

{
x ∈ R2 : Hg(x) < 0

}
,

Dg2 =
{
x ∈ R2 : Hg(x) > 0

}
.

En la Figura 14, se muestran los diferentes conjuntos que puede presentar el siste-

ma discontinuo (89), la linea punteada corresponde al conjunto de deslizamiento Σs,

los puntos que delimitan la zona de deslizamiento son los puntos tangentes, dados

en la ecuación (90), representados en la Figura 14 por puntos rojos, mientras que

las lineas en azul corresponde al conjunto de cruce Σc.

PT =


(
−b2(α− rsen(ωt))

a2 − 2ξab+ b2
,
ab(α− rsen(ωt)

a2 − 2ξab+ b2

)
,

(
b2(α− rsen(ωt))

a2 − 2ξab+ b2
,
−ab(α− rsen(ωt))

a2 − 2ξab+ b2

)
(90)
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Figura 14: Clasificación de la superficie de discontinuidad

De la ecuación (90), podemos observar; si la pendiente de la recta es muy grande,

entonces los puntos tangentes se colapsan en el origen (0, 0) y esto genera un

comportamiento como en el sistema discontinuo tipo I analizado en el capı́tulo 3 y 4.

Caso contrario, se obtiene un intervalo de deslizamiento dado por (−α+rsen(ωt), α+

rsen(ωt)).

Para analizar que pasa con la dinámica del sistema (89) cuando se varia la pen-

diente, se fijan los siguientes valores en los parámetros α = 1, ξ = 0.01, r = 2.9,

ω = 0.1π, a = 1 y se obtienen los atractores para diferentes valores del parámetro

b. Es importante mencionar que los parámetros elegidos satisfacen la condición del

Melnikov obtenida en el capı́tulo 3.

En las Figuras 15(a)–15(d) se varia b = (−0.1, 1), observando una persistencia de la

dinámica caótica. Posteriormente en las Figuras 16(a)–16(d), se observa que para

valores grandes de la pendiente, dicho comportamiento se pierde.

Por lo tanto, considerando lo anterior y el sistema (89) , se proponen los siguientes

temas a desarrollar:

Generar una herramienta numérica confiable para simular el comportamiento

del sistema.

Desarrollar una clasificación de los puntos tangentes.

Obtener las condiciones necesarias, si existen, para determinar la existencia
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(a) b = −0.1 (b) b = −0.5

(c) b = −0.9 (d) b = −1

Figura 15: Atractores del sistema discontinuo, para valores fijos en los parámetros α = 1, α = 2.9,
ξ = 0.01, a = 1, ω = 0.5π, y diferentes valores b.
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(a) b = −1.1 (b) b = −2

(c) b = −10 (d) b = −100

Figura 16: Atractores del sistema discontinuo, para valores fijos en los parámetros α = 1, α = 2.9,
ξ = 0.01, a = 1, ω = 0.5π, y diferentes valores b.
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de bifurcaciones deslizantes.

Determinar las condiciones necesarias y suficientes para que el sistema (89)

presente dinámica caótica.

2. Tomando en consideración el sistema (62) con dos discontinuidades, se propone

el estudio analı́tico en aquellos casos en donde puedan existir deslizamientos y

determinar los cambios originados en la dinámica si es que existen.

3. Estudiar las bifurcaciones grazing y deslizantes.

4. Analizar la dinámica de sistemas fraccionarios y sus aplicaciones.
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Dynamics Problems, 26(4): 9–20.
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Kukučka, P. (2007). Melnikov method for discontinuous planar systems. Nonlinear Analy-
sis, 66(12): 2698–2719.

Kunze, M. (2000). Non-smooth dynamical systems. Vol. 1744. Springer, p. 244.

Kunze, M. y Küpper, T. (2001). Non-smooth dynamical systems: an overview, Ergodic
Theory, Analysis and Efficient Simulation of Dynamical Systems. Springer-Verlag, Ber-
lin, p. 820.

Kuznetsov, Y. A., Rinaldi, S., y Gragnani, A. (2003). One-parameter bifurcations in planar
Filippov systems. International Journal of Bifurcation and Chaos, 13(8): 2157–2188.

Leine, R. y Nijmeijer, H. (2004). Dynamics and Bifurcations of Non-Smooth Mechanical
Systems, (2nd ed.). Lecture Notes in Applied and Computational Mechanics Vol. 18,
Springer-Verlag, New-York, p. 248.

Leine, R. I. y Van Campen, D. H. (2002). Discontinuous fold bifurcations in mechanical
systems. Archive af Applied mechanics, 72: 138–146.

Li, S., Zhang, W., y Hao, Y. (2014). Melnikov-type method for a class of discontinuous
planar systems and applications. International Journal of Bifurcation and Chaos, 24(02):
1450022–1450032.

Li, T.-Y. y Yorke, J. A. (1975). Period three implies chaos. The American Mathematical
Monthly , 82(10): 985–992.

Luo, A. C. y Chen, L. (2005). Periodic motions and grazing in a harmonically forced,
piecewise, linear oscillator with impacts. Chaos, Solitons & Fractals, 24(2): 567–578.



67

Martinez, R., Alvarez, J., y Orlov, Y. (2008). Hybrid sliding-mode-based control of unde-
ractuated systems with dry friction. Industrial Electronics, IEEE Transactions on, 55(11):
3998–4003.

Müller, P. C. (1995). Calculation of lyapunov exponents for dynamic systems with discon-
tinuities. Chaos, Solitons & Fractals, 5(9): 1671–1681.

Pontes, B. R., Oliveira, V. A., y Balthazar, J. M. (2001). On stick-slip homoclinic chaos and
bifurcations in a mechanical system with dry friction. International Journal of Bifurcation
and Chaos, 11(7): 2019–2029.

Savi, M. A., Divenyi, S., Penna, L. F., y Weber, H. I. (2007). Numerical and experimental
investigations of the nonlinear dynamics and chaos in non-smooth systems. Journal of
sound and vibration, 301: 59–73.
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