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Resumen de la tesis que presenta Daniel Albino Muñoz Santana como requisito parcial para la obten-
ción del grado de Maestro en Ciencias en Nanociencias.

Efecto de la orientación cristalográfica en la conductividad Hall de esṕın y fase de Berry de un
gas electrónico con interacción esṕın-órbita

Resumen aprobado por:

Dr. Jesús Alberto Maytorena Córdova
Director de Tesis

En esta tesis se estudian funciones respuesta dinámicas, tales como la conductividad de carga y la
conductividad de esṕın, de un gas electrónico bidimensional (GE2D) con acoplamiento esṕın-órbita tipo
Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k para una dirección de crecimiento arbitraria. Se investiga el
efecto de la orientación del gas sobre estas cantidades, para lo cual, primero se deriva el Hamiltoniano
esṕın-órbita que corresponde a dicha dirección arbitraria; se obtienen expresiones generales (fórmulas de
Kubo) de los tensores de conductividad de carga y esṕın, sin especificar una forma funcional expĺıcita
del campo vectorial esṕın-órbita, mediante la teoŕıa de respuesta lineal. Para el caso particular de una
interacción esṕın-órbita Rashba y Dresselhaus lineal en k, estas expresiones presentan un prefactor
que depende de los parámetros esṕın-órbita y de la orientación cristalina. A partir de dicho prefactor,
es posible determinar las condiciones bajo las cuales se anulan la absorción óptica y la corriente de
esṕın. Al realizar los cálculos numéricos, se obtienen espectros de la densidad conjunta de estados y
funciones respuesta que son significativamente diferentes dependiendo de la relación entre la magnitud
de las contribuciones esṕın-órbita y la dirección de crecimiento cristalográfico. Se procede a analizar los
prefactores correspondientes a cada conductividad y se encuentra que ambos factores se anulan, y por
lo tanto las conductividades, al cumplirse las condiciones de simetŕıa SU(2), bajo las cuales el campo
esṕın-órbita se vuelve colineal; sin embargo, para el caso de la conductividad de esṕın, hay condiciones
que anulan esta cantidad sin necesidad de un campo independiente de k. Por último, se realiza un cálculo
de la Fase de Berry y la conductividad Hall de esṕın estática del GE2D con el objetivo de determinar las
direcciones de crecimiento para las cuales es posible encontrar una relación entre ambas cantidades. En
el estudio se observa que no existe una conexión de tipo universal, sin embargo, para las orientaciones
del gas [001] y [111] espećıficamente, śı hay una relación.

Palabras clave: Fase de Berry, heteroestructura semiconductora, esṕın-órbita, espintrónica.
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Abstract of the thesis presented by Daniel Albino Muñoz Santana as a partial requirement to obtain
the Master of Science in Nanoscience.

Crystallographic orientation effect on the spin Hall conductivity and Berry phase of a
spin-orbit electronic gas

Abstract approved by:

Dr. Jesús Alberto Maytorena Córdova
Director de Tesis

We study the dynamic response functions giving the charge and spin currents induced in a two-
dimensional electronic gas (2DEG) with Rashba and Dresselhaus spin-orbit coupling (SOC) by an external
AC electric field. We focus on the effects of crystal orientation on the optical and spin Hall conducti-
vities. The Hamiltonian for a 2DEG grown along an arbitrary direction and general expressions for the
response tensors in terms of a generic spin-orbit vector field are derived within the formalism of linear
response theory. For a linear-in-momentum Rashba and Dresselhaus SOC, the obtained Kubo formulas
present a prefactor which depends on the SO strength parameters and the crystallographic orientation.
The analysis of these prefactors reveals the conditions for vanishing of the charge and spin responses.
We found that such conditions are exactly those sufficient to produce a spin-preserving SU(2) symmetry
of the Hamiltonian, where the SO vector field becomes collinear, defining a fixed axis of quantization,
as was reported recently. Additionally, an alternative condition for vanishing of the spin conductivity
without appealing to the SU(2) symmetry is found. The spectral features of the calculated spectra of
the optical and spin Hall conductivities are explained in terms of critical frequencies of the joint density
of states, and the dependence on the crystal orientation is discussed. These results suggest an additional
way to manipulate the charge and spin dynamic responses via crystal orientation, besides electrical ga-
ting or frequency modulation. Knowing the Hamiltonian for an arbitrary grown direction, and motivated
by some particular results in the literature, we explore the possible connection between the static spin
Hall conductivity and the Berry phase. In contrast to recent reports, we included a normal-to-the-plane
component of the SO vector field and analytically calculated these quantities. We found that, in general,
a universal connection does not exist, except for samples oriented along the [001] and [111] directions.

Keywords: Berry phase, semicondcutor structure, spin-orbit, spintronics.
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A mi director de tesis y amigo Jesús Maytorena por el invaluable conocimiento y apoyo que me ha

brindado, gracias al cual este proyecto ha llegado a su realización.
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1.2 Hipótesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.1 Objetivo general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Caṕıtulo 5. Densidad conjunta de estados 42
5.1 Definición, contornos de Fermi y Curva de resonancia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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en las transiciones entre las sub-bandas ελ son (a)~ω+, (b)~ω>, (c)~ω< y (d)~ω−. Los
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que α y el resto de los parámetros son los mismos que en la Figura 4. . . . . . . . . . . 49

11 Contornos de Fermi y curva de resonancia Cr(ω) de la dirección cristalográfica [123].
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mismos que en la Figura 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Caṕıtulo 1. Introducción

En las últimas décadas el avance en la tecnoloǵıa del silicio y la miniaturización de los dispositivos

electrónicos ha ocurrido a pasos gigantescos, ocasionando que los efectos cuánticos comiencen a ser un

factor relevante. Además, cada vez es más dif́ıcil obtener un mejor rendimiento o mayor capacidad en

los dispositivos electrónicos. Aprovechando la relevancia de los fenómenos cuánticos y como propuesta

para incrementar las capacidades de los dispositivos, ha surgido la Espintrónica: ciencia y tecnoloǵıa

basada en el uso del grado de libertad de esṕın de un portador de carga para almacenar, codificar, tener

acceso a, procesar y/o transmitir información. Tradicionalmente, la forma en que se llevan a cabo estos

procedimientos en dispositivos electrónicos es mediante el uso de la carga del electrón, mientras que

el esṕın, al estar orientado de manera aleatoria, no tiene influencia sobre el flujo de la corriente. Sin

embargo, en la Espintrónica lo que se busca es precisamente conseguir una manipulación coherente del

esṕın y utilizarlo, por ejemplo, para controlar el flujo de corriente (Bandyopadhyay et al., 2008).

En un dispositivo espintrónico lo que se busca es producir una corriente polarizada de espines. Algunas

preguntas fundamentales en esta área son (a) ¿Cuál es una v́ıa efectiva para polarizar un sistema de

esṕın? (b) ¿Cuánto tiempo es capaz el sistema de recordar su orientación de esṕın? (c) ¿Cómo puede

detectarse el esṕın? Por todo esto, el conocimiento de cómo evoluciona el esṕın al atravesar un disposi-

tivo y, principalmente, la habilidad de controlarlo coherentemente son elementos clave para el desarrollo

de la Espintrónica (Žutić et al., 2004).

La interacción esṕın-órbita es uno de los mecanismos candidatos para la manipulación del esṕın, en parti-

cular la presente en sistemas semiconductores de baja dimensionalidad como lo son los gases electrónicos

bidimensionales (GE2D) en los que se enfoca este proyecto. Esta posible manipulación ha provocado un

creciente interés en el estudio de fenómenos espintrónicos presentes en estos sistemas.

La interacción esṕın-órbita describe el acoplamiento entre el movimiento orbital del electrón y su esṕın, y

surge naturalmente de hacer una expansión no relativista de la ecuación de Dirac. De esta aproximación

surgen tres correcciones relativistas: la primera correspondiente a la enerǵıa cinética, la segunda es el

término de Darwin mientras que la tercera y última es el Hamiltoniano que describe al acoplamiento

esṕın-órbita y está dado por

HSO =
1

2m0c2
S ·
(
∇V × p

m0

)
, (1.1)

donde m0 es la masa en reposo del electrón, p = ~k es el momento del electrón con vector de onda
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k, ~ = h/2π donde h es la constante de Planck, c es la velocidad de la luz en el vaćıo, S = ~
2σ es el

operador de esṕın donde σ es el vector de las matrices de Pauli y V es un potencial en el que se mueve

el electrón. En el caso del electrón libre (V = 0), de la ecuación de Dirac se obtienen dos ramas de

dispersión o bandas de enerǵıa, una positiva y una negativa,

ε(k) = ±
√
m2

0c
4 + c2~2k2, (1.2)

las cuales están separadas por una brecha energética de 2m0c
2 ≈ 1 MeV, conocida como Brecha de

Dirac. Es importante mencionar que esta gran brecha de enerǵıa está presente en el denominador del lado

derecho de la ecuación (1.1) y por lo tanto los efectos de la interacción esṕın-órbita se ven suprimidos

para electrones débilmente ligados (Schliemann, 2017).

Por otra parte, en un sólido cristalino los electrones se mueven en presencia de potenciales eléctricos

producidos por los átomos que forman a la red, por lo que su movimiento está caracterizado por bandas

de enerǵıa y por una masa efectiva m∗, que corresponde a la masa aparente que presenta el electrón

en un sólido, normalmente menor que su masa en reposo. Aqúı, el acoplamiento esṕın-órbita tiene un

muy profundo efecto en la estructura de estas bandas. Por ejemplo, en heteroestructuras semiconducto-

ras III-V con estructura cristalina tipo zincblenda, como GaAs, la interacción esṕın-órbita provoca una

separación de la banda de valencia más cercana a la banda de conducción. En la estructura de bandas

por amarre fuerte sin esṕın se puede observar que los estados electrónicos en el extremo superior de la

banda de valencia son tipo p (momento angular orbital l = 1). Si se toma en cuenta el acoplamiento

esṕın-órbita, se obtienen estados con momento angular total j = 3/2 y j = 1/2. Estos estados están

separados en enerǵıa por una brecha, la cual es referida como brecha esṕın-órbita (Winkler, 2003).

A pesar de las diferencias que existen entre el sistema de electrón libre de Dirac y el sistema de bandas

en estos semiconductores, se han encontrado muchas similitudes entre ambos. Sin embargo, hay una

diferencia significativa, la brecha de enerǵıa entre la banda de valencia y de conducción en esos semi-

conductores es de aproximadamente 1 eV mientras que la brecha en la ecuación de Dirac es cercana

a 1 MeV. Esta diferencia refleja la importancia del acoplamiento esṕın-órbita y el efecto significativo

que tiene en algunos semiconductores como lo son los que tienen una estructura cristalina tipo zincblenda.

Además del incremento significativo en la interacción esṕın-órbita, la Espintrónica en materiales se-

miconductores resulta naturalmente atractiva debido a la enorme experiencia en tecnoloǵıa de sistemas

semiconductores que se ha obtenido a lo largo de las últimas décadas. Entre los logros de esta experiencia
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se encuentran las técnicas de crecimiento altamente sofisticadas como lo son la epitaxia de haces mole-

culares (molecular beam epitaxy, MBE) y el depósito por reacción qúımica de vapores organometálicos

(metal organic chemical vapor deposition, MOCVD). Estas permiten hacer depósitos de una monocapa

de cristal con gran precisión, lo que ha permitido fabricar dispositivos de estado sólido que se comportan

como si se trataran de sistemas de dos, una o cero dimensiones (Davies, 1998).

Entre los sistemas de baja dimensionalidad se encuentran los presentes en heteroestructuras semiconduc-

toras. Estas últimas son ampliamente utilizadas para investigar los fenómenos que dependen del esṕın

en semiconductores (Mireles y Kirczenow, 2002). En dichas heteroestructuras se forman pozos cuánticos

que, cuando son lo suficientemente angostos, dan lugar a lo que se conoce como un gas electrónico bidi-

mensional (GE2D), en donde los electrones tienen un movimiento restringido a un plano perpendicular a

la dirección de crecimiento del cristal (Davies, 1998). Cuando se trabaja experimentalmente, el ancho de

estos gases está, t́ıpicamente, entre 7 y 15 nm aunque también se han estudiado con grosores menores

(Altmann et al., 2016; Dettwiler et al., 2014; Kohda et al., 2012; Kunihashi et al., 2016; Sasaki et al.,

2014; Walser et al., 2012; Yang et al., 2012).

Las heteroestructuras semiconductoras que se utilizan principalmente son las de materiales con compo-

nentes del grupo III-V como GaAs, InGaAs y AlGaAs. Estos semiconductores tienen una estructura tipo

zincblenda que, como se mencionó antes, provoca mecanismos de interacción esṕın-órbita significativos.

A diferencia de la estructura del diamante, este tipo de estructura se caracteriza por no tener un centro

de inversión espacial. Es precisamente este aspecto de falta de simetŕıa el que provoca que en estos se-

miconductores y, por consecuencia, en sus gases electrónicos bidimensionales, se presenten mecanismos

de interacción esṕın-órbita capaces de manipular el esṕın del electrón, incluso en ausencia de un campo

magnético, y sean buenos candidatos para el desarrollo de dispositivos espintrónicos (Winkler, 2003).

En el sistema del GE2D existen dos contribuciones principales del acoplamiento esṕın-órbita, dos mecanis-

mos originados por la falta de simetŕıa espacial en las heteroestructuras semiconductoras tipo zincblenda.

Uno de estos es el ocasionado por la falta de simetŕıa de inversión en el bulto y es conocido como aco-

plamiento esṕın-órbita de Dresselhaus (Dresselhaus, 1955). El otro mecanismo esṕın-órbita importante

se presenta cuando el potencial de confinamiento del pozo bidimensional carece de simetŕıa de inversión

espacial en la dirección de crecimiento del semiconductor. Este fenómeno es conocido como asimetŕıa de

inversión estructural del potencial de confinamiento y da lugar al acoplamiento esṕın-órbita de Rashba

(Rashba, 1960; Bychkov y Rashba, 1984). Una caracteŕıstica importante de la interacción de Rashba es
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que, a diferencia de la de Dresselhaus que es intŕınseca del material, existe la posibilidad de modular su

magnitud mediante un voltaje externo, cambiando con este el perfil espacial del potencial de confina-

miento (Nitta et al., 1997; Schäpers et al., 1998). Estos dos tipos de interacción esṕın-órbita proveen

un mecanismo por medio del cual se puede acceder a la manipulación del esṕın de los electrones en

semiconductores por medios no magnéticos, y en un futuro al desarrollo de dispositivos espintrónicos.

Siendo el esṕın un momento magnético intŕınseco de los electrones, este se acopla naturalmente con

campos magnéticos externos. No obstante, la interacción esṕın-órbita en un GE2D, presente en es-

tas heteroestructuras semiconductoras, proporciona la posibilidad de inducir una polarización de esṕın

mediante la aplicación de un campo eléctrico en lugar de uno magnético (Edelstein, 1990; Iglesias y

Maytorena, 2010; Kato et al., 2004; Silov et al., 2004). Esto debido a que, como se sabe, la interacción

esṕın-órbita en estos gases se traduce en un campo magnético efectivo que depende del momento de

los electrones, el cual puede, de alguna forma, ser controlado mediante el campo eléctrico. Un obstáculo

para este método de polarización son las impurezas e imperfecciones que dispersan a los electrones cam-

biando su momento y la dirección del campo magnético efectivo, por lo tanto, también por acoplamiento

esṕın-órbita, el esṕın adquiere fácilmente una dirección aleatoria. Este proceso de decaimiento del esṕın

se conoce como mecanismo D’yakonov y Perel’ (D’yakonov y Perel’, 1972).

Por lo general, las investigaciones que se hacen del GE2D con interacción esṕın-órbita se realizan pa-

ra las direcciones de crecimiento cristalográfico de alta simetŕıa o más bajos ı́ndices de Miller: [001],

[110] y [111]; por ejemplo, Schliemann et al. (2003) presentan un estudio para la dirección [001] donde,

cuando las contribuciones de los dos tipos de interacción esṕın-órbita son iguales en módulo, existe una

conservación de esṕın en el Hamiltoniano. Sin embargo, en un trabajo reciente se estudió este sistema

mediante un Hamiltoniano para una dirección de crecimiento arbitraria (Kammermeier et al., 2016). En

este se observó la posibilidad de obtener esta simetŕıa de esṕın, conocida como simetŕıa SU(2), cuando

la magnitud de las contribuciones esṕın-órbita de Rashba y Dresselhaus son tales que satisfacen una

relación espećıfica. Esta simetŕıa se refleja en el espacio de momentos como una orientación paralela

del esṕın en cierta dirección, independiente de k, y por lo tanto el mecanismo D’yakonov y Perel’ se

desactiva. Como consecuencia, en el espacio de coordenadas, el esṕın depende únicamente de la posición

espacial del electrón, y experimenta una rotación bien definida cuando este último recorre el plano del gas.

Tomando como inspiración este trabajo, en esta tesis se deriva el Hamiltoniano de un GE2D con inter-

acción esṕın-órbita, tipo Rashba y tipo Dresselhaus, para una dirección de crecimiento cristalográfica
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arbitraria; posteriormente, este se utiliza para estudiar, mediante el formalismo de la teoŕıa de respuesta

lineal y fórmula de Kubo, funciones respuesta como la conductividad óptica y la conductividad de esṕın

cuando al gas se le aplica un campo eléctrico uniforme que oscila en el tiempo. De esta manera se pueden

observar los efectos de la dirección cristalina sobre estas cantidades relacionadas con fenómenos como

la absorción óptica y el efecto Hall de esṕın en el GE2D.

Otro tema a tratar en este trabajo es la Fase Geometrica o Fase de Berry, un factor de fase de origen

topológico que surge de una evolución adiabática de estados cuánticos cuando parámetros externos al

sistema cuántico cambian lentamente creando una trayectoria cerrada en el espacio de estos mismos

parámetros.

Existen dos ideas centrales en este concepto. La primera de ellas es la adiabaticidad, y se refiere a los

cambios lentos en un sistema. Mientras que lo estático es aquello que no cambia y lo dinámico es aquello

que śı lo hace, lo adiabático es lo que está en el ĺımite entre los dos. La segunda idea principal es el

cambio global en un sistema sin que exista uno local. En geometŕıa, un ejemplo claro de este fenómeno

es el transporte paralelo de vectores a lo largo de una trayectoria cerrada sobre una esfera (Wilczek y

Shapere, 1989).

Aun cuando la fase geométrica es un concepto que se pasó por alto hasta 1984, cuando el f́ısico Michael

Berry lo descubrió, hoy en d́ıa se encuentra en cualquier libro de texto de mecánica cuántica (Griffiths

y Schroeter, 2018; Shankar, 1994). Es un poderoso y muy valioso concepto unificador, especialmente

en esta época en que existe una especialización continua de las ciencias f́ısicas. En su libro Topological

Insulators and Topological Superconductors, Bernevig y Hughes dicen: “La fase de Berry es el concepto

más importante en teoŕıa de bandas topológicas”.

Mientras que la fase de Berry es atrayente por si misma, en esta tesis se estudia una posible conexión

entre la conductividad Hall de esṕın en un GE2D y la fase geométrica; algo interesante, pues relaciona

una cantidad de origen topológico con una propiedad de transporte, algo que hace recordar al famoso

efecto Hall cuántico. Esto motivados por un estudio donde se encuentra que existe una relación entre la

fase geométrica y la conductividad Hall de esṕın cuando el gas es crecido en la dirección cristalográfica

[001] (Shen, 2004). Mientras que ya existe una investigación de esta relación para un Hamiltoniano esṕın-

órbita general (Chen et al., 2014), esta se limita a un campo Ω sin componente z, es decir Ωz = 0. Por

lo cual, en este trabajo se buscaŕıa hacer el cálculo para el Hamiltoniano H = ~
2σ ·Ω con Ωz 6= 0.
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1.1. Antecedentes

En las heteroestructuras semiconductoras con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus,

espećıficamente en un GE2D, se da un desdoblamiento de los estados de esṕın incluso en ausencia de un

campo magnético externo. Este comportamiento se debe a que el acoplamiento esṕın-órbita actúa como

un campo magnético efectivo Ω(k) que depende del vector de onda, al que usualmente se le conoce como

campo esṕın-órbita. Este desdoblamiento asemeja a uno de tipo Zeeman pero en el espacio de momentos.

Por otra parte, se ha encontrado, teórica y experimentalmente, que es posible inducir una polarización

de esṕın mediante un campo eléctrico y no solo eso, sino que también puede darse el fenómeno de

Efecto Hall de esṕın (D’yakonov y Perel’, 1971; Kato et al., 2004b; Sih et al., 2005); este consiste en la

acumulación de electrones en bordes opuestos de un canal conductor, en este caso el GE2D; mientras

que los electrones de un lado tiene esṕın hacia arriba, los del lado contrario tienen esṕın hacia abajo.

La idea es que cuando se aplica el campo eléctrico, el campo esṕın-órbita produce una torca sobre el

esṕın de los electrones que puede producir una corriente de esṕın. Al efecto Hall de esṕın inducido por

un campo eléctrico se le conoce como efecto Hall de esṕın intŕınseco (Sinova et al., 2004) debido a que

surge como resultado de la estructura cristalina del material, a diferencia del extŕınseco, el cual ocurre

debido a la presencia de impurezas (Engel et al., 2005).

Otro aspecto interesante de estos gases, como se mencionó antes, es la posibilidad de tener una simetŕıa

de esṕın. Al considerar la dirección de crecimiento [001], se ha observado que la simetŕıa SU(2), y sus

efectos en el sistema, pueden lograrse ajustando el parámetro esṕın-órbita de Rashba α para que este

sea igual en magnitud al de Dresselhaus, β[001] (Kohda et al., 2012; Koralek et al., 2009; Schliemann et

al., 2003). En distintos materiales se han estimado, experimentalmente, valores de α del orden de 10−11

y 10−12 eV m dependiendo de la densidad electrónica y del voltaje de compuerta utilizado para variar

este parámetro (Nitta et al., 1997, 2009). Por otra parte, el parámetro de Dresselhaus es proporcional a

γ(π/Lz)
2 (no solamente para la direccion [001]), donde γ es un parámetro efectivo de acoplamiento y

Lz es el ancho del pozo. Para γ se han determinado valores de γ = 24 eV Å3 en GaAs y 130 eV Å3 en

InAs (Perel’ et al., 2003). Bajo esta simetŕıa SU(2) se presentan algunos fenómenos destacables en el

GE2D. Uno de estos es que el eje de precesión del esṕın, es decir la dirección del campo esṕın-órbita, deja

de depender del vector de onda, lo que da lugar a la posibilidad de que el esṕın del electrón mantenga

una dirección de polarización en el espacio de momentos que se manifiesta en el espacio de coordenadas

como una Hélice de esṕın (en inglés, Persistent Spin Helix), fenómeno en el cual el esṕın de los electrones

que atraviesan el sistema sufre una rotación que va como función de la posición del electrón (Bernevig
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et al., 2006). Como consecuencia, se tiene que el tiempo de vida del esṕın se vuelve, en teoŕıa, infinito.

Incluso antes, fenómenos observados hab́ıan llevado a proponer, por ejemplo, un Transistor de Efecto de

campo de Esṕın (del inglés Nonballistic Spin-Field-Effect Transistor) resistente a procesos de dispersión

independientes de esṕın (Schliemann et al., 2003).

Otras peculiaridades de este sistema cuando α = β son, por ejemplo, la anulación de las contribuciones

de los acoplamientos esṕın-órbita tipo Rashba y Dresselhaus a la conductividad de carga y la conduc-

tividad de esṕın (Maytorena et al., 2006); también existe una eliminación de batimientos de esṕın en

oscilaciones de magnetoresistividad; deja de haber Zitterbewegung (del aleman, Bewegung, ‘movimento’

y zitter ‘tremuloso, tembloroso’), movimiento de vibración muy rápido alrededor de la trayectoria clásica

de una part́ıcula como los electrones y otras part́ıculas de esṕın 1/2 (Biswas y Ghosh, 2012; Schliemann

et al., 2006); desaparición de todo rastro esṕın-órbita sobre dinámica de plasmones (Badalyan et al.,

2009).

La simetŕıa SU(2), sin embargo, no es exclusiva de la dirección de crecimiento cristalográfica [001]. El

Hamiltoniano del GE2D crecido en otras direcciones de alta simetŕıa, como lo son la dirección [110] y

[111], también puede presentar este tipo de simetŕıa. En estas direcciones el parámetro α también debe

ajustarse de forma que se posibilita la simetŕıa SU(2) del sistema. En el caso de la dirección [110] el

requerimiento es que α = 0 mientras que para la dirección [111] es necesario que α se cancele exacta-

mente con β[111] (α+ β[111] = 0).

Preguntas que surgen muy naturalmente, y que se hizo un grupo de investigación, son: ¿qué direcciones

de crecimiento del GE2D posibilitan el tener una simetŕıa SU(2)? y ¿qué relación entre los parámetros

esṕın-órbita debe existir para que se lleve a cabo?. Esto fue parte de una publicación reciente (Kam-

mermeier et al., 2016), donde se encontró que para poder obtener una simetŕıa SU(2) del Hamiltoniano

lineal en k de un GE2D es necesario que el gas sea crecido en una dirección en que al menos dos de

los ı́ndices de Miller coincidan en módulo. Además, obtuvieron una expresión para la relación necesaria

entre los parámetros esṕın-órbita que permite el estado de la simetŕıa SU(2). También se encontró que

incluso tomando en cuenta términos cúbicos de la interacción esṕın-órbita tipo Dresselhaus, es posible

obtener una simetŕıa SU(2) para las direcciones [111] y [110] en espećıfico.

En otra investigación se estudió el efecto Hall de esṕın en el GE2D con interacción esṕın-órbita crecido

en la dirección [001] (Shen, 2004), en el cual una corriente de esṕın perpendicular al campo eléctrico
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inductor es generada, ya sea por el acoplamiento de Rashba o de Dresselhaus. Se observó que el valor

de la conductividad Hall de esṕın es independiente de la fuerza de los acoplamientos, sin embargo, su

signo está determinado por la relación de los parámetros esṕın-órbita. Por lo tanto, la dirección de esta

corriente puede ser controlada mediante el ajuste del parámetro de Rashba, α, mediante un voltaje de

compuerta. Otro resultado, y por el cual esta investigación es mencionada en esta sección, es el de la

relación entre la conductividad Hall de esṕın y la fase de Berry de los electrones en el gas

σsH =
e

8π2
γ±. (1.3)

Esta ecuación muestra una relación entre una propiedad de transporte, como lo es la conductividad

Hall de esṕın, y una cantidad de origen topológico como la fase geométrica. La relación entre estas dos

cantidades recuerda al extraordinario caso del efecto Hall cuántico (Klitzing et al., 1980), donde existe

una relación entre la conductancia Hall y el número de Chern. En algunos art́ıculos (Jia y Berakdar,

2011; Murakawa et al., 2013) se menciona esta relación y parece sugerirse que tal conexión es natural;

sin embargo, en otro estudio en el que se considera un campo Ω sin componente z se encontró que no es

algo general (Chen et al., 2014), sino un caso espećıfico. Además, esta investigación también realiza el

estudio utilizando la definición de conductividad de esṕın que toma en cuenta la contribución de torca de

esṕın (del inglés Spin-Torque). El hecho de que se haya considerado Ωz = 0 deja lugar a una ampliación

de dicha investigación donde śı se considere la componente fuera del plano xy.

Mientras que, como se menciona en este caṕıtulo, ya hay estudios del GE2D con dirección de crecimien-

to general, solamente se han estudiado algunos de los fenómenos de interés que se manifiestan en este

sistema. Por lo cual, este trabajo de tesis se encarga, en primera instancia, de obtener una expresión

para el Hamiltoniano del gas con dirección de crecimiento arbitraria. Esto para posteriormente estudiar

algunas de las funciones respuesta que se presentan al aplicar un campo eléctrico de frecuencia fini-

ta al gas. Espećıficamente se calculan la conductividad de carga y la conductividad Hall de esṕın. Se

busca observar los efectos de la orientación cristalográfica sobre estas funciones observando su espectro

y, además, la posibilidad de relacionar nuestros resultados con las condiciones necesarias para obtener

una simetŕıa SU(2) mencionadas previamente; esto último encontrando las direcciones de crecimiento

cristalino y condiciones bajo las cuales se anulan las conductividades. Por otro lado, en este trabajo

también se estudia una posible relación general, no solamente para la dirección de crecimiento [001],

entre la conductividad Hall de esṕın y la fase de Berry tomando en cuenta Ωz 6= 0.
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1.2. Hipótesis

La forma del espectro de las funciones respuesta, conductividad de carga y conductividad de esṕın,

en presencia de un campo eléctrico AC presentará un cambio significativo dependiendo de la dirección

de crecimiento cristalográfico del GE2D con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus.

Además, ambas funciones respuesta se anularán cuando se presenten las condiciones de simetŕıa SU(2)

en el Hamiltoniano. Por otra parte, no existirá una relación entre la fase de Berry y la conductividad Hall

de esṕın para cualquier dirección de crecimiento del GE2D.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Determinar el efecto de la dirección de crecimiento cristalográfico de un GE2D con interacción esṕın-

órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus sobre los espectros de las funciones respuesta, conductividad de

carga y conductividad de esṕın, presentes al aplicar un campo eléctrico AC. Además, determinar las

condiciones para las cuales es posible anular ambas conductividades. Asimismo, concretar las direcciones

que posibilitan la existencia de una relación entre la conductividad Hall de esṕın estática y la fase de

Berry.

1.3.2. Objetivos espećıficos

Calcular las propiedades del estado base de un GE2D con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y

tipo Dresselhaus con términos lineales y cúbicos.

Derivar el Hamiltoniano de un GE2D con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus

lineal y cúbico para una dirección de crecimiento arbitraria.

Obtener expresiones generales de las funciones respuesta, conductividad eléctrica y conductividad

de esṕın, para un Hamiltoniano de la forma ~
2σ · Ω(k) perturbado por un campo eléctrico AC,

mediante el formalismo de la teoŕıa de respuesta lineal y fórmula de Kubo.

Obtener expresiones de las funciones respuesta, conductividad eléctrica y conductividad de esṕın,

del GE2D con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k para una dirección

de crecimiento arbitraria en presencia de un campo eléctrico AC.
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Hacer el cálculo numérico de las funciones respuesta, conductividad eléctrica y conductividad de

esṕın, del GE2D con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k para una

dirección de crecimiento arbitraria en presencia de un campo eléctrico AC.

Obtener expresiones de la conductividad Hall de esṕın estática y de la fase de Berry del GE2D

con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k para una dirección de

crecimiento arbitraria.
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Caṕıtulo 2. Hamiltoniano de un sistema cuántico con in-

teracción esṕın-órbita

Uno de los sistemas cuánticos más simples que puede existir es el de dos niveles energéticos, y el Ha-

miltoniano que describe un gas electrónico bidimensional (GE2D) con interacción esṕın órbita puede

escribirse como uno de estos. En este caṕıtulo se dan algunos ejemplos de sistemas de dos niveles, entre

los cuales se encuentra el gas estudiado en esta tesis. Posteriormente, se muestra el Hamiltoniano del

sistema, sus propiedades espectrales y los correspondientes Hamiltonianos de las contribuciones esṕın-

órbita principales, Rashba y Dresselhaus. De la contribución de Dresselhaus se muestran expĺıcitamente

los campos esṕın-órbita de los casos de pozos cuánticos formados en heteroestructuras crecidas en las

direcciones cristalográficas [001], [110] y [111]. Esto para dar a entender cómo cambia la forma de los

Hamiltonianos dependiendo de la orientación cristalina y en el caṕıtulo siguiente tomar el problema de

la dirección arbitraria.

2.1. Hamiltoniano general de dos niveles

El Hamiltoniano que describe un sistema de dos niveles puede expresarse en términos del vector de las

matrices de Pauli1 σ = (σx, σy, σz) como

H(k) = ε0(k) + σ · d(k) (2.1)

Algunos fenómenos que describe este Hamiltoniano son, además del GE2D, el de un campo magnéti-

co externo actuando sobre una part́ıcula con esṕın 1
2 , el modelo clásico de Rabi para la interacción

de un átomo de dos niveles con un campo electromagnético, gases bidimensionales de huecos con in-

teracción esṕın-órbita, sistemas de Dirac bidimensionales con d(kx, ky) = (vkx, vky,m) (Shen, 2012;

Tkachov, 2015), etc. Para el sistema que nos interesa en este trabajo (GE2D), d(k) corresponde a un

campo “magnético” efectivo generado por la interacción esṕın-órbita; sin embargo, se desarrollarán y se

obtendrán expresiones generales en las que no se especifica la forma funcional del campo vectorial d(k).

1σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.
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2.2. Propiedades espectrales

Considerando un GE2D en z = 0, el Hamiltoniano (2.1) puede escribirse de la siguiente manera

H(k) = ε0(k) +HSO = ε0(k) +
~
2
σ ·Ω(k), ε0(k) =

~2k2

2m∗
, (2.2)

donde ε0(k) es, en este caso, el término de la enerǵıa cinética de los electrones moviéndose libremen-

te en el plano xy del gas, mientras que el segundo término del Hamiltoniano describe la interacción

esṕın órbita en el GE2D; a ~Ω(k)/2 = (~/2)(Ωxx̂ + Ωyŷ + Ωzẑ) se le conoce usualmente como cam-

po esṕın-órbita; k = (kx, ky, 0) es el vector de onda bidimensional del electrón. Aunque nos referimos

al GE2D, está claro que el Hamiltoniano (2.2) puede referirse a muchos otros sistemas descritos por (2.1).

El campo esṕın-órbita puede escribirse como

Ω(k) = Ω‖(k) + Ωz(k)ẑ = Ω(k)Ω̂ (2.3)

donde Ω‖(k) = Ωx(k)x̂ + Ωy(k)ŷ, Ω(k) = |Ω(k)| y

Ω̂ = sen Θ cosφ x̂ + sen Θ senφ ŷ + cos Θ ẑ. (2.4)

Para diagonalizar el Hamiltoniano se procede a transformarlo por medio de U = σ · m̂ con el vector m̂

dado por

m̂ = sen(Θ/2) cosφ x̂ + sen(Θ/2) senφ ŷ + cos(Θ/2)ẑ. (2.5)

Se puede ver de (2.3) y (2.4) que cos Θ = Ωz/Ω y sen Θ = Ω‖/Ω, por lo tanto

cos (Θ/2) =

√
Ω + Ωz

2Ω
≡ N+ (2.6)

sen (Θ/2) =

√
Ω− Ωz

2Ω
≡ N− (2.7)

y el operador U puede escribirse como

U = σ · m̂ =

 N+ N− e
−iφ

N− e
iφ −N−

 . (2.8)
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Utilizando la identidad (σ · a)(σ · b) = iσ · (a× b) + (a · b)I se demuestra que

H ′(k) = UHU † = (σ · m̂)[ε0(k)I +
~
2

Ω(k)σ · Ω̂](σ · m̂)

= ε0(k)I +
~
2

Ω(k)(σ · m̂)(σ · Ω̂)(σ · m̂)

= ε0(k)I +
~
2

Ω(k)σz

(2.9)

H ′(k) =

ε0(k) + ~
2Ω(k) 0

0 ε0(k)− ~
2Ω(k)

 , (2.10)

por lo tanto, los valores propios de la enerǵıa son

ελ(k) ≡ ε0(k) + λ
~
2

Ω(k), λ = ±1. (2.11)

De esta manera, la ecuación de Shrödinger queda como

H ′(k) |ψ′λ〉 = ελ(k) |ψ′λ〉 , (2.12)

y la obtención de los estados se reduce al problema de eigenvalores de la matriz σz:

σz |ψ′λ〉 = ± |ψ′λ〉 (2.13)

donde |ψ′λ〉 = U |ψλ〉. A partir de los resultados |ψ′+〉 =

1

0

 y |ψ′−〉 =

0

1

, los estados |ψλ〉 = U † |ψ′λ〉

son

|ψ+〉 = U †

1

0

 =

 cos(Θ/2)

sen(Θ/2) eiφ

 =

 N+

N− e
iφ

 (2.14)

|ψ−〉 = U †

0

1

 =

sen(Θ/2) e−iφ

− cos(Θ/2)

 = e−iφ

 N−

−N+ eiφ

 . (2.15)

Podemos escribir entonces

|λk〉 ≡ |ψλ〉 =

 Nλ

λN−λ e
iφ

 (2.16)

donde

Nλ ≡
√

Ω + λΩz

2Ω
, N2

λ +N2
−λ = 1, tanφ =

Ωy

Ωx
. (2.17)

La diferencia en el signo del segundo término de (2.11) deja ver el rompimiento de la degeneración de
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los estados de esṕın debido al acoplamiento esṕın-órbita, expresado por la diferencia

ε+(k)− ε−(k) = ~Ω(k). (2.18)

El resultado de calcular el valor esperado del operador de esṕın en el estado |λ〉 nos da la orientación del

esṕın, la cual depende del vector de onda k; esto es

~
2
〈σ(k)〉λ ≡

~
2
〈λ|σ |λ〉

= λ
~
2

Ω(k)

Ω(k)
.

(2.19)

Este resultado nos indica que 〈σ(k)〉λ ‖ Ω(k), es decir, la orientación del esṕın se alinea con el campo

esṕın órbita Ω(k), lo que nos permite visualizar Ω(k) como un campo ”magnético” efectivo actuando

sobre el esṕın del electrón y causa un desdoblamiento tipo Zeeman sobre los estados en el espacio de

momentos.

El hecho de que la magnitud y dirección de Ω(k) vaŕıe con k significa que es posible encontrar una

orientación local del esṕın en el espacio de momentos k, de modo que al promediar sobre todas estas

orientaciones se obtiene ∑
k,λ

〈σ(k)〉λ = 0, (2.20)

lo que nos dice que no existe una polarización neta de esṕın.

En el estado base, es decir a T = 0, las sub-bandas de enerǵıa ελ(k) están llenas hasta la misma enerǵıa

de Fermi. A las curvas de enerǵıa constante determinadas por

ελ(kλF (θ), θ) = εF (2.21)

se les conoce como contornos de Fermi. Cada sub-banda de enerǵıa, ε+(k) y ε−(k), tiene su kλF (θ)

caracteŕıstica, k+
F (θ) y k−F (θ) respectivamente, que satisface a una de estas curvas, donde θ es el ángulo

polar de k en el plano xy, esto es, k = (kx, ky) = k(cos θ, sen θ).

2.3. Acoplamiento esṕın-órbita de Rashba

A partir de esta sección, en el caṕıtulo se mostrarán los Hamiltonianos de Rashba y Dresselhaus para

las direcciones más comúnmente utilizadas, y después, en el Caṕıtulo 3 se considerará el problema de
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escribir un Hamiltoniano correspondiente a una dirección arbitraria.

El Hamiltoniano que describe un GE2D con interacción Rashba respecto a los ejes x, y, y z está dado

por (Žutić et al., 2004)

H =
~2k2

2m∗
+HR

=
~2k2

2m∗
+

~
2
σ ·ΩR(k)

=
~2k2

2m∗
+ α (kyσx − kxσy)

(2.22)

donde el campo esṕın-órbita es
~
2
ΩR(k) = α (k× ẑ) . (2.23)

Este resultado indica que k ⊥ ΩR(k) y que ambos vectores se encuentran en el plano xy, lo que se

puede observar en la Figura 1 donde se ilustra la orientación del esṕın en el estado |λk〉

〈σ〉Rλ = λ(k̂× ẑ) = −λθ̂. (2.24)

Cabe recordar que la contribución esṕın-órbita tipo Rashba es generada por la asimetŕıa de inversión

estructural (SIA, del inglés Structure Inversion Asymmetry) y provee la posibilidad controlar la precesión

del esṕın mediante voltajes externos.

Figura 1: Distribución de la orientación de esṕın en el estado |λ(k)〉 de un GE2D con interacción esṕın-órbita
tipo Rashba.
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2.4. Acoplamiento esṕın-órbita de Dresselhaus lineal y cúbico

La contribución al Hamiltoniano por parte de la interacción de Dresselhaus con respecto a los ejes

x ‖ [100], y ‖ [010] y z ‖ [001] es (Žutić et al., 2004)

H =
~2k2

2m∗
+HD

=
~2k2

2m∗
+ γ

[
σxkx

(
k2
y − k2

z

)
+ σyky

(
k2
z − k2

x

)
+ σzkz

(
k2
x − k2

y

)] (2.25)

con un campo esṕın-órbita

~
2
ΩD(k) = γ

[
kx
(
k2
y − k2

z

)
, ky

(
k2
z − k2

x

)
, kz
(
k2
x − k2

y

)]
, (2.26)

donde γ es un parámetro efectivo de acoplamiento y k = (k‖, kz) = (kx, ky, kz). Para pozos cuánticos

suficientemente angostos, las componentes del vector de onda normal al plano del gas se promedian.

Para el caso particular de la dirección [001] esto es kz → 〈k̂z〉 = 〈i∂z〉 = 0 y k2
z → 〈k̂2

z〉. De esta manera

el Hamiltoniano (2.25) toma la forma

H[001] =
~2k2

2m∗
+ γ

[
ky 〈k̂2

z〉σy − kx 〈k̂2
z〉σx

]
+ γ

[
kxk

2
yσx − kyk2

xσy
]
, (2.27)

la cual todav́ıa puede reducirse más si se toma en cuenta que para k‖ pequeños, el término lineal en k

se vuelve dominante respecto al término cúbico. De forma que la expresión lineal en k del Hamiltoniano

de un GE2D crecido en la dirección [001] con interacción tipo Dresselhaus es

H[001] =
~2k2

2m∗
+ γ 〈k̂2

z〉 (kyσy − kxσx) , (2.28)

donde comúnmente el parámetro esṕın-órbita de Dresselhaus para esta dirección de crecimiento γ 〈k̂2
z〉

se expresa como β[001]. En la Figura 2 se observa la orientación del esṕın producida por el acoplamiento

Dresselhaus para la dirección de crecimiento [001]

〈σ〉D[001]
λ = λ(− cos θx̂ + sen θŷ), (2.29)

claramente distinta a la del acoplamiento Rashba (Figura 1). A diferencia de la contribución tipo Rashba,

la contribución al acoplamiento esṕın-órbita tipo Dresselhaus es intŕınseca del material y es producida

debido al rompimiento de la simetŕıa de inversión espacial en el bulto (BIA, del inglés Bulk Inversion

Asymmetry).
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Figura 2: Distribución de la orientación de esṕın en el estado |λk〉 de un GE2D con interacción esṕın-órbita tipo
Dresselhaus.

2.5. Campo esṕın-órbita y orientación cristalina

Cuando se considera un GE2D crecido en una dirección distinta a la [001] (x ‖ [100] , y ‖ [010] , z ‖ [001])

es necesario hacer una transformación de z ‖ [001] a z′ ‖ [hkl], donde [hkl] son los ı́ndices de Miller que

indican la dirección de crecimiento del gas. Ahora, aun cuando el Hamiltoniano de interacción esṕın-

órbita tipo Rashba que se expresó en (2.22) es respecto a los ejes x, y y z, cuando se elije una orientación

del gas arbitraria y se rotan los ejes de referencia, el campo esṕın-órbita mantiene su forma

~
2
ΩR(k′) = α(k′ × ẑ′),

~
2

ΩR
i = αεijz′k

′
j (i, j = x, y, z), (2.30)

donde la prima en k′ indica que el vector de onda se encuentra en referencia de los nuevos ejes x′y′z′.

Aqúı puede observarse que el campo esṕın-órbita correspondiente al acoplamiento tipo Rashba nunca

sale del plano del gas.

Por otro lado, la expresión (2.25) para la interacción tipo Dresselhaus, al ser transformada mediante la

rotación de los ejes de referencia śı presenta un cambio significativo, a diferencia del acoplamiento Rashba,

en el campo esṕın-órbita; de manera que existe un campo ΩD distinto para cada dirección de crecimiento

cristalográfico. Por ejemplo, para las direcciones más estudiadas, de alta simetŕıa, considerando términos

lineales en k′‖, las expresiones del campo son:

Dresselhaus [001]
~
2
ΩD(k′) = β[001](k

′
yŷ
′ − k′xx̂′), β[001] = γ 〈k̂′2z 〉 (2.31)
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Dresselhaus [110]
~
2
ΩD(k′) = β[110]k

′
xẑ
′, β[110] =

1

2
γ 〈k̂′2z 〉 (2.32)

Dresselhaus [111]

~
2
ΩD(k′) = β[111](k

′
yx̂
′ − k′xŷ′) = β[111](k

′ × ẑ′), β[111] =
2√
3
γ 〈k̂2

z〉 . (2.33)

Donde para una dirección de crecimiento [001], como se mencionó antes, los ejes x′, y′ y z′ corresponden

a los ejes cristalográficos [100], [010] y [001] respectivamente; para la dirección de crecimiento [110] se

tiene que x′ ‖ [110], y′ ‖ [001] y z′ ‖ [110]; mientras que para la dirección [111], x′ ‖ [112], y′ ‖ [110]

y z′ ‖ [111]. En esta sección se muestran expĺıcitamente los campos ΩD para las direcciones de alta

simetŕıa simplemente para evidenciar el cambio que sufre el Hamiltoniano de Dresselhaus al llevar a cabo

una rotación de los ejes de referencia. En el siguiente caṕıtulo se determinará la forma que adquiere la

expresión para una dirección arbitraria.

Un caso particular es el de la dirección [111], para la cual el campo de Dresselhaus toma la forma del

de Rashba, lo que provoca que, cuando existen ambos tipos de interacción esṕın-órbita, el Hamiltoniano

total es formalmente idéntico al (2.22); solamente se necesita el cambio de variable α→ α̃ = α+β[111].

Si se consideran sólo términos lineales en k del campo esṕın-órbita de Dresselhaus, el Hamiltoniano que

considera ambos tipos de interacción puede escribirse como

~
2

Ωi(k
′) = µ′ijk

′
j (i, j = x, y, z) (2.34)

donde, para los tres casos espećıficos ([001]; [110]; [111]) µ′ij es

µ′ij =


−β[001] α 0

−α β[001] 0

0 0 0

 ; µ′ij =


0 α 0

−α 0 0

β[110] 0 0

 ; µ′ij =


0 α̃ 0

−α̃ 0 0

0 0 0

 . (2.35)

La magnitud del campo esṕın-órbita está dada por

~
2

Ω(k′) =
√
µ′ijµ

′
ilk
′
jk
′
l = kg[hkl](θ) (2.36)

donde g[hkl](θ) se obtiene de transformar a coordenadas polares (k = (kx, ky) = k(cos θ, sen θ)) de
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manera que, expĺıcitamente

g[001](θ) =
√
α2 + β2

[001] − 2αβ[001] sen 2θ,

g[110](θ) =
√
α2 + β2

[110] cos2 θ,

g[111](θ) = α̃.

(2.37)

De forma general, la función g[hkl](θ) está dada por

g2
[hkl](θ) = µ′ixµ

′
ix cos2 θ + µ′iyµ

′
iy sen2 θ + 2µ′ixµ

′
iy sen θ cos θ

=
1

2
(µ′ixµ

′
ix + µ′iyµ

′
iy) +

1

2
(µ′ixµ

′
ix − µ′iyµ′iy) cos 2θ + 2µ′ixµ

′
iy sen 2θ

=
1

2
(|µ′

x|
2 + |µ′

y|
2) +

1

2
(|µ′

x|
2 − |µ′

y|
2) cos 2θ + 2µ′

x · µ
′
y sen 2θ,

(2.38)

donde los vectores µ′
i están definidos por la columna j de la matriz µ′ij ((µ′

i)j = µ′ji), esto es

µ′
x =


µ′xx

µ′yx

µ′zx

 , µ′
y =


µ′xy

µ′yy

µ′zy

 . (2.39)

De esta manera se pueden expresar, en coordenadas polares, las relaciones de dispersión (2.11) como

ελ(k, θ) =
~2

2m∗
{[k + λkso(θ)]

2 − k2
so(θ)} (2.40)

mientras que kλF (θ) es

kλF (θ) =

√
2m∗

~2
εF + k2

so(θ)− λkso(θ) (2.41)

y la enerǵıa de Fermi está dada por

εF =
~2

2m∗
(2πn− 2q2

so) (2.42)

donde n es la densidad electrónica,

kso(θ) =
m∗g[hkl](θ)

~2
, (2.43)

y

q2
so =

1

2π

∫ 2π

0
k2
so(θ)dθ. (2.44)

Esto indica que la enerǵıa de Fermi εF depende esencialmente de la densidad electrónica n, la masa

efectiva m∗ y los parámetros de interacción esṕın órbita de Rashba y Dresselhaus. En gases electrónicos
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bidimensionales, las concentraciones electrónicas vaŕıan, por lo general, de 5×1011 a 1012 cm−2 (Sinitsyn

et al., 2004).
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Caṕıtulo 3. Hamiltoniano de un GE2D con orientación cris-

talina arbitraria

Como ya se mencionó, para obtener el Hamiltoniano de un gas electrónico 2D crecido en una dirección

distinta a la [001], hace falta hacer una rotación del sistema de referencia. Mediante esta rotación se

obtienen tres nuevos ejes cartesianos donde el eje z′ es perpendicular al plano del gas y forma un sistema

derecho con x′ y y′. Si se considera un GE2D cuya orientación cristalina está definida por el vector

n̂ = nxx̂ + nyŷ + nzẑ, donde x̂ ‖ [100], ŷ ‖ [010] y ẑ ‖ [001], el campo esṕın-órbita de Rashba está

descrito por
~
2

ΩR
i (k) = αεijlnlkj , (3.1)

mientras que la expresión del campo de Dresselhaus con términos cúbicos en k es (Žutić et al., 2004)

~
2

ΩD
i =

1

2
γεijlkjλlrskrks, (3.2)

donde εijl es el tensor de Levi-Civita y λijl = |εijl|. Al considerar un pozo cuántico suficientemente

angosto y valores de k‖ pequeños, se obtiene la forma lineal de este campo esṕın-órbita2

~
2

ΩD(1)

i = γk2
n

(
εiplλjql +

1

2
εijlλpql

)
npnqkj (3.3)

donde el factor k2
n = 〈(k · n̂)2〉 es el valor esperado del cuadrado de la componente normal al plano del

vector de onda.

Tomando en cuenta Rashba (3.1) y Dresselhaus lineal (3.3), el campo esṕın-órbita puede escribirse

~
2

Ωi(k) = µijkj (3.4)

2El promedio cuántico puede hacerse utilizando la fórmula 〈k̂ik̂j k̂l〉 = k2
n(kinjnl + kjnlni + klninj) + kikjkl (Žutić

et al., 2004)
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donde

µij = αεijlnl + γk2
n

(
εiplλjql +

1

2
εijlλpql

)
npnq

= α


0 nz −ny

−nz 0 nx

ny −nx 0

+ γk2
n


n2
y − n2

z 2nxny −2nxnz

−2nynx n2
z − n2

x 2nynz

2nznx −2nzny n2
x − n2

y


= αRij + γk2

nDij

(3.5)

y Rij y Dij están definidos por

Rij = εijlnl (3.6)

Dij =

(
εiplλjql +

1

2
εijlλpql

)
npnq. (3.7)

3.1. Matriz de rotación

La transformación xyz → x′y′z′ está determinada por la transformación v′ = Mv donde M es una

matriz ortogonal de rotación. Aśı pues, lo que se busca es una matriz M que satisfaga

M


lx

ly

lz

 =


1

0

0

 , M


mx

my

mz

 =


0

1

0

 , M


nx

ny

nz

 =


0

0

1

 . (3.8)

donde l̂ = lxx̂ + lyŷ + lzẑ y m̂ = mxx̂ +myŷ +mzẑ son vectores ortonormales en el plano del gas con

la dirección de los nuevos ejes de referencia x′ y y′ respectivamente, de manera que n̂ = l̂× m̂.

Los elementos de la matriz M pueden ser expresados en términos de los ángulos de Euler (θ, φ, ψ), de

manera que

M =


cos(ψ) cos(φ)− cos(θ) sen(φ) sen(ψ) cos(ψ) sen(φ) + cos(θ) cos(φ) sen(ψ) sen(ψ) sen(θ)

− sen(ψ) cos(φ)− cos(θ) sen(φ) cos(ψ) − sen(ψ) sen(φ) + cos(θ) cos(φ) cos(ψ) cos(ψ) sen(θ)

sen(θ) sen(φ) − sen(θ) cos(φ) cos(θ)

 .

(3.9)

Estos ángulos están definidos como tres ángulos sucesivos de rotación. Esta secuencia comienza por
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rotar el sistema de ejes original un ángulo φ alrededor del eje z, obteniendo aśı un nuevo sistema de

ejes ξηζ; posteriormente se rota este nuevo sistema de referencia alrededor del eje ξ un ángulo θ para

obtener los ejes ξ′η′ζ ′; por último los ejes ξ′η′ζ ′ se rotan un ángulo ψ alrededor del eje ζ ′ consiguiendo

el sistema de ejes de referencia deseado x′y′z′. La transformación inversa del sistema, x′y′z′ → xyz,

está determinada por v = MTv′ puesto que M−1 = MT , donde T indica la operación traspuesta. Otra

caracteŕıstica importante de la matriz es que det(M) = 1 (Goldstein et al., 1980).

A partir de (3.9) se obtienen expresiones de los ángulos de Euler en función de las componentes de los

vectores l̂, m̂ y n̂

cos θ = nz, sen θ = n‖,

cosφ = −ny
n‖
, senφ =

nx
n‖
,

cosψ =
mz

n‖
, senψ =

lz
n‖
,

(3.10)

donde n‖ =
√
n2
x + n2

y =
√

1− n2
z. La derivación de estas expresiones puede encontrarse en el Apéndice

A. Estos ángulos pueden relacionarse con aquellos del vector n̂ con respecto a los ejes xyz. De manera

que si n̂ = nxx̂ + nyŷ + nzẑ = sen Θ cosϕx̂ + sen Θ senϕŷ + cos Θẑ, entonces θ = Θ y φ = ϕ+ π/2.

Sustituyendo en (3.9) y tomando en cuenta la ortogonalidad de la matriz y los vectores se obtiene una

nueva expresión de la matriz de rotación

Mij = δixlj + δiymj + δiznj (3.11)

M =


lx ly lz

mx my mz

nx ny nz

 . (3.12)

Por lo general, las direcciones cristalográficas en estado sólido son representadas por medio de ı́ndices

de Miller. Por tal motivo se ha llevado a cabo la derivación de esta matriz, compuesta de tres vectores,

con la cual resulta mucho más sencillo y natural llevar a cabo la rotación del sistema de coordenadas,

como se verá en la siguiente sección.
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3.2. Transformación del Hamiltoniano

Una vez obtenida la matriz (3.12) lo que se hace es sustituir en el Hamiltoniano esṕın-órbita HSO =

~
2σ ·Ω(k) las transformaciones


kx

ky

kz

 = MT


k′x

k′y

0

 ,


σx

σy

σz

 = MT


σ′x

σ′y

σ′z

 (3.13)

que pueden escribirse como

ki = Mjik
′
j = lik

′
x +mik

′
y (3.14)

σi = Mjiσ
′
j = liσ

′
x +miσ

′
y + niσ

′
z. (3.15)

Cabe destacar que la condición k · n̂ = 0 se vuelve kini = Mjik
′
jni = (Mjini)k

′
j = δjzk

′
j = k′z = 0.

Para el Hamiltoniano lineal en k se obtiene

HSO = σiµijkj = MpiµijMqjσ
′
pk
′
q = σ′pµ

′
pqk
′
q =

~
2

Ω′pσ
′
p (3.16)

donde el campo esṕın-órbita es

~
2

Ω′p = µ′pqk
′
q (p, q = x, y, z) (3.17)

y

µ′pq = MpiµijMqj = (Mµ̄MT )pq (3.18)

siendo µ̄ la matriz con elementos µij . De esta manera se obtiene una expresión general, para una

dirección de crecimiento arbitraria, del campo esṕın-órbita que se reduce a aquellas de las direcciones de

alta simetŕıa. Por lo tanto, existe una función g[hkl](θ), que adopta la misma forma que la obtenida en

el caṕıtulo anterior, para toda dirección de crecimiento del gas.
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Desarrollando µ′pq se tiene

µ′pq = MpiµijMqj

= αMpiRijMqj + γk2
nMpiDijMqj

= αεpqz + γk2
n[(liDijljδqx + liDijmjδqy + liDijnjδqz)δpx

+ (miDijljδqx +miDijmjδqy +miDijnjδqz)δpy

+ (niDijljδqx + niDijmjδqy + niDijnjδqz)δpz]

=


γk2

nliDijlj α+ γk2
nliDijmj γk2

nliDijnj

−α+ γk2
nmiDijlj γk2

nmiDijmj γk2
nmiDijnj

γk2
nniDijlj γk2

nniDijmj γk2
nniDijnj

 ,

(3.19)

de manera que el Hamiltoniano esṕın-órbita en el sistema de referencia rotado, donde k′z = 0, queda

como

HSO = α(k′yσ
′
x − k′xσ′y) + γk2

n[(liDijljk
′
x + liDijmjk

′
y)σ
′
x

+ (miDijljk
′
x +miDijmjk

′
y)σ
′
y

+ (niDijljk
′
x + niDijmjk

′
y)σ
′
z]

=
(
σ′x σ′y σ′z

)
γk2

nliDijlj α+ γk2
nliDijmj γk2

nliDijnj

−α+ γk2
nmiDijlj γk2

nmiDijmj γk2
nmiDijnj

γk2
nniDijlj γk2

nniDijmj γk2
nniDijnj




k′x

k′y

0


(3.20)

y la matriz µ′ij puede reducirse, removiendo las componentes µ′iz, a

µ′iν =


γk2

nliDijlj α+ γk2
nliDijmj 0

−α+ γk2
nmiDijlj γk2

nmiDijmj 0

γk2
nniDijlj γk2

nniDijmj 0

 . (3.21)

Si se desarrollan los elementos de la matriz µ′iν , esta expresión del Hamiltoniano con acoplamiento esṕın-

órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus, al ser válida para cualquier dirección de crecimiento, se reduce

a aquellas obtenidas para las orientaciones [001], [110] y [111]. Los coeficientes de γk2
n se muestran

expĺıcitamente en el Apéndice B.
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3.3. Hamiltoniano de Dresselhaus con términos cúbicos en k

Por otro lado, si se desea trabajar con un Hamiltoniano con términos cúbicos, aplicando la transformacion

(3.14) a la expresión para el campo esṕın-órbita de Dresselhaus (3.2) se tiene

~
2

ΩD
i =

1

2
γεijm(Mpjk

′
p)λrsm(Mnrk

′
n)(Mqsk

′
q). (3.22)

Utilizando Mpjk
′
p = Mzjk

′
z +Mµjk

′
µ se obtiene

~
2

ΩD
i =

1

2
γεijm(Mzjk

′
z +Mµjk

′
µ)λrsm(Mzrk

′
z +Mνrk

′
ν)(Mzsk

′
z +Mρsk

′
ρ)

=
1

2
γεijmλrsm{MzjMzrMzsk

′3
z +

[
Mzj(MzrMρsk

′
ρ +MzsMνrk

′
ν) +MzrMzsMµjk

′
µ

]
k′2z

+
[
Mµjk

′
µ(MzrMρsk

′
ρ +MzsMνrk

′
ν) +MzjMνrMρsk

′
νk
′
ρ

]
k′z +MµjMνrMρsk

′
µk
′
νk
′
ρ}

(3.23)

donde los ı́ndices griegos toman valores de x y y, mientras que los latinos involucran x, y y z. Usando

la expresión anterior y σi = Mliσ
′
l, el Hamiltoniano con interacción esṕın-órbita tipo Dresselhaus para

un pozo cuántico suficientemente angosto (〈k′z〉 = 〈k′3z 〉 = 0) se puede escribir en la forma

HD = H
(1)
D +H

(3)
D = σ′ · γκ′ (3.24)

donde H
(1)
D es la parte lineal

H
(1)
D =

γ

2
σ′l 〈k′2z 〉Mliεijmλrsm

[
Mzj(MzrMρsk

′
ρ +MzsMνrk

′
ν) +MzrMzsMµjk

′
µ

]
(3.25)

y H
(3)
D la parte cúbica

H
(3)
D =

γ

2
σ′lMliεijmλrsmMµjMνrMρsk

′
µk
′
νk
′
ρ. (3.26)

Dado que Mzi = ni, H
(1)
D puede ser escrito como

H
(1)
D = σ′lγ 〈k′2z 〉Mli

(
1

2
εijmλrsm + εirmλjsm

)
nrnsMµjk

′
µ

= σ′lγ 〈k′2z 〉MliDijMµjk
′
µ

= σ′lµ
′D
lµ k
′
µ

≡ γσ′lκ
′(1)
l ,

(3.27)
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donde Dij es el tensor definido en (3.7). Cabe mencionar que esta expresión es claramente equivalente

a la parte Dresselhaus del Hamiltoniano lineal presentado anteriormente y aquella es una recuperación

espećıfica de este caso más general en donde se involucran términos cúbicos. El campo κ
′(1)
l está dado

por

κ
′(1)
l = 〈k′2z 〉MliDijMµjk

′
µ

= 〈k′2z 〉 [(liDijljk
′
x + liDijmjk

′
y)δlx + (miDijljk

′
x +miDijmjk

′
y)δly

+ (niDijljk
′
x + niDijmjk

′
y)δlz].

(3.28)

La parte del Hamiltoniano con términos cúbicos en k, H
(3)
D , puede ser escrita como

H
(3)
D = γσ′lκ

′(3)
l (3.29)

donde

κ
′(3)
l =

1

2
MliεijmλrsmMµjMνrMρsk

′
µk
′
νk
′
ρ

=
1

2
(δlxli + δlymi + δlzni)εijmλrsm(δµxlj + δµymj)(δνxlr + δνymr)(δρxls + δρyms)k

′
µk
′
νk
′
ρ

=
1

2
(δlxli + δlymi + δlzni)εijmλrsm(ljk

′
x +mjk

′
y)(lrk

′
x +mrk

′
y)(lsk

′
x +msk

′
y)

=
1

2
(δlxli + δlymi + δlzni)εijmλrsm[ljlrlsk

′3
x +mjmrmsk

′3
y

+ (ljlrms + lrlsmj + lsljmr)k
′2
x k
′
y + (ljmrms + lrmsmj + lsmjmr)k

′
xk
′2
y ].

(3.30)

La forma expĺıcita de los factores en esta última expresión puede encontrarse en el Apéndice B junto con

algunas relaciones entre las componentes de los vectores l̂, m̂ y n̂. El vector κ′(3) queda entonces, tras

utilizar dichas relaciones, de la siguiente forma

κ
′(3)
l = (· · · )k′3x + (· · · )k′3y + (· · · )k′2x k′y + (· · · )k′xk′2y

= [−δly(nxlylz + lxnylz + lxlynz) + δlz(mxlylz + lxmylz + lxlymz)]k
′3
x

+ [δlx(nxmymz +mxnymz +mxmynz)− δlz(mxmylz +mxlymz + lxmymz)]k
′3
y

+ {δlx(nxlylz + lxnylz + lxlynz) + δly liDijlj

+ δlz[2(mxmylz +mxlymz + lxmymz)− 3lxlylz]}k′2x k′y

+ {δlx(miDijmj)− δly(nxmymz +mxnymz +mxmynz)

+ δlz[−2(mxlylz + lxmylz + lxlymz) + 3mxmymz]}k′xk′2y

(3.31)
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o arreglado como

κ
′(3)
l = δlx(· · · ) + δly(· · · ) + δlz(· · · )

= δlx[(nxmymz +mxnymz +mxmynz)k
′3
y + (nxlylz + lxnylz + lxlynz)k

′2
x k
′
y

+miDijmj k
′
xk
′2
y ]

+ δly[−(nxlylz + lxnylz + lxlynz)k
′3
x + liDijlj k

′2
x k
′
y

− (nxmymz +mxnymz +mxmynz)k
′
xk
′2
y ]

+ δlz{(mxlylz + lxmylz + lxlymz)k
′3
x − (mxmylz +mxlymz + lxmymz)k

′3
y

+ [2(mxmylz +mxlymz + lxmymz)− 3lxlylz]k
′2
x k
′
y

+ [−2(mxlylz + lxmylz + lxlymz) + 3mxmymz]k
′
xk
′2
y }.

(3.32)

Aunque en este trabajo no se utiliza más este Hamiltoniano con términos cúbicos en k, es un resultado

que puede ser útil en futuras investigaciones.

3.4. Simetŕıa SU(2)

En su investigación, Kammermeier et al. (2016), demostraron que es posible un eje de cuantización fijo

solamente para aquellas direcciones de crecimiento cristalográfico donde dos ı́ndices de Miller coinciden

en módulo; tal eje de cuantización provoca en el Hamiltoniano una simetŕıa SU(2). Efectivamente,

considerando

n̂ = (η, η, nz) = (η, η,
√

1− 2η2), (3.33)

de manera que si se eligen m̂ = 1√
2
(−1, 1, 0) y l̂ = 1√

2
(nz, nz,−2η) se obtiene

µ′ij =


0 α+ γk2

n(1 + 3η2)nz 0

−α+ γk2
n(1− 9η2)nz 0 0

0 −γk2
n

√
2η(1− 3η2) 0

 , (3.34)
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con lo cual el Hamiltoniano tiene la forma3

HSO = α(k′yσ
′
x − k′xσ′y) + γk2

n{nz[(1− 9η2)k′xσ
′
y + (1 + 3η2)k′yσ

′
x] +
√

2η(3η2 − 1)k′yσ
′
z} (3.35)

y el campo esṕın-órbita es

~
2
Ω′ = [α+ γk2

n(1 + 3η2)nz]k
′
yx̂ + [−α+ γk2

n(1− 9η2)nz]k
′
xŷ + [−γk2

n

√
2η(1− 3η2)]k′yẑ. (3.36)

En este punto cabe destacar que si la componente µ′yx = 0 el campo esṕın-órbita se vuelve colineal. La

condición para que esto suceda es que

α

γk2
n

= (1− 9η2)
√

1− 2η2 = (1− 9η2)nz, (3.37)

con lo que el campo se reduce a

~
2
Ω′ = γk2

n(3η2 − 1)(−2nz, 0,
√

2η)k′y, (3.38)

donde la dirección de Ω′ es independiente del vector de onda k. Cuando el vector n̂ = (−η,−η, nz)

la relación α
γk2
n

que vuelve ~
2Ω′ colineal es la misma (3.37), sin embargo, cuando n̂ = (±η,∓η, nz) la

relación cambia en signo, de modo que la ecuación para ambos casos es

α

γk2
n

= sgn(nxny)(1− 9η2)nz. (3.39)

3Si, en cambio, se hace la elección l̂ = 1√
2
(∓1,±1, 0), m̂ = 1√

2
(∓nz,∓nz, 2η), la matriz µ′ij es

µ′ij =

 0 α− γk2
n(1− 9η2)nz 0

−α− γk2
n(1 + 3η2)nz 0 0

−γk2
n

√
2η(1− 3η2) 0 0

 ,

el Hamiltoniano queda como

HSO = α(k′yσ
′
x − k′xσ′y) + γk2

n{
√

1− 2η2[(9η2 − 1)k′yσ
′
x − (3η2 + 1)k′xσ

′
y] +
√

2η(3η2 − 1)k′xσ
′
z}

y el campo esṕın-órbita es

~
2

Ω′ = [α− γk2
n(1− 9η2)nz]k

′
yx̂ + [−α− γk2

n(1 + 3η2)nz]k
′
xŷ + [−γk2

n

√
2η(1− 3η2)]k′xẑ.

Se puede observar que cuando la condición (3.37) se cumple, µ′xy = 0, y el campo esṕın-órbita mantiene una dirección fija
~Ω′/2 = γk2

n(3η2 − 1)(2nz, 0,
√

2η)k′x.
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De forma similar puede hacerse el desarrollo cuando las componentes que coinciden en módulo son nx

y nz o ny y nz. Las relaciones que satisfacen la colinealidad del campo ~
2Ω′ son

α

γk2
n

= sgn(nxnz)(1− 9η2)ny,
α

γk2
n

= sgn(nynz)(1− 9η2)nx. (3.40)

Estas expresiones fueron reportadas por Kammermeier et al. (2016), las cuales, de satisfacerse, posibilitan

la existencia de una simetŕıa SU(2) en el Hamiltoniano y dan lugar, por ejemplo, al fenómeno de la

simetŕıa Helicoidal de esṕın en estos gases. Como caso particular, para la dirección de crecimiento [001]

se recupera la condición α = β[001] de Schliemann et al. (2003).
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Caṕıtulo 4. Fórmulas de Kubo para las conductividades de

carga y esṕın

Cuando a un sistema inicialmente en equilibrio se le aplica una perturbación, este responderá de cierta

forma dependiendo de la perturbación y del sistema mismo. La teoŕıa de respuesta lineal es una herra-

mienta con la cual uno puede estudiar estos casos, cuando la perturbación aplicada es pequeña, y por lo

tanto la respuesta del sistema es directamente proporcional a la perturbación externa, lo que se dice lineal.

Entre las muchas aplicaciones de la teoŕıa de respuesta lineal se encuentra el estudio de trasporte

electrónico. En este campo algunas de las funciones respuesta que son de interés, es decir funciones que

determinan la relación entre la respuesta de un sistema y la perturbación externa, son la conductividad,

conductancia, función dieléctrica, y susceptibilidades eléctrica y magnética de sistemas bajo la interac-

ción de de campos eléctricos o magnéticos.

4.1. Fórmula general de Kubo

La fórmula de Kubo es una ecuación que expresa la respuesta lineal de una cantidad observable debido

a una perturbación dependiente del tiempo. Lo logra mediante el formalismo de la matriz densidad,

utilizado para expresar un sistema, en lugar de con un solo vector de estado o función de onda, como

un ensamble de vectores de estado y sus pesos probabiĺısticos correspondientes.

Se considera un sistema cuyo Hamiltoniano puede escribirse en la forma

H(t) = H0 +H ′(t), (4.1)

es decir, en términos de un Hamiltoniano independiente del tiempo H0 y de una perturbación depen-

diente del tiempo H ′(t). La fórmula general de Kubo (Kubo, 1957) expresa, entonces, la respuesta lineal

del sistema a una perturbación H ′(t) y presenta propiedades del operador de una variable dinámica

como una función de correlación, la cual manifiesta propiedades fuera de equilibrio en términos de los

promedios, cuántico y estad́ıstico, sobre los estados en equilibrio.

Al ser posible expresar el Hamiltoniano de la forma (4.1), puede utilizarse la representación de interacción,
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en la cual los eigenestados evolucionan de acuerdo al Hamiltoniano sin perturbar H0 como

|n(t)I〉 = eiH0t/~ |n(t)〉 , (4.2)

mientras que la evolución temporal de un operador L̂ se puede definir de la siguiente manera:

L̂(t)I = eiH0t/~L̂(t)e−iH0t/~. (4.3)

Este formalismo se aplicará al caso del Hamiltoniano H = ~
2σ ·Ω cuando es perturbado con un Hamil-

toniano de interacción espećıfico mostrado en la siguiente sección.

Se puede obtener la ecuación

〈L̂(t)〉 = 〈L̂(t)I〉0 −
i

~

∫ t

t0

dt′ 〈[L̂(t)I , H
′(t′)I ]〉0 (4.4)

donde t = t0 es el tiempo en que se aplica la perturbación y la notación 〈...〉0 representa un promedio

en el equilibrio con respecto al Hamiltoniano H0, esto es

〈...〉0 ≡
∑
n

wn 〈n| ... |n〉 (4.5)

con |n〉 siendo uno de los eigenvectores de H0, o sea, H0 |n〉 = En |n〉, y wn la probabilidad del sistema

de estar en el estado n, dada por la distribución de probabilidad que lo rija. La ecuación (4.4), conocida

comúnmente como fórmula general de Kubo (Kubo, 1957), expresa la respuesta lineal del sistema a

una perturbación H ′(t) y presenta propiedades del operador 〈L̂(t)〉 fuera de equilibrio en términos de

promedios sobre los estados en equilibrio.

4.2. Hamiltoniano de interacción

Se considera un sistema electrónico que es perturbado por un campo electromagnético, de tal forma que

el Hamiltoniano para un electrón con carga e < 0 está dado por

H(t) =
1

2m∗

[
p− e

c
A(r, t)

]2
(4.6)

donde m∗ es la masa efectiva del electrón, c es la velocidad de la luz, p es el operador de momento y

A(r, t) el potencial vectorial tal que B = ∇ ×A. Desarrollando el cuadrado de (4.6) y eliminando el
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término cuadrático A2, debido a que se considera un campo perturbativo pequeño, se obtiene

H(t) =
p2

2m∗
− e

m∗c
p ·A(r, t). (4.7)

Es posible separar este Hamiltoniano, como en (4.1), de manera que exista un término independiente

del tiempo H0 = p2/2m∗ más una perturbación

H ′(t) = − e

m∗c
p ·A(r, t). (4.8)

En equilibrio, el operador de velocidad está dado por v = ∂pH0 = p/m∗ de manera que al sustituir en

el operador de corriente de carga J = ev se obtiene

J =
e

m∗
p, (4.9)

y el Hamiltoniano de interacción queda como

H ′(t) = −1

c
J(t) ·A(r, t). (4.10)

Considere ahora un potencial vectorial y un campo eléctrico de la forma

A(r, t) = A0e
i(k·r−ωt) (4.11)

E(r, t) = E0e
i(k·r−ωt) (4.12)

donde k es el vector de onda y ω es la frecuencia, mientras que A0 y E0 son las amplitudes respectivas;

se puede obtener, utilizando la ecuación de Maxwell ∇ × E = −∂tB/c y la definición del potencial

vectorial B = ∇ × A, la relación E = −∂tA/c. De esta forma, sustituyendo en (4.12) y derivando

(4.11) se obtiene

A0 =
−ic
ω

E0. (4.13)

Si se considera la parte temporal del campo eléctrico, el Hamiltoniano de interacción se vuelve

H ′(t) =
i

ω
J(t) ·E(t). (4.14)

Este Hamiltoniano de interacción contiene entonces, la parte temporal de la dinámica del sistema e

indica su perturbación mediante la aplicación de un campo eléctrico.
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4.3. Conductividad óptica

Si el GE2D es excitado por un campo eléctrico Ej(ω), se produce una corriente eléctrica Ji(ω) =

σij(ω)Ej(ω). La contribución del Hamiltoniano esṕın-órbita a la conductividad de carga es aquella

debida a las transiciones entre las sub-bandas de esṕın ελ, y se puede determinar mediante la fórmula

de Kubo como

σij(ω) =
1

~ω̃

∫ ∞
0
dteiω̃t 〈[Ĵi(t), Ĵj(0)]〉0

=
e2

~ω̃

∫ ∞
0
dteiω̃t 〈[vi(t), vj(0)]〉0

(4.15)

donde ω̃ = ω + 0+, Ĵi = evi es el operador de corriente de carga eléctrica y vi es el operador ve-

locidad. El parámetro 0+ permite regularizar la integral, pero puede interpretarse como procesos de

dispersión del momento del electrón debido a cualquier mecanismo de disipación, como impurezas,

por ejemplo (Il’Inskii y Keldysh, 2013). Además, el promedio cuántico y térmico 〈[Â(t), B̂(0)]〉0 =∑
λ,k f(ελ(k)) 〈λk| [Â(t), B̂(0)] |λk〉 está en la representación de interacción, donde f(ελ(k)) = (1 +

e(ελ(k)−εF )/kBT )−1 es la función de distribución de Fermi. Desglosando la ecuación (4.15) se obtiene

σij(ω) =
e2

~ω̃

∫ ∞
0

dteiω̃t
∑
λ

∫
d2k

(2π)2
f(ελ) (〈λk| [vi(t), vj(0)] |λk〉) (4.16)

donde el estado |λk〉 es (2.16) y, como es habitual, se hizo el cambio de la suma en k por una integral

de la forma,
∑

k →
∫

d2

(2π)2 . Ahora, los brackets del conmutador de los operadores quedan como

〈λk| [vi(t), vj(0)] |λk〉 = 〈λk| vi(t)vj(0) |λk〉 − 〈λk| vj(0)vi(t) |λk〉

=
∑
λ′

[〈λk| eiH0t/~vi(0)e−iH0t/~ |λ′k〉 〈λ′k| vj(0) |λk〉

− 〈λk| vj(0) |λ′k〉 〈λ′k| eiH0t/~vi(0)e−iH0t/~ |λk〉]

=
∑
λ′

[ei(ελ−ελ′ )t/~ 〈λk| vi(0) |λ′k〉 〈λ′k| vj(0) |λk〉

− ei(ελ′−ελ)t/~ 〈λk| vj(0) |λ′k〉 〈λ′k| vi(0) |λk〉]

(4.17)
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donde se utilizó
∑

λ′ |λ′k〉 〈λ′k| = 1. Sustituyendo en (4.16) y haciendo la integral en el tiempo se

obtiene

σij(ω) =
ie2

ω̃

∫
d2k

(2π)2

∑
λ=±

f(ελ)
∑
λ′=±

[
〈λk| vi |λ′k〉 〈λ′k| vj |λk〉

~ω̃ + ελ − ελ′
− 〈λk| vj |λ′k〉 〈λ′k| vi |λk〉

~ω̃ + ελ′ − ελ

]

=
ie2

ω̃

∫
d2k

(2π)2

∑
λ=±

f(ελ)

[
V λ
ij

~ω̃ + λ~Ω
−

V λ
ji

~ω̃ − λ~Ω

] (4.18)

con

V λ
ij ≡ 〈λk| vi |−λk〉 〈−λk| vj |λk〉 (4.19)

donde se ha usado ελ − ε−λ = λ~Ω. La expresión (4.18) se puede reescribir entonces como

σij(ω) =
ie2

~ω̃

∫
d2k

(2π)2

∑
λ

f(ελ)
1

(ω̃2 − Ω2)
[(V λ

ij − V λ
ji)ω̃ − λ(V λ

ij + V λ
ji)Ω]. (4.20)

Para calcular V λ
ij primero se calcula el operador de velocidad

vi =
1

~
∂H

∂ki

=
1

~
∂ε0(k)

∂ki
+

1

2
σ · ∂Ω(k)

∂ki
,

(4.21)

y sus elementos de matriz 〈λk| vi |λ′k〉,

〈λk| vi |λ′k〉 =

(
1

~
∂ε0
∂ki

+
1

2

∂Ω

∂ki
〈λk|σ |λk〉

)
δλ′λ +

1

2

∂Ω

∂ki
· 〈λk|σ |−λk〉 δλ′,−λ. (4.22)

Utilizando el resultado de la expresión (2.19) del caṕıtulo 2 y obteniendo

〈λk|σ |−λk〉 =
−iλ
Ω‖

(Ω× ẑ) +
1

Ω‖Ω
(Ω× ẑ)×Ω, (4.23)

a partir de4

〈λk|σx |−λk〉 = − 1

ΩΩ‖
(ΩxΩz + iλΩΩy)

〈λk|σy |−λk〉 = − 1

ΩΩ‖
(ΩyΩz − iλΩΩx)

〈λk|σz |−λk〉 =
Ω‖

Ω
,

(4.24)

4〈λk|σi |−λk〉 = − iλ
Ω‖
εijzΩj + 1

ΩΩ‖
εijk[εjlzΩl]Ωk
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(4.22) puede expresarse como

〈λk| vi |λ′k〉 =

(
1

~
∂ε0
∂ki

+
λ

2Ω
Ω · ∂Ω

∂ki

)
δλ′λ

+

[
iλ

2Ω‖

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
· ẑ +

1

2Ω‖Ω
(Ω× ẑ) ·

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)]
δλ′,−λ,

(4.25)

mientras que V λ
ij requiere la evaluación del producto

Mλ
ij ≡ 〈λk|σi |−λk〉 〈−λk|σj |λk〉 . (4.26)

Nótese que M−λij = (Mλ
ij)
∗ = Mλ

ji, lo que implica

ReM−λij = ReMλ
ij = ReMλ

ji (4.27)

ImM−λij = − ImMλ
ij = ImMλ

ji. (4.28)

Esto sugiere que (4.26) tiene la forma

Mλ
ij = m′ij + iλm′′ij (4.29)

donde la parte real es simétrica, m′ij = m′ji, y la parte imaginaria antisimétrica, m′′ij = −m′′ji. Expĺıcita-

mente:

Mλ
ij =

1

Ω2
[Ω2δij − ΩiΩj ] + i

λ

Ω
εijkΩk (4.30)

de donde m′ij = δij − Ωi
Ω

Ωj
Ω y m′′ij = εijk

Ωk
Ω .

Por lo tanto, V λ
ij queda como

V λ
ij =

1

4

∂Ωp

∂ki

∂Ωq

∂kj
Mλ
ij

=
1

4

∂Ωp

∂ki

∂Ωq

∂kj
m′pq + i

λ

4

∂Ωp

∂ki

∂Ωq

∂kj
m′′pq,

(4.31)

en donde también pueden definirse partes simétricas y antisimétricas

V λ
ij ≡ Sij + iλTij , (4.32)

Sij = 1
4
∂Ωp
∂ki

∂Ωq
∂kj

m′pq siendo la parte simétrica (Sij = Sji) y Tij = 1
4
∂Ωp
∂ki

∂Ωq
∂kj

m′′pq la antisimétrica (Tij =
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−Tji). De manera que, utilizando (4.30) se tiene

V λ
ij =

1

4

(
∂Ω

∂ki
· ∂Ω

∂kj

)
− 1

4Ω2

(
Ω · ∂Ω

∂ki

)(
Ω · ∂Ω

∂kj

)
+ iλ

1

4Ω

(
∂Ω

∂ki
× ∂Ω

∂kj

)
·Ω

=
1

4Ω2

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
·
(

Ω× ∂Ω

∂kj

)
+ iλ

1

4Ω

(
∂Ω

∂ki
× ∂Ω

∂kj

)
·Ω.

(4.33)

De (4.20) se puede observar que

V λ
ij − V λ

ji = (Sij + iλTij)− (Sji + iλTji)

= (Sij − Sji) + iλ(Tij − Tji)

= 2iλTij

V λ
ij + V λ

ji = 2Sij ,

(4.34)

con lo que la contribución esṕın-órbita a la conductividad de carga queda

σij(ω) =
ie2

~ω̃

∫
d2k

(2π)2

∑
λ

f(ελ)
1

(ω̃2 − Ω2)
[(2iλTij)ω̃ − λ(2Sij)Ω]

= − iσ0

2πω̃

∫
d2k

∑
λ

λf(ελ)
Ω

(ω̃2 − Ω2)
Sij + Iij(ω)

(4.35)

donde σ0 = e2/π~, mientras que Iij(ω) es

Iij(ω) = −σ0

2π

∫
d2k

∑
λ

λf(ελ)
1

(ω̃2 − Ω2)
Tij

= −σ0

8π

∫
d2k

∑
λ

λf(ελ)
1

Ω(ω̃2 − Ω2)

(
∂Ω

∂ki
× ∂Ω

∂kj

)
·Ω.

(4.36)

El integrando es una función impar del vector de onda k debido a simetŕıa de inversión temporal

(Ω(−k) = −Ω(k)) por lo que (4.36) se anula para los campos esṕın-órbita.

Por lo tanto

σij(ω) =
iσ0

8πω̃

∫
d2k [f(ε−)− f(ε+)]

1

Ω(ω̃2 − Ω2)

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
·
(

Ω× ∂Ω

∂kj

)
. (4.37)

A temperatura 0, T = 0, la función de distribución de Fermi se vuelve una función escalón y el tensor

se reduce a

σij(ω) =
iσ0

8πω̃

∫ ′
d2k

1

Ω(ω̃2 − Ω2)

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
·
(

Ω× ∂Ω

∂kj

)
. (4.38)

La prima en la integral indica que la integración está restringida a la región entre los contornos de Fermi,
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|k+
F | < |k| < |k

−
F |, para la cual ε−(k) < εF < ε+(k).

Separando (4.38) de la siguiente forma

σij(ω) = − iσ0

16πω̃

∫ ′
d2k

1

Ω2

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
·
(

Ω× ∂Ω

∂kj

)(
1

Ω− ω̃
+

1

Ω + ω̃

)
(4.39)

y utilizando la relación
1

x± i0+
= P

(
1

x

)
∓ iπδ(x), (4.40)

donde P denota el valor principal y δ(x) es la función delta de Dirac, se obtiene

σij(ω) = − iσ0

16πω̃

∫ ′
d2k

1

Ω2

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
·
(

Ω× ∂Ω

∂kj

)(
1

(Ω− ω)− i0+
+

1

(Ω + ω) + i0+

)
= − iσ0

16πω̃

∫ ′
d2k

1

Ω2

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
·
(

Ω× ∂Ω

∂kj

)(
P
(

1

Ω− ω

)
+ iπδ(Ω− ω)

)
− iσ0

16πω̃

∫ ′
d2k

1

Ω2

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
·
(

Ω× ∂Ω

∂kj

)(
P
(

1

Ω + ω

)
− iπδ(Ω + ω)

)
.

(4.41)

La primera delta de Dirac, δ(Ω− ω), describe los procesos de absorción, mientras que δ(Ω + ω) los de

emisión. Como se considera que el sistema esta en el estado base, solamente se consideran efectos de

los primeros; de manera que el espectro de absorción óptica está dado por

Reσij(ω) =
σ0

16ω

∫ ′
d2k

1

Ω2

(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
·
(

Ω× ∂Ω

∂kj

)
δ(Ω− ω). (4.42)

Mientras que en este trabajo el campo Ω será sustituido por un campo esṕın-órbita presente en un GE2D

con interacción tipo Rashba y Dresselhaus, la expresión (4.42) es más general que eso; siempre y cuando

el Hamiltoniano utilizado tenga la misma forma que el de un sistema de dos niveles σ ·Ω(k) y la integral

(4.36) se anule debido a simetŕıa de inversión temporal estas ecuaciones son válidas.

En el caṕıtulo 6 se retomará la expresión para la absorción óptica y se aplicará al caso espećıfico de un

GE2D con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k.

4.4. Conductividad de corriente de esṕın

Una corriente con el esṕın polarizado en la dirección k y que fluye en la dirección i como respuesta a

la componente Ej del campo externo, esta determinada por el tensor de conductividad de esṕın cuya
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fórmula de Kubo es

σs,kij (ω) =
1

~ω̃

∫ ∞
0
dteiω̃t 〈[Ĵ s,ki (t), Ĵj(0)]〉0 (4.43)

donde Ĵ s,ki = ~
4(σkvi + viσk) es el operador de corriente de esṕın en la dirección i con esṕın orientado

en dirección k, Ĵi = −evi (e > 0) es el operador de corriente de carga y el operador velocidad vi está

dado por (4.21). El operador de corriente de esṕın se reescribe por lo tanto como

Ĵ s,ki =
~
4

[
σk

(
1

~
∂ε0(k)

∂ki
+

1

2
σl ·

∂Ωl

∂ki

)
+

(
1

~
∂ε0(k)

∂ki
+

1

2
σl ·

∂Ωl

∂ki

)
σk

]
=

1

2

∂ε0(k)

∂ki
σk +

~
8

∂Ωl

∂ki
[σk, σl]+ =

1

2

∂ε0(k)

∂ki
σk +

~
8

∂Ωl

∂ki
(2δkl)

=
1

2

∂ε0(k)

∂ki
σk +

~
4

∂Ωk

∂ki
.

(4.44)

Desglosando los brackets y el conmutador de (4.43) se tiene que

〈[Ĵ s,ki (t), Ĵj(0)]〉 = −e 〈λk| [Ĵ s,ki (t), vj(0)] |λk〉

= −e
∑
λ′

(〈λk| Ĵ s,ki (t) |λ′k〉 〈λ′k| vj(0) |λk〉

− 〈λk| vj(0) |λ′k〉 〈λ′k| Ĵ s,ki (t) |λk〉)

= −e
∑
λ′

[ei(ελ−ελ′ )t/~(〈λk| Ĵ s,ki |λ′k〉 〈λ′k| vj |λk〉)

− ei(ελ′−ελ)t/~(〈λk| vj |λ′k〉 〈λ′k| Ĵ s,ki |λk〉)],

(4.45)

con lo que al hacer la integral en el tiempo se obtiene

σs,kij (ω) =
−ie
ω̃

∫
d2k

(2π)2

∑
λ

f(ελ)

[
〈λk| Ĵ s,ki |−λk〉 〈−λk| vj |λk〉

~ω̃ + ελ − ε−λ
−
〈λk| vj |−λk〉 〈−λk| Ĵ s,ki |λk〉

~ω̃ + ε−λ − ελ

]
.

(4.46)

Ahora se utiliza (4.22) y

〈λk| Ĵ s,ki |λ′k〉 =
1

2

∂ε0
∂ki
〈λk|σk |λ′k〉 (4.47)
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de manera que el tensor de conductividad de esṕın toma la forma

σs,kij (ω) =
−ie
4ω̃

∫
d2k

(2π)2

(
∂ε0
∂ki

)(
∂Ωp

∂kj

)∑
λ

f(ελ)

[
〈λ|σk |−λ〉 〈−λ|σp |λ〉

~ω̃ + ελ − ε−λ
− 〈λ|σp |−λ〉 〈−λ|σk |λ〉

~ω̃ + ε−λ − ελ

]

=
−ie
4~ω̃

∫
d2k

(2π)2

(
~2ki
m

)(
∂Ωp

∂kj

)∑
λ

f(ελ)

[
Mλ
kp

ω̃ + λΩ
−

Mλ
pk

ω̃ − λΩ

]

=
−ie~
4mω̃

∫
d2k

(2π)2

(
∂Ωp

∂kj

)
ki

ω̃2 − Ω2

∑
λ

f(ελ)
[
(Mλ

kp −Mλ
pk)ω̃ − λ(Mλ

kp +Mλ
pk)Ω

]
,

(4.48)

donde se abrevió |λk〉 como |λ〉. Usando (4.29) y

Mλ
kp −Mλ

pk = (m′kp + iλm′′kp)− (m′pk + iλm′′pk)

= (m′kp −m′pk) + iλ(m′′kp −m′′pk)

= 2iλm′′kp

Mλ
kp +Mλ

pk = 2m′kp,

(4.49)

σs,kij (ω) =
−ie~
4mω̃

∫
d2k

(2π)2

(
∂Ωp

∂kj

)
ki

ω̃2 − Ω2

∑
λ

f(ελ)
[
(2iλm′′kp)ω̃ − λ(2m′kp)Ω

]
=
−ie~
2mω̃

∫
d2k

(2π)2

(
∂Ωp

∂kj

)
ki

ω̃2 − Ω2

∑
λ

λf(ελ)
[
(im′′kp)ω̃ − (m′kp)Ω

]
=

e~
2m

∫
d2k

(2π)2
(f(ε−)− f(ε+))

ki
Ω(ω̃2 − Ω2)

(
Ω× ∂Ω

∂kj

)
k

+ Ikij

(4.50)

donde la integral Ikij está dada por

Ikij = −i e~
2mω̃

∫
d2k

(2π)2
(f(ε−)− f(ε+))

ki
Ω(ω̃2 − Ω2)

[(
Ω× ∂Ω

∂kj

)
×Ω

]
k

. (4.51)

Nuevamente, esta integral se anula debido a simetŕıa de inversión temporal del campo Ω. Al utilizar

(4.40) y considerar solamente absorción (ω > 0) se tiene que

1

ω̃2 − Ω2
= P 1

ω2 − Ω2
− iπ 1

2Ω
δ(ω − Ω) (4.52)

y el tensor queda como

σs,kij (ω) = Reσs,kij (ω) + i Imσs,kij (ω) (4.53)

donde

Reσs,kij (ω) =
e~
2m
P
∫

d2k

(2π)2
(f(ε−)− f(ε+))

ki
Ω(ω2 − Ω2)

(
Ω× ∂Ω

∂kj

)
k

(4.54)
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Imσs,kij (ω) = −π e~
4m

∫
d2k

(2π)2
(f(ε−)− f(ε+))

ki
Ω2

(
Ω× ∂Ω

∂kj

)
k

δ(ω − Ω). (4.55)

Nótese que en la derivación de las fórmulas (4.38), (4.42), (4.54) y (4.55) no se ha supuesto ninguna

forma funcional expĺıcita del campo Ω(k), solamente se ha considerado que el sistema posee simetŕıa

ante la operación de inversión temporal de modo que las integrales (4.36) y (4.51) se anulan.
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Caṕıtulo 5. Densidad conjunta de estados

Antes de obtener expresiones para los tensores de conductividad óptica y conductividad de esṕın en un

GE2D con dirección de crecimiento arbitraria se considerará la densidad conjunta de estados D+−(ω).

Esta función permite anticipar propiedades espectrales de las funciones respuesta.

5.1. Definición, contornos de Fermi y Curva de resonancia

A temperatura T = 0, para las sub-bandas ελ, D+−(ω) está definida por

D+−(ω) =

∫ ′
dk

(2π)2
δ(ε+(k)− ε−(k)− ~ω). (5.1)

Esta función da el número de transiciones verticales que se pueden llevar a cabo entre ε+(k) y ε−(k),

separadas por una enerǵıa ~ω. Como en la ecuación (4.38), la prima en la integral indica que la región

de integración se restringe a aquellas zonas para las cuales ε−(k) ≤ εF ≤ ε+(k), lo que corresponde a

valores de |k| tales que k+
F (θ) ≤ k ≤ k−F (θ), θ ε [0, 2π] (Figura 3a).

Por otra parte, la delta de Dirac implica que solo aquellos puntos k que satisfacen ε+(k)− ε−(k) = ~ω

contribuyen a la integral (5.1). Cuando ~
2Ω′i = µ′ijk

′
j , esta condición define una curva plana cuadrática

dada por µ′ijµ
′
ilk
′
jk
′
l = (~ω/2)2, expĺıcitamente

|µ′
x|

2 k′2x + |µ′
y|

2 k′2y + 2µ′
x · µ

′
y k
′
xk
′
y =

(
~ω
2

)2

, (5.2)

donde los vectores µ′
i están definidos como en (2.39). Tomando los valores de (3.21), esto es

µ′
x =


γk2

nliDijlj

−α+ γk2
nmiDijlj

γk2
nniDijlj

 , µ′
y =


α+ γk2

nliDijmj

γk2
nmiDijmj

γk2
nniDijmj

 . (5.3)

Dado que µ′
x · µ′

y − |µ′
x||µ′

y| ≤ 0, Cr(ω) es una elipse rotada por un ángulo θ∗ (Thomas y Finney,

1984). Este ángulo es

tan(2θ∗) =
2µ′

x · µ′
y

|µ′
x|2 − |µ′

y|2
. (5.4)
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Figura 3: (a) A temperatura T = 0, los únicos estados permitidos que intervienen en transiciones entre las sub-
bandas ελ, son aquellos con valores de k entre k+F (θ) y k−F para los cuales se cumple ε−(k) ≤ εF ≤ ε+(k).
(b) Contornos de Fermi y curva de resonancia Cr(ω) = {(kx, ky) | ε+(kx, ky)− ε−(kx, ky) = ~ω} para ω1 y ω2

fijas, con ω1 < ω2, k0 =
√

2πn y n = 5× 1011cm−2. Solamente el área sombreada contribuye a las transiciones.

Respecto al sistema de coordenadas rotado k̃x, k̃y, la ecuación de la elipse toma la forma

k̃2
x(

~ω
2g[hkl](θ<)

)2 +
k̃2
y(

~ω
2g[hkl](θ>)

)2 = 1 (5.5)

donde

θ< =


θ∗ si g[hkl](θ

∗) < g[hkl](θ
∗ + π/2)

θ∗ + π/2 si g[hkl](θ
∗) > g[hkl](θ

∗ + π/2),
(5.6)

θ> = θ< + π/2 y g[hkl](θ) está definida como en (2.38). Se han elegido θ< y θ> de manera que k̃x y k̃y

corresponden a las direcciones en que es posible que exista una transición con un ḿınimo y máximo de

enerǵıa, respectivamente. Estas direcciones también pueden definirse como las del semieje mayor, para

θ<, y del semieje menor, para θ>.

En base a lo mencionado anteriormente, la densidad conjunta de estados puede escribirse en coordenadas

polares como

D+−(ω) =

∫ 2π

0
dθ

∫ k−F (θ)

k+
F (θ)

dk k δ(~Ω′(k)− ~ω), (5.7)
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donde por una parte ~Ω′(k) = ε+(k)− ε−(k) = 2kg[hkl](θ) y por otra k+
F (θ) ≤ k ≤ k−F (θ); de manera

que 2k+
F g[hkl](θ) ≤ ~ω ≤ 2k−F g[hkl](θ). Es decir, solamente los arcos de la elipse Ω(k) = ω que caen

dentro de la región entre los contornos de Fermi contribuyen a la densidad conjunta de estados (Figura

3b). Se puede definir entonces, para una dirección θ dada en el espacio k:

~Ω±(θ) ≡ [ε+(k, θ)− ε−(k, θ)] |k=k±F (θ) = 2k±F (θ)g[hkl](θ). (5.8)

Por lo tanto,

D+−(θ) =
~ω

16π2

∫
dθ

1

g2
[hkl](θ)

Θ[~ω − ~Ω+(θ)] Θ[~Ω−(θ)− ~ω] (5.9)

donde Θ es la función escalón unitaria.

5.2. Frecuencias cŕıticas, espectros y consecuencias de una dirección

de crecimiento general

Se puede notar en (5.5) que conforme ω crece, la elipse se hace más grande, por lo que solo en un rango

de frecuencias habrá puntos de Cr(ω) que estén dentro de la región angular. A partir de esto pueden

identificarse 4 enerǵıas o frecuencias cŕıticas; la más pequeña de ellas ω+ se da cuando la elipse toca a

k+
F en la dirección del semieje mayor, mientras que la más grande ω− es cuando toca a k−F en la dirección

del semieje menor. Las otras dos frecuencias son ω<, que corresponde a cuando la elipse toca a k−F en

la dirección del semieje mayor, y ω>, cuando la elipse toca k+
F en la dirección del semieje menor. De

manera que para una dirección arbitraria, las enerǵıas cŕıticas están dadas por

~ω+ = ~Ω+(θ<) = 2k+
F (θ<)g[hkl](θ<) (5.10)

~ω< = ~Ω−(θ<) = 2k−F (θ<)g[hkl](θ<) (5.11)

~ω> = ~Ω+(θ>) = 2k+
F (θ>)g[hkl](θ>) (5.12)

~ω− = ~Ω−(θ>) = 2k−F (θ>)g[hkl](θ>). (5.13)

En la Figura 4 se observan los contornos de Fermi y la curva de resonancia Cr(ω) para la dirección de

crecimiento con ı́ndices de Miller [123] con γk2
n = 2α. Estas condiciones provocan un espectro como el

de la Figura 5 donde la sección entre las frecuencias ω< y ω> es cóncava.

Mientras que para el caso de las Figuras 4 y 5 la frecuencia ω< es menor a la frecuencia ω>, esta no
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Figura 4: Contornos de Fermi y curva de resonancia Cr(ω) descrita por una elipse rotada con semieje mayor
~ω/2g[123](θ<) y semieje menor ~ω/2g[123](θ>). Las enerǵıas involucradas en las transiciones entre las sub-bandas

ελ son (a)~ω+ (b)~ω<, (c)~ω> y (d)~ω−. Los parámetros utilizados son α = 0.16 eVÅ, γk2n = 2α, n =
5× 1011cm−2 y m∗ = 0.05m0.

Figura 5: Densidad conjunta de estados de un GE2D, crecido en la dirección cristalina [123], con interacción
esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus. Los parámetros utilizados son los mismos que en la Figura 4.
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es la única posibilidad. Puede obtenerse el caso contrario, en el cual la frecuencia ω> es menor a la

frecuencia ω<; existen dos formas de lograr lo anterior: modificando la relación α/γk2
n como se ve en

la Figura 6, donde ahora γ 〈k2
z〉 = 0.1α, o modificando la dirección de crecimiento cristalina, sin alterar

α/γk2
n, como en la Figura 7 donde la dirección de crecimiento es [456] y los parámetros esṕın-órbita se

mantienen como γ 〈k2
z〉 = 2α.

Figura 6: Contornos de Fermi y curva de resonancia Cr(ω) descrita por una elipse rotada con semieje mayor
~ω/2g[123](θ<) y semieje menor ~ω/2g[123](θ>). Las enerǵıas involucradas en las transiciones entre las sub-bandas
ελ son (a)~ω+, (b)~ω>, (c)~ω< y (d)~ω−. Se utilizó γk2n = 0.1α mientras que α y el resto de los parámetros son
los mismos que en la Figura 4.

El efecto del cambio en la relación de los parámetros esṕın-órbita o de la orientación del plano del GE2D

se ve reflejado en la forma del espectro de la densidad conjunta de estados. Ahora la sección entre las

frecuencias cŕıticas intermedias, ω< y ω>, en lugar de ser cóncava, tiene un crecimiento lineal (Figura

8); este crecimiento constante puede identificarse observando la Figura 6, pues cuando la frecuencia está

entre ω< y ω> la curva Cr(ω) se encuentra completamente dentro de los dos contornos de Fermi.
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Figura 7: Contornos de Fermi y curva de resonancia Cr(ω) descrita por una elipse rotada con semieje mayor
~ω/2g[456](θ<) y semieje menor ~ω/2g[456](θ>). Las enerǵıas involucradas en las transiciones entre las sub-bandas
ελ son (a)~ω+, (b)~ω>, (c)~ω< y (d)~ω−. Los parámetros utilizados son los mismos que para la Figura 4.

Figura 8: Densidad conjunta de estados de un GE2D, crecido en la dirección cristalina [123], con interacción
esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus. Los parámetros utilizados son los mismos que en la Figura 6.

Cuando el espectro tiene una forma ω< < ω> ninguna frecuencia logra que la curva Cr(ω) se encuen-

tre completamente dentro de los contornos de Fermi, por lo que no hay ninguna enerǵıa para la cual

toda la región angular contribuya a la densidad conjunta de estados (Figura 9a). Por otro lado, cuando
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Figura 9: Densidad conjunta de estados y región angular en el espacio k disponible para las transiciones de ε−
a ε+ de un GE2D con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus. (a)Dirección de crecimiento [123]
con γk2n = 2α. (b) Dirección de crecimiento [456] con γk2n = 0.75α. El resto de los parámetros utilizados son los
mismos que para la Figura 4.

ω> < ω< śı existen frecuencias para las cuales todo ángulo θ contribuye (Figura 9b). Además de las

formas resultantes de que ω< < ω> y ω> < ω<, cabe la posibilidad de obtener una forma diferente del

espectro (Figura 10). Esta se da cuando la frecuencia ω< = ω>. Bajo esta situación la elipse toca k−F

en la dirección de su semieje mayor y a k+
F en la dirección de su semieje menor en una misma frecuencia

(Figura 11). Existen entonces, dos formas de cambiar el tipo de espectro: cambiando la relación α/γk2
n o

la dirección de crecimiento del GE2D. En la Figura 12 puede observarse el fenómeno donde, por ejemplo,

con α = 0 las direcciones cercanas a [100], [010] y [001] (ejes nx, ny y nz) tienen frecuencias que

satisfacen ω> < ω< (color naranja), mientras que otras direcciones en el octante presentan ω< < ω>

(color azul). Sin embargo, conforme se incrementa la relación α/γk2
n las direcciones cercanas a los ejes

pasan a satisfacer ω< < ω> (color azul) hasta que el valor llega a un punto en el cual estas vuelven a

la forma ω> < ω< (color naranja). La interfase de colores muestra las direcciones para las cuales, bajo

cierta relación α/γk2
n existe un espectro con ω< = ω>.



49

Figura 10: Densidad conjunta de estados de un GE2D, crecido en la dirección cristalina [123], con interacción
esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus. Se utilizó γk2n = 0.23α mientras que α y el resto de los parámetros
son los mismos que en la Figura 4.

Figura 11: Contornos de Fermi y curva de resonancia Cr(ω) de la dirección cristalográfica [123]. La enerǵıa
involucrada en las transiciones entre las sub-bandas ελ es ~ω< = ~ω>. Los parámetros utilizados son los mismos
que para la Figura 10.
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Figura 12: Primer octante de una esfera de direcciones de crecimiento del GE2D. Se muestran las regiones que
satisfacen ω< < ω> (azul) y ω> < ω< (naranja) para las relaciones (a) α/γk2n = 0, (b) α/γk2n = 0.1, (c)
α/γk2n = 0.5, (d) α/γk2n = 1, (e) α/γk2n = 3 y (f) α/γk2n = 4. Se utilizó γk2n = 240 meV Å mientras el resto de
los parámetros son los mismos que en la Figura 4.
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Los cambios en el tipo de espectro para cada dirección manipulando α y γk2
n pueden identificarse

fácilmente con ayuda de gráficas como la de la Figura 13, donde la intersección entre ω< y ω> nos

indica la igualdad de estas y el valor necesario de α/γk2
n para lograrlo.

Figura 13: Frecuencias cŕıticas ω+, ω<, ω> y ω− como función de α/γk2n para la dirección de crecimiento
cristalino [001]. Se utilizó γk2n = 240 meV Å mientras el resto de los parámetros son los mismos que en la Figura
4.

Mientras que el análisis hecho en este caṕıtulo fue únicamente para la densidad conjunta de estados, en

el próximo se observará como fenómenos similares ocurren con los espectros de las funciones respuesta

de carga y esṕın.
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Caṕıtulo 6. Funciones respuesta

En el presente caṕıtulo se retoman las fórmulas generales obtenidas en las secciones 4.3 y 4.4 y se

aplican utilizando un campo Ω espećıfico. Se obtienen expresiones de la absorción óptica y de la con-

ductividad de esṕın para un GE2D con orientación arbitraria e interacción esṕın-órbita tipo Rashba y

tipo Dresselhaus con términos lineales en k. Se muestran, también, los diferentes tipos de espectros

para la conductividad eléctrica según los casos ω< < ω>, ω> < ω< y ω< = ω>, vistos en el caṕıtulo

anterior. Además, se estudia la posible anulación de las conductividades para las diferentes direcciones

de crecimiento cristalino bajo condiciones espećıficas de los parámetros esṕın-órbita.

6.1. Absorción óptica

Para el campo esṕın-órbita lineal en k de un GE2D, orientado según la normal n̂, con ~Ωi/2 = µ′ijk
′
j ,

se obtiene5

(
~
2

)4(
Ω× ∂Ω

∂ki

)
·
(

Ω× ∂Ω

∂kj

)
=

1

2
Λ k2{δij [1 + (δiy − δix) cos 2θ]− (1− δij) sen 2θ}, (6.1)

y la expresión para la absorción óptica (4.42) se vuelve

Reσij(ω) =
σ0

32
Λ

∫ 2π

0

dθ

g4
[hkl](θ)

{δij [1 + (δiy − δix) cos 2θ]− (1− δij) sen 2θ}

Θ[~ω − ~Ω+(θ)] Θ[~Ω−(θ)− ~ω]

(6.2)

donde Θ es la función escalón unitaria y ~Ω±(θ) = ε+(k±F (θ), θ)− ε−(k±F (θ), θ) = 2k±F (θ)g[hkl](θ), por

lo que se impone la restricción Ω+(θ) ≤ ω ≤ Ω−(θ); la función g[hkl](θ) está definida en (2.38). Además,

el factor Λ está dado por

Λ = (µ′xxµ
′
yy − µ′xyµ′yx)2 + (µ′xxµ

′
zy − µ′zxµ′xy)2 + (µ′yxµ

′
zy − µ′yyµ′zx)2

= |µ′
x × µ

′
y|

2.
(6.3)

donde los vectores µ′
ν toman los valores de (5.3).

Al igual que con la densidad conjunta de estados, la forma del espectro de la conductividad de carga

5(~/2)2
(
Ω× ∂Ω

∂kj

)
i

= (kxδjy − kyδjx)(µ′
x × µ′

y)i = (µ′
x × µ′

y)i εjzlkl
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cambia dependiendo de las frecuencias cŕıticas ω< y ω>, ecuaciones (5.11) y (5.12) respectivamente.

En la Figura 14 se pueden observar las tres formas del espectro para la componente σxx.

Figura 14: Contribución esṕın-órbita a la conductividad de carga Reσxx(ω) para la dirección de crecimiento
cristalino [123]. Los parámetros utilizados son (a) γk2n = 0.1α (ω> < ω<), (b) γk2n = 0.23α (ω< = ω>) y (c)
γk2n = 0.75α (ω< < ω>), mientras que el resto son los mismos que en la Figura 4

.

Cuando se toman en consideración las orientaciones de crecimiento del GE2D que pueden satisfa-

cer una simetŕıa SU(2), es decir, el caso particular de n̂ = (η, η, nz), con m̂ = 1√
2
(−1, 1, 0) y

l̂ = 1√
2
(nz, nz,−2η), los vectores µ′

ν están dados, como se puede ver en (3.34), por

µ′
x =


0

−α+ γk2
n(1− 9η2)nz

0

 , µ′
y =


α+ γk2

n(1 + 3η2)nz

0

−γk2
n

√
2η(1− 3η2)

 (6.4)

y el factor Λ es

Λ = µ′2yx(µ′2xy + µ′2zy)

=
(
−α+ γk2

n(1− 9η2)nz
)2 {[α+ γk2

n(1 + 3η2)nz]
2 + [−γk2

n

√
2η2(1− 3η2)]2}.

(6.5)

En (6.5) se puede ver que Λ = 0 cuando µ′yx = 0, lo que sucede al satisfacerse la relación (3.37); por

lo tanto, bajo estas condiciones, la conductividad eléctrica se anula también. Esta anulación del factor

Λ se debe a la colinealidad del campo Ω y como se vio anteriormente, esta no es la única manera de

obtener un campo colineal. La condición general es que la dirección de crecimiento tenga al menos dos

ı́ndices de Miller que coincidan en módulo y se satisfaga la relación α/γk2
n correspondiente a cada caso.

Las expresiones para estas relaciones están dadas por (3.39) y (3.40). Esta condición de colinealidad fue

obtenida por Kammermeier et al. (2016) al buscar las condiciones necesarias para tener una simetŕıa
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SU(2) en un GE2D. Como casos particulares de Λ se tienen

Λ[001] = (µ′xyµ
′
yx)2 = (α2 − β2

[001])
2

Λ[110] = µ′2yx(µ′2xy + µ′2zy) = α2(α2 + β2
[110])

Λ[111] = (µ′2xyµ
′2
yx)2 = (α+ β[111])

4.

(6.6)

La Figura 15 muestra en color el valor de
√

Λ en una cuadŕıcula de direcciones cristalográficas [hkl]

donde l = 10. Las relaciones entre los parámetros esṕın-órbita para la Figura 15a son las de (3.39); la

función sgn(nxny) es positiva para los cuadrantes 1 y 3, mientras que es negativa para los cuadrantes

2 y 4 del diagrama. Esta elección muestra la anulación del factor Λ para las direcciones con ı́ndices de

Miller |h| = |k|. De manera semejante las Figuras 15b y 15c utilizan las relaciones (3.40) y muestran el

valor nulo de Λ para |h| = |l| y |k| = |l| respectivamente.

Figura 15: Cuadŕıcula de direcciones [hkl] con l = 10. El color indica el valor de
√

Λ. Los parámetros utilizados
son (a) α/γk2n = (1−9(n2x+n2y)/2)nz para el 1er y 3er cuadrante y α/γk2n = −(1−9(n2x+n2y)/2)nz para el 2do y
4to cuadrante; (b) α/γk2n = (1−9(n2x+n2z)/2)ny para el 1er y 4to cuadrante y α/γk2n = −(1−9(n2x+n2z)/2)ny;
(c) α/γk2n = (1− 9(n2y + n2z)/2)nx para el 1er y 4to cuadrante y α/γk2n = −(1− 9(n2y + n2z)/2)nx.

Los puntos negros de la cuadŕıcula, que se ven “aislados” en las tres Figuras, se deben a un valor de la

relación de los parámetros esṕın-órbita que coincide en las expresiones (3.39) y (3.40). Este se presenta

cuando el valor de la magnitud del ı́ndice de Miller desigual en módulo es la mitad del de los otros dos.

En la Figura 16, utilizando la relación adecuada para cada caso, se observan todas las direcciones en que

se anula Λ utilizando una sola cuadŕıcula.
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Figura 16: Cuadŕıcula de direcciones [hkl] con l = 10. El color indica el valor de
√

Λ. Los parámetros utilizados
son α/γk2n = (1 − 9(n2x + n2y)/2)nz para el 1er y 3er cuadrante y α/γk2n = −(1 − 9(n2x + n2y)/2)nz para el
2do y 4to cuadrante con excepción de las direcciones espećıficas en que |h| = |l| o |k| = |l| donde se utilizan las
relaciones de la Figuras 15b y 15c respectivamente.

La Figura 17 es una esfera de direcciones cristalinas donde cada punto sobre al esfera representa un

vector n̂ diferente. Por escala de colores se muestra el valor de
√

Λ con una relación α/γk2
n espećıfica

para cada dirección, de manera que, para las direcciones con al menos dos ı́ndices de Miller que coinciden

en módulo esta relación coincide con aquella que anula el factor Λ.

Figura 17: Esfera de direcciones de crecimiento del GE2D y el valor, en colores, de
√

Λ para cada una de ellas;
se utiliza una relación α/γk2n dependiente de la posición, de forma que, cuando al menos dos ı́ndices de Miller
coincidan en módulo, esta satisfaga las condiciones que anulan el factor Λ.
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6.2. Conductividad de esṕın

De observar las ecuaciones del tensor de conductividad de esṕın (4.54) y (4.55) se puede notar que

es de utilidad calcular lo siguiente: para el campo Ω lineal en k de un GE2D con dirección general

(~Ωi/2 = µ′ijk
′
j), se tiene que

ki
Ω

(
Ω× ∂Ω

∂kj

)
p

=
2

~
(µ′
x × µ

′
y)p

ki
g[hkl](θ)

(δjy cos θ − δjx sen θ)

=
2

~
(µ′
x × µ

′
y)p

k

g[hkl](θ)
[εijz + δij(δiy − δix) sen 2θ + (1− δij) cos 2θ] .

(6.7)

A temperatura T = 0 y utilizando el resultado

P
∫ k−F (θ)

k+
F (θ)

dk
k2

ω2 − Ω2
= − ~2

4g3
[hkl](θ)

{
2m∗g2

[hkl](θ)

~2
+

~ω
4

ln

∣∣∣∣ [ω + Ω+(θ)] [ω − Ω−(θ)]

[ω − Ω+(θ)] [ω + Ω−(θ)]

∣∣∣∣
}
, (6.8)

la parte real de la conductividad de esṕın (4.54) para este sistema queda como

Reσs,pij (ω) = σs,pij (0)− e

8π
(µ′
x × µ

′
y)p

~ω
8m∗/~2

1

2π

∫ 2π

0
dθ

[εijz + δij(δiy − δix) sen 2θ + (1− δij) cos 2θ]

g4
[hkl](θ)

ln

∣∣∣∣ [ω + Ω+(θ)] [ω − Ω−(θ)]

[ω − Ω+(θ)] [ω + Ω−(θ)]

∣∣∣∣ (6.9)

donde el valor estático es

σs,pij (0) = − e

8π
(µ′
x × µ

′
y)p

1

2π

∫ 2π

0
dθ

[εijz + δij(δiy − δix) sen 2θ + (1− δij) cos 2θ]

g2
[hkl](θ)

. (6.10)

En cuanto a la parte imaginaria, esta es

Imσs,pij (ω) = − e

32
(µ′
x × µ

′
y)p

~ω
m∗/~2

1

2π

∫ 2π

0
dθ

[εijz + δij(δiy − δix) sen 2θ + (1− δij) cos 2θ]

g4
[hkl](θ)

Θ[~ω − ~Ω+(θ)] Θ[~Ω−(θ)− ~ω] .

(6.11)

A diferencia del caso de la absorción óptica, donde el factor que sale de la integral es Λ = |µ′
x × µ′

y|2,

en este, el factor es (µ′
x×µ′

y)p. Este factor depende entonces, de la dirección en que se orienta el esṕın,
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denotada por el sub́ındice p; de esta manera queda

(µ′
x × µ

′
y)x = µ′yxµ

′
zy − µ′zxµ′yy (6.12)

(µ′
x × µ

′
y)y = µ′zxµ

′
xy − µ′xxµ′zy (6.13)

(µ′
x × µ

′
y)z = µ′xxµ

′
yy − µ′xyµ′yx. (6.14)

Como con la densidad conjunta de estados y la conductividad de carga, la forma del espectro de la

conductividad de esṕın cambia dependiendo de las frecuencias cŕıticas ω< y ω>, vistas en las ecuaciones

(5.11) y (5.12) respectivamente. En la Figura 18 se pueden observar las tres formas del espectro para la

parte imaginaria de la componente σs,zxx .

Figura 18: Tensor de conductividad de esṕın Imσs,zxx (ω) para la dirección de crecimiento cristalino [123]. Los
parámetros utilizados son (a) γk2n = 0.1α (ω> < ω<), (b) γk2n = 0.23α (ω< = ω>) y (c) γk2n = 0.75α (ω< < ω>),
mientras que el resto son los mismos que en la Figura 4

.

Si se considera la orientación especial n̂ = (η, η, nz), con m̂ = 1√
2
(−1, 1, 0) y l̂ = 1√

2
(nz, nz,−2η), para

la cual es posible obtener una simetŕıa SU(2), los vectores µ′
x y µ′

y quedan como en (6.4) y los factores

(µ′
x × µ′

y)p son

(µ′
x × µ

′
y)x = µ′yxµ

′
zy (6.15)

(µ′
x × µ

′
y)y = 0 (6.16)

(µ′
x × µ

′
y)z = −µ′xyµ′yx. (6.17)

De analizar estas tres ecuaciones es posible determinar las condiciones de anulación necesarias para la

conductividad de esṕın, ya sea para un esṕın orientado en la dirección l̂, m̂ o n̂.

Comenzando por una orientación de esṕın en l̂, se puede observar que (µ′
x × µ′

y)x = 0 cuando ya sea
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µ′yx = 0 o µ′zy = 0. Como se mencionó en la sección anterior para el caso de la absorción óptica, µ′yx

es cero cuando se cumple la condición (3.37), es decir, cuando el campo Ω es colineal. Por otro lado,

si observamos (6.4), µ′zy es cero cuando γk2
n

√
2η(1 − 3η2) = 0, lo cual sucede únicamente cuando la

dirección de crecimiento es [111].

La ecuación (6.16) indica que no es posible obtener una corriente eléctrica en que el esṕın esté orientado

en la dirección m̂ cuando se trata de una orientación del conjunto n̂ = (η, η, nz).

Por último, si la orientación del esṕın es en la dirección n̂, la conductividad de esṕın se anula mediante

un campo Ω colineal (µ′yx = 0); sin embargo, de (6.4), existe la posibilidad de µ′xy = 0 cuando

α

γk2
n

= − sgn(nxny)(1 + 3η2)nz. (6.18)

Esta posibilidad no implica que exista una colinealidad del campo esṕın-órbita6, pero de igual manera

anula la conductividad de esṕın. Para los casos en que la igualdad en el módulo de los ı́ndices de Miller

[hkl] se de entre h y l o l y k se tienen las relaciones

α

γk2
n

= − sgn(nxnz)(1 + 3η2)ny
α

γk2
n

= − sgn(nynz)(1 + 3η2)nx, (6.19)

las cuales también satisfacen la anulación de (µ′
x × µ′

y)z. La Figura 19 muestra en color el valor de√
(µ′
x × µ′

y)z y permite apreciar un conjunto de direcciones para las cuales este factor se anula utilizando

las relaciones α/γk2
n adecuadas.

6La dirección del campo Ω no es independiente de k en este caso

~
2

Ω′ = sgn(nxny)γk2
n(1− 3η2)(0, 2nzk

′
x,−
√

2ηk′y).
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Figura 19: Cuadŕıcula de direcciones [hkl] con l = 10. El color indica el valor de
√

(µ′
x × µ′

y)z. Los parámetros

utilizados son (a) los mismos que en la Figura 16 y (b) las relaciones (6.18) y (6.19) para anular el factor según
es el caso.

6.3. Resumen de resultados

En este caṕıtulo se obtuvieron expresiones de los tensores de conductividad de carga y esṕın considerando

el Hamiltoniano de un GE2D orientado en dirección n̂ con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo

Dresselhaus lineal en k. Se observó que existen diferentes tipos de espectros para la conductividad, al

igual que con la densidad conjunta de estados, los cuales toman una u otra forma dependiendo del

valor de las frecuencias cŕıticas ω< y ω>. Además, se analizaron los factores Λ y (µ′
x ×µ′

y)z, los cuales

determinan la anulación de la absorción óptica y conductividad de esṕın respectivamente; se encontró

que, mientras la primera se cancela únicamente bajo las condiciones de colinealidad del campo Ω(k)

(Kammermeier et al., 2016), la segunda puede hacerlo incluso sin un campo Ω(k) con dirección fija.
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Caṕıtulo 7. Fase de Berry y conductividad Hall de esṕın

En una investigación realizada por Shen (2004) se encontró una relación entre la Fase de Berry y la

conductividad Hall de esṕın σsH de un GE2D orientado en la dirección cristalográfica [001]. Este re-

sultado ha sido citado en otros trabajos (Jia y Berakdar, 2011; Murakawa et al., 2013) donde parece

sugerirse una conexión general entre ambas cantidades aun cuando dicha relación se calculó para un

sistema y una dirección de crecimiento en espećıfico. Por otro lado, en un estudio reciente (Chen et

al., 2014) se calculan la fase geométrica y la conductividad Hall de esṕın para un sistema general con

interacción esṕın-órbita lineal en k, donde Ωz = 0, y se observa que no existe una proporcionalidad entre

las dos. En este caṕıtulo se busca obtener y comparar expresiones de ambas cantidades utilizando el

Hamiltoniano del GE2D con dirección de crecimiento arbitraria que, a diferencia del utilizado por Chen

et al. (2014), toma en cuenta un campo Ωz 6= 0. Además, una vez obtenidas dichas expresiones, se

determina si la dirección de crecimiento del gas [001] es la única para la cual existe una relación o si hay

otras orientaciones que satisfacen esta caracteŕıstica.

Mientras que en caṕıtulos anteriores se obtuvieron expresiones para la conductividad de esṕın como

respuesta a un campo eléctrico que oscila en el tiempo, en éste se deriva una expresión general de la

conductividad Hall para el caso de un campo estático (ω = 0) y una expresión de la fase de Berry de

los electrones del gas. La definición y derivación de las expresiones generales para la curvatura y fase de

Berry se encuentran en el Apéndice D.

7.1. Fase de Berry de un sistema general de dos niveles

A partir de su definición (ver Apéndice D, ec. (D.12)), la fase de Berry de un sistema descrito por el

Hamiltoniano (2.2) está dada por

γλ =

∮
Aλ(k) · kdθθ̂ (7.1)

donde

Aλ(k) = iψ†λ(k)∇kψλ(k) (7.2)
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es la conexión de Berry, θ̂ = − sen θx̂+cos θŷ es el vector tangencial unitario en el espacio k y el estado

ψλ(k) es (2.16). De tal forma que podemos escribir

Aλ(k) = i
(
Nλ λN−λe

−iφ(k)
) ∇kNλ

λ∇k(N−λeiφ(k))


= −

(
Ω− λΩz

2Ω

)
∇kφ(k)

(7.3)

donde se utilizó la condición de normalización N2
λ +N2

−λ = 1. El gradiente ∇kφ está dado por7

∇k(φ) = Im
(
e−iφ∇keiφ

)
=

1

Ω2
‖

(Ωx∇kΩy − Ωy∇kΩx) , (7.4)

de manera que la fase de Berry puede escribirse como

γλ = −
∫ 2π

0
dθ

(
Ω− λΩz

2Ω

)
∇kφ(k) · θ̂

= −
∫ 2π

0
dθ

(
Ω− λΩz

2Ω

)
∂θφ(k)

= −
∫ 2π

0
dθ

(
Ω− λΩz

2Ω

)
1

Ω2
‖
(Ωx∂θΩy − Ωy∂θΩx)

= −
∫ 2π

0
dθ

Ωx∂θΩy − Ωy∂θΩx

Ω(Ω + λΩz)
.

(7.5)

Por otra parte, la curvatura de Berry es

Ωλ(k) = ∇k ×Aλ(k)

=
λ

2
∇k
(

Ωz

Ω

)
×∇kφ(k);

(7.6)

sin embargo, existe otra forma de expresarla (ver Apéndice D, ec.(D.26)), de manera que

Ωλ(k) = i~2 〈λ|v(k) |−λ〉 × 〈−λ|v(k) |λ〉
(ελ − ε−λ)2

(7.7)

y recordando las definiciones (4.19) y (4.32) se tiene

Ωλ,i =
i

Ω2
εijlV

λ
jl

=
i

Ω2
[εijlSjl + iλεijlTjl] .

(7.8)

7eiφ = (Ωx + iΩy)/Ω‖
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Dado que εijlSjl = 0,

Ωλ,i = − λ

Ω2
εijlTjl

= − λ

4Ω2
εijl

∂Ωp

∂kj

∂Ωq

∂kl
m′′pq

= − λ

4Ω3
εijlεpqr

∂Ωp

∂kj

∂Ωq

∂kl
Ωr

= − λ

4Ω3
εijl Ω ·

(
∂Ω

∂kj
× ∂Ω

∂kl

)
.

(7.9)

Cabe señalar que, hasta este punto, las ecuaciones relacionadas con la fase de Berry corresponden a

un campo Ω(k) general; no se ha especificado el tipo de interacción que actúa sobre los electrones,

por lo que las expresiones bien podŕıan utilizarse para otros sistemas f́ısicos que sean descritos por un

Hamiltoniano del tipo ~
2σ ·Ω(k).

7.2. Fase de Berry de un Hamiltoniano esṕın-órbita lineal en k

Si especificamos que el sistema descrito es un GE2D con orientación arbitraria, siendo que este presenta

interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus, y además, esta última toma en cuenta solamente

términos lineales en k, la fase de Berry toma la forma

γ
[hkl]
λ = −1

2
(µ′
x × µ

′
y)z

∫ 2π

0
dθ k2 1

~
2Ω′(~2Ω′ + λ~

2Ω′z)
,

= −1

2
(µ′
x × µ

′
y)z

∫ 2π

0

dθ

g[hkl](θ)(g[hkl](θ) + λµ′zν k̂
′
ν)

(7.10)

donde se utilizó Ω′i = µ′iνk
′
ν y el resultado ~

2∂θΩ
′
i = ∂θµ

′
iνk
′
ν = k(−µ′ix sen θ + µ′iy cos θ); k̂′x = cos θ y

k̂′y = sen θ, mientras que g[hkl](θ) está definida como (2.38) y los vectores µ′
ν son (2.39).

La expresión de γ
[hkl]
λ puede reescribirse como

γ
[hkl]
λ = −1

2
(µ′
x × µ

′
y)z

∫ 2π

0
dθ

g[hkl](θ)− λµ′zν k̂′ν
g[hkl](θ)[g

2
[hkl](θ)− (µ′zν k̂

′
ν)2]

= −1

2
(µ′
x × µ

′
y)z

∫ 2π

0
dθ

g[hkl](θ)− λµ′zν k̂′ν
g[hkl](θ)g

2
[hkl](θ;µ

′
zν = 0)

= −1

2
(µ′
x × µ

′
y)z

∫ 2π

0

dθ

g2
[hkl](θ;µ

′
zν = 0)

(
1− λ µ′zνk

′
ν

kg[hkl](θ)

)
= −1

2
(µ′
x × µ

′
y)z

∫ 2π

0

dθ

g2
[hkl](θ;µ

′
zν = 0)

(
1− λΩ′z

Ω′

)
.

(7.11)
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La segunda integral en estas expresiones se anula debido a simetŕıa de inversión temporal, es decir,

Ω(−k) = −Ω(k):

∫ 2π

0

µ′
zνk̂′νdθ

g[hkl](θ)g
2
[hkl](θ;µ

′
zν = 0)

=

∫ 2π

0

(µ′zx cos θ + µzy sen θ)dθ

(A′ +B′ cos 2θ + C ′ sen 2θ)
√
A+B cos 2θ + C sen 2θ

=

∫ π

0
(· · · ) +

∫ 2π

π
(· · · )

=

∫ π

0
(· · · )−

∫ π

0
(· · · ) = 0.

(7.12)

En la integral se utilizó el cambio de variable θ → θ′ = θ− π mientras que a g2
[hkl](θ) se le dio la forma

g2
[hkl](θ) = A+B cos 2θ + C sen 2θ, (7.13)

donde

A =
1

2
(µ′2xx + µ′2yx + µ′2zx + µ′2xy + µ′2yy + µ′2zy) =

1

2
(|µ′

x|
2 + |µ′

y|
2)

B =
1

2
(µ′2xx + µ′2yx + µ′2zx − (µ′2xy + µ′2yy + µ′2zy)) =

1

2
(|µ′

x|
2 − |µ′

y|
2)

C = µ′xxµ
′
xy + µ′yxµ

′
yy + µ′zxµ

′
zy = µ′

x · µ
′
y,

(7.14)

y a g2
[hkl](θ;µzν = 0)

g2
[hkl](θ;µzν = 0) = A′ +B′ cos 2θ + C ′ sen 2θ (7.15)

con

A′ =
1

2
(µ′2xx + µ′2yx + µ′2xy + µ′2yy)

B′ =
1

2
(µ′2xx + µ′2yx − (µ′2xy + µ′2yy))|2)

C ′ = µ′xxµ
′
xy + µ′yxµ

′
yy.

(7.16)

Regresando a γ
[hkl]
λ , se tiene que

γ
[hkl]
λ = −1

2
(µ′
x × µ

′
y)z

∫ 2π

0

dθ

g2
[hkl](θ;µ

′
zν = 0)

(7.17)
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se vuelve independiente de λ. (7.17) puede ser simplificada

I ≡
∫ 2π

0

dθ

g2
[hkl](θ;µ

′
zν = 0)

=

∫ 2π

0

dθ

A′ +B′ cos 2θ + C ′ sen 2θ

=

∫ π

0

dθ

A′ +B′ cos 2θ + C ′ sen 2θ
+

∫ 2π

π

dθ

A′ +B′ cos 2θ + C ′ sen 2θ

= 2

∫ π

0

dθ

A′ +B′ cos 2θ + C ′ sen 2θ

=

∫ 2π

0

dθ

A′ +B′ cos θ + C ′ sen θ
,

(7.18)

donde se utilizó, nuevamente, el cambio de variable θ → θ′ = θ − π y θ → θ′ = 2θ. Esta integral

se puede calcular fácilmente mediante integración sobre el ćırculo unitario C en el plano complejo. Si

z = eiθ, entonces

IC = I =
1

i

∫
C

dz
1
2(B′ − iC ′)z2 +A′z + 1

2(B′ + iC ′)
(7.19)

=
2

i(B′ − iC ′)

∫
C

dz

(z − z−)(z − z+)
(7.20)

donde z± = −w(1 ∓
√
ξ) son los polos en el integrando de (7.19), w = A′(B′ + iC ′)/(B′2 + C ′2),

|w| > 1, ξ = 1 − [(B′2 + C ′2)/A′2] = 1 − |w|−2 por lo que 0 < ξ < 1. El polo z− tiene magnitud

|z−| = |w|(1 +
√
ξ) > |w| > 1 y reside fuera del ćırculo C. Además, dado que z+z

∗
− = 1 y |z+||z−| = 1

entonces |z+| < 1, lo que significa que está dentro del ćırculo C. Por lo tanto, usando la fórmula de

Cauchy8 se obtiene

IC =
2

i(B′ − iC ′)
2πi

(z+ − z−)

=
2π√

A′2 − (B′2 + C ′2)

=
2π

|µ′xxµ′yy − µ′xyµ′yx|

=
2π

|(µ′
x × µ′

y)z|
,

(7.21)

donde también se ha utilizado el resultado z+ − z− = 2
√
ξw =

2
√
A′2−(B′2+C′2)

B′2+C′2 (B′ + iC ′). La fase de

8
∮
C

f(z)
z−z0

dz = 2πif(z0)
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Berry queda entonces como

γ
[hkl]
λ = −1

2
(µ′
x × µ

′
y)z

∫ 2π

0

dθ

g2
[hkl](θ;µzν = 0)

= −π
(µ′
x × µ′

y)z

|(µ′
x × µ′

y)z|

= −π sgn
[
(µ′
x × µ

′
y)z

]
.

(7.22)

7.3. Conductividad Hall de esṕın y relación con fase de Berry

Entre las expresiones obtenidas anteriormente para la conductividad de esṕın, se obtuvo una en espećıfico,

la (6.10), que corresponde al caso en que al gas se le aplica un campo eléctrico estático. De ah́ı la

conductividad Hall de esṕın σsH ≡ σs,zxy (0) está dada por

σsH = − e

8π
(µ′
x × µ

′
y)z

1

2π

∫ 2π

0
dθ

(1 + cos 2θ)

g2
[hkl](θ)

, (7.23)

donde g[hkl](θ) es (2.38). Mediante un proceso similar al realizado con la integral (7.17) se tiene que la

primera integral es

∫ 2π

0

dθ

g2
[hkl](θ)

=
2π√

A2 − (B2 + C2)

=
2π

|µ′
x × µ′

y|

(7.24)

donde A,B y C están definidas como (7.14). Para la segunda integral se tiene

∫ 2π

0

cos 2θ

g2
[hkl](θ)

dθ = 2

∫ π

0

cos 2θ

A+B cos 2θ + C sen 2θ
dθ

=

∫ 2π

0

cos θ

A+B cos θ + C sen θ
dθ

=
1

i

∫
C

1
2(z + z−1)dz

[1
2(B − iC)z2 +Az + 1

2(B + iC)]

=
1

i(B − iC)

[∫
C

z dz

(z − z−)(z − z+)
+

∫
C

dz

z(z − z−)(z − z+)

]
(7.25)



66

con el polo z+ dado por

z+ = −
[A′ −

√
A′2 − (B′2 + C ′2)]

B′2 + C ′2
(B′ + iC ′) (7.26)

y z− = 1/z∗+. En la segunda integral hay dos ráıces que se encuentran dentro del ćırculo unitario del

plano complejo, z = 0 y z = z+, de manera que, utilizando una vez más la fórmula de Cauchy, se obtiene

∫ 2π

0

cos 2θ

g2
[hkl](θ)

dθ =
1

i(B − iC)
2πi

[
z+

z+ − z−
+

1

z−z+
+

1

z+(z+ − z−)

]
=

2π√
A2 − (B2 + C2)

Re (z+)

=
2π

|µ′
x × µ′

y|
Re (z+).

(7.27)

Sustituyendo el resultado de estas integrales, la conductividad Hall de esṕın queda como

σsH = − e

8π

(µ′
x × µ′

y)z

|µ′
x × µ′

y|
[1 + Re(z+)] (7.28)

Si se considera el tensor de conductividad de esṕın completo σs,zij (0), se debe evaluar la integral

∫ 2π

0

sen 2θ

g2
[hkl](θ)

dθ = 2

∫ π

0

sen 2θ

A+B cos 2θ + C sen 2θ
dθ

=

∫ 2π

0

sen θ

A+B cos θ + C sen θ
dθ

=
1

i

∫
C

1
2i(z − z

−1)dz

[1
2(B − iC)z2 +Az + 1

2(B + iC)]

= − 1

i(B − iC)

[∫
C

z dz

(z − z−)(z − z+)
−
∫
C

dz

z(z − z−)(z − z+)

]
= − 1

i(B − iC)
2πi

[
z+

z+ − z−
+

1

z−z+
+

1

z+(z+ − z−)

]
=

2π√
A2 − (B2 + C2)

Im (z+)

=
2π

|µ′
x × µ′

y|
Im (z+),

(7.29)
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con lo que el tensor (6.10) está dado por

σs,zij (0) = − e

8π

(µ′
x × µ′

y)z

|µ′
x × µ′

y|
[εzij + δij(δiy − δix) Im(z+) + (1− δij) Re(z+)]

= − e

8π

(µ′
x × µ′

y)z

|µ′
x × µ′

y|

 − Im(z+) 1 + Re(z+)

−1 + Re(z+) Im(z+)

 .

(7.30)

Llegado este punto, observando las ecuaciones obtenidas para la fase de Berry y la conductividad Hall

de esṕın, uno puede concluir que no existe una relación general entre ambas expresiones; sin embargo,

śı dan una idea de para que direcciones podŕıa encontrarse una.

Caso Ω′
z = 0

Si se considera que Ω′
z = 0, eso significa que

µ′zx = γk2
n(niDijlj) = γk2

n(nxnymz + nxmynz +mxnynz) = 0

µ′zy = γk2
n(niDijmj) = −γk2

n(nxnylz + nxlynz + lxnynz) = 0
(7.31)

y la conductividad Hall se reduce a

σsH = − e

8π
(µ′
x × µ

′
y)z

1

2π

[∫ 2π

0

dθ

g2
[hkl](θ;µ

′
zν = 0)

+

∫ 2π

0

cos 2θ

g2
[hkl](θ;µ

′
zν = 0)

dθ

]

=
e

8π2
γ

[hkl]
λ − e

8π
(µ′
x × µ

′
y)z

1

2π

∫ 2π

0

cos 2θ

g2
[hkl](θ;µ

′
zν = 0)

dθ

=
e

8π2
[1 + Re(z+)|µ′zν=0]γ

[hkl]
λ

(7.32)

donde

(z+)|µ′zν=0 = −
[A′ −

√
A′2 − (B′2 + C ′2)]

B′2 + C ′2
(B′ + iC ′), (7.33)

mientras que A′, B′ y C ′ están dadas por (7.16). Ahora se puede retomar la pregunta ¿Qué direcciones

de crecimiento cristalográfico del GE2D satisfacen el hecho de que exista una relación entre la fase de

Berry y la conductividad Hall de esṕın?; de las últimas dos ecuaciones se puede notar que cuando B′ = 0

la conductividad Hall σsH = (e/8π2)γλ, entonces las orientaciones del gas que satisfagan las condiciones

µ′zν = 0 (7.31) y |µ′
x|2 = |µ′

y|2 darán lugar a una relación entre las dos cantidades. Expĺıcitamente, las

únicas direcciones de crecimiento cristalino que satisfacen las dos condiciones son la [001] y [111], de
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hecho, son las únicas que satisfacen Ωz = 0.

Notando que

2(B + iC) = µ′2xx + µ′2yx − µ′2xy − µ′2yy + 2i(µ′xxµ
′
xy + µ′yxµ

′
yy)

= (µ′xx + µ′yy)(µ
′
xx − µ′yy) + (µ′yx + µ′xy)(µ

′
yx − µ′xy)

+ 2i[(µ′xx + µ′yy)(µ
′
yx + µ′xy)− (µ′xx − µ′yy)(µ′yx − µ′xy)]

= x1x2 + y2y1 + 2i(x1y2 − x2y1)

= (x1 − iy1)(x2 + iy2)

= z∗1z2,

(7.34)

donde

z1 = x1 + iy1 = (µ′xx + µ′yy) + i(µ′yx − µ′xy) (7.35)

z2 = x2 + iy2 = (µ′xx − µ′yy) + i(µ′yx + µ′xy), (7.36)

puede llevarse a cabo una simplificación de la expresión (7.32). Se tiene que B+iC = z∗1z2/2, B2+C2 =

|z1|2|z2|2/4, A = (|z1|2+|z2|2)/4 y A−
√
A2 − (B2 + C2) = (|z1|2+|z2|2−||z1|2−|z2|2|)/4 = |z<|2/2,

donde z< = z1 si |z1| < |z2| o z< = z2 si |z2| < |z1|. Por lo tanto, en términos de z1 y z2, (7.33) es

(z+)|µ′zν=0 =


−z2/z1 si z< = z2

−(z1/z2)∗ si z< = z1,
(7.37)

lo que implica que Re(z+)|µ′zν=0 = −Re(z</z>) y Im(z+)|µ′zν=0 = − Im(z</z>). La expresión (7.32)

puede reescribirse entonces como

σsH = − e

8π

(µ′
x × µ′

y)z

|(µ′
x × µ′

y)z|

[
1− Re

(
z<
z>

)]
(7.38)

o, en términos de la fase (7.22),

σsH =
e

8π2

[
1− Re

(
z<
z>

)]
γ

[hkl]
λ . (7.39)
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Si se toma en cuenta la parte imaginaria del tensor, puede comprobarse que cuando µ′zν = 0

σs,zij (0) = − e

8π

(µ′
x × µ′

y)z

|(µ′
x × µ′

y)z|

 Im
(
z<
z>

)
1− Re

(
z<
z>

)
−
[
1 + Re

(
z<
z>

)]
− Im

(
z<
z>

)
 , (7.40)

resultado obtenido por Chen et al. (2014).

En este caṕıtulo se obtuvo una expresión de la fase de Berry para un sistema general de dos niveles,

la cual puede ser utilizada en un variedad de sistemas f́ısicos. Posteriormente, se utilizó esta fórmula

para obtener una expresión de la fase geométrica del GE2D con orientación arbitraria. Con el objetivo de

comparar esta cantidad con la conductividad Hall de esṕın del gas, se procedió al cálculo de esta última.

De modo que se obtuvieron las ecuaciones (7.22) y (7.28), las cuales permiten generalizar el estudio de

Chen et al. (2014), mediante un campo Ω con Ωz 6= 0, y decir que no existe una relación general entre

dichas cantidades; sin embargo, para las direcciones de crecimiento [001] y [111] espećıficamente, γ
[hkl]
λ

y σsH son proporcionales entre ellas. En este estudio no se consideró la definición de conductividad Hall

de esṕın que considera la contribución de torca, sin embargo, valdŕıa la pena considerarla y averiguar

si esta contribución śı es naturalmente proporcional a la fase de Berry como señala Chen et al. (2014)

incluso con Ωz 6= 0.
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Caṕıtulo 8. Conclusiones

En este trabajo se estudiaron las conductividades de carga y esṕın, a frecuencia finita, de un gas electróni-

co bidimensional con interacción esṕın-órbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus tomando en cuenta una

dirección cristalográfica arbitraria. A partir de las contribuciones de Rashba y Dresselhaus al acopla-

miento esṕın-órbita, referidas a los ejes xyz, se deriva el Hamiltoniano correspondiente a un sistema de

coordenadas x′y′z′ en que la dirección z′ especifica la dirección de crecimiento cristalográfico de la hete-

roestructura semiconductora que define al GE2D bajo consideración. Dentro del formalismo de respuesta

lineal se calculan las fórmulas de Kubo de los tensores de conductividad óptica y de conductividad de

esṕın de un sistema con un Hamiltoniano genérico H(k) = H0 + ~
2σ ·Ω(k) donde el campo vectorial

Ω(k) incluye las contribuciones de Rashba y Dresselhaus con términos cúbicos. Aunque se presentan

expresiones expĺıcitas del campo esṕın-órbita de Dresselhaus ΩD(k), tanto lineal como cúbico en k,

los resultados numéricos corresponden solo a un Hamiltoniano lineal con Ωi = µijkj . Se obtuvieron

y analizaron los espectros de la densidad conjunta de estados, absorción óptica y corriente de esṕın;

se observó que estos pod́ıan tomar diferentes formas caracteŕısticas dependiendo de, no solamente la

relación entre los parámetros esṕın-órbita, sino también de la dirección de crecimiento cristalográfico.

Además, se obtuvieron dos factores, Λ y (µ′
x ×µ′

y)i, que quedan fuera de las integrales en los tensores

de conductividad de carga y de esṕın respectivamente. Ambos factores se anulan (y por lo tanto las

conductividades) al cumplirse las condiciones de simetŕıa SU(2), bajo las cuales el campo esṕın-órbita

Ω(k) se vuelve colineal (Kammermeier et al., 2016). Estas condiciones son dos, que la dirección de

crecimiento contenga al menos dos ı́ndices de Miller iguales en módulo y que exista una relación es-

pećıfica entre los parámetros de interacción esṕın-órbita de Rashba y Dresselhaus. Incluso, se encontró

la posibilidad de anulación del factor del tensor de conductividad de esṕın sin la necesidad de que exista

una colinealidad del campo. Esto sucede, de igual manera, para direcciones con al menos dos ı́ndices de

Miller que coinciden en módulo, sin embargo, la relación entre los parámetros es diferente a aquella de la

condición de simetŕıa SU(2). En el último caṕıtulo se obtuvieron expresiones para la conductividad Hall

de esṕın estática y para la fase de Berry válidas para cualquier dirección de crecimiento cristalográfico.

A diferencia de un estudio previo, estos cálculos tomaron en cuenta una componente Ωz 6= 0, lo cual

permitió generalizar el resultado de que no existe una conexión natural entre la fase geométrica y la

conductividad Hall de esṕın (Chen et al., 2014). De dichas ecuaciones también se observó que para

que exista una relación entre ambas cantidades es necesario que se cumplan dos condiciones, que el

campo Ω(k) no tenga componente z y que |µ′
x| = |µ′

y|, de manera que las únicas orientaciones que las

satisfacen son las direcciones de alta simetŕıa [001] y [111].
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Puntualizadas y muy generales, las conclusiones de este trabajo son:

Las corrientes inducidas de carga y esṕın se pueden manipular, no solamente a través de la modu-

lación electroestática de α, de la frecuencia ω o de la dirección del campo externo, sino también

mediante la selección de una orientación cristalográfica definida por la dirección de crecimiento de

la muestra.

No existe una conexión del tipo universal entre la conductividad Hall de esṕın estática y la fase de

Berry de un sistema con un Hamiltoniano de dos bandas H = ~
2σiΩi (i = x, y, z). Solamente en

los casos particulares de un GE2D orientado en las direcciones [001] y [111] existe tal conexión.

Por último, insistimos que en esta tesis se han derivado fórmulas en términos solamente del campo

vectorial Ω(k) por lo que podŕıan usarse para explorar otros sistemas descritos por el Hamiltoniano

H = σ ·Ω.
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A Ángulos de Euler en función de los vectores l̂, m̂ y n̂

En este apéndice se derivan las ecuaciones (3.10), que corresponden a las expresiones que definen los

ángulos de Euler en función de los vectores l̂, m̂ y n̂. A partir de la condición (3.8) y la matriz de

rotación (3.9) se tienen las ecuaciones

(cosψ cosφ− cos θ senφ senψ)lx + (cosψ senφ+ cos θ cosφ senψ)ly + (senψ sen θ)lz = 1

(− senψ cosφ− cos θ senφ cosψ)lx + (− senψ senφ+ cos θ cosφ cosψ)ly + (cosψ sen θ)lz = 0

(sen θ senφ)lx + (− sen θ cosφ)ly + (cos θ)lz = 0

(cosψ cosφ− cos θ senφ senψ)mx + (cosψ senφ+ cos θ cosφ senψ)my + (senψ sen θ)mz = 0

(− senψ cosφ− cos θ senφ cosψ)mx + (− senψ senφ+ cos θ cosφ cosψ)my + (cosψ sen θ)mz = 1

(sen θ senφ)mx + (− sen θ cosφ)my + (cos θ)mz = 0

(cosψ cosφ− cos θ senφ senψ)nx + (cosψ senφ+ cos θ cosφ senψ)ny + (senψ sen θ)nz = 0

(− senψ cosφ− cos θ senφ cosψ)nx + (− senψ senφ+ cos θ cosφ cosψ)ny + (cosψ sen θ)nz = 0

(sen θ senφ)nx + (− sen θ cosφ)ny + (cos θ)nz = 1.

Para obtener expresiones del ángulo φ, se puede despejar

cos θ lz = (sen θ cosφ)ly − (sen θ senφ)lx

cos θ mz = (sen θ cosφ)my − (sen θ senφ)mx

de manera que se tiene la igualdad

(sen θ cosφ)ly − (sen θ senφ)lx
lz

=
(sen θ cosφ)my − (sen θ senφ)mx

mz

(cosφ)ly − (senφ)lx
lz

=
(cosφ)my − (senφ)mx

mz

senφ

(
mx

mz
− lx
lz

)
= cosφ

(
my

mz
− ly
lz

)
tanφ =

lzmy − lymz

lzmx − lxmz
.
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Utilizando n̂ = l̂× m̂ la expresión queda como

tanφ = −nx
ny

y por lo tanto

senφ =
nx
n‖
, cosφ = −ny

n‖
, (A.1)

donde n‖ =
√
n2
x + n2

y. De forma similar pueden despejarse

(senψ sen θ)mz = −(cosψ cosφ− cos θ senφ senψ)mx − (cosψ senφ+ cos θ cosφ senψ)my

(senψ sen θ)nz = −(cosψ cosφ− cos θ senφ senψ)nx − (cosψ senφ+ cos θ cosφ senψ)ny,

al dividir entre cosψ y agrupar términos se obtiene

(tanψ sen θ)mz = −(cosφ− cos θ senφ tanψ)mx − (senφ+ cos θ cosφ tanψ)my,

(tanψ sen θ)mz = −(cosφ− cos θ senφ tanψ)mx − (senφ+ cos θ cosφ tanψ)my,

tanψ =
cosφ mx + senφ my

cos θ senφ mx − cos θ cosφ my − sen θ mz

tanψ =
cosφ nx + senφ ny

cos θ senφ nx − cos θ cosφ ny − sen θ nz
.

(A.2)

Desarrollando la igualdad se llega a

sen θ senφ (mynz −mzny) + sen θ cosφ (mxnz −mznx)

+ cos θ sen2 φ (mxny −mynx) + cos θ cos2 φ (mxny −mynx) =

sen θ senφ lx − sen θ cosφ ly + cos θ (sen2 φ+ cos2 φ) lz =

sen θ (senφ lx − cosφ ly) + cos θ lz = 0,
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de manera que

tan θ =
lz

ly cosφ− lx senφ

= −
lzn‖

lxnx + lyny

=
lzn‖

lznz

=
n‖

nz
,

donde se sustituyó (A.1) y se utilizó l̂ · n̂ = 0. Por lo tanto

sen θ = n‖, cos θ = nz. (A.3)

Para encontrar las expresiones del ángulo ψ hace falta sustituir (A.1) y (A.3) en (A.2) con lo que se

obtiene

tanψ =
−
(
ny
n‖

)
mx +

(
nx
n‖

)
my

nz

(
nx
n‖

)
mx + nz

(
ny
n‖

)
my − n‖mz

=
mynx −mxny

nz(mxnx +myny)−mzn2
‖

=
lz

mz(n2
‖ + n2

z)

=
lz
mz

,

donde l̂ = m̂× n̂, m̂ · n̂ = 0 y |n̂| = 1 fueron utilizados. De manera que

senψ =
lz
n‖
, cosψ =

mz

n‖
,

donde ahora se hizo uso de l2z +m2
z + n2

z = 1.
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B Coeficientes de Dresselhaus en la matriz de parámetros

esṕın-órbita µ′
ij

En este apéndice se muestran expĺıcitamente los coeficientes de la contribución esṕın-órbita tipo Dres-

selhaus, tanto de la forma lineal (3.19) como la cúbica (3.30); además, se muestran algunas relaciones

entre los vectores l̂, m̂ y n̂ que resultan útiles al momento de obtener las diferentes expresiones de los

coeficientes. De modo que para la forma lineal se tiene

liDijlj = −miDijmj

= −λijk linjmk

= l2x(n2
y − n2

z) + l2y(n
2
z − n2

x) + l2z(n
2
x − n2

y)

= m2
x(l2y − l2z) +m2

y(l
2
z − l2x) +m2

z(l
2
x − l2y)

= n2
x(m2

y −m2
z) + n2

y(m
2
z −m2

x) + n2
z(m

2
x −m2

y)

(B.1)

miDijlj = λijk linjlk −
1

2
λijk ninjnk

= 2(nxlylz + lxnylz + lxlynz)− 3nxnynz

= −2[lxmx(l2y − l2z) + lymy(l
2
z − l2x) + lzmz(l

2
x − l2y)]− 3nxnynz

= −2(nxmymz +mxnymz +mxmynz)− 9nxnynz

(B.2)

niDijlj =
1

2
λijk ninjmk

= nxnymz + nxmynz +mxnynz

= −[nxlx(n2
y − n2

z) + nyly(n
2
z − n2

x) + nzlz(n
2
x − n2

y)]

(B.3)

liDijmj = −λijk minjmk +
1

2
λijk ninjnk

= −2(nxmymz +mxnymz +mxmynz) + 3nxnynz

= 2(nxlylz + lxnylz + lxlynz) + 9nxnynz

= −2[lxmx(l2y − l2z) + lymy(l
2
z − l2x) + lzmz(l

2
x − l2y)] + 9nxnynz

= miDijlj + 12nxnynz

(B.4)
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niDijmj = −1

2
λijk ninjlk

= −(nxnylz + nxlynz + lxnynz)

= −[nxmx(n2
y − n2

z) + nymy(n
2
z − n2

x) + nzmz(n
2
x − n2

y)].

(B.5)

liDijnj = −3niDijlj (B.6)

miDijnj = −3niDijmj (B.7)

niDijnj = 0 (B.8)

Para la forma cúbica, la forma expĺıcita de los factores presentes en la ecuación (3.30) son

1

2
εijmλrsm ljlrls = δixlx(l2y − l2z) + δiyly(l

2
z − l2x) + δizlz(l

2
x − l2y)

1

2
εijmλrsm mjmrms = δixmx(m2

y −m2
z) + δiymy(m

2
z −m2

x) + δizmz(m
2
x −m2

y)

1

2
εijmλrsm (ljlrms + lrlsmj + lsljmr) = δix[mx(l2y − l2z) + 2lx(lymy − lzmz)]

+ δiy[my(l
2
z − l2x) + 2ly(lzmz − lxmx)]

+ δiz[mz(l
2
x − l2y) + 2lz(lxmx − lymy)]

1

2
εijmλrsm (ljmrms + lrmsmj + lsmjmr) = δix[lx(m2

y −m2
z) + 2mx(lymy − lzmz)]

+ δiy[ly(m
2
z −m2

x) + 2my(lzmz − lxmx)]

+ δiz[lz(m
2
x −m2

y) + 2mz(lxmx − lymy)]

Por último, algunas relaciones de utilidad entre las componentes de los vectores l̂, m̂ y n̂ son

lxmx(l2y − l2z) + lymy(l
2
z − l2x) + lzmz(l

2
x − l2y) = −(nxlylz + lxnylz + lxlynz)

= nxmymz +mxnymz +mxmynz + 3nxnynz

lxmx(m2
y −m2

z) + lymy(m
2
z −m2

x) + lzmz(m
2
x −m2

y) = nxmymz +mxnymz +mxmynz

lxmx(n2
y − n2

z) + lymy(n
2
z − n2

x) + lzmz(n
2
x − n2

y) = −2(nxmymz +mxnymz +mxmynz)

− 3nxnynz
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lxnx(l2y − l2z) + lyny(l
2
z − l2x) + lznz(l

2
x − l2y) = lxlymz + lxmylz +mxlylz

lxnx(m2
y −m2

z) + lyny(m
2
z −m2

x) + lznz(m
2
x −m2

y) = 2(nxnymz + nxmynz +mxnynz) + 3mxmymz

= −2(mxlylz + lxmylz + lxlymz)− 3mxmymz

lxnx(n2
y − n2

z) + lyny(n
2
z − n2

x) + lznz(n
2
x − n2

y) = −(nxnymz + nxmynz +mxnynz)

mxnx(l2y − l2z) +myny(l
2
z − l2x) +mznz(l

2
x − l2y) = 2(mxmylz +mxlymz + lxmymz) + 3lxlylz

= −2(nxnylz + nxlynz + lxnynz)− 3lxlylz

mxnx(m2
y −m2

z) +myny(m
2
z −m2

x) +mznz(m
2
x −m2

y) = −(mxmylz +mxlymz + lxmymz)

mxnx(n2
y − n2

z) +myny(n
2
z − n2

x) +mznz(n
2
x − n2

y) = nxnylz + nxlynz + lxnynz

lxly +mxmy + nxny = 0

lxlz +mxmz + nxnz = 0

lylz +mymz + nynz = 0

λijk liljnk + λijk mimjnk + λijk ninjnk = 0

λijk liljmk + λijk ninjmk + λijk mimjmk = 0

λijk mimjlk + λijk ninjlk + λijk liljlk = 0

(lxlynz + lxnylz + nxlylz) + (nxmymz +mxnymz +mxmynz) = −3nxnynz

(lxlymz + lxmylz +mxlylz) + (nxnymz + nxmynz +mxnynz) = −3mxmymz

(mxmylz +mxlymz + lxmymz) + (nxnylz + nxlynz + lxnynz) = −3lxlylz.
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C Campo esṕın-órbita en función de armónicos angulares

En el presente apéndice se obtiene la expresión cúbica del campo esṕın-órbita en su forma de armónicos

angulares para la dirección que posibilita la simetŕıa SU(2) con el objetivo de empatar con las ecuaciones

de Kammermeier et al. (2016). Para el caso especial n̂ = (η, η, nz) con m̂ = 1√
2
(−1, 1, 0) y l̂ =

1√
2
(nz, nz,−2η),

~
2
Ω′ =

~
2
Ω′
R +

~
2
Ω′
D

=
~
2
Ω′
R + γκ′

=

{
αk′y + nzk

′
y

[
γ 〈k′2z 〉 (1 + 3η2) + γ

(
1

2
(1− 6η2)k′2x −

1

2
k′2y

)]}
x̂′

+

{
− αk′x + nzk

′
x

[
γ 〈k′2z 〉 (1− 9η2) + γ

(
1

2
k′2y −

1

2
(1− 6η2)k′2x

)]}
ŷ′

+
√

2ηk′y

{
− γ 〈k′2z 〉 (1− 3η2) + γ

[(
1 +

3

2
n2
z

)
k′2x −

1

2
k′2y

]}
ẑ′.

(C.1)

Utilizando coordenadas polares, es decir, k′x = k′ cos θ, k′y = k′ sen θ (k′ = k), y9

k′3x =
k′3

4
(3 cos θ + cos 3θ) (C.2)

k′3y =
k′3

4
(3 sen θ − sen 3θ) (C.3)

k′2x k
′
y =

k′3

4
(sen θ + sen 3θ) (C.4)

k′xk
′2
y =

k′3

4
(cos θ − cos 3θ) (C.5)

se tiene que γκ′(1) es

γκ
′(1)
l = γ 〈k′2z 〉 k′[cos θ(δlx liDijlj + δly miDijlj + δlz niDijlj)

+ sen θ(δlx liDijmj + δly miDijmj + δlz niDijmj)]

= γ 〈k′2z 〉 k′[δlx(liDijlj cos θ + liDijmj sen θ) + δly(miDijlj cos θ +miDijmj sen θ)

+ δlz(niDijlj cos θ + niDijmj sen θ)],

(C.6)

9cos3 θ = 3
4

cos θ + 1
4

cos 3θ, sen3 θ = 3
4

sen θ − 1
4

sen 3θ.
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mientras que γκ′(3) se expresa como

γκ
′(1)
l = γ

k′3

4
[cos θ(δlx liC

(1)
i + δly miC

(1)
i + δlz niC

(1)
i ) + sen θ(δlx liS

(1)
i + δly miS

(1)
i + δlz niS

(1)
i )

+ cos 3θ(δlx liC
(3)
i + δly miC

(3)
i + δlz niC

(3)
i ) + sen 3θ(δlx liS

(3)
i + δly miS

(3)
i + δlz niS

(3)
i )]

(C.7)

donde los vectores C
(1)
i , S

(1)
i , C

(3)
i y C

(3)
i están dados por

C
(1)
i =

1

2
εijmλrsm[3ljlrls + (ljmrms + lrmsmj + lsmjmr)]

= δix[3lx(l2y − l2z) + 2mx(lymy − lzmz) + lx(m2
y −m2

z)]

+ δiy[3ly(l
2
z − l2x) + 2my(lzmz − lxmx) + ly(m

2
z −m2

x)]

+ δiz[3lz(l
2
x − l2y) + 2mz(lxmx − lymy) + lz(m

2
x −m2

y)]

(C.8)

S
(1)
i =

1

2
εijmλrsm[3mjmrms + (ljlrms + lrlsmj + lsljmr)]

= δix[3mx(m2
y −m2

z) + 2lx(lymy − lzmz) +mx(l2y − l2z)]

+ δiy[3my(m
2
z −m2

x) + 2ly(lzmz − lxmx) +my(l
2
z − l2x)]

+ δiz[3mz(m
2
x −m2

y) + 2lz(lxmx − lymy) +mz(l
2
x − l2y)]

(C.9)

C
(3)
i =

1

2
εijmλrsm[ljlrls − (ljmrms + lrmsmj + lsmjmr)]

= δix[lx(l2y − l2z)− 2mx(lymy − lzmz)− lx(m2
y −m2

z)]

+ δiy[ly(l
2
z − l2x)− 2my(lzmz − lxmx)− ly(m2

z −m2
x)]

+ δiz[lz(l
2
x − l2y)− 2mz(lxmx − lymy)− lz(m2

x −m2
y)]

(C.10)

S
(3)
i =

1

2
εijmλrsm[−mjmrms + (ljlrms + lrlsmj + lsljmr)]

= δix[−mx(m2
y −m2

z) + 2lx(lymy − lzmz) +mx(l2y − l2z)]

+ δiy[−my(m
2
z −m2

x) + 2ly(lzmz − lxmx) +my(l
2
z − l2x)]

+ δiz[−mz(m
2
x −m2

y) + 2lz(lxmx − lymy) +mz(l
2
x − l2y)]

(C.11)
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Los productos escalares en (C.7) son

liC
(1)
i = −liDijlj

miC
(1)
i = −miDijlj

niC
(1)
i = −niDijlj

liS
(1)
i = −liDijmj

miS
(1)
i = liDijlj

niS
(1)
i = −niDijmj

liC
(3)
i = liDijlj

miC
(3)
i = 2(nxmymz +mxnymz +mxmynz) + 3nxnynz

niC
(3)
i = 3(lxlymz + lxmylz +mxlylz)− 3mxmymz

liS
(3)
i = 2(lxlynz + lxnylz + nxlylz) + 3nxnynz = −miC

(3)
i

miS
(3)
i = liDijlj

niS
(3)
i = 3(mxmymz +mxlymz + lxmymz)− 3lxlylz,

de manera que el campo esṕın-órbita de Dresselhaus, en términos de armónicos angulares es

γκ′l = γκ
′(1)
l + γκ

′(3)
l

= β(1)k′ cos θ[δlx liDijli + δly miDijlj + δlz niDijlj ]

+ β(1)k′ sen θ[δlx liDijmi + δly miDijmj + δlz niDijmj ]

+ β(3)k′ cos 3θ[δlx liC
(3)
i + δly miC

(3)
i + δlz niC

(3)
i ]

+ β(3)k′ sen 3θ[δlx liS
(3)
i + δly miS

(3)
i + δlz niS

(3)
i ],

(C.12)

donde β(1) = γ(〈k′2z 〉 − k′2/4) y β(3) = γk′2/4 como Kammermeier et al. (2016).
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Para la dirección especial n̂ = (η, η, nz) con m̂ = 1√
2
(−1, 1, 0) y l̂ = 1√

2
(nz, nz,−2η),

~
2
Ω′(k) = αk′


sen θ

− cos θ

0

+ β(1)k′


b
(1)
x sen θ

b
(1)
y cos θ

b
(1)
z sen θ

+ β(3)k′


b
(3)
x sen 3θ

b
(3)
y cos 3θ

b
(3)
z sen 3θ

 (C.13)

donde

b(1) =


(1 + 3η2)nz

(1− 9η2)nz

−
√

2η(1− 3η2)

 , b(3) =


(1− 3η2)nz

−(1− 3η2)nz

3
√

2η(1− η2)

 . (C.14)

Si se consideran solo los términos lineales, se puede notar que la dirección del campo Ω′ deja de depender

del vector de onda k cuando −α+ β(1)b
(1)
y = 0 (Kammermeier et al., 2016),

~
2
Ω′
R +

~
2
Ω

′(1)
D = β(1)k′ sen θ(3η2 − 1)


−2nz

0
√

2η

 , (C.15)

lo que da lugar a una simetŕıa SU(2) del Hamiltoniano. Expresado de otra manera, esto sucede cuando

los parámetros del acoplamiento esṕın-órbita de Rashba y Dresselhaus satisfacen

α

β(1)
= b(1) = (1− 9η2)

√
1− 2η2. (C.16)

Kammermeier et al. (2016) ha mostrado que, incluso cuando Ω
′(3)
D está presente, es posible obtener

una simetŕıa SU(2); esto exclusivamente para las orientaciones [111] y [110] del GE2D. Efectivamente,

cuando η = 1/
√

3 o η = 1/
√

2, b
(3)
y = −(1− 3η2)

√
1− 2η2 = 0, por lo tanto los campos esṕın-órbita

~Ω
′(3)
D /2 = 3

√
2η(1− η2)β(3)k′ sen 2θẑ′ y Ω′

R+ Ω
′(1)
D se vuelven colineales a lo largo de la dirección ẑ′

~
2

[Ω′
R + Ω

′(1)
D ] =


0 si η = 1/

√
3

1
2β

(1)k′ sen θ ẑ′ si η = 1/
√

2
, (C.17)

~
2
Ω

′(3)
D =


√

8
3β

(3)k′ sen 3θ ẑ′ si η = 1/
√

3

3
2β

(3)k′ sen 3θ ẑ′ si η = 1/
√

2

; (C.18)

de otro modo, en general, la colinealidad no es posible debido a Ω
′(3)
D .
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D Fase de Berry

En este apéndice se repasan los conceptos fundamentales y se obtienen expresiones generales de la fase

de Berry. Algunas de estas fórmulas son utilizadas en el Caṕıtulo 7 del texto principal.

Evolución adiabática ćıclica

Se considera un sistema cuántico con Hamiltoniano H(R(t)), el cual depende de los parámetros R1, R2

y R3, denotados por el vector R. Aun cuando pueden ser n parámetros, por sencillez se toma R como

un vector tridimensional, lo cual es suficiente cuando se trata un problema de f́ısica del estado sólido. El

fenómeno que interesa es el de una evolución adiabática del sistema mientras R(t) se mueve lentamente

a lo largo de una trayectoria C en el espacio de parámetros. Por tal motivo, es necesaria la suposición de

que la variación en el tiempo de R(t) es suficientemente lenta para permitir la aproximación adiabática,

es decir, la escala de tiempo de la variación es mucho más grande que la escala de tiempo caracteŕıstica

del sistema cuántico. Denotando los eigenestados instantáneos de H(R) como |n(R)〉 se tiene

H(R) |n(R)〉 = εn(R) |n(R)〉 , (D.1)

sin embargo, esta ecuación no determina por completo la función base |n(R)〉; todav́ıa permite una fase

arbitraria, factor de |n(R)〉, que depende de R. Para deshacerse de la arbitrariedad, puede hacerse una

elección de fase, también conocida como norma (o en el idioma inglés, gauge), para lo cual es necesario

que la fase de la función base sea suave y univaluada a lo largo de la trayectoria C. Incluso si no se

satisfacen estos requerimientos a lo largo de la trayectoria completa, puede dividirse en varios segmentos

de manera que cada uno de esos segmentos los cumpla (Bernevig y Hughes, 2013).

Debido a la evolución adiabática, el sistema inicialmente en uno de sus eigenestados |n(R(0))〉 se

mantendrá como un eigenestado instantáneo del Hamiltoniano H(R(t)) durante todo el proceso. Por lo

tanto, el único grado de libertad que se tiene es el de la fase del estado cuántico. Al tiempo t el estado

del sistema es

|ψn(t)〉 = eiγn(t)e−
i
~
∫ t
0 dt
′εn(R(t′)) |n(R(t))〉 (D.2)

donde el segundo exponencial es el factor de fase dinámica, con el cual se interpreta que la enerǵıa

vaŕıa con el tiempo y además da el cambio de fase acumulado. Utilizando la ecuación de Shrödinger
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dependiente del tiempo para el estado |ψn(t)〉

i~
∂

∂t
|ψn(t)〉 = H(R(t)) |ψn(t)〉 (D.3)

y multiplicándola por la izquierda con 〈n(R(t))|, se tiene

i~ eiγn(t)e−
i
~
∫ t
0 dt
′εn(R(t′)) 〈n(R(t))|

{[
iγ̇n(t)− i

~
εn(R(t))

]
|n(R(t))〉+

∂

∂t
|n(R(t))〉

}
= eiγn(t)e−

i
~
∫ t
0 dt
′εn(R(t′)) 〈n(R(t))|H(R(t)) |n(R(t))〉

(D.4)

de manera que se encuentra

γ̇n(t) = i 〈n(R(t))| d
dt
|n(R(t))〉 (D.5)

y

γn(t) = i

∫ t

0
〈n(R(t′))| d

dt′
|n(R(t′))〉 dt′. (D.6)

Además, si se usa
d

dt
|n(R(t))〉 =

∑
i

∂

∂Ri
|n(R)〉 dRi

dt
= ∇R |n(R)〉 · dR

dt
(D.7)

γn puede escribirse como

γn = i

∫ t

0
〈n(R(t′))| ∇R |n(R(t′))〉 · dR

dt′
dt′

=

∫
C

An(R) · dR
(D.8)

donde An(R) es

An(R) = i 〈n(R)| ∇R |n(R)〉 . (D.9)

Esta cantidad, parecida a un “potencial vectorial”, es llamada potencial vectorial de Berry, campo gauge

de Berry, o la conexión de Berry.

Como se mencionaba, siempre era supuesto que γn(t) pod́ıa ser eliminada mediante una nueva definición

de la fase arbitraria del eigenestado |n(R(t))〉. Si se elije, por ejemplo, |n′(R(t))〉 = eiχ(R(t)) |n(R(t))〉,

se tiene

A′n(R) = An(R)−∇R χ(R) (D.10)

por lo tanto γ̇n′(t) = γ̇n(t)− χ̇, y

γn′ = γn − [χ(T )− χ(0)] (D.11)
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donde R(0) es el punto incial de la trayectoria C, mientras que R(T ) es el punto final. De esta manera

a la fase γn se le resta el término χ(R(0))− χ(R(T )) después de la transformación, lo cual sugiere la

posibilidad de poder elegir χ(R) de modo que neutralice completamente la fase γn. La conclusión era

que siempre pod́ıa elegirse una χ(R) tal que esta cancelara a la γn acumulada a lo largo de la trayectoria

C, dejando al estado del sistema únicamente con la fase dinámica. Esto provocó que durante mucho

tiempo se ignorara esta fase en los estudios teóricos de problemas dependientes del tiempo.

Fue hasta 1984 en que, Michael Victor Berry, se dio cuenta que dicha fase es observable cuando el tiempo

de evolución lleva al vector de parámetros R(t) de vuelta al punto inicial, es decir R(T ) = R(0). Berry

reconsideró la evolución del sistema a lo largo de una trayectoria cerrada C en el espacio de parámetros,

por lo que la fase

γn(C) =

∮
C

An(R) · dR (D.12)

es llamada Fase de Berry.

Si se lleva a cabo la transformación de norma

|n(R)〉 → |n′(R)〉 = eiχ(R) |n(R)〉 (D.13)

y χ(R) satisface las condiciones de suavidad y valor único, entonces χ(R(0))−χ(R(T )) = 2πn, donde

n es un número entero. Esto muestra que γn sólo puede ser modificada en múltiplos de 2π por la

transformación de norma y no puede ser anulada, como se esperaba inicialmente, al menos que sea esta

misma un múltiplo de 2π. En consecuencia, para una trayectoria cerrada, γn se vuelve una cantidad

f́ısica invariante de norma potencialmente observable.

Curvatura de Berry

La invariancia de γn puede ser verificada mediante el teorema de Stokes

γn′ =

∮
C

An′(R) · dR

=

∫ ∫
S
∇R ×An′(R) · dS

=

∫ ∫
dS · ∇R × [An(R)−∇R χ(R)]

=

∫ ∫
S
∇R ×An(R) · dS

= γn

(D.14)
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donde S es una superficie arbitraria encerrada por la trayectoria C. Mientras que la la fase de Berry en

algún sistema bien podŕıa ser igual a cero, es decir eiγn = 1, en esta demostración se prueba que no es

afectada por una redefinición de las fases de los vectores de estado. En analoǵıa con electrodinámica,

aqúı es útil definir un objeto que asimila a un campo magnético,

Ωn(R) = ∇R ×An(R), (D.15)

el cual es conocido como la curvatura de Berry. Esta cantidad permite escribir γn como

γn(C) =

∫ ∫
S

Ωn(R) · dS (D.16)

donde, siguiendo la analoǵıa, la fase de Berry es entonces el flujo del “campo magnético”.

Debido a que |n(R)〉 esta normalizado para todo R, al aplicar el gradiente a la relación 〈n|n〉 = 1 se

obtiene

0 = ∇R 〈n|n〉

= 〈∇Rn|n〉+ 〈n|∇Rn〉

= (〈n|∇Rn〉)∗ + 〈n|∇Rn〉

= 2 Re 〈n|∇Rn〉

(D.17)

y An puede escribirse como

An = − Im 〈n|∇Rn〉 . (D.18)

Esto muestra que, como debe ser, γn(C) es real

γn(C) =

∫ ∫
S
dS · ∇R ×An

= − Im

∫ ∫
S
dS · ∇R × 〈n|∇Rn〉

= − Im

∫ ∫
S
dS · 〈∇Rn| × |∇Rn〉

(D.19)

puesto que ∇R × |∇Rn〉 = 0.
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Aplicando el rotacional a (D.18), la curvatura de Berry es

Ωn = − Im 〈∇Rn| × |∇Rn〉

= i 〈∇Rn| × |∇Rn〉
(D.20)

donde el segundo renglón es debido a que 〈∇Rn| × |∇Rn〉 es únicamente imaginario.

Otra forma útil de la curvatura de Berry puede obtenerse insertando un juego completo de estados

intermediarios ∑
m

|m(R(t))〉 〈m(R(t))| = 1, (D.21)

lo que da

Ωn = − Im
∑
m6=n
〈∇Rn|m〉 × 〈m|∇Rn〉 . (D.22)

Se ha omitido el término m 6= n debido a que no tiene parte imaginaria por la falta de parte real de

〈n|∇Rn〉. Para encontrar 〈m|∇Rn〉 se toma el gradiente de ambos lados de (D.1) y se proyecta sobre

el estado |m(R)〉 de manera que se tiene

〈m| ∇R(H |n〉) = 〈m| ∇RH |n〉+ 〈m|H |∇Rn〉 (D.23)

〈m| ∇R(εn |n〉) = 〈m| ∇Rεn |n〉+ 〈m| εn |∇Rn〉 . (D.24)

Como 〈m|H = εm 〈m| esto se reduce a

(εn − εm) 〈m|∇Rn〉 = 〈m| ∇RH |n〉 − [∇Rεn(R)] 〈m|n〉

= 〈m| ∇RH |n〉
(D.25)

para m 6= n.

Sustituyendo este resultado en (D.20) se obtiene

Ωn = − Im
∑
m 6=n

〈n| ∇RH |m〉 × 〈m| ∇RH |n〉
(εn − εm)2

= i
∑
m 6=n

〈n| ∇RH |m〉 × 〈m| ∇RH |n〉
(εn − εm)2

;

(D.26)

esta expresión muestra que la curvatura de Berry Ωn es singular en puntos de degeneración en el espacio

de parámetros, donde las enerǵıas del denominador se anulan. Haciendo analoǵıa, estos puntos son como
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monopolos magnéticos, fuentes del campo B, y la fase de Berry es el flujo asociado a estas fuentes;

además, son muy interesantes debido a su fuerte relación con la topoloǵıa del sistema (Garg, 2010). La

ecuación (D.26) también tiene la ventaja de no involucrar ninguna diferenciación sobre la función de

onda, por lo que puede ser evaluada incluso realizando un cambio de norma.


