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Resumen de la tesis que presenta Daniel Albino Mufoz Santana como requisito parcial para la obten-
cién del grado de Maestro en Ciencias en Nanociencias.

Efecto de la orientacién cristalografica en la conductividad Hall de espin y fase de Berry de un
gas electrdénico con interaccién espin-orbita

Resumen aprobado por:

Dr. Jesus Alberto Maytorena Cérdova
Director de Tesis

En esta tesis se estudian funciones respuesta dindmicas, tales como la conductividad de carga y la
conductividad de espin, de un gas electrénico bidimensional (GE2D) con acoplamiento espin-érbita tipo
Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k para una direccidén de crecimiento arbitraria. Se investiga el
efecto de la orientacién del gas sobre estas cantidades, para lo cual, primero se deriva el Hamiltoniano
espin-Grbita que corresponde a dicha direccidn arbitraria; se obtienen expresiones generales (férmulas de
Kubo) de los tensores de conductividad de carga y espin, sin especificar una forma funcional explicita
del campo vectorial espin-érbita, mediante la teoria de respuesta lineal. Para el caso particular de una
interaccién espin-6rbita Rashba y Dresselhaus lineal en k, estas expresiones presentan un prefactor
que depende de los parametros espin-6rbita y de la orientacién cristalina. A partir de dicho prefactor,
es posible determinar las condiciones bajo las cuales se anulan la absorcién éptica y la corriente de
espin. Al realizar los célculos numéricos, se obtienen espectros de la densidad conjunta de estados y
funciones respuesta que son significativamente diferentes dependiendo de la relacién entre la magnitud
de las contribuciones espin-6rbita y la direccién de crecimiento cristalografico. Se procede a analizar los
prefactores correspondientes a cada conductividad y se encuentra que ambos factores se anulan, y por
lo tanto las conductividades, al cumplirse las condiciones de simetria SU(2), bajo las cuales el campo
espin-orbita se vuelve colineal; sin embargo, para el caso de la conductividad de espin, hay condiciones
que anulan esta cantidad sin necesidad de un campo independiente de k. Por (iltimo, se realiza un célculo
de la Fase de Berry y la conductividad Hall de espin estatica del GE2D con el objetivo de determinar las
direcciones de crecimiento para las cuales es posible encontrar una relacién entre ambas cantidades. En
el estudio se observa que no existe una conexién de tipo universal, sin embargo, para las orientaciones
del gas [001] y [111] especificamente, si hay una relacién.

Palabras clave: Fase de Berry, heteroestructura semiconductora, espin-érbita, espintrénica.
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Abstract of the thesis presented by Daniel Albino Muiioz Santana as a partial requirement to obtain
the Master of Science in Nanoscience.

Crystallographic orientation effect on the spin Hall conductivity and Berry phase of a
spin-orbit electronic gas

Abstract approved by:

Dr. Jesus Alberto Maytorena Cérdova
Director de Tesis

We study the dynamic response functions giving the charge and spin currents induced in a two-
dimensional electronic gas (2DEG) with Rashba and Dresselhaus spin-orbit coupling (SOC) by an external
AC electric field. We focus on the effects of crystal orientation on the optical and spin Hall conducti-
vities. The Hamiltonian for a 2DEG grown along an arbitrary direction and general expressions for the
response tensors in terms of a generic spin-orbit vector field are derived within the formalism of linear
response theory. For a linear-in-momentum Rashba and Dresselhaus SOC, the obtained Kubo formulas
present a prefactor which depends on the SO strength parameters and the crystallographic orientation.
The analysis of these prefactors reveals the conditions for vanishing of the charge and spin responses.
We found that such conditions are exactly those sufficient to produce a spin-preserving SU(2) symmetry
of the Hamiltonian, where the SO vector field becomes collinear, defining a fixed axis of quantization,
as was reported recently. Additionally, an alternative condition for vanishing of the spin conductivity
without appealing to the SU(2) symmetry is found. The spectral features of the calculated spectra of
the optical and spin Hall conductivities are explained in terms of critical frequencies of the joint density
of states, and the dependence on the crystal orientation is discussed. These results suggest an additional
way to manipulate the charge and spin dynamic responses via crystal orientation, besides electrical ga-
ting or frequency modulation. Knowing the Hamiltonian for an arbitrary grown direction, and motivated
by some particular results in the literature, we explore the possible connection between the static spin
Hall conductivity and the Berry phase. In contrast to recent reports, we included a normal-to-the-plane
component of the SO vector field and analytically calculated these quantities. We found that, in general,
a universal connection does not exist, except for samples oriented along the [001] and [111] directions.

Keywords: Berry phase, semicondcutor structure, spin-orbit, spintronics.
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Capitulo 1. Introduccidn

En las dltimas décadas el avance en la tecnologia del silicio y la miniaturizacién de los dispositivos
electrénicos ha ocurrido a pasos gigantescos, ocasionando que los efectos cuanticos comiencen a ser un
factor relevante. Ademads, cada vez es mas dificil obtener un mejor rendimiento o mayor capacidad en
los dispositivos electrénicos. Aprovechando la relevancia de los fendmenos cuanticos y como propuesta
para incrementar las capacidades de los dispositivos, ha surgido la Espintronica: ciencia y tecnologia
basada en el uso del grado de libertad de espin de un portador de carga para almacenar, codificar, tener
acceso a, procesar y/o transmitir informacién. Tradicionalmente, la forma en que se llevan a cabo estos
procedimientos en dispositivos electrénicos es mediante el uso de la carga del electrén, mientras que
el espin, al estar orientado de manera aleatoria, no tiene influencia sobre el flujo de la corriente. Sin
embargo, en la Espintrdnica lo que se busca es precisamente conseguir una manipulacién coherente del

espin y utilizarlo, por ejemplo, para controlar el flujo de corriente (Bandyopadhyay et al., 2008).

En un dispositivo espintrénico lo que se busca es producir una corriente polarizada de espines. Algunas
preguntas fundamentales en esta drea son (a) ;Cudl es una via efectiva para polarizar un sistema de
espin? (b) jCuanto tiempo es capaz el sistema de recordar su orientacién de espin? (c) ;Cémo puede
detectarse el espin? Por todo esto, el conocimiento de como evoluciona el espin al atravesar un disposi-
tivo y, principalmente, la habilidad de controlarlo coherentemente son elementos clave para el desarrollo

de la Espintrénica (Zuti¢ et al., 2004).

La interaccién espin-6rbita es uno de los mecanismos candidatos para la manipulacién del espin, en parti-
cular la presente en sistemas semiconductores de baja dimensionalidad como lo son los gases electrénicos
bidimensionales (GE2D) en los que se enfoca este proyecto. Esta posible manipulacién ha provocado un

creciente interés en el estudio de fendmenos espintrdnicos presentes en estos sistemas.

La interaccién espin-6rbita describe el acoplamiento entre el movimiento orbital del electrén y su espin, y
surge naturalmente de hacer una expansién no relativista de la ecuacién de Dirac. De esta aproximacién
surgen tres correcciones relativistas: la primera correspondiente a la energia cinética, la segunda es el
término de Darwin mientras que la tercera y ultima es el Hamiltoniano que describe al acoplamiento
espin-oOrbita y estd dado por

1 p

mo

donde mg es la masa en reposo del electrén, p = hk es el momento del electrén con vector de onda



k, h = h/2m donde h es la constante de Planck, c es la velocidad de la luz en el vacio, S = %a es el
operador de espin donde o es el vector de las matrices de Pauli y V' es un potencial en el que se mueve
el electrén. En el caso del electrdn libre (V' = 0), de la ecuacidén de Dirac se obtienen dos ramas de

dispersidn o bandas de energia, una positiva y una negativa,

e(k) = £y/mict + c2h2k2, (1.2)

las cuales estdn separadas por una brecha energética de 2mgc?> ~ 1 MeV, conocida como Brecha de
Dirac. Es importante mencionar que esta gran brecha de energia esta presente en el denominador del lado
derecho de la ecuacién (1.1) y por lo tanto los efectos de la interaccién espin-érbita se ven suprimidos

para electrones débilmente ligados (Schliemann, 2017).

Por otra parte, en un sélido cristalino los electrones se mueven en presencia de potenciales eléctricos
producidos por los dtomos que forman a la red, por lo que su movimiento estd caracterizado por bandas
de energia y por una masa efectiva m*, que corresponde a la masa aparente que presenta el electrén
en un sélido, normalmente menor que su masa en reposo. Aqui, el acoplamiento espin-érbita tiene un
muy profundo efecto en la estructura de estas bandas. Por ejemplo, en heteroestructuras semiconducto-
ras |llI-V con estructura cristalina tipo zincblenda, como GaAs, la interaccidén espin-6rbita provoca una
separacion de la banda de valencia mas cercana a la banda de conduccién. En la estructura de bandas
por amarre fuerte sin espin se puede observar que los estados electrénicos en el extremo superior de la
banda de valencia son tipo p (momento angular orbital [ = 1). Si se toma en cuenta el acoplamiento
espin-Grbita, se obtienen estados con momento angular total j = 3/2 y j = 1/2. Estos estados estdn

separados en energia por una brecha, la cual es referida como brecha espin-érbita (Winkler, 2003).

A pesar de las diferencias que existen entre el sistema de electrén libre de Dirac y el sistema de bandas
en estos semiconductores, se han encontrado muchas similitudes entre ambos. Sin embargo, hay una
diferencia significativa, la brecha de energia entre la banda de valencia y de conduccién en esos semi-
conductores es de aproximadamente 1 eV mientras que la brecha en la ecuacién de Dirac es cercana
a 1 MeV. Esta diferencia refleja la importancia del acoplamiento espin-6rbita y el efecto significativo

que tiene en algunos semiconductores como lo son los que tienen una estructura cristalina tipo zincblenda.

Ademas del incremento significativo en la interaccidén espin-6rbita, la Espintrénica en materiales se-
miconductores resulta naturalmente atractiva debido a la enorme experiencia en tecnologia de sistemas

semiconductores que se ha obtenido a lo largo de las tltimas décadas. Entre los logros de esta experiencia



se encuentran las técnicas de crecimiento altamente sofisticadas como lo son la epitaxia de haces mole-
culares (molecular beam epitaxy, MBE) y el depésito por reaccién quimica de vapores organometilicos
(metal organic chemical vapor deposition, MOCVD). Estas permiten hacer depdsitos de una monocapa
de cristal con gran precision, lo que ha permitido fabricar dispositivos de estado sélido que se comportan

como si se trataran de sistemas de dos, una o cero dimensiones (Davies, 1998).

Entre los sistemas de baja dimensionalidad se encuentran los presentes en heteroestructuras semiconduc-
toras. Estas dltimas son ampliamente utilizadas para investigar los fendmenos que dependen del espin
en semiconductores (Mireles y Kirczenow, 2002). En dichas heteroestructuras se forman pozos cudnticos
que, cuando son lo suficientemente angostos, dan lugar a lo que se conoce como un gas electrdnico bidi-
mensional (GE2D), en donde los electrones tienen un movimiento restringido a un plano perpendicular a
la direccién de crecimiento del cristal (Davies, 1998). Cuando se trabaja experimentalmente, el ancho de
estos gases estd, tipicamente, entre 7 y 15 nm aunque también se han estudiado con grosores menores
(Altmann et al., 2016; Dettwiler et al., 2014; Kohda et al., 2012; Kunihashi et al., 2016; Sasaki et al.,
2014; Walser et al., 2012; Yang et al., 2012).

Las heteroestructuras semiconductoras que se utilizan principalmente son las de materiales con compo-
nentes del grupo I1lI-V como GaAs, InGaAs y AlGaAs. Estos semiconductores tienen una estructura tipo
zincblenda que, como se menciond antes, provoca mecanismos de interaccidn espin-drbita significativos.
A diferencia de la estructura del diamante, este tipo de estructura se caracteriza por no tener un centro
de inversidn espacial. Es precisamente este aspecto de falta de simetria el que provoca que en estos se-
miconductores y, por consecuencia, en sus gases electrénicos bidimensionales, se presenten mecanismos
de interaccién espin-érbita capaces de manipular el espin del electrdn, incluso en ausencia de un campo

magnético, y sean buenos candidatos para el desarrollo de dispositivos espintrénicos (Winkler, 2003).

En el sistema del GE2D existen dos contribuciones principales del acoplamiento espin-drbita, dos mecanis-
mos originados por la falta de simetria espacial en las heteroestructuras semiconductoras tipo zincblenda.
Uno de estos es el ocasionado por la falta de simetria de inversion en el bulto y es conocido como aco-
plamiento espin-érbita de Dresselhaus (Dresselhaus, 1955). El otro mecanismo espin-érbita importante
se presenta cuando el potencial de confinamiento del pozo bidimensional carece de simetria de inversién
espacial en la direccién de crecimiento del semiconductor. Este fenémeno es conocido como asimetria de
inversion estructural del potencial de confinamiento y da lugar al acoplamiento espin-érbita de Rashba

(Rashba, 1960; Bychkov y Rashba, 1984). Una caracteristica importante de la interaccién de Rashba es



que, a diferencia de la de Dresselhaus que es intrinseca del material, existe la posibilidad de modular su
magnitud mediante un voltaje externo, cambiando con este el perfil espacial del potencial de confina-
miento (Nitta et al., 1997; Schapers et al., 1998). Estos dos tipos de interaccién espin-Grbita proveen
un mecanismo por medio del cual se puede acceder a la manipulacién del espin de los electrones en

semiconductores por medios no magnéticos, y en un futuro al desarrollo de dispositivos espintrénicos.

Siendo el espin un momento magnético intrinseco de los electrones, este se acopla naturalmente con
campos magnéticos externos. No obstante, la interaccion espin-érbita en un GE2D, presente en es-
tas heteroestructuras semiconductoras, proporciona la posibilidad de inducir una polarizacién de espin
mediante la aplicacién de un campo eléctrico en lugar de uno magnético (Edelstein, 1990; Iglesias y
Maytorena, 2010; Kato et al., 2004; Silov et al., 2004). Esto debido a que, como se sabe, la interaccién
espin-drbita en estos gases se traduce en un campo magnético efectivo que depende del momento de
los electrones, el cual puede, de alguna forma, ser controlado mediante el campo eléctrico. Un obstadculo
para este método de polarizacién son las impurezas e imperfecciones que dispersan a los electrones cam-
biando su momento y la direccidn del campo magnético efectivo, por lo tanto, también por acoplamiento
espin-orbita, el espin adquiere ficilmente una direccién aleatoria. Este proceso de decaimiento del espin

se conoce como mecanismo D'’yakonov y Perel’ (D'yakonov y Perel’, 1972).

Por lo general, las investigaciones que se hacen del GE2D con interaccidn espin-érbita se realizan pa-
ra las direcciones de crecimiento cristalografico de alta simetria o mas bajos indices de Miller: [001],
[110] y [111]; por ejemplo, Schliemann et al. (2003) presentan un estudio para la direccién [001] donde,
cuando las contribuciones de los dos tipos de interaccidén espin-érbita son iguales en médulo, existe una
conservacién de espin en el Hamiltoniano. Sin embargo, en un trabajo reciente se estudié este sistema
mediante un Hamiltoniano para una direccién de crecimiento arbitraria (Kammermeier et al., 2016). En
este se observé la posibilidad de obtener esta simetria de espin, conocida como simetria SU(2), cuando
la magnitud de las contribuciones espin-6rbita de Rashba y Dresselhaus son tales que satisfacen una
relacion especifica. Esta simetria se refleja en el espacio de momentos como una orientacién paralela
del espin en cierta direccién, independiente de k, y por lo tanto el mecanismo D'yakonov y Perel’ se
desactiva. Como consecuencia, en el espacio de coordenadas, el espin depende tinicamente de la posicién

espacial del electrén, y experimenta una rotacién bien definida cuando este tltimo recorre el plano del gas.

Tomando como inspiracion este trabajo, en esta tesis se deriva el Hamiltoniano de un GE2D con inter-

accion espin-6rbita, tipo Rashba y tipo Dresselhaus, para una direccién de crecimiento cristalogréfica



arbitraria; posteriormente, este se utiliza para estudiar, mediante el formalismo de la teoria de respuesta
lineal y férmula de Kubo, funciones respuesta como la conductividad éptica y la conductividad de espin
cuando al gas se le aplica un campo eléctrico uniforme que oscila en el tiempo. De esta manera se pueden
observar los efectos de la direccion cristalina sobre estas cantidades relacionadas con fenémenos como

la absorcién dptica y el efecto Hall de espin en el GE2D.

Otro tema a tratar en este trabajo es la Fase Geometrica o Fase de Berry, un factor de fase de origen
topoldgico que surge de una evolucidn adiabatica de estados cudnticos cuando pardmetros externos al
sistema cuantico cambian lentamente creando una trayectoria cerrada en el espacio de estos mismos

pardmetros.

Existen dos ideas centrales en este concepto. La primera de ellas es la adiabaticidad, y se refiere a los
cambios lentos en un sistema. Mientras que lo estdtico es aquello que no cambia y lo dindmico es aquello
que si lo hace, lo adiabdtico es lo que estd en el Iimite entre los dos. La segunda idea principal es el
cambio global en un sistema sin que exista uno local. En geometria, un ejemplo claro de este fendmeno
es el transporte paralelo de vectores a lo largo de una trayectoria cerrada sobre una esfera (Wilczek y

Shapere, 1989).

Aun cuando la fase geométrica es un concepto que se pasd por alto hasta 1984, cuando el fisico Michael
Berry lo descubrid, hoy en dia se encuentra en cualquier libro de texto de mecdnica cudntica (Griffiths
y Schroeter, 2018; Shankar, 1994). Es un poderoso y muy valioso concepto unificador, especialmente
en esta época en que existe una especializacién continua de las ciencias fisicas. En su libro Topological
Insulators and Topological Superconductors, Bernevig y Hughes dicen: “La fase de Berry es el concepto

mds importante en teoria de bandas topoldgicas”.

Mientras que la fase de Berry es atrayente por si misma, en esta tesis se estudia una posible conexién
entre la conductividad Hall de espin en un GE2D y la fase geométrica; algo interesante, pues relaciona
una cantidad de origen topoldgico con una propiedad de transporte, algo que hace recordar al famoso
efecto Hall cuantico. Esto motivados por un estudio donde se encuentra que existe una relacidn entre la
fase geométrica y la conductividad Hall de espin cuando el gas es crecido en la direccién cristalogréfica
[001] (Shen, 2004). Mientras que ya existe una investigacion de esta relacién para un Hamiltoniano espin-
6rbita general (Chen et al., 2014), esta se limita a un campo €2 sin componente z, es decir 2, = 0. Por

lo cual, en este trabajo se buscaria hacer el calculo para el Hamiltoniano H = ga - con Q, # 0.



1.1. Antecedentes

En las heteroestructuras semiconductoras con interaccién espin-érbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus,
especificamente en un GE2D, se da un desdoblamiento de los estados de espin incluso en ausencia de un
campo magnético externo. Este comportamiento se debe a que el acoplamiento espin-érbita actiia como
un campo magnético efectivo (k) que depende del vector de onda, al que usualmente se le conoce como

campo espin-érbita. Este desdoblamiento asemeja a uno de tipo Zeeman pero en el espacio de momentos.

Por otra parte, se ha encontrado, tedrica y experimentalmente, que es posible inducir una polarizacién
de espin mediante un campo eléctrico y no solo eso, sino que también puede darse el fenémeno de
Efecto Hall de espin (D’yakonov y Perel’, 1971; Kato et al., 2004b; Sih et al., 2005); este consiste en la
acumulacién de electrones en bordes opuestos de un canal conductor, en este caso el GE2D; mientras
que los electrones de un lado tiene espin hacia arriba, los del lado contrario tienen espin hacia abajo.
La idea es que cuando se aplica el campo eléctrico, el campo espin-érbita produce una torca sobre el
espin de los electrones que puede producir una corriente de espin. Al efecto Hall de espin inducido por
un campo eléctrico se le conoce como efecto Hall de espin intrinseco (Sinova et al., 2004) debido a que
surge como resultado de la estructura cristalina del material, a diferencia del extrinseco, el cual ocurre

debido a la presencia de impurezas (Engel et al., 2005).

Otro aspecto interesante de estos gases, como se menciond antes, es la posibilidad de tener una simetria
de espin. Al considerar la direccién de crecimiento [001], se ha observado que la simetria SU(2), y sus
efectos en el sistema, pueden lograrse ajustando el pardmetro espin-6rbita de Rashba o para que este
sea igual en magnitud al de Dresselhaus, Sjgo1 (Kohda et al., 2012; Koralek et al., 2009; Schliemann et
al., 2003). En distintos materiales se han estimado, experimentalmente, valores de « del orden de 10~
y 10712 eV m dependiendo de la densidad electrénica y del voltaje de compuerta utilizado para variar
este parametro (Nitta et al., 1997, 2009). Por otra parte, el pardmetro de Dresselhaus es proporcional a
y(7/L,)? (no solamente para la direccion [001]), donde y es un pardmetro efectivo de acoplamiento y
L. es el ancho del pozo. Para 7 se han determinado valores de v = 24 eV A3 en GaAsy 130 eV A3 en
InAs (Perel’ et al., 2003). Bajo esta simetria SU(2) se presentan algunos fenémenos destacables en el
GE2D. Uno de estos es que el eje de precesion del espin, es decir la direccién del campo espin-érbita, deja
de depender del vector de onda, lo que da lugar a la posibilidad de que el espin del electron mantenga
una direccién de polarizacién en el espacio de momentos que se manifiesta en el espacio de coordenadas
como una Hélice de espin (en inglés, Persistent Spin Helix), fenémeno en el cual el espin de los electrones

que atraviesan el sistema sufre una rotacién que va como funcién de la posicién del electrén (Bernevig



et al., 2006). Como consecuencia, se tiene que el tiempo de vida del espin se vuelve, en teoria, infinito.
Incluso antes, fenédmenos observados habian llevado a proponer, por ejemplo, un Transistor de Efecto de
campo de Espin (del inglés Nonballistic Spin-Field-Effect Transistor) resistente a procesos de dispersion

independientes de espin (Schliemann et al., 2003).

Otras peculiaridades de este sistema cuando o = (3 son, por ejemplo, la anulacién de las contribuciones
de los acoplamientos espin-6rbita tipo Rashba y Dresselhaus a la conductividad de carga y la conduc-
tividad de espin (Maytorena et al., 2006); también existe una eliminacién de batimientos de espin en
oscilaciones de magnetoresistividad; deja de haber Zitterbewegung (del aleman, Bewegung, ‘movimento’
y zitter ‘tremuloso, tembloroso’), movimiento de vibracién muy rapido alrededor de la trayectoria clasica
de una particula como los electrones y otras particulas de espin 1/2 (Biswas y Ghosh, 2012; Schliemann
et al., 2006); desaparicién de todo rastro espin-Grbita sobre dindmica de plasmones (Badalyan et al.,

2009).

La simetria SU(2), sin embargo, no es exclusiva de la direccién de crecimiento cristalografica [001]. El
Hamiltoniano del GE2D crecido en otras direcciones de alta simetria, como lo son la direccién [110] y
[111], también puede presentar este tipo de simetria. En estas direcciones el pardmetro e también debe
ajustarse de forma que se posibilita la simetria SU(2) del sistema. En el caso de la direccién [110] el
requerimiento es que o = 0 mientras que para la direccién [111] es necesario que « se cancele exacta-

mente con Bi11) (@ + By = 0).

Preguntas que surgen muy naturalmente, y que se hizo un grupo de investigacién, son: jqué direcciones
de crecimiento del GE2D posibilitan el tener una simetria SU(2)? y jqué relacién entre los pardmetros
espin-6rbita debe existir para que se lleve a cabo?. Esto fue parte de una publicacién reciente (Kam-
mermeier et al., 2016), donde se encontrd que para poder obtener una simetria SU(2) del Hamiltoniano
lineal en k de un GE2D es necesario que el gas sea crecido en una direccién en que al menos dos de
los indices de Miller coincidan en médulo. Ademas, obtuvieron una expresion para la relacién necesaria
entre los pardmetros espin-Grbita que permite el estado de la simetria SU(2). También se encontré que
incluso tomando en cuenta términos cubicos de la interaccién espin-érbita tipo Dresselhaus, es posible

obtener una simetria SU(2) para las direcciones [111] y [110] en especifico.

En otra investigacion se estudié el efecto Hall de espin en el GE2D con interaccidn espin-érbita crecido

en la direccién [001] (Shen, 2004), en el cual una corriente de espin perpendicular al campo eléctrico



inductor es generada, ya sea por el acoplamiento de Rashba o de Dresselhaus. Se observé que el valor
de la conductividad Hall de espin es independiente de la fuerza de los acoplamientos, sin embargo, su
signo esta determinado por la relacién de los pardmetros espin-érbita. Por lo tanto, la direccién de esta
corriente puede ser controlada mediante el ajuste del pardmetro de Rashba, o, mediante un voltaje de
compuerta. Otro resultado, y por el cual esta investigacién es mencionada en esta seccién, es el de la

relacién entre la conductividad Hall de espin y la fase de Berry de los electrones en el gas

€
H = —="7+. 1.
OsH 871'2in (1.3)

Esta ecuaciéon muestra una relacién entre una propiedad de transporte, como lo es la conductividad
Hall de espin, y una cantidad de origen topoldgico como la fase geométrica. La relacién entre estas dos
cantidades recuerda al extraordinario caso del efecto Hall cuantico (Klitzing et al., 1980), donde existe
una relacién entre la conductancia Hall y el nimero de Chern. En algunos articulos (Jia y Berakdar,
2011; Murakawa et al., 2013) se menciona esta relacién y parece sugerirse que tal conexién es natural;
sin embargo, en otro estudio en el que se considera un campo {2 sin componente z se encontrd que no es
algo general (Chen et al., 2014), sino un caso especifico. Ademds, esta investigacién también realiza el
estudio utilizando la definicién de conductividad de espin que toma en cuenta la contribucién de torca de
espin (del inglés Spin-Torque). El hecho de que se haya considerado €2, = 0 deja lugar a una ampliacién

de dicha investigacién donde si se considere la componente fuera del plano zy.

Mientras que, como se menciona en este capitulo, ya hay estudios del GE2D con direccién de crecimien-
to general, solamente se han estudiado algunos de los fendmenos de interés que se manifiestan en este
sistema. Por lo cual, este trabajo de tesis se encarga, en primera instancia, de obtener una expresién
para el Hamiltoniano del gas con direccién de crecimiento arbitraria. Esto para posteriormente estudiar
algunas de las funciones respuesta que se presentan al aplicar un campo eléctrico de frecuencia fini-
ta al gas. Especificamente se calculan la conductividad de carga y la conductividad Hall de espin. Se
busca observar los efectos de la orientacidn cristalografica sobre estas funciones observando su espectro
y, ademas, la posibilidad de relacionar nuestros resultados con las condiciones necesarias para obtener
una simetria SU(2) mencionadas previamente; esto dltimo encontrando las direcciones de crecimiento
cristalino y condiciones bajo las cuales se anulan las conductividades. Por otro lado, en este trabajo
también se estudia una posible relacién general, no solamente para la direccién de crecimiento [001],

entre la conductividad Hall de espin y la fase de Berry tomando en cuenta €2, # 0.



1.2. Hipoétesis

La forma del espectro de las funciones respuesta, conductividad de carga y conductividad de espin,
en presencia de un campo eléctrico AC presentard un cambio significativo dependiendo de la direccién
de crecimiento cristalografico del GE2D con interaccién espin-6rbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus.
Ademds, ambas funciones respuesta se anularan cuando se presenten las condiciones de simetria SU(2)
en el Hamiltoniano. Por otra parte, no existird una relacién entre la fase de Berry y la conductividad Hall

de espin para cualquier direccién de crecimiento del GE2D.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Determinar el efecto de la direccién de crecimiento cristalografico de un GE2D con interaccién espin-
6rbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus sobre los espectros de las funciones respuesta, conductividad de
carga y conductividad de espin, presentes al aplicar un campo eléctrico AC. Ademas, determinar las
condiciones para las cuales es posible anular ambas conductividades. Asimismo, concretar las direcciones
que posibilitan la existencia de una relacién entre la conductividad Hall de espin estética y la fase de

Berry.

1.3.2. Objetivos especificos

» Calcular las propiedades del estado base de un GE2D con interaccién espin-érbita tipo Rashba y

tipo Dresselhaus con términos lineales y clbicos.

= Derivar el Hamiltoniano de un GE2D con interaccién espin-érbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus

lineal y cuibico para una direccién de crecimiento arbitraria.

= Obtener expresiones generales de las funciones respuesta, conductividad eléctrica y conductividad
de espin, para un Hamiltoniano de la forma ga - Q(k) perturbado por un campo eléctrico AC,

mediante el formalismo de la teoria de respuesta lineal y férmula de Kubo.

= Obtener expresiones de las funciones respuesta, conductividad eléctrica y conductividad de espin,
del GE2D con interaccién espin-érbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k para una direccién

de crecimiento arbitraria en presencia de un campo eléctrico AC.
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= Hacer el célculo numérico de las funciones respuesta, conductividad eléctrica y conductividad de
espin, del GE2D con interaccién espin-6rbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k para una

direccién de crecimiento arbitraria en presencia de un campo eléctrico AC.

= Obtener expresiones de la conductividad Hall de espin estdtica y de la fase de Berry del GE2D
con interaccién espin-érbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k para una direcciéon de

crecimiento arbitraria.
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Capitulo 2. Hamiltoniano de un sistema cuantico con in-

teraccion espin-drbita

Uno de los sistemas cudnticos mas simples que puede existir es el de dos niveles energéticos, y el Ha-
miltoniano que describe un gas electrénico bidimensional (GE2D) con interaccién espin 6rbita puede
escribirse como uno de estos. En este capitulo se dan algunos ejemplos de sistemas de dos niveles, entre
los cuales se encuentra el gas estudiado en esta tesis. Posteriormente, se muestra el Hamiltoniano del
sistema, sus propiedades espectrales y los correspondientes Hamiltonianos de las contribuciones espin-
orbita principales, Rashba y Dresselhaus. De la contribucidén de Dresselhaus se muestran explicitamente
los campos espin-6rbita de los casos de pozos cudnticos formados en heteroestructuras crecidas en las
direcciones cristalograficas [001],[110] y [111]. Esto para dar a entender cémo cambia la forma de los
Hamiltonianos dependiendo de la orientacién cristalina y en el capitulo siguiente tomar el problema de

la direccidon arbitraria.

2.1. Hamiltoniano general de dos niveles

El Hamiltoniano que describe un sistema de dos niveles puede expresarse en términos del vector de las

matrices de Pauli! o = (0, 0,,0.) como
H(k) =ey(k) + o -d(k) (2.1)

Algunos fendmenos que describe este Hamiltoniano son, ademds del GE2D, el de un campo magnéti-
co externo actuando sobre una particula con espin % el modelo cldsico de Rabi para la interaccién
de un dtomo de dos niveles con un campo electromagnético, gases bidimensionales de huecos con in-
teraccién espin-6rbita, sistemas de Dirac bidimensionales con d(k;, ky) = (vkg,vky,m) (Shen, 2012;
Tkachov, 2015), etc. Para el sistema que nos interesa en este trabajo (GE2D), d(k) corresponde a un
campo “magnético” efectivo generado por la interaccién espin-érbita; sin embargo, se desarrollaran y se

obtendran expresiones generales en las que no se especifica la forma funcional del campo vectorial d(k).
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2.2. Propiedades espectrales

Considerando un GE2D en z = 0, el Hamiltoniano (2.1) puede escribirse de la siguiente manera

h2k?

2.2
2m*’ (2.2)

H(k) =¢y(k) + Hso :eo(k)+ga'ﬂ(k), eo(k)

donde €y(k) es, en este caso, el término de la energia cinética de los electrones moviéndose libremen-
te en el plano zy del gas, mientras que el segundo término del Hamiltoniano describe la interaccién
espin 6rbita en el GE2D; a hQ2(k)/2 = (h/2)(Qu%x + Q¥ + Q.2) se le conoce usualmente como cam-
po espin-érbita; k = (ky, ky,0) es el vector de onda bidimensional del electrén. Aunque nos referimos

al GE2D, esta claro que el Hamiltoniano (2.2) puede referirse a muchos otros sistemas descritos por (2.1).

El campo espin-érbita puede escribirse como
Q(k) = Q) (k) + 2(k)z = Q(k)Q (2.3)

donde (k) = 2, (k)% + Q,(k)§, Q(k) = |Q(k)| y

QN =senBOcosp X +senOsen¢ § + cos O Z. (2.4)

Para diagonalizar el Hamiltoniano se procede a transformarlo por medio de U = o - m con el vector m
dado por
m = sen(0/2)cos ¢ X +sen(©/2)sen ¢ § + cos(0©/2)z. (2.5)

Se puede ver de (2.3) y (2.4) que cos © = Q. /Q y sen © = Q);/Q, por lo tanto

Q4+ Q,

cos (0/2) = 50 = Ny (2.6)
sen (©/2) = L ;QQZ =N_ (2.7)

y el operador U puede escribirse como
Ueoane | N-en? (2.8)



Utilizando la identidad (o - a)(o - b) =io - (a x b) 4 (a- b)I se demuestra que
H'(k) = UHU' = (o - th)[eg (k)1 + gQ(k)a - Q)(o - 1)

= eo(k)I + gQ(k)(a 1) (o - Q) (o - 10)

=eo(k)I + gQ(k)gz

e <€o(k) +hoto 0 ) |
(k)

por lo tanto, los valores propios de la energia son
h
6)\(1{) = Eo(k) + )\59(1{), A= =%1.
De esta manera, la ecuacién de Shrodinger queda como

H'(k) [v}) = ex(k) [¥}) ,

y la obtencién de los estados se reduce al problema de eigenvalores de la matriz o,:
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(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

1 0
donde |1}) = U |15). A partir de los resultados |1/, ) = (0) y|Yl) = (1) , los estados |1y ) = UT [¢/})

1 cos(©/2) Ny
=yt = =
) (0) (sen(@/?) em) (N ei¢>
o) = Ut 0 _ sen(©/2) e~ _ id N_ .
) 1 — cos(0/2) LN, €
Podemos escribir entonces
N
|Ak) = |¢)) = ( , )
AN_, €

[Q+ 2, Q
Ny=4 =g N+ N?%, =1, tanqﬁzg—i.

donde

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

La diferencia en el signo del segundo término de (2.11) deja ver el rompimiento de la degeneracién de
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los estados de espin debido al acoplamiento espin-6rbita, expresado por la diferencia

e (k) — e (k) = hQ(k). (2.18)

El resultado de calcular el valor esperado del operador de espin en el estado |A) nos da la orientacién del

espin, la cual depende del vector de onda k; esto es

h
= A
] gy

(o(k), =5 (A
7 (2.19)
20

> NS

k)’

Este resultado nos indica que (o (k)), || £2(k), es decir, la orientacién del espin se alinea con el campo
espin orbita Q(k), lo que nos permite visualizar (k) como un campo "magnético” efectivo actuando
sobre el espin del electrén y causa un desdoblamiento tipo Zeeman sobre los estados en el espacio de

momentos.

El hecho de que la magnitud y direccién de Q(k) varie con k significa que es posible encontrar una
orientacién local del espin en el espacio de momentos k, de modo que al promediar sobre todas estas

orientaciones se obtiene

> (o(k)), =0, (2.20)

kA
lo que nos dice que no existe una polarizacién neta de espin.
En el estado base, es decir a T' = 0, las sub-bandas de energia ¢, (k) estan llenas hasta la misma energia

de Fermi. A las curvas de energia constante determinadas por
ex(k3(0),0) = ep (2.21)

se les conoce como contornos de Fermi. Cada sub-banda de energfa, £ (k) y £_(k), tiene su kp(0)
caracteristica, k;(6) y k- (0) respectivamente, que satisface a una de estas curvas, donde 0 es el dngulo

polar de k en el plano zy, esto es, k = (k;, k) = k(cos§,sen¥).

2.3. Acoplamiento espin-6rbita de Rashba

A partir de esta seccién, en el capitulo se mostrardn los Hamiltonianos de Rashba y Dresselhaus para

las direcciones mas cominmente utilizadas, y después, en el Capitulo 3 se considerara el problema de
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escribir un Hamiltoniano correspondiente a una direccién arbitraria.

El Hamiltoniano que describe un GE2D con interaccién Rashba respecto a los ejes x,y, y z estd dado

por (Zuti¢ et al., 2004)

+ Hp

R R (2.22)

= kyog — kg
- + o (kyo oy)

donde el campo espin-érbita es
h

2QR(k) —akxz). (2.23)

Este resultado indica que k L QF(k) y que ambos vectores se encuentran en el plano zy, lo que se

puede observar en la Figura 1 donde se ilustra la orientacién del espin en el estado |A\k)

~

(o) = Ak x 2) = —\0. (2.24)

Cabe recordar que la contribucidn espin-érbita tipo Rashba es generada por la asimetria de inversién
estructural (SIA, del inglés Structure Inversion Asymmetry) y provee la posibilidad controlar la precesién

del espin mediante voltajes externos.

1.5

— kF(8)
— kF(8)
1.0 4 F
0.5 4
&
= 0.0 1
Y3
-0.5
~1.04
-1.5 T T T T T
-15 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 15

kx/ ko

Figura 1: Distribucién de la orientacién de espin en el estado |A(k)) de un GE2D con interaccién espin-6rbita
tipo Rashba.
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2.4. Acoplamiento espin-6rbita de Dresselhaus lineal y cabico

La contribucién al Hamiltoniano por parte de la interaccién de Dresselhaus con respecto a los ejes

2 || [100], y || [010] y = || [001] es (Zutic et al., 2004)

21.2

o Pk
2m*

h2k?

= + 7 [oake (K, — K2) + oyky (K2 — k2) + 0k. (K2 — k)]

2m* Yy

+ Hp
(2.25)

con un campo espin-érbita

h
5QD(k) = [ke (k2 — K2) by (k2 — K2) k. (K2 — K2)] (2.26)
donde vy es un pardmetro efectivo de acoplamiento y k = (k|, k) = (kz, ky, k.). Para pozos cudnticos
suficientemente angostos, las componentes del vector de onda normal al plano del gas se promedian.
Para el caso particular de la direccién [001] esto es k., — (k.) = (i8.) = 0y k2 — (k2). De esta manera
el Hamiltoniano (2.25) toma la forma

h2k?

2m*

Higony = o+ [k (R2) 0 — e (12) 00 47 [Rekrs — b0 (2.27)

la cual todavia puede reducirse mas si se toma en cuenta que para k| pequefios, el término lineal en k
se vuelve dominante respecto al término ciibico. De forma que la expresién lineal en k del Hamiltoniano
de un GE2D crecido en la direccién [001] con interaccién tipo Dresselhaus es

h2k?

o v (kD) (eyory = keow) (2.28)

Hipoy) =

donde comiinmente el pardmetro espin-6rbita de Dresselhaus para esta direccién de crecimiento «y (k2)
se expresa como fggy1)- En la Figura 2 se observa la orientacion del espin producida por el acoplamiento

Dresselhaus para la direccién de crecimiento [001]
(o) 210U — \(— cos % + sen 6F), (2.29)

claramente distinta a la del acoplamiento Rashba (Figura 1). A diferencia de la contribucién tipo Rashba,
la contribucién al acoplamiento espin-érbita tipo Dresselhaus es intrinseca del material y es producida
debido al rompimiento de la simetria de inversidn espacial en el bulto (BIA, del inglés Bulk Inversion

Asymmetry).
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15

— K@
— kF(O)
1.0 4 "
0.5 1
2
X, 0.0 4
-
-05
104
-15 . ‘ . . ‘
15 -10 -05 00 05 10 15

ky/ko

Figura 2: Distribucién de la orientacién de espin en el estado |\k) de un GE2D con interaccidn espin-6rbita tipo
Dresselhaus.

2.5. Campo espin-6rbita y orientacidn cristalina

Cuando se considera un GE2D crecido en una direccién distinta a la [001] (z || [100],y || [010], 2 || [001])
es necesario hacer una transformacién de z || [001] a 2’ || [hkl], donde [hEl] son los indices de Miller que
indican la direccién de crecimiento del gas. Ahora, aun cuando el Hamiltoniano de interaccién espin-
drbita tipo Rashba que se expresé en (2.22) es respecto a los ejes x, y y z, cuando se elije una orientacién

del gas arbitraria y se rotan los ejes de referencia, el campo espin-6rbita mantiene su forma

h h
5QR(k’) = a(k x 2, 59? =aey ki (i) =,y,2), (2.30)
donde la prima en k’ indica que el vector de onda se encuentra en referencia de los nuevos ejes z/'y2’.

Aqui puede observarse que el campo espin-érbita correspondiente al acoplamiento tipo Rashba nunca

sale del plano del gas.

Por otro lado, la expresién (2.25) para la interaccién tipo Dresselhaus, al ser transformada mediante la
rotacién de los ejes de referencia si presenta un cambio significativo, a diferencia del acoplamiento Rashba,
en el campo espin-érbita; de manera que existe un campo QP distinto para cada direccién de crecimiento
cristalografico. Por ejemplo, para las direcciones mas estudiadas, de alta simetria, considerando términos
lineales en kil, las expresiones del campo son:

= Dresselhaus [001]
h

§QD(k/) = Broor) (k3" — E.X), Boor) = (k.2) (2.31)
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» Dresselhaus [110]

h . 1~
§QD(k/) = 5[110]%2/7 5[110} = 5’7’ <kz2> (2.32)
» Dresselhaus [111]
h D,/ > /N / N 2 7.2
59 (k') = 5[111}(kyx —k.y) = 5[111}(1{ x 2'), 5[111] = %’Y (k3) - (2.33)

Donde para una direccién de crecimiento [001], como se menciond antes, los ejes ', 3/ y 2’ corresponden
a los ejes cristalograficos [100], [010] y [001] respectivamente; para la direccién de crecimiento [110] se
tiene que a’ || [110], ¥/ || [001] y 2’ || [110]; mientras que para la direccién [111], 2/ || [112], ¥ || [110]
y 2 || [111]. En esta seccién se muestran explicitamente los campos QP para las direcciones de alta
simetria simplemente para evidenciar el cambio que sufre el Hamiltoniano de Dresselhaus al llevar a cabo
una rotacién de los ejes de referencia. En el siguiente capitulo se determinara la forma que adquiere la

expresion para una direccién arbitraria.

Un caso particular es el de la direccién [111], para la cual el campo de Dresselhaus toma la forma del
de Rashba, lo que provoca que, cuando existen ambos tipos de interaccién espin-6rbita, el Hamiltoniano
total es formalmente idéntico al (2.22); solamente se necesita el cambio de variable a — & = o+ f111).-
Si se consideran sélo términos lineales en k del campo espin-6rbita de Dresselhaus, el Hamiltoniano que
considera ambos tipos de interaccidén puede escribirse como

Pou) = ug

donde, para los tres casos especificos ([001]; [110];[111]) p;; es

—Booyy « 0 0 a 0 0 & 0
pi=| —a By Ol my=| —a 0 0|; Hy=| -a o0 o (239
0 0 0 B 0 0 0 0 0

La magnitud del campo espin-érbita estd dada por

h
59(1{,) =\ HijHikiky = kg (6) (2.36)

donde gj,,11(0) se obtiene de transformar a coordenadas polares (k = (kz,ky) = k(cos®,senf)) de
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manera que, explicitamente

9[001} (9) = \/052 + 6[2001} — 20(,6[001] sen 29,

9n10)(0) = \/042 + 5[2110} cos? 0, (2.37)

g[111) (0) = a.

De forma general, la funcién gy (¢) esta dada por

Q[Qhkz] (0) = pipui cos” 0 + iy sen? @ + 2y, i, sen 6 cos 6
1

1
= 5 (Wiaktin + ighty) + 5 (Wiahia — Wiyhiy) €05 20 + 21iy 17, sen 26 (2.38)

1 1
= SR+ 1 ) + S (i

— |u;|2) cos 20 + 27, - g, sen 20,

’ 5 . . o ’ /
donde los vectores i estan definidos por la columna j de la matriz y;; ((p3); = ;). esto es

Jr. iy
T 1y,

De esta manera se pueden expresar, en coordenadas polares, las relaciones de dispersién (2.11) como

2
ex(k,0) = 5 {[k 4 Meso(0))% — E2,(0)} (2.40)
mientras que k3 (0) es
2 *
kp(0) = ¢ Ser + K, (6) = Ak (0) (2.41)
y la energia de Fermi estd dada por
ep = %(271'71 —2q5,) (2.42)
donde n es la densidad electrdnica,
m* gn (0)
kso(0) = % (2.43)
Yy
2 _ 1 QﬂkQ 6)do 2.44
Aso = 271'/0 so( ) . ( . )

Esto indica que la energia de Fermi er depende esencialmente de la densidad electrénica n, la masa

efectiva m™ y los pardmetros de interaccién espin érbita de Rashba y Dresselhaus. En gases electrénicos
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bidimensionales, las concentraciones electrénicas varian, por lo general, de 5x 10! a 10!2 cm~2 (Sinitsyn

et al., 2004).
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Capitulo 3. Hamiltoniano de un GE2D con orientacion cris-

talina arbitraria

Como ya se menciond, para obtener el Hamiltoniano de un gas electrénico 2D crecido en una direccién
distinta a la [001], hace falta hacer una rotacién del sistema de referencia. Mediante esta rotacién se
obtienen tres nuevos ejes cartesianos donde el eje 2’ es perpendicular al plano del gas y forma un sistema
derecho con x’ y 3. Si se considera un GE2D cuya orientacién cristalina estd definida por el vector
N = nyX + nyy + n.z, donde x || [100], y || [010] y Z || [001], el campo espin-6rbita de Rashba esta

descrito por
h

5913(1{) = agijimk;, (3.1)

mientras que la expresién del campo de Dresselhaus con términos cibicos en k es (Zutié et al., 2004)

h.p 1
§Qz‘ = §’Y€ijlkj>\1rskrk‘s, (3.2)
donde ¢;;; es el tensor de Levi-Civita y A;j; = |e;ji|. Al considerar un pozo cuantico suficientemente

angosto y valores de k|| pequefios, se obtiene la forma lineal de este campo espin-6rbita?

h

1) 1
§Qz‘D V= 7]@21 <5ipl)‘qu + 25ijl)‘pql> npngk; (3.3)

donde el factor k2 = ((k - 11)?) es el valor esperado del cuadrado de la componente normal al plano del
vector de onda.

Tomando en cuenta Rashba (3.1) y Dresselhaus lineal (3.3), el campo espin-érbita puede escribirse

h

2El promedio cudntico puede hacerse utilizando la férmula (kik;k;) = k2 (kingni + kjrun + kining) + kik;k, (Zutié
et al., 2004)
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donde

1
Hij = a&tl-jml + ’Yk,% <5iplqul + 5ijl)\pql) NpNg

2

0 n,  —MNy n?/ — ng 2ngny  —2ngn,
=al| —n, 0 n, |+7k —2nyny n2-—ni  2nyn, (3:5)

Ny  —Ng 0 2n,n,  —2n.ny n% — nz

= aRy; + vk Dyj
y R;j y D;; estan definidos por
Rij = eijim (3.6)
1

Dij = Ez‘pl)\qu + §5ijl/\pql npng. (37)

3.1. Matriz de rotacion

La transformacién zyz — a'y'2’ estd determinada por la transformacién v/ = Mv donde M es una

matriz ortogonal de rotacién. Asi pues, lo que se busca es una matriz M que satisfaga

Iy 1 My 0 Ny 0
M ly — 0 ) M my — 1 ) M ny = 0 . (38)
I, 0 m, 0 n, 1

donde l = ;X + [,§ + 1.2 y m = m,X + my¥ + m.2Z son vectores ortonormales en el plano del gas con

la direccién de los nuevos ejes de referencia 2’ y v/ respectivamente, de manera que n =1 x m.

Los elementos de la matriz M pueden ser expresados en términos de los dngulos de Euler (6, ¢,1), de

manera que

cos(1)) cos(¢) — cos(6) sen(¢) sen(v)) cos(v)) sen(¢@) + cos(#) cos(¢) sen(yp)  sen(v)) sen(h)
M = | —sen(t) cos(¢) — cos(f) sen(¢) cos(x)) — sen(z)) sen(¢) + cos(f) cos(¢) cos(rh) cos(v)) sen(h)

sen(f) sen(¢) —sen(f) cos(¢) cos(6)
(3.9)

Estos dngulos estan definidos como tres dngulos sucesivos de rotacidn. Esta secuencia comienza por
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rotar el sistema de ejes original un angulo ¢ alrededor del eje z, obteniendo asi un nuevo sistema de
ejes £n(; posteriormente se rota este nuevo sistema de referencia alrededor del eje £ un dngulo 6 para
obtener los ejes £'n/(’; por ultimo los ejes £'7'¢’ se rotan un dngulo 1) alrededor del eje ¢’ consiguiendo
el sistema de ejes de referencia deseado x'y/2’. La transformacién inversa del sistema, z'y/2’ — zyz,

estd determinada por v = M”v/ puesto que M~ = M”, donde T indica la operacién traspuesta. Otra

caracteristica importante de la matriz es que det(M) = 1 (Goldstein et al., 1980).

A partir de (3.9) se obtienen expresiones de los dngulos de Euler en funcién de las componentes de los

vectores 1, m y n

cost = n,, sent = nj,
n n
Y T
cosp = ——= sen ¢ = —
$= 0y o= (3.10)
my l.
coswzn—, senz/J:n—,
l I

donde n| = , /n2 + ni = /1 — n2. La derivacién de estas expresiones puede encontrarse en el Apéndice

A. Estos angulos pueden relacionarse con aquellos del vector fi con respecto a los ejes zyz. De manera
que si i = n,X + Ny + n.Z = sen O cos pX + sen O sen Yy + cos OZ, entonces § = Oy ¢ = ¢ + /2.
Sustituyendo en (3.9) y tomando en cuenta la ortogonalidad de la matriz y los vectores se obtiene una

nueva expresion de la matriz de rotacién

Mij = 5ml] + 5iymj + 5Z-an (311)
Lol L
M= |m; my m,]|- (3.12)

Por lo general, las direcciones cristalograficas en estado sélido son representadas por medio de indices
de Miller. Por tal motivo se ha llevado a cabo la derivacion de esta matriz, compuesta de tres vectores,
con la cual resulta mucho mas sencillo y natural llevar a cabo la rotacién del sistema de coordenadas,

como se vera en la siguiente seccién.
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3.2. Transformacion del Hamiltoniano

Una vez obtenida la matriz (3.12) lo que se hace es sustituir en el Hamiltoniano espin-érbita Hsp =

%o- - Q(k) las transformaciones

ko k., Oz ol
ky | =M K o | =M"| o (3.13)
k. 0 o o,
que pueden escribirse como
o; = Mjiog- = lol, + mioé + n;o. (3.15)

Cabe destacar que la condicién k - i = 0 se vuelve k;n; = Mﬂk‘;nl = (Mjmz)k:; = 5jzk; =k, =0.

Para el Hamiltoniano lineal en k se obtiene

Hso = aitighy = Myt My = iy = 5%, 319
donde el campo espin-érbita es
g% =gk (Pg=wy,2) (3.17)
y
Hpg = Mpiprij Mg; = (MaM"), (3.18)

siendo [ la matriz con elementos 1;;. De esta manera se obtiene una expresion general, para una
direccién de crecimiento arbitraria, del campo espin-6rbita que se reduce a aquellas de las direcciones de
alta simetria. Por lo tanto, existe una funcién g1 (0), que adopta la misma forma que la obtenida en

el capitulo anterior, para toda direccidn de crecimiento del gas.
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Desarrollando ,u;)q se tiene

Hpg = Mpitij Mg
= My RijMy; + ki My Dij My,
= QEpgz + ’yki[(liDijljéqx + 1iDijm;dqy + 1iDijn;0qz)dpa
+ (miDijli0gz + miDigm;dgy +miDign;jdyz)dp, (3.19)
+ (niDyjli0 e + 1 Dijm 6 gy + 1:Dijn042)0,z]
vk2iDil;  a+~k2iDigm; k2l Din;
= | —a+7kim;Dil;  ~vkim;Dijm;  ~vk2m;Din; |

vk2n;Dyjl; YkpniDigmj  yknniDijn;

de manera que el Hamiltoniano espin-6rbita en el sistema de referencia rotado, donde k), = 0, queda

como
Hgo = a(k;d; — ]{JCICU;) + ’Yki[(llDUljk‘; + lZDlJka';)O'/I
+ (miDijljk;, + miDijmjk;)a'y

+ (niDijlsk}, + n; Dym;k,)o’]

(3.20)
’yk%liDz‘jlj o+ ’yk,%liDijmj ’yk:%liDijnj ké
= ( U; JZ// Jé) —oz—i—’yk%miDijlj ’yk%miDijmj ’yk%m,-Dijnj k;
7k721nzD'lej ’yk%nlDUmJ ’yk%nlDUn] 0
y la matriz ,u;j puede reducirse, removiendo las componentes y,, a
'yk‘%liDijlj o+ ’)’k‘%l@'Dijmj 0
,u;‘u = —a+ ’Yk%miDijlj vk%miDijmj 0]- (321)
'ykflniDijlj 'ykgniDijmj 0

Si se desarrollan los elementos de la matriz y,, esta expresién del Hamiltoniano con acoplamiento espin-
Orbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus, al ser valida para cualquier direccién de crecimiento, se reduce
a aquellas obtenidas para las orientaciones [001], [110] y [111]. Los coeficientes de vk2 se muestran

explicitamente en el Apéndice B.
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3.3. Hamiltoniano de Dresselhaus con términos cubicos en k

Por otro lado, si se desea trabajar con un Hamiltoniano con términos clibicos, aplicando la transformacion

(3.14) a la expresion para el campo espin-6rbita de Dresselhaus (3.2) se tiene

h
2

1
QzD - ifyeijm(ijk;)ATSm(MnTk;L)(quk:])- (322)

Utilizando Mp;k;, = M.;k, + Mk, se obtiene

h

1
59? = —yeijm(M,;k, + MujkL)Arsm(Mzrk’Z + M.k}, (M.sk., + Mpskz;)

2

1

= 575ijm)\rsm{szMerzsk;3 + [sz(Merpsk;; + MZSMVT‘ka) + Merst/,ij:L] k?f

+ [Myjk), (M2 Mpsk), + Mg M, k) + M. My Mgkl k)| K, 4 My M, Mok, K, k), }
(3.23)
donde los indices griegos toman valores de x y y, mientras que los latinos involucran z, y y z. Usando

la expresién anterior y 0; = Mj;0;, el Hamiltoniano con interaccién espin-érbita tipo Dresselhaus para

un pozo cuantico suficientemente angosto ((k.) = (k’3) = 0) se puede escribir en la forma

Hp=HY +HY =o' w’ (3.24)
donde H(Dl) es la parte lineal
HY = 251 (12 MyeiimArem [ M (Moy Mgk, + Mg My k,) + Moy Moy M, K, 3.25
D — 201 z 1i€ijm rsm[ zg( zriVlps p+ zsiVlyr y)+ zriVlzs iVl g M] ( )
y Hg) la parte clbica
HY = gal'Mh-gZ-jm)\mmMm-Mprsk‘Lklyk;. (3.26)

Dado que M,; = n;, Hg) puede ser escrito como

1
Hg) = al,’y <k:;2> M;; <2€ijm)\rsm + 5irm)\jsm> nrnsMyjk;,,

= o1y (kZ) Mi;Dy; Mysk;, (3.27)
= oy, k.
= ")/Ul,f‘i;(l),
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donde D;; es el tensor definido en (3.7). Cabe mencionar que esta expresién es claramente equivalente

a la parte Dresselhaus del Hamiltoniano lineal presentado anteriormente y aquella es una recuperacién

especifica de este caso mas general en donde se involucran términos ctbicos. El campo /1;(1) esta dado
por
(1) _ 02 ’
k= (kZ) My Dij M, ik,
La parte del Hamiltoniano con términos cubicos en k, Hg’), puede ser escrita como
HY = yo)® (3.29)
donde
(3 1
K,l( ) = 5Mlisijm)"r'smMujMVTMPSk;LkII/k;)
1
= 5(5“[@ + (5lymi + 6lzni)5ijm>\rsm(5/wclj + 5uymj)(5ua}lr + (5,,ymr)(5pxls + 6pym8)k1¢k:/k/p
1
= 5(5lxli + (51ymi + 6lzni)€iijT’sm(ljk/m + mjk’y)(lrk; + mrk;)(lsk; + msk;)
1 . .
= 5(5,‘%11- + O1y i + 012103)EijmArsm Ll Lk + mympmikl?
+ (ljlymg + 1 lsmy + lsljmr)kfk; + (Ilymymg + l,mgm;j + lsmjmr)k;kf].
(3.30)

La forma explicita de los factores en esta ltima expresién puede encontrarse en el Apéndice B junto con

®3)

algunas relaciones entre las componentes de los vectores 1, 1h y fi. El vector k’'”’ queda entonces, tras

utilizar dichas relaciones, de la siguiente forma

= =01y (nalyls + lonyly + Lelyns) + 6 (malyly + Lomyl, + Lplym,) k2

13

+ [01z (ngmym + mgnym, + mgmyn;) — 8 (memyl, + malym, + lmmymz)}ky

+ {0 (nalyls + Linyl, + Lelyn,) + 6y, LDyl (3.31)
+ 01 [2(mamyl. + melym., + Lomym.) — 3luly L] Kk,

+ {61z (m; Dijm;) — 81y (namym, + manym, + mymyn.. )

+ 01 [—2(malyls + lomyls + lelym.) + 3mamym.] Yk, ki
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o arreglado como

,#3) = S () Oy () + 01 (- +)
= Oi[(namym. + manym. + memynz)ky + (nalyls + Lanyl. + Llyn. KK,
+miDijmg ko]
+ Siy[— (nalyls + lonyls + lolyn2) kP + LDyl K2k, (3.32)
— (ngmym; + mynym. + mwmynz)k;kf]
+ O { (malyl, + lymyl, + lmlz’,mz)k;3 — (mamyl, + mylym, + lmmymz)kg3

+ [2(mamyls + mglym. + lymym.) — 3Ll LK K),

+ [=2(malyls + lemyls + lolym.) 4+ 3memym K,k }.

Aunque en este trabajo no se utiliza mds este Hamiltoniano con términos cubicos en k, es un resultado

que puede ser (til en futuras investigaciones.

3.4. Simetria SU(2)

En su investigacién, Kammermeier et al. (2016), demostraron que es posible un eje de cuantizacién fijo
solamente para aquellas direcciones de crecimiento cristalografico donde dos indices de Miller coinciden
en mdédulo; tal eje de cuantizacién provoca en el Hamiltoniano una simetria SU(2). Efectivamente,

considerando

n= (77’777”2) = (77’ n,Vv1-— 2772)? (333)

de manera que si se eligen m = 12(—1, 1,0)yl= %(nz,nz, —2n) se obtiene

S

0 a+yk2(1+3n*)n, 0
ti; = | —a+~yk2(1 —9n)n. 0 01, (3.34)
0 —ykav/2n(1 = 37%) 0
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con lo cual el Hamiltoniano tiene la forma3

Hso = a(kjol, — kyoy) + vk {n[(1 — 9*)K,ol, + (1 + 3n*)K,0%] + V2n(3n° — 1)k,o}  (3.35)
y el campo espin-6rbita es

h . A .

S = la+ vk (L4 3" na k% + [—a+ yki (1= 9" JkLy + [—vkv2n(1 = 3i)kj 2. (3.36)

En este punto cabe destacar que si la componente u;x = 0 el campo espin-érbita se vuelve colineal. La

condicién para que esto suceda es que

@
2 =0 I )V1 =22 = (1 - 9n*)n, (3.37)
n
con lo que el campo se reduce a

h
3% =7k (30" = 1)(=2n2,0,V2n)k, (3.38)

=

donde la direccién de Q' es independiente del vector de onda k. Cuando el vector n = (—n, —n,n;)
la relacién % que vuelve gﬂ' colineal es la misma (3.37), sin embargo, cuando n = (£n, Fn,n;) la

relacién cambia en signo, de modo que la ecuacién para ambos casos es

= sgn(ngny) (1 — In?)n.. (3.39)

Kz

3G, en cambio, se hace la eleccién 1= %(:FL +1,0), i = %(:Fnz, Fnz,2n), la matriz p;; es

0 a—vk2(1-99%)n, 0
wiy = | —a— k21 + 3n*)n. 0 0l,
—vkav/2n(1 = 3n?) 0 0
el Hamiltoniano queda como
Hso = a(kyoy, — kioy) +vkn{v/1—202[(97° — Dkyo, — (30" + Dkyoy] + V2n(3n° — ko)
y el campo espin-érbita es
h o N /s
S = [o— ki (1= 9)n=lky X + [—or— vkn (14 307 na]ked + [—vkav2n(1 = 30*) K2,

Se puede observar que cuando la condicién (3.37) se cumple, ,u'zy =0, y el campo espin-érbita mantiene una direccién fija
&Y /2 = k3 (3n° — 1)(2n2,0, v2n) k.
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De forma similar puede hacerse el desarrollo cuando las componentes que coinciden en médulo son n,

y n, 0 ny y n,. Las relaciones que satisfacen la colinealidad del campo %Q' son

% = sgn(ngn.)(1 - 99%)n,, % = sgn(nyn.) (1 — 99%)n,. (3.40)

Estas expresiones fueron reportadas por Kammermeier et al. (2016), las cuales, de satisfacerse, posibilitan
la existencia de una simetria SU(2) en el Hamiltoniano y dan lugar, por ejemplo, al fenémeno de la
simetria Helicoidal de espin en estos gases. Como caso particular, para la direccién de crecimiento [001]

se recupera la condicién a = f3jo91) de Schliemann et al. (2003).
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Capitulo 4. Fdérmulas de Kubo para las conductividades de

carga y espin

Cuando a un sistema inicialmente en equilibrio se le aplica una perturbacién, este responderd de cierta
forma dependiendo de la perturbacién y del sistema mismo. La teoria de respuesta lineal es una herra-
mienta con la cual uno puede estudiar estos casos, cuando la perturbacién aplicada es pequefia, y por lo

tanto la respuesta del sistema es directamente proporcional a la perturbacién externa, lo que se dice lineal.

Entre las muchas aplicaciones de la teoria de respuesta lineal se encuentra el estudio de trasporte
electrénico. En este campo algunas de las funciones respuesta que son de interés, es decir funciones que
determinan la relacién entre la respuesta de un sistema y la perturbacién externa, son la conductividad,
conductancia, funcién dieléctrica, y susceptibilidades eléctrica y magnética de sistemas bajo la interac-

cién de de campos eléctricos o magnéticos.

4.1. Foérmula general de Kubo

La férmula de Kubo es una ecuacién que expresa la respuesta lineal de una cantidad observable debido
a una perturbaciéon dependiente del tiempo. Lo logra mediante el formalismo de la matriz densidad,
utilizado para expresar un sistema, en lugar de con un solo vector de estado o funcién de onda, como

un ensamble de vectores de estado y sus pesos probabilisticos correspondientes.

Se considera un sistema cuyo Hamiltoniano puede escribirse en la forma
H(t) = Ho+ H'(t), (4.1)

es decir, en términos de un Hamiltoniano independiente del tiempo Hy y de una perturbacién depen-
diente del tiempo H'(t). La férmula general de Kubo (Kubo, 1957) expresa, entonces, la respuesta lineal
del sistema a una perturbacién H'(t) y presenta propiedades del operador de una variable dindmica
como una funcién de correlacidn, la cual manifiesta propiedades fuera de equilibrio en términos de los

promedios, cudntico y estadistico, sobre los estados en equilibrio.

Al ser posible expresar el Hamiltoniano de la forma (4.1), puede utilizarse la representacién de interaccién,
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en la cual los eigenestados evolucionan de acuerdo al Hamiltoniano sin perturbar Hy como
[n(t)1) = ™M n(t)) , (4.2)
mientras que la evolucién temporal de un operador L se puede definir de la siguiente manera:

L(t); = eHot/h [ (1) tHot/h, (4.3)

Este formalismo se aplicard al caso del Hamiltoniano H = %a - £ cuando es perturbado con un Hamil-

toniano de interaccién especifico mostrado en la siguiente seccidn.

Se puede obtener la ecuacién

EO) = B0~ [ @t (EOLH O, (44)

0

donde t = t( es el tiempo en que se aplica la perturbacién y la notacién (...), representa un promedio

en el equilibrio con respecto al Hamiltoniano Hy, esto es
(o =) wn(n]...|n) (4.5)
n

con |n) siendo uno de los eigenvectores de Hy, o sea, Hy [n) = E, |n), y wy, la probabilidad del sistema
de estar en el estado n, dada por la distribucién de probabilidad que lo rija. La ecuacién (4.4), conocida
cominmente como férmula general de Kubo (Kubo, 1957), expresa la respuesta lineal del sistema a
una perturbacién H'(t) y presenta propiedades del operador <I:(t)> fuera de equilibrio en términos de

promedios sobre los estados en equilibrio.

4.2. Hamiltoniano de interaccion

Se considera un sistema electrénico que es perturbado por un campo electromagnético, de tal forma que

el Hamiltoniano para un electrén con carga e < 0 estd dado por

H) = 5 [p - Awn] (4.6)

donde m™* es la masa efectiva del electrén, ¢ es la velocidad de la luz, p es el operador de momento y

A(r,t) el potencial vectorial tal que B = V x A. Desarrollando el cuadrado de (4.6) y eliminando el
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término cuadratico A2, debido a que se considera un campo perturbativo pequefio, se obtiene

Ht) =L — S p. A1), (4.7)

Es posible separar este Hamiltoniano, como en (4.1), de manera que exista un término independiente

del tiempo Hy = p?/2m* mds una perturbacién

H(t)= - p-Alr1). (4.8)

m*c

En equilibrio, el operador de velocidad estd dado por v = 0,Hy = p/m* de manera que al sustituir en

el operador de corriente de carga J = ev se obtiene

e

J= 4.9
p— (4.9)

y el Hamiltoniano de interaccién queda como
, 1
H'(t) = —=J(t) - A(r,t). (4.10)
c
Considere ahora un potencial vectorial y un campo eléctrico de la forma
A(r,t) = Agelkr—wt) (4.11)

E(r,t) = Ege! kT« (4.12)

donde k es el vector de onda y w es la frecuencia, mientras que Ag y Eq son las amplitudes respectivas;

se puede obtener, utilizando la ecuacién de Maxwell V x E = —9;B/c y la definicién del potencial
vectorial B = V x A, la relacién E = —0;A/c. De esta forma, sustituyendo en (4.12) y derivando
(4.11) se obtiene
O (4.13)
w

Si se considera la parte temporal del campo eléctrico, el Hamiltoniano de interaccién se vuelve
i
H'(t) = —J(t) - E(t). (4.14)

Este Hamiltoniano de interaccidon contiene entonces, la parte temporal de la dindmica del sistema e

indica su perturbaciéon mediante la aplicaciéon de un campo eléctrico.



34

4.3. Conductividad éptica

Si el GE2D es excitado por un campo eléctrico E;(w), se produce una corriente eléctrica J;(w) =
0ij(w)E;(w). La contribucién del Hamiltoniano espin-érbita a la conductividad de carga es aquella
debida a las transiciones entre las sub-bandas de espin ), y se puede determinar mediante la férmula

de Kubo como

0ij(w) = % /Ooodtei@t {CAORAUIN (4.15)
R |
= 7?@/0 dte™” ([vi(t),v;(0)]),

donde @ = w+ 0%, J; = ev; es el operador de corriente de carga eléctrica y v; es el operador ve-
locidad. El parametro 0™ permite regularizar la integral, pero puede interpretarse como procesos de
dispersion del momento del electrén debido a cualquier mecanismo de disipacién, como impurezas,
por ejemplo (Il'Inskii y Keldysh, 2013). Ademds, el promedio cudntico y térmico <[A(t),§(0)]>0 =
>k fea(k)) (Ak| [A(t), B(0)] |\Kk) est en la representacién de interaccién, donde f(ex(k)) = (1 +

e(Ex(k)=er)/kpT) =1 ¢s |3 funcién de distribucién de Fermi. Desglosando la ecuacién (4.15) se obtiene
s = o [ S [ o) (0m 0,000 0) (416
T b 0 A (2m)? g o -

donde el estado |Ak) es (2.16) y, como es habitual, se hizo el cambio de la suma en k por una integral

de la forma, >°, — [ %. Ahora, los brackets del conmutador de los operadores quedan como

(Ak| [vi(£), v (0)] [Ake) = (Ak| v;(t)v;(0) [Ak) — (Ak| v;(0)vi(t) [Ak)

= D[k ot (0 i) (X' 05(0) [ k)
)\/

— (K| v (0) [INK) (V| ot/ Ty, (0)e~tHot/h | \K)] (4.17)

= 3 [ (k] 03 (0) [NK) (VK] 03(0) | AK)
)\/

— /oI Nk 0;(0) NK) (k] v3(0) AK)]
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donde se utilizé ",, [N'k) (Nk| = 1. Sustituyendo en (4.16) y haciendo la integral en el tiempo se

obtiene

ie? [ d2k k| v; |NK) (Vk|v; [AK) (XK v; [VK) (VK| v; [ Ak
%,(W)_N/ Zf Z[<||><||><!><!>

w 2 hio +e) —ey hio 4+ ey — ey
N=+
. VA V)‘ (4.18)
_ ie? / Z fle
o )2 M e vro il o v
con
Vi) = (k| v; |- Ak) (—Ak]| v; | Ak) (4.19)
donde se ha usado ) —e_) = M. La expresién (4.18) se puede reescribir entonces como
d2 A A\~ A A
7ij(w) ;.M v Zf 2y )[(V = Vio = A(Vij + Vi< (4.20)
Para calcular VZ;‘ primero se calcula el operador de velocidad
10H
YT Rk,
! 4.21
_ 10eo(k) n 10_ 00 (k) (4.21)
h Ok 2 Ok;
y sus elementos de matriz (Ak|v; [N'k),
10eg 1092 1092
Ak|v; [Nk) = | —— + = Ak| o |Ak) | Oxx + = Ak| o |—Ak) O . 4.22
Ok 310 = (504 55 Ol 9 )+ 5 50 il - dvn (42)
Utilizando el resultado de la expresién (2.19) del capitulo 2 y obteniendo
Okl o |-AK) = —2 (% 2) + — (@ x 2) x 0 (4.23)
@ )0 ’
a partir de*
Ak| oy |[—Ak) = ———— (2,9, + iAQQ
(K] 22 |20 = — g (920 + 2092,
1
(Ak| oy |—Ak) = _W(Qyﬁz —iAQQ,) (4.24)
I
(Ak|o, |—Ak) = ]
Q )
<)\k| o; | >\k> 2 EszQ] + QQ” 51]k[5]lel]Qk

o
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(4.22) puede expresarse como

, 1860 A oN
(el v |\ ) = (hak 20 o )

+ i) Qxaﬂ 2+ = ! —— (2 x2z) Qxaﬂ 0 -22)
_ Z) - ’_
20, Ok; 20,0 Ok; )| N
mientras que VZ3\ requiere la evaluacién del producto
My = (Ak| s |—Ak) (—=Ak| 0 | AK) . (4.26)
A
Nétese que M, ; (MA) ﬂ, lo que implica
Re M;;* = Re Mj; = Re Mj; (4.27)
Im M;;* = —Im Mj; = Im Mj;. (4.28)
Esto sugiere que (4.26) tiene la forma
My = mj; + ixm]; (4.29)
donde la parte real es simétrica, m] = m , ¥ la parte imaginaria antisimétrica, m] = —m;’i. Explicita-
mente:
A
My = VA [925” Q] + i 5 ik (4.30)
de donde mj; = 05 — %% y mi; = Eijk%-
Por lo tanto, VZ? queda como
VA 109, 09,
U4 Ok Ok; (4.31)
_ 109, 8qu, 4 A 082, 08), iy y '
T 4 0k; Ok; P14 Ok; Ok PO
en donde también pueden definirse partes simétricas y antisimétricas
Vi) = Sij + ATy, (4.32)

Sij = }1%2 gszqm siendo la parte simétrica (S;; = Sj;) y Tij =

1 q, N e, o
19k Ok, Mg la antisimétrica (T;; =
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Tj;). De manera que, utilizando (4.30) se tiene

Ao Lo oy 1 [, 09 0N L (o o
Vij‘4<aki Ok, e\ Ok; 2 Ok; T akixakj °

4.
_ L (@ R). (g ), L (00 omy )
~ 102 ok, ak; ) ok; " ok;)
De (4.20) se puede observar que
Vij = Vit = (Sij + iATyy) — (Sji + iATj:)
= (Sij — Sji) +iMTi; — Tjs)
o r (4.34)
= 2NT);
A A _oq..
V) + V) =28y,
con lo que la contribucién espin-érbita a la conductividad de carga queda
0ij(w) = 2n)? Z f(e D) [(2iAT35)@ — A(253;)Y
; 0O (4.35)
_ _ ‘oo 2 Y
=5 = [d kZ)\f €x WSU + I;j(w)
donde o¢ = €2 /7h, mientras que I;;(w) es
Lij(w) = koZAf £x) LT
! 2 (@2 — 02)
(4.36)

_ 90 [ 1 o o
g7 /)¢ kZA:Af(“)Q@Z — ) <8k:l- “on; ) b

El integrando es una funcién impar del vector de onda k debido a simetria de inversién temporal
(2(—k) = —Q(k)) por lo que (4.36) se anula para los campos espin-6rbita.

Por lo tanto

100

7ij(w) = 8w

P 1f(e2) = Fe0)] grzr—m (n x gg) - (n 9 gl‘j) . (437)

A temperatura 0, T = 0, la funcién de distribucién de Fermi se vuelve una funcién escalén y el tensor

o (22 (0 22) w0

La prima en la integral indica que la integracién estd restringida a la regidn entre los contornos de Fermi,

se reduce a
ZU(]

U” 87rw
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k| < |k| < |kg|, para la cual e_(k) < ep < ey (k).

Separando (4.38) de la siguiente forma

)= o0 [ 1 LAY o) (1 !
Uz](w) 167w / d kgz <Q X 8]451) <Q X 814:] Q-0 + Q+w (439)

y utilizando la relacién

! P (i) ¥ ird(z), (4.40)

z+i0t
donde P denota el valor principal y d(x) es la funcién delta de Dirac, se obtiene

!

oy o0 [ L (o O (g 09 ! .
0ij(w) = ~ 16 = / ey <9 X 81@) (Q “ ok ) \@—w) =07 | (Q+w)+i0r
ioo ! | oN oN 1 .
o 1 ' o0 N _ 4.41
o / &’k 3 <Q X 57%) <Q X o, Pla—"2 +imd(Q2 — w) (4.41)

i [l (0, 02 (g, 00 Ly,
1677(1}/de2 <Qxaki> (Qxakj P R imé(Q+w) | .

La primera delta de Dirac, §(€2 — w), describe los procesos de absorcién, mientras que §(€2 4+ w) los de

emisién. Como se considera que el sistema esta en el estado base, solamente se consideran efectos de
los primeros; de manera que el espectro de absorcién éptica estd dado por

o [ 1 <Q ) aa) _ <Q y 39) 59— w). (4.42)

Reoij(w) = 76, 02 ok Ok;

Mientras que en este trabajo el campo €2 serd sustituido por un campo espin-6rbita presente en un GE2D
con interaccién tipo Rashba y Dresselhaus, la expresién (4.42) es mdas general que eso; siempre y cuando
el Hamiltoniano utilizado tenga la misma forma que el de un sistema de dos niveles o - Q(k) y la integral
(4.36) se anule debido a simetria de inversién temporal estas ecuaciones son validas.

En el capitulo 6 se retomard la expresidn para la absorcién éptica y se aplicarad al caso especifico de un

GE2D con interaccién espin-érbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus lineal en k.

4.4. Conductividad de corriente de espin

Una corriente con el espin polarizado en la direcciéon k y que fluye en la direccién ¢ como respuesta a

la componente E; del campo externo, esta determinada por el tensor de conductividad de espin cuya



formula de Kubo es

s,k
ij

39

@)= [ e (T @, o), (4.43)

>,k . , . L, , .
donde jis’ = %(akvi + v;0y,) es el operador de corriente de espin en la direccién i con espin orientado

en direccién k, J; = —ev; (e > 0) es el operador de corriente de carga y el operador velocidad v; estd

dado por (4.21). El operador de corriente de espin se reescribe por lo tanto como

B[ (100 10\ | (1oa(k) 1 o9
Ji _4[0’“(71 ok 2% ok ) T\ ok 27 ok, )
10e(k)  hoo, 19e(k)  how,
_ - n _ - n 4.44
2 ok T s ok Tk O = 5 g Tkt 5 o, (20W) (4.44)
19e(k)  hoQy
== op + — )
2 ok, 1 ok,

Desglosando los brackets y el conmutador de (4.43) se tiene que

N

(775 (8), JO)]) = —e (k| [F7(2), 05 (0)] [AK)
—e (KT (1) INK) (VK| 0;(0) [Ake)
v

— (AK| v;(0) [N'k) (Nk| 7 (1) [Ak)) (4.45)

= —e > [ BN T XK (Vi vy |XK)

)\/
— el =R (K| vy [Nk) (VK| J7F |k
J i s

con lo que al hacer la integral en el tiempo se obtiene

—1e 2k
oikw) = ¢ [Th Sy >!
@ / <2w>2; -

Ahora se utiliza (4.22) y

(AK| T [=Ak) (=K 07 |AK)

(AK| v; |—Ak) (—AK| T | \K)

(Ak| T [ \'k)

hio+ex —e_y B hio+e_\—en

(4.46)

_ 10«

5 Bk (k| o) [IN'k) (4.47)
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de manera que el tensor de conductividad de espin toma la forma
o) = 2 [k (O )3 s o [N (A9 ) Aoy =) (Al e ]\
Y 400 (27?)2 ho +ey —e_y ho +e_y — ey

i 2 2}, M’\ M
= s éﬂ’;(h )( )zm 5

w + )\Q w— A
—ieh [ d*k (09 k; )
_ et / - ( aké) 3 e [0, — M@ - A, + 2539
J A

4dmw
(4.48)
donde se abrevié |Ak) como |A). Usando (4.29) y
M,?p — M;‘k = (m;ﬁp + i)\m'k/p) — (m;)k + i)\mgk)
= (mﬁ;p pk) + Z)‘(mkp - mpk:) (449)
= 2i)\m’k’p
MR, + M, = 2mj,,
) —ieh [ &k (09 k; . )
Uijk(w) == /(271’)2 <0k‘j> PRy Zf(s/\) [(QZAmZp)w - A(szp)Q]
A
—ieh k(09 k; . -
T 2ma / (2m)2 (8k5 ) g 2 M) [(imiy) = (i, )] (4.50)
A
eh d’k k; N &
= om (277)2(f(6_) - f(%))m <Q X %)k + I
donde la integral Ifj estd dada por
p o eh [ d% - ks 0
R e /(%)2(1?(5) Ol [GRE R (4.51)

Nuevamente, esta integral se anula debido a simetria de inversiéon temporal del campo 2. Al utilizar

(4.40) y considerar solamente absorcién (w > 0) se tiene que

1 1 o1
Rrevin sz e mﬁé(w - Q) (4.52)

y el tensor queda como

O—.Szk(w) = Re gf]’.k( )+ ilmo;; k(w) (4.53)

1) 3

donde

Rea ) = 5P [ —fegrms (X 5) @45
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o0

e 2 )
o[ 4k k< akj>k5(w9). (4.55)

W(f(&) *f(ﬂ))@

s

dm
Nétese que en la derivacién de las férmulas (4.38), (4.42), (4.54) y (4.55) no se ha supuesto ninguna
forma funcional explicita del campo €(k), solamente se ha considerado que el sistema posee simetria

ante la operacién de inversién temporal de modo que las integrales (4.36) y (4.51) se anulan.
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Capitulo 5. Densidad conjunta de estados

Antes de obtener expresiones para los tensores de conductividad dptica y conductividad de espin en un
GE2D con direccién de crecimiento arbitraria se considerara la densidad conjunta de estados D _(w).

Esta funcidén permite anticipar propiedades espectrales de las funciones respuesta.

5.1. Definicién, contornos de Fermi y Curva de resonancia

A temperatura T' = 0, para las sub-bandas ), D;_(w) esta definida por

’

Do) = [ Gsgdlest) —=-(k) — ) (5.1)

Esta funcién da el nimero de transiciones verticales que se pueden llevar a cabo entre ¢4 (k) y e_(k),
separadas por una energia iw. Como en la ecuacién (4.38), la prima en la integral indica que la regidn
de integracién se restringe a aquellas zonas para las cuales e_ (k) < ep < e4(k), lo que corresponde a

valores de |k| tales que k1 (0) < k <k (), 6 €[0,2n] (Figura 3a).

Por otra parte, la delta de Dirac implica que solo aquellos puntos k que satisfacen 1 (k) —e_(k) = fw

contribuyen a la integral (5.1). Cuando 20 = 11;;K7, esta condicién define una curva plana cuadrética

dada por pj;pjkik) = (hw/2)?, explicitamente

hw 2
B2 K2 a2 b = () (52)

donde los vectores p) estan definidos como en (2.39). Tomando los valores de (3.21), esto es

’yk%llDUl] o+ 'YkgliDijmj
;L; = | —a+ ’yk,%miDijlj ) U; = ’Yk%miDijmj : (5.3)
’y/ﬂ%niDijl]’ 'Yk%niDijmj

Dado que pf, - py, — |pg |1yl < 0, Cr(w) es una elipse rotada por un dngulo 6* (Thomas y Finney,

1984). Este angulo es
211,/ _“/
tan(20*) = ——=2 ¥ 5.4
) = TP (54)
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a) b)

— (k)
— &_(k)
hQ-(8)

hQ(6)

— .
k#(8) ke (8) -3 -2 -1 0 1 2 3
kxl’kt)

Figura 3: (a) A temperatura T' = 0, los Unicos estados permitidos que intervienen en transiciones entre las sub-
bandas ¢, son aquellos con valores de k entre k5 (0) y k5 para los cuales se cumple e_ (k) < ep < e (k).

(b) Contornos de Fermi y curva de resonancia C,(w) = {(kq, ky) | €4 (ks, ky) — e (ks, ky) = fw} para w1 y wo
fijas, con wy < wa, ko = V2mn y n =5 x 101 cm~2. Solamente el drea sombreada contribuye a las transiciones.

Respecto al sistema de coordenadas rotado k., ky, la ecuacién de la elipse toma la forma

Sy —— "
2g(nk1) (0<) 29(nky (0>)
donde
0" si gy (0%) < gpuwy (0° + 7/2)
0. — [hkl) [hk] (5.6)

0"+ /2 si gpey(0%) > gparn (0" + 7/2),

05 = 0+ /2y gpp(0) estd definida como en (2.38). Se han elegido 0 y 6. de manera que kyy l%y
corresponden a las direcciones en que es posible que exista una transicién con un minimo y maximo de
energia, respectivamente. Estas direcciones también pueden definirse como las del semieje mayor, para

0,y del semieje menor, para 6.

En base a lo mencionado anteriormente, la densidad conjunta de estados puede escribirse en coordenadas

polares como

2 kL (6)
Di (W)= | df dk k 6(h€Y (k) — hw), (5.7)
0 k1(0)
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donde por una parte 1€Y' (k) = e (k) — e_(k) = 2kgpp(0) y por otra kf(0) < k < k(6); de manera
que 2kf§g[hk” (0) < hw < 2kpgpeg(0). Es decir, solamente los arcos de la elipse (k) = w que caen
dentro de la regidn entre los contornos de Fermi contribuyen a la densidad conjunta de estados (Figura

3b). Se puede definir entonces, para una direccién 6 dada en el espacio k:

M1 (0) = [e4(F, 0) — e (K, 0)] [1—pz () = 2k (0) gpnr (0).- (5.8)

Por lo tanto,

huw 1
D,y _(0) = 6.2 /d0 m Ofhw — A (0)] O[AN_(0) — hw] (5.9)

donde O es la funcién escalén unitaria.

5.2. Frecuencias criticas, espectros y consecuencias de una direccion
de crecimiento general

Se puede notar en (5.5) que conforme w crece, la elipse se hace mds grande, por lo que solo en un rango
de frecuencias habrd puntos de C,.(w) que estén dentro de la regién angular. A partir de esto pueden
identificarse 4 energias o frecuencias criticas; la mas pequena de ellas w, se da cuando la elipse toca a
k:;S en la direccién del semieje mayor, mientras que la mds grande w_ es cuando toca a k. en la direccion
del semieje menor. Las otras dos frecuencias son w<, que corresponde a cuando la elipse toca a k1 en
la direccién del semieje mayor, y w~, cuando la elipse toca k‘}r en la direccién del semieje menor. De

manera que para una direccién arbitraria, las energias criticas estan dadas por

5.13

hwy =" (0<) = 2k (0.<) g (0<) (5.10)
hwe = W (0<) = 2k (0<)ginr (0<) (5.11)
hws = M (05) = 2k (05 ) g (0>) (5.12)

(6>) (0) gy (0>)- (5.13)

En la Figura 4 se observan los contornos de Fermi y la curva de resonancia C,(w) para la direccién de
crecimiento con indices de Miller [123] con vk2 = 2a. Estas condiciones provocan un espectro como el

de la Figura 5 donde la seccién entre las frecuencias w< y w~ es céncava.

Mientras que para el caso de las Figuras 4 y 5 la frecuencia w~ es menor a la frecuencia w-., esta no
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Figura 4: Contornos de Fermi y curva de resonancia C,.(w) descrita por una elipse rotada con semieje mayor
hw/2gp123)(0<) y semieje menor fuww/2g[123)(6>). Las energias involucradas en las transiciones entre las sub-bandas
ex son (a)hwy (b)hw., (c)hws y (d)Aw_. Los pardmetros utilizados son o = 0.16 eVA, vk2 = 2a, n =
5 x 10Mem =2 y m* = 0.05m.
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Figura 5: Densidad conjunta de estados de un GE2D, crecido en la direccién cristalina [123], con interaccién
espin-6rbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus. Los pardmetros utilizados son los mismos que en la Figura 4.
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es la dnica posibilidad. Puede obtenerse el caso contrario, en el cual la frecuencia w~ es menor a la
frecuencia w.; existen dos formas de lograr lo anterior: modificando la relacién a/vk2 como se ve en
la Figura 6, donde ahora ~y (k2) = 0.1c, o modificando la direccién de crecimiento cristalina, sin alterar
a/~k2, como en la Figura 7 donde la direccién de crecimiento es [456] y los pardmetros espin-6rbita se

mantienen como 7y (k?) = 2a.

24— k@ (a) j I— (b)
— k@ — K@
— Clws — Glws)
o
<
-~ 04
A?‘
1]
2
2 — k@ (c) {— o (d)
— KO — K®
— Clwo) — Glwo)
14 4
<
< o
_¥>\
1]
21

["] 0
kydko kx/ko

Figura 6: Contornos de Fermi y curva de resonancia C,.(w) descrita por una elipse rotada con semieje mayor
hw/2gp123)(0<) y semieje menor fww/2g[123)(0>). Las energias involucradas en las transiciones entre las sub-bandas
ex son (a)hwy, (b)hws, (c)hw< y (d)hw_. Se utilizé vk2 = 0.1a mientras que « y el resto de los pardmetros son
los mismos que en la Figura 4.

El efecto del cambio en la relacién de los pardmetros espin-érbita o de la orientacién del plano del GE2D
se ve reflejado en la forma del espectro de la densidad conjunta de estados. Ahora la secciéon entre las
frecuencias criticas intermedias, w< y w-, en lugar de ser céncava, tiene un crecimiento lineal (Figura
8); este crecimiento constante puede identificarse observando la Figura 6, pues cuando la frecuencia estd

entre w< y ws la curva C,(w) se encuentra completamente dentro de los dos contornos de Fermi.
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1 — k@
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Figura 7: Contornos de Fermi y curva de resonancia C,.(w) descrita por una elipse rotada con semieje mayor
hw /2g1456)(0<) y semieje menor fw/2g456)(0>). Las energias involucradas en las transiciones entre las sub-bandas
ex son (a)hwy, (b)fiws, (c)hw< y (d)fiw_. Los pardmetros utilizados son los mismos que para la Figura 4.

{meV)

8naD. _(w)

w-

4

hw (meV)

Figura 8: Densidad conjunta de estados de un GE2D, crecido en la direccién cristalina [123], con interaccién
espin-6rbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus. Los parametros utilizados son los mismos que en la Figura 6.

Cuando el espectro tiene una forma w. < w~ ninguna frecuencia logra que la curva C,(w) se encuen-

tre completamente dentro de los contornos de Fermi, por lo que no hay ninguna energia para la cual

toda la regién angular contribuya a la densidad conjunta de estados (Figura 9a). Por otro lado, cuando
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Figura 9: Densidad conjunta de estados y regidn angular en el espacio k disponible para las transiciones de ¢_
a e de un GE2D con interaccién espin-érbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus. (a)Direccién de crecimiento [123]

con vkZ = 2a.. (b) Direccién de crecimiento [456] con vk2 = 0.75c. El resto de los pardmetros utilizados son los
mismos que para la Figura 4.

ws < wc si existen frecuencias para las cuales todo angulo 6 contribuye (Figura 9b). Ademas de las
formas resultantes de que w« < ws y ws < W<, cabe la posibilidad de obtener una forma diferente del
espectro (Figura 10). Esta se da cuando la frecuencia w« = w~. Bajo esta situacién la elipse toca kp,
| d. ./ d .. k_l’_ | d. -7 d .. . f- .
en la direccién de su semieje mayor y a k; en la direccién de su semieje menor en una misma frecuencia
(Figura 11). Existen entonces, dos formas de cambiar el tipo de espectro: cambiando la relacién a/vk2 o
la direccidn de crecimiento del GE2D. En la Figura 12 puede observarse el fenémeno donde, por ejemplo,
con a = 0 las direcciones cercanas a [100], [010] y [001] (ejes ny, ny y n.) tienen frecuencias que
satisfacen w~ < w< (color naranja), mientras que otras direcciones en el octante presentan w. < ws
(color azul). Sin embargo, conforme se incrementa la relacién a/vk2 las direcciones cercanas a los ejes
. , -
pasan a satisfacer w. < ws (color azul) hasta que el valor llega a un punto en el cual estas vuelven a
la forma w~ < w< (color naranja). La interfase de colores muestra las direcciones para las cuales, bajo

cierta relacién a/vk?2 existe un espectro con w. = w-..
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Figura 10: Densidad conjunta de estados de un GE2D, crecido en la direccién cristalina [123], con interaccién
espin-6rbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus. Se utilizé vk2 = 0.23c mientras que « y el resto de los pardmetros
son los mismos que en la Figura 4.

4 — k(O
— k7 (8)

— Cy‘:w{ =Ws)

Figura 11: Contornos de Fermi y curva de resonancia C,(w) de la direccién cristalografica [123]. La energia
involucrada en las transiciones entre las sub-bandas € es iw = hw-~. Los pardmetros utilizados son los mismos
que para la Figura 10.
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© Ws <We<

Figura 12: Primer octante de una esfera de direcciones de crecimiento del GE2D. Se muestran las regiones que
satisfacen w. < w~ (azul) y w~ < w< (naranja) para las relaciones (a) a/vk2 = 0, (b) a/vk% = 0.1, (c)
a/yk2 = 0.5, (d) a/yk2 =1, (e) a/vk2 =3y (f) a/vk2 = 4. Se utilizé yk2 = 240 meV A mientras el resto de
los pardmetros son los mismos que en la Figura 4.
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Los cambios en el tipo de espectro para cada direccién manipulando o y k2 pueden identificarse
facilmente con ayuda de graficas como la de la Figura 13, donde la interseccién entre w. y ws nos

indica la igualdad de estas y el valor necesario de a/vk?2 para lograrlo.

hiw (meV)

~ T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
afyik?)

- . - sy ./ 2 - s - .
Figura 13: Frecuencias criticas w4, w<, ws y w_ como funcién de a/~k; para la direccién de crecimiento

cristalino [001]. Se utilizé vk2 = 240 meV A mientras el resto de los pardmetros son los mismos que en la Figura
4.

Mientras que el andlisis hecho en este capitulo fue inicamente para la densidad conjunta de estados, en

el préximo se observard como fendmenos similares ocurren con los espectros de las funciones respuesta

de carga y espin.
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Capitulo 6. Funciones respuesta

En el presente capitulo se retoman las férmulas generales obtenidas en las secciones 4.3 y 4.4 y se
aplican utilizando un campo €2 especifico. Se obtienen expresiones de la absorcién éptica y de la con-
ductividad de espin para un GE2D con orientacién arbitraria e interaccién espin-6rbita tipo Rashba y
tipo Dresselhaus con términos lineales en k. Se muestran, también, los diferentes tipos de espectros
para la conductividad eléctrica seglin los casos w« < ws, wWs < W< Y W<« = ws, Vistos en el capitulo
anterior. Ademas, se estudia la posible anulacién de las conductividades para las diferentes direcciones

de crecimiento cristalino bajo condiciones especificas de los pardmetros espin-érbita.

6.1. Absorcién 6ptica

Para el campo espin-6rbita lineal en k de un GE2D, orientado segtin la normal @, con h$2;/2 = ,u;k:;

J

se obtiene®

n\* o oy 1., .,
5 : a1 =5 ij iy — Oix — (1 =04 ) 1
<2> <Q>< 81@-) (Qx (%j) 5 A k{645 [1 + (0iy — 6iz) cos 20] — (1 — J;5) sen 260} (6.1)

y la expresién para la absorcién dptica (4.42) se vuelve

27
Reoy(w) = 22A / 5 [ (Bay — Bia) c0520] — (1 — 637) sen 20}
32 0 g[hkl] (6) (6.2)

Ollw — 1y (0)] O[RQ_(0) — huw]

donde © es la funcién escal6n unitaria y 7 (0) = 5+(k;5(0),9) - 5_(k1j§(9), 0) = 2kf(9)g[hkl}(9), por
lo que se impone la restriccién Q.(0) < w < Q_(0); la funcién gk (0) estd definida en (2.38). Ademds,
el factor A estd dado por

A = (Haahlyy = Hayhye)” + (ool = Heablay)? + (Hyably — Hyytty)? (63)

= |l x .

donde los vectores !, toman los valores de (5.3).

Al igual que con la densidad conjunta de estados, la forma del espectro de la conductividad de carga

2(1/2)° (2% ) = (hediy — kyGia) (e X 1)i = (bl X 123)i €521k

%
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cambia dependiendo de las frecuencias criticas w< y w, ecuaciones (5.11) y (5.12) respectivamente.

En la Figura 14 se pueden observar las tres formas del espectro para la componente 0.

(a) (b) (c)

Wy e W w_

101

0.8 1

e
o

0.6

Reoxx/or

o
IS

0.4 4

o
~

024

o0 0o 2 a 6 8 10 2 12
hw (meV) hw (meV) hw (meV)

Figura 14: Contribucién espin-6rbita a la conductividad de carga Reo,,(w) para la direccién de crecimiento
cristalino [123]. Los pardmetros utilizados son (a) vk2 = 0.1a (ws < w<), (b) vk2 = 0.23a (w< = ws) y (c)
vk2 = 0.75a (w< < w~), mientras que el resto son los mismos que en la Figura 4

Cuando se toman en consideracién las orientaciones de crecimiento del GE2D que pueden satisfa-
cer una simetria SU(2), es decir, el caso particular de i = (1,7,n,), con m = %(—1,1,0) y

1= %(nz,nz, —2n), los vectores p!, estan dados, como se puede ver en (3.34), por

0 a+ k21 + 3n*)n,
Pe=| —a+yk2(1—9%n. [, py= 0 (6.4)
0 —ykay/2n(1 = 31%)

y el factor A es

A = g (i + 1)

(6.5)
= (—a+ k21 = 9n)n.)" {[a+ kL (1L + 30 + [—yk2 V202 (1 — 302)]2).

En (6.5) se puede ver que A = 0 cuando p;,, = 0, lo que sucede al satisfacerse la relacién (3.37); por
lo tanto, bajo estas condiciones, la conductividad eléctrica se anula también. Esta anulacién del factor
A se debe a la colinealidad del campo € y como se vio anteriormente, esta no es la tinica manera de
obtener un campo colineal. La condicién general es que la direccién de crecimiento tenga al menos dos
indices de Miller que coincidan en médulo y se satisfaga la relacién o/vk2 correspondiente a cada caso.
Las expresiones para estas relaciones estan dadas por (3.39) y (3.40). Esta condicién de colinealidad fue

obtenida por Kammermeier et al. (2016) al buscar las condiciones necesarias para tener una simetria
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SU(2) en un GE2D. Como casos particulares de A se tienen

A[001] = (Mgcy%m)z = (042 - ﬂ[zool])2
Af19) = ng(ﬂfy + Mfy) =a’(® + 5[21101) (6.6)

Apiy = (ué?yu’fx)Q = (a+ /3[111])4'

La Figura 15 muestra en color el valor de v/A en una cuadricula de direcciones cristalograficas [hkl]
donde [ = 10. Las relaciones entre los pardmetros espin-érbita para la Figura 15a son las de (3.39); la
funcién sgn(n,n,) es positiva para los cuadrantes 1 y 3, mientras que es negativa para los cuadrantes
2 y 4 del diagrama. Esta eleccién muestra la anulacién del factor A para las direcciones con indices de
Miller |h| = |k|. De manera semejante las Figuras 15b y 15c utilizan las relaciones (3.40) y muestran el

valor nulo de A para |h| = |l| y |k| = |l| respectivamente.

(a) (b)

0
h

0
h

Figura 15: Cuadricula de direcciones [hkl] con I = 10. El color indica el valor de v/A. Los pardmetros utilizados
son (a) a/vk}: = (1-9(n2+n2)/2)n. para el lery 3er cuadrante y a/vk% = —(1—9(n2+n2)/2)n. parael 2doy
4to cuadrante; (b) a/vk2 = (1—9(n2 +n?)/2)n, para el lery 4to cuadrante y a/vk2 = —(1—9(n2 +n?2)/2)n,;
(c) a/vk3 = (1 —9(n2 +n?)/2)n, para el ler y 4to cuadrante y ar/vkZ = —(1 — 9(n2 + n2)/2)n,.

Los puntos negros de la cuadricula, que se ven “aislados” en las tres Figuras, se deben a un valor de la
relacién de los parametros espin-Grbita que coincide en las expresiones (3.39) y (3.40). Este se presenta
cuando el valor de la magnitud del indice de Miller desigual en médulo es la mitad del de los otros dos.
En la Figura 16, utilizando la relacién adecuada para cada caso, se observan todas las direcciones en que

se anula A utilizando una sola cuadricula.
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0
h

Figura 16: Cuadricula de direcciones [hkl] con I = 10. El color indica el valor de v/A. Los pardmetros utilizados
son a/vyk: = (1 —9(n2 + n2)/2)n. para el ler y 3er cuadrante y a/vk}: = —(1 — 9(n2 + n2)/2)n. para el
2do y 4to cuadrante con excepcién de las direcciones especificas en que |h| = |I| o |k| = |I| donde se utilizan las
relaciones de la Figuras 15b y 15c respectivamente.

La Figura 17 es una esfera de direcciones cristalinas donde cada punto sobre al esfera representa un
vector i diferente. Por escala de colores se muestra el valor de v/A con una relacién a/vk?2 especifica
para cada direccién, de manera que, para las direcciones con al menos dos indices de Miller que coinciden

en médulo esta relacién coincide con aquella que anula el factor A.

0.5

0.0

Figura 17: Esfera de direcciones de crecimiento del GE2D y el valor, en colores, de VA para cada una de ellas;
se utiliza una relacién o/vk?2 dependiente de la posicién, de forma que, cuando al menos dos indices de Miller
coincidan en médulo, esta satisfaga las condiciones que anulan el factor A.
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6.2. Conductividad de espin

De observar las ecuaciones del tensor de conductividad de espin (4.54) y (4.55) se puede notar que
es de utilidad calcular lo siguiente: para el campo €2 lineal en k de un GE2D con direccién general

(h€2i/2 = pi;K), se tiene que

i Q 2 i
% <Q X 6) = (! xpul) ki(éjycose — 0jz senf)

ok; ) — h® y'p 0
i)y X g[hk]lj( ) (6.7)
= ﬁ(“; X u;)pm [€ijz + 03 (0iy — diz) sen 20 + (1 — 6;5) cos 26] .
A temperatura T' = 0 y utilizando el resultado
— * 2
5 @@% B 2mgwﬂw+m%nw+QA@Ww4lww (6.9)
o P2 T ag o) ” I RO RO
la parte real de la conductividad de espin (4.54) para este sistema queda como
Reol?(w) = 07(0) — (1, x ! )yt
4 K 8r " * Y'P8m* /h2
1 2”d9 €452 + 0ij(0iy — 0iz) sen 20 4 (1 — 0;5) cos 20] In [w+ Qe (0)] [w—Q-(0)] (6.9)
27 Jo gﬁhkl](ﬁ) [w - Q+(0)] [w + Q_(Q)]
donde el valor estatico es
1 [?™  [eijz + 055 (0sy — 0iz) sen 20 + (1 — 6;5) cos 26)
7 0) =~y X iy [ 80 )eos2 - (6.10)
J & v'Por 0 g[zhkl](ﬁ)
En cuanto a la parte imaginaria, esta es
hw 1 %7 [€ij2 + 0ij(0iy — iz) sS€n 20 + (1 — §;;) cos 20)]
Imaf’-p(w):—i(u'xu') / doLEi j\ %y J
J 3207 DY R2 27 i) (©) (6.11)

Olhw — i (0)] O[RQ_(0) — hw].

A diferencia del caso de la absorcién 6ptica, donde el factor que sale de la integral es A = |u/, ,u;\Q,

en este, el factor es (!, x ,u,,;)p. Este factor depende entonces, de la direccidn en que se orienta el espin,
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denotada por el subindice p; de esta manera queda

(B X ) = flyfley — Moy, (6.12)
(Mg, X M)y = Hoghlpy — ozl (6.13)
(Mg X Hy)z = Hoallyy — HoyHyo- (6.14)

Como con la densidad conjunta de estados y la conductividad de carga, la forma del espectro de la
conductividad de espin cambia dependiendo de las frecuencias criticas w. y w~, vistas en las ecuaciones
(5.11) y (5.12) respectivamente. En la Figura 18 se pueden observar las tres formas del espectro para la

. . . S,z
parte imaginaria de la componente o .

(a) (b)

Ws W We=Ws

m o3 ersm

hw (mev) hw (mev) hw (meV)

Figura 18: Tensor de conductividad de espin Im¢2;?(w) para la direccién de crecimiento cristalino [123]. Los
pardmetros utilizados son (a) vk2 = 0.1a (ws < w<), (b) vk2 = 0.23a (w< = w=) y (¢) 7k2 = 0.75a (w< < w~),
mientras que el resto son los mismos que en la Figura 4

Si se considera la orientacién especial i1 = (1,7, n.), con M = \%(—1, 1,0)yl= %(nz, nz, —2n), para

la cual es posible obtener una simetrfa SU(2), los vectores p, y p;, quedan como en (6.4) y los factores

(1, X ps,)p son

(1 X ) = [yl (6.15)
(1l X )y =0 (6.16)
(Kl X )z = =My lys- (6.17)

De analizar estas tres ecuaciones es posible determinar las condiciones de anulacién necesarias para la

conductividad de espin, ya sea para un espin orientado en la direccién 1, m o 1.

Comenzando por una orientacién de espin en 1, se puede observar que (u/, x p;)x = 0 cuando ya sea
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fyz = 0 o pf, = 0. Como se menciond en la seccién anterior para el caso de la absorcién dptica, i,
es cero cuando se cumple la condicién (3.37), es decir, cuando el campo Q es colineal. Por otro lado,
si observamos (6.4), 4, es cero cuando vk2v/2n(1 — 3n%) = 0, lo cual sucede tinicamente cuando la

direccién de crecimiento es [111].

La ecuacién (6.16) indica que no es posible obtener una corriente eléctrica en que el espin esté orientado

en la direccién m cuando se trata de una orientacién del conjunto i = (1,7, n,).

Por ultimo, si la orientacién del espin es en la direccidn i1, la conductividad de espin se anula mediante
un campo € colineal (p;,, = 0); sin embargo, de (6.4), existe la posibilidad de y;,, = 0 cuando
o 2
5 = —sgn(ngny)(1+ 3n7)n.. (6.18)
vk
Esta posibilidad no implica que exista una colinealidad del campo espin-érbita®, pero de igual manera
anula la conductividad de espin. Para los casos en que la igualdad en el médulo de los indices de Miller

[hkl] se de entre h y [ o y k se tienen las relaciones
- 2 @ 2
—— = —sgn(nzn;)(1 + 3n°)ny — = —sgn(nyn;)(1 + 3n°)na, (6.19)

vk;, vk,

las cuales también satisfacen la anulacién de (pl, x u;)z. La Figura 19 muestra en color el valor de

A/ (el % u;)z y permite apreciar un conjunto de direcciones para las cuales este factor se anula utilizando

las relaciones a/vk2 adecuadas.

®La direccién del campo Q no es independiente de k en este caso

h

S = sgn(nany)vkn (1= 30°)(0, 2n-k;, —V/2nk)).
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Figura 19: Cuadricula de direcciones [hkl] con I = 10. El color indica el valor de  /(p, X p7)).. Los pardmetros

utilizados son (a) los mismos que en la Figura 16 y (b) las relaciones (6.18) y (6.19) para anular el factor segin
es el caso.

6.3. Resumen de resultados

En este capitulo se obtuvieron expresiones de los tensores de conductividad de carga y espin considerando
el Hamiltoniano de un GE2D orientado en direccién fi con interaccién espin-érbita tipo Rashba y tipo
Dresselhaus lineal en k. Se observé que existen diferentes tipos de espectros para la conductividad, al
igual que con la densidad conjunta de estados, los cuales toman una u otra forma dependiendo del
valor de las frecuencias criticas w< y ws. Ademds, se analizaron los factores A y (!, x ,u;)z los cuales
determinan la anulacién de la absorcién éptica y conductividad de espin respectivamente; se encontrd
que, mientras la primera se cancela inicamente bajo las condiciones de colinealidad del campo Q(k)

(Kammermeier et al., 2016), la segunda puede hacerlo incluso sin un campo (k) con direccién fija.
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Capitulo 7. Fase de Berry y conductividad Hall de espin

En una investigacion realizada por Shen (2004) se encontré una relacién entre la Fase de Berry y la
conductividad Hall de espin o4 de un GE2D orientado en la direccién cristalografica [001]. Este re-
sultado ha sido citado en otros trabajos (Jia y Berakdar, 2011; Murakawa et al., 2013) donde parece
sugerirse una conexién general entre ambas cantidades aun cuando dicha relacién se calculé para un
sistema y una direccién de crecimiento en especifico. Por otro lado, en un estudio reciente (Chen et
al., 2014) se calculan la fase geométrica y la conductividad Hall de espin para un sistema general con
interaccién espin-érbita lineal en k, donde €2, = 0, y se observa que no existe una proporcionalidad entre
las dos. En este capitulo se busca obtener y comparar expresiones de ambas cantidades utilizando el
Hamiltoniano del GE2D con direccién de crecimiento arbitraria que, a diferencia del utilizado por Chen
et al. (2014), toma en cuenta un campo 2, # 0. Ademds, una vez obtenidas dichas expresiones, se
determina si la direccién de crecimiento del gas [001] es la dnica para la cual existe una relacién o si hay

otras orientaciones que satisfacen esta caracteristica.

Mientras que en capitulos anteriores se obtuvieron expresiones para la conductividad de espin como
respuesta a un campo eléctrico que oscila en el tiempo, en éste se deriva una expresidon general de la
conductividad Hall para el caso de un campo estédtico (w = 0) y una expresién de la fase de Berry de
los electrones del gas. La definicidn y derivacion de las expresiones generales para la curvatura y fase de

Berry se encuentran en el Apéndice D.

7.1. Fase de Berry de un sistema general de dos niveles

A partir de su definicién (ver Apéndice D, ec. (D.12)), la fase de Berry de un sistema descrito por el

Hamiltoniano (2.2) esta dada por

vy = %AA(k) - kd0 (7.1)

donde

A (k) = i) (k) Vi (k) (7.2)



61

es la conexién de Berry, 8 = — sen 80X+ cos 0y es el vector tangencial unitario en el espacio k y el estado

(k) es (2.16). De tal forma que podemos escribir

Vi Ny

Aﬂm:ﬁ(NAANﬂéw“» .
AV (N_eio1)) (7.3)

= - <Q_2$QZ> Vig(k)

donde se utilizé la condicién de normalizacién Nf + NE)\ = 1. El gradiente V¢ estd dado por’

—1 % 1
Vi(9) = Im (e79Vee? ) = 55 (VA2 — 2, Vi) (7.4)
l

de manera que la fase de Berry puede escribirse como

/OQ”de(“ m)wo{).é
/0 a9 (Q AL )m(k)

21 (75)
Q-22,\ 1
de 2,008y — Q20682
== [, o (%537 g -, - e
/2”d9 Q0080 — Q2,002
. Q(Q+ A
Por otra parte, la curvatura de Berry es
(k) = Vi x Ay(k)
A\ Q. (7.6)
= §Vk: <Q> x Vio(k);
sin embargo, existe otra forma de expresarla (ver Apéndice D, ec.(D.26)), de manera que
29 (A[V(K) [=A) x (=A[v(k) |A)
(k) = it 7.7
ak) =1 (ex — e_2)2 (7.7)
y recordando las definiciones (4.19) y (4.32) se tiene
Q)\,i 5z]lV
92 (7.8)

= @ [5ijlsjl + i)\Eilejl] .

Te'? = (Qq +1i8y)/Q
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Dado que ¢;;5;; = 0,

i =~ i
A 00,00,

T2 D oy P

09,09, (79)
A3 I G Ok

__ A q. <39 « an>
t ok; Ok )"

Cabe sefialar que, hasta este punto, las ecuaciones relacionadas con la fase de Berry corresponden a
un campo €2(k) general; no se ha especificado el tipo de interaccién que actiia sobre los electrones,
por lo que las expresiones bien podrian utilizarse para otros sistemas fisicos que sean descritos por un

Hamiltoniano del tipo 2o - Q(k).

7.2. Fase de Berry de un Hamiltoniano espin-oérbita lineal en k

Si especificamos que el sistema descrito es un GE2D con orientacién arbitraria, siendo que este presenta
interaccién espin-érbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus, y ademas, esta Ultima toma en cuenta solamente

términos lineales en k, la fase de Berry toma la forma

1

2 +A30)’
do

Ikt (0) (gnrgy (0) + Al k')

27
mey 1., , 9
W= Stk [ K

} (7.10)

—Lw. [
- z
27 ¥ Jo

donde se utilizé € = ], k., y el resultado 20,9 = dppul, K, = k(—p), sen 6 + 15, cos 0); k', = cosfy

l%’y = sen ¢, mientras que g, (0) estd definida como (2.38) y los vectores p;, son (2.39).

. Rkl .
La expresidn de ’y/[\ ] puede reescribirse como

,Y[hkl] _ _}(Hl < ) /%de ik (0) — AL, K
A - x z =
Y 0 g[hkl}(g) [g[thl] (‘9) - (Mlzuk/V>2]

2

1 2 i (0) — /\IU’/ZVEIV

:_2(/"’;Xy’;)2/ df [9]2 L
0 ik ( )g[hkl](H, W, =0)

Lo, o, / 2 df ( Hok, )
=_= X 2 A —
2 (e Ny) 0 g[Qhkl](a; Wy, =0) kg[hkl](e)

1 2m do Q!
=—(u;><u')z/ (1—Az)-
2 Y77 Jo gfhkl]w; sy = 0) 4

(7.11)
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La segunda integral en estas expresiones se anula debido a simetria de inversién temporal, es decir,

Q(—k) = —Q(k):

!/

/27r Kok g _/2” (W cOS O + 12y sen 0)dO
0 g[hkl}(e)g[Qhkl]w; f,=0)  Jo (A + B'cos20+ C'sen260)y/A+ Bcos20 + C sen 20
s 2m
:/ (...)+/ () (7.12)
0 s
:/(...)_/(...):0.
0 0

En la integral se utiliz6 el cambio de variable § — 6’ = § — m mientras que a 9[2hkz] (0) se le dio la forma

Q[thl] () = A+ Bcos20 + Csen20, (7.13)
donde
A—l 2 2 2 2 2 2 _1 72 72
- 2(Mxx + :u‘yac + :uzx + :uxy + :uyy + :uzy) - 2(’“’9:| + ’/’l’y| )
1 1
B = 5 (Why g + 0% — gy + iy + 15) = 5 (1 = ) (7.14)

C' = Hoghay + Hyablyy + Weahley = My - Ky,

ya g[Qhkl](e; Hzy = 0)
g[2hkl] (0; 2 =0) = A’ + B’ cos 20 + C’' sen 20 (7.15)

con

1

A/ = 5(”;21 + :u’?x =+ /’L;?y + :u’lyQy)
1

B = S (i + g — (5 + 15,))°) (7.16)

C" = fpallny + Hyahlyy-
[hkl]

Regresando a 7, ", se tiene que

1, ., /2” do
=5y X py,): 7.17
2( “ y) 0 g[Qhkl] (0; uty, = 0) ( )

5 ;hkz] _
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se vuelve independiente de A. (7.17) puede ser simplificada

I /27r de
- 0 g[Qhkl](Q; :u/zl/ = 0)

2 de
o A+ B'cos20+ C'sen 20

/7r do /277 do (7.18)
o A+ B’'cos20 + C'sen26 » A+ B'cos20 + C'sen 26

_2/7r do

" Jo A+ B’ cos20 + C'sen 20

_/27T de
~Jo A+ B'cosf+C'senf’

donde se utilizd, nuevamente, el cambio de variable § — ¢/ = 6 — 7y § — 6 = 20. Esta integral

se puede calcular facilmente mediante integracién sobre el circulo unitario C en el plano complejo. Si

2 = e entonces

1 dz
e=1=3 7.19
‘ i/Ci(B’—iC’)ZMA’er%(B/H'C') (7.19)
2 dz
T (B —iC") /C(Z—z_)(z—z+) (7.20)

donde z+ = —w(1 F v/€) son los polos en el integrando de (7.19), w = A'(B' +iC")/(B"? + C"),
lw| > 1, & =1~ [(B?+C"?)/A?] =1 — |w|~2 por lo que 0 < ¢ < 1. El polo z_ tiene magnitud
|z_| = |w|(1 + €) > |w| > 1y reside fuera del circulo C. Adem3s, dado que z,2* =1y |2y||z_| =1
entonces |z1| < 1, lo que significa que estd dentro del circulo C. Por lo tanto, usando la férmula de

Cauchy?® se obtiene

2 271
(B —iC") (24 — 2-)
2
\/A’2 _ (B/Q + 0/2)
_ 2
|l Mgy — My |
2
(Bl < pgy)2|

(7.21)

donde también se ha utilizado el resultado 2, — 2z = 2\/fw = 2 AB,QSFBC;C )(B’ +1iC"). La fase de

4. F2) 47 = 2mif(20)

z—2z0
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Berry queda entonces como

1, , /2” do
oMy X My )z

2( r y) 0 Q[thl] (6; Hzv = 0)
(b < )= (7.22)
1y % py,)z|

= —T

= —msgn [(u’m x u;)z] .

7.3. Conductividad Hall de espin y relacién con fase de Berry

Entre las expresiones obtenidas anteriormente para la conductividad de espin, se obtuvo una en especifico,
la (6.10), que corresponde al caso en que al gas se le aplica un campo eléctrico estatico. De ahi la
conductividad Hall de espin o5 = 03 (0) estd dada por

_°
8

1 + cos 260)

’ ’ 1 /27T (
Mgy X M)z do , 7.23
( y) 21 Jo gfhkl](g) ( )

OsH =

donde gj,11(0) es (2.38). Mediante un proceso similar al realizado con la integral (7.17) se tiene que la

primera integral es

/27r de _ 2
0 g[Qhkl] (0) \/A2 - (32 + Cz)

7.24
_ (724)
|1 X 1y
donde A, B y C estan definidas como (7.14). Para la segunda integral se tiene
/2”00829 o[ c0s 20
0 gfhkl](‘g) " Jo A+ Bcos20 + Csen 26
[T cos 0
o A+ Bcost+ Csenf (725)

1 F(z+27Y)dz

i /C[;(B —iC)22 + Az + (B +1i0))]

1 z dz dz
T i(B-iC) M(z—z_xz—m T ez =)
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con el polo z; dado por

__[A’—\/Alz—(B’z—i-C’Q)]

2y = B on (B +iC") (7.26)

y z— = 1/z%. En la segunda integral hay dos raices que se encuentran dentro del circulo unitario del

plano complejo, z = 0y z = z4, de manera que, utilizando una vez mas la férmula de Cauchy, se obtiene

2T cos 20 1 zy 1 1
ST 0 = i PR
/0 g[zhkl] (0) i(B —1iC) B4 = R2— z_zy  zp(zy —22)
2
= Re (z 7.7
\/AQ—(BQ—}—C’Q) (24) ( )
2T
- m Re (Z+).

Sustituyendo el resultado de estas integrales, la conductividad Hall de espin queda como

e (Bl x py)-

x Y

OsH =

Si se considera el tensor de conductividad de espin completo afj’-Z(O), se debe evaluar la integral

2 s
T sen 26 sen 26
——df =2 do
/0 g[Qhk:l] (6) /0 A+ Bcos20 + Csen 20
2m sen 6

o A+ Bcos+ Csent

B 1/ (2 — 27 1)dz
i Je[3(B—iC)22 + Az + (B +i0)]

- B - iC) Uc (- foi = /CZ(Z - d)( —) ] (729

IS SRS I O S
(B —i0) " zy — 2o zozy o Z4(zg —2o)
27
= Im (2
VAT = (B2 + C2) (2+)
2m

— T (=),
x|
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con lo que el tensor (6.10) estd dado por

e (Hg X py)-

O_ZS],Z(O) _ [5zij + 5ij (5zy — 511) Im(z+) + (1 — 51J) RG(Z+)]

8T [l x|
7.30
ek [ —Tm(z) 1+ Re(z) (7:30)
87 I Xyl \ <14 Re(zy)  Im(zy)

Llegado este punto, observando las ecuaciones obtenidas para la fase de Berry y la conductividad Hall
de espin, uno puede concluir que no existe una relacién general entre ambas expresiones; sin embargo,

si dan una idea de para que direcciones podria encontrarse una.

Caso ©2) =0

Si se considera que €', = 0, eso significa que

oy = Vk?z(niDijlj) = 'YkrzL(nﬂcnymz + NaMmyn, + mgnyn,) =0

(7.31)
1y, = vka(niDiym;) = vk (ngnyls + nglyn, + lonyn.) = 0
y la conductividad Hall se reduce a
e, , ;0 1 I do /27r cos 26
osg = —— (W, X py,),— / + do
8 v om [ 0 g[Qhkl}(e;'u{’«’V = 0) 0 g[zhkl] (97 Wy = O)
21
e k) €, , s 1 / cos 20 (7.32)
g2 A 8 Y 2m 0 gfhkl]w; :ulzy = 0)
e hkl
= o[l + Re(z) ol ™
donde
A — /A2 — (B”? + 2
(24 )|, =0 = =y ( ) (B’ +iC"), (7.33)

B/2 + C/Q
mientras que A’, B’ y C’ estadn dadas por (7.16). Ahora se puede retomar la pregunta ; Qué direcciones
de crecimiento cristalografico del GE2D satisfacen el hecho de que exista una relacién entre la fase de
Berry y la conductividad Hall de espin?; de las ultimas dos ecuaciones se puede notar que cuando B’ = 0
la conductividad Hall o5z = (e/872)v,, entonces las orientaciones del gas que satisfagan las condiciones
|2

ph, =0 (7.31) y |pl)? = |p1,|° dardn lugar a una relacién entre las dos cantidades. Explicitamente, las

dnicas direcciones de crecimiento cristalino que satisfacen las dos condiciones son la [001] y [111], de
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hecho, son las tnicas que satisfacen €2, = 0.

Notando que

2B +iC) = piy + iy, — iy — iy + 20 (bl + Py ttyy)
= (Mt + b)) (B — Hayy) + (B + 1) (g — fhpy)

+ 20[ (W + Hagyy) (R Hipy) — (B — Hagyy) (R — Py )]

(7.34)
= z122 + Yoy1 + 2i(x1y2 — 2Y1)
= (71 —iy1)(z2 + iy2)
= 2] 29,
donde
21 =21 + iyt = (oo + Hyy) + (1ye — 1) (7.35)
Zy = T2+ 1Y2 = (:U‘QU:E - /’L;y) + Z(M:/gx + N;y)a (736)

puede llevarse a cabo una simplificacién de la expresién (7.32). Se tiene que B+iC = 2723/2, B2+C? =
212|222 /4, A = (|21 + |22 /4y A= /A2 — (B + C?) = (|s1 [+ |22~ |21 — [22?]) /4 = [2<[*/2,

donde z. = z; si |z1| < |22| 0 2« = 23 si |22] < |21]. Por lo tanto, en términos de 21 y 22, (7.33) es

—z2/21 Sl 2« = 29
(24l m0 = | (7.37)
—(21/22)* si z< = 21,

lo que implica que Re(z )|, —0 = —Re(z</2>) y Im(24 )| —0 = —Im(2</2>). La expresién (7.32)

puede reescribirse entonces como
’/ ’/
By X b
e _e(fyiz {1 ~ Re (Z<>] (7.38)

o, en términos de la fase (7.22),

€ < [hkl]
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Si se toma en cuenta la parte imaginaria del tensor, puede comprobarse que cuando p,, =0

5200y — (kg X )= Im (—<) 1—Re (é)
a7 (0) = _;WNZH i [1+Re>(§§)] . (§> (7.40)

resultado obtenido por Chen et al. (2014).

En este capitulo se obtuvo una expresién de la fase de Berry para un sistema general de dos niveles,
la cual puede ser utilizada en un variedad de sistemas fisicos. Posteriormente, se utilizé esta férmula
para obtener una expresion de la fase geométrica del GE2D con orientacidén arbitraria. Con el objetivo de
comparar esta cantidad con la conductividad Hall de espin del gas, se procedié al célculo de esta dltima.
De modo que se obtuvieron las ecuaciones (7.22) y (7.28), las cuales permiten generalizar el estudio de
Chen et al. (2014), mediante un campo €2 con €2, # 0, y decir que no existe una relacién general entre
dichas cantidades; sin embargo, para las direcciones de crecimiento [001] y [111] especificamente, fy/[\hkl]
y o5 son proporcionales entre ellas. En este estudio no se considerd la definicién de conductividad Hall
de espin que considera la contribucién de torca, sin embargo, valdria la pena considerarla y averiguar

si esta contribucidn si es naturalmente proporcional a la fase de Berry como sefiala Chen et al. (2014)

incluso con 2, # 0.
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Capitulo 8. Conclusiones

En este trabajo se estudiaron las conductividades de carga y espin, a frecuencia finita, de un gas electréni-
co bidimensional con interaccién espin-érbita tipo Rashba y tipo Dresselhaus tomando en cuenta una
direccidn cristalografica arbitraria. A partir de las contribuciones de Rashba y Dresselhaus al acopla-
miento espin-orbita, referidas a los ejes xyz, se deriva el Hamiltoniano correspondiente a un sistema de
coordenadas z'1/'z’ en que la direccidn 2’ especifica la direccién de crecimiento cristalogréfico de la hete-
roestructura semiconductora que define al GE2D bajo consideracién. Dentro del formalismo de respuesta
lineal se calculan las férmulas de Kubo de los tensores de conductividad éptica y de conductividad de
espin de un sistema con un Hamiltoniano genérico H (k) = Hy + %o - (k) donde el campo vectorial
Q(k) incluye las contribuciones de Rashba y Dresselhaus con términos clibicos. Aunque se presentan
expresiones explicitas del campo espin-érbita de Dresselhaus Qp(k), tanto lineal como cibico en k,
los resultados numéricos corresponden solo a un Hamiltoniano lineal con €; = pu;;k;. Se obtuvieron
y analizaron los espectros de la densidad conjunta de estados, absorcién dptica y corriente de espin;
se observé que estos podian tomar diferentes formas caracteristicas dependiendo de, no solamente la
relacién entre los parametros espin-érbita, sino también de la direccién de crecimiento cristalogréfico.
Ademds, se obtuvieron dos factores, Ay (puf, x ;1,;1)Z que quedan fuera de las integrales en los tensores
de conductividad de carga y de espin respectivamente. Ambos factores se anulan (y por lo tanto las
conductividades) al cumplirse las condiciones de simetria SU(2), bajo las cuales el campo espin-6rbita
Q(k) se vuelve colineal (Kammermeier et al., 2016). Estas condiciones son dos, que la direccién de
crecimiento contenga al menos dos indices de Miller iguales en médulo y que exista una relacién es-
pecifica entre los pardmetros de interaccion espin-érbita de Rashba y Dresselhaus. Incluso, se encontré
la posibilidad de anulacién del factor del tensor de conductividad de espin sin la necesidad de que exista
una colinealidad del campo. Esto sucede, de igual manera, para direcciones con al menos dos indices de
Miller que coinciden en médulo, sin embargo, la relacién entre los pardmetros es diferente a aquella de la
condicién de simetria SU(2). En el dltimo capitulo se obtuvieron expresiones para la conductividad Hall
de espin estdtica y para la fase de Berry validas para cualquier direccién de crecimiento cristalografico.
A diferencia de un estudio previo, estos calculos tomaron en cuenta una componente 2, # 0, lo cual
permitié generalizar el resultado de que no existe una conexién natural entre la fase geométrica y la
conductividad Hall de espin (Chen et al., 2014). De dichas ecuaciones también se observé que para
que exista una relacién entre ambas cantidades es necesario que se cumplan dos condiciones, que el
campo (k) no tenga componente z y que || = | |, de manera que las tnicas orientaciones que las

satisfacen son las direcciones de alta simetria [001] y [111].
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Puntualizadas y muy generales, las conclusiones de este trabajo son:

= Las corrientes inducidas de carga y espin se pueden manipular, no solamente a través de la modu-
lacion electroestatica de «, de la frecuencia w o de la direccién del campo externo, sino también
mediante la seleccién de una orientacién cristalografica definida por la direccidén de crecimiento de

la muestra.

= No existe una conexidn del tipo universal entre la conductividad Hall de espin estética y la fase de
Berry de un sistema con un Hamiltoniano de dos bandas H = gaiQi (1 = z,y, z). Solamente en

los casos particulares de un GE2D orientado en las direcciones [001] y [111] existe tal conexidn.

Por dltimo, insistimos que en esta tesis se han derivado férmulas en términos solamente del campo

vectorial (k) por lo que podrian usarse para explorar otros sistemas descritos por el Hamiltoniano

H=0- 9.
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A Angulos de Euler en funcién de los vectores 1, m y i

En este apéndice se derivan las ecuaciones (3.10), que corresponden a las expresiones que definen los
angulos de Euler en funcién de los vectores 1, m y ii. A partir de la condicién (3.8) y la matriz de

rotacién (3.9) se tienen las ecuaciones

(cos1pcos ¢ — cos B sen ¢ sen 1))l + (costpsen ¢ + cos b cos psent))l, + (senysenf)l, =1
(—sent cos ¢ — cos O sen ¢ cos )l + (—sen 1) sen ¢ + cos b cos ¢ cos )1, + (cospsenf)l, =0

(senBsen ¢)ly + (—senbcos @)l + (cosf)l, =0

(cos 1) cos ¢ — cos B sen psentp)m, + (cospsen ¢ + cos 6 cos psenp)m, + (senypsenf)m, =0
(—sen ) cos ¢ — cos @ sen ¢ cos p)my + (—sen ) sen ¢ + cos O cos ¢ cos P)my, + (cos P senf)m, = 1

(senf@sen ¢)my + (—senf cos p)my + (cosf)m, =0

(cospcos ¢ — cos B sen ¢ sen i)n, + (costhsen ¢ + cos b cos psen))n, + (sentpsenf)n, =0
(—sen 1 cos ¢ — cos O sen ¢ cos )n, + (— sen 1) sen ¢ + cos 6 cos ¢ cos )n, + (cosPsenf)n, =0

(senfsen ¢)ng + (—senb cos ¢)n, + (cosf)n, = 1.
Para obtener expresiones del dngulo ¢, se puede despejar

cosf I, = (senf cos ¢)l, — (senfsen @)l
cosf m, = (sen 6 cos p)m, — (sen b sen ¢)m,
de manera que se tiene la igualdad

(sen @ cos ¢)l, — (senBsen@)l,  (send cosp)m, — (sendsen ¢)m,

l, my
(cos @)ly — (sen@)l,  (cos @)my — (sen ¢)my,

l. m.

x o l
sen ¢ m——l— cos ¢ My
m, I, m,

tan ¢ = lomy — lym,

Lmg —lym, '



7

Utilizando n =1 x m la expresién queda como

tan ¢ = e
Ny
y por lo tanto
sen ¢ = %, cosd):—@, (A.1)
| 7
donde n = \/n2 + n% De forma similar pueden despejarse
(sentpsen@)m, = —(cos1p cos ¢ — cos @ sen ¢ senp)m, — (cospsen ¢ + cos 8 cos ¢ sen y)my,
(sentpsenf)n, = —(cos1) cos ¢ — cosfsen psen1p)n, — (cosp sen ¢ + cos f cos ¢ senp)n,,

al dividir entre cos y agrupar términos se obtiene

(tantp senf)m, = —(cos ¢ — cos b sen ¢ tan)m, — (sen ¢ + cos f cos ¢ tan ¢)my,

(tantp senf)m, = —(cos ¢ — cos b sen ¢ tan)m, — (sen ¢ + cos 6 cos ¢ tan ¢)m,

COs ¢ My + sen ¢ my
cos 0 sen ¢ m, — cos ) cos ¢ m, —senf m,
Cos ¢ Ny +sen ¢ ny
cosfsen ¢ ng — cosfcosp ny —send n,

tany =
(A.2)
tany =

Desarrollando la igualdad se llega a

senfsen ¢ (myn, —m.ny) +senfcos o (myn, —m.ny)
+cosfsen? ¢ (myny —myng) + cos 0 cos® ¢ (myny — myny) =
sen fsen ¢ I, —sen 6 cos ¢ I, + cos @ (sen® ¢ + cos® ¢) I, =

senf (sen¢ Iy —cos¢ ly) +cosf I, =0,
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de manera que

Ly

tanf =
a lycos¢ — 1, sen ¢

lan

 lng + lyny
_ Ly

s

_ M

Ny

)

donde se sustituyé (A.1) y se utilizé 1- i = 0. Por lo tanto
senf = n, cosf =n,. (A.3)

Para encontrar las expresiones del dngulo 1 hace falta sustituir (A.1) y (A.3) en (A.2) con lo que se

obtiene

— () ma + () m
N, (Z—ﬁ) Mg + N <Z—ﬁ> My — nyym.

MyTg — Mgy

tany) =

Nz (Magng + myny) — mznﬁ
l.

l
senwzn—’], Cosw:n—u,

donde ahora se hizo uso de 12 + m?2 +n? = 1.
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B Coeficientes de Dresselhaus en la matriz de parametros

espin-6rbita ;.

En este apéndice se muestran explicitamente los coeficientes de la contribucidén espin-érbita tipo Dres-

selhaus, tanto de la forma lineal (3.19) como la ciibica (3.30); ademds, se muestran algunas relaciones

entre los vectores 1, m y i que resultan Utiles al momento de obtener las diferentes expresiones de los

coeficientes. De modo que para la forma lineal se tiene

liDZ‘jlj = —miDijmj
= —Aijk linjmyg

_72(,.2 2 20,2 2 20,2 2
- lm(ny - nz) + ly(nz - nm) + lz (nm - ny)

= mi(ly — &) +my(I2 = 17) + m2(I; — 1)

2

=ng (m2

Y

—mZ) + ny(mZ —m3) +n(m3 —my)
1
miDijlj = )\ijk lmjlk — 5/\ijk ninjnk
= 2(nglyl, + lynyl, + llyn,) — 3ngnyn,
= —2[l$mx(lz — 1)+ 1ymy (12— 12) + 1m, (12 — l;)] — 3ngnyn,

= —2(nymym; + manym, + mymyn;) — Ingnyn,

1
niDZ-jlj = 5)\1']‘]{; nmjmk
= NgNyMy + NgMyNy + MgNyN

= —[nzlx(nz —n2) +nyly(n? —n3) + n.l.(nf — nf/)]

l;Dijmj = —Xiji, mingmy, + %)\ij NN,
= —2(nymym; + manym, + mymyn;) + 3ngnyn,
= 2(nalyls + lanyl, + lplyn.) + Ingnyn,
= —2[lema ([ — 12) + lymy (12 — 12) + Lm.(I3 = I2)] + Ingnyn.

= miDijl]’ + 12nxnynz

(B.1)

(B.2)
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n;Dijm; = —%)\ijk nin;ly
= —(ngnyl, + nglyn, + lynyn;) (B.5)
= —[nmmx(nz —n2) + nymy(n? —n2) +n,m.(n2 — nf/)]
l;Dijnj = —3n;D;;l; (B.6)
miDijn; = —3n;D;;m; (B.7)
n;Dijn; =0 (B.8)

Para la forma cibica, la forma explicita de los factores presentes en la ecuacién (3.30) son

1
5 CigmArsm Lilrls = Siala(ly = 12) + Siyly (12 — 12) + 031 (12 — 17)
1

2
Py 57ijArsm m;mymsg = 5zxmx(m

5 y mZ) + 5iymy(m§ - m:2n) + 5izm2(m§ - m2)

Y

1
5 SiimAram (Lilms + blamg + Lslmy) = dia[ma (I = 12) + 2a(lymy — l:me)]
+ 8y [my (12 = 1) + 20, (L — Lmy)]
+ G5z [me (12 = 12) + 21 (lama — Lymy)]

= ijmArsm (Ljmems + Lmgm; + lgmim,) = 8iz[lo(m2 — m?2) + 2my(lym, — 1;m.)]

2 Yy

+ 5iy [ly(mg - mi) + zmy(lzmz - lxmx)]

2 2
+ 5zz[lz(mx - my) + 2m2’(l$m$ - lymy)]
Por (ltimo, algunas relaciones de utilidad entre las componentes de los vectores 1, y 1 son

loma (I} — 12) + lymy (12 = 12) + Lmo (I3 — 1) = —(nalyls + lanyls + lelyn.)

= NgMyMy + MgNyMy + MgMyn, + 3ngnyn,

lmmz(mz — mi) + lymy(mg — mi) + lzmz(mi — m?/) = NpMyM; + Mgnym, + mymyn,
lzmx(nf/ — ng) + 1ymy( 2 — ni) + lzmz(ng — ”32/) = —2(ngmym; + mgynym, + mgmyn.)

— 3ngnyn,
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long (I3 — 12) + Lyny (12 — 12) + Ln. (I3 — 12) = lelyme + lemyl, + mglyl.

2

—m?) + lyny(mz —m?2) + Ln.(m? — m,

lggna;(m2

J ) = 2(ngnym, + ngmyn, + mynyn.) + 3mgmym,

= —2(mglyl, + lymyl, + l;lym.) — 3mymym,,

lxnx(nz — nz) + lyny(ng - ni) + lznz(ni - ni) = —(ngnym, + nymyn, + mgynyn.)

mang(Iy = 12) + myny (12 = 12) + menz (12 = 12) = 2(memyl. + melym, + Lomym.) + 301

= —2(ngnyl, + nglyn, + lynyn.) — 30,1,

mxnx(mg —m?2) + myny(m? —m2) + m,n,(m2 — mg) = —(mamyl, + myplym, + lpmym.)
mxnx(nz — nz) + myny( 3 — ni) + mznz(ni — nf/) = ngNyl, + nglyn, + lznyn,;
loly +mgmy +ngny =0
Il +mem, +nzn, =0
lyl, +mym, +nyn, =0
)\z‘jk liljnk + )\ijk m;m;ng + /\ijk NNNE = 0
)\z‘jk Lilymy, + )\z’jk ngN;mg + )\ijk mimjmy =0
)\ijk mimjlk + )‘ijk: nmjlk + )‘ijk liljlk =0
(Lelyn, + Linyl, + nglyly) + (ngmym, + mgnym, + mymyn,) = —3ngnyn,
(Lelym, + lymyl, + malyly) + (ngnym, + ngmyn, + manyn;) = —3mzmym.,

(mamyly + mglym, + lymym;) + (ngnyl, + nglyn, + lanyn,) = =311
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C Campo espin-orbita en funcién de armédnicos angulares

En el presente apéndice se obtiene la expresion ciibica del campo espin-érbita en su forma de armdnicos

angulares para la direccién que posibilita la simetria SU(2) con el objetivo de empatar con las ecuaciones

1

de Kammermeier et al. (2016). Para el caso especial i = (1,7,n,) con h = ﬁ(—l,l,o) y 1=

%(nz, ng, 727’)'

h h h
7912791 79/
2 2 r T 55D

h
1 1 A
1 1
ek [y w2 - o) 1o (Gh2 - S - o) | |y

3 1 )
+ \/577%{ =y (K2) (1= 30%) + [(1 + 2n§> K2 - Qk’;] } 7.

Utilizando coordenadas polares, es decir, k!, = k' cos 6, k; =K'senf (k' = k), y°

k?lS
Ky = Z(
3 _ K

ky = Z(S sen f — sen 30)

3 cosf + cos 36)

ny _ K°
ki Ky = 1 (sen 4 sen 30)

/2 kilg
Kk, = 1 (cos @ — cos 30)

se tiene que wc’(l) es

/yli;(l) =7 <k;2> k,[COSG((SlI lZD’L]lj + 5ly miDijlj + 5lz ’I’Lle]lj)

4+ sen 0(6lz liDZ-jmj + 5ly miDijmj + ;2 niDijmj)]

=7 <k;2> k’[élx(liDijlj cos + liDijmj sen 9) + (5ly(miDijlj cos 6 + miDijmj sen 9)

+ (5lz(niDijlj cos 0 + niDijmj sen 9)],

9cos® 0 = %cos& + %cos 30, sen® 9 = %sen& — %sen 30.



mientras que yk’(3) se expresa como

13
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yrl) = 7%[COS 0(512 1,CY + 61y miCY + 61 0, CY) + sen 0(5y, 1S + 61y miSY + 61 niS™)

+c0830(515 LCD + 61 miC® + 61, 1, CD) + 5en30(610 1S + 61y MiS®) + 612 S

donde los vectores Ci(l), Si(l), c® y Ci(?’) estdn dados por

(2

1 1
C( ) = i'gz]m)\rsmBljl'r’ls + (ljmrms + lesmj + lsm]mT)]

= 0ia[3la (17 = 12) 4 2mg (lymy — L.mz) + lo(ml — m2)]
+ 83y [3, (12 — 12) + 2my (Lom — lomg) + Ly (m? — m2)]

+ 052 [BL(12 — 1) + 2m(lamg — lymy) + Lo(m7 — m?)]

5(1) 2swm/\rsm[3m]mrms (Lilrmg + L lgmy + Llym,)]
= 5zx[3mm(mg —m2) + 20, (lymy — L,m,) + mw(lg —1?)]
+ 04y [Bmy (m?2 — m2) + 20, (Lom, — lymy) +my (12 — 12)]

+ 5iz[3mz(mi — mg) + 20, (lymg — lymy) + mz(l - l2)]

0(3) 25zgm)\rsm [l el (ljmrms + lrmsmj + lsmjmr)]
= bip [zm(zj —12) = 2my(lymy — lom,) — zx(mj —m?)]
+ 5iy[ly(lz —12) - 2my(L:m; — lomg) — ly(mg —m3)]

+ 00 (L (12 = 12) — 2ma(lymy — Lymy) — L(m2 — m32)]

Y
1
SZ('?’) = §5ijm)\rsm[_mjm'rms + (ljlrms + lrlsmj + lsl]mr)]
= Sig[—ma(mi — m2) + 2y (lymy — L) + ma (17 — 12)]

+ Oiy[=my (m2 — m2) + 21, (Lm, — Lymy) + my (12 — 12)]

+ 6 [—m.(m? — mz) + 20, (lpmg — lymy) + m, (12 — l2)]

(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)
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Los productos escalares en (C.7) son

1
LY = 1Dyl
miCZ-(l) = —miDZ-jlj

TLZCZ(l) = —niDijlj

llSZ(l) = —liDijmj
mZSl(l) == llD”l]
nZSz(l) = —niDijmj
LCY = 1,D,1;
mZCZ-(g) = 2(ngymym; + mgnym; + mymyn.) + 3ngnyn.;

niCi(g) = 3(lalym; + lomyl, + mglyl.) — 3mymym,,

1.SP) = 2(Iulyn. + Langls + nglyls) + 3ngnyn, = —m;C>)
3

niSi(g) = 3(mgmym. + mglym, + lymym.) — 31,1y,

de manera que el campo espin-érbita de Dresselhaus, en términos de armédnicos angulares es
i = i)
= BWEK cos 0[]0, 1; Dijli + 61y miDijly + 81 n;Dyjlj)
+ ﬁ(l)k/ sen 0[5113 liDijmi + (Sly mZ-Dijmj + 0y niDijmj] (C.12)

+ 8K cos 3001, LCD + 6y miCP + 51, nC]

+ BBE sen 30[0; liSZ-(3) + 1y m,-Si(g) + 91, niSZ-(g)],

donde B = y((k2) — k2/4) y ) = vk /4 como Kammermeier et al. (2016).
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~

Para la direccién especial i = (1,71, n,) co (—-1,1,0) y1= T(nz,nz, —2n),

7
sen 0 x sen 0 bgf) sen 360
h E
59'(k) =ak' | —cosg | +BY y Jcos | +BEK bz(f) cos 30 (C.13)
0 sen 0 bg3) sen 360
donde
(1+ 3n*)n, (1 —3n)n,
b= (-9?n. |, BY=|-(1-3pm | (C.14)
—v2n(1 = 3n?) 3v2n(1 —n?)

Si se consideran solo los términos lineales, se puede notar que la direccién del campo €’ deja de depender

del vector de onda k cuando —ar + B(l)bg(,l) = 0 (Kammermeier et al., 2016),

—2n,

h h

5+ 59’1()1) =BV send(32—1)| o |, (C.15)
V27

lo que da lugar a una simetria SU(2) del Hamiltoniano. Expresado de otra manera, esto sucede cuando

los parametros del acoplamiento espin-6rbita de Rashba y Dresselhaus satisfacen

o
= M =(1-9n2 — o2

50 b (1 =9n°)v/1—2n2. (C.16)
Kammermeier et al. (2016) ha mostrado que, incluso cuando Q/g)’) estd presente, es posible obtener
una simetria SU(2); esto exclusivamente para las orientaciones [111] y [110] del GE2D. Efectivamente,
cuando n =1/v/3 0n=1/V2, bg,?’) = —(1-3n%)+/1—2n% =0, por lo tanto los campos espin-6rbita
hﬂ’l()3)/2 = 3v2n(1 —1?) BBk sen 202" y Q}z—kﬂgl) se vuelven colineales a lo largo de la direccién Z/

0 sin=1/V3
P+ 8] = , (c17)

1Mk send 3 sin=1/v2

\/§B(3)k’sen3«9 2 sin=1/V3

ha® _
D ’
383k sen 30 2’ sin=1/v2

(C.18)

de otro modo, en general, la colinealidad no es posible debido a Q’[()3).
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D Fase de Berry

En este apéndice se repasan los conceptos fundamentales y se obtienen expresiones generales de la fase

de Berry. Algunas de estas férmulas son utilizadas en el Capitulo 7 del texto principal.

Evolucion adiabatica ciclica

Se considera un sistema cudntico con Hamiltoniano H(R(t)), el cual depende de los parametros Ry, Ro
y R3, denotados por el vector R. Aun cuando pueden ser n pardmetros, por sencillez se toma R como
un vector tridimensional, lo cual es suficiente cuando se trata un problema de fisica del estado sélido. El
fenémeno que interesa es el de una evolucién adiabética del sistema mientras R(t) se mueve lentamente
a lo largo de una trayectoria C en el espacio de pardmetros. Por tal motivo, es necesaria la suposicién de
que la variacién en el tiempo de R(t) es suficientemente lenta para permitir la aproximacién adiabatica,
es decir, la escala de tiempo de la variacién es mucho mds grande que la escala de tiempo caracteristica

del sistema cudntico. Denotando los eigenestados instantdneos de H(R) como |n(R)) se tiene
H(R)|n(R)) = en(R)[n(R)), (D.1)

sin embargo, esta ecuacién no determina por completo la funcién base |n(R)); todavia permite una fase
arbitraria, factor de |n(R)), que depende de R. Para deshacerse de la arbitrariedad, puede hacerse una
eleccién de fase, también conocida como norma (o en el idioma inglés, gauge), para lo cual es necesario
que la fase de la funcién base sea suave y univaluada a lo largo de la trayectoria C. Incluso si no se
satisfacen estos requerimientos a lo largo de la trayectoria completa, puede dividirse en varios segmentos

de manera que cada uno de esos segmentos los cumpla (Bernevig y Hughes, 2013).

Debido a la evolucién adiabatica, el sistema inicialmente en uno de sus eigenestados |[n(R(0))) se
mantendrd como un eigenestado instantdneo del Hamiltoniano H(R(t)) durante todo el proceso. Por lo
tanto, el tnico grado de libertad que se tiene es el de la fase del estado cuantico. Al tiempo ¢ el estado

del sistema es

[n(8)) = e D i o 4RO (R (1)) (D-2)

donde el segundo exponencial es el factor de fase dindmica, con el cual se interpreta que la energia

varia con el tiempo y ademas da el cambio de fase acumulado. Utilizando la ecuacién de Shrodinger
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dependiente del tiempo para el estado |4, (1))

o Wn(1)) = HOR(D) (1) (03)

y multiplicdndola por la izquierda con (n(R(t))|, se tiene

i e O I RO (R ()] {|i5a(0) — e (RID)| In(RED) + 51 In(Ri) |

(D.4)
= 0 Ja e R ((R(1)| H(R(1)) In(R(0)
de manera que se encuentra
() = § (n(R(D)] 5 In(R(1) (D5)
y . p
(®) =1 [ (RO T In(RA)) dr (06)
Adema3s, si se usa
d 0 dR; dR
g1 RO = 3 5 InR) G = Van(R) - (D7)
Y puede escribirse como
. ! / / ) @ /
=i [ R V(R - G .
- / A.(R) - dR
C
donde A, (R) es
AW(R) =i (n(R)| Tz n(R) (D.9)

Esta cantidad, parecida a un “potencial vectorial”, es llamada potencial vectorial de Berry, campo gauge

de Berry, o la conexion de Berry.

Como se mencionaba, siempre era supuesto que v, (t) podia ser eliminada mediante una nueva definicién
de la fase arbitraria del eigenestado |n(R(t))). Si se elije, por ejemplo, |7/ (R(t))) = eX(R®) |n(R(1))),
se tiene

A'w(R) = A(R) — Vi (R) (D.10)

por lo tanto 4y (£) = u(t) — X, v
A = Yo = (T = X(0)] (D.11)
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donde R(0) es el punto incial de la trayectoria C, mientras que R(T") es el punto final. De esta manera
a la fase 7, se le resta el término x(R(0)) — x(R(T')) después de la transformacién, lo cual sugiere la
posibilidad de poder elegir x(R) de modo que neutralice completamente la fase +,. La conclusién era
que siempre podia elegirse una x(R) tal que esta cancelara a la 7y, acumulada a lo largo de la trayectoria
C, dejando al estado del sistema (nicamente con la fase dindmica. Esto provocé que durante mucho

tiempo se ignorara esta fase en los estudios tedricos de problemas dependientes del tiempo.

Fue hasta 1984 en que, Michael Victor Berry, se dio cuenta que dicha fase es observable cuando el tiempo
de evolucién lleva al vector de parametros R(t) de vuelta al punto inicial, es decir R(T') = R(0). Berry
reconsiderd la evolucidon del sistema a lo largo de una trayectoria cerrada C en el espacio de parametros,

por lo que la fase

(C) = jiAn(R) -dR (D.12)

es llamada Fase de Berry.

Si se lleva a cabo la transformacién de norma
In(R)) — [n/(R)) = eX®) |n(R)) (D.13)

y X(R) satisface las condiciones de suavidad y valor tnico, entonces x(R(0)) — x(R(T')) = 2mn, donde
n es un namero entero. Esto muestra que 7, sélo puede ser modificada en miiltiplos de 27 por la
transformacién de norma y no puede ser anulada, como se esperaba inicialmente, al menos que sea esta
misma un miultiplo de 27. En consecuencia, para una trayectoria cerrada, -y, se vuelve una cantidad

fisica invariante de norma potencialmente observable.

Curvatura de Berry

La invariancia de =, puede ser verificada mediante el teorema de Stokes

Yot = f{ A, (R)-dR
C

://S Vi x Ay (R)-dS

= // dS- Vi x [An(R) = Vi x(R)] (D.14)

://S Vi x An(R) - dS

:’YTL
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donde S es una superficie arbitraria encerrada por la trayectoria C. Mientras que la la fase de Berry en
algtin sistema bien podria ser igual a cero, es decir ¢¥¥» = 1, en esta demostracién se prueba que no es
afectada por una redefinicién de las fases de los vectores de estado. En analogia con electrodindamica,

aqui es util definir un objeto que asimila a un campo magnético,
Q,(R)=Vg x A,(R), (D.15)
el cual es conocido como la curvatura de Berry. Esta cantidad permite escribir 7,, como

%<C)—//S Q. (R) - dS (D.16)

donde, siguiendo la analogia, la fase de Berry es entonces el flujo del “campo magnético”.

Debido a que [n(R)) esta normalizado para todo R, al aplicar el gradiente a la relacién (n|n) = 1 se

obtiene

0= Vg (n|n)
= (Vgn|n) + (n|Vgn)
(D.17)
= ((n|Vrm))" + (n|Vrn)
= 2Re (n|Vgn)
y A,, puede escribirse como
A, = —Im(n|Vgn). (D.18)

Esto muestra que, como debe ser, 7,,(C) es real

fYn(c)://S dS- Vi x A,
- —Im//s dS - Vg x (n|Vgn) (D.19)

_ —Im// dS - (V pn| x |V an)
S

puesto que Vg X |[Vgrn) = 0.
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Aplicando el rotacional a (D.18), la curvatura de Berry es

Q, = —Im (Vgn| x |Vgn) (D.20)

=1 (Vgrn| x |Vgn)
donde el segundo renglén es debido a que (Vgn| X [Vgn) es dnicamente imaginario.

Otra forma atil de la curvatura de Berry puede obtenerse insertando un juego completo de estados

intermediarios
> Im(R(1) (m(R(t))| =1, (D.21)
lo que da

Q, =—Tm Y _ (Vgn|m) x (m|Vgn). (D.22)

m#n
Se ha omitido el término m # n debido a que no tiene parte imaginaria por la falta de parte real de
(n|Vgn). Para encontrar (m|Vgn) se toma el gradiente de ambos lados de (D.1) y se proyecta sobre

el estado |m(R)) de manera que se tiene
(m|Vg(H |n)) = (m|VrH |n) + (m| H |Vgn) (D.23)

(m|Vg(en|n)) = (m| Vgen |n) + (m|e, |Vrn) . (D.24)

Como (m| H = €, (m| esto se reduce a

(en = &m) (M|Vrn) = (m| VrH [n) — [Vren(R)] (m|n)

(D.25)
= (m|VRrH |n)
para m # n.
Sustituyendo este resultado en (D.20) se obtiene
2, =—1m Y (n| VrH |m) x (m|VgH |n)
" m#n (671 - 5m>2
(n|VrH |m) x (m|VgH |n) (D.26)
=iy RIZ [y X \m VRN
m#n (en —em)? ’

esta expresion muestra que la curvatura de Berry €2,, es singular en puntos de degeneracién en el espacio

de pardmetros, donde las energias del denominador se anulan. Haciendo analogia, estos puntos son como
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monopolos magnéticos, fuentes del campo B, y la fase de Berry es el flujo asociado a estas fuentes;
ademds, son muy interesantes debido a su fuerte relacién con la topologia del sistema (Garg, 2010). La
ecuacién (D.26) también tiene la ventaja de no involucrar ninguna diferenciacién sobre la funcién de

onda, por lo que puede ser evaluada incluso realizando un cambio de norma.



