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Resumen de la tesis que presenta Marco Antonio Oliva Gutiérrez como requisito par-
cial para la obtencién del grado de Maestro en Ciencias en Ciencias de La Tierra con
orientacién en Geofisica Aplicada.

Modelado directo del efecto de Polarizaciéon Inducida empleando
permitividad eléctrica en datos electromagnéticos: Formulacidn tedrica

Resumen aprobado por:

Dr. Luis Alonso Gallardo Delgado Dr. Carlos Francisco Flores Luna

Codirector de tesis Codirector de tesis

En la actualidad las técnicas de prospeccién empleadas en la industria minera
estan teniendo un rapido desarrollo al emplear sistemas electromagnéticos aerotrans-
portados, cuya adquisiciéon de datos se realiza en el dominio del tiempo principalmen-
te. Estas actividades de prospeccidon y exploracién se basan en detectar el efecto de
sobretensién conocido como Polarizacién Inducida (Pl), que se presenta en medios
polarizables. La técnica de Pl estd basada en un fendmeno electroquimico donde la
conductividad varia en funcién de la frecuencia. Este fendmeno es bien representa-
do por un mecanismo de relajacién planteado directamente en la frecuencia conocido
como Modelo Cole-Cole (MCC). Esta formulacién es la principal razén de por qué los es-
quemas de modelado y procesamiento de datos se desarrollan en este dominio, pues
resulta mas sencilla que aquella en el dominio del tiempo. En este trabajo se desarrollé
la teoria para implementar un nuevo modelo directo 3D planteado directamente en el
dominio del tiempo para incorporar el efecto de Pl en datos electromagnéticos usando
la permitividad eléctrica. Se introdujo un término denominado funcién dieléctrica que,
al igual que la conductividad del medio, es dependiente de la frecuencia. Esto involu-
cré una convolucién entre un pardmetro que se denominé velocidad de polarizacién y
la derivada temporal del campo eléctrico definiendo asi la ecuaciéon de Helmholtz para
campo eléctrico con efecto de Pl. Se empleé el concepto de variables de memoria para
solucionar la convolucion que contiene los parametros de polarizacién del medio trans-
formandola en una serie de ecuaciones diferenciales ordinarias, con lo cual la serie de
tiempo completa del medio ya no es necesaria. Se desarrolld la soluciéon en diferen-
cias finitas con mallado intercalado de la ecuaciéon diferencial planteada empleando
un esquema explicito evolutivo en tiempo. Finalmente, se trabaja en implementar un
esquema de solucién numérica que simule la respuesta electromagnética con efecto
de Pl en medios heterogéneos.

Palabras clave: aerotransportado, Polarizacién Inducida, Modelo Debye, per-
mitividad, variables de memoria



Abstract of the thesis presented by Marco Antonio Oliva Gutiérrez as a partial require-
ment to obtain the Master of Science degree in Earth Science-Applied Geophysics.

Forward modeling of Induced Polarization effect using electric permittivity
in electromagnetic data: Theoretical formulation

Abstract approved by:

Dr. Luis Alonso Gallardo Delgado Dr. Carlos Francisco Flores Luna

Thesis Co-Director Thesis Co-Director

Nowadays the prospecting techniques employed in the mining industry have had a
great development by the implementation of airborne electromagnetic systems which
data acquisition is mainly done in the time-domain. These prospecting and explora-
tion activities are based on detecting an overvoltage effect also known as Induced
Polarization (IP) which can arise in the presence of polarizable media. The Induced Po-
larization technique is based on the electrochemical phenomena where conductivity
is frequency dependent. This phenomenon is well represented by a relaxation mecha-
nism defined in the frequency domain directly known as Cole-Cole Model (CCM) that
is an empirical model of overburden phenomena. This is the main reason why the al-
gorithm of forward-modeling is developed in the frequency. In the frequency domain,
the formulation is easier than time-domain. The main objective of the present work is
to develop the theory required to implement a new 3D forward-model posed on time-
domain directly, in order to incorporate the IP effect in electromagnetic data using
complex frequency-dependent permittivity. The approach involves a convolution inte-
gral with time-derivative of the electric field defining the Helmholtz equation for the
electric field with IP effect. It has implemented the memory variable concept for sol-
ving convolution integral (which contains the polarization parameters of the medium)
by transforming it in a set of first-order differential equation in time where the full-
time history of the medium is no longer needed. It has developed the finite-difference
time-domain solution of the posed equation using an explicit evolutionary scheme in
time. Finally, in order to test our formulation is working to implement the numerical
solution scheme using the staggered-grid finite-differences method to simulate the
electromagnetic response in time-domain with IP effect in heterogeneous media.

Keywords: AEM, Induced Polarization, Debye Model, permitivitty, memory
variable
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Capitulo 1. Introduccion

La importancia econémica de los yacimientos minerales, reservorios geohidrolégicos
y de hidrocarburos ha provocado que se vuelque la atencion en técnicas que pue-
dan detectar caracteristicas propias de las rocas, sedimentos y fluidos que contienen;
una de ellas es la cargabilidad de los materiales. La cual se presenta comunmente
en minerales metalicos y arcillosos. Esta propiedad se refleja en algunas mediciones
electromagnéticas; sin embargo, su identificacién requiere de esquemas numéricos
gue predigan la respuesta de los campos electromagnéticos ante la presencia de ma-

teriales eléctricamente cargables (o polarizables).

El fendmeno de Polariacién Inducida (Pl) empleando fuentes inductivas es descrito a
través de un proceso dispersivo donde la conductividad eléctrica varia en funcion de
la frecuencia. Este proceso se agrega a una significativa pérdida de energia electro-
magnética, la cual se absorbe por unidad de distancia desplazada y en el que ademas
de la conductividad o, la permitividad eléctrica € juega un papel importante (Seybold,
2005, p. 22). Simular la respuesta de la cargabilidad como una conductividad depen-
diente de la frecuencia en el dominio del tiempo es un reto computacional; sobre todo
por gue los modelos de relajacién que describen el fendmeno de Polarizacién Indu-
cida estan planteados directamente en la frecuencia (Cole y Cole, 1941; Davidson y
Cole, 1951; Havriliak y Negami, 1967; Kunz y Luebbers, 1993; Nigmatullin y Ryabov,
1997) y en la mayoria de los casos implica una convolucién en el dominio del tiempo lo
que explica que los esquemas de modelado existentes planteados tanto para el caso
galvénico de corriente directa (terrestre), como para fuentes inductivas, resuelvan el
problema mediante una transformacién de dominios (f—t). En realidad, son pocos y
muy recientes los esquemas que emplean fuentes inductivas y realizan el modelado
directamente en el dominio del tiempo, pudiendo listar los trabajos de Marchant et al.
(2014, 2018); Commer et al. (2017); Cai y Zhdanov (2017). Notablemente, solo dos de

ellos emplean el método de diferencias finitas.

En este trabajo se ha formulado la teoria para establecer un modelo matematico tri-
dimensional planteado directamente en el dominio del tiempo capaz de incorporar el
fendmeno de Pl en datos electromagnéticos en el dominio del tiempo con la finalidad

de implementar un esquema numérico que prediga la respuesta de estos campos en



presencia de materiales polarizables. A diferencia de todas las formulaciones anterio-
res, se plantea incorporar la permitividad eléctrica partiendo del supuesto de que el
efecto de polarizacion en las rocas puede explicarse no solo como un fenémeno disper-
sivo de la conduccidn eléctrica sino tambien como un fendmeno capacitivo-dispersivo

gobernado por la permitividad absoluta del medio.

Se partié de las ecuaciones de Maxwell en el dominio de la frecuencia para obtener
una Ecuacién Diferencial Parcial (EDP) de tipo parabdlica, en términos de campo eléc-
trico. Posteriormente, empleando la transformada inversa de Fourier se definié una
nueva ecuacion de Helmholtz en términos de convoluciones en el dominiodel tiempo,
las cuales contienen los parametros de polarizacién del medio. Nuestra formulacién
permite estimar valores de permitividad eléctrica a partir de un modelo de conducti-
vidad eléctrica compleja denominado Modelo Cole-Cole. El calculo de la permitividad
permite estimar la respuesta de campo eléctrico ante la presencia de sobrecarga o

polarizacién inducida en el subsuelo.

El principal reto computacional que trae consigo la ecuacién resultante de Helmholtz
en el dominio del tiempo, es el resolver la integral de convolucién entre la derivada
temporal del campo eléctrico y una nueva variable que se ha definido como la ve-
locidad de polarizacidn. Este reto se abordé empleando el concepto de variables de
memoria, ampliamente utilizado en el modelado de la atenuacién en la propagacién
de ondas sismicas (Carcione et al., 1988a; Carcione, 1990; Xu y McMechan, 1995;
Hestholm, 2002; Moczo y Kristek, 2005; Moczo et al., 2007) para evitar almacenar la

serie de tiempo completa.

La metodologia es diferente a las convencionales aplicadas en la exploracién geofisica
del subsuelo pues es la primera en abordar el modelado directo de la Polarizacion In-

ducida empleando la ecuaciéon de Helmholtz con la permitividad en funcién del tiempo.



1.1. Simulaciéon y modelado electromagnético

El modelado electromagnético computacional es un area de las ciencias que surge
de tratar de reproducir (entender, aplicar y resolver) los fendmenos electromagné-
ticos que surgen de la interacciéon de las ondas electromagnéticas con la materia.
Este comportamiento en general es predicho por la teoria electromagnética resumi-
da en las ecuaciones de Maxwell las cuales se pueden resolver de forma analitica o
con métodos de simulacién numérica. Desafortunadamente, los modelos que pueden
resolverse con formulaciones analiticas se limitan a la propagacion de campos elec-
tromagnéticos en medios sumamente simplificados, tal es el caso de un modelo de
capas estratificadas. En general, para calcular la respuesta electromagnética de un
modelo en 2 o 3 dimensiones se requiere de aproximaciones numéricas sofisticadas,
gran cantidad de memoria y tiempo de computo. Los campos que se transmiten en los

medios geologicos heterogéneos requieren de este tipo de soluciones.

En general, el desarrollo de un esquema de modelado directo de campos electromag-

néticos consta de varias etapas que pueden resumirse en la figura siguiente:
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Figura 1. Diagrama de flujo generalizado para el modelado electromganético (modificado de
Alik Ismail-Zadeh 2010 )



Con el continuo desarrollo de los métodos de modelado numérico ha sido posible reali-
zar problemas electromagnéticos tridimensionales y modelar ambientes y estructuras
geoldgicas mas realistas. Ademas, el uso combinado de los métodos de modelado e
inversion numéricos ha permitido la interpretaciéon cuantitativa de los campos electro-

magnéticos medidos en campo.

Los métodos electromagnéticos aplicados a exploraciones mineras, ambientales (geo-
térmia) y de hidrocarburos emplean técnicas computacionales para el desarrollo de
esquemas de modelado directo que son Utiles en varias etapas de un proyecto geofisi-
co: desde la planeacion para la adquisicion de datos, para entender del método y para

formar parte del proceso iterativo en la inversién de datos.

1.2. Antecedentes

La técnica de Polarizacién Inducida (Pl) con fuentes inductivas ha tenido un crecien-
te desarrollo principalmente al implementarse a través de sondeos electromagnéticos
transitorios (TDEM)(Palacky y West, 1991). En los Ultimos afnos este desarrollo se ha
extendido a los sistemas electromagnéticos aerotransportados (AEM) en donde, em-
pleando un sistema de bucles centrales, se busca medir el efecto de Pl en la derivada
temporal de la componente vertical del campo magnético lo gue a menudo se refleja
como una inversién de signo o amplitud negativa en el voltaje medido (Flis et al., 1989;
Dentith y Mudge, 2014) debido justamente al aspecto dispersivo de la conductividad

y gque no se explica con un medio puramente resistivo.

Numerosos trabajos han comprobado que empleando Unicamente la amplitud de los
datos medidos en sistemas de bucles centrales, no es suficiente para detectar voltajes
negativos producidos por la Pl (Flis et al., 1989). Esto requiere el uso de conductivida-
des dispersivas a través de un modelo de impedancia compleja planteado directamen-
te en el dominio de la frecuencia mejor conocido como Modelo Cole-Cole (Pelton et al.,
1978). Su implementacidn en la frecuencia evita calcular la convolucién que surgiria en
el dominio del tiempo entre la resistividad compleja y el campo eléctrico (Ley de Ohm)
por lo que es comuUn trabajar los datos de Pl inductiva en el dominio de la frecuencia

y regresarlos al dominio original mediante una transformacién inversa de dominiosl.



Algunos otros trabajos estan planteados para el caso galvanico (corriente directa) en
los que se resuelve la ecuacién de continuidad (Weller et al., 1996; Fiandaca et al.,
2012; Liu et al., 2017; Kenkel et al., 2012)

Por otro lado, el Modelo Cole-Cole (MCC) que es un caso particular del Modelo Havriliak-
Negami (Havriliak y Negami, 1967) es un modelo dispersivo no lineal, principal limi-
tante para introducirlo directamente en un esquema analitico. Ademas, de no poseer
una expresion analitica en el dominio del tiempo que se pueda agregar directamente
a las ecuaciones de Maxwell . El Modelo Debye, que a su vez es un caso particular de
Cole-Cole (Kelley et al., 2007) es un modelo dispersivo lineal con un amplio rango de
aplicacién (Hz - GHz) aunque lineal y facilmente incorporable a una formulacién analiti-
ca por ser una funcién exponencial en el dominio del tiempo, es un modelo muy simple
para describir procesos dispersivo mas complicados en la mayoria de materiales y pa-
ra un rango de frecuencias de dos o mas décadas (Kelley et al., 2007; Sandrolini et al.,

2011) como las que se emplean en PIl, fenémeno bien descrito por el modelo Cole-Cole.

Para resolver esta situacion, Kelley y Luebbers (2003) propusieron una sumatoria finita
y ponderada de modelos Debye para reproducir modelos mas complejos, emplearon
un estimador de error cuadratico medio para resolver un sistema de ecuaciones linea-
les y determinar las p ponderaciones que al agregarlas a la sumatoria de funciones
Debye reprodujeran el modelo Cole-Cole de permitividades eléctricas en un rango de
frecuencias del orden de GHz. Tiempo después, Kelley et al. (2007) emplean un es-
guema hibrido de minimos cuadrados y optimizacion por enjambre de particular para
estimar los parametros de los modelos Debye que sumdandolos lograron reproducir
con gran exactitud el Modelo Havriliak-Negami también en un rango de frecuencias
de GHz. Ambas formulaciones demostraron tener buenos resultados al representar
modelos dispersivos mas elaborados en términos de sumas de un modelo dispersivo
simple (Debye). El método que desarrollaron probd brindar estabilidad y precisiéon al

agregarlo a un esquema de diferencias finitas.

En el caso de las convoluciones que surgen al considerar medios dispersivos en el do-
minio del tiempo, Kelley y Luebbers (1996) emplearon un esquema de integracion
recursiva evitando acumular la serie de tiempo completa del campo eléctrico. Por
su parte Siushansian y Lovetri (1997), empleando un esquema de integracién cuasi-

trapezoidal logran de igual manera este objetivo. Estos dos trabajos centran su meto-



dologia en considerar un sistema dispersivo de relajacion lineal, el cual tiene la gran
ventaja de gque su transformada inversa de Fourier es una expresién de tipo expo-
nencial, lo que permite calcular la integral de convolucion de manera recursiva. Estos
trabajos estan desarrollados para el modelado electromagnético a altas frecuencias
(MHz y GHz), lo que traeria como limitante en la geofisica la forma de propagacién de
las ondas electromagnéticas pues sus modelos se basan en la propagacion de ondas

en antenas y la difusidn en medios dieléctricos.

Un problema similar se presenta en el fenomeno de atenuacion de ondas sismicas en
medios viscosos. Para modelar este fenomeno, Carcione et al. (1988a) introdujo a la
geofisica, especificamente en el area de la sismologia, el concepto de variables de
memoria cuyo procedimiento estd basado en considerar un sistema mecanico de rela-
jacion lineal (resorte-masa-amortiguador). Las convoluciones que surgen de emplear
el principio de superposiciéon de Boltzmann en el dominio del tiempo, son remplazadas
por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en tiempo que,
al resolverlas con diferencias finitas, evitan acumular la historia de tiempo completa
de la deformacion. Aunque en esencia los trabajos desarrollados en antenas, dieléctri-
cos y sismologia son similares en la formulacién (reproducen el fenémeno en términos
de una funcién exponencial en el dominio del tiempo), el desarrollo e implementacién
resulta completamente diferente en el caso de ndas electromagnéticas prpagandose

en la Tierra.

Hasta la fecha solo dos trabajos de modelado electromagnético de Pl en el dominio
del tiempo han sido reportados. En ambos trabajos evitan el célculo de la integral
de convolucién. Marchant et al. (2014) emplea un desarrollo en polinomios de Padé
a partir de las ecuaciones de Maxwell y la Ley de Ohm reescrita en términos de las

variables del modelo Cole-Cole:
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Por su parte, Commer et al. (2017) emplea el concepto de variables de memoria evi-
tando almacenar la historia completa de los campos electromagnéticos, y la convolu-
cién puede verse como un sistema de EDO que junto con los campos electromagnéti-
cos los discretiza empleando el método de diferencias finitas y calcula la evolucion de
un sistema acoplado a cada paso de tiempo. La formulacién se basa en la solucién de

las siguientes ecuaciones:
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Ambas formulaciones emplean el Modelo Cole-Cole, pero en esta Ultima se utiliza la
expansion de la Funcion Debye para evitar el uso directo del Modelo propuesto por
Pelton et al. (1978).

Un tercer trabajo de modelado de Pl en datos electromagnéticos aéreos es desarrollado
por Marchant et al. (2018), siguiendo una metodologia similar que la empleada cuatro
anos antes (Marchant et al., 2014). Todas las formulaciones demestraron estabilidad y

precisién en su resultados.

Se puede resumir que hasta la realizacidn de la presente investigacidon existen tres
trabajos publicados que modelan el efecto de Pl en datos electromagnéticos en el
dominio del tiempo. A esta recopilacién se debe incluir los desarrollos tecnoldgicos
propios de Geotech (2018) que como principal servicio realizan sondeos transitorios

aerotransportados cuyos algoritmos numéricos no se encuentran publicados



1.3. Justificacion

Los nuevos horizontes en la aplicaciéon de los métodos EM conduce inevitablemente a
la mejora, desarrollo e innovaciéon de esquemas numéricos que permitan por ejemplo:
entender el comportamiento de nuevos sistemas de adquisicién de datos, analizar la
respuesta de los campos EM en situaciones geoldgicas complejas o implementarlos
como parte de un esquema de inversion de datos. Tal es el caso de la técnica de Pola-
rizacién Inducida, la cual recientemente se ha modernizado en la adquisiciéon de datos
empleando sistemas EM sobre todo, aerotransportados lo que involucra ahora, no sé-
lo el calculo de los campos sino ademas, de la respuesta dispersiva de la propiedad
fisica. Aaunque ampliamente desarrollados los esquemas numéricos para la adquisi-
cién convencional de los campos EM durante las Ultimas décadas, es de muy reciente

desarrollo, incorporar el fendémeno de Pl a la sefial EM.

Los sistemas aerotransportados y terrestres desarrollados para detectar cuerpos po-
larizables de interés econémico-minero se basan en medir la sefial de los campos
durante un periodo de tiempo generando una serie de tiempo, la cual e la mayoria
de los casos se transforma al dominio de la frecuencia en el que se analiza y procesa
para finalmente regresarla al dominio en que fue adquirida lo que involucra algunas
desventajas como no recuperar toda la informacidon que se adquirio en tiempo, el de-
cremento en la amplitud de la sefal registrada y el tiempo de computo. Existen asi
contados intentos de proponer un modelo planteado directamente en el dominio del
tiempo que pueda ser eficientemente aplicado tanto en sistemas terrestres como aé-

reos éste Ultimo donde las ecuaciones de Maxwell estan débilmente acopladas.



1.4. Hipoétesis

Debido a que este trabajo involucra aspectos de modelado directo y la reproduccién
de la respuesta electromagnética con efecto de Pl que se presenta en las rocas, se han
planteado varias preguntas. Primero y como pregunta fundamental: ¢Es posible repro-
ducir el efecto de polarizacion inducida como un fenédmeno capacitivo descrito por la
permitividad eléctrica? y de ser posible, éCédmo podria este modelo dieléctrico agre-
garse a las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo para definir una ecuacién
diferencial?, éTendria una solucién numérica eficiente en términos computacioales?

¢{Qué ventajas tendria sobre el tipico modelo de conductividad?.

Como hipdtesis se establece lo siguiente:

= La propiedad que caracteriza a los condensadores, esta descrita por la permiti-
vidad eléctrica que describe la cantidad de carga necesaria para producir una
cantidad de flujo eléctrico. El modelo empirico que describe el efecto de Pl nace
de un modelo dieléctrico empleado para describir los procesos de absorciéon en
dieléctrico. Estos materiales dan lugar a la corriente de polarizacién responsable
de las amplitudes negativas en la componente vertical del campo magnético por
lo que en principio, es un fenédmeno ampliamente relacionado con la permitividad

y puede ser reproducido en términos de este pardametro.

Un circuito eléctrico que aproxima el efecto de Pl en las rocas, se interpreta como una
impendancia compleja, cuya parte imaginaria es una reactancia que describe la opo-
sicién al paso de la corriente alterna en un condensador y que como se ha explicado

antes estd descrito por su permitividad.

Obtener una ecuaciéon de segundo orden en espacio aseguraria la adaptacion de téc-
nicas de solucién numérica conocidas, ademas de brindar mayor acoplamiento de los

campo electromagnéticos en el aire.

Finalmente, las diferencias ante los modelos convencionales de conductividad en la
aproximacién cuasi-estatica se verificardn con la implementacién computacional del
esquema numérico. Se supone como principal diferencia la de disponer de un modelo
directo planteado directamente en el dominio del tiempo que de cuenta del efecto de

Pl en datos electromagnéticos.
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1.5. Objetivos

Para acotar los alcances de este trabajo, se han planteado los siguientes objetivos:

Objetivo general

Establecer la teoria para incorporar el efecto de Polarizacion Inducida en datos electro-
magnéticos en el dominio del tiempo empleando la permitividad eléctrica dispersiva

en las ecuaciones de Maxwell.

Objetivos especificos

1. Desarrollar un mdédulo de inversién para aproximar el Modelo Cole-Cole emplean-

do una suma ponderada de funciones exponenciales (Funcién Debye).

2. Plantear un esquema de solucién numérica implementando el método de diferen-

cias finitas en el dominio del tiempo con mallado intercalado.

3. Desarrollar un algoritmo computacional para el esquema propuesto.
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Capitulo 2. Fundamento tedrico de la técnica de Polari-

zacion Inducida

2.1. Generalidades

La técnica de Polarizaciéon Inducida tiene un fundamento tedérico complejo de explicar,
pues se sustenta en un fenédmeno electro-quimico independiente del volumen, por lo
gue se considera como un fendmeno de superficie. Después de los métodos potencia-
les, la Pl tiene gran aplicacién en la industria minera, a través de la deteccién de un
fendmeno caracteristico que se presenta al medir el potencial eléctrico para el caso
de los métodos galvanicos o el campo magnético en el caso inductivo. Este fenémeno
de sobretensién o de polarizacién inducida se debea la capacidad de carga o carga-
bilidad de los granos de roca como una propiedad para almacenar cargas eléctricas

reversibles debido a la polarizacién de la doble capa eléctrica (Slater y Lesmes, 2002).

Aunque en proporciones variables, los poros y capilares de las rocas contienen casi
siempre particulas de arcilla, las que habitualmente tienen un exceso superficial de
cargas negativas que hace que iones positivos (cationes) del electrolito inmediato for-
men una rigida capa adyacente alrededor de ella conocido como capa de Stern. En
esta capa, durante el flujo de corriente eléctrica los iones se acumulan cerca de la
interfase e impiden el flujo de iones en el electrolito. Al cortar la corriente, los iones
regresan lentamente a sus posiciones de equilibrio, este proceso de relajacion es el

principal indicador de la presencia de Polarizacién Inducida.

Debido a las diferencias en los mecanismos de transporte de cargas, una vez cortada
la corriente, el voltaje medido entre dos electrodos no decae a cero instantaneamente,
sino que lo hace de manera cuasi-exponencial hasta que todos los elementos polariza-
dos restauran su condicién de equilibrio. Debido a su capacidad de diferenciar ambos
mecanismos de conduccion, la polarizacién inducida ha sido una técnica muy usada

para la exploracidn, prospeccién y caracterizacion de yacimientos minerales.
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2.2. Origen del fendmeno y el modelo de doble capa

Cuando un conductor electrénico (metales, sulfuros, o semiconductores) entra en con-
tacto con un conductor idnico sélido o liquido (electrolito), aparece una frontera comudn
(interfaz) entre las dos fases. El modelo de doble capa explica la interacciéon entre
estas dos fases y cdmo podrian producir una diferencia de potencial. Hermann von
Helmholtz (1879) propuso el primer modelo de la doble capa eléctrica al observar que
los electrodos cargados sumergidos en soluciones electroliticas repelen los co-iones
(iones de baja masa molecular y misma polaridad) de la carga y atraen contraiones
(cualquier ion de carga opuesta a otro en una solucién u otro sistema electroquimico)
en sus superficies formando asi, dos capas de polaridad opuesta en la interfaz entre
el electrodo y el electrolito. Este proceso es la Polarizacién Inducida que conocemos
en geofisica. En 1853 Helmholtz demostré que una doble capa eléctrica es esencial-
mente un dieléctrico molecular y almacena la carga electrostaticamente. Una vez que
el electrolito se descompone al paso de la corriente, la carga almacenada depende

linealmente de la tensidn aplicada.

Este primer modelo predijo una capacitancia diferencial constante pero no consideraba
factores importantes como la difusién. Tiempo después, Louis Georges Gouy en 1910y
David Leonard Chapman en 1913 observaron que la capacitancia no era una constante
y que dependia del potencial aplicado y la concentracién iénica. El "Modelo Gouy-
Chapman"(MGC) hizo mejoras significativas al introducir un modelo difuso de la doble

capa. Sin embargo, el MGC falla para una doble capa altamente cargada.

En 1924, Otto Stern sugirié combinar el modelo de Helmholtz con el de Gouy-Chapman
dando lugar al “Modelo de Stern”. En este modelo, algunos iones se adhieren al elec-
trodo (como sugiere Helmholtz) dando lugar a una capa interna (1), posterior a ella
se forma el plano externo de Helmholtz (2), es donde surge la mayor acumulacién de
iones, otros mas forman una capa difusa (3), denominada capa de Gouy-Chapman en
la que gradualmente se comienzan a difundir los iones hasta llegar a la zona de io-
nes solvatados (4) denominados cationes. Este proceso electroguimico da lugar iones
adsorbidos (5) y a la separacién de moléculas del solvente electrolitico (6) como se

ejemplifica en la figura 2.

El modelo Stern tiene sus propias limitaciones, trata iones como cargas puntuales, asu-
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me que todas las interacciones significativas en la capa difusa son de tipo Coulomb
(transportadas por una corriente constante de 1 Ampere por segundo [As]) y asume
que la permitividad dieléctrica es constante en toda la doble capa principal motiva-
ciéon para girar esta investigacién y desarrollo matematico en incluir la permitividad
eléctrica en la formulacién de un nuevo modelo EM de Pl a partir de las ecuaciones de

Maxwell.

0d1d2

Figura 2. Representacion del modelo de doble capa en una interfase electrodo-solucién.(Tosaka 2008.
llustracién de la doble capa eléctrica. Recuperado de Commons 2018)
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pués de cortar la corriente donde el potencial no puede ser medido c) Circuito equivalente:
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2.2.1. Tipos de polarizacion

Dependiendo del contenido mineral, la composicién quimica y la salinidad, el fené-
meno de Pl en las rocas se produce por dos principales mecanismos de polarizacion:

mebrana y metdlica.

Polarizacion electrolitica o de membrana

Se presenta en cuerpos con poca o nula presencia de minerales conductores. Es de-
bida a granos cargados negativamente que se acumulan en las paredes de los poros
donde los cationes son repelidos y los aniones son atraidos formando una doble capa
superficial o membrana de iones de alrededor de 100 um de espesor. Lo anterior pro-
voca que el poro se estreche impidiendo el movimiento de los cationes a través del
fluido del poro (Dentith y Mudge, 2014), como consecuencia la corriente deja de fluir
y da como resultado una concentracién local de aniones en un lado del poro y una

deficiencia en el otro, es decir, hay una polarizacién eléctrica.

Generalmente, el efecto de Pl en este tipo de polarizacién es de menor intensidad.
Las arcillas y los minerales fibrosos tienen cargas superficiales particularmente fuer-
tes y son el elemento principal aunque no indispensable para producir este efecto. Lo
anterior produce gradientes de concentracidon que tardan en desaparecer cierto tiem-

po después de cortar la corriente y que originan por lo tanto una sobretensién residual.

Figura 4. Polarizacién Inducida debido a una mineral de arcilla (arriba) y/o mineral fibroso (abajo) con
carga negativa (Tomado de Dentith y Mudge 2014)
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Metalica, de grano o de electrodos

Tiene lugar en minerales muy conductores como sulfuros o minerales de éxido como
el manganeso. De hecho, los minerales diseminados presentan un fuerte efecto de Pl
gue se origina cuando los iones fluyen a través del fluido de los poros en respuesta
a un potencial aplicado formando una barrera (doble capa eléctrica) en la interfase
particula-electrolito. Para que la corriente fluya, los iones en un lado de la barrera
deben intercambiar electrones con el grano conductor, que a su vez intercambia elec-

trones con iones en el otro lado de la barrera.

El circuito eléctrico equivalente consiste en una combinacién de conduccion idnica y
electrénica e implica una reaccién quimica entre el mineral (formada por electrones o
protones) y el fluido de poro que es la solucién, formada por iones (aniones o cationes)
(Dentith y Mudge, 2014; Flores, 2017). El intercambio de electrones da como resultado
que el grano conductor se polarice, es decir, las cargas opuestas se acumulen en lados
opuestos del grano. Los iones de polaridad opuesta tenderan a concentrarse al lado del
limite de grano. Al cortar la corriente, los iones regresan lentamente a sus posiciones

de equilibrio.

Conduccion Conduccién Conduccion
|6nica Electronica |6nica
O—v © 4 ~ @

—®» © 4 _ —®
o @ + _ @® —®
—_— + —_—T _
— 2 o T+
- ® —®
o— o + _— -—®
+ Ry O
Direccion
de la
corriente

Figura 5. Esquema del fenémeno de sobretensién en un mineral metalico inmerso en un electrolito
(redibujadoo de Orellana 1991).
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2.3. Modelo Cole-Cole

La ecuacién o Modelo Cole-Cole (MCC), es un modelo matematico ampliamente uti-
lizado en el area de dieléctricos para describir un proceso de relajaciéon (capitulo3),
estd formulado en términos de permitividad eléctrica y se le atribuye a los hermanos
Kenneth Stewart Cole y Robert Hugh Cole (Wikipedia contributors, 2018) quienes lo
formularon alrededor de 1940 (Cole y Cole, 1941) para modelar muestras de tejido co-
mo un circuito eléctrico con propiedades resistivas-capacitivas y describir la dispersién

y absorcién en materiales dieléctricos (figura 6).

TR e

&

— £

Donde €p y € Son la permitividad eléctrica estatica y la frecuencia infinita respectiva-
mente, w es la frecuencia angular, T, es el tiempo de relajacién generalizado y a es un
parametro que puede variar entre 0 y 1. El MCC se representa en un circuito eléctrico
equivalente que consta de dos capacitores conectados en paralelo y una reactancia

en serie a uno de ellos

!

Figura 6. Circuito equivalente del Modelo Cole-Cole para permitividad dielectrica compleja (redibujado
de Cole y Cole 1941).

Resultado del trabajo de los hermanos Cole, Pelton et al. (1978) introduce a la geofisica
el MCC (2.2) en términos de una impedancia compleja redefiniendo algunos parame-
tros como la cargabilidad o polarizabilidad m y la Ro como la resistividad del medio en
CD y finalmente engloban el exponente 1—a en un nuevo parametro definido como la

dependencia de la frecuencia ¢, con el mismo rango de variacién de 0 a 1.
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1

El modelo introducido por Pelton, dio lugar al método conocido como Pl espectral o de
conductividad compleja (seccién 2.4.3). El modelo de Pelton, que él denominé Modelo
Cole-Cole, permite representar la respuesta que tendria una roca mineralizada con un

poro libre y uno con presencia de particulas metalicas como se detalla en la figura 6.

ROCA MINERALIZADA CIRCUITO EQUIVALENTE

Figura 7. a) Pequefia seccién de roca mineralizada con dos poros, uno bloqueado por un mineral me-
talico y otro libre b) Circuito equivalente en términos de una impedancia compleja (redibuja-
do de Pelton et al. 1978).

Tiempo después, Davydycheva et al. (2006) emple el modelo equivalente de Cole-Cole
en términos de conductividad y posteriormente, Tarasov y Titov (2007) demuestran
su equivalencia al propuesto por Pelton et al. (1978) tras una serie de pruebas de

laboratorio definiendo el siguiente MCC equivalente en términos de conductividad.

(1 mo ) 2.3)
or @) = 0\ L= T )@ |

Donde definidos la conductividad medida a frecuencia maxima, 0«; la conductividad
medida a muy baja frecuencia (frecuencia cero) ogg; el tiempo de relajacién T y el
exponente de la frecuencia c. El modelo equivalente (2.3) a diferencia del propuesto

por Pelton (2.2) es mucho mas facil de introducir en formulaciones matematicas.
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2.4. Modalidades de la Polarizacion Inducida

Dependiendo del objetivo de estudio, la técnica de Polarizacién Inducida se puede
realizar empleando fuentes galvanicas e inductivas. Esta Ultima permite su aplicacion
empleando fuentes aerotransportadas. Las mediciones en estos levantamientos gene-
ralmente se realizan en el dominio del tiempo. Estos levantamientos son mas Utiles
en etapas de prospeccién donde se cubren grandes areas de terreno donde es mas
importante identificar los objetivos que enfocarse en gran medida en su resolucién
espacial. Los objetivos que resultan de interes regularmente se verifican empleando

fuentes galvanicas o inductivas terrestres.

A continuacién se detallan brevemente estas modalidades.

Técnica de Polarizacion Indiucida

Fuentes Inductivas Fuentes Galvanicas

Tipo de fuente

Aéreos, Terrestres Sistemas de Terrestres y
y Marinos adquisicion Marinos
v \ 4
Estpectral en Dominio del
iempo y Dominio en tiempo, frecuencia
frecuencia que trabaja y espectral

Figura 8. Modalidades en las que se realiza técnica de PI
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2.4.1. Dominio del tiempo

La manera mas comun de observar el efecto de la Polarizacién Inducida es en el do-
minio del tiempo o TIP. Para realizarla se requiere de grandes voltajes para producir (si
los hay) efectos de Pl medibles, ademas de requerir equipo especializado como son los
electrodos impolarizables necesarios para detectar algunos pocos milivolts de la sefial

transitoria (Milsom, 2003)

En el dominio del tiempo se busca medir solo un parametro que da cuenta del efecto de
Pl. Este parametro es denominado cargabilidad o polarizabilidad (M), puede medirse
de dos formas distintas, siendo la mas empleada la integral normalizada (Slater y
Lesmes, 2002).

fttsf Vsdt 1

M= —
Vin At

(2.4)

Donde, Vs es un voltaje residual entre los electrodos MN integrado sobre una ventana
de tiempo definida entre el tiempo ts y tf una vez cortada la corriente de carga (Orella-
na, 1991, Slater y Lesmes, 2002), V, es el voltaje medido en un tiempo dado durante
la inyeccién de corriente y At es el largo de la ventana de integraciéon . Debido a que
es un método de corriente directa, se busca evitar los efectos de acoplamiento elec-
tromagnético evitando realizar mediciones en tiempos muy cortos después del corte
de corriente (Flores, 2017) asi como la polarizacion de los electrodos al invertir la co-
rriente entre sucesivos ciclos de encendido-apagado que rondan entre 1 y 4 segundos
(Diethelm y Freed, 2006).

Regularmente, la adquisicidon de datos de Pl en el dominio del tiempo se lleva a cabo
de la siguiente manera. Se enciende la corriente provocando un incremento inmediato
y abrupto del potencial, el cual se va incrementdndose de forma lenta hasta alcanzar
cierto valor estacionario. Este voltaje estacionario se conoce como voltaje primario Vp.
Este proceso de carga, es analogo al de un capacitor que estuviese enterrado en el

subsuelo.

Cuando la corriente de transmisidon se apaga, se origina un decaimiento brusco del
potencial, primario asi como del voltaje secundario Vs, el cual dependera de las pro-

piedades de polarizacién del terreno. Este proceso es similar a la descarga o relajacién



21

de un condensador. Esta Ultima medicién es el objetivo de la tecnica de PI, mientras

mas intenso los efectos de Pl en el subsuelo, mayor sera el tiempo de descarga del

voltaje secundario y viceversa.

a)

Secuencia de medicion

Voltaje
<~

G |
Corriente
0
IAB

Tretrasado Edquisicién

b)
VS 0
>
1S
)
>

=<7

Rentaneado

] o

T T Tiempo
retrasado * ! adquisicion| ventaneado

+T

T

off

< —
-T

on off

Decaimiento del voltaje secundario

T’ | Ven
#1

Ven
#2

Ven
#3

oy
T

Tiempo

Figura 9. Secuencia bésica para realizar una medicién de datos de TIP. a) La inyeccién de corriente
cesa hasta alcanzar el voltaje estacionario V. b) La medicién se realiza instantes después
de apagar la corriente de emisién, tras éste periodo de retraso inicial T’, se pueden medir

varias ventanas de voltajes secundarios o una sola empleando la ecuacién 2.4 (modificado
de Mao et al. 2016).
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2.4.2. Dominio de la frecuencia

En esta modalidad se espera observar un desfase entre la corriente inyectada y la
diferencia de potencial medido entre los electrodos M y N ademads de observar un
decremento de la resistividad aparente a medida que se incremente la frecuencia de
la corriente inyectada. La variacion de la resistividad con la frecuencia tiene lugar con
mayor intensidad para valores inferiores a los 103Hz, y es a esta variacién la que se

denomina como porcentaje del efecto de frecuencia (Orellana, 1991) definido como:

_ Pp(W1) — Pq(wo)
pa(wO)

EF X100. (2.5)

Donde p, y pp son la resistividad del medio medida a frecuencia w1 y wo (w1 > wo)
respectivamente, ademds del porcentaje del efecto de la frecuencia. Orellana (1991)
define un segundo parametro denominado factor metalico.

v =" Payon109 (2.6)

PaPp

De la Pl en el dominio de la frecuencia, es importante resaltar dos hechos: 1) La Pl en
el dominio del tiempo y la frecuencia no emplean directamente el MCC, en lugar de
ello empplean algunas formulaciones matematicas para calcular la cargabilidad em-
pleando principalmente esquemas de corriente directa. 2) El dominio de la frecuencia
brindd las primeras bases para desarrollar la Pl espectral, también llamada PI disper-

siva 0 método de conductividad compleja.

En la actualidad, ambos dominios de la Pl son ampliamente utilizados y es aun tema
de discusién acerca de cual de los dominios tiene mayor ventaja sobre el otro aunque
en la comunidad de Pl concuerdan que es mas eficiente la toma de datos en el dominio

del tiempo principalmente por la instrumentacion y portabilidad de estos.
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2.4.3. Espectral

La técnica de Polarizacién Inducida Espectral (SIP por sus siglas en ingles), también co-
nocida como técnica de conductividad o resistividad compleja es relativamente nueva
y utiliza la variacién de la conductividad en funcién de la frecuencia en un rango de
aplicacion, por lo general de 1072 a 102 Hz lo que permite determinar los pardmetros
espectrales y distribucidén espacial de estructuras geoldgicas. En general, podemos
definir que la SIP es una técnica para estudiar las caracteristicas en frecuencia y/o
tiempo de los efectos de PI. La base fisica de este método es el mismo que el de PI

pero con énfasis en las caracteristicas de frecuencia y tiempo (Luo y Zhang, 1997).

Es en esta técnica donde, a partir del trabajo de Pelton et al. (1978), se introduce a
la geofisica el modelo definido como Cole-Cole, el cual fue modificado y reescrito a
partir del trabajo de los hermanos Cole y Cole (1941). Apartir de esto, el fenédmeno
de polarizacién eléctrica en las rocas, pudo ser descrito en términos de los cuatro

parametros que conforman el modelo como se ha detallado en la Seccién 2.3

Una ventaja del método espectral, es la factibilidad de emplear fuentes inductivas, lo
que permite detectar la Pl en zonas de capa superficial muy resistiva o desde el aire
(Orellana, 1991).

A diferencia de la Pl en el dominio de la frecuencia donde se emite una corriente a muy
bajas frecuencias (de 0.1 a 3 Hz) y donde ademas se miden solo dos frecuencias, en la
SIP se inyecta una corriente alterna en un espectro de frecuencias que van desde los
0.01 Hz hasta alrededor de los 1000 Hz de forma continua (Dentith y Mudge, 2014).

En un sondeo tipico de SIP con fuentes galvanicas o inductivas, durante la inyeccién
de corriente la diferencia de potencial entre los electrodos MN para el caso galvanico
o el inducido en la bobina receptora para el método inductivo es medida junto con la
amplitud de la corriente inyectada o la amplitud del campo eléctrico inducido, tam-
bién requiere ser medida la fase entre la corriente y el voltaje medido. Son justamente
estos parametros, los indicativos de efectos de polarizacién, donde el desfase medido

entre corriente y voltaje dara cuenta de efecto de PI (figura 10)
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Figura 10. Curvas tipicas de la Polarizacién Inducida Espectral (SIP), a) Desfase de curvas. b) Ampli-
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Mao et al. 2016).

2.5. Polarizacion Inducida con fuentes inductivas
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En la modalidad inductiva de la técnica de Pl se emplean fuentes electromagnéticas

con bucles o bobinas coaxiales, coplanares o coaxiales-coplanares. La medicién se

realiza siguiendo el principio de induccion electromagnética (figura 11). Un transmisor

genera un campo magnético primario y un receptor que registra el campo magnético

secundario que se generara a partir de la corriente inducida en un cuerpo conductor

por el fendmeno de induccidn electromagnética.

Campo magnetico
primario (estatico)

Bobina |
| emisora 1]

N\ ——

Bobina
receptora

Conductor

Figura 11. Modelo de induccién electromagnética
Dentith y Mudge 2014).
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En la practica, la deteccién de cuerpos polarizables se suele llevar a cabo empleando
arreglos de bucles centrales coaxiales-coplanares o “In-loop ” (figura 12) pues poseen
la propiedad de que la inversién de signo que pudiera registrar se debe Unicamente
a efectos de Pl de los cuerpos que contengan particulas de conduccién electrénica.
En otras palabras, las amplitudes negativas en la componente vertical de la derivada
temporal del campo magnético medido (figura 13), son asociadas Unicamente a efec-
tos de Pl y no a factores geométricos como en el caso de la medicién fuera del bucle
transmisor (Dentith y Mudge, 2014).

Campo Magnético secundario
‘ t 7 (Respuesta calculada)

Campo Magnético primario
(calculado)

Yoo b2

T
&5, 00y T2 P2

st
&1, 00y Ooor T2’ Vs

Figura 12. Sistema de bucles coincidentes, coaxiales-coplanares (In-loop).
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Figura 13. La amplitud negativa en los datos TDEM es un indicativo del efecto de PI (tomado de
Dentith y Mudge 2014 y Flis et al. 1989).
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En general, el fendmeno de Polarizacién Inducida debido a la influencia de un campo
electromagnético se da la siguiente manera: (a) Antes de apagar el transmisor, los io-
nes en el medio se encuentran en equilibrio eléctrico con cualquier grano metalico y/o
carga negativa debido a la presencia de arcillas, en otras palabras, existe un perfecto
equilibrio. (b) Durante el apagado y durante un corto tiempo después del apagado, los
cationes se desplazan en la misma direccion que la corriente de vértice generando una
corriente de polarizacién positiva. (c) En cierto momento, los iones alcanzan un estado
de carga completa y la corriente de polarizacién se vuelve cero. (d) Tiempo después, la
corriente de vértice en decaimiento no logra mantener este estado de carga completa
y los iones viajan de regreso a su posicion original produciendo en ese instante, una

corriente de polarizacién negativa (Flis et al., 1989)
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Figura 14. Diagrama esquematico del movimiento de los iones en un volumen de roca pola-
rizable bajo la influencia de una bobina transmisora en un TDEM (redibujado de
Flis et al. 1989).
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2.5.1. Sistemas electromagnéticos aerotransportados

La adquisicién de datos de Pl empleando fuentes inductivas permite implementar los
sistemas electromagnéticos aerotransportados (AEM, por sus siglas en ingles), cuya
principal ventaja es cubrir grandes areas de terreno en poco tiempo, razén por la cual
son ampliamente utilizados en las etapas de prospecciéon. Hoy en dia la evolucién de
estos sistemas ha alcanzado su auge con las nuevas tecnologias de posicionamiento
y navegacion impulsando ampliamente su desarrollo con la limitante de disponer de

pocos algoritmos de modelado e inversién para el tratamiento de estos datos.

Figura 15. Sistema electromagnético versatil en el dominio del tiempo por sus siglas en inglés
VTEM (tomado de Geotech http://geotech.ca).

Los sistemas AEM, trabajan de la misma manera que lo hacen los sistemas terrestres
como la aeronave de la figura 15 que emplea un sistema de bucles in-loop, con la dife-
rencia de estar disefiados para incorporar en la medicién de los campo electromagné-
ticos la influencia de la capa de aire. Este tipo de equipos puede medir Unicamente la
derivada temporal de la componente vertical del campo magnético, algunos otros con
mayor potencia y penetracién como el sistema ZTEM, son capaces de medir ademds,

la componente horizontal del campo magnético.
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Debido a que en los arreglos in-loop se ha comprobado que los voltajes negativos son
asociados Unicamente a efectos de Pl (Lee, 1981), este tipo de arreglos ha tomado

gran auge en los sistemas AEM.

Por otro lado, existen otro tipo de sistemas AEM en donde el transmisor y receptor
se encuentran en diferente posicidn formando sistemas coplanares conocidos como

pajaro remolcado o towed bird.

Sikorsky S-76B
g W

e e e e [ +—GPS
A
T radar
altimeter
Y
40 m
primary field
secondary field
EM receiver
. I
r 3
laser altimeter
30-40 m

base station

conductor ¢

Figura 16. Esquema del sistema BGR, en donde el transmisor y receptor van dentro del
cilindro operando a frecuencia de entre 380 Hz y 130 KHz (tomado de BGR,
https://www.bgr.bund.de).
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Capitulo 3. Formulacidn tedrica del modelado 3D de Po-

larizacion Inducida

En este capitulo se detalla la formulacién matematica que se ha desarrollado para
plantear un modelo en el dominio del tiempo en términos de la permitividad eléctrica
absoluta €, cuyo termino se ha definido como funcién dieléctrica la cual, Maier (2007)

define como permitividad relativa €, que es adimensional.

3.1. Problema directo de la Polarizacion Inducida EM

El problema o modelado directo de la Polarizacién Inducida con fuentes inductivas, se
basa en predecir la respuesta que produciria un medio polarizable con propiedades
eléctricas dispersivas, a partir de la medicién de los campos electromagnéticos en

superficie.

En la SIP la conductividad dispersiva estd gobernada por cuatro parametros ademas
de la frecuencia y/o el tiempo que se conocen como parametros Cole-Cole (Subsecc.

2.3), los cuales describen completamente el fendmeno de polarizacién del medio.
/2=

Modelado =\
= (e

~———— —
f—— ——
\
— NN\,
x = Parametros del modelo de tierra f(x) = Respuesta del modelo

Figura 17. Esquema del proceso de modelado directo en el que a partir de un conjunto de
parametros se calcula la respuesta del modelo (modificado de www.geosci.xyz)

A diferencia de los sondeos de resistividad en CD en donde el voltaje medido entre
los electrodo de potencial MN decae a cero en cuento la inyeccién de corriente cesa,

en sondeos de Polarizacién Inducida esto no ocurre, pues al cesar la inyeccion de
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corriente, el voltaje medido no decae a cero inmediatamente, sino que lo hace de
forma casi exponencial, es decir, un poco mas lento. Esta respuesta de relajacién de

un medio perturbado es lo que se busca reproducir en el modelado de la PI.

: i
£ |
5 I
< I
I
123 ! 5 6 7 9 10
carga descarg T (min)

Figura 18. Variacién del potencial observado por efecto de la polarizacién (tomado de Admin 2007)

Por otro lado respecto a los sondeos TDEM, el indicador del efecto de PI (la respuesta a
reproducir en el modelado directo) es la amplitud negativa de la componente vertical
del campo magnético (figura 13). En los registros convencionales (figura 19b), los
voltajes negativos registrados son debido a un factor geométrico y no al efecto de
Pl, a diferencia con los arreglos tipo in-loop (coaxial-coplanar) (figura 19a) donde los
voltajes negativos son asociados Unicamente al efecto de Pl y no puede haber otra

manera de que ello suceda como lo demostré Lee (1981).

a)

Tx

b)

Tx

Figura 19. Secuencia de medicién para un sondeo transitorio electromagnético. a) El receptor se en-
cuentra coaxial-coplanar al transmisor. b) El receptor se lleva fuera del transmisor forman-
do un arreglo coplanar (tomado de Dentith y Mudge 2014)
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3.2. Planteamiento del modelo

Como hemos visto, plantear un modelo de Pl directamente en el dominio del tiempo
implica principalmente dos complicaciones. Primero: agregar el MCC a un esquema
numérico en diferencias finitas en el dominio del tiempo resulta en una formulacién
matematica complicada que no siempre se puede conseguir. Segundo, considerar la
conductividad dependiente de la frecuencia cuyo producto con el campo eléctrico de-
fine la densidad de corriente, implica una convolucién en el dominio del tiempo la que
regularmente es dificil de tratar pues requiere almacenar la historia de tiempo com-
pleta del medio o de los campos electromagnéticos lo que se traduce en un severo
esfuerzo computacional. En este capitulo se aborda la metodologia seguida para in-
cluir el MCC en las ecuaciones de Maxwell introduciendo la funcién dieléctrica como
término dispersivo que permite estimar, ademas de la conductividad, la permitividad

eléctrica absoluta del medio.

3.2.1. Funcidén Debye

La mayoria de los trabajos de Pl que se desarrollan en la modalidad espectral en el
dominio de la frecuencia emplean el MCC que como se explicado antes, es un modelo
empirico y el méas aceptado para reproducir el fendmeno de PI. Sin embargo, la expre-
sidn matematica que lo define analitcamente, no es tan facil de tratar en un desarrollo

matematico lo que se vuelve parte de la complejidad en el modelado de esta técnica.

Davydycheva et al. (2006) utilizé una forma alternativa del MCC aplicado a la busque-
da de hidrocarburos obteniendo buenos resultados. Tiempo después, Tarasov y Titov
(2007) mediante pruebas de laboratorio, determinan que el modelo propuesto por Pel-
ton (2.2) puede simplificarse a un modelo equivalente cuya expresién matematica es
mas simple y versatil de incorporar en un desarrollo matematico 2.3 coincidiendo con
el utilizado por Davydycheva. Asi pues, de 2.3 hacemos ¢ = 1 y factorizando el signo

en m obtenemos el modelo o Funcion Debye en el dominio de la frecuencia.
(00(r) — 0(r))

o(r,w)=0w + 1+ (@) (3.1)
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Es importante resaltar que la Funcién Debye es un caso particular del MCC obtenida
haciendo c=1. La Funcién Debye, que puede escribirse en terminos de permitividad o
conductividad, es el el modelo dieléctrico mas simple que existe y tiene la bondad que
en el dominio del tiempo, es una funcién exponencial y es ésta la principal caracteris-
tica que nos lleva a utilizar este modelo en nuestro desarrollo. Por lo tanto, tomando la
Transformada Inversa de Fourier de la expresidon anterior obtenemos la Funciéon Debye

en el dominio del tiempo.

O, t) = Ooo(F)8(1) + (90(r) ~ Oo(r)) e G@He (3.2)
T(r)

Del modelo de Pelton (2.2), Flores y Peralta-Ortega (2009) analizan la variacidon de
los parametros del modelo siendo la cargabilidad y/o polarizabilidad m la de mayor
variacion en amplitud y fase respecto a los otros parametros. Luego entonces, pode-
mos aproximar el comportamiento del MCC (2.3) a través de una suma ponderada de
funciones Debye (3.2) (Kunz y Luebbers, 1993; Siushansian y Lovetri, 1997; Kelley y
Luebbers, 2003; Kelley et al., 2007). De la siguiente forma:

Y,

1
= U — oo — — X 0O — OUx 3.3
ow)=o0 (o 00)1+(i . Ox+ (0g—0 )E 1+l o (3.3)

donde Fp es el numero total de funciones Debye, v, son las p-esimas ponderaciones
y Tp los p-esimos tiempos de relajacion. Finalmente, expresamos la Expansion de la

Funcién Debye en el dominio de la frecuencia como:

0(r, w) = Ocw(r) + (O0(r) — Oco(r )Zl+lw’r (3.4)
p

Tomando la transformada inversa de Fourier de la expresion en frecuencia, obtenemos

la expansion de la Funcion Debye en el dominio del tiempo:

Fp

Yp(r)
a(r, t) = 0e(r8(t) + (00(F) = Teo(r)) D,

e_(ﬁ)H(t) (3.5)
p=1 Tp(r)

La expresion 3.4 ofrece una forma de modelar la respuesta de materiales que no pue-

den ser descritos directamente por el modelo Debye mientras que la expresiéon 3.5
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permite agregar el MCC facilmente a un esquema de DFDT. Asi mismo, el esquema
es inherentemente estable si los parametros v, son todos positivos y los tiempos de

relajacién T, son todos calculados (Kelley et al., 2007).

3.2.2. Término dispersivo

La idea basica al comienzo del desarrollo matematico fue buscar un término disper-
sivo que diera cuenta del efecto de Pl al agregarlo a las ecuaciones de Maxwell. La
idea mas sencilla es emplear la conductividad dependiente de la frecuencia (Commer
et al., 2017) pero, considerando las limitaciones del modelo de doble capa (Sec 2.2)
en el que se asume constante la permitividad eléctrica absoluta. Se opto por analizar
el efecto de Pl desde el punto de vista de la permitividad la cual, evidentemente no
es constante debido a la concentracion desigual de iones al interior de las particulas
de sulfuros, arcillas, y en general, de los granos de roca. Por esta razén, el objetivo
principal fue modelar el efecto de Pl empleando la permitividad absoluta. Se tomo la
consideracién de que los campos pueden propagarse por medios de baja conducti-
vidad que pueden ser descritos por la permitividad la cual es compleja y cuya parte
imaginaria se relaciona con la conductividad del medio (?, p. 7). Esta relacién entre
conductividad y permitividad, se ha definido a través de un término denominado: fun-
cion dieléctrica (p. 9 Maier, 2007; Ward y Hohmann, 1988; Kunz y Luebbers, 1993)

que como se ha dicho antes, es una permitividad absoluta.

3.2.3. Descripcion atomica del fenomeno y el Modelo de Drude

Para la propuesta del término dispersivo recurrimos al estudio detallado del modelo
propuesto por Paul Drude en 1900 (Drude, 1900; Heaney, 2003) el cual explica como la
resistividad en los metales se relaciona con el movimiento de los electrones y conduce

a la Ley de Ohm (Serway, 2016, p. 129).

El modelo de Drude describe las propiedades del transporte de electrones en aque-

llos materiales que se comportan como metales. El modelo se basa en considerar un
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conductor como un arreglo rectangular de iones mas un conjunto de electrones libres
gue en ausencia de un campo eléctrico se mueven al azar a través del conductor.
El movimiento estd amortiguado por las colisiones con los iones que se determina a
partir de un factor y. Cuando es aplicado un campo eléctrico, los electrones libres se
arrastran lentamente en una direccién opuesta a la del campo eléctrico siendo estos

los responsables de la conductividad en un metal.

El movimiento del electrén, su amortiguamiento, el campo eléctrico externo y la ve-
locidad de su movimiento pueden describirse a partir de la ecuaciéon diferencial de

segundo orden de un sistema amortiguado resorte-masa.

d?x dx E (3.6)
m—s +my— =—e :
aez "MV gt

donde m es la masa del electrén, x su desplazamiento, y la frecuencia de las co-
lisiones, e la carga del electrén y E el campo eléctrico. Asumiendo un movimiento
arménico:

E(t) = Eget, (3.7)

y proponiendo como solucion a la ecuacion de segundo orden:
x(t) = xpe't (3.8)

Transformando a frecuencia la ecuacién diferencial y sustituyendo el movimiento ar-
monico y la solucién propuesta en la ecuacién diferencial, se obtiene el desplazamiento

inicial del electron:

e
Xo=——-——E 3.9
*T mw2—iwy) " 39

Por otro lado, la Polarizacién macroscépica del material esta dada por:
P(w) =—nex (3.10)

donde n es el nUmero de electrones, si se sustituye (3.9) en la polarizacién y se facto-

riza el signo del denominador se obtiene:
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P)=— " g (3.11)
(@)= oy — w?) '

Reconsiderando el vector de desplazamiento eléctrico

D(w) = g0E(w) + P(w) (3.12)

Factorizando la permitividad en el vacio y sustituyendo la polarizacién en la expresién

anterior, se llega a:

( 1 ne?
D(w)=¢g| E(w) + (—)—E(w) (3.13)

g0 ) m(iwy — w?)

Factorizando el campo eléctrico, se define la funcién dieléctrica:

[ rear=a)
Dw)=¢o| 1+ - E(w) (3.14)
meo(iwy — w?)

~
funcion dielectrica

Donde la expresién general de la funcién dieléctrica queda definida como:

ne?

gr(w)=1+ (3.15)

meow(iy — w)’

donde &, es la permitividad relativa adimensional. De acuerdo con Maier (2007), es
posible relacionar la funcién dieléctrica con la conductividad a través de la Ley Micros-
copica de Ohm. De esta forma se puede agregar la expansién del modelo Debye (la

conductividad) 3.4 a la funcién dieléctrica misma.

J(w) =—nev (3.16)
Donde la velocidad V¥ es la primera derivada de la distancia respecto al tiempo.
Jw) = —ne X (3.17)
=—ne— :
“ dt

Sustituyendo x por la solucién propuesta en 3.8 y a su vez, en 3.8 sustituimos la
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solucién 3.9 de la EDO de segundo orden, la derivada temporal del desplazamiento

del electrén (velocidad de arrastre) queda como:

d e
J(w)=—ne—

iwt
dt[m(wz—iwy)Eoe ] (3.18)

La soluciéon de la derivada nos lleva a la Ley de Ohm en términos de propiedades

microscoépicas.

ne? .
J(w) = ———Epe™! (3.19)
m(iw + 7y)
De donde:
E(w) = Ege@! (3.20)

Y la conductividad en frecuencia queda definida como:

ne?

o(w) (3.21)

T miw+7)

Si w =0, la conductividad en frecuencia se reduce a la conductividad a frecuencia cero
0 en corriente directa:

ne?

my
Para simplificar el procedimiento, reescribimos la conductividad dependiente de la fre-
cuencia en términos de la conductividad en CD, factorizando y del denominador en

3.21 obtenemos la siguiente expresién:

(o]

— e (3.23)
(1+ 7)

o(w) =

Donde el inverso de la frecuencia de las colisiones entre electrones e iones, es el

tiempo de relajacién: % = T y podemos reescribir o(w) como:

__ 9 (3.24)
o= T en -

Reconsiderando la expresién de la funcidn dieléctrica (3.15). Se factoriza la frecuencia
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de colisiéon y del denominador y se sustituye la conductividad en frecuencia cero para

llegar a:
(w)=1 ne’ (3.25)
€ =1+ :
re meowy(i— %)
0o
g(w=1+ Qs (3.26)
gow(i— =)
Y
Multiplicando y dividiendo por i la parte imaginaria y con % = T se tiene:
0o
er(w)=1+i (3.27)

gow(—1—iwT)

Finalmente, se factrizo el signo del denominador y se sustituyo la conductividad de-

pendiente de a frecuencia para obtener:

o(w)

EoW

grw)=1—1 (3.28)

Es importante resaltar el hecho de que la expresién anterior ya no es la misma que
en 3.14 pues a partir de la Ley de Ohm microscépica se relacionan las corrientes
de conduccién y desplazamiento por lo que sustituir 3.28 en 3.14 y sumar ésta a la

densidad de corriente J en la Ley de Ampere, llevaria a una redundancia matematica.

Por dltimo, multiplicamos y dividimos por i la parte imaginaria y multiplicamos 3.28

por g9 para expresar la funcién dieléctrica como una permitividad compleja.

o(r,w)

E(r,w)=¢€0 + (3.29)

3.2.4. Expresion general de la funcion dieléctrica

Ademas del desarrollo presentado en la seccién anterior en donde, a partir de para-

metros microscépicos se define la funcién dieléctrica, en este apartado, empleamos
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el concepto de corriente total en la Ley de Ampere y demostramos que el desarrollo

matematico anterior lleva a la misma expresién de la funcién dieléctrica.

Partiendo del hecho de que la onda EM se propaga por medios lineales, dispersivos
y con pérdidas, este Ultimo en el que la corriente de conduccién no es despreciable
(como en dieléctricos), entonces la densidad de corriente total J:ot que se induce en el

medio es:

Jiot =)c+t)g=0E+ iwe’E. (3.30)

La magnitud de la corriente de desplazamiento depende de la frecuencia del cam-
po eléctrico aplicado por lo que no existen corrientes de desplazamiento en campos

constantes. Factorizando 3.30 podemos escribir:

o o
jtot=—iwéE=iw£’(l+ )E=iw(£+—) E, (3.31)

iwe’ (w

si las mediciones de conductividad se realizan en un rango de frecuencias sobre me-

dios heterogéneos y tomando & como £y podemos rescribir 3.28 como:

R o(r, w)
Errw)=¢€0+ —; , (3.32)
W

dénde o(r, w) estad definido por 3.4. La expresion en 3.29 y 3.32 es la misma, obte-
nida por el Modelo de Drude y por la corriente total en las ecuaciones de Maxwell. Si

expresamos la permitividad absoluta que acabamos de obtener como:

(3.33)

. o(r,w)
s(r,w):so(1+ )

Eoi&)

la parte imaginaria del término entre parentesis representa las caracteristicas de pér-

dida del medio. Esta expresién es una permitividad relativa como en 3.28

Para calcular la expresién en tiempo de la funcién dieléctrica (3.29 o 3.32) empleamos
el teorema de la transformada de una integral e integramos la Expansion de la Funcién

Debye en el dominio del tiempo (3.4). Siguiendo a (Oneil, 2008) tenemos.
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Teorema 3.1 (Transformada de Fourier de una integral) Sea f continua a peda-
zos en todo intervalo [—L, L]. Suponiendo que f_°°oo If(t)|dt converge. Admita F(0) = 0.

Entonces

t 1
F1 [ J f(w)d'r] (w) = ZF(w) (3.34)

Demostracion. Sea g(t) = f_toof(tp)dr. Entonces g’(t) = f(t) para cualquier t en donde

f es continua, y g(t)—0 conforme t——o0. Mas aun:

tll;ngog(t)=f fY)dy=F(0)=0 (3.35)

Por lo tanto, aplicando el teorema de la transformada de una derivada a g obtenemos:

F(w) = Z[f(1)](w) = Z[g'()](w)
= w7 g(t)](w) (3.36)
t
= iwﬁU f(tlf)dw} (w)
Esto equivale a la conclusién a probar [ |

Aplicando .#~! a ambos lados de 3.32:

C1ra 1 _1[o(rw)
Fr[er )] () =7 [e] () +F T () (3.37)

Podemos despejar la integral de convolucién de la Ultima expresién en la demostracién
anterior, y obtener la expresidn necesaria para calcular la transformada inversa de la

funcidén dieléctrica
L [Flw t
F [_iw }(t)=f f() dy (3.38)

Empleando 3.38 al segundo término del lado derecho en 3.37 se obtiene la siguiente

expresion:
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t

FHEW)] () = &(t) = €06(t) + J o(r, ) dy (3.39)

—00

Donde o(y) es la Expansién de la Funcién Debye en el dominio del tiempo (3.5) eva-

luada en ¢

t Fp
1

5(9)dY + (00— 0c) D

t
£(r, t)=505(t)+ooof %f &% H(Y) dy (3.40)
p J—oo

Resolvemos las integrales empleando las propiedades de las funciones generalizadas
(James, 2013) obteniendo finalmente nuestro término dispersivo al que hemos definido

como la funcidn dieléctrica en el dominio del tiempo.

Fp ¢
E(r, t) = £06(t) + (ooo(r) + (00(F) = To(r) D ¥p(r) (1 - e‘ﬁ)) H(t) (3.41)
=1

p

3.3. Ecuacidon de Helmholtz para Pl en el dominio del tiempo

Con la propuesta del término dispersivo, describimos el procedimiento realizado para
establecer la ecuacién diferencial que modele el efecto de Pl en datos EM en el dominio

del tiempo. Partimos de las ecuaciones de Maxwell en el dominio de la frecuencia

v x [%B(r, w)— M(r, w)] = J(r, w), +iwD(r, w) + J£(r, w) (3.42)
0

¥ x E(r, w) = iwB(r, w). (3.43)

De 3.42 el término Jr es la corriente de la bobina transmisora y M es el momento
dipolar de la magnetizacién del medio. Podemos relacionar las propiedades del medio

y los campos vectoriales a través de las relaciones constitutivas:

D =¢(w,E, r,t,T,P)E, (3.44)
B =;~J(w, E,r,t, T,P)H, (3.45)
J=0(w,E,rtTP)E. (3.46)
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Donde los tensores €Uy gson la permitividad eléctrica, permeabilidad magnética y
conductividad eléctrica respectivamente todas dependientes de la frecuencia w, in-
tensidad del campo E o H, posicién r, tiempo t, temperatura T, y presiéon P. Cada uno
de estos tensores, en general, es complejo permitiendo que la fase de Hy B, D y E,

asi como de J y E sean diferentes (Ward y Hohmann, 1988).

Si despreciando la suposiciéon de que el medio es lineal, isétropo, homogéneo con
propiedades eléctricas independientes del tiempo pero con la presién y temperatura

constantes, simplificamos las relaciones anteriores y podemos escribirlas como:

D =[¢'(w)— ig”(w) | E = €E, (3.47)
J=[0'(w)—i0”(w)]E = o(r, w)E (3.48)

y
B = uoH (3.49)

donde o(r, w) esta descrita por la expansidon de la Funcién Debye 3.4.

Hasta que se indique lo contrario, simplificamos la notacién como:

B(r,w) =B,
M(r,w)=M,
Jorw)=),
D(r,w) =D,
E(r,w)=E

Para campos en la frecuencia usaremos la notacién convencional de mayusculas y

para campos en el tiempo, minudsculas.

En las tres secciones siguientes se detalla el desarrollo para obtener modelos que pre-
digan las respuesta de los campo electromagnéticos con efecto de PI. Las diversas
pruebas tedricas llevaron a explorar la posibilidad de un modelo heterogéneo y homo-
géneo para campo magnético y finalmente el de mayor posibilidad empleando campo

eléctrico en medios heterogéneos.



3.3.1. Empleando campo magnético en medios heterogéneos

Comenzamos sustituyendo 3.47 y 3.48 en 3.42 y despejando B para obtener:

V x B = po0(r, w)E + iwpogoE + o U + i)

Factorizando E y sumando los términos de fuente eléctrica y magnética:
V x B =po[o(r,w) + iweo] E + toey

Aplicando Vx a ambos lados de la ecuacién:

VxVxB=puyVx ([or,w)+ iweo] E) + 1oV x Jry

Empleando la identidad vectorial:

Vx (fA)=Vfx A+fVx A
A la expresién anterior y obtenemos:
¥V x ¥ x B =V (o(r,w) + iweo) x E+ o(o(r, w) + iweo)V x E+ 1oV x Jey
Simplificando:
V x Vx B =py[Vo(r, w) + Vieweg | x E + po(0(r, w) + iweo)(—iwB) + oV x Jry

La expresion se reduce a:

¥V x ¥ x B =u,Vo(r, w) x E—pug(o(r, w) + iweo)iwB + uyV x Jey

De 3.32 podemos despejar o(r, w) como:

o(r, w)

ewW)y=¢&9+ o(r, w) = iwe(w) — iwEp

42

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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Debido a que o(r, w) depende de la posicién consecuentemente &(w) también lo hard.

Sustituyendo o(r, w) en 3.56:
¥ x ¥ x B = pgV(iwe(r, w)— iweg) x E— g (iwe(r, w) — iweg + iweg)iwB + oV x Jgy (3.58)
Simplificando:

Vx ¥V xB=puyV(iwe(r, w) — iweg) x E— Ugiwe(r, w)iwB + 1oV x Jey (3.59)

El término iwep no depende de la posicién por lo tanto:

V x V x B = o [V(iwe(r, w)) — V(iweg) | x E— pgiwe(r, w)iwB + oV x Jey (3.60)

Obteniendo de esta forma el modelo difusivo para Polarizacion Inducida en el dominio

de la frecuencia:

<

x V x B = UpiwVe (r, w) x E— Ugiwe(r, w)iwB + 1oV x Jey (3.61)

Reordenando la expresién anterior y aplicando Transformada Inversa de Fourier .#~1:

UxVx.Z71[Bl+ug 7 Liwe(r, w)iwB] = uoV.Z ! Liwe(r, w)] x FE]1+ 1oV x Z 7 [Jey]
(3.62)

Se establece la ecuacidon de Helmholtz para campo magnetico con efecto de Pl en

medios heterogéneos.

og(r, t) ab(r,t)
*
ot ot

. - . (9€&(r, t) o
V x V x b(r, t)+u0( ) =u0V( )@e(r, t) + poV x jo(r, £)| (3.63)

ot

El simbolo @ indica las convoluciones (varias) que se generan al realizar el producto
cruz entre la velocidad de polarizaciéon y el campo eléctrico mientras que * indica la

convolucién (solo una) entre la velocidad de polarizacién y campo magnético.
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3.3.2. Empleando campo magnético en medios homogéneos

Suponiendo que el efecto de Pl se origine en medios homogéneos (o(r, w) = o(w)),

partimos de la Ley de Ampere:

V x B = y0(w)E + iwuoeoE + o Ur + ) (3.64)

Podemos reducir el procedimiento matematico de la Subseccién 3.3.1 si se factoriza E

de la expresidon anterior:

V x B =g [0(w) + iweo] E + poUr + Jum) (3.65)

Donde Jr vy Jy son los términos de corriente de la fuente y corriente de magnetizacién
respectivamente. Factorizando iw obtenemos la forma de la funcién dieléctrica (3.66)

y que escribimos en terminos de permitividad (3.67):

o , o(w)
V x Bzuolw ([50+ ?] E)+NOJFM (3.66)
vx B=lJolw[E((JJ)E] +NOJFM (3.67)

Tomando el rotacional en ambos lados de (3.67) y sustituyendo la Ley de Faraday

(3.43) tenemos:

<

x V x B = Upiwe(w)V x E+ 1oV x Jey (3.68)

<

x V x B =—Ugiwe(w)iwB + uyV x Jey (3.69)

Tomando su Transformada Inversa de Fourier, obtenemos la expresién para Pl em-

pleando campo magnético en medios homogéneos.

o o9g(t) ob(r,t) L
V x V x b(r, t)+u0( o * o ):uOVXme(r, t) (3.70)
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3.3.3. Modelo alternativo empleando campo eléctrico

Si partimos de la Ley de Faraday (3.43), podemos simplificar la complejidad de las
ecuaciones para campo magnético y ademas, considerar medios heterogéneos en el
desarrollo. Por lo tanto, tomamos el rotacional en ambos lados de la Ley de Faraday pa-
ra obtener 3.71, se sustituyé en la Ley de Ampere (3.50) llegando a 3.72 y se factorizé

el campo eléctrico para obtener 3.73.

¥V x V x E(r, w) = —iwV x B(r, w) (3.71)
= —iw [Hoo(r, W)E + iwgeoE + o Ur + Jm) ] (3.72)
= —iw g (o(r, w) + (WeO) E + Lo Uk + In) ] (3.73)

Siguiendo el desarrollo empleado en las expresiones de campo magnético para intro-

ducir la funcién dieléctrica (3.32), se factoriza iw como sigue:

- . o(r, w) )
VxVxE(rw)=—iw [Ho( - +eo)th+u0 (JF+jM)} (3.74)
iw
Donde el término (o(';—ww) + so) es la funcién dieléctrica &(r, w). Reescribiendo tenemos:
V x V x E(r, w) = —iw [ Lo&(r, w)IwE + g (Jr + Jm) ] (3.75)

Simplificando 3.75 se llega a la expresién final en la frecuencia:

V x V x E(r, w) = —polwe(r, w)IWE — Ugiw (Jr + Jy) (3.76)

Con la Transformada Inversa de Fourier, se define a la ecuacion de Helmholtz para

campo eléctrico con efecto de Pl en medios heterogéneos.

(3.77)

og(r, t) oe(r, t)) O (r, £)
* =—Ho——/——
ot ot ot

VxVxe(r,t)+u0(




46

3.4. Variables de Memoria

Trabajar con medios dispersivos en el dominio del tiempo involucra calcular costosas
convoluciones en términos computacionales pues implica almacenar la serie de tiem-
po completa del medio. En este caso, la velocidad de polarizaciéon que se refleja en

severos consumos en el tiempo de computo lo que hace poco factible esta labor.

Para evitar este problema, hemos empleado el concepto de variables de memoria las
cuales permiten convertir la integral de convolucién en un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) de primer orden en tiempo (Carcione et al., 1988 a,b).
El nUmero de variables de memoria dependera del total de mecanismo de relajacién
Fp, definiendo una variable de memoria por cada mecanismo (Funcién de Debye),

teniendo un total de p variables de memoria con 1 <p < Fp.

Las variables de memoria desarrolladas por Carcione et al. (1988a) para el tratamien-
to de la atenuacién en la propagacién de ondas sismicas en el dominio del tiempo
han sido empleadas por diversos autores con resultados satisfactorios (Carcione et al.,
1988a; Xu y McMechan, 1995; Moczo et al., 2007). Recientemente se han utilizado
para detectar el efecto de Polarizacién Inducida en la difusién de campos electro-
magnéticos transitorios (Commer et al., 2017). El método se basa en la mas simple
descripcion tedrica de la relajacién, esto es, una funcién exponencial que decae en el
tiempo. Por lo general, una variable de memoria, también llamada funcién aneléstica,

o variable interna (Moczo et al., 2014) presenta la siguiente forma:

t ']
ot = f fe (Fay (3.78)

Donde Z(t), es la variable de memoria definida por la integral de convolucién; ¢, es el
retraso en el tiempo propio de la convolucion; T, es el tiempo de relajacion del medio
perturbado y f(¢), es la funcidn evaluada en el retraso de tiempo ¢ (definicidon de la

convolucion).

La expresiéon 3.78 evita acumular la serie de tiempo completa del medio, pues la fun-
cién gue se evaluaba en el tiempo retrasado (t— ¢), se convierte en una funcién expo-

nencial causal ¢ 2 0, evaluada en ese punto.
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La transformacién de la integral de convolucién a una EDO se obtiene tomando la
derivada en tiempo de 3.78.

dg(t) d

t o
b _tJ f((p)e_(T)d(/; (3.79)

La reconstruccidon completa de la serie de tiempo del medio se realiza a partir del valor
de la velocidad de polarizacién en el tiempo pasado &(t— 1) y en el tiempo presente &(t)
siendo ambos valores conocidos y actualizables empleando un esquema de diferencias
finitas por lo que la historia de tiempo completa ya no es necesaria y la difusién de
los campos electromagnéticos con efecto de Pl puede simularse utilizando solo dos

niveles de tiempo.

3.4.1. Principio fisico

Las variables de memoria se basan en el fendmeno de relajacidn que usualmente se
asocia al proceso de restablecimiento al equilibrio de un sistema perturbado en un
lapso de tiempo. Cada proceso de relajaciéon esta caracterizado por un tiempo de rela-
jacion denominado T que representa el tiempo que toma un sistema perturbado para
regresar al equilibrio. La aplicabilidad de este método matematico esta restringida a si
el fenomeno en cuestiéon puede describirse a través de una funcién exponencial de la
forma e~t. Donde t, es la dependencia del tiempo del fendémeno mismo y e la funcién

exponencial.

En geofisica se utiliza el concepto de relajacién para describir el restablecimiento al
equilibrio de sistemas dinamicos. Por ejemplo, la atenuacion sismica se fundamenta
en un modelo analégico de un sistema resorte masa (figura 20) mientras que la Polari-
zacion Inducida se describe como un circuito resistencia-capacitor (figura 21), ambos
se consideran como mecanismos de relajacién lineal para cada fendmeno respectiva-

mente.

Todo mecanismo de relajaciéon esta descrito por un modelo mecanistico, el cual a su
vez esta representado por un modelo matematico que describe la relajacién emplean-

do al menos una funcién exponencial. El caso de un modelo de relajacién mecdénico
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describe el desplazamiento amortiguado en funcién del tiempo. Matematicamente se

expresa comao:

x(t) =Ae_(§)cos(c1t—cz). (3.80)

Figura 20. El sistema resorte-masa-amortiguador es la representacién teérica mas simple de un proce-
so de relajacién mecéanico (modificado de Kreyszig 2011)

Por otro lado, un modelo de relajacién eléctrica describe el proceso de descarga de un

capacitor en funcién del tiempo y puede expresarse como:

i(t) =Ipe 7 (3.81)

T
i
__+ “1
0
_r')_ +q —¢ Ig.ff
a b | c
= C a RC

(t)

Figura 21. Circuito eléctrico resistencia-capacitor y curva de relajacién caracteristica son ejemplo del
mecanismo de relajacién mas simple para procesos eléctricos (tomado de Serway 2016)
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3.4.2. Modelos de relajacion en geofisica

En la mayoria de los casos, los modelos mecanisticos mas simples no describen en su
totalidad los complejos fendmenos que se producen en el subsuelo por lo que deben
modificarse agregando partes mecdnicas al modelo fisico lo que se refleja en com-
plejas expresiones matematicas, tal es el caso del fendmeno de atenuaciéon que se
produce en la propagacién de ondas sismicas, en el que numerosos autores (Day y
Minster, 1984; Carcione et al., 1988a; Carcione, 1990, 1993; Xu y McMechan, 1995;
Moczo y Kristek, 2005) han utilizado modelos reoldgicos para describirla los cuales se
basan en la descripcién tedrica mas simple de un proceso de relajacion mecanica (fi-

gura 20).

GZB

y ZB | F
s ZB2 —
A —® 0, £
A !
1 :
4 :

\_{ ZBn }_‘

— ZB/ b

means
an I-th classical Zener body
in either of two equivalant models:

H-p-M
VW

.| M, L.

—WN—T—

aM I ik

H-5-KV

WWH M
M, :lj

Figura 22. Modelo reolégico Cuerpo Zener Generalizado (GZB) utilizado para describir los procesos de
atenuacién en la propagacién de ondas sismicas conformado por [— esimos Cuerpos Zenner
(ZB) H-p-M consiste en un elemento de Hook conectado en paralelo con un cuerpo de Max-
well (tomado de Moczo et al. 2007)



50

La expresién matematica del modelo en la figura anterior se define a través del modulo
de rigidez dependiente de la frecuencia M(w), y dos [— simos tiempos de relajacion.

Uno para el esfuerzo aplicado o y otro para la deformacién ¢, aplicada en el medio.

n 1+ iwT
M(w) =Y Mpi———— (3.82)
= 1+ wTy,
ny Mu

T =——— 3.83
el 5Ml MR[ ( )
To =5’7W[ (3.84)

[

Respecto a la exploracién geoeléctrica, es ampliamente utilizado el MCC para descri-
bir la relajacién de un suelo polarizado, en términos de una impedancia imaginaria

denominada reactancia Z =R + iX.

— AN

R,

Figura 23. El circuito equivalente del Modelo Cole-Cole es el mecanismo de relajacién que explica el
reestablecimiento al equilibrio de un suelo polarizado (redibujado de Pelton et al. 1978)

Del cual, el tiempo de relajaciéon esta dado por:
1
Ro\¢
T=X(—) (3.85)
m

Recalcamos que ambos modelos estan planteados en el dominio de la frecuencia prin-
cipal razén por la que los trabajos de modelado se desarrollan en ese dominio pues
obtener expresiones en tiempo de 2.2 o de 3.82 representra un reto en el desarrollo

matematico y solucién numérica.
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3.4.3. Velocidad de Polarizacion

Para definir nuestra variable de memoria, requerimos calcular la derivada temporal
de la funcion dieléctrica en el dominio del tiempo. Por lo tanto, tomamos la derivada

temporal en ambos lados de 3.41:

20 _ 2 | 50+ |01+ G0l — i) S m(1-e77) e | (3.86)
=—| & Ox o —0O0x - o .
S = 5| £05(0) ")+ (00(0) = () 2, Yl ©

donde H(t) es la funcién escalon unitario. Con la derivada de un producto obtenemos
la expresién 3.87 que hemos definido como Velocidad de Polarizacion, mecanismo

de relajacion lineal de la PI.

o&(r, t)
ot

, o (_t_ Ht) _
=£g00(t) + aoo(r)é(t)+(oo(r)—aoo(r))Zyp(r) [5(t)(1—e (Tp(r)))_ ( )e (Tp(r))]

p=1 Tp(r)

(3.87)

La expresiéon anterior, y la necesidad de expresar el fenémeno como una funcién ex-
ponencial (un capacitor que se carga y descarga definido por la Funcion Debye) fueron
elementos suficientes para que durante el desarrollo matematico de 3.77 en el dominio
de la frecuencia, decidieramos expresarla como un producto de derivadas temporales

de primer orden (3.76) en lugar de obtener una derivada de orden superior.

3.4.4. Transformacion de la convolucion en una EDO

En esta subseccién detallamos el procedimiento que empleamos para resolver analiti-
camente la integral de convolucién entre velocidad de polarizacién (3.87) y la derivada

temporal del campo eléctrico que se define como:

_ ) oe(r,t) 9&(r,t) X 1roe(r ¢) [ &(r, t—y¢)
e(r, t) x &(r, t) = o * o —f_w[( ) )( " )]d(ll (3.88)

El resultado obtenido es una expresién en términos de derivadas temporales de campo
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eléctrico, pardmetros de la Funciéon de Debye y una variable de memoria definida como

la integral entre la derivada temporal del campo eléctrico y la funcién exponencial.

Comenzamos sustituyendo 3.87 en 3.88 y asumimos que ambas sefiales son causales
(no hay induccién electromagnética antes de que la bobina transmisora se apague)

por lo tanto, podemos reescribir la integral de convolucién como:

oe(r,t) 9&(rt) t ae(r, w)(dé(t—w)) J
E 3 =
ot ot J_oo oy dt

t ) :
+ Owlr) J e;; D sce—u) du

9 -
+ (G0(F) = Oolr )Z[ f )5(t—¢)d¢ J e(r D (5)ste - pyaw

d , (=
- (00(r>—om<r))Z Yol [ 22X w)e (Gohe-ndy  (3.89)
p=1 TP(r)

Del tercer término del lado derecho vemos que, al aplicar la propiedad de integracién
de la funcién delta: f_toof(t)é(t— a)dt = f(a) y recordando que €% = 1, el término se

reduce a una resta de derivadas de campo eléctrico que resulta ser igual a cero.

oe(r,t) d&(r,t) t de(r, w)(dé(t—tp)) J
E 3 =
ot ot f_m BY dt

t
0 )
+ om<r>J e;;w)é(t_ v) dy

t e(r
L5

FD )
- (UO(r)_Uoo(r))Z J e(r 2 _(W)H(t—w)dw (3.90)

i)
w08t — y)dy

Que se reduce a:

oe(r,t) d&(r, t) f oe(r, ) (dé(t— w))
* = dy
ot ot e O dt

t
0 )
+ ooo(r)J egﬂ D sce—v) dy

FD )
—(Uo(r)—Uoo(r))Z J e(r DelGone—nay  .o1)

1 Tp(r)
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Para resolver las integrales en 3.91 empleamos las propiedades de las funciones ge-

neralizadas (James, 2013) y obtenemos:

a2e(r, t) se(r, t)
T‘FU (r) o5t —(00(r)—0w(r )Z

e(r,t)*&(r,t) =¢g

ool\r

f 6e(r ¥) _;;m)dw

(3.92)

La expresién anterior representa el resultado analitico de la convolucién que queda
escrita en términos de derivadas temporales de campo eléctrico, parametros de la
expansion de la Funciéon Debye y una integral de convolucién que sustituiremos por

una variable de memoria.

Podemos simplificar la integral en 3.92 para definir la variable de memoria en términos
del campo eléctrico y no de su derivada, el producto de una funcién algebraica y una
exponencial permite resolver la integral por partes como sigue:

t — 1
o J e(r, w)e_(T‘w”) (—) dy

t

t t—y —
J oe(r, y) _(W)dw e(r, v)e (&%)

—oo oy - —o0 Tp(r)
u=e Twn dv= ae;:-p, 2
_tv (1 (3.93)
du=e ™»® ( )dlﬂ v=e(ry)
Tp(r)
Simplificando:
LD (i) " e e (i)
J 0 )dy = e(r, t)— J e(r,p)e \»M)dy (3.94)
—o OY Tp(r) J_w
Con el resultado de la integracién por partes, reescribimos 3.92 como sigue:
_ _ o2e(r, t) oe(r, t)
e(r, t) * &(r, t)=EOT+Uoo(r ot
Eo vy, (r) 1t =
— (00(N = 0(r) Yo ( e(r, t)— —f e(r,y)e (TP(”)dw) (3.95)
p=1 Tp(r) Tp J-oo

De donde se definen la variable de memoria como:
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t=y¢

t
Xp(r, 1) =f e(r, w)e_(ﬁ)dw (3.96)

—00

Reescribiendo 3.95 obtenemos la expresidon general de la convolucidn entre la veloci-

dad de polarizacién y la derivada temporal del campo eléctrico:

, _ a%e(r, t) de(r, t) Ly, (r) Xp(r.t)
é(r,t) * &(r,t) = g9 e + Ool(r Pyma (oo(r)— Uoo(r))pZ:; e (e(r, t)— e ) .
(3.97)

Siguiendo a Carcione et al. (1988a,b) y Moczo et al. (2007), la solucién de la variable

de memoria (3.96) se encuentra calculando su derivada temporal:

dxp(r,t) d t ~(&8)
T = a |:J_oo e(r, y)e p dw . (3.98)

Evaluamos 3.98 empleando la regla de integracién de Leibniz (Commer et al., 2017):

d [b® b af(t, ¢)
— t, Y)dy =
at Jucty f(t, ¢)dy o n

d t,b ab t,a(t da 3.99
b+ 118 B0 —F(E alt) (3.99)

El resultado de 3.99 nos permite definir la ecuacién de primer orden de la variable de

memoria en tiempo:

Xp(r, 1)
Tp(r) |

Xp(r, t) =e(r, t)— (3.100)

Las ecuaciones 3.96, 3.97 y 3.100 describen completamente la respuesta de polariza-

cion del medio (Carcione et al., 1988a).
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Capitulo 4. Expansion de la Funcion Debye

En este capitulo seguimos la metodologia desarrollada por Kelley y Luebbers (2003)
para realizar la expansion de la Funcién Debye con la finalidad de aproximar el Modelo
Cole-Cole (MCC) y estimar los paradmetros de ponderacién 7y, necesarios para obtener
la respuesta de las ecuaciones planteadas en tiempo 3.41 y 3.87 y agregar el efecto

de Pl a los campo electromagnéticos en 3.77.

4.1. Aproximacion al Modelo Cole-Cole

El objetivo de emplear la expansiéon de la funcién de Debye, radica en el hecho de que
el modelo de conductividad empleado en el desarrollo matematico de 3.15y 3.77 es
la Funcion Debye (3.1) pues como se ha explicado, es mas sencillo su implementacién
en el dominio del tiempo que la del MCC con la limitante de que es un caso particular
de éste Ultimo cuando ¢ = 1. Para solucionar esta limitante empleamos una suma
ponderada de funciones Debye lo que involucra un problema inverso combinado. Por
un lado, la parte lineal (el calculo de las ponderaciones) se emplea un esquema simple
de minimos cuadrados. Por el otro, la parte no lineal (las frecuencias de relajacién)
se utiliza un esquema de optimizacion. Esta combinacién de métodos de inversion,
aseqgura precisién y estabilidad en un esquema numérico de diferencias finitas ademas

de requerir pocos términos en la sumatoria de 3.4.

Hacemos notar que el desarrollo siguiente es Unicamente para calcular las pondera-
ciones pues al requerir esquemas de inversidn robustos en la parte no lineal, queda

fuera de los alcances de esta tesis.

4.1.1. Esquema de inversion por minimos cuadrados

La metodologia consiste en aproximar la parte real e imaginaria del MCC (2.3) em-
pleando la parte real e imaginaria de la funcién Debye (3.1), a través de una suma

ponderada de funciones lineales dichas ponderaciones en principio son desconocidas
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y se calculan al resolver un sistema de ecuaciones lineales. A manera de simplificacién,
escribimos la conductividad o(r, w) como o(w) aunque esta sigua teniendo dependen-
cia de la posicién hasta que se indique lo contrario. Siguiendo a Kelley et al. (2007), el
inverso del tiempo de relajacidn es la frecuencia de relajacién, 7, = wi, y reescribimos

3.4 como sigue:

Grp(@) = 0o + (Go—Ooo)Z (4.1)

p=1 wrp

donde Grp es la conductividad compleja de la Funcién Debye. La expresién 4.1 tiene

la forma de:

Orp(w) =0 —0*(w) (4.2)

donde ¢’ es la parte real y o* es la parte compleja definida como:

0*(w) = (oo—am)z Y (4.3)
p

Se requiere expresar 4.3 en parte real 0’(w) y parte imaginaria io’”/(w) por lo que mul-

tiplicamos y dividimos 4.3 por su complejo conjugado como sigue:

1—i-2
Wrp
0" (w) =(00— 0w , 4.4
*(w) = (00 )Z1+[ s (4.4)
p
simplificando obtenemos la parte real e imaginaria de o*:
w
o (w)—(ao—ooo)zl+ —(oo—ooo)z —ipr2 . (4.5)
1+ (Mi) 1+(2)
4] 159]
Sustituyendo 4.5 en 4.1 tenemos:
Fo Y w
OFp(W) = Oco + (00— Ow) . P — iy , (4.6)

_— —2
i) )
] o
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reordenando los términos obtenemos la forma explicita de la expansién de la Funcién

Debye en parte real 0’ e imaginaria o”:

Fp Re Fp ww
GrD(@) = 0o + (00— 0c0) D, ———5— [ (G0 —0w) D, V' ——"—5 | (4.7)
=1 W =1 w
’ 1+(wfp) ’ 1+(“’fp)
P p2
Igualamos 4.7 con el lado derecho del MCC (2.3):
Fp Re Fp w
m Y wr
O 1——,)z O+ (00— 00) Y —P—— — i (00— 0w) » Y/M—2
( 1+ (iwT)° ;1_‘_(@ 2 ;pl_'_(w)Z
" "B

La metodologia indica que el MCC debe muestrearse en un rango de frecuencias de
interés en la parte real e imaginaria definidos por U::c y oé’c respectivamente. Iguala-
mos cada una a su correspondiente en 4.8 establecianedo un sistema de ecuaciones
sobredeterminado (Kelley y Luebbers, 2003; Kelley et al., 2007).

En la parte real
yRe

F
ogczom+(oo—om)i%, (4.9)
Hae(z)

y la parte imaginaria:

Fp

" s (0g— Im___%p

0%~ (00— 0w) D, VA" —3 (4.10)
()

Las ecuaciones 4.9 y 4.10 representan las funciones objetivo a minimizar.

Cada muestra del MCC en su parte real o’ e imaginaria ¢’ se divide por un factor
(00— 0x) Yy se establece igual a una suma ponderada de su correspondiente parte real

e imaginaria de la expansién de la Funcién Debye (4.7).

Reordenando 4.9 y 4.10 obtenemos las siguientes ecuaciones matriciales.
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En parte real:

F, .
D 1 re oéc(wl)—ooo 411
> 5 | = oo (4.11)
p=1 1 + (‘j)l ) 0 oo
p
y parte imaginaria:
F L ,
p=1\ 1 (w,' )2 P (00_000)’ l
o,
que tienen la forma:
Dy =c. (4.13)

Las dimensiones de las matrices D son de [Nf x Fp] elementos donde N¢ el numero
de frecuencias muestreadas y Fp el nimero de Funciones Debye. El vector ¢ contiene

[Nf x 1] elementos pudiendo expresar 4.13 como:

D11 D12 ... Dlp Y1 C1
D21 D22 ... D2p : :

_ _ _ = (4.14)
Dil1 Di2 ... Dip Yi Ci

Los sistemas de ecuaciones 4.11 4.12, se resuelven empleando un estimador de mini-
mo cuadrado estandar:
y=(D"D)"'DTe. (4.15)

Las ponderaciones obtenidas empleando 4.15 se sustituyen en las funciones objeti-
vo ajustando la parte real e imaginaria del MCC de lo contrario, pudiendo iniciar un

proceso iterativo hasta alcanzar un buen ajuste.

Verificado el ajuste, empleamos las matrices D y vectores ¢ reales e imaginarios para

definir una nueva matriz y vector total de la forma:
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pim
ip
Dtot = . (4.16)
DRe
ip
y
cim
]
Ctot = . (4.17)
cRe
[}

Para estimar las ponderaciones totales y;‘)t, usamos nuevamente 4.15 y el resulta-
do se sustituye en 3.5, 3.41 y 3.87 para obtener la respuesta en tiempo del modelo

dieléctrico que hemos propuesto.

4.2. Estimacion del numero de funciones Debye

Comenzamos remarcando el hecho de que si p = 1 en la sumatoria de la expansion
3.4 esto no es equivalente al MCC cuando ¢ = 1 pues el ajuste no depende por si solo
del nimero de Funciones Debye (Fp) empleadas sino de calcular adecuadamente v,

wr, Y aun mas importante, la calidad del muestreo. La figura 24 ejemplifica este caso.

Fp=1
T

—— Re: MCC S

—=o— Im: MCC N
— — ReEFD
= = Im:EFD

10-4 I I L
10° 10’ 10
Frecuencia [Hz]

Figura 24. Comportamiento del MCC con c=1, y de la EFD con p = 1. No son equivalentes.
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4.2.1. Bondad del ajuste y analisis de residuales

Para verificar la bondad en el ajuste y determinar el nimero minimo de funciones

Debye para un buen ajuste comenzamos proponiendo un MCC de referencia con una

CToo—Go
O

analizamos el comportamiento de los residuales (figura 26) en cada aproximacion.

cargabilidad m = = 0.2. Empleamos 3.4 conp =1, 2, 3,...Fpcon Fp =10y

Empleando 1 Funcion Debye Empleando 2 Funciones Debye Empleando 4 Funciones Debye

10° 10° 10°
107" 107" 107"
102 1072 102
3 -3 -3
o 10 o 10 o 10
S S S
[] [] []
1074 1074 1074
105 105 10
10° 106 ¢ 4 106
107 ' ' 107 ' ' 107 ' '
102 10° 102 104 102 10° 102 104 102 10° 102 104
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)
—>— Re: MCC —9— Im: MCC == == Re: EFD == == Im: EFD
100 Empleando 6 Funciones Debye 100 Empleando 8 Funciones Debye 100 Empleando 10 Funciones Debye
107 ¢ E 107 ¢ E 107" F
1072 ¢ 102 102
1078 1073 1078
o o o
S S S
[WJ 104 [m}10_4 [7n]10_4
105 105 10
106 106 106
107 ' ' 107 ' : 107 : '
102 10° 102 104 102 10° 102 104 102 10° 102 104
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)

Figura 25. Esquema del ajuste del Modelo Cole-Cole (MCC) empleado 10 términos (Fp = 10) en la ex-
pansién de la Funcion Debye (EFD). Modelo Cole-Cole de referencia: 00 =0.100, 0o =0.125, T=1y c=
0.75.

Recalcamos el hecho que cuando p = 1, la expansién de la Funcién Debye (3.4) o en

su versién explicita como parte real e imaginaria (4.7) no representa estrictamente
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el comportamiento de un capacitor, mas bien se presenta como una sefal capacitiva
ponderada que se va pareciendo cada vez mas a la sefal original conforme se va

aumentamos el niumero de Funciones Debye.

Parte real Parte imaginaria
10 T 10 T
I
50 N 8 51 8
’ I
% | \ Fp=2 o |1 1
o A} — i 0
-
I - !
5% v - spl -
\ s !
’ 1
10 N L P L L 10 1 L L L
1071 10° 10" 102 10° 107! 10° 10° 102 10°
Frequency (Hz) Frecuencia (Hz)
10 10 T
-~
\ ]
5 ] 51 { R ' ]
% ol PESIEN Fp=1 %0| ! . ,
r S = ~ -—— I J 4
-
N - v \ 1
51 7 ° v 7
v
10 ‘ ‘ ‘ 1ol V] ‘ ‘
1071 10° 10" 102 10° 107! 10° 10! 102 10°
Frequency (Hz) Frecuencia (Hz)
10 10
1
5 1 5 / B
% L Fp=6 % A - - /
O oo - ~ 7
-
5 8 5 8
10 . . . 10 . . .
1071 10° 10" 102 10° 107! 10° 10° 102 10°
Frequency (Hz) Frecuencia (Hz)
10 10 —7
4
51 8 5F 8
Fp =8 ’
D/Q D O/Q — I
0 0 ~ -
5 8 5 8
10 . . . 10 . . .
1071 100 10" 102 10° 107! 10° 10° 102 10°
Frequency (Hz) Frecuencia (Hz)
10 10
/4
51 8 5F 8
14
%, Fp=10 o . il ,
-~
5 8 5 8
10 . . . 10 . . .
1071 10° 10" 102 10° 107! 10° 10° 102 10°
Frequency (Hz) Frecuencia (Hz)

Figura 26. Residuales de los ajustes al MCC empleando 2, 4, 6, 8 y 10 funciones Debye (Fp = 10)
respectivamente en parte real (curva roja) e imaginaria (curva azul).

Los resultados del ajuste anterior, se deben en gran medida a que el valor utilizado
para el parametro c en el MCC (c= 0.75) esta muy cerca de su valor maximo (c= 1),
lo gue mejora en gran medida el ajuste, por lo que esperariamos encontrar un empo-
brecimiento en el ajuste a medida que decrece el pardmetro c. Un comportamiento
similar en el exponente de la frecuencia lo reporto Marchant et al. (2014) y después

Commer et al. (2017) empleando este mismo método de aproximacién.
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4.3. Validacion del método

Hemos determinado que para obtener un ajuste suficientemente bueno en la apro-
ximacién del MCC (2.3) empleando la expansiéon de la Funcién Debye (3.4) o0 4.7 se
requiere al menos de ocho a diez términos en la sumatoria (y = 8,9 o 10), sin em-
bargo, los residuales imaginarios en altas frecuencias indican un error en el ajuste

superior al 5%. Este problema puede ser debido a varios factores:

La calidad en el muestreo del MCC (al menos 4 muestras por decada)

La sensibilidad de la expansién ante los pardmetros Cole-Cole

El muestreo de las frecuencias de relajacion

La falta de iteraciones en el calculo de las ponderaciones, etc.

En la siguiente subseccién realizamos dos pruebas, la primera en relacién con la sen-
sibilidad de la expansién ante la variaciéon de los parametros Cole-Cole y la segunda

relacionada con el muestreo en las frecuencias de relajacion (wr,).

4.3.1. Prueba de Sensibilidad

Este ejercicio consistié en variar los parametros Cole-Cole asignando diferentes va-
lores para cada uno y analizar como dependiendo del valor que tome cada parame-
tro (09, m, T y c) afecta el ajuste de la expansién (3.4) al MCC. Para esto, emplea-

mos un nuevo MCC de referencia con los siguientes pardmetros oo = 0.005 [i]

m
Ox = 0.01 [%] T=0.1syc=0.8, seqguido de esto mantenemos constantes tres
de los cuatro parametros y variamos uno por uno para determinar la sensibilidad del

ajuste a cada uno de ellos.

Notese que aunque el modelo de referencia emplea la conductividad a frecuencia

maxima 0« podemos calcular la cargabilidad como m = “‘;—;"0 = 0.5 (Seigel, 1959).
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Variando o9
Empleando 10 Funciones Debye
a) 10° ; e et dasaaasans
—>— Re:MCC
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o o /
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Figura 27. Sensibilidad de la expansién variando la conductividad a frecuencia cero og. Arriba, el ajus-
te al Modelo Cole-Cole empleando la expansién de la Funcién Debye (EFD) con 10 términos. Abajo, los

residuales reales e imaginarios de cada ajuste
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Variando m:
1 Empleando 10 Funciones Debye
10 T T T
108 | . .
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o, o,
% 4 % o |
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Frequency (Hz)
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Figura 28. Sensibilidad de la expansién variando la cargabilidad m. Arriba, el ajuste al Modelo Cole-
Cole (MCC) empleando la expansién de la Funcién Debye (EFD) con 10 términos. Abajo, los

residuales reales e imaginarios de cada ajuste.

La variacién en la conductividad a frecuencia cero (figura 27) y la cargabilidad (figura

28) del medio, no influyen en lo absoluto en el desajuste de la expansién, Unicamente

incrementan la magnitud de la parte real e imaginaria.
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Variando T:
Empleando 10 Funciones Debye
102 e S e == = o g e =
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Figura 29. Sensibilidad de la expansién variando la constante de tiempo T. Arriba, el ajuste al Modelo
Cole-Cole (MCC) empleando la expansién de la Funcién Debye (EFD) con 10 términos. Aba-
jo, los residuales reales e imaginarios de cada ajuste.

Por el contrario, con la constante de tiempo que influye ligeramente en la parte real e
igualmente con pequenas fluctuaciones en la parte imaginaria del ajuste Unicamente

para valores por debajo de 10~3
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Variando c:
—>— Re: MCC
7 4 —e— Im: MCC
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Figura 30. Sensibilidad de la expansién variando el exponente de la frecuencia c. Arriba, el ajuste al

Modelo Cole-Cole (MCC) empleando la expansién de la Funcién Debye (EFD) con 10 térmi-
nos. Abajo, los residuales reales e imaginarios de cada ajuste.

Notamos que el pardmetro que mas contribuye en el desajuste de la aproximacién es

el exponente de la frecuencia para valores de 0.2 y menores. Este desajuste puede

mejorarse afinando el muestreo de las frecuencias de relajacion (wr,).



67

4.3.2. Relacion del muestreo con la eficiencia del ajuste

De acuerdo a Kelley y Luebbers (1996), la metodologia en la expansién de la Funcién
Debye depende en gran medida en la calidad del muestreo tanto del MCC como de las

frecuencias de relajacion.

De las pruebas realizadas hemos determinado que las p-ésimas frecuencias de rela-
jacion (wr,) que se encuentren dentro del rango de las frecuencias muestreadas (w;),
mejoran el ajuste para valores pequefios de Ty ¢ (menor a 0.1 y 3 respectivamente).
Por el contrario, si las frecuencias de relajacién cubren el rango de las frecuencias de
muestreo entonces el ajuste del MCC para Ty ¢ grandes se mejora considerablemente

como se detalla en la figura 31.

Wi > W, w; < wy,
" " WWL»»»»"
o o
S S
5] . [£]
10° [ 1 102 | |
P ’W
~
N
10,4 L I I 10,4 L L L
107 10° 10’ 10? 10° 10° 10° 10 102 10°
Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]
‘ —>>— Re: MCC —=&— Im: MCC = = Re:EFD = = ImEFD ‘
10 Residuales parte real 10 Residuales parte real
. T
% - N %
— -~ ~ Va
0 — < £ N 0 <
\
\
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107" 10° 10’ 102 108 107 10° 10° 102 108
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10 | | | » 10 | | |
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Figura 31. Influencia del muestreo de la frecuencia de relajacién en la bondad del ajuste. Izquierda:
La frecuencia muestreada cubre el rango de la frecuencia de relajacion, (w; > wr,) para ¢
pequefia lo que dificulta el ajuste. Derecha: La frecuencia de relajacién cubre el rango de
la frecuencias muestreadas (w; < wr,) para una ¢ pequefia mejorando relativamente el a-
juste (EI MCC de referencia empleado es el mismo que en la seccién anterior con ¢ = 0.2).
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Capitulo 5. Experimentos numéricos

En esta seccion se emplean las ponderaciones 7y, calculadas con la expansion de la
Funcion Debye para obtener la respuesta en tiempo de la funcion dieléctrica (3.41), la
conductividad en el dominio del tiempo (3.5) y la velocidad de polarizacién (3.87). Se
ha tomado constante a uno el valor del p— simo tiempo de relajacién 7, = 1 debido a
gue el esquema de inversidn desarrollado en la seccién anterior solo estima el para-
metro v, y no los tiempos de relajacion T, pues este hecho involucra un problema de

inversion no lineal fuera de los alcances de esta tesis.

5.1. Verificacion de las ecuaciones en el dominio del tiempo.

Comenzamos suponiendo un MCC de referencia con los siguientes parametros:
00=0.06 [2], 0w=0.3[2] T=1.0syc=0.8conm=0.8

c=0.8; Fp =10
T

—>>— Re: MCC
——&— Im:MCC
= = Re:EFD
= = Im:EFD

10—3 L L I

107" 10° 10° 10? 10°
Frecuencia [Hz]
10 Residuales parte real 10 Residuales parte imaginaria
5+ 1 5+
O, O,
Yo 0 Yo 0 4
-5 F B -5+

-10 . . . 10 . . .
107 10° 10" 102 10° 107 10° 10" 102 10°
Frequency (Hz) Frecuencia (Hz)

Figura 32. Arriba: Modelo Cole-Cole (MCC) de referencia ajustado por la Expansién de la Funcién
Debye (EFD) empleando 10 términos. Abajo: Residuales de la expansién.
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5.1.1. Funcidn dieléctrica en frecuencia y tiempo

Si se sustituye el resultado real e imaginario de 4.15 en 4.7 se puede reescribir 3.32

para obtener la respuesta en el dominio de la frecuencia.

€ 0%

(]

10'5 Il Il Il
107 10° 10° 102 108

Frecuencia [Hz)

Figura 33. Componente real e imaginaria de la funcién dieléctrica.

De igual manera, sustituyendo 4.15 en 3.41 obtenemos la respuesta en el dominio del

tiempo.

27 I I I I I I I I I

Tiempo [s]

Figura 34. Comportamiento de la funcién dieléctrica en el dominio del tiempo como una curva de re-
lajacién de la permitividad eléctrica.
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5.1.2. Conductividad en el dominio del tiempo

Sustituimos las ponderaciones calculadas con 4.15 en 3.5 para obtener la conduc-
tividad en el dominio del tiempo. El MCC definido por Pelton et al. (1978) describe el
Modelo Cole-Cole como una impedancia compleja Z dependiente de la frecuencia (2.2)

la cual, en el dominio del tiempo se define como (Nordsiek y Weller, 2008):

u(t %4
© T (5.1)

20 =——=

y se explica como la caida de voltaje V, normalizado por la intensidad de corriente
constante I, expresada en volts sobre ampere. Para el caso del modelo empleado en
este trabajo, la expresién 3.5 poseé unidades de conductividad por segundo lo que
representaria un decremento en la corriente. Esta se ha asociado con la corriente de

polarizacion (Flis et al., 1989) (figura 7).

45

3.5 4

o L 4
p 25

(]

0.5 bl

Tiempo |s]

Figura 35. La conductividad en el dominio del tiempo representa el decaimiento de la corriente de po-
larizacidn al cesar la incidencia de un campo eléctrico
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5.1.3. Velocidad de polarizacion

Para obtener la respuesta de la velocidad de polarizacién, se sustituyen las pondera-

ciones totales obtenidas mediante 4.15 en 3.87

ot

Tiempo [s]

Figura 36. Velocidad de polarizacién

La respuesta de la velocidad de polarizacién es similar a la de corriente de polarizacién
y puede verse como una curva del decaimiento de la corriente de polarizacién expresa-
da en valores negativos, es decir, es un “espejo”de ella. Aunque esto es consecuencia
directa de la funcién dieléctrica en frecuencia y su correspondiente tratamiento en
tiempo (transformar a tiempo y sustituir 3.32 en 3.87), lo anterior no explica la natu-
raleza en el cambio de signo, pues en el ejemplo anterior la curva del decaimiento de
la corriente de polarizacidon pudo presentarse negativa y la velocidad de polarizacién
positiva lo que segun las pruebas realizadas, se define a partir del valor que tome el

parametro ¢ del MCC como se discute mas adelante.



5.2. Prueba sintética 1: Variacion de parametros del MCC

La bondad en el ajuste del MCC empleando la EFD, depende en gran media del valor
gue tomen ciertos parametros Cole-Cole, observando el mayor desajuste a la variacion
de T y ¢, sin embargo este sigue siendo lo suficientemente bueno para considerar

efectivo el método de ajuste. Ahora deseamos entender el comportamiento de las

ecuaciones propuestas (3.5; 3.41; 3.87) a la variacion de los parametros Cole-Cole.

5.2.1. Decaimiento de la corriente

Variando ¢

Corriente

102 107" 10° 10°
Tiempo [s]
Variando 7
4.5
af
1.0
3.5
3 [
L
g 257 0.1
=)
S 2+t
O
15
1k
10
05 ﬁ\7
0
102 107 10° 10°
Tiempo [s]

Corriente

Corriente

Variando m

0 ‘ ‘
1072 107 10° 10"
Tiempo [s]

Variando ¢

10™ 10° 10'
Tiempo |s]

Figura 37. Comportamiento de la corriente de polarizacién al variar los pardmetros Cole-Cole. La res-
puesta es similar a la variacién de cada parédmetro.
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5.2.2. Funcidén dieléctrica en tiempo

La respuesta del término dispersivo en el dominio del tiempo que hemos propuesto
presenta mayor sensibilidad en amplitud a los parametros 7 y ¢ a diferencia de la
cargabilidad m la cual no influye en gran medida en la magnitud de la permitividad
como ocurre al analizarla empleando la conductividad (figura 37).

Variaqndo oy Variando m

o5l | 0.8
25r
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e €
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[] ]
m 15 A m
15+
1r 1 0.5
1k
05r )
0.06 0.3
0.006
0.5 . .
1072 107" 10° 10' 1072 107" 10° 10°
Tiempo [s] Tiempo [s]
3 Variando 7 Variando ¢
29+
28r
27 r
£ 26
]
m 25+
24 r
231
22r
21 - - 1.8 L L
-2 -1 0 1
10 10 10 10 102 107" 10° 10

Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 38. Respuesta de la funcién dieléctrica en el dominio del tiempo variando los pardmetros Cole-
Cole la cual presenta mayor sensibilidad a los pardmetros Ty ¢
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5.2.3. Comportamiento de la velocidad de polarizacion

Por su parte la velocidad de polarizaciéon presenta el mismo comportamiento que el

decaimiento de la corriente pero en valores negativos.

Variando oy Variando m
:

e
ot

(512

102 107" 10° 10" 1072 107! 10° 10"

Variando 7 Variando ¢
:

-45 - L -4.5 1 |
1072 107! 10° 10" 102 107" 10° 10"
Tiempo ] Tiempo ]

Figura 39. Velocidad de polarizacién variando los parametros Cole-Cole
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5.3. Prueba sintética 2: Sensibilidad al parametro c

Durante el desarrollo de los modelos anteriores, resalto el peculiar comportamiento de
la velocidad de polarizacién y la conductividad (Expansion de la Funcidon Debye) ante
el pardmetro c. Para analizar este hecho, seguimos el procedimiento convencional:
Mantenemos el MCC de referencia de la figura 32 y comparamos el decaimiento de
la corriente de polarizacién (figura 35) con la velocidad de polarizacion figura 36) al

variar Unicamente el exponente de la frecuencia ¢ con 0.8, 0.5, 0.3 y 0.2 definiendo

tres posibles casos:
Caso 1: Un desajuste exponencial donde no existe inversion en las curvas.

El muestreo implementado en este caso fue de 11 frecuencias de relajacion a 0.45
Hz que cubrieron un rango de 0.0501 Hz - 1584.9 Hz. Se emplearon 10 funciones
Debye (Fp = 10). Existe un desajuste despreciable para C=0.8 pero que se incrementa

conforme el valor de ¢ va reduciendo.

[ —= e — — meed — — mem)
c=03: Fp=10 c=02; Fp=10

=08 Fp=10 c=05;Fp=10

Figura 40. Andlisis de la velocidad de polarizacién y el decaimiento de la corriente. Arriba: El ajuste al
MCC seguido de los residuales en parte real (curva roja) e imaginaria (curva azul). Abajo: La
respuesta de la corriente y velocidad de polarizacidén. El ajuste se realiza en el rango de 0.8
= c = 0.2 de izquierda a derecha. No se presenta inversién en las curvas para c £ 0.2
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Caso 2: Un ajuste ineficiente con un rdpido incremento en los residuales y con eviden-

cia en la inversidn de las curvas.

El muestreo consistié en 11 frecuencias de relajacién a 0.4 Hz. El rango de muestreo
fue de 0.0794 Hz - 794.3282 Hz empleando 10 funciones Debye (Fp = 10). Las altas
frecuencias en la parte imaginaria del MCC presentan un desajuste que se incrementa
hasta las frecuencias medias donde es mayor al 10 % conforme el valor de ¢ decrece,
ahi mismo el ajuste en la parte real se incrementa para valores de ¢ menores a 0.5,
aunque no lo suficientemente altos como para tomarse en cuenta. Se presenta la

inversidn de las curvas para ¢ £0.25
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Figura 41. Analisis de la velocidad de polarizacién y el decaimiento de la corriente. Arriba: El ajuste al
MCC seqguido de los residuales en parte real (curva roja) e imaginaria (curva azul). Abajo: La
respuesta de la corriente y velocidad de polarizacién. El ajuste se realiza en el rango de 0.8
= ¢ 2 0.2 de izquierda a derecha. Se presenta una inversién en las curvas para ¢ £0.2
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Caso 3: Ajuste eficiente que se mantiene para todos los valores de ¢ y donde se

presenta tambien, la inversién de curvas

Se implementaron 10 frecuencias de relajacion muestreadas cada 0.47 Hz cubriendo
un rango desde 0.0794 Hz - 1349 Hz con 10 funciones Debye. El ajuste en la parte real
e imaginaria de la aproximacién se mantiene estable para todos los valores de c. El
mayor desajuste se presenta para ¢ = 0.8 en altas frecuencias de la parte imaginaria
no superando el 10 % de error. Se presenta la inversidn en la curvas de corriente de
polarizacién (o(t)) y velocidad de polarizacién (€) para ¢ = 0.35 donde el desajuste se

sigue manteniendo por debajo del 5 %.

[ Femitc ——mee — — FeEb — — w0

c=05; Fp=10 c=035; Fp=10

c=08; Fp=10 o
100 100

Froquency (Ha)

100 10

015 015 5
' 0 10! 102 107 100 10! 102 107
Time (s)

102 107 10° 10 102 10 10
Time (s) Time (s) “Time (5)

Figura 42. Andlisis de la velocidad de polarizacién y el decaimiento de la corriente. Arriba: El ajuste al
MCC seguido de los residuales en parte real (curva roja) e imaginaria (curva azul). Abajo: La
respuesta de la corriente y velocidad de polarizacidon. El ajuste se realiza en el rango de 0.8
2 ¢ 2 0.2 de izquierda a derecha. Se presenta una inversién en las curvas para c<0.3

Este caso se toma como el de mejor ajuste pues cumple con las recomendaciones del
muestreo descritas por Kelley y Luebbers (2003) y Kelley et al. (2007) y ademés, el
muestreo se mantiene constante para todo el experimento lo que es deseable en un

esquema evolutivo en diferencias finitas.
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Capitulo 6. Discretizacion del problema EM en 3D

Hasta ahora se ha desarrollado la formulacién tedrica para describir el fenémeno de Pl
en funcién de la permitividad través de la funcién dieléctrica (3.32). Se implementd el
Modelo Debye (3.1) para aproximar el Modelo Cole-Cole (2.3) debido a que éste Ultimo
no posee una expresién analitica en tiempo que se pueda obtener directamente em-
pleando la transformada Inversa de Fourier. Se comprobé que expandiendo el Modelo
o Funcién Debye (3.4) es posible reproducir satisfactoriamente el comportamiento del
MCC y obtener ponderaciones a través de un sencillo esquema de inversion para ob-

tener la respuesta del modelo dieléctrico propuesto (3.41 y 3.87).

En esta seccidn se desarrolla la solucién discreta de la ecuacién de Helmholtz para
campo eléctrico con efecto de Pl (3.77), se emplea el método de diferencias finitas en
el dominio del tiempo con mallado intercalado y se definen algunos aspectos de mo-

delado directo para implementar la solucién numérica en un esquema computacional.

6.1. El método de diferencias finitas en el dominio del tiempo con mallado

intercalado

Las ecuaciones que rigen la difusién de particulas en movimiento o la conduccién
de calor, son ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabdlico cuyos métodos de
solucién numérica son importantes en campos como la difusién molecular, la transfe-
rencia de calor o la propagaciéon de ondas electromagnéticas (Nakamura, 1998). Sin
embargo, la mayoria de ecuaciones que representan este tipo de fendmenos no puede

resolverse empleando métodos analiticos debido a causas como (Sadiku, 2000):

1. La EDP no es lineal y no puede linealizarse sin afectar el resultado.
2. Las condiciones de frontera son de diferente tipo.
3. Las condiciones de frontera son dependientes del tiempo.

4. El medio es inhomogéneo o anisotrdpico.
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En general, las ecuaciones de Maxwell presentan estas caracteristicas y requieren de
algoritmos numéricos para resolverse. La solucién de una ecuacién diferencial parcial

puede dividirse en general, en tres etapas (Sadiku, 2000).

1. Dividir la region de solucién en una malla de nodos (figura 45).

2. Aproximar la ecuacién diferencial dada en diferencias finitas que relacionen las
variables dependientes en cada punto de la regién de solucién con sus valores en

los puntos vecinos de la malla (figura 44).

3. Resolver la ecuacién diferencial sujeta a las condiciones iniciales y de frontera.

El método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (DFDT) con mallado interca-
lado analiza el problema de la propagacion electromagnética en pequefias particiones
espaciales denominadas celdas. En estas, los campos eléctricos y magnéticos estan
alternadamente distribuidos (figura 43). Las celdas o nodos también estdn intercala-
das en el tiempo. Para resolver este conjunto de ecuaciones se desarrolla un proceso
iterativo en el tiempo (Lépez-Esquer et al., 2006). Para una derivada de orden p, el
nimero minimo de datos necesarios para obtener una aproximaciéon por diferencias
es p+1 por lo que podemos emplear los puntos ubicados por delante, por detras o en
ambos lados respecto del punto donde deseamos conocer el valor de la funcién dando

lugar a las diferencias adelantas, atrasadas y centradas respectivamente.

T

Figura 43. Mallado intercalado de Yee en tres dimensiones compuesta de una malla de campos eléctri-
cos (prisma azul) sobrepuesta a una de campos magnéticos (prisma rojo)
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Para el caso de modelado electromagnético en 3D se implementaron dos mallas en las
gue se ubican los campos eléctricos y magnéticos respectivamente (figura 43). Este
tipo de malla se denomina tipo Yee en honor al matematico que desarrollo el método

en 1966 (Yee, 1966). Algunas de las caracteristicas principales de éste método son:

1. Las condiciones fisicas en las fronteras se satisfacen de forma natural.

2. Se calcula los campos eléctricos E y magnéticos B en tiempo y espacio usando
las ecuaciones de Maxwell en lugar de resolverlo para un solo campo usando la

ecuacion de onda.

3. La expresién discreta de la derivada en espacio del operador rotacional utiliza
una diferencia finita centrada, por lo tanto se genera naturalmente un operador

con precisién de segundo orden.

4. El algoritmo de Yee centra las componentes de E y B en un espacio de tres
dimensiones lo que implica que cada componente de E esta rodeada por cuatro
componentes de B circulantes y cada componente de B a su vez, esta rodeada

de cuatro componentes de E circulantes (figura 44).

eJ/i+ 1,jk

[ S —

3

ezi+1,j+1,k

!

e)’i+1,j,k+1

exi,j+1,k+1

Figura 44. Visualizacién del mallado de Yee en 3D sobre un prisma rectangular donde los campos eléc-
tricos (flechas sobre vertices) y magnéticos (flechas sobre caras) se distribuyen de forma in-
tercalada. Un operador de doble rotacional considera Unicamente la posicién de los campos
eléctricos



81

El método de DFDT consiste en obtener las expresiones en diferencias adelantadas,
atrasadas y centradas a partir de expandir la funcién de interés, por ejemplo, f(x) en

una Serie de Taylor (6.1):

f00=5T% 0oy (6.1)

= n!
Siguiendo a Nakamura (1998), empezamos deduciendo la aproximacién por diferen-
cias para fl.’ = f’(x;) utilizando f; = f(x)) y fi+1 = f(Xi+1). El desarrollo de Taylor de fi+1
alrededor de x; es:

h? h3
fir1 =fi+hfi/+7f{/+€fi’"+“' (6.2)
Despejando fl.’ se obtiene:
fini—fi 1 1
L 63

Si truncamos después del primer término se obtiene la aproximacion por diferencias

hacia adelante:
_fu1—fi
~ h

f! +0(h) (6.4)

Donde: 1
O(h) =—§ fz” (6.5)

Es el error de truncamiento proporcional al intervalo y/o a la segunda derivada de f.
De manera similar para la aproximacion atrasada, utilizamos fi_1 v fi. El desarrollo de
Taylor para fi—1 es: . s

fa =fim hf 4 —f{ = "+ (6.6)

Despejando f;, la aproximacidn por diferencias atrasadas se expresa como:

_fi—fin
~ h

f! +0(h) (6.7)

Donde:

L

1
o(h) = hf’ (6.8)

Para la aproximacion por diferencias centrales, usamos fi;1 Yy fi—1 restando 6.7 de 6.4

y obtenemos:
1
fi+1—fi—1=2hf[-’+§h3fi’"+“‘ (6.9)
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Al despejar f; tenemos:
_ fi+1 —fi—l

1
f! o ghzfi’” TR (6.10)

Finalmente la aproximacién por diferencias centradas se expresa como:

=fz+1—fi—1

2
>h + O(h°) (6.11)

f!
Donde:
1
o(h?) = —ghzf;" (6.12)

Es el error de truncamiento de la diferencia central el cual es proporcional a h?. Al
decrecer h, el error decrece mas rapido que en las otras dos aproximaciones. En otras
palabras, una diferencia finita con la maxima exactitud es tal que el término de error
es el de mayor orden posible (Nakamura, 1998). La ecuacion de Helmholtz que hemos
propuesto, involucra una primera derivada en tiempo y segundas derivadas en espacio
y tiempo. Podemos obtener las expresiones en diferencias finitas centrales para una
derivada de segundo orden con p =2+ 1 términos discretos. Sumamos los desarrollos

de Tayloren 6.4y 6.7, como sigue.

h? h3 h?2 h3
fortfir=fir bfi+ —f7 4 f" 4t fim Wit S f = f
1
for+fi1=2fi+h*f+ Eh“f[’”’ (6.13)
Restando 2f;: 1
fir—2fi+fi1= hzfl-" + —h*f" (6.14)

12
Truncando después del término f”” y despejando para éste obtenemos la aproximacion

en diferencias centrales para la segunda derivada:

i+1— 2fi+ fie
fi,,=fl+l h];t fl 1+O(h2) (6.15)
Donde el error de truncamiento esta dado por:
2 1 21107
O(h )=_Eh fi (6.16)

Empleamos las ecuaciones 6.4, 6.7 0 6.11 y 6.15 para discretizar la ecuacién de Helm-

holtz para campo eléctrico obtenida en el Capitulo 3.
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Comenzamos sutituyendo la convolucion 3.97 en 3.77 para obtener la forma explicita

de la ecuacién de Helmholtz.

oe(r, t)
e +

VxVxer,t+ &
(r, t)+Ho | €0 PYS,

o

oe(r, t)
o —— "
d

: —

Fp Y
(00— 0c0) Y. =2 (e(r, t)—
p=1Tp

Xp(t)

Tp

)| =0

oj(r, t)
at
(6.17)

El término de la segunda derivada en tiempo al estar multiplicada por y€&o representa

una cantidad muy pequefa que a bajas frecuencias puede ser despreciable. Simplifi-

cando tenemos:

oe(r, t)

¥V x V x e(r, t)+l.l00'00T—l.l0

Xp(t)

Tp

Yp
Tp

Fp
(00— 0w) Z (e(r, t)—
p=1

)=

9j(r, t)
at |

(6.18)

La expresidn anterior corresponde al caso particular del modelo dieléctrico planteado,

el caso puramente conductivo, el cual discretizaremos en sus tres componentes para

una malla de Nx x Ny, x N celdas con n niveles de tiempo.

LT T 77—

T A — i — 4

T A —
——

Figura 45.

Modelo tridimensional discretizado en prismas rectangulares sobre una malla irregular

Obtenemos las componentes del doble rotacional evaluando el determinante:

i j k
7 7 — 2 2 d
VxVxe(rt)= x 3y 3
(&_aﬂ) dex _ 9€z) ("ﬂ_aﬂ
ay 0z 9z X ax oy

)
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Expresamos 6.18 en sus tres componentes vectoriales:

240 2 2 2.2
0 ey(r)_ d eQ(r)_ 9 e)’Z(r)_ aces(r)

dyax dy? 922 329X
oej(r) ( )i Yo (o) Xpx 3j7(r) 6.19)
o - Op—O0O —1 € —_ | =— .
HoOw 3t MolOo 00 i, X r T Ho "
o%el(n) o’el(n o’el(n a%el(r)
923y 922 ax? Xy
aen(r) Fp Y Xn ajn(r)
y p n py y
Foo —Ho(00—0w) 2, —| €p(r —— |=— 6.20
Mo Y Mo(00 ); T ( () . ) Ho—; ( )
a%en(r) B 92e7(r) ~ 92en(r) ~ a2e2(r)
X9z ax? dy? dydz
oe)(r) ( )i Yo (o Xpz 9j7(r) 6.21)
Oco - 00— 0w —ler)——|=— .
Mo ot MolOo Zi7, |\ % T Mo ot

Para evaluar las derivadas espaciales del campo eléctrico en un punto de la malla se
requiere de doce puntos vecinos lo que representamos en la figura 46 como un arreglo
geomeétrico de nodos para cada componente X, y e z que asemeja la forma de una

veleta o regilete.

e

Ax

Figura 46. Arreglos geométrico de nodos en direccién x, y y z (a, b y ¢) de una malla 3D para un ope-
rador de doble rotacional de campo eléctrico
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La figura 47 detalla la distribucién espacial de los nodos vecinos en la componente x.

e
+1,j,k ;
i Jk Az

e |

er.
i,j,k+1

Figura 47. Distribucién espacial del campo eléctrico para la componente x de un operador de doble
rotacional (Figura 46)

Comenzamos por la componente x empleando la ecuacion de segundo orden en dife-
rencias finitas centradas (6.15) para discretizar las derivadas espaciales en 6.19 para

una malla irregular :

2an
oce/(r) =[(e” e )( 2 )—(e” o )( 2 ﬂ 1
oy ox Yirljk Yi+1l,j-1k ij + AYj—l Yijk Yij-1k ij + AYj—l AX;

(6.22)
a2e"(r) 1 1 2
e LN ) oy
ayz |:( Xij,k Xz,/—l,k) ij—l ( Xi,j+1,k Xl,/,k) ij ij+ ij—l
(6.23)
a2e"(r) 1 1 2
—ﬁ =— [(enxi,j,k - enXi,j,k—l) (Azk—l ) - (enxi,j,k+1 - enXi,j,k) (AZ/()] (Azk n Azk—l)
(6.24)
a2e"(r) 2 2 1
—Zz —_|(e", —e",. (—)— e, —e, ( )
929X [( Zijk Zl,],k—l) AZ[(+ Azk—l ( Zi+1,j,k Zl+1,j,k—1) AZk +AZk_1 AX[

(6.25)
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De la figura 46b, 46c y siguiendo la distribucién espacial del campo eléctrico detalla-
da en la figura 47 podemos inferir las ecuaciones en diferencias finitas para las dos

componentes restantes (y e z) del doble rotacional.

Siguiendo a Oristaglio y Hohmann (1984) empleamos la ecuaciéon de primer orden en
diferencias finitas adelantadas (6.4) para discretizar la derivada temporal en 6.18. que
junto con el operador discreto de doble rotacional (figura 47) permite obtener la ver-
sién discreta de 6.19, 6.20 y 6.21.

Comenzamos con la componente Xx:

n n
|:(e Yi+1,j,k —e" Yi+1,j-1,k € )/i,j,k_e Yi,j—l,k) 2

ij + ij_ Ayj+ Ayj 1 AX;
(enxu K Xi,j—l,k enxi,j+1,k - enxi,j,k ) 2
Ayf— Ay; Ayj+ Ayj
(enxw Mxirer €Mxen e”xu’k) 2 _ (6.26)
Az 1 Azg Az + Azp_q
( Zijk —e" Zijk=1 en2i+1,j,k - enzi+1,j,l<—1 ) i]
Az + Azp_1 Az + Azp_1 AX;

en+1 __ an Fp = Xn n+1l __ n
~ Xijk Xij,k ~ ~ Yp n Xijkp | _ Xij,k Xij,k
HoOco _NO(UO_UOO)ZN_ € Xijk — = =—Ho ’
At, = Tp Tp At,

la componente y:

n . an n . an
[(e Zij+1,k € Zij+1,k—1 € Zij,k € zi,j,k—l) 2

Az + Az 1 Az + Az 4 Ay;
(en)/i,j,k+1 - en,Vi,j,k _ en)/i,j,k - en)/i,j,k—l ) 2 _
JAV.4% Azg_1 Az + Az q
(en)’i,j,k - en)/i—l,j,k _ en)/i,j,k - enYt'+1,j,k) 2 _ (6.27)
AXi_1 AXx; Ax; + AXi—
(enxi—l,j,k - enxi,j,k _ enxi—l,j+1,k - enxi—l,j+1,k) i:| "
AXxi_1 + AX; AXxi_1 + AX; Ay;

en+1_ n Fp '7’ Xn jn+1_ n
~ Yijk Yijk ~ ~ p n Yij.k.p Yijk Yijk
HoOo—"———— —M (00—000)2 — | €yix— = = —ly ",
0 Atp, 0 To |\ 7Y Tp o At,
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y la componente z:

n __ an
[(e Xijk+1 —ef Xi—1,j,k+1 € Xi,j,k € Xi—l,j,k) 2

AXi+ AXi—1 AXi+ AXi—1 Azi
n n n
(e Zit1,j,k —e" Zijk € Zi,j,k_e zi—l,j,k) 2 _
AXxj_1 AXx; + AXxi—1
(enz‘“l K nzi'/?k . ez — enzi'j_l'k) - a (6.28)
Ayj Ayj + Ayj1
( Yijk e Yij-1k en)/i,j,k+1 - en)/i,j—l,k+1) 2 ]
Ayj+ Ayj 1 Ay; + Ay 1 Azy
en+1 —en Fp = Xn jn+1 __ijn
X CZigk o Zigk N Yo [ n Zijkp | _ Zijk 2 Zijk
HoOo———— _UO(OO_UOO)ZT € Zijk T~ =—Ho———
At, = Tp Tp At,

De las tres ecuaciones anteriores, las variables &, 0o, ¥p, Tp representan las propie-
dades del medio calculadas a partir de un promedio de las propiedades de las celdas

vecinas al punto de interés. En la Seccién 6.1.2 se detalla el calculo de estas variables.

Las ecuaciones discretas 6.26, 6.27 y 6.28 se pueden resolver implementando un mé-
todo implicito que involucra la solucidén de un sistema de ecuaciones a través del
costoso calculo de la inversa de una matriz dominante tridiagonal o bien, un méto-
do explicito en el que se puede “avanzar” en el tiempo punto a punto sin resolver

sistemas de ecuaciones.

6.1.2. Calculo de los parametros de PI

La representacién de un operador de doble rotacional es un stencil tipo veleta de doce
puntos en el que solo se considera la posicién de los campos eléctricos (figura 47)
para calcular las propiedades fisicas debemos ubicar en dicho stencil su posicién, lo
que regularmente se establece al centro de la celda. Respecto a la fuente, la densidad
de corriente debe evaluarse en la misma posicién que el campo eléctrico, es decir, en
el centro del doble rotacional por lo que la hemos colocado en la arista del modelo
consistente con 6.18. Finalmente, de 3.96 y 3.97 vemos que el campo eléctrico y la
variable de memoria son dependientes uno de la otra lo que significa que ambos se

encuentran en la misma posiciéon en cada celda.
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z

Figura 48. Distribucién espacial de los campo eléctricos, variables de memoria, fuentes y propiedades
fisicas para una malla irregular en tres dimensiones

Para calcular el promedio de las propiedades fisicas consideremos una seccidn trans-
versal de cuatro prismas sobre una malla irregular (figura 49) en este tipo de malla
no basta considerar el promedio de de las propiedades de las celdas vecinas pues fi-
sicamente, no tienen la misma influencia en el nodo de interés al no encontrarse a la
misma distancia por lo cual, para asegurar la misma influencia de las celdas vecinas

consideramos el area de cada celda y el drea total de las celdas vecinas.

Ay A,

&

A3 Ay

\.Lr-
le

Figura 49. Seccién transversal de cuatro prismas sobre una malla irregular

De la figura 49 podemos definir una una férmula para calcular las propiedades fisicas

del medio (los pardmetros de Pl) y el término de fuente.

o= ) (7)) ()7 529
(r)—A—T1+A—T2+A—T3+A—T4 :

Donde P(r) es el parametro a calcular (propiedad fisica) Ay, ---, A4 son las areas de las
celdas vecinas en el stencil de doble rotacional y Ar el area total de los cuatro prismas
vecinos al centro del doble rotacional. Si combinamos la figura 48 y 49 obtenemos una

representacion de las propiedades fisicas en un stencil 3D para cada componente.



(@i,j,k-1)
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"

(@i-1,j, k)
000 90|
Tp

[

Lk

(@i-1,j, k)
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Figura 50. Stenciles complementarios para el célculo de las propiedades fisicas del medio a), b) y c) en
la componente x, y e z respectivamente

Implementamos 6.29 y la figura anterior se establecen las ecuaciones discretas para

calcular las propiedades del medio en cada componente.

Para la componente x (figura 50a):

_ 00« (ij—lAzk—l) + 00,14 (AyiAzk—l) + 00,161 (AZkij) + 0041 (AzkAyi—l)

0o
(Ayj+ Ayj-1)(Azx + Azk-1)
(6.30)
G = Oco )k (ij—lAzk—l) + O0coj_y (ijAzk—l) + Oooyj1 41 (Azkij) t Oooj 41 (AzkAyf—l)
o =
(Ayj+ Ayj—1)(Azk + Azk-1)
(6.31)
_ Ypijx (Ay/—lAzk—l) + Ypij—1k (AyfAzk—l) + Ypij—1,k-1 (AZkij) + Yoijk-1 (AzkAyi—l)
8 (Byj + Ayj_1)(Azi + Azk_1)
(6.32)
Yy
P Tpijk (Ayf—lAzk—l) + Tpij1k (AyfAzk—l) + Tpijo1k1 (AZkij) + Tpijr (AzkAyf—l)
p =

(Ayj + Ayj1)(Azk + Azk—1)
(6.33)
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Las propiedades del medio en la componente y (figura 50b):

00, (AXi—1Azk—1) + 001,k (AxiAzk—1) + 00141 (AzkAXxi) + 00, k1 (AzkAXi—l)

o
0 (AX;+ Axi—1)(Azk + Azk—1)
(6.34)
G = O'OOU,k (Axi—lAZk—l) + 0'00[_1,]',/( (AXiAZk—l) + 0001_1,j,/<_1 (AZ/(AX[) + OIOO,'J',k_l (AZ/(AX[_]_)
® (AX;+ AXi—1)(Azk + Dzk—1)
(6.35)
_ ‘Yp[,j,k (AX[_]_AZ[(_]_) + Ypi—l,j,k (AXIAZI(—].) + Ypi—l,j,k—l (AZ[(AX[) + ‘Yp[,j,k—l (AZkAXl—l)
i (Axi+ Axi—1)(Azk + Azk—1)
(6.36)
y
5 = Tpijk (AX[_lAZk_l) + Tpi1k (AX[AZk_l) + Tpi—1jk-1 (AZ/(AX[) + Tpijk-1 (AZ/(AX[_;L)
p =

(AX[ + AX[_l)(AZk + AZk_l)
(6.37)

Y en la componente z (figura 50c):

_ 00« (Ay/—lAXi—l) + 00,14 (AyfAXi—l) + 0011k (Ayfoi) + 001k (AXiAyf—l)

0o
(Ayj + Ayj—1)(Ax; + Axi—1)
(6.38)
G = Ocoy i (Ay/'—lAXi—l) + O0coj_y k (AX[_lij) t Oooiyjo1k (ijAX() t 0oy ji (Axiij—l)
* (By; + Ayj—1)(AX; + Axi1)
(6.39)
o You (Byj18Xi1) + Vo, (BYiAXic1) + Vpy o, (BYBX) + Vp,,  (BXiDyj-1)
P (Ayj + Dyj—1)(DX; + Axi—1)
(6.40)
Yy
P Tpijk (Ayj—18xi1) + Tpij1k (AyjAxi-1) + Tpi1i-1 (Ay;Ax) + Tpicjk (AxiAyj-1)
b=

(Ay; + Ayj-1)(Ax; + Axi-1)
(6.41)
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6.1.3. Actualizacion de la variable de memoria

Para actualizar la variable de memoria de 3.96 vemos que se requiere conocer el
campo eléctrico el que a su vez requiere de la variable de memoria a cada paso de
tiempo. Este hecho produce un sistema de ecuaciones acoplado entre la ecuacién
diferencial de la variable de memoria (3.100) y la ecuacidén diferencial de Helmholtz

(6.18) colocando ambas en la misma posicién de la malla (figura 48).

La EDO de la variable de memoria (3.100) al igual que los campos electromagnéticos
puede calcularse de dos maneras. 1.- Empleando un esquema implicito, donde se
resuelve un sistema de p ecuaciones, resultante de las p variables de memoria ge-
neradas por los p mecanismos de relajacién (p =1,...,Fp) a través de la inversa de
una matriz. 2.- Empleando un esquema explicito donde la variable de memoria en

el tiempo futuro se obtiene a partir de valores de la misma en tiempos anteriores.

Usando la aproximacion explicita, expandimos 3.96 en una serie de Taylor truncandola

en el segundo término correspondiente a la primera derivada.

n+1 n dXZ
Xp =X,+ gt Atp, (6.42)

se sustituye 3.100 en la serie de Taylor para obtener:

t
XZ"'l = X; + (e(r, tH— Xp%( ))Atn, (6.43)
[

simplificando, se obtiene la variable de memoria en el tiempo futuro:

n+l _ n _&
X —xp 1 7 + e(r, )At, | (6.44)

P p

La expresién anterior permite actualizar la variable de memoria empleando solo un
nivel de tiempo con lo cual la serie de tiempo completa del medio debida a la convo-

lucién, ya no es necesaria.

Expresamos 6.44 en su componentes vectoriales.
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Para la componente x

X1t o =x" 1—& +e” At (6.45)
Xijk,p Xijk,p ﬁ[—p Xk )
la componente y
At,
n+l _ n _ n
XYi,j,k,p - XYI,j,k,p (1 fi-p ) + eYz,j,kAtn' (6'46)
y la componente z A
t
”fl =x" (1—N—n)+e”” Atp. (6.47)
Zij,k,p Zij,k,p Tp Zij,k

Las componentes de la variable de memoria junto con 6.26, 6.27 y 6.28 representan
un sistema de ecuaciones acopladas que se resuelven simultaneamente a cada paso

de tiempo.

6.2. Solucion explicita del campo eléctrico

Para conocer la respuesta del campo eléctromagnético en un medio polarizable, se
requiere conocer la evolucidon del campo eléctrico en cada paso de tiempo. Siguiendo
a Nakamura (1998) se emplea el método explicito de Euler hacia adelante, el cual es

adecuado para una programacién rapida debido a su sencillez.

Este método se obtiene reescribiendo la aproximacion en diferencias finitas emplean-

do 6.4 como sigue:
frr1=fn+ hf, (6.48)

done fl.’ = E(f;, tn). Mediante 6.48, se calcula f; en forma recursiva como:

f1 = fo+ hE(fo, to)
f2 = f1+ hE(f1, t1)
f3=f2+ hE(f2, t2)

fn+1 =fn + hE(fi, tn)
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Implementando el método de Euler hacia adelante, podemos reescribir la derivada
temporal del campo eléctrico en 6.26 y despejar el campo eléctrico en el tiempo futuro

como una aproximacién adelantada en términos de los tiempo anteriores como sigue,

o n
Aty fo X o
e)T-t = e;i j,k + A UO(UO o 000) Z = enxllk o ”I’JI - +
E s Mo o1 Ip Tp
n n n
(e Xij,k € Xi,j—1,k € Xij+1,k € Xi]k) 2 +
Ayj—1 Ay; Ayj+ Ayj-1
n n n n
(e Xijk — € Xijk—1 € Xijk+1 € Xi,j,k) 2 4 (6.49)
AV ] Azk Az + Az_1 l
n n n n
(e Zijk € Zij,k—1 € Zitl,jk € Zi+1,j,k—1) 2
Az + Azp—1 Az + Az AXx;
n n N n in+1 __in
(e Yi+l,jk € Yi+1,j-1,k € Yijk — € yi,j—l,k) 2 u in,j,k Xij,k
— - 0 ’
Ayj+ Ay Ayj+ Ay Ax; Aty
de igual forma, reescribimos 6.27 para la componente y.
o n
At, D ¥ X, .
~ ~ Yijk,
e;fi = e;. TS Ho(00 — 0) Z = ey~ |+
bk Yk UG =1 Tp T
( Yijk+1 —e" Yijk en)’i,j,k - en)/i,j,k—l ) 2
Az 1 Az + Az 1
n n n
(e Yijk yi—1,j,k _ € Yijk € yi+1,j,k) 2 + (6.50)
AXi_1 AX; Ax; + AXi—1
n n n n
(e Xi—1,j,k —€ Xij,k € Xi—1,j+1,k € Xi—l,j+1,k) 2
AXi—1 + AX; AXi—1 + AX; Ay;
n n n n n+1 __ in
(e Zij+1,k —€ Zij+1,k—1 € Zijk € zi,j,k—l) 2 u j}’i,j,k j)/i,j,k
— - 0 ’
Az + Azp_q Az + Dzi—1 ) Dy Aty
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y para la componente z.

n
egl’]fi =e) + 5 [uo(ao — Ow) Z 7 e — Xz;r,,:,p +
(enzl+1] k nzl,j,k _ enzl,j,k - enzi—l,j,k ) 2
AXxj_1 AXx; + AXi1
(enzlﬂ,k €z ik enzi'j'k_enzi,j—l,k) 2 N (6.51)
Ayj1 Ayj + Ay '
(enyuk e’ Yij-1,k _ en)/i,j,k+1 - en)/i,j—l,k+1) 2 .
Ayj+ Ayj_1 Ay; + Ayj_1 Az
(enxu k+1 nXi—lj k+1 enxl,j,k - enxi—l,j,k ) 2 1,27:/1 - 'gi,j,k
Axi+Axi: | BAxi+Axea )bz TO At

Las ecuaciones 6.49, 6.50 y 6.51 permiten conocer la evolucién de los campos eléctri-
cos con efecto de Pl a cada paso de tiempo los cuales, una vez calculados se sustituyen
en la Ley de Faraday para simular la sefial electromagnética con efecto de Pl que se
esperaria medir en campo como amplitudes negativas en la derivada temporal de la

componente vertical del campo magnético

6.3. Calculo del campo magnético con efecto de PI

Como se detallo en la seccidn 2.5, el efecto de Pl en la sefal electromagnética se pre-

senta como una amplitud negativa en la componente vertical de la derivada temporal

ab;
at )

del campo magnetico. En otras palabras, se presenta como un voltaje negativo (—

Para simular el efecto de Pl en la sefial electromagnética tomamos la transformada

inversa de Fourier de 3.43 obteniendo la expresién en tiempo:

. ob(r, t)
V x e(r, t)=T (652)

Expresamos la ecuacidn anterior en sus componentes vectoriales:

obx(r,t) (aez aey) (6.53)

ot oy 0z



ot 0z

dby(r, t) (aeX oe;

ot 0X

ob(r, t) (aey 0€x

).

)
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(6.54)

(6.55)

Empleamos la aproximacion en diferencias adelantadas 6.4 para obtener la versién

discreta de las componentes en la Ley de Faraday, e implementando el método de

Euler adelantado, es posible obtener expresiones en diferencias para el campo mag-

nético en tiempo futuro.

n — an n — ah
bn+1 = p" +Atn € Zij+1,k € Zijk _ € Yijk+1 € y{,j,k)’
Azp

Xij,k Xi,jk

Ay

n . an
€ Xij,k+1 € Xij,k

Yijk

bn+1 = bn” + Atn (
Yijk AZI(

n __an
€ Zi+1,j,k € zl,j,k)
- ’

AX;

n __ an n __ an
€ Yi+1,jk € Yijk € Xij+1,k € Xijk

bn.fl = bn” + Atn (
Zi,j,k Zij,k

AX;

Ay; ) '

(6.56)

(6.57)

(6.58)

Finalmente, si se sustituyen los campos eléctricos obtenidos con 6.49, 6.50 y 6.51 en

las expresiones anteriores de campo magnético, se puede simular el efecto de Pl en la

sefial electromagnética.
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Capitulo 7. Discusion y Conclusiones

Es este capitulo contrastamos los resultados obtenidos y la teoria desarrollada con
la convencional para el tratamiento de la Pl y el modelado electromagnético. Final-
mente, exponemos de manera concisa los hallazgos mas importantes de la presente

investigacion.

7.1. Discusion

Se comienza con los fundamentos tedricos de la propia técnica de Pl hasta los aspec-
tos de modelado que se han desarrollado haciendo especial énfasis en los resultados

numeéricos del modelo de permitividad propuesto.

A diferencia la técnica de Pl galvanica, la Pl inductiva cuenta con pocos esquemas de
modelado e inversién, lo que se contrapone con el uso de sistemas aerotransportados

capaces de cubrir grandes areas en poco tiempo.

En la mayoria de los casos, los datos de Pl por contacto galvanico se adquieren al
mismo tiempo que los datos de resistividad y se procesan con los mismo esquemas
para corriente directa. Sin embargo, esta tarea para adqusiciones electromagnéticas
requiere del modelo de impedancia empleado por Pelton et al. (1978) para la deteccién
de la sefal de Pl que ademas de incluir la cargabilidad agrega tres parametros mas lo

gue incrementa la complejidad del método.

En este trabajo se formulé la solucién empleando la permitividad eléctrica como la
propiedad intrinseca del medio. Esta aproximaciéon en geofisica ha sido discutida so-
lamente por Davydycheva et al. (2006). La formulacién resultante es novedosa y en

todos los aspectos parece equivalente.

El fundamento tedrico propuesto en este trabajo, fue describir el fenédmeno de Pl como
un mecanismo puramente capacitivo en funcién de la permitividad eléctrica compleja
a bajas frecuencias denominado funcién dieléctrica. Este término en esencia es una

permitividad absoluta compleja dependiente de la frecuencia y explica como un die-
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léctrico pobre deja de comportarse como tal y comienza a ser un conductor (Chen
et al., 2005).

La primera ecuacién que se planted (campo magnético en medios heterogéneos), im-
plicéd no solo la convolucién entre la velocidad de polarizacién y la derivada temporal
del campo magnético sino ademas, una serie de convoluciones debidas al producto
cruz en la frecuencia tras aplicar la identidad vectorial 3.53, como resultado se obtuvo
una ecuaciéon de complejidad alta cuya propuesta se deseché principalmente por las
convoluciones del producto cruz que deberian calcularse a cada paso de tiempo lo que

resultaria en un esquema de modelado poco eficiente.

La segunda opcién (campo magnético en medios homogéneos), simplific6 en gran
medida la que se obtuvo para medios heterogéneos pero con la limitante de que la
funcion dieléctrica es constante en espacio. Aunque prometedora, no cumplia con los

objetivos planteados por la cual se rechazé de igual forma esta propuesta.

La tercera propuesta empleando campo eléctrico resulté ser la mas prometedora pues
permitié considerar sin mayor complicacion medios heterogéneos. La convolucién en
esta ecuacion (3.77) se debe propiamente al tratamiento de la Pl y no al desarrollo ma-
tematico como en las propuestas anteriores. Esta ecuaciéon fue el principal resultado

de la presente investigacidon y posee los siguientes beneficios.

1. Brinda un mejor acomplamiento de los campo electromagnéticos en el aire por lo

que es factible para aplicaciones en sistemas aerotransportados.

2. La respuesta de polarizacién del medio puede ser causada no solo por las corrien-
tes de conduccion sino también por las de desplazamiento ampliando la aplicabi-

lidad del modelo ante escenarios geoldgicos complejos.

Estas corrientes de desplazamiento se originarian en medios con baja conductividad
eléctrica y alta permitividad como los suelos congelados y en general, sobre materia-
les secos (p. 141 Ward y Hohmann, 1988; Davydycheva et al., 2006). La formulacién
hecha podria ser capaz de simular ambos fenédmenos de Pl por efecto de diferentes

mecanismos de propagacién, difusivos y de onda respectivamente.

La convolucién que surge al considerar medios con propiedades eléctricas dispersi-
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vas, contiene los pardmetros de polarizacién del medio (g9, m, T y ¢). Su tratamiento
implicd severos problemas que de no haberse tomado en cuenta hubiesen implicado
almacenar la serie de tiempo completa del medio, situacidén que en términos compu-
tacionales resulta imposible de tratar. Las variables de memoria que se implementaron
como método de solucién a la integral de convolucién permitieron transformarla en un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en tiempo 6.45, 6.46
y 6.47 las cuales se implementaron en diferencias finitas para incorporarlas en el es-

guema evolutivo de los campos eléctricos.

La funcién dieléctrica en el dominio del tiempo (3.41) no permitia por si misma definir
una variable de memoria debido a que el mecanismo de relajacién no se basa en
solo un término de la expresién, en otras palabras, no es un mecanismo de relajacién
lineal. Resolvimos esta problematica introduciendo desde la frecuencia un término
gue definimos como velocidad de polarizacién (3.87) y a partir del cual, se establece

la variable de memoria.

La integral de convolucion entre la velocidad de polarizaciéon y la derivada temporal
del campo eléctrico se resolvié de forma analitica dando lugar a cinco integrales de
convolucién (regla distributiva) de las cuales, cuatro se resolvieron empleando las pro-
piedades de las funciones generalizadas (3.92) y una mas se utilizd para definir la
variable de memoria. El desarrollo matematico es similar a la que se implementa pa-
ra el estudio de la atenuacién sismica (Carcione et al., 1988a; Moczo et al., 2007) y

resultd eficiente para el tratamiento de la Pl en el dominio del tiempo.

Como primera opcién para agregar el efecto de Pl a la formulacién se empled el co-
nocido Modelo Cole-Cole (MCC). Este modelo es el que mejor explica el fendmeno de
polarizacidn que ocurre en la tierra pero con la limitante en la complejidad de la expre-
sidn matemadtica que lo define. Se realizd varios intentos para incorporar el MCC a la
formulacién planteada en 3.77 y se encontrd que no es posible obtener una expresién
en el dominio del tiempo calculada directamente por transformada inversa de Fourier

debido principalmente al exponente de la frecuencia.

Se empled la expansion de la Funcién Debye 3.4 que es una simplificacién del MCC al
considerar ¢ = 1. La funcién Debye presenta grandes ventajas como la simplicidad de

la expresidon asi como la versatilidad para incorporarlo en un desarrollo matematico.
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En la expansion, se sustituye el exponente ¢ del MCC por un factor de peso v, y el

tiempo de relajacién T por un tiempo de relajaciéon ponderado Tp.

Los parametros desconocidos v, Y Tp que se requieren calcular dan lugar a un proble-
ma inverso combinado, del cual Unicamente se resolvié el caso lineal (v,). El esquema
desarrollado para estimar las ponderaciones y calcular la respuesta en tiempo del
modelo propuesto (3.41), requiere de trabajo y algoritmos de inversion robustos pa-
ra reducir las anomalias presentes en altas frecuencias de la parte imaginaria de la

conductividad y reducir el nUmero de Funciones Debye en la sumatoria de 3.4.

El resultado de la respuesta de la funcion dieléctrica en el dominio del tiempo descrita
por 3.41 se presenta como un decaimiento similar al de la conductividad con la dife-
rencia de que éste no decae a cero sino que se vuelve estacionario en cierto valor tras
un corto periodo de tiempo debido a la naturaleza misma de la expresion en 3.29. Este
decaimiento se asocia al restablecimiento en la alineacién de los dipolos eléctricos del
medio al cesar la incidencia de un campo eléctrico. Esta respuesta se asocia a lo que
se esperaria medir en zonas de baja conductividad donde no solo la corriente de con-
duccién penetre el medio, sino también, la corriente de desplazamiento (Davydycheva
et al., 2006). Este comportamiento junto con el de la conductividad corrobora que la
formulaciéon desarrollada puede ser capaz de simular el efecto de Pl que se esperaria

medir en medios conductores o aislantes (resistivos).

Se registré una relacién entre la conductividad en el dominio del tiempo o(t) y la velo-
cidad de polarizacién &(t). Ambas representan la respuesta intrinseca del circuito equi-
valente al MCC. El exponente de la frecuencia c influencia fuertemente la reversién de
signo de ambos pardametros lo que podria estar asociado al tipo de propagacién pre-
dominante en el medio (dieléctrico o conductor). Esto requiere de mas investigacion
y la optimizacién del cédigo de inversién desarrollado para la expansién de la funcién

Debye.

La reversién de signo que se presenta entre las curvas de conductividad o(t), y velo-
cidad de polarizacién &(t), podria estar relacionada con el tipo de propagacién de la
onda electromagnética como lo menciona Davydycheva et al. (2006). Esta reversion
esta fuertemente influenciada por el valor que tome el exponente de la frecuencia en

el MCC. Se requiere de mayor investigacién en este ambito para verificar la relacién
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que existe entre estos parametros.

El desarrollo tedrico para la implementacidon de 6.18 se desarrolld6 como es conven-
cional en el tratamiento numérico de los campos electromagnéticos, se opté por un
esquema explicito evolutivo en tiempo. Las variables de memoria se discretizaron em-
pleando diferencias finitas adelantadas y se establecio, junto con los campos eléctricos

un sistema de ecuaciones acopladas en tiempo.

7.2. Conclusiones

Con los resultados obtenidos se concluye lo siguiente:

m La técnica de Pl describe un fénomeno electroquimico del mismo nombre, y se
basa en un modelo de compleja explicacion denominado doble capa eléctrica.
Entre sus postulados, considera la permitividad eléctrica constante lo que justifica

su empleo como posible explicacidon del fendmeno mismo.

= Describir el efecto de Pl desde el punto de vista dieléctrico usando la permitivi-
dad absoluta, permite considerar no solo mecanismos de difusién, sino también
de propagacién donde este Ultimo se produce en zonas de alta resistividad con

efecto de PI.

= Se ha empleado la funcién dieléctrica como término dispersivo para agregar el
efecto de Pl a las ecuaciones de Maxwell. Esta expresion se define como una
permitividad absoluta compleja que varia en funcién de la frecuencia. Explica el

comportamiento de un medio dieléctrico pobre o conductor.

» La formulacién matematica desarrollada en este trabajo se centré en proponer
una ecuacién diferencial fundamentel que simulara el efecto de Polarizacién In-

ducida en la sefial electromagnética en el dominio del tiempo.

= El modelo o Funcién Debye es un caso particular del MCC cuando c =1y no es
equivalente al emplear y = 1 en la expansion de la Funcion Debye pues represen-
taria solo el valor de una ponderacién y no a la Funcién Debye. Los parametros y

y ¢ son distintos y no deben confundirse.
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m El concepto de variables de memoria permitié tratar la convolucién en tiempo de
forma eficiente, pudiendo reconstruir la historia de tiempo completa del medio
empleando solo dos niveles de tiempo. Esto se traduce en una reduccién signifi-

cativa en el tiempo de computo.

m La ecuacion diferencial de Helmholtz que se obtuvo de la formulacién desarrolla-
da, brinda mayor acoplamiento de los campo eléctricos y magnéticos en el aire.
Ademas, permite considerar no solo los efectos de Pl debido a las corrientes de
conduccion sino también a los producidos por las corrientes de desplazamiento a

bajas frecuencias.

= La mayor contribucién del presente trabajo ha sido explicar el efecto de polariza-
cién inducida que se presente en la tierra, a través de la formulacién y desarrollo
tedrico resumido en una ecuacién diferencial parcial en el dominio del tiempo.
Lo anterior partiendo del supuesto que los campos electromagnéticos se difun-
den en un medio que puede comportarse como un dieléctrico con pérdidas, en el
cual la parte imaginaria de la permitividad esta ampliamente relacionada con la

conductividad del medio.
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