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Ensenada, Baja California, México. Febrero de 2003



RESUMEN de la tesis de DEMETRIO MAĆıAS GUZMÁN, presentada como requi-
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El tema central de esta tesis es el desarrollo de algoritmos numéricos para la re-
construcción del perfil de superficies rugosas, utilizando datos de esparcimiento en el
campo lejano. Espećıficamente, se han propuesto dos algoritmos de inversión, ambos
con algunas variantes. El primero de ellos está basado en principios de empatamien-
to de frentes de onda y hace uso de la información de amplitud y fase del campo
esparcido por la superficie. El otro algoritmo utiliza la intensidad esparcida en el
campo lejano y aborda el problema de esparcimiento inverso como un problema de
optimización no lineal. Los datos de entrada para ambos algoritmos fueron generados
en forma numérica utilizando un método riguroso basado en el teorema integral de
Green.
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The subject of this thesis is the development of numerical algorithms for the recons-
truction of the profiles of one-dimensional rough surfaces using far-field scattered
data. Specifically two inversion algorithms have been proposed, one of them is based
on wave-front matching principles and uses information of the amplitude and phase
of the scattered field. The other algorithm uses far-field scattered intensity and ap-
proaches the inverse problem as a non linear optimization problem. The input data
for the two algorithms was generated numerically using a rigorous method based on
Green’s Integral Theorem.

Key words: Light scattering, inverse scattering, confocal microscopy, interferometry,

evolutionary computation.
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� �����* ��%�����<������* 9�: �%�����G
&�� (µ/ρ+ λ)L
���$�/* 9#:�%�����&��G(µ/ρ, λ)L
���$�/* 9�:�%�����&��G
(µ, λ)L
���$�/ > 9�: �%�����&��G(µ+ λ)L 
���$�/0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 43?

3@ �����%��"���5� ��$ ���A$ "��$�B����' 9�: �� �%�����&�� (µ/ρ + λ)G�
L
��M�7�$$ %���$�/* #: �� �%�����&�� (µ/ρ, λ)G�
L ��M�7�$$ %���$�/0 �$
���A$ ���&���$ %� �"�%��� ��� �;��"$�% > $�% �����%��"������% �%�H� ��#"G
,���% ��� "�� $;��� �"������ ���� $�% ��% �%�����&��% �� �<�$"��5� > ���
"�� $;��� ����;�"� ���� �$ �.���� %���$�/0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 43F

D2 �����%��"������% �#������% "��$�B���� $�% �%�����&��%' 9�: (µ, λ)L %��G
�$�/ > 9�: (µ+ λ)L %���$�/ 0 �$ ���A$ ���&���$ %� �"�%��� ��� �;��"$�%0

� "��$�B� "�� $;��� �"������ ���� $�% �����%��"������% �����%���������%
� $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� > "�� $;��� ����;�"� ���� $�% �����%��"�G
�����% �#������% ��� �$ �.���� 
���$�/0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 43C



D4 �����%��"���5� �� "�� %"���A��� �$������� ���-��������� ����"����� '
9�: ���� �� $� -"���5� F s−p

real (ξ, η) ���$����� �$ �$&������ �� ������G
������ �� -�����% �� ����* #: ���A$�% �%������% ��� $�% �$&������% ��
��<��%�5� ����"�%��%0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4D4

D1 �����%��"���5� �� "� %"��� �����&"$�� ��� ���������% �� 45◦ "��$�B����'
9�: ���� �� $� -"���5� F s−p

real (ξ, η) ���$����� �$ �$&������ �� ������G
������ �� -�����% �� ����* #: ���A$�% �%������% ��� $�% �$&������% ��
��<��%�5� ����"�%��%0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4D3

D3 �����%��"���5� �� "� %"��� �����&"$�� ��� ���������% �� 55◦0 9�: ���G
A$�% �%������% ��� �$ ���� > $� �%�����&�� 7;#���� (µ/ρ, λ)L %���$�/*
���%�������� ��% ������$�B������% ��%�����%0 9#:���������5� ����� �$ ��G
��5� �� �%����������� ����"���� ��� �$ ���A$ ���&���$9$;��� ����;�"�: >
$�% �������% &�������% ��� $�% �����%��"������% ��%�����% �� $� &�HA��
9�: �� �%�� A&"��0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4D?

DD ��-������5� �� ���$��"� > �� -�%� �%������� ��� 9�: �$ %"��� �����&"$��
��#",��� ��� "�� $;��� ����;�"� �� $� A&"�� D3�* 9#: $� �����%��"���5�
��#",��� ��� ��"��% �� $� A&"�� D3� > 9�: $� �����%��"���5� ��#",��� ���
"�� $;��� �"������ �� $� A&"�� D3�0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4DC

D? �����%��"������% �#������% ��� $� �%�����&�� (µ/ρ, λ) ���� 9�: ��$���B�G
��5� % > 9#: ��$���B���5� �0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4?2
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�$ �%����������� �� ����% �$�������&.����%* ����"���� �"���� .%��% ������� �� "�� %"G

���A��� �"&�%�* 7� %��� ���$������� �%�"����� ��%�� 7��� >� <����% �.����%0 ��������

$� ��$�����5� �� ��-������% ����;�%* ���� ��� �,���$� $� ����/�����5� �� 6���77�8* �$

������� �� �/�����5� � ����;�% ����"�#���<�%* %� 7�� ���$�B��� ���#�,�% !"� ��������

�/�$���� > �������� ��-������% �%�����% ��$ -��5����* ��$�% ���� $� ����������� �� $�

�����%���� �������� �� $� $"B �%������� ��� "�� %"���A��� ���� -"���5� ��$ H�&"$�

�� �%����������� N��
����* 4@C@O � �$ ������%����������� ��-��B��� N���"�� �� ���*

4@E?P�.���B > �Q�����$$* 4@ECO0 �� ������"$��* ���� �������� �%�� I$���� -��5����

�% ����%���� ����$�� %��"������% �� $�% !"� �/�%�� �%����������� �I$���$�* $� �"�$ �%

��-;��$ �� ���$�B�� ��� �.����% ���$;����%* ��� $� !"� �����$����� %� ���$��� �.�����%

�"�.����% N�7��%�%* 4@EEP�����"��� �� ���* 4@@2O0

��� ���� $���* �$ ���#$��� ��<��%�* !"� <��%� %�#�� $� �����%��"���5� ��$ ���A$ ��

"�� %"���A��� � ������ �� ����% �� �%�����������* ���#�.� 7� %��� �%�"�����* �"�!"�



E

�� ��� �/���%�<������0 
�� ��#��&�* ��#��� � %" ����$�,����* �-���� "�� <��� ����

�� ��%�#�$�����% �� �%�"���0 ��% $;���% �� ��<�%��&���5� �H% �/�$�����% %�#�� ���#$�G

��% ��<��%�% �� 5����� %� ���������� �� $� ���"������5� �� ���H�����% �%���;%����%

�� $� %"���A��� NR�$-���* 4@CCP�7���$�>* 4@CFP �$%�� > +�����* 4@C@P 
��<�� > 
���G

��* 4@EDP��$>%7S�� �� ���* 4@@CO0 
�� ��#��&�* �"�!"� �H% �%��%�%* �/�%��� ���#�.�

���#�,�% �� $�% !"� %� ������� ���"����� �$ ���A$ %"���A���$0 �� 4@E2* �0 ��&�� > �0

��>%��� N��&�� > ��>%���* 4@E2O ���������� "� ���#�,� �� �$ !"� �������#�� ���"�����

�$ ���A$ �� ��,�$$�% �� ��-�����5� ��������� �� ����% ��$ ����� $�,���0 ���� %"���AG

���% �� ����5����%* �%�H� $�% ���#�,�% �� R��#�$$ > ��
���� NR��#�$$ > ��
����*

4@@4�PR��#�$$ > ��
����* 4@@4#O* #�%���% �� ����;�% ����"�#���<�% > �� $� ����/�G

����5� �� 6���77�80 �H% ������������� T"����$ > 
7������ NT"����$ > 
7������*

4@@F�PT"����$ > 
7������* 4@@F#O*����"%����� "� �.���� ����/����� ���� ��%�$<�� �$

-��5���� �� �%����������� ��<��%� ��� "� �$&������ !"� %��"$� �$ �����%� �� -����G

��5� �� ��H&���% �� "� �����%����� ���-���$0 �%�� ��<���%� �"��� �� <�%�� �������

7���� "%� �� $� ��-������5� �� �%����������� �#������ �$ �$"����� � $� %"���A��� ��%��

<����% ����������%0

�� �%�� ��%�% %� �%�"���� ��% �$&������% �� ��<��%�5� ���� $� ���"������5� ��$ ���A$0

�$ ������� #�%��� �� "� ��������� �� ������������ �� -�����% �� ����* !"� 7��� "%�

�� ����% �� ���$��"�9�5�"$� > -�%�: ��$ ����� $�,��� �%�������* &������� �$ �$"�����

$� %"���A��� � ��-������% H�&"$�% �� ����������0 �%�� �$&������ �%�H ��$�������� ���

$�% �$&������% ����"�%��% ��� T"����$ > 
7������ NT"����$ > 
7������* 4@@F�PT"����$

> 
7������* 4@@F#O0 �� %�&"��� �.����� �� ��<��%�5� ����"�%�� �% �� ���"��$�B� �">



@

��%�����* �"�% ���$�� ����% �� �����%���� �%������� �� �$ ����� $�,��� > #�%� %"

-"������������ �� �$ �$����������� ��$ ���#$��� �� �%����������� ��<��%� ���� "�

���#$��� �� ������B���5� �� $����$0 ��#� %�U�$�� !"� �%�� �$&������ 7��� "%� ��

���������% 7�"�;%����% > �� 7����������% ����"�������$�% ���� $� �����������5� �� $�

%�$"��5� �� $� !"� �"��� ����$�&��%� ���� "�� �%�����&�� �<�$"��<�0

�� �%��"��"�� ��$ ���%���� ���#�,� �"��� ��<����%� �� �"���� #$�!"�% -"��������$�%

!"� �����%������ � $�% ���;�"$�% ��* ���* �	 > 	0

�� �$ ���;�"$� �� %� �$����� �$ ���#$��� #�,� �%�"��� > %� ������"��� �$&"��% ���G

�����% ��5����% ����%����% ���� <�%"�$�B�� $�% ��%�#$�% ������% �� ��%�$<�� �$ ���#$���

������� > �������� $� ����$�,���� ��$ ���#$��� ��<��%�0 �� $� ������� %����5� %� �$�����

�$ ���#$��� �� �%����������� ������� > %� ��%���#�� #��<������ ���% �� $�% ������$�G

&;�% !"� %� 7�� ���$���� ���� %" %�$"��5�0 ��%�����������* %� $$�<� � ��#� "�� ��<�%�5�

�� $� $������"�� ��-������ �$ ���#$��� ��<��%�0 ���#�.� %� ������� $� ��%�#�$���� �� ��G

%�$<�� �$ ���#$��� ��<��%� ���� "� ���#$��� �� ������B���5� > %� ��A�� "� -"������$

�#,���* �">� ������B���5� �����%��">� $� %"���A��� #"%����0 ����$�����* $� �������

%����5� �%�H ��-����� � $� ��%������5� �� $�% �%!"���% �� �����%������5� �"�.���� ��

%"���A���% �"&�%�%* !"� %��H� ����%����% ���� $� ���$��������5� �� $�% �$&������% !"�

%� �������� �� �%�� ���#�,�0

�$ ���;�"$� ��� �%�H �������� � ��%������5� ��$ �$&������ �� ������������ �� -�����%

�� ���� 9����:* #�%��� �� �$ ���$�� �� ����% �� $� ���$��"� �%�������0 
� �%�"��� %"

��%����U� ���� �$ ��%� �� %"���A���% ���-��������� ����"�����%* ���$.������% > ���HG

$���%0 � %" <�B* %� ������� > �%�"��� "�� �%�����&�� �� �"�%���� !"� ������� ���"��� $�
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���"������� �� ��-������5�* ������������ �$ �I���� �;���� �� H�&"$�% �� ����������

> �� �%����������� ����%����% ���� $� �����%��"���5�0 ���� �%����� ���������� !"� %�

�%�"��� �% $� %��%�#�$���� ��$ �$&������ �� ���%����� �� �"��� �� $�% ����% > � �-����%

�� �%����������� �I�$��$�0 �� ��%� ������%���� !"� ���#�.� �% �%�"����� �� �%�� ��G

�;�"$� �% $� �����%��"���5� �� $�% %"���A���% �������% �� "� ����� �%�����A����0 ����

!"� $�% �������% ��%"$����% ���%����� �$&"��% ���#$���% �%������% � $� ��-�����5� !"�

%"-��� $�% ����% ���������% ����% �� $$�&�� � $� %"���A��� #�,� �%�"���* %� ������� "�

�%!"��� ���� �����&��$�% > %� ���%����� $�% �����%��"������% �#������%0 ����$�����* %�

���%����� $�% ����$"%����% ��$ ���;�"$�0

�� �$ ���;�"$� �	 %� �$����� �$ ���#$��� ��<��%� ���� "� ���#$��� �� ������B���5�

�� $����$0 �� $� ������� %����5� %� ��%�"��� #��<������ $�% ��������% #H%���% �� $�

����;� �� ������B���5�0 � %" <�B* ��� #�%� �� $�% ��������;%����% ��$ -"������$ �#,���

��A���� �� �$ ���;�"$� ��* %� �$�&�� ���% �$&������% �� ������B���5� > %� ��%���#��

$�% ���������% %�#�� $�% �"�$�% %� -"�������� $� �������5� �� ���� "�� �� �$$�%0 ��%

%�������% ��%�����% �"�%���� $�% ��%"$����% �#������% ��� ���� "�� �� $�% �$&������%

�� ��<��%�5� ����"�%��% � $� $��&� ��$ ���;�"$�0 �$ A��$ %� ��"����� $�% ����$"%����%

������$�% ��$ ���;�"$�0

�$ !"���� ���;�"$� �"�%���* �� %" ������� %����5�* "�� ���������5� ����� �$ ��G

%����U� �� ��% �� $�% �$&������% ����"�%��% ���� ���% ��%�% ������"$���%0 �$ ����

> �$ #�%��� �� �%�����&��% �<�$"��<�%0 
� ��%�"��� $�% ��%"$����% �#������% ����* �� $�

%�&"��� %����5�* ��� ��%� � $�% ����$"%����% &�����$�% ��$ ���#�,� > � "�� ����"�%��

���� $� ������"���5� �� �%�� $;��� �� ��<�%��&���5�0
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�$ �#,���<� �� �%�� ���;�"$� �% ���%����� "�� ��<�%�5� �� �$&"��% �%�����% ��5����% ��G

$�<����% %�#�� �$ ���#$��� !"� %� �%�"��� �� �%�� ���#�,� > ��%�"��� $�% �.����% �H%

�����%����% ����"�%��% �� $� $������"�� ���� ��%�$<�� �$ ���#$��� ��<��%�0 �� �����G

�� %����5� %� ��-��� �� $� ��%������5� �� ���% ����/��������% �$H%���% �$ ���#$��� ��

�%����������� �������0 �� $� %�&"��� %����5� %� �$����� �$ ���#$��� �� �%�����������

��<��%� � �%�"���� > %� ��%�"��� $�% ��������;%����% �%�����$�% �� $�% �$&������% �� ��<��G

%�5� ���������% �� $� $������"��0 
� �$����� $� ��%�#�$���� �� �#����� �$ ���#$��� ��

�%����������� ��<��%� -���"$H���$� ���� "� ���#$��� �� ������B���5�0 ����$�����*

�� $� ������� %����5� %� ��%���#�� $�% �%!"���% �� �����%������5� �� %"���A���% �"&�%�%

"�������%����$�% !"� %��H� "��$�B���% �� �$ ��%�� ��$ ���#�,�0
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�� �%�� %����5� %� ���%����� �$ ���#$��� �� �%����������� �� $"B ��� "�� %"���A���

�"&�%�0 ������$����� %� ��A�� �$ ���#$��� -;%��� � �%�"���� > ���#�.� %� ������"�� $�

������5� !"� %��H "��$�B���0 ��%�����������* %� ��%���#� "� �.���� ��&"��%� ���� $�

�����������5� ��$ ����� �%������� ��� "�� %"���A��� �"&�%�0 ���� !"� �$ �.����

�%�H #�%��� �� $� %�$"��5� �� ��"������% ����&��$�%* %� ������ ���� �$ �.���� �� $�

��"���5� ����&��$0 ����$�����* %� ���%����� ��% �.����% ����/�����% �� %�$"��5� ��$

���#$��� ������� ���� �$ ��%� ������"$�� �� "�� �����-��� ����� �$ <��;� > "� ����"����

���-����0 �$ ������ �.���� �%�H #�%��� �� $� $$����� ����/�����5� �� 6���77�8 � ��$

�$��� ���&���� > �$ %�&"��� �% $� ����;� ����"�#���<� �� ���$��"��% ��!"�U�%0 ��#���

� !"�* ��� $����������% �� ������� > �� <�$������ �� $�% ����"������% ���"�$�%* %�G

$������ ��%"$�� ��H����� �#����� ���#$���% ��&"��%�% ��� %"���A���% "�������%����$�%

9%"���A���% !"� %�� ��<�������% �� "�� �������5�:* $� ��<�%�5� %� $������H � �%�� ��%�0

�� &������;� ��$ ���#$��� %� ���%���� �� $� A&"�� 40 
� ���%����� �$ �%���������G

�� �� $"B ��� "�� %"���A��� �"&�%� "�������%����$* �">� ���A$ �%�H ��A���� ��� $�

��"���5� x3 = ζ(x1)0 � %" <�B* %� %"���� !"� $�% ��&����% %�����A����% x3 > ζ(x1)

> ζ(x1) > x3 ��������� �����% 7���&.���% � �%���5����% ���������B���% ��� %"% ���%G

�����% ���$.������% ε0(ω) > εI(ω)* ��%�����<������0 �$ �,� x3 �% ���������"$�� �$ �$���

�������� �� $� %"���A��� > .%��* � %" <�B* �% ��<������� �� $� �������5� x20 �$ �$��� ��

���������� �% �$ �$��� x1 − x30 
� %"���� ���#�.� !"� $� ��&�5� x3 > ζ(x1) ���� �$

����� �� ����������0
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x1
x3=ζ(x1)

inck

sθ

Es Ep

sck

k

oθEp

Es
q

x3

��&"�� 4' �������;� ��$ ���#$��� �� �%�����������0

��� #�%� �� $� &������;� ��$ ���#$���* ���� �����% ��<�������% � $� $��&� �� x2 �%

�$��� $� ��%�#�$���� �� ���$��� "� ����������� �%��$�� N+��� > R�$-* 4@E2O0 �% �����* �$

����� ��������� %� �"��� �%����A��� ��� $� ���������� x2 ��$ <����� �� ����� �$.������

� ��&�.����* %�&I� �$ ���� �� ��$���B���5�0 
"�������� ����% ��������H����%* �$

����� �% �� $� -����

Ψ(�; t) = (0, ψ(�), 0) exp {−iωt}, 94:

����� � = (x1, x3)0 
� %� ���%����� �$ �%���� �$������$ �� ��$���B���5� �� � �* $�

���������� �%��$�� ψ(�) �����%�����H $� ���������� x2 ��$ ����� ��&�.���� H2(�)0

��� ���� $���* %� %� ���%����� �$ �%���� �� ��$���B���5� �� � %* �������% ψ(�) �����%��G

���H $� ���������� x2 ��$ ����� �$.������ E2(�)0 �� $� !"� ��%�� �� �%�� ���#�,�* %�

%"�����H "�� ����������� �������$ exp {−iωt}* ���� I��������� %� 7��H ��-�������

�/�$;���� � �$$� �"���� %�� ����%���� ���� ���$� �$������ � $� �/��%���5�0

��� ��-������� �� $� A&"�� 4* %� �������H ��� ψ>(�) �$ ����� �� $� ��&�5� x3 > ζ(x1)

> ��� ψ<(�) �$ ����� �� $� ��&�5� ζ(x1) > x30



4D

�� $� ��&�5� x3 > ζ(x1)* ψ>(�) %���%-��� $� ��"���5� 7���&.��� �� =�$�7�$�B

(
∇ + ε0(ω)

(ω
c

)2
)
ψ>(�) = 0. 91:


���$�������* �� $� ��&�5� ζ(x1) > x3 %� ����� !"�

(
∇ + εI(ω)

(ω
c

)2
)
ψ<(�) = 0. 93:

�� $�% �/���%����% 91: > 93:* ω �% $� -���"����� ��&"$�� ��$ ����� > c �% $� <�$������

�� $� $"B0

�$ �"��� �� ������� ���� $� -���"$���5� ���$;���� ��$ ���#$��� �� �%�����������

������� �% �$ ������� ����&��$ �� ����� NV��S%��* 4@F?O !"� �%��#$���* ���� ��% -"������%

�%��$���% ��#�������% �(�′) > �(�′) #��� ����������% ������ �� "� <�$"��� v′* %� �"��$�

!"�

∫
v′

(
�(�′)∇′2�(�′) − �(�′)∇′2�(�′)

)
dv′ =

∮
Σ′

(�(�′)∇′g(�′) − �(�′)∇′�(�′)) · Σ′, 9D:

����� Σ′ �����%���� "�� %"���A��� ��#������� ������� !"� �������� �$ <�$"��� v′* Σ′

�% "� <����� �����$ � $� %"���A���* !"� ��"��� 7���� �-"��� ��$ <�$"��� v′* > �">�

��&���"� �% �&"�$ �$ �$������ ��-�������$ dΣ′0

������$�����* ���%�������� $� &������;� ��%����� �� $� A&"�� 1* %� ��$��� �$ �������

����&��$ �� ����� �� $� ��&�5� x3 > ζ(x1)0 �� �%�� ����� �� $� �/��%���5�* �% ���<�������

������"��� $� $$����� -"���5� �� ����� G0(� | �′) ��$ ����� x3 > ζ(x1)* !"� �% %�$"��5�
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'
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+
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��&"�� 1' ������� �� �����0



4F

�� $� ��"���5� (
∇′2 + ε0(ω)

(ω
c

)2
)
G0(� | �′) = −4πδ (�− �′) 9?:

�7���* %� �$�&�� $�% -"������% �(�) > �(�) �� ������ !"� �(�) = ψ>(�) > !"�

�(� | �′) = G0(� | �′)0 ��%��,���� ∇′2ψ>(�′) > ∇′2G0(� | �′) �� $�% ��"������% 91: > 9?:*

��%�����<������* > %"%���">���� �� �$ $��� �B!"����� �� $� �/���%�5� �����H���� ��$

������� �� ����� N��"���5� 9D:O %� ����� !"�

∫
v′ [�(�′)∇′2�(�′) − �(�′)∇′2�(�′)] dv′ =

∫
v′ ψ

>(�′)δ (�′ − �) dv′ =




ψ>(�), %� � ∈ �′

0, %� � /∈ �′
9F:

�� �!"; �"��� <��%� $� ���<�������� �� 7�#�� �$�&��� $� -"���5� G0(� | �′) ��A���� ���

$� ��"���5� 9?:0

�7��� %� ���%����� �$ $��� �����7� �� $� �/���%�5� ��$ ������� �� ����� N��"���5�

9D:O0 �� %"���A��� ������� Σ′ �"��� ��%��������%� ���� $� %"�� �� <����% %"���A���%

9A&"�� 1: ��$�% !"� Σ′ = Σ′
R0

∪Σ′
l1
∪Σ′

l2
∪Σ′

+* ����� Σ′
R0
�����%���� ���� $� %"���A���

�� "� %���G��$����� ����$�$� �$ �,� x2* Σ′
l1
> Σ′

l2
%�� $�% H���% �����%���������% � $�%

%�������% ����%<��%�$�% ��$ %���G��$����� > Σ′
+ �% �$ H��� �� "�� %"���A��� ���&������

,"%�� ����#� ��$ ���A$ %"���A���$ x3 = ζ(x1)0

���� $� ��<�������� �� $�% -"������% �<�$"���% � $� $��&� �� $� �������5� x2 > �$

7��7� �� !"� $� �����$ � $�% %"���A���% Σ′
l1
> Σ′

l2
�% ����$�$� � �%�� �������5�* $�%

������#"�����% �����%���������% %� ��"$��0 �������%* ���� �$ ����� ��� ������ �� $�



4C

%"���A��� �"��� �%���#��%�

ψ>(�) =
1

4π
lim

R0→∞

∫ ∞

−∞

(
ψ>(�′)

∂

∂n′
+

G0(�
′ | �) −G0(�

′ | �) ∂

∂n′
+

ψ>(�′)
)
dS ′

R0

+
1

4π

∫ ∞

−∞

(
ψ>(�′)

∂

∂n′
+

G0(�
′ | �) −G0(�

′ | �) ∂

∂n′
+

ψ>(�′)
)
dS ′

+, 9C:

����� %� 7� 7��7� "%� �� $� ��A����5� �� ����<��� ����������$ �̂ · ∇ = ∂
∂n
� $� $��&�

�� "� <����� "������� �̂* �����$ � $� %"���A���* �">� %������ ��"��� 7���� �-"��� ��$

<�$"��� �′0 � %" <�B* dS ′
R0
> dS ′

+ %�� �$������% ��-�������$�% �� $��&��"� �� ���� !"�

�����%������* ��%�����<������* �$ %����;��"$� �� ����� R0 ��������� �� �$ �$��� x1−x3

> �$ ���A$ x3 = ζ(x1)0

�$ ����� ����$ ψ>(�) �� $� ��&�5� x3 > ζ(x1) ���%�%�� �� ��% ������#"�����%* �����G

%������% ��� $�% ����&��$�% ��$ $��� �����7� �� $� ��"���5� 9C:0 �� ������#"��5� �� $�

����&��$ %�#�� $� %��� ����"�-������� �� ����� ��A���� ��#� ��� ���� ��%"$���� �$ �����

��������� ψ>(�)inc9 �� �"%����� �� $� %"���A���* %��;� $� I���� ������#"��5�:0 �� �%��

����* $� ��"���5� 9C: %� �%���#� �� -���� �������� ����'

ψ>(�) = ψ>(�)inc + ψ>(�)sc, 9E:

�����

ψ>(�)sc =
1

4π

∫ ∞

−∞

(
ψ>(�′)

∂

∂n′
+

G0(�
′ | �) −G0(�

′ | �) ∂

∂n′
+

ψ>(�′)
)
dS ′

+. 9@:

� ������ �� $� �/���%�5� 9@: �% �$��� !"� $� �����������5� ��$ ����� �%������� ��<�G



4E

$"��� �$ ������������ ��$ ����� ψ>(�′) �<�$"��� �� $� %"���A��� > %" ����<��� �����$

∂
∂n′ψ

>(�′)0 �%��% ��% ���������% %�� ��%��������% > �$ ���#$��� �� �%����������� ��G

����� ���%�%��* �%�����$�����* �� $� �����������5� �� �$$�%0 �$ �.���� �� $� ��"���5�

����&��$ %� #�%� �� �$ �%��#$��������� > %�$"��5� �� ��% ��"������% ����&��$�% ����$���%

���� ���������� �$ ����� > %" ����<��� �����$ �� $� %"���A���0 ����������� �� ����G

�� ��H$�&� � %� 7�B� ���� $� ��&�5� x3 = ζ(x1)* �% ��%�#$� ��������� "�� �/���%�5� ����

�$ ����� ����$ ψ<(�) �� $� ��&�5� x3 < ζ(x1)0 ���� �%��* ��#� ���%������%� $� -"���5�

�� ����� ��$ ����� �* !"� �% %�$"��5� �� $� ��"���5�

(
∇′2 + εI(ω)

(ω
c

)2
)
GI(� | �′) = −4πδ (�− �′) , 942:

��%�".% �� "� ���� �� H$&�#�� %� ���"����� !"�

Θ (ζ(x1) − x3)ψ
<(�) =

1

4π

∫ ∞

−∞

(
ψ<(�′)

∂

∂n′−
GI(�

′ | �) −GI(�
′ | �) ∂

∂n′−
ψ<(�′)

)
dS ′

−,944:

����� dS ′
− �% $� ��-�������$ �� $��&��"� �� ���� �����%��������� � $� �"�<� x3 = ζ(x1)

> Θ �����%���� $� -"���5� �%��$5� �� =��<�%���0 
" ���%����� �� �$ $��� �B!"����� �� $�

��"���5� 944: �% �����%������<� ��$ 7��7� �� !"� %� �$ �"��� �� �#%��<���5� � �%�H ��

�′−* $� ����&��$ �� <�$"��� ��$ ������� �� ����� �H �$ ����� ψ
<(�)* > %� �%�H -"���* �H

����0

��% ��"������% ���� ���������� $�% -"������% -"���� %� �#������ ���%�������� !"�



4@

� %� ������ � $� %"���A��� ��� ����#�0 ���#�.� �% ����%���� ���$��� $�% ����������% ��

������"���� ���� $�% ����������% ���&�����$�% �� $�% �����% � ���<.% �� $� -�������0


� ����� !"�

ψ>(x1, x3 | ω)


x3=ζ(x1)

= ψ<(x1, x3 | ω)


x3=ζ(x1)

941:

>

1

ν0

∂

∂n
ψ>(x1, x3 | ω)


x3=ζ(x1)

=
1

νI

∂

∂n
ψ<(x1, x3 | ω)


x3=ζ(x1)

, 943:

����� νR = 1 ���� ��$���B���5� %* > νR = εR(ω) ���� ��$���B���5� �0 � %" <�B* $�

����<��� �����$ �"��� ��A���%� �� �.�����% ��$ ���A$ �� $� %"���A���* ����'

∂

∂n
=
[
1 + (ζ ′(x1)

2)
]−1/2

(
−ζ ′(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

)
=

1

φ(x1)

∂

∂N
, 94D:

����� ∂
∂N

�% �$ �������� ����<��� �����$ �� "�������0 ����$�����* ��%�".% �� �$&"��%

�����"$������% �$&�#�����%* > �� "��$�B�� $�% ��$������%

∂

∂n
= − ∂

∂n+
=

∂

∂n−
94?:

>

dS ′
± =

√
1 + (ζ ′(x′1))2dx′1 = φ(x′1)dx

′
1. 94F:
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�$ ������� �$ �"��� �� �#%��<���5� � $� %"���A���* %� $$�&� �

ϕ(x1 | w) = ψ(x1 | w)inc + lim
ε→0

∫ ∞

−∞
dx′1

[
ϕ(x′1|ω)H(0)(x1|x′1) − χ(x′1|ω)L(0)(x1|x′1)

]
94C:

>

0 = − lim
ε→0

1

4π

∫ ∞

−∞
dx′1

[
ϕ(x′1|ω)H(1)(x1|x′1) − νRχ(x′1|ω)L(1)(x1|x′1)

]
, 94E:

�� ����� ϕ(x′1|ω) > χ(x′1|ω) %�� ��% -"������% -"���� ��A����% ��� $�% �/���%����%'

ϕ(x1 | ω) = ψ> (x1, ζ(x1))


x3=ζ(x1)+ε

94@:

>

χ(x1 | ω) =

[
−ζ ′(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
ψ>(x1, x3)


x3=ζ(x1)+ε

. 912:

� %" <�B*

H(0)(x1|x′1) =

[
−ζ ′1(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
G0(x1, x

′
1|x3, x

′
3)


x′
3
=ζ1(x′

1
)

x3=ζ1(x1)+ε

, 914:

L(0)(x1|x′1) = G0(x1, x
′
1|x3, x

′
3)


x′
3
=ζ(x′

1
)

x3=ζ1(x1)+ε

, 911:

H(1)(x1|x′1) =

[
−ζ ′1(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
GI(x1, x

′
1|x3, x

′
3)


x′3=ζ1(x′1)

x3=ζ1(x1)+ε

913:

>

L(1)(x1|x′1) = GI(x1, x
′
1|x3, x

′
3)


x′
3
=ζ(x′

1
)

x3=ζ1(x1)+ε

. 91D:
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� %� ������� $�% -"������% -"����* ��� #�%� �� $� ��"���5� 9@:* �% ��%�#$� ��$�"$�� �$

����� �%������� �� �"�$!"��� �"��� ��� ����#� �� $� %"���A���0 
�� ��#��&�* ����

��$�"$�� �$ ����� �� $� B��� $�,��� � .%��* �% ���<������� �/���%��$� ���� "�� %"���G

��%���5� �� ����% �$���%0 ���� �%�� %� ������"�� $� �����%������5� �� R�>$ N�����$ >

R�$-* 4@@?O ���� $� -"���5� �� ����� G0(x1, x3 | x′1, x′3)

G0(x1, x3 | x′1, x′3) =

∫ ∞

−∞

dq

2π

2πi

α0(q)
exp {i [q(x1 − x′1) + α0(q)(x3 − x′3)]}, 91?:

���

α0(q) =

√(
n0(ω)

ω

c

)2

− q2.

�� ��"���5� 91?: �/���%� � $� -"���5� �� ����� ���� "�� %"�����%���5� �� ����%

�$���%0 �$ %"%���"��$� �� $� ��"���5� 9@:* �$ ����� �%������� ��� $� %"���A��� �"���

�/���%��%� �� $� -����'

ψ>
p,s (x1, x3)sc =

∞∫
−∞

dq

2π
Rp,s(q|k) exp {iqx1 + iα0(q)x3} , 91F:

����� Rp,s(q|k) �% $� ���$��"� �� �%�����������* � �%������ ��&"$�� ��$ ����� �%���G

����* ���� ���

Rp,s(q|k) =
i

2α0(q)

∞∫
−∞

dx′1 exp {−iqx′1 − iα0(q)ζ(x
′
1)} ×

× [i (qζ ′(x′1) − α0(q))ϕ(x′1|ω) − χ(x′1|ω)] . 91C:
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��% -"������% -"���� �"���� ����������%� ��%�$<����� �$ %�%���� �� ��"������% ����G

&��$�% ����$���% 94C: > 94E:0 �% ����%���� ����� �� �"���� !"� $�% -"������% �� =��S�$

> %"% ����<���% ������ %��&"$�������% ����������% �$������� ��$ ���&��* ��� $� !"� ��

�% ��%�#$� ��������#��� �$ ����� ��$ �������� $;���� ��� �$ �� ����&����5�0 �� ���G

���������� ���� ��%�$<�� �"�.��������� �%�� %�%���� %� ���"����� ��%����� �� -����

����$$��� �� $� ��-������� N�����"��� �� ���* 4@@2O0

���� $� ��A�"$��� ���� ��%�$<�� �$ ���$;��������� �$ ���#$���* $� �����������5� ��

$�% -"������% -"���� %� ���$�B� �� -���� �"�.����0 ����H%* ���� �"��� �#%��<��%�

�� $� ��"���5� 912:* $� ��$���5� �� $� -"���5� -"���� ��� �$ ���A$ �� $� %"���A��� �%

����$�����0

�$ ���#$��� %� %���$�A�� ���� �$ ��%� ������"$�� �� �$ !"� $� %"���A��� �% "� ���G

�"���� ���-����* >� !"� %�$������ %� ��!"���� ���������� "�� -"���5� -"����* $� ����

�% ������������� �&"�$ � ����* ��#��� � !"� �$ ����� �$.������ �� $� %"���A��� �� "�

����"���� ���-���� �% �"$�0 �� �%�� ��%�* $� ���$��"� �%������� �"��� �%���#��%� ��

-���� &��.���� ����'

Rp,s(q|k) =
i

2α0(q)

∞∫
−∞

dx′1 exp {−iqx′1 − iα0(q)ζ(x
′
1)} [β((q, ζ ′)F (x′1|ω)] . 91E:

�$ -����� βp,s(q, ζ
′) ������� �� $� ��$���B���5� > �%�H ���� ���

βp,s(q, ζ
′) =




i [qζ ′(x′1) − α0(q)] ��$���B���5� �

1 ��$���B���5� %

. 91@:
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� %" <�B* Fp,s(x
′
1|ω) �����%���� $� -"���5� -"����* ���� ���

Fp,s(x
′
1|ω) =




ϕ(x′1|ω) ��$���B���5� �

χ(x′1|ω) ��$���B���5� %

932:

����$�����* $� ��"���5� 94C: ���� "� ����"���� ���-���� ��!"���� $� -����

ϕp,s(x
′
1 | ω) = ψ(x1 | w)inc + lim

ε→0

∫ ∞

−∞
dx′1 [Fp,s(x

′
1|ω)βp,s(q, ζ

′)] 934:

������ �����	
��	� �� �	������ �� ��� ����� ���������

�� ����/�����5� �� 6���77�8 �% "�� ����/�����5� $���$ ���� �$ <�$�� ��$ ����� � %"

����<��� �����$ �� $� %"���A���0 
� #�%� �� $� %"��%���5� �� !"� $�% ����������% ��

-������� ���� �$ ����� �� ���� �"��� ��$ ���A$ %� �"���� ����/���� ��� �!"�$$�% !"�

�����%������ � "� �$��� ��A���� ���&���� � .%��0 ���� !"� $� ����/�����5� %�� #"���

��#� �"��$��%� !"� λ � a0 �% �����* !"� $� $��&��"� �� �����$���5� a �� $� %"���A���

x3 = ζ(x1) ��#� %�� �"�7� ��>�� !"� $� $��&��"� �� ���� ��$ ����� ���������0

��� �$ ������� %� %"�����H !"� $� %"���A��� �% �$"������ ��� "�� ���� �$���0 ��

���������� �� �"$� ��$ <����� �� �����* >� %�� ��&�.���� � �$.������* �%�H ���� ���

$� ��"���5�

ψ (x1, x3)inc = ψ0 exp {ikx1 − iα0(k)x3} , 931:

����� α0(k) =
√

(ω/c)2 − k2 > ω �% $� -���"����� ��$ ����� ���������0 ��% H�&"$�% θ0



1D

> θs �%��� ��$��������% ��� $�% �I����% �� ���� k > q* ��%�����<������* ���

k =
ω

c
sin θ0 , q =

ω

c
sin θs . 933:

�� $� ����/�����5� �� 6���77�8* $�% -"������% -"���� �%���H� ����% ��� $�% �/���%����%

N+��S���� > 
��BB��7���* 4@F3P�&�$<>* 4@@4O

ϕAK(x′1, ζ(x
′
1)) = (1 +R)ψ (x′1, ζ(x

′
1))inc 93D:

>

χAK(x′1, ζ(x
′
1)) = (1 − R)

∂

∂N ′ψ (x′1, ζ(x
′
1))inc , 93?:

�� ����� R �% �$ ���A������ �� ��J�/�5� �� ���%��$ > ∂
∂N ′ �% �$ �������� ����<���

�����$* ��A���� �� $� ��"���5� 94D:0 
"%���">���� $�% ��"������% 931:* 93D: > 93?: ��

$� ��"���5� 91C:* ��%�".% �� �������� �.�����% %� $$�&� � %�&"����� $� �/���%�5� ����

$� ���$��"� ����$�,� �%�������

RAK
p,s (q|k) =

i

2α0(q)

∞∫
−∞

dx′1 [i(qζ ′(x′1) − α0(q))(1 +R) + i(kζ ′(x′1) + α0(k))(1 − R)]

× exp {i�xx
′
1 − i�zζ(x

′
1)} ,93F:

����� �x = k − q > �z = α0(q) + α0(k)0 �%�� ��%"$���� %� �"��� %���$�A��� ����&�����

��� �����% $� ��"���5� 93F:0 �$ ������������� ���� "� ����� &�����$ %� ����$���* �"�%

�$ ���A������ �� ��J�/�5� �% -"���5� �� $� ��%���5�0 �������%* %� ���%����� �$ ��%�



1?

������"$�� �� "� ����"���� ���-����* ���� �$ �"�$ %� �����H !"� R = ±1 �����������

��$ ���� �� ��$���B���5� ���$����P �$ %�&�� ��%���<� �����%����� � $� ��$���B���5� �*

�������% !"� �$ ��&���<� � $� %0 ��%�".% �� ����&��� ��� �����% $� ��"���5� 93F:* $�

�/���%�5� ��%"$����� ����� $� -����

RAK
p,s (q|k) = F (θi, θs)

∞∫
−∞

dx′1 exp {i�xx
′
1 − i�zζ(x

′
1)} 93C:

����� F (θ0, θs) -����� ��&"$�� ���� ���'

F (θ0, θs) = ±1 + cos(θ0) cos(θs) − sin(θ0) sin(θs)

cos(θ0) + cos(θs)
93E:

�$ %�&�� ��$ -����� ��&"$�� F (θ0, θs) ��������H �� $�% ����������% �� -������� �$�&���%0

�% �����* ���� ��$���B���5� � %��H ��&���<�* �������% !"� ���� ��$���B���5� % %��H

��%���<�0

�% ����%���� ��������� !"�* -����$�����* $� ��"���5� 93C: ���%�� �� ��% �.�����%0

��� �� �$$�% �% �$ !"� %� �"�%��� ���7� ��"���5�* �������% !"� �$ ����* �%�H ��$��������

��� �-����% �� #���� > �% ��%������#$� �"���� �$ ����U� �� $� %"���A��� �% �"�7�

��>�� !"� $� $��&��"� �� ���� ��$ ����� ��������� N+��S���� > 
��BB��7���* 4@F3O0

������ ������� ���������	 ��! "	����	� �� #�$��	��

�$ ���#$��� ������� �"��� ��%�$<��%� �� ������ ����/����� ��� $� ����;� ����"�#���<�

�� ��!"�U� ���$��"�0 �� <��%�5� �H% "��$�B��� %� #�%� �� $� $$����� 7��5��%�% ��



1F

��>$��&7* !"� ������� $� �����������5� 9�� -���� ����/�����: �� $� ���$��"� ��

�%����������� R(q | k)* %�� ����%���� �� �%����A��� $�% -"������% -"���� ϕ(x′1 | ω)

> χ(x′1 | ω)0 �� ���$��"� �� �%����������� R(q | k)p,s �% ��$�"$��� �������� "��

�/���%�5� �� %���� �� ��������%* �">� ���H����� ��!"�U� �% �����%������<� ��$ ��������

����� $�% �$�"��% �� $� %"���A��� > $� $��&��"� �� ���� ��$ ����� ���������0

�"�!"� �� ���"��$�B� ��%�����* ���� �� �$ ��%� �� $� ����/�����5� �� 6���77�8*

�/�%��� $����������% ��-������% � $� ��$�����5� �� $� 7��5��%�% �� ��>$��&7* !"� ���G

�������� $� ���<��&����� �� $� %���� ��%"$�����0 �� ������ &�����$* ���� !"� �%��

����/�����5� �"��� "��$�B��%�* $�% �"&�%�����% �� $� %"���A��� ��#�� �"��$�� $� ���G

����5� | α0(k)ζ(x1) |� 1 N�7��%�% > V��S%��* 4@E@OP �% �����* ��#�� %�� ��!"�U�% ��

���������5� ��� $� $��&��"� �� ���� ��$ ����� ���������0

����% �� ��"����� $� =��5��%�% �� ��>$��&7* �% ���<������� �������� !"� $� �����%��G

����5� �� "� ����� �� �.�����% �� %" �%������ ��&"$�� �%�H ��%����&��� � &������;�%

�� ����� �%����� � � ��&����% $�������% ��� �$���% ����$�$�%0 �� ��#�% ��%�%* �$ �����

������ �� $� ��&�5� ��#� %�� 7���&.��� > %�� -"����% N�����$ > R�$-* 4@@?O0 �� =�G

�5��%�% �� ��>$��&7 ����� ��$ %"�"�%�� �� !"� �% <H$��� �����%����� �$ ����� ��J�,���

��� $� %"���A���* �� $� ��&�5� x3 = ζ(x1)* ����

ψR(x1, x3) =

∫ ∞

−∞

dq

2π
R(q | k) exp i[qx1 + α0(q)x3], 93@:

�"���� �� ���������* �%�� �����%������5� %�$������ �% <H$��� � ������ �� x3 = ζmax(x1)0

��� �$ A� �� �$"%���� $� �����������5� �� $� ���$��"� ��J�,��� R(q | k)* "��$�B����



1C

�$ �.���� �� ��>$��&7 > ����;� ����"�#���<�* %� ���%����� �$ ��%� �� "� ����"����

���-���� �$"������ ��� "�� ���� �$��� > ��$���B���5� %0 
"%���">���� $�% ��"������%

931: > 93@: �� $� ��"���5� 941: %� ����� !"�

ψ0 exp {ikx′1 − iα0(k)ζ(x
′
1)} = −

∫ ∞

−∞

dq

2π
R(q | k) exp i[qx′1 + α0(q)ζ(x

′
1)] 9D2:

�% �$��� !"� $� ��"���5� �������� <��$� $� ��%������5� ���"�%�� ���� $� �����%������5�

�� "� ����� ���� "�� %"�����%���5� �� ����% �$���%* >� !"� $� �<�$"���5� %� $$�<� �

��#� ������������ �� �$ ���A$ > �� �� "� �$���0 �"$���$������ $� ��"���5� 9D2: ���

exp {−ipx′1} � ����&����� ��� ��%����� � x′1* %� $$�&� �'

ψ0

∫ ∞

−∞
dx′1 exp {i(k − p)x′1 − iα0(k)ζ(x

′
1)} 9D4:

= −
∫ ∞

−∞
dx′1

∫ ∞

−∞

dq

2π
R(q | k) exp i[(q − p)x′1 + α0(q)ζ(x

′
1)]. 9D1:

��A������

I(γ | Q) =

∫ ∞

−∞
dx′1 exp {−i[Qx′1 + γζ(x′1)]} 9D3:

%� $$�&� � $� <��%�5� �� "�� ��"���5� ���"���� �� ��>$��&7 ���� "� ����"���� ���-����'

ψ0 [I(α0(k) | p− k)] = −
∫ ∞

−∞

dq

2π
[I(−α0(q) | p− q))]R(q | k). 9DD:
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���$�B���� "�� �/���%�5� �� %���� �� ��>$�� ��$ ����*

exp−iγζ(x1) = 1 +
−iγ
1!

ζ(x1) +
(−iγ)2

2!
ζ2(x1) + . . . , 9D?:

$� -"���5� I(γ | Q) !"���

I(γ | Q) =

∫ ∞

−∞
dx1 exp {−iQx1}

[
1 +

−iγ
1!

ζ(x1) +
(−iγ)2

2!
ζ2(x1) + . . .

]

= 2πδ(Q) +
−iγ
1!

ζ̂ (1)(Q) +
(−iγ)2

2!
ζ̂ (2)(Q) + . . . , 9DF:

����� ζ̂n(Q) �����%���� $� ����%-������ �� ��"���� �� ζn(x1)0 
"%���>"���� �� $�

��"���5� 9DD: %� �#�����

−ψ0

[
2πδ(p− k) +

−iγ
1!

ζ̂ (1)(p− k) +
(−iγ)2

2!
ζ̂ (2)(p− k) + . . .

]
=

−
∫ ∞

−∞

dq

2π

[
R(0)

s (q | k) +R(1)
s (q | k) +R(2)

s (q | k)]×
×
(

2πδ(p− q) +
−iγ
1!

ζ̂ (1)(p− q) +
(−iγ)2

2!
ζ̂ (2)(p− q) + . . .

)
, 9DC:

����� R(n)
s (q | k) �����%���� $� ������#"��5� � $� ���$��"� �� �%����������� �� �����

ζn(x1)0

����$�����* ��%�".% �� �&"�$�� $�% �.�����% %���,����% > �� ��<���� $�% ����������%

�� $� -"���5� ��$��* %� $$�&� � !"� $� ���$��"� �%������� �� $� ��&�5� x3 ≥ ζmax(x1) �%�H



1@

���� ��� $� %����

Rs(q | k) = ψ0

[
−2πδ(p− k) + 2iα0(k)ζ̂

(1)(p− k) + · · ·
]

9DE:

�% ���������� ��������� !"� �$ ������ �.����� �����%���� $� ���$��"� �%���"$��0 � %"

<�B* �$ %�&"��� �.����� ��$������ $� ���$��"� �%������� ��� $� ����%-������ �� ��"����

�� $� %"���A���0

���� �� ���	�
�� 
 
��������
��� ���
���� ���
�
�


��
�

�� $� %����5� �������� %� ��%���#�5 �� !"� ���%�%�� �$ ���#$��� �� �%����������� �������

> %� �/�"%����� #��<������ �$&"��% �.����% �� %�$"��5�0 �� �%�� %����5� %� ���%����

"�� ������"���5� �$ ���#$��� �� �%����������� ��<��%� > %� $$�<� � ��#� "�� ��!"�U�

��<�%�5� ��$ ����0

������ #����������	� �� �����%�	�� ������� ��	�	&���� 	�'��(


��	� �� �
��	��� $ �� '���

�� ���� �� ���#$��� �� �%����������� ��<��%� !"� 7� %��� ���$������� �%�"�����

�� 5����� ���%�%�� �� $� ���"������5� �� �$&"��% ����������% �������� �� $� %"���AG

��� N�7���$�> > R�$-���* 4@C?P�7���$�>* 4@CFPR�$-���* 4@CCP�$%�� > +�����* 4@C@P
��G

<�� > 
�����* 4@EDO0 ���������% �;����% �� �����.% �"���� %�� $� ��%<����5� �%�H���� ��
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�$�"��% δ [〈ζ2(x1)〉 − 〈ζ(x1)〉2]1/2 > $� $��&��"� �� �����$���5� a* !"� %�� �����%������<�%

�� $� �%��$� <������$ > 7���B����$ �� $� %"���A���0 ��% ���.���%�% �"������% �������

�$ �������� %�#�� "� ���,"��� 9��%��#$�: �� ���$�B������% �� "�� %"���A��� �$����G

���0 �$ ���#$��� �� $� �����%��"���5� ��$ ���A$ �� "�� %"���A��� ��������;%�� � ��

"�� ���$�B���5� ������"$�� �� "�� �$������� �% �H% ����$�,�0 
�� ��#��&�* �/�%���

�$&"��% ���#�,�% %�#�� �$ ����* ���� ��� �,���$� �$ �.���� ����"�%�� ��� ��&�� >

�0 ��>%��� N��&�� > ��>%���* 4@E2O* ��-����� ��������$����� � ��,�$$�% �� ��-�����5�

���-��������� ����"�����%* �� �$ !"� $�% �"����% �%��#$���� ��% ���#$���% ��<��%�% �

��%�$<��* ����������� ��$ ���� �� ��-������5� ��� �$ !"� %� �"����0 �$ ������� �% "�

���#$��� �� �����%��"���5� �� �$ !"� %� #"%�� 7�$$�� �$ ���A$ �� "�� ��,�$$� � ������

��$ ������������ �� %" �A�������* ������ �/���������$�����0 �$ %�&"��� ���#$���

��<��%� ���%�%�� �� $� %;���%�% > #H%�������� %� #"%�� ���������* %� �% !"� �/�%��* "��

��,�$$� �� ��-�����5� �">� �A������� � %��� ��A���� � 	
��
�0

��� �� $�% �������% ���#�,�% �� $�% !"� %� ������� �����%��"�� �$ ���A$ �� "�� %"G

���A��� ��� �"&�%�����% �$�������% -"� ��������� ��� NR��#�$$ > ��
����* 4@@4�O0 ��%

�"����% �������� "� �$&������ �� �����%��"���5� #�%��� �� $� =��5��%�% �� ��>$��&7*

���� ���"����� �$ ���A$ �� "�� %"���A��� �$������� "�������%����$ ���-��������� ���G

�"�����* �"���� .%�� �% �$"������ ��� "�� ���� �$��� ��� ��$���B���5� %9����������%

�� -������� �� �����7$��:0 �$ ������ ��%� �� %" �.���� �% %"����� ��������% $�% ��G

�$��"��% ����$�,�%

F+(k) =

∫ ∞

−∞
dxχ(x1 | ω) exp {−i [kx1 − α0(k)ζ(x1)]} 9D@:
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>

F−(q) =

∫ ∞

−∞
dxχ(x1 | ω) exp {−i [qx1 + α0(q)ζ(x1)]}, 9?2:

����� F+(k) �% "� �.����� -"���� ��$�������� ��� �$ ����� ��������� > %" ����<���*

�<�$"���% %�#�� "�� $;��� ����$�$� �$ �$��� �������� x3 = 0 %��"��� � "�� ��%������

��#������� x3 = Z0 ����#� �� $� %"���A���0 � %" <�B* $� -"���5� F−(q) = Rs(q | k) �% �$

�%������ ��&"$�� ��$ ����� �%�������0

��%�����������* %"�������� k = q* �$ %"��� > ��%��� ����� %; $�% ��"������% 9D@: >

9?2: %� �#�����

Γ+(k) =
F+(k) + F−(k)

2
=

∫ ∞

−∞
dx1χ(x1 | ω) cos {α0(k)ζ(x1)} exp {−ikx1}, 9?4:

Γ−(k) =
F+(k) − F−(k)

2i
=

∫ ∞

−∞
dx1χ(x1 | ω) sin {α0(k)ζ(x1)} exp {−ikx1}. 9?1:


"�������� !"� | α0(k)ζ(x1) |� 1* $�% ��"������% 9?4: > 9?1: %� ���%���#�� ����

Γ+(k) ≈
∫ ∞

−∞
dx1χ(x1 | ω) exp {−ikx1} 9?3:

Γ−(k) ≈ α0(k)

∫ ∞

−∞
dx1χ(x1 | ω)ζ(x1) exp {−ikx1} 9?D:

����$�����* $�% ��"������% ���������% �"���� �����������%� ���� $�% ����%-������% ��

��"���� �� $� -"���5� -"���� χ(x1 | ω) > ��$ ����"��� �� .%�� ��� �$ ���A$ �� $� %"���G

A���0 ��$�"$���� $� ����%-������ �� ��"���� ��<��%� �� $�% -"������% Γ+(k) > Γ−(k)*

��������% ��%�����<������ ��� γ+(x1) > γ−(x1)* > �-���"���� �$ �������� ����� �$$�%*
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%� �#����� !"�

ζr(x1) =
γ−(x1)

γ+(x1)
, 9??:

����� ζr(x1) �����%���� "�� �%������5� ��$ ���A$ ���&���$0 ��#��� � !"� $�% -"������%

Γ−(k) > Γ+(k) �� �"����� ��� $� ��-������5� �� ����% �<���%�����%* $� �����%��"���5�

�%���H $������� � ����$$�% ��>���% � �������#$�% ��� $� $��&��"� �� ����0 
�� ��#��G

&�* $� $�������5� �H% ���������� !"� ���%���� �$ �.���� ��%��� �� �$ 7��7� �� 7�#��

"��$�B��� "�� ����/�����5� �� �"&�%�����% ��!"�U�%0

R��#�$$ > ��
���� ����"%����� "� �.���� �$�������<�* #�%��� �� $� ����/�����5�

�� 6���77�8* ���� �����%��"�� �$ ���A$ �� $� %"���A��� NR��#�$$ > ��
����* 4@@4#O0

�� �%�� -����* >� �� %� ����� "�� $�������5� ������� ��� ��%����� � $�% �$�"��% �� $�%

�"&�%�����%0 �$ �&"�$ !"� ��� �$ �.���� ��������* %� %"���� "�� %"���A��� �"&�%�

"�������%����$ ���-��������� ����"�����0 ���� �$ ����� ��������� %� ���%����� "��

���� �$��� ��� ��$���B���5� %9����������% �� -������� �� �����7$��:0

�$ �"��� �� ������� ���� �%�� �.���� �� ��<��%�5� �% %"����� !"� $� ���$��"�

�%������� ��� $� %"���A��� �� �$ ����� $�,��� RAK
p,s �% ��������0 ���� $$�<�� � ��#� %"

��H$�%�%* R��#�$$ > ��
���� ���%���#�� $� ��"���5� 93C: ����

RAK
s (p|l) =

[
p2 + l2

l

]
D(θs, θ0), 9?F:

���

D(θs, θ0) =

∞∫
−∞

dx′1 exp
{
i
(ω
c

)
px′1

}
exp

{
−i
(ω
c

)
lζ(x′1)

}
. 9?C:
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��% ����%-���������%

p = sin(θs) − sin(θ0) > l = cos(θs) − cos(θ0), 9?E:

%� �#������ � ������ �� $�% ��$������% 933:0 �� �%�� -����* �% �$��� !"� �$ -����� ��&"$��

F (θ0, θs) �� $� ��"���5� 93C: �"��� �%���#��%� ����
[

p2+l2

l

]
.

� ������ �� $� ��"���5� 9?C: %� �#%��<� !"� �$ <����� �$ H�&"$� �� ���������� θ0* � �$

�� �%����������� θs* %� �����H "�� <������5� �� p > �� l0 
�� ��#��&�* %� �/�%���%� �$&"��

-���� �� <����� p > �������� A,� � l* �������% %� �����;� "�� ��$���5� �� ����%-������

�� ��"���� ����� "�� �/��������$ ����$�,� �">� ��&"����� �% �$ ���A$ ζ(x1) > $� -"���5�

D(θ0, θs)0 �% �����*

D(θ0, θs) = F
{

exp
{
−i
(ω
c

)
lζ(x′1)

}}
9?@:

�$ ��%"$���� �������� �% ������%����* >� !"� �$ ���A$ ���&���$ ζ(x1) ����;� �%�����%�

��$������ �$ �������� ����%-������ �� ��"���� ��<��%� � $� ��"���5� 9?@:* �� ������

!"�

P (x1, l) = F−1 {D(θ0, θs)} = exp
{
−i
(ω
c

)
lζ(x′1)

}
. 9F2:


� �$ ���A$ �%������ %� ������ ���� r(x1, l)* �$ ��$�"$�� $� -�%� �� $� �/���%�5� 9F2: %�

�����

r±(x, l) =
1

kl
tan−1

{−Im {P±(x, l)}
Re {P±(x, l)}

}
9F4:

����� Re {} > Im {} ������� $� ����� ���$ � ���&������ �� $� -"���5� P±(x, l)* ��%���G

��<������0
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�"�!"� �� ��������� %���$�* �%�� �.���� ��%�� $����������% ����������% !"� ��#��

���%������%�0 ��� �� �$$�% �%�H ��$�������� ��� $� ����"��� �$����5� ��$ ���H����� l ��G

�� !"� $�% <�$���% �����%���������% � p &������ H�&"$�% �� ���������� > �� �%�����������

-;%�������� ��%�#$�%0 � %" <�B* �$ �$&������ �� ��<��%�5� ��!"���� !"� $�% %"���A���% �

�����%��"�� %� ���"������ ������ �� $�% $;����% �� <�$���B �� $� ����/�����5� �� 6���7G

7�80 �% �����* $�% ���������% ��#�� %�� %"�<�%0 ����$�����* �$ %�� ����%���� ��$�"$��

$� -�%� ���� $� �����%��"���5� ��$ ���A$* �% ��%�#$� $� �/�%������ �� ��#�&W�����% !"�

��!"����� �� "� �$&������ ��������$ ���� �<����$�%0

��% �$&������% �� ��<��%�5� ������"$������� ������%����% -"���� ���������% ���

T"����$ > 
7������ NT"����$ > 
7������* 4@@F�P T"����$ > 
7������* 4@@F#O0 ��

�%��% ���#�,�%* $�% �"����% ���%������ $� ��%�#�$���� �� "��$�B�� $� ��-������5� �� �%G

����������� &������� �"���� $� %"���A��� %� �$"���� ��%�� <����% ����������%0 ��%

�.����% -"��������� %" �������5� �� �$ �����%� �� -������5� �� ��H&���% �� �$ ��G

���%����� ���-���$* > �� �$ �����%����� ���-���$ �����-����.�����* ���#�,���� �� ����

���A$��.�����0

�� ����;� �%�H #�%��� �� $� ����/�����5� �� 6���77�80 �� $� ������� �"#$�����5�

NT"����$ > 
7������* 4@@F�O* $�% �"����% "��$�B�� "� -����$�%�� %���$�� �$ �� NR��#�$$

> ��
����* 4@@4#O* ��������� �� $� ��"���5� 9?C: ���%����� �� $� %�&"����� -����'

RKA(p, l) =

[
p2 + l2

l

] ∫ ∞

−∞
dx′1

∫ ∞

−∞
dx′3δ [x′3 − ζ(x′1)] ×

×
(
exp

{
−i
(ω
c

)
lx′3)

})
exp

{
−i
(ω
c

)
px′1

}
9F1:
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T"����$ > 
7������* ��� ����� �� "�� ���$�&;�* ����������� $� ��"���5� 9F1: ���� $�

-"���5� �� �%����������� S(p, l) ��%����� �� N
7������* 4@EFO > !"� � %" <�B ,"�&� "�

����$ -"��������$ �� �$ �H$�"$� �� $� ���$��"� �� $� ���&�� �� "� �����%����� ���-���$

U(x1, x3) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
c(p, l)S(p, l) exp

{
i
ω

c
[px1 + lx3]

}
dpdl, 9F3:

����� c(p, l) �% $� -"���5� �� ����%-������� ��7������ ��$ %�%���� 5�����0 �� %" ��H$�%�%*

NT"����$ > 
7������* 4@@F�O ��&"������ !"� ��#��� � !"� %" �#,���<� �� �% %��"$��

�$ -"������������ �� "� �����%����� ���-���$ %��� I��������� ���"�����* �� $� ��,��

������ ��%�#$�* �$ ���A$ �� "�� %"���A��� �"&�%�* $� �$����5� �� $� -"���5� c(p, l) �"���

%�� �� -���� ��#�������0 �������%* � ������ �� $� ��"������% 9F1: > 9F3:* �$�&��

c(p, l) =




l
p2+l2

���� p2 + l2 < 4 > l > 2 cosα*

0 ���� �"�$!"��� ���� ��%�0

9FD:

����� α �% $� �#���"�� �"�.����0

�� ���&�� ��$ �#,��� %� &������H �������� "� #������ �/��$* �0�0 �� $� �������5� x3*

���� ���� "�� �� $�% �"���% ��$ �$��� �������� x3 = 00 �$ ��%"$���� �% "� ���� ��

$�% �����%�����%* �� -"���5� �� $�% ����������%* !"� %�&"� $� -���� ��$ ���A$ ���&���$0

��#� �����%� !"� $� -"���5� ��$�� �� $� ��"���5� 9F1: �����%���� $� ���&�� ����$ �� $�

%"���A��� ζ(x′1)0

�� "�� �"#$�����5� ��%������ NT"����$ > 
7������* 4@@F#O* �%��% �"����% ��������

$� �����%��"��5� �� ���A$�% "�������%����$�% 7������� "%� �� �����%����� ���-���$
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�����-����.�����0 ���� $$�<�� � ��#� %" �#,���<�* T"����$ > 
7������ %"����� ��������%

$�% �����%�����% �� %�$��� �����%���������% � ���� "�� �� $�% #��B�% �� "� �����-��5�����

�� ���7�$%��0 ��%�����������* �� -���� �$����5����* �%��% ���������% %�� �����%���%

���� �#����� "�� %�U�$ �����������$ �

I = Re {UR∗} , 9F?:

����� U(x1, x3) �%�H ���� ��� $� ��"���5� 9F3: > R = R0 exp {iφ} �% $� ���$��"� ��$

7�B �� ��-�������0 �$ ��%"$���� ��$ �����%� �� ��<��%�5�* �$ �&"�$ !"� �� �$ ��%� ��$

�����%����� ���-���$* �% "� ���� �� $� -"���5� 9F?: ���-������ ��� "�� �%��"��"��

�%��"��"�� �� -���,�% �">� -���� �%���,� �$ ���A$ ���&���$0

��� <�B -������ �$ ���� �� �����%�����% 9�����%����� ���-���$:* T"����$ > 
7��G

���� NT"����$ > 
7������* 4@@F�O "��$�B�� "� �$&������ �� �������5� �� ����% �� �����G

%���� ���� �%����� �$ ���A$0 ��� ���� $���* �� NT"����$ > 
7������* 4@@F#O %� �������

$� "��$�B���5� �� "� �$&������ �� �������$���5� ����#5$���* >� !"� $� �������5� �� �HG

/���% ����,� ���A$�% ��� ��������"�����% ��#���%* ��������$�����* � !"� ���%����% �$

�H/��� �� %� ���"����� �� $� -���,� �� �H% �$�� ������%�� !"� %�&"� $� -���� ��$ ���A$

%��� �� "�� ��>������0
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������ #����������	� �� �����%�	�� ������� ��	�	&���� 	�'��(


��	� �� 	�����	���

�"�!"� ����#$�%* $�% �$&������% ��%�����% ������������� ���%����� $����������% �����G

�����%0 ��� �� �$$�% ��%��� �� $� ��A�"$��� �� %" ���$��������5� �/���������$0 �� "�

���#�,� ��������* N��%��"�7�% �� ���* 1224O �������� ��%"$����% �/���������$�% �#����G

��% �$ ���$��� "� �$&������ �� ��<��%�5� #�%��� �� $� ����/�����5� �� 6���77�8* ����

$� �����%��"���5� ��$ ���A$ �� ��,�$$�% �� ��-�����5�0 �� %" �"#$�����5�* �%��% �"����%

��������� !"� "�� �� $�% ��B���% ��� $�% !"� �� "��$�B���� �$ �.���� �� R��#�$$ >

��
���� NR��#�$$ > ��
����* 4@@4#O -"�* �����%������* %" ��A�"$��� �� ���$������G

��5�0 ���� $�������5� ���������� �� $�% �$&������% �� ��<��%�5� ����������% �% !"�

����%��������� ��!"����� $� ��-������5� �� $� -�%� ���� $$�<�� � ��#� $� �����%��"���5�0

�% ������%���� �������% ���%������ $� ��%�#�$���� �� �����%��"�� �$ ���A$ �� "��

%"���A��� �"&�%� ��������� �� ����% �� �����%����* �"�% �%�� �% "�� %��"���5� �">�

���$�B���5� �/���������$ ��%"$�� �H% %����$$�0 
�� ��#��&�* �%�� �"�<� ��-�!"� ���%����

�%�����% ����������% !"� ��#�� �����%� �� �"����0 ���� �$"%���� $� ����$�,���� ��$

���#$��� %� ���%����� "� %"���A��� ���-��������� ����"����� �$"������ ��� "�� ����

�$��� N��"���5� 931:O ��� ��$���B���5� %0 �� ���$��"� �%������� ��� $� %"���A��� �%�H

���� ��� $� ��"���5� 91E:* ��� $� �����* $� �����%���� �� �$ ����� $�,��� %��H'

Is(q|k) =
1

4α2
0(k)


∞∫

−∞

dx1 [F (x1|ω) exp {−iα0(q)ζ(x1)}] exp {−iqx1}


2

. 9FF:
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� %� %"����* ��� �$ �������* !"� $� ��$���5� ����� �$ ���A$ �� $� %"���A��� ζ(x1) >

$� -"���5� -"���� F (x1|ω) �% �������� > !"� $� <������5� �� α0(q) �"��� %�� ��%���G

�����* $� �����%���� �%������� �"��� �����������%� ���� $� ����%-������ �� ��"���� ��

$� �������� ����� $�% ���.���%�% �"������%0 �% �$��� !"� $� ��-������5� �� -�%� �� $�

���$��"� ����$�,� �%������� %� 7� ������� > �%�� 7��7� ����$���* �I� �H%* $� ���"��G

����5� ��$ ���A$0 �% �������� !"� ���� �$ ��%� �� �#,���% "�������%����$�%* �$ ���#$���

�� $� �����%��"���5� �� "�� -"���5� � ������ ��$ �5�"$� �"������ �� %" ����%-������

�� ��"���� �� ����� "�� %�$"��5� I���� NR�$�7��* 4@F3P�Q���$$ > R�$�7��* 4@F3O0 �%G

�� !"���� �����* ������ ��$ �����/�� �� ���#$��� !"� %� �%�"��� �� �%�� ���#�,�* !"�

"� ��%�� ����5� �� �%����������� �� �$ ����� $�,��� �"��� %�� &������� ��� <����%

%"���A���%0

�$ ���#$��� �� $� �����%��"���5� �� "� �#,��� ���$* � ������ ��$ �5�"$� �"������

�� %" ����%-������ �� ��"����* 7� %��� �%�"����� �/���%�<������ ������ ��$ �����/��

�� $� �����-�������;� �%����5���� �� %���S$� N�����>* 4@EDO0 ������ �� $�% �$&������%

����"�%��% ���� $� %�$"��5� �� �%�� ���#$��� %� ���"������ $�% ���#�,�% �� N����7#��&

> 
�/���* 4@C4P����7#��& > 
�/���* 4@C1O ���� �#,���% "�������%����$�% > �$ ����"�%��

����"� N����"�* 4@CEO0 �� �%�� I$���� %� ���$�� "� �.���� �������<� ���� ������B�� �$

����� �/�%����� ����� �$ �5�"$� �� $� ����%-������ �� ��"���� ��$ �#,��� ���&���$ > "�

�5�"$� �%������ !"� %� &����� �� ���� �������5� ��$ �$&������0 �$ ��%"$���� ���%������

��� ����"� �% $� �����%��"���5�* �� -���� �������* �� "� �#,��� #������%����$ > �%

���������� ��-���B�� !"� ���� �%�� ��%�* �"�!"� �� %� 7� ����%����� ���$;���������

$� �/�%������ �� "�� %�$"��5� I���� �$ ���#$���* �/�%��� ��%"$����% �/���������$�% !"�



3@

�������� %"����� $� "������� �� $� %�$"��5� N�����>* 4@C?O0

��#� ��������� !"� �$ �.���� ����"�%�� ��� ����"�* �"�!"� �� %" ���#�,� �� %�

7��� ��-������� �/�$;���� � �%�� 7��7�* �"��� ���%������%� "� �.���� �� ������B���5�

�� $����$0 
�&"����� �%�� A$�%�-;�* �$ ���#$�� ��<��%� �%�"����� �� �%�� ��%�% �"���

�#�����%� "��$�B���� �%�� ��-�!"�0

)�����
�	�� �� �������
 	������ ���� �� �������
 � ���	�	�
�	��


� 7� <�%�� !"� $� ����������� ����� $� �����%���� �%������� �� �$ ����� $�,��� > �$

���A$ �� $� %"���A��� �% ����$�����0 
�� ��#��&�* �$ ���#$��� ������� �"��� �"���

��%�$<��%� ��&"��%������ �� -���� �"�.���� N�����"��� �� ���* 4@@2O > �%�� 7��7�

�#�� $� ��%�#�$���� �� ��A��� "�� -"���5� �#,���<� !"� 7�&� "%� �� �%��% ����% >

�">� 5����� %�� �$ ���A$ �� $� %"���A��� !"� !"���� ���"�����%�0 
"�������� !"� %�

�"���� ��� ��-������5� �� �����%���� �%������� �� �$ ����� $�,��� I(m)(q | k)* $�

%���,��B� ����� "� ���A$ ����"�%�� zc(x1) > �$ ���A$ ���&���$ ζ(x1) �"��� �<�$"��%�

�������� $� ���������5� ������� !"� ��%"$�� �� �H$�"$�� $� ��-������� ����� �$ ����5�

�� �����%���� ������ I(m)(q|k) > �$ ����5� I(c)(q|k)* ��%"$���� �� ��%�$<�� �$ ���#$���

������� ���%�������� �$ ���A$ zc(x1)0 �$ �#,���<� �% ��������� "�� %"���A��� ��$ !"� %�

%���%-�&� $� �������5� I(c)(q|k) = I(m)(q|k)0 �"���� �%�� �&"�$��� %� �"��$�* > %� $�

%�$"��5� �% I����* ����;� %"�����%� !"� �$ ���A$ 7� %��� ���"������0

��� �$ A� �� ���"��� �$ �%����� �� #I%!"��� >* ���� ��%���"�� �$ �I���� �� ��%�#$�%

%�$"�����%* $� ��A����5� �� $� -"���5� �#,���<� "��$�B� ��-������5� �#������ �� �$"�����

� $� %"���A��� ��� <����% H�&"$�% �� ����������0 
� ��A�� $� -"���5� �� ��%�� �� $�



D2

-����

f(ζ(x1), kj) =

Nang∑
j=1

∫
|I(m)(q|kj) − I(c)(q|kj)|dq, 9FC:

����� Nang �% �$ �I���� �� ����������% ��%�� $�% �"�$�% %� �$"���� � $� %"���A���* k′js

�����%����� � $�% ��-������% H�&"$�% �� ����������0 �� ����&��$ �� $� ��"���5� 9FC: �%��G

#$��� "�� ������ �� $� ��-������� ����� $�% �������% �� �����%���� I(m)(q|kj) > I(c)(q|kj)

�� $� <������� �� q0 �������%* $� -"���5� f(ζ(x1), kj) �"��� �����������%� ���� $� %"��

�� $�% ������% ��%"$�����% �� $� ���������5� ����� $�% �������% �� �%����������� &���G

����% ��� $� %"���A��� ���&���$ ζ(x1) > "�� %"���A��� z(c)(x1)* �"���� .%�� �% �$"������

� ��-������% H�&"$�% �� ����������0 �� ���������* �"��� %"�����%� !"� %� �$ <�$�� �� $�

��"���5� 9FC: �% �;����* ��#�% %"���A���% %�� �&"�$�%0 �% �$��� !"� $�% ���H�����% �

������B�� 9<����#$�% �#,���: %�� ��A����% ��� $�% �$�"��% �� $� %"���A��� > !"�* �� �$

���#�,� �"�.���� .%��% ��#�� %�� ��%�����B���%0 �% �����* !"� �$ ���,"��� �� ���H�����%

� ������B�� %�� $�% �$�"��% �"�%������% �� $� %"���A���0 ��� $� �����* �$ %�&"����� ��%�

���%�%�� �� 7�$$�� "� �%!"��� �� �����%������5� ����"���0

���� �
��
�
������� �������� 
 ���
����
� �������

�����
�������
�

���� ���$������� $�% �$&������% �%�"�����% �� �%�� ���#�,� �% ����%����* ����� ���� &�G

����� ����% �� �%����������� ���� ���� ��%�$<�� �$ ���#$��� ��<��%�* "��$�B�� <��%����%

�"�%������% �� $�% %"���A���% �">�% ���A$�% ��#�� �����%��"��%�0 �$ �#,���<� �� �%��
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%����5� �% ��%���#�� $�% ��% ��%�#$�% �%!"���% �� �����%������5� "��$�B���% ���� &������

> �����%����� %"���A���% �"&�%�% �� ������ ��%�����0

���)�� *+���� ���������

��#��� � !"� "�� &��� ����� �� $�% �%�"���%* ��5����% > �/���������$�%* %�#�� �%�����G

������ �� $"B ��� %"���A��% ����"&���% �$������������ ���%������ %"���A���% &�"%%��G

��%* �% ������%���� ���%������ �$ ��%� �� !"� $�% %"���A���% � �����%��"�� �� �%�� ���#�,�

���������� � �%�� �$�%� �%���;%����0 ��% %"���A���% � �����%��"�� ���%���">�� �������%

"�� %�$� ���$�B���5� �� "� �����%� �$������� &�"%%����* ��� ����� �"$�* ��%<����5� �%G

�H���� �&"�$ � "�� > -"���5� �� �����$���5� &�"%%����0 ��% ���H�����% �%���;%����%

�$�&���% ���� ���������B�� � $� %"���A��� %�� $� ��%<����5� �%�H���� �� �$�"��% δ > $�

$��&��"� �� �����$���5� a0

��% %"���A���% �������������% � �%�� �$�%� �"���� &������%� �� -���� �"�.����

"��$�B���� �$ �.���� �%������$ �/�"�%�� �� N�7��%�%* 4@EEP�����"��� �� ���* 4@@2O0 
�

����� !"� �$ ���,"��� �� <�$���%

ζn =
δ√
L

N/2−1∑
j=−N/2

[Mj + iNj ]√
2

√
g(|qj|) exp {iqjχn} , 9FE:

�����%���� "�� ���$�B���5� ��%����� �� "� ���A$ %"���A���$ ζn = ζ(χn)* !"� �"��� %��

���<������������ &������� ���$����� "�� ����%-������ �H���� �� ��"����* ����� χn

%�� $�% �"���% �"�%������%* ��A����% � $� $��&� �� $� �������5� x1 ���� χn = −L/2 +

n∆x* ����� ∆x �% �$ �����<�$� �� �"�%����* N �����%���� �$ �I���� ����$ �� �"���% ��
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M1 M2 M3 ... Mn/2 Mn/2+1 M ... M3 M2

N1 N2 N3 ... Nn/2 Nn/2+1 Nn/2 ... -N3 -N2

ζ 1 ζ 2 ζ 3 ... ... ... ... ζ n-2 ζ -n 1 ζ n

Arreglo Hermitiano {Mj + i Nj}/21/2

x

[g(qj)]1/2

{ζ n}

Transformada de Fourier

-

n/2

Raíz cuadrada 
del espectro de 
potencias de la
superficie

Arreglo real que representa las 
alturas de la superficie

��&"�� 3' �����%������5� �"�.���� �� "�� %"���A��� �$������� �"&�%� 0

$� %"���A���* L �����%���� %" $��&��"� > qj = 2πj/L0 ��% ���,"���% �$�������% {Mj} >

{Nj} ��������� <����#$�% �$�������% &�"%%����% �%���;%��������� �������������% �����

%;* ��� ����� ���� > ��%<����5� �%�H���� "�� > g(| qj |) �����%���� $� ���%���� �%������$

�� �������� �� $�% �$�"��% �� $� %"���A���0 �� �%�� ���#�,� %� �%��&�5 $� -���� ������"$��

g(| qj |) =
√
πa exp

{
−a2q2

4

}
0 ���� ����� &������ "� ���,"��� �� �I����% �$�������%

���$�% {ζn}* �% ����%���� !"� �$ ����&$� ����$�,� [Mj + iNj ] %�� =���������0 �� �������

> %�&"��� ����<���% ��$ ���A$* ����%����% ���� ��%�$<�� �$ ���#$��� �� �%�����������

�������* �"���� �#�����%� �$ ����<�� $� ��"���5� 9FE:0

�$ ������������� �� &�������5� �"�.���� �� "�� %"���A��� "��$�B���� $� ��"���5�

9FE: %� �����%���� �%!"��H��������� �� $� A&"�� 30 �� ����%-������ �� ��"���� ��$

����"��� ����� �$ ����&$� ����$�,� [{Mj}+ i{Nj}]/
√

2 > $� ��;B �"������ ��$ �%������

�� ��������% �� $� %"���A��� g(|qj|) �� ���� ��%"$���� �$ ����&$� ���$ ζn !"� �����%����

$�% �$�"��% �� $� %"���A���0
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���)�� �����	
��	� �� ,��������

�� �%�� �������� %� ���%���� "� �%!"��� �$�������<� ���� $� �����%������5� �� %"���G

A���% �"&�%�% "�������%����$�% #�%��� �� ��������% �� ����;� �� $� ����/�����5� >

�� "�� ���� �� $� �������;� ����"�������$ �������� ���� ��%�U� ����.����� �%�%G

���� ��� ����"������ 9���� ��� %"% %�&$�% �� ��&$.%:0 ������$����� %� ��%���#��

$�% ��������;%����% ��������$�% �� "� ���� �%�����$ �� -"������% ��$������$�% ��������%

���� 
�$��� +H%���%0 
� �$"%��� $� &�������5� �� .%��% � ������ �� "� �$&������ ��G

�"�%�<� > ��%����������� %� �"�%��� %" ��$�����5� ���� &������ "�� %"���A��� �"&�%�

"�������%����$ �����%������ �������� "�� �"�<� �$��� �#�����0

��*�	�	�� � �
� )���	���� +��	�� #,�	�
� -#.+��	���/

��% -"������% %�$��� #H%���% 9+G
�$���%: %�� -"������% ��$������$�% ��� �����% ��A����%

� ������ �� "�� %"��%�5� �� �I����% � = {tj}m=k+n
1 �%����������� ���������* ��������

���� �������� � �����
 �� ����* �">�% �$������% �� ����%��������� %�� ��%�����%

����� %;0 �$ ;����� %"������ m �% �$ �I���� ����$ �� �$������% �� $� %"��%�5�* k �%

�$ ����� �� $�% ��$������% !"� ���-����� � $� -"���5� +G
�$��� > n �% �$ �I���� ��

-"������% +G
�$��� �� &���� p = k − 1 ��%�����% �� ���� �� �$ �����<�$� %���G�#�����

[tj , tj+k)0

�� ,G.%��� -"���5� +G%�$��� �� ����� k = 1 %� ��A�� ����

Bj,1,t(x1) �




1 ���� tj � x1 < tj+1,

0 ���� �"�$!"��� ���� ��%�0

9F@:



DD

���� k > 1* $�% -"������% +G%�$��� %� ��A��� > �<�$"�� �� -���� ���"�%�<� ��������

�$ ����
���� �� ������ ���
 N��/* 4@C1P�� +���* 4@C1O

Bj,k,t(x1) � ωj,k,t(x1)Bj,k−1,t(x1) + (1 − ωj+1,k,t(x1))Bj+1,k−1,t(x1) 9C2:

�����

ωj,k,t(x1) �




x1−tj
tj+k−1−tj

�- tj 
= tj+k−1,

0 ���� �"�$!"��� ���� ��%�0

9C4:

������"$�������* $� -"���5� Bj,k,t(x1) �% �"$� -"��� ��$ �����<�$� [tj , . . . , tj+k) > �%

��%���<� ������ �� .%��0 �% �����*

Bj,k,t(x1) > 0 tj < x1 < tj+k,

%� tj = tj+k =⇒ Bj,k,t(x1) = 0

��% ��"������% 9F@: > 9C4: �$"%���� $� ����������� ��$ <����� �� ����% ���� $� ��A��G

��5� > $� &�������5� �"�.���� �� $�% -"������% %�$��� #H%���% 9+G%�$���:0 ��% %��"�����%

�� ����% �"���� ��<����%� �� $�% ���% �$�%�% ��������$�% ��%�����% ������"���5�'

40 +������	
 ��	�����0 �!"�$$� !"� �"��$� ��� $� �������5�

tj+1 − tj = ∆t, ∀j. 9C1:

����� ∆t > 0 �% "�� ���%����� ��#�������0 �$&"��% �,���$�% �� �%�� ���� ��
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%��"�����% %��

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} ,

{0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0} ,

{−2.5,−1.4,−0.3, 0.8, 1.9, 3.0}

10 +������	
 ��	����� 
�	���
0 �!"�$$� !"� �"��$� ��� $�% ����������%

t1 = · · · = tk = a, tm+1, . . . , tm+k = b

>

tj+1+k − tj+k = ∆t, ���� j = 1, . . . , m. 9CD:

����� a > b %�� �I����% ���$�% !"� �����%����� �$ ���� ������$ > �$ ���� A��$*

��%�����<������0 �� ���%����� ∆t* �$ �&"�$ !"� �� �$ ����%� ��������* ������ $�

%�������5� ����� $�% ���� ����
�� �����������% �� �$ �����<�$� [tk+1, . . . , tm]0

��� ��������� �� $�% -"������% +G%�$��� �%��#$��� !"� �� "� ���� �� �"$���$������

ν $� -"���5� Bj,k,t(x1) �% Ck−ν ������"� N�� +���* 4@CEO0 �% �����* Bj,k,t(x1) �%

����<�#$� k−ν <���% �� �$ ���� ��%�����<�0 �%�� 7��7� ������� !"� $�% ��$������%

!"� ���-����� � $� -"���5� Bj,k,t(x1) ��������� ���-���������* %���%-������� $�%

����������% �� ������"����* �� �$ ���� ������"$�� �� �$ !"� %� "���0 ��� ����

$���* %� ν = k $� -"���5� %��H ��%����;�"� �� �$ ���� �� �"$���$������ k0 ��

�%�� ������* $� �"$���$������ �� $�% ����% �/�����% �� $�% %��"�����% �����
��

����
�� ���$��� !"� $�% -"������% ��%"$�����% �� %��� ����<�#$�% �� $�% ����%

�/�����%0



DF

�$&"��% �,���$�% ���� �$"%���� $� -���� �� $�% %��"�����% "��-����% �#�����% %��

{1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 6} ���� k = 3,

{−6,−6,−6,−6,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 6, 6, 6, 6} ���� k = 4,

{0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.7, 0.7, 0.7, 0.7} ���� k = 5.

30 +������	
 �� ��	�����0 �%�� �% �$ ��%� &�����$ > $� I���� �������5� !"� ��#�

�"��$�� �% %�� �%����������� ���������0 �$&"��% �,���$�% %��

{1, 3, 7, 22, 23, 23, 49, 50, 50} ,

{1, 1, 1, 2, 2, , 3, 4, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 7} ,

{0.2, 0.7, 0.7, 0.7, 1.2, 1.2, 2.9, 3.6} .

��#��� � !"� $�% %��"�����% �����
�� ����
�� %�� $�% �H% "��$�B���% ���� $� &���G

����5� �� �"�<�% %�$��� >* � %" <�B* �%��% I$����% %��<��H� ���� �����%����� %"���A���%

�"&�%�% "�������%����$�%* �% ���<������� �$"%���� $� &�������5� �� -"������% +G%�$���

��� ����� ��$ %�&"����� �,���$�0

���%��.��%� $� %��"����� �� ����% "��-���� �#�����

t = {−6,−6,−6,−6,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 6, 6, 6, 6} . 9CC:

�� $� A&"�� D %� �"�%��� $� #�%� �� -"������% %�$��� #H%���% �����%���������% � $�

%��"����� 9CC: &�������% ���$����� �� -���� %"��%�<� $� ��$���5� �� ���"������� 9C2:0

�� ���%��"����� �� $� �"$���$������ �� $�% ����% �/�����% %� ������� �� $� -����
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1

B7,4(x1)

x1

��&"�� D' +�%� �� -"������% 
�$��� &�������* � ������ �� $�% ��"������% 9F@: > 9C2:
���� $� %��"����� �� ����% CC0

�� $�% -"������% B1,4,�(x) > B13,4,�(x)* .%��% ���%����� "� ���� $���$�B��� �� $� ��%��

��%���5� �� $�% ����% �I$���$�%0 ��%����������� %� <��H !"� �$ �-���� �� $� �"$���$������

�� ����% �� $� �"�<� %�$��� ��%"$����� �% !"� .%�� %�� ���&���� � $�% �"���% �/�����%

��$ ��$;&��� �� ������$0 ��� ���� $���* �$ �I���� �� ����% �I$���$�% ������ �$ �����

�� $�% -"������% %�$��� #H%���%* ���� �$ �,���$� ���%������� �% k = 40

��� ��������� ���������� �� $�% -"������% +G%�$��� �"��� ��������%� %�* ��� "�

�������* %� ������ $� ������5� �� $� -"���5� +G%�$��� B7,4,t(x) �� $� A&"�� D0 ��������

�$ "%� ��$ �$&������ ���"�%�<� �� ��/G�� +��� N��"���5� 9C2:O %� $$�&� � !"� $� -"���5�
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P1
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P4

x1

��&"�� ?' �"���5� 
�$��� +H%��� �I#��� -������ ��� $� "��5�* �� $�% ����%* �� �"����
��$������% �I#���%0

B7,4,�(x) ����� $� -����

B7,4,t(x1) =




�4' (1
6
x3

1 + x2
1 + 2x1 + 8

6
) ���� −2 � x1 < −1,

�1' (−1
2
x3

1 − x2
1 + 4

6
) ���� −1 � x1 < 0,

�3' (1
2
x3

1 − x2
1 + 4

6
) ���� 0 � x1 < 1,

�D' (−1
6
x3

1 + x2
1 − 2x1 + 8

6
) ���� 1 � x1 < 20

9CE:

� ������ �� $�% ��"������% 9CE: �% �$��� !"� $� -"���5� B7,4,�(x1) �% ��$������$ >

����;�"� ��� �����%* �%�H ����"�%�� ��� k = 4 ��$������% �I#���% "����% �� $�% ����%

��%�����<�% t7 = −2, t8 = −1, t9 = 0, t10 = 1, t11 = 2 ������ ��$ �����<�$� [t7, t11)0

����
� +��	��

�% ��%�#$� �����%����� "�� %"���A��� "�������%����$ ζ(x1) "��$�B���� "� �%!"��� #�G

%��� �� $� ����/�����5� �� 
7���#��& N�� +���* 4@CEO0 
� %� %"���� !"� ζn �% "��



D@

�"�<� �$��� ��A���� �� �$ �����<�$� [a, b]* %" �����%������5� �����.����� %��H "�� �"�<�

%�$��� �� $� -���� N�� +���* 1221O

ζn =
m∑

j=1

Pj(τj , αj)Bj,k,t(x
n
1 ) -�� n = 1, . . . , N 9C@:

����� N �% �$ �I���� ����$ �� �"���% �� �"�%���� x(n)
1 %�#�� $� %"���A���* Bj,k,t(x1) �%

$� ,G.%��� ������� 	���� ����� ��A���� �� $� %����5� ��������* t = (tj)
m
1 �% $� ��������

�� ����* Pj(τj , αj) �% �$ ,G.%��� �"��� �� ������$* αj �% "� �"�.�� ���$ !"� %� $���$�B�

�� $� ,G.%��� �#%��%� �� ���<�$$� τj 0 ��#� %�U�$��* !"� �$ ��;&�� �� �%�� ���#�� %�

������� �$ �$����������� ������$ �� $�% �%!"���% �� �������$���5� ��� %�$���%* �� $�% !"�

�����������5� �� $�% �#%��%�% τj �� $�% �"���% � �������$�� Pj(τj, αj) %� $$�<�#� � ��#�

�� -"���5� ��$ <����� �� ����% �������� $� ��$���5� �� ���<�$$� N�� +���* 4@CEP�� +���*

1221O

τj =
tj + · · · + tj+k−1

k − 1
∀j0 9E2:


�� ��#��&�* ���� �% �$ ��%� �� $� ���%���� ��$�����5�* %� $� !"� %� ������ 9�

�"��� ����������%�: %�� $�% �#%��%�% �� ���<�$$� > �� $� %��"����� �� ����%* .%�� �"���

%"�����%� "��-���� �#����� > $�% ����% �������% ����H� ��$�"$��%� "��$�B���� $� ��"���5�

9E2: ���%����� �� $� -����

tk+j =
τj + · · ·+ τj+k−1

k − 1
j = 1, . . . , n0 9E4:
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��&"�� F' 
"���A��� �$������� �����%������ ���� "�� �"�<� %�$��� 9$;��� %5$���:0 �$
��$;&��� �� ������$ �%�H ��#",��� ��� "�� $;��� �"������0

��#� ���������%� !"� �$ ��%"$���� !"� %� �#����� �$ ���$��� $� ����/�����5� ��


7���#��& �% "�� �"�<� %"�<� > ����;�"� ��� �����%* $� �"�$ �"��� �����������%� ����

"�� <��%�5� %"�<�B��� ��$ ��$;&��� �� ������$ !"� $� �������� > �">�% <.�����% %�� $�%

�"���% Pj(τj , αj)0 �% �����* $� �"�<� &������� ��� ����� �� $� ��"���5� 9C@: �� 	��

��� ���&"�� �� $�% �"���% �� ������$* � ��-������� �� ��$ �%!"��� �� �������$���5� ���

%�$���%* �� �$ !"� $�% �"���% �� ������$ �����
������� �%�H� ���������% �� $� �"�<�

��%"$�����0

�� $� A&"�� F %� �"�%��� $� �����%������5� �� "�� %"���A��� �"&�%� "�������%����$

�������� "�� �"�<� %�$���0 �$ �I���� ����$ �� �"���% �� �"�%���� ���%�������% -"� L =

1210 �� �%�� �,���$�* $� ��%���5� �� $�% �#%��%�% �� ���<�$$� -"� ����������� �� -����

��#�������* �$ ������� �� <������5� �� $� �"�<� -"� ��<����� �� ���� %�&�����%* ���� "��

�� $�% �"�$�% �������� 42 �"���% �� �"�%����0 �� $;��� %5$��� �% $� %"���A��� �$�������

&�������0 
� �"��� �#%��<�� !"� �%�H ��������� ������ ��$ ��$;&��� �����%������ ��� $�

$;��� �"������0 � %" <�B* $�% �"���% �� ������$ Pj(τj , αj)* �����%������ � $�% ��������%

�� $� A&"��0 �$ ����� �� $�% -"������% +G
�$��� -"� k = 40 �"��� �#%��<��%� !"� �$
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�-���� �� $� �"$���$������ �� ����%* ��%����� �� $� ��"���5� 9CD:* �% !"� �$ ���A$ ζ(x1)

�% "�� �"�<� �#����� ���&���� �$ ��$;&��� �� ������$ I��������� �� �$ ������ > �� �$

I$���� �"���% �� ������$0



�	���
� ���

�
 ����
��	 �� ���	��������� �������

��
��	��� �	��� �� 	��
��� � �	��

�� �%�� ���;�"$� %� ������� "� �$&������ �� ��<��%�5� #�%��� �� ���������% �� ����G

�������� �� -�����% �� ����0 
� ���%������ ���� ����% �� ������� $� ��-������5� ��

���$��"� > -�%� �� $� ���� �%������� �� �$ ����� $�,���0 �� $� ������� %����5� %�

��%���#�� $�% ��������;%����% #H%���% ��$ �$&������ ����"�%�� > %� �$"%��� %" ��%����U�

��� ����� �� �,���$�% �%���;A��%0 ��%�����������* %� ���$�B� �$ �-���� ��$ �"�%����

�� $�% �����%��"������%0 � %" <�B* %� �%��#$���� $�% $;����% �� ��$�����5� ��$ �$&������

�� ���%����� �� �"��� > �� �%����������� �I$���$�0 �� I$���� %����5� ��$ ���;�"$� �%�H

�������� �$ ��%� ������"$�� �� $� �����%��"���5� �� %"���A���% �� �����% �%�����A��G

��%0 
� ���%����� "� %�%���� ��� ���% ����%* %� �"�%���� $�% ��"������% #H%���% ����

$� &�������5� �� $�% ����% �� �%����������� > ���#�.� $�% �����%��"������% �#������%0


� ������� "� �%!"��� ���� �����&�� $� �#������5� �%-.���� �-����<� ������"���� ��� $�
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�����&���5� �� $�% ����% ���������% �� "� ����� ��%����� �$ �� ����������0 ����$�����*

%� ���%����� $�% ����$"%����% ��$ ���;�"$�0

����� ��������� 
 
�������
��� 
 ��
��
� 
 ���

 ��!"#

�� &������;� ��$ ���#$��� %� �"�%��� �� $� A&"�� 4 ��$ ���;�"$� ��0 
�� ��#��&�*

�� $"&�� �� ���%������ !"� $� %"���A��� �% �$"������ ��� "�� ���� �$��� N��"���5�

931:O* �7��� %� %"���� !"� �$ ����� ��������� �%�H ���%���"��� ��� "�� %"�����%���5�

�� ����% �$���% <��,���� �� ��-������% ����������%0


� �$�&� $� -���� ������"$��

ψ�nc (x1, x3; ξ, η) =

ω/c∫
−ω/c

dk

2π
Pinc(k) exp [ik (x1 − ξ)] ×

× exp [−iα0(k) (x3 − η)] , 9E1:

����� Pinc(k) �����%���� "�� -"���5� �� �"��$�* ���� ���

Pinc(k) = rect

(
k

2kmax

)
, 9E3:

rect (x) �����%���� $� -"���5� ����H�&"$� N�������* 4@FEO > kmax = (ω/c) sin θ0m0 �$

H�&"$� θ0m �% �$ �H/��� <�$�� !"� �"���� ����� $�% H�&"$�% �� ����������0

��#��� � $� $����$���� ��$ ���#$���* �$ ����� �%������� �"��� %�� �%����� ���� "��



?D

%"�����%���5� �� ����% �$���%* ���� ���

ψsc (x1, x3; ξ, η) =

ω/c∫
−ω/c

dk

2π
P�nc(k) exp {−ikξ + iα0(k)η} ×

×
∞∫

−∞

dq

2π
Rp,s(q|k) exp {iqx1 + iα0(q)x3} . 9ED:

�%�� ��"���5� �$"%��� �$ 7��7� �� !"� %� Rp,s(q|k) �% �������� ���� ���� q > k* $�

��%�"�%�� ��$ %�%���� ��#��� � "� ����� ��������� ��#������� �"��� %�� ��$�"$���0

�7��� %� ���%����� $� -"���5�

V (ξ, η) =

∞∫
−∞

|ψ�c (x1, x3; ξ, η) + ψ�ef (x1, x3; ξ, η)|2 dx1, 9E?:

����� ψ�ef (x1, x3; ξ, η) �����%���� "�� ���� A������ �� ��-������� !"� ����� �� "��

B��� �������� �� �$ �"��� (ξ, η)0 
� �%��&� �%�� ���� ��� "�� -���� ��.����� � "�

����5� �� ��-�����5�* �� ������ !"�

ψ�ef (x1, x3; ξ, η) =

ω/c∫
−ω/c

dq

2π
P�ef(q) exp [iq (x1 − ξ)] ×

× exp [iα0(q) (x3 − η)] . 9EF:

� %" <�B* P�ef(q) �%�H ���� ���

Pref(q) = rect

(
q

2qmax

)
. 9EC:



??

�$ �&"�$ !"� �� $� ��"���5� 9E3:* rect (x) �����%���� "�� -"���5� ����H�&"$� > qmax =

(ω/c) sin θsm0 ���� %� <��H �H% �$�������� �� �/���%����% ��%�������%* �$ H�&"$� θsm

�"��� �����������%� ���� �$ �H/��� <�$�� !"� �"���� ����� $�% H�&"$�% �� �%�����G

������0

�������%* $� -"���5� V (ξ, η) �����%���� $� ����&��$ �� $� �����%���� !"� ��%"$�� �� $�

%"�����%���5� �� ��% �����% !"� %� �$�,�� �� $� %"���A���0 �H% ���$���� %� ����%����H

!"� $� -"���5� V (ξ, η) �� ������� �� x3* ��� $� !"� �"��� �%���#��%� ����

V (ξ, η) = 2I0 + 2{U (ξ, η)} , 9EE:

����� 2I0 �% "�� ���%����� ���� ���

2I0 =

∞∫
−∞

[|ψsc (x1, x3; ξ, η)|2 + |ψref (x1, x3; ξ, η)|2
]
dx1, 9E@:

> {U (ξ, η)} �����%���� $� ����� ���$ �� $� -"���5� U (ξ, η)* !"� 7� %��� ��A���� ����

U (ξ, η) =

∞∫
−∞

ψsc (x1, x3; ξ, η)ψ
∗
ref (x1, x3; ξ, η)dx1. 9@2:

�$ %"%���"�� $�% �/���%����% ���� $�% �����% ��������� > �%������� �� $� ��"���5�
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9@2: %� ����� !"�

U (ξ, η) =

∞∫
−∞




ω/c∫
−ω/c

dk

2π
Pinc(k) exp {−ikξ + iα0(k)η}

×
∞∫

−∞

dq

2π
Rp,s(q|k) exp {iqx1 + iα0(q)x3} ×

×
ω/c∫

−ω/c

dp

2π
P ∗

ref(p) exp {ip (x1 − ξ) − iα0(p) (x3 − η)}


 dx1. 9@4:

�7��� #���* ����
∞∫

−∞

exp {i (q − p) x1} dx1 = 2πδ(q − p), 9@1:

%� $$�&� � !"�

U (ξ, η) =

ω/c∫
−ω/c

dk

2π

ω/c∫
−ω/c

dq

2π
Pinc(k)Pref(q)Rp,s(q|k)Φ(q, k|ξ, η), 9@3:

����� %� 7� ��A���� $� -"���5�

Φ(q, k|ξ, η) = exp {−i (k − q) ξ + i (α0(k) + α0(q)) η} . 9@D:

�$ �$&������ ����"�%�� �%�H #�%��� �� $� �����%� �� !"� $� -"���5� F p,s
real(ξ, η) =

2{U (ξ, η)} �% ��/���B��� � ������B��� 9����������� �� $� ��$���B���5�: �"����

(ξ, η) = (x1, ζ(x1))P �%�� �%* �"���� (ξ, η) �������� ��� "� �"��� �� $� %"���A���0 �%��

���� �"��� <�%"�$�B��%� 7������� "%� �� $� A&"�� C0 �� $� A&"�� C 9�: %� ����� "� �%��,�
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(a) (b)

x
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z

��&"�� C' �������;� ���� �$"%���� �$ ��������� �� �������5� ��$ �$&������ �� ������G
������ �� -�����% �� ����0

�$��� %�#�� �$ !"� ������ "� 7�B ���<��&���� �">� -��� �% �$ ���&�� �� ����������%0


� %� %"���� "� 7�B �� ��-������� ��<��&���� �������� ��$ ���&��* �% �$��� !"� �$

-����� �� ���� �� ��-������� ���������H ���-��������� ��� �$ ��$ 7�B ��J�,���0 
� $�%

7���% ������ $� ��%�� -�%� %� �����H �����-������� ���%��"���<�* �"�!"� �%�� �"���

���#��� ��#��� � <���������% �� -�%� �� $� ��J�/�5� �� $� $"B �� �$ �%��,�0 ��� ����

$���* %� �/�%�� "� ��%��-�!"� ���� �$ ��%����� �� $� A&"�� C9#:* $�% -�����% �� ����

��$ 7�B �� ��-������� > ��$ ��J�,��� ��A����* > �%�� 7��7� ��%"$�� �� "�� �����%����

����&���� ����������0 ���� �$ ��%� �� %"���A���% �"&�%�% $� %��"���5� %� ����$���0 �H%

!"� �������� "�� <�%"�$�B���5�* %� ��%����H !"� �$ �$&������ -"������ ���� ��<��%�%

��%�% > ��%����������� %� ���%�����H "� #��<� �%�"��� %�#�� %"% $����������%0 �"�!"�

�$ ����������� ������ %�� �"> ��%�����* �"��� ����%����%� !"� �/�%�� "�� ��$���5�

����� �%�� �$&������ > �$ �$&������ #�%��� �� "� �����%����� ���-���$ �����-����.�����

����"�%�� ��� T"����$ > 
7������ NT"����$ > 
7������* 4@@F#O0 ��� ���� $���* �"���

��%����%� !"� �$ �$&������ #�%��� �� �����%���;� ���-���$ NT"����$ > 
7������* 4@@F�O



?E

��/���B� $� -"���5�

F���� (ξ, η) = |U (ξ, η)|2 . 9@?:

���� %� �$"%����H �� $� %�&"����� %����5�* $� ��-������� ��������$ ����� �$ �$&������

�� ������������ �� -�����% �� ���� > �$ �$&������ ���-���$ ��%��� �� !"� �$ ����

�����%��������� � $� -"���5� F p,s
real(ξ, η) = 2{U (ξ, η)} ���%�%�� �� "�� �%��"��"�� ��

-���,�% !"�* �� ���������* �%���,�� $� -���� ��$ ���A$ !"� %� !"���� �����%��"��0 ���

���� $���* �$ ���� �� $� -"���5� 9@?: �% "�� %�$� -���,� #��$$����* �����������$ � $�

�����%����* !"� %�&"� $� -���� ��$ ���A$ � �����%��"��0

�% ���������� 7���� ����� !"� �"�!"� �$ �$&������ ����"�%��9����: %������B� "�

7�B ���<��&���� %���$�� �$ !"� %� �#�����;� �$ "��$�B�� "�� $����* �� �% ����%���� "��$�B��

���&I� %�%���� �� -������5� �� ��H&���% �� $� ��!"�%���5� �� $�% ����%0 �$ �$&������

�����%���� "�� ������ �� �����%�� $� ��-������5� �� �%����������� ���� ���"����� �$

���A$ !"� ��5 ���&�� � .%��0

������� #����������	� �� ��� �����%�	� ������ ��	�	&���� ��

�-./

�� �%�� ����� �� $� �/��%���5� %� ���%����� ����%���� "� �,���$� ���� �$"%���� �$ ��G

%����U� ��$ �$&������ �� ������������ �� -�����% �� ����0 ���� ������ ��%� %�

&����5* �������� �$ �.���� �%������$ ��%����� �� $� %����5� ��0304* "�� %"���A��� !"�

���%���">� "�� ���$�B���5� �� "� �����%� �$������� &�"%%���� ��� -"���5� �� �����$���5�

���#�.� &�"%%����0 �$ ���A$ ��%"$����� ����� "�� $��&��"� �� �����$���5� a = 2.0λ >
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��&"�� E' 9�: ���A$ "��$�B��� ���� $� &�������5� �� $�% ����% �� �%����������� 9#:
������� > %�&"��� ����<���% ��$ ���A$0

"�� ��%<����5� �%�H���� �� �$�"��% δ = 0.5λ0 � %" <�B* �������� "� �I���� ����$ ��

�"���% �� �"�%���� N = 300* %�������% ����� %; ��� "�� ��%������ ∆x = λ
10
0 ���� �%��

��%� ������"$��* $� $��&��"� ����$ �� $� %"���A��� -"� L = 30λ0 �$ ���A$ %� �"�%���*

,"��� ��� %" ������� > %" %�&"��� ����<���%* �� $� A&"�� E0

������$����� $� %"���A��� %� %"�"%� ���-��������� ����"����� > $�% ����% �� �%�����G

������ %� �#�"<����� �$ �$"�����$� ��� ����% �$���% � ��-������% H�&"$�% �� ����������0


� ���%�������� 4?4 H�&"$�% �� ���������� > �� �%�����������0 �$ �H/��� <�$�� !"�

.%��% ���;�� ����� %� A,� �� 80◦0

�� $� A&"�� @ %� �"�%���� $� ���$��"� > $� -�%� �����%���������% � $� ���$��"�

����$�,� �%������� ��� $� %"���A�� �� $� A&"�� E0 ��% ����% �"���� <�%"�$�B��%� ����

"�� �����B �� 151×151 �$������% �� $� !"� ���� ��$"��� �����%����� � "� ����5� ��

�%����������� &������� �$ �$"����� � $� %"���A�� ��� "� H�&"$� �� ���������� �%���;A��0
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��&"�� @' ����% �� �%����������� �� -"���5� �� $�% �I����% �� ���� q > k0 9�:
���$��"�* 9#: ��%�0

�� $� A&"�� 42 %� ���%����� $�% ��%"$����% �#������% �$ ��$���� �$ �$&������ ���G

�"�%�� "��$�B���� $�% ����% �� $� A&"�� @0 �$ ���� �� $� -"���5� F p,s
real = {U (ξ, η)}*

���� $�% ��$���B������% � > %* %� �"�%��� �� $�% A&"��% 429�: > 429#:* ��%�����<������0


� �#%��<� "� ����5� �� -���,�% !"� %�&"� $� -���� ��$ ���A$ ���&���$* ��#",��� ��� "��

$;��� ����;�"� ���� -���$���� $� <�%"�$�B���5�0 �"���� %� ���%����� ��$���B���5� �* %�

����� "�� -���,� #��$$���� !"� %�&"� $� -���� ��$ ���A$ > !"� �������� ��� %" ��%���5�0

�$ ��%�� �������������� ����� $"&�� ���� $� ��$���B���5� %0 
�� ��#��&�* �� �%� ��%�*

�% "�� -���,� �#%�"�� $� !"� ��%���#� �$ ���A$0 �� ��-������� �/�%����� ����� $�% ��G

���%��"������% �#������% ��� ��#�% ��$���B�������% %� ��#� � "� ���#�� �� π �������%

�� $� -�%�* ����"���� ��� $� ��J�/�5� �� $�% ����% ��� ��$���B���5� % �� �$ ����"����

���-����0
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��&"�� 42' ����% �� $� -"���5� F p,s
real(ξ, η) "��$�B���� $�% ����% �� $� A&"�� @'9�: ��G

$���B���5� �* 9#: ��$���B���5� %0 �$ ���A$ ���&���$ %� �"�%��� ��� "�� $;��� ����;�"� >
������%�� ��<������0
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��&"�� 44' ���� �� $� -"���5� F p,s
conf(ξ, η) "��$�B���� $�% ����% �� $� A&"�� @'9�: ��$�G

��B���5� �* 9#: ��$���B���5� %0 �$ ���A$ ���&���$ %� �"�%��� ��� "�� $;��� ����;�"�0

��� �$ A� �� �������� $�% ��%"$����% �#������% ��� $�% ���������% ��� T"����$ >


7������ �� NT"����$ > 
7������* 4@@F�O* %� ���%�����* �� $� A&"�� 44* $�% ����%

�� $� ��"���5� 9@?: �����%���������% � $�% ��$���B������% � > %0 
� �#%��<� "�� �$���

%���,��B� ��$ ���A$ ���&���$* ��#",��� ��� "�� $;��� �#%�"��* ��� $� -���,� #��$$���� ��

���� "�� �� $�% A&"��%0

�� �%�� ��%�%* %� ���%����5 $� ��%�#�$���� �� 7���� �H% �%��#$� $� �����%��"���5� ��G

������ "� �%!"��� �� ��%���"��5� �� �"$���$� �%�����������0 
� ������ ��� R(1)
p,s(q|k)

� $� ���$��"� �%�������* ��$�"$��� ��� $� ����/�����5� �� 6���77�8* > ��� R(n)
p,s (q|k)

� $� %�$"��5� �� ����� n �#������ �$ ��%�$<�� $�% ��"������% �� �%����������� �� -����

�������<� 9<�� ��.����� +:0 �%�� %�$"��5� ����/����� �"��� �����������%� ���� $� ��G



F3

�$��"� �%������� ��#��� � n �<����% �� �%�����������0 
� 7� ����%����� !"� N���7�$

�� ���* 4@@1O*

R(n)
s (q|k) = (−1)nR(n)

p (q|k) n > 0 , 9@F:

�������%* ��� �$ A� �� ���"��� $�% �-����% �� �%����������� �I$���$�* �%���;A�������

$�% ��#���% � �<����% �� �%����������� �� ����� ���* �"��� ��A���%� $� -"���5� ��$ !"�

F s−p
real (ξ, η) = F s

real(ξ, η)− F p
real(ξ, η). 9@C:

���� �%��* %� "��$�B5 �$ 7��7� �� !"� U(ξ, η) ���%���">� "�� ����%-������5� $����$ ��

R(q|k)0

�� $� A&"�� 41 %� �"�%��� �$ ���A$ �%������ �$ ��������� $�% �H/���% �� $� -"���5�

F s−p
real (ξ, η)0 �% ��%�#$� "��$�B�� �$&������% �� �������5� �H% %�A%������% ��<�$"������*

��� �,���$�* �%!"���% �� �������$���5� ����#5$��� NT"����$ > 
7������* 4@@F#O0 
��

��#��&�* �� �%�� ���#�,� %�$������ %� ���������� $�% �H/���% �#%�$"��% ��$ ���� �� $�

��"���5� 9@C: !"�* ���� %� �#%��<�* ��������� ����$����� ��� �$ ���A$ ���&���$ "��$�B���

���� &������ $�% ����% �� �%�����������0

�$ �$&������ ����"�%�� ���#�.� %� ���#5 �� $� �����%��"���5� �� %"���A���% ���G

$.������% > ���H$���%* ���� $� �"�$ %� �$�&����� <����� 9εd(ω) = 2.25: > �$��� 9εm(ω) =

−17.2 + i0.498:0 �� �%�� ��%�* $�% ����% �� �%����������� ����%����% -"���� ��$�"$���%

"��$�B���� $� ��"���5� 91C: > ��%�$<����� �$ %�%���� �� ��"������% ����&��$�% ����$���%

���� ��� $�% ��"������% 94C: > 94E:0 �� $� A&"�� 43 %� �"�%���� $�% ��%"$����% �#����G

��% ���� �"���� %� ����� ��$���B���5� �0 
� �#%��<� "� �������������� %���$�� �$ !"�
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��&"�� 41' ���A$ �%������ � ������ �� $�% �H/���% �� $� -"���5� F s−p
real (ξ, η)

%� ����� �� �$ ��%� �� "� ����"���� ���-����0 �% �����* !"� �"�!"� �$ ������%�� �� $�%

-���,�% �% ����� !"� �� �$ ��%� ��������* �$ ���A$ ���&���$ �������� ��� $� -���,� #��$$����

9�H/���:0 
�� ��#��&�* ��#� �����%� !"� $� �%��"��"�� �� -���,�% ���%���� "�� $�&���

�%�����;� ��� ��%����� � $� ��%���5� ��$ ���A$0 �%�� 7��7�* ��������� ���� ��%"$����

��$ ���#�,� �/���������$ ���$�B��� ��� N��/ �� ���* 4@E1O* %"&���� $� ��%�#�$���� �� "��G

$�B�� �%�� �.���� �� I��������� ���� $� �����%��"���5� ��$ ���A$ �� $� �"�%���* %���

���#�.� $� �����������5� �� %"% ����������% 5�����%0

�� ��������

�� �%����� ���������� �� $� �����������5� �� $� ���$��"� �%������� Rp,s(q | k)* >�

%�� �� -���� �"�.���� � �/���������$* �% !"� %� $$�<� � ��#� �������� �$ "%� �� "�

���,"��� ��%����� �� <�$���% �� q > �� k0 �������%* �% ���������� ���������� �$ �I����
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��&"�� 43' �����%��"������% �#������% �$ "��$�B�� �: �$���* #: <�����0 �� ��#�% ��%�%
%� ���%����5 ��$���B���5� �0

�;���� �� H�&"$�% �� ���������� > �� �%����������� ��!"�����% ��� �$ �$&������ ����

�<���� ���"������� �� $� ��-������5� > ���� �"�%����� ����"�������� $�% �������% ��

�%�����������0

�� $� %����5� �������� %� ���%����5 �$ ����� ��������� ���� ��� $� ��"���5� 9E1:0

���� -���$���� $� <�%"�$�B���5� �� $� �����������5� ��$ �"�%���� 5�����* %� ���%����� �$

��%� ξ = η = 00 
� ����H% x3 = 0* $� ��"���5� %� ���"�� �

ψ(x1, 0)inc =

∫ ∞

−∞

dk

2π
Pinc(k) exp (ikx1) , 9@E:

!"� �"��� �����������%� ���� "�� ����%-������ �� ��"���� ��<��%�0 �$ ��<���� $�



FF

��A����5� ��$ ��� �� ����%-������% �� ��"���� � ���<.% �� $�% �/���%����%'

F (k) =

∫ ∞

−∞
dx1f(x1) exp(−ikx1), 9@@:

f(x1) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
F (k) exp (ikx1) , 9422:

$� ��"���5� ��$ ����� ��������� �� -"���5� �� x1 �"��� ���%���#��%� ����

ψ(x1, 0)inc = F−1 {Pinc(k)} , 9424:

����� F−1 {} �% �$ �������� ����%-������ �� ��"���� ��<��%� > Pinc(k) �% $� -"���5�

�� �"��$�0 ���%�������� "� �"�%���� "��-����* $� -"���5� �� �"��$� %� �%���#� �� $�

-����

Pinc(k) = rect

(
k

2kmax

) ∞∑
n=−∞

δ (k − n∆k) , 9421:

����� ∆k �����%���� �$ �����<�$� �� �"�%���� > kmax �$ �H/��� �� $� ����������

����$�$� ��$ <����� �� ���� "��$�B���0 �$ %"%���"�� $� �/���%�5� �������� �� $� ��"���5�

��$ ����� ��������� %� �#�����

ψ(x1)inc = F−1

{
rect

(
k

2kmax

) ∞∑
n=−∞

δ (k − n∆k)

}
. 9423:

���$����� �$ ������� �� $� ���<�$"��5�* %� $$�&� � !"�

ψ(x1, 0)inc = F−1

{
rect

(
k

2kmax

)}
⊗ F−1

{ ∞∑
n=−∞

δ (k − n∆k)

}
, 942D:



FC

�����

F−1

{
rect

(
k

2kmax

)}
=

kmax

π
sinc (kmaxx1) , 942?:

F−1

{ ∞∑
n=−∞

δ (k − n∆k)

}
=

2π

∆k

∞∑
−∞

δ

(
x1 − 2π

∆k
n

)
. 942F:

����$�����* ��%�".% �� �$&"��% %"%���"�����% > �� �������� !"� $� ���<�$"��5� ��

"�� -"���5� ��� "�� ��$�� �� ����� �H ���� ��%"$���� $� -"���5� ���&���$ �������� ��

$� ��%���5� �� $� ��$��* %� ���"����� !"�

ψ(x1, 0)inc =
2kmax

∆k

∞∑
−∞

sinc

(
kmax

(
x1 − 2π

∆k
n

))
. 942C:

�� �/���%�5� �������� �����%���� $� ����%-������ �� ��"���� ��<��%� �� $� -"���5�

�� �"��$� �"�%������0 
� ����� �������% "�� %���� �� �.�$���% %�������% ����� %; ���

"�� ��%������ 2π
∆k
0

��� ���� $���* �$ ������� ��$ �"�%���� �%��#$��� !"� ���� ����� ���"����� $� ��-��G

����5� ��������� �� "�� %�U�$ ��� ���7� �� #���� $�������* $� -���"����� �� �"�%����

��#� %�� �&"�$ � ��>�� �$ ��#$� �� $� -���"����� �H/��� �� $� %�U�$ ���&���$P �%�� �����G

���;� !"� �� �$ ������� �� $�% -���"�����%* $� �.�$���% ��$ �%������ �� $� %�U�$ �%�"<�����

$� %"A����������� %�������% ����� %; ���� �<���� ���%$���%* >� !"� .%��% &������;�� "�

��������� �� $� ��-������5�0

�� �$ ���#$��� !"� %� ���$�B� �� �%�� ���#�,�* �$ �"�%���� %� ���$�B� �� �$ �%�����

�� ��"����* > $�% ���%$���% ��#�� �<����%� �� �$ �%����� �� ����������%0 �% �$���



FE

�������%* !"� $� $��&��"� �� $� %"���A��� ,"�&� "� ����$ ����������0 �� %"���A���

�"��� �����%�����%� ���'

ζ (x1) = rect
(x1

L

)
ς(x1), 942E:

����� ς(x1) �% $� -"���5� !"� ��%���#� �$ ���A$ %"���A���$ > L �% $� $��&��"� �� $�

%"���A���0


� $� ���� �% �����%��"�� �$ ���A$ ���&���$ ������� �$ ����� �I���� �� �"�%���%

��%�#$�* %�� !"� �%�� <�>� �� ���������� �� $� ��$���� �� $� �����%��"���5�* $� �������5�

!"� ��#� %���%-����%� ���� ����� "�� %�$� �.�$��� ��$ 7�B ��������� ������ �� $� %"���A���

�% !"� $� ��%������ �� %�������5� ����� �.�$���% %�� ��>�� !"� $� $��&��"� -;%��� �� $�

%"���A���0 �% �����*

∆x > L. 942@:

�� $� �/���%�5� ���� �$ ����� ��������� > %"% �.�$���%* %� ����� !"�

∆x =
2π

∆k
. 9442:

����H%* %�#���% !"�

∆k =
2kmax

N
, 9444:

����� N �% �$ �I���� �� H�&"$�% �� ���������� > kmax �%�H ����������� ��� �$ �H/���

<�$�� !"� �"��� ����� �$ H�&"$� �� ����������0



F@

�$ ���#���� $�% ��"������% ���������%* %� �#����� "�� �/���%�5� !"� ��$������ $�

$��&��"� -;%��� �� $� %"���A��� ��� �$ �;���� �I���� �� H�&"$�% �� ���������� !"�

��#�� ���%������%� ���� �#����� "�� #"��� �����%��"���5� ��$ ���A$0 
� ����� !"�

N >
Lkmax

π
. 9441:


�* ��� �,���$�* %� ���%����� $� %"���A��� �� $� A&"�� E* �">� $��&��"� �% L = 30λ >

����H% %� %"���� !"� θ0m = 80◦* �������% kmax = 2π
λ

sen(80◦) > ��� $� �����

N ≈ 60. 9443:

��� #�%� �� �$ �,���$� ��������* �� $� A&"�� 4D %� �"�%���� $�% ��%"$����% �#������%

�$ ���%������ 4?4* F4 > 32 H�&"$�% �� ����������0 ���� 7���� �H% �$��� $� �/��%���5�*

%� ���$">� �� $�% &�HA��% �$ ���A$ �� $� %"���A��� �$"������0

�� A&"�� 4D9�: �"�%��� �$ ����� ���������* ��-����� �� �$ ���&�� ��$ %�%���� ��

����������%* �"���� %� ������ 4?4 H�&"$�% �� ����������0 �� $� A&"�� 4D9#: %� ���",� ��

4?4 � F4 �$ �I���� �� H�&"$�% �� ����������0 ��� ��%����� � $� A&"�� 4D9�:* %� �#%��<�

$� �������5� �� �.�$���% ��$ ����� ��������� %�#�� $� %"���A���0 ��� ��%���"��5� �� �$

�I���� �� H�&"$�% �� ���������� &����� "�� ���"���5� ��$ ���;��� �� %�������5� �����

�.�$���%0 
�� ��#��&�* %� �#%��<� !"� �������% �%�� ���;��� %�� ��>�� !"� $� $��&��"�

�� $� %"���A���* .%�� %��H �$"������ ��� "� %�$� 7�B0 ��� �$ ���������* %� �$ �I����

H�&"$�% �� �"�%���� ��%���">� �I� �H% NA&"�� 4D9�:O �$ ���;��� �� %�������5� �"���

$$�&�� � %�� ����� !"� $� $��&��"� �� $� %"���A���* ����� ���� ��%"$���� !"� .%�� %��
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��&"�� 4D' �$"%�����5� ��$ ����� ��������� �"���� %� ������' 9�: 4?4* 9#: F4 > 9�: 32
H�&"$�% �� ����������* ��%�����<������0

�$"������ ��� <����% 7���%0 �% �$��� !"� $� ���%��"����� �� "� �"�%���� ������"���

%��H $� �����-������� ����� $�% �������% �� �%����������� &�������% ��� ��-������% B���%

�� $� %"���A��� > �%�� 7��7� %� <��H ��J�,��� �� $� �.����� �� ������%�� �� $�% -���,�%

> �� ��#�&W�����% �� ������% B���%* ���� �"��� <��%� �� $� A&"�� 4?0
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��&"�� 4?' ���� �� F p
real(ξ, η) ���� $� %"���A��� ���-��������� ����"����� ��%����� ��

$� A&"�� E* ���%�������� 9�: 4?4*9#: F4 > 9�: 32 H�&"$�% �� ����������* ��%�����<������0



C1

�� ������ �� ��	�

�� �%����� !"� ��#�5 �/�$����%� -"� $� %��%�#�$���� !"� ���%����#� �$ �$&������ ��

������������ �� -�����% �� ���� �$ �"���0 ��� �$ A� �� $�&��� �%�� �#,���<� %� �"$��G

�$��5 $� �����B �� ����% �� �%����������� Rp,s(q|k) ��� "�� <����#$� �$������� ����$�,�

AN(q|k)* ���� $� �"�$ %� �%��&����� $�% %�&"�����% ����������%'

AN(q|k) = an(q|k) exp {ipn(q|k)} , 944D:

����� �$ �5�"$� an(q|k) %� ��A��5 ��� $� ��$���5�

an(q|k) =
1√
2

√
x2 + y2, 944?:

%����� x � y <����#$�% �$�������% &�"%%����% ��� �������� ���� > <�����B� "��0 �� �&"�$

-����* �$ �.����� �� -�%� pn �% "�� <����#$� �$������� &�"%%���� ��� �������� ���� >

<�����B� "��0 ��% <����#$�% x, y > pn %�� �%���;%��������� �������������%0

�$ �"$���$���� $�% ����% Rp,s(q|k) ��� AN(q|k)* %� �#����� "�� �"�<� �����B

RN(q|k) = Rp,s(q|k)AN(q|k). 944F:

�� �����%���� �����H �������% $� -����'

IN(q|k) = |RN (q|k)|2 = I(q|k) |AN (q|k)|2 , 944C:



C3

����� %� 7� ��A����

I(q|k) = |Rp,s(q|k)|2 , 944E:

�� �����%���� �"���%� �������� �%�H ���� ���

〈IN(q|k)〉 = I(q|k) 〈|AN(q|k)|2〉 , 944@:

�����

〈|AN(q|k)|2〉 = 1 9412:

> ��� $� �����

〈IN (q|k)〉 = I(q|k). 9414:

�%�� I$���� ��%"$���� ���$��� !"� $� �����%���� X�"���%�X �%* �� ��������* �&"�$ � $�

�����%���� %�� �"���0

��� ���� $���* %�&"����� �$ �����%� ��%����� �� N�������* 4@E?O* �"��� ��%����%�

!"� $� -"���5� �� ���%���� �� ���#�#�$���� ���� $� ���$��"� an(q|k) * ����� $� -����

Pan (x) =




x
σ2

a
exp

{
− x2

2σ2
a

}
���� x > 0

0 ���� �"�$!"��� ���� ��%�0

�%�� -"���5� �� ���%���� �� ���#�#�$���� %� ������ ���� ��%���#"��5� �� ��>$��&70

� ������ �� �%�� ��%"$����* �������� "� ������������� ��H$�&� �$ ��%����� �� N�����>*

4@C?O* �"��� ��%����%� !"� $� ��%���#"��5� �� ���#�#�$���� �� $� �����%���� �% "��



CD

�/��������$ ����������� �� $� -����'

PIN
=

1

〈IN〉 exp

{
− x

〈IN 〉
}

9411:

�� -�%�* ��� ���� $���* ��%�� "�� ��%���#"��5� &�"%%���� ���� ���

Pp (x) =
x√
2πσp

exp

{
− x2

2σ2
p

}
9413:

����� −∞ < x <∞ > σp > 00

���� ������ ��%"$����* > ��� �$ A� �� -���$���� $� ����������5�* �� $� A&"�� 4F

%� �"�%���� �$ �5�"$� �� $� ���$��"� > $� -�%� �"���� �� 7�> �"���* > ���#�.� ��

���%����� �� .%��0 ��#� %�U�$��%� !"� �� $�% %��"$������% ���$�B���% �� �%�� ���#�,�*

%� ���%����5 ���� $� -�%� "�� σp = π/40 
� �#%��<� !"� $� -�%� �%���,� "� ����5� ��

������� > %��;� ��%�#$� ���%�� !"� ���� $� ��-������5� %� 7� �������0 
�� ��#��&�*

�� $� A&"�� 4C %� �"�%���� $�% �����%��"������% �#������% ����% > ��%�".% �� �&��&��

�$ �"���0 �"��� <��%� !"� $� �����%��"���5� %� $$�<� � ��#� %�� &��� ���������0 ��� ����

$���* �$ $$�<�� � ��#� $�% %��"$������% <������� σp* %� $$�&5 � !"� %� .%�� �% ��>�� �

�&"�$ π/2* �������% �� �% ��%�#$� ���"����� �$ ���A$0
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��&"�� 4C' ���� �� F p
real(ξ, η) "��$�B���� $�% ����% �� �%����������� �� $� A&"�� 4F*9�:

����% %�� �"��� > 9#: ����% ��� �"���0



CF

������� ���	���	� ��� �-./ �� �	���
� ������	%���� ��� ����

�����

��� <�B !"� $� ��$���#�$���� ��$ �$&������ ����"�%�� 7�#;� %��� ���#��� ���� �$ ��%� ��

%"���A���% ���$.������% > %"���A���% ���H$���%* %� �������5 � ���$�B�� �$ ��%� �����%���G

������ � "� ����� �%�����A����0 �� �%�� ���#$��� ������"$�� %� ���%������ I���������

���% ����%0 �%�� I$���� �� �% ��%������<�* >� !"� �$ �$&������ %� �"��� ��$���� � !"�$�%G

!"��� ����% �� �%�����������0 
�� ��#��&�* ���� %� <��H �� #��<�* $� ���%��"����� ��

����� �H% �����% ������"�� "�� ��>�� ����$�,���� �� $�% �H$�"$�% �� �%����������� ��G

�����0 �� $� A&"�� 4E %� �"�%��� $� &������;� ��$ ���#$���0 �� ��&�5� x3 > d/2+ζ(x3)

%� ���%����5 ���� �$ <��;� > $�% �����% ��%�����% �"���� %�� ���$.������% � ����$�%0 �

%" <�B* $� -���� �� $�% %"���A���% !"� ���-����� $�% -�������% %� ���%������ ���� -"�G

�����% ��#�������% %�������% ��� "�� ��%������ d* !"� ��A�� �$ �%��%�� �������� �� $�

��$;�"$� 9<�� A&"�� 4E:

�$ �&"�$ !"� �� $� %����5� 3* �$ ����� �%������� ψsc (x1, x3) �"��� ��$�"$��%� ���

$� ��"���5� 91C:* ����� � %" <�B �$ �%������ ��&"$�� ����� $� ��%�� -���� !"� $�

��"���5� 9@:0 
�� ��#��&�* $� �����������5� �� $�% -"������% -"���� ϕ(x1|ω) > χ(x1|ω)

%� ����� ����$����� ��#��� � !"� �% ����%���� ������� �� %5$� �$ ����� �� $� ��&�5�

d/2 + ζ1(x1) > x3 %��� ���#�.� ������ �� $� ��&�5� −d/2 + ζ2(x1) > x30 ��������

$� ��$�����5� ��$ ������� ����&��$ �� ����� > ������� �� �"���� $�% ����������% ��

-������� ��%�����<�% � ���� "�� �� $�% ��&����% ��$ �����* %� 7� ��%����� N�" �� ���*

4@@4P�" �� ���* 4@@3O !"� $�% -"������% -"���� %� �#������ ��%�$<����� "� %�%���� ��
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x3= d/2 + ζ1(x1)

x3= -d/2 + ζ2(x1)

��&"�� 4E' �������;� ��$ ���#$��� �� �%����������� ���� �$ ��%� �� %"���A���% �%���G
��A����%0

�"���� ��"������% ����&��$�% ����$���%* !"� �"��� �%���#��%� �� $� %�&"����� -����

ϕ(1)(x1|ω)θ (x3 − (d/2 + ζ1(x1))) = ψinc(x1|w) +

+ lim
ε→0

∫ ∞

−∞
dx′1

[
ϕ(1)(x′1|ω)H(0)(x1|x′1) − χ(1)(x′1|ω)L(0)(x1|x′1)

]
, 941D:

0 = lim
ε→0

1

4π

∫ ∞

−∞
dx′1

[
ϕ(1)(x′1|ω)H(11)(x1|x′1) − εd(ω)χ(1)(x′1|ω)L(11)(x1|x′1)

]−
− lim

ε→0

1

4π

∫ ∞

−∞
dx′1

[
ϕ(2)(x′1|ω)H(12)(x1|x′1) − χ(2)(x′1|ω)L(12)(x1|x′1)

]
, 941?:



CE

ϕ(2)(x1|ω) =

lim
ε→0

1

4π

∫ ∞

−∞
dx′1

[−ϕ(1)(x′1|ω)H(21)(x1|x′1) − εd(ω)χ(1)(x′1|ω)L(21)(x1|x′1)
]−

− lim
ε→0

1

4π

∫ ∞

−∞
dx′1

[
ϕ(2)(x′1|ω)H(22)(x1|x′1) − χ(2)(x′1|ω)L(22)(x1|x′1)

]
941F:

>

0 = lim
ε→0

1

4π

∫ ∞

−∞
dx′1

[
ϕ(2)(x′1|ω)H(s)(x1|x′1) −

εs(ω)

εd(ω)
χ(2)(x′1|ω)L(s)(x1|x′1)

]
, 941C:

����� $�% -"������% -"���� �%�H� ��A����% ���

ϕ(1)(x1|ω) = ψ>(x1, x3|ω)


x3=d/2+ζ1(x1)+ε

, 941E:

χ(1)(x1|ω) =

[
−ζ ′1(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
ψ>(x1, x3|ω)


x3=d/2+ζ1(x1)+ε

, 941@:

ϕ(2)(x1|ω) = ψ<(x1, x3|ω)


x3=−d/2+ζ2(x1)

, 9432:

χ(2)(x1|ω) =

[
−ζ ′2(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
ψ<(x1, x3|ω)


x3=−d/2+ζ2(x1)

. 9434:

� %" <�B* $�% S����$% �� $�% ��"������% ����&��$�% �%�H� ��A����% ���



C@

H(0)(x1|x′1) =

[
−ζ ′1(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
G0(x1, x

′
1|x3, x

′
3)


x′
3
=ζ1(x′

1
)

x3=ζ1(x1)+ε

9431:

L(0)(x1|x′1) = G0(x1, x
′
1|x3, x

′
3)


x′3=ζ(x′1)

x3=ζ1(x1)+ε

9433:

H(11)(x1|x′1) =

[
−ζ ′1(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
Gd(x1, x

′
1|x3, x

′
3)


x′
3
=ζ1(x′

1
)

x3=ζ1(x1)+ε

943D:

L(11)(x1|x′1) = Gd(x1, x
′
1|x3, x

′
3)


x′3=ζ(x′1)

x3=ζ1(x1)+ε

943?:

H(12)(x1|x′1) =

[
−ζ ′2(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
Gd(x1, x

′
1|x3, x

′
3)


x′
3
=−d+ζ2(x′

1
)

x3=ζ1(x1)+ε

943F:

L(12)(x1|x′1) = Gd(x1, x
′
1|x3, x

′
3)


x′3=−d+ζ2(x′1)

x3=ζ1(x1)+ε

943C:

L(22)(x1|x′1) = Gd(x1, x
′
1|x3, x

′
3)


x′
3
=−d+ζ2(x′

1
)

x3=−d+ζ2(x1)+ε

943E:

H(22)(x1|x′1) =

[
−ζ ′2(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
Gd(x1, x

′
1|x3, x

′
3)


x′3=−d+ζ2(x′1)

x3=−d+ζ2(x1)+ε

943@:



E2

H(21)(x1|x′1) =

[
−ζ ′1(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
Gd(x1, x

′
1|x3, x

′
3)


x′
3
=ζ1(x′

1
)

x3=−d+ζ2(x1)+ε

94D2:

L(21)(x1|x′1) = Gd(x1, x
′
1|x3, x

′
3)


x′
3
=ζ1(x′

1
)

x3=−d+ζ2(x1)+ε

94D4:

H(s)(x1|x′1) =

[
−ζ ′2(x1)

∂

∂x1
+

∂

∂x3

]
Gs(x1, x

′
1|x3, x

′
3)


x′3=−d+ζ2(x′1)

x3=−d+ζ2(x1)+ε

94D1:

L(s)(x1|x′1) = Gs(x1, x
′
1|x3, x

′
3)


x′3=−d+ζ2(x′1)

x3=−d+ζ2(x1)+ε

94D3:

����� G0(x1, x
′
1|x3, x

′
3)* Gd(x1, x

′
1|x3, x

′
3) > Gs(x1, x

′
1|x3, x

′
3) %�� $�% -"������% �� �����

��$ <��;�* �� $� ��$;�"$� > ��$ * ��%�����<������0

��% �"���� ��"������% ����&��$�% ����$���% %�� ���<������% �� ��"������% ��������$�%

���� %" %�$"��5� �"�.���� N�" �� ���* 4@@4P�" �� ���* 4@@3O0

��� <�B !"� $� ���$��"� ����$�,� Rp,s(q|k) 7� %��� �����������* �% ��%�#$� �����G

��� $� �����%��"���5� �� $�% ���A$�% �����%���������% � $�% %"���A���% ζ1(x1) > ζ2(x1)

�������� �$ �H$�"$� �� $� -"���5� U(ξ, η) "��$�B���� $� ��"���5� 9@3:0

�� A&"�� 4@ �"�%��� $�% ��%"$����% �#������% �$ ��$���� �$ ���� �� $� �����%��"�G

��5� �� $�% %"���A���% �� "� %�%���� ����"�%�� ��� $�% �����-���% ����G<�����G����$0 
�
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��&"�� 4@' ���� �� F p,s
real(ξ, η) �����%��������� � "� ����� �%�����A���� ���%���"���

��� "�� ��$;�"$� �� �$��� ���"#����� ��� <�����0 ��% ���A$�% ���&���$�% %� �"�%����
��� $;���% #$����%0 ���� $� %"���A��� %"������ %� ���%����5 "�� ��%<����5� �%�H���� ��
�$�"��% δ = 0.1λ > "�� $��&��"� �� �����$���5� a = 1.0λ0 ���� $� %"���A��� ��-�����
%� ���%����5 "� ���7� w = 4.0λ > "�� �$�"�� h = −1.0λ0 9�: ��$���B���5� %* 9#:
��$���B���5� �0

���%����5 ���� %"#%����� "�� %"���A��� �� �$��� �">� ���A$ ��� "� %"��� &�"%%����

�� ���7� w = 4.0λ > �� �$�"�� h = −1.0λ0 �$ ���$.������ -"� "�� ��$;�"$� �� <�G

���� �">� ���A$ ��� "�� ���$�B���5� ������"$�� �� "� �����%� �$������� &�"%%���� ���

-"���5� �� �����$���5� ���#�.� &�"%%���� > ��� "�� ��%<����5� �%�H���� �� �$�"��%

δ = 0.1λ > $��&��"� �� �����$���5� a = 1.0λ0 �$�������0 ��% ���%�����% ���$�������%

-"���� εs(ω) = −17.25 + i0.498 > εp(ω) = 2.25 ���� �$ %"#%����� > ���� $� ��$;�"$�*

��%�����<������0 �� $��&��"� -;%��� �� ��#�% �����-���% -"� �� L = 30λ0 ���� $�%

�H$�"$�%* %� "��$�B���� F4 H�&"$�% �� ���������� > �� �%�����������0 �$ <�$�� ��$ H�&"$�

�� ����� -"� �� 80◦ > �$ &��%�� �� $� ��$;�"$� �� <����� -"� �� d = 2.0λ0

�"��� �#%��<��%�* ���� ��#�% ��$���B������%* !"� $� �����%��"���5� %�&"� �� ������



E1

����/����� $� -���� �����%��������� �$ ���A$ �� $� %"���A��� ���H$���0 
�� ��#��&�* �

��-������� ��$ ��%� �� �$ �"�$ %� ����� "�� %�$� %"���A���* �/�%�� "� ��������� �� �$ ����5�

�� -���,�% > $� ��%���5� ��$ ���A$ ���&���$ �� �������� ��� $�% -���,�% �� ��,�� ������%��0

	�%"�$�B���� �%�� 7��7� �� �.�����% ��$ ������������ �� -�����% �� ����* �"��� <��%�

!"� %� ��#� ��������$����� � $� �#������5� �%-.���� !"� %� ����"�� �$ ��-���� "� 7�B*

%�� �#���������% �� �$ ����� ���&���$* � ���<.% �� "�� �����-���0 
� �"��� �������� !"�

�$ ���A$ �� $� %"���A��� %"������ �� %� �$���B� � <�%"�$�B��0 �%�� 7��7� ����� %" ���&��

�� �$ �-���� ��������� ��$ ����� ��J�,��� ��� $� %"���A��� ���H$��� %�#�� �$ �����

��J�,��� ��� $� �����-��� <��;�G<�����0

�� $� A&"�� 12 %� ���%����� $�% ��%"$����% �#������% �$ ���%������ "�� ��$;�"$� ���G

$.������ %�#�� "� %"#%����� ���#�.� ���$.������0 ���� �$ �������$ �� $� ��$;�"$� %� ���5

"�� ���%����� ���$.������ 9εp(ω) = 1.7689: > ���� �$ %"#%����� %� ���5 9εs(ω) = 4.00:0

��#�% %"���A���% %�� ���$�B������% �� "� �����%� �$������� &�"%%���� ��� -"���5� ��

�����$���5� ���#�.� &�"%%����0 ��% �%���;%����% ��$ ���A$ %"������ %�� $�% ��%��% !"�

$�% ���%�������% ���� $� %"���A��� �"&�%� ��%����� �� $� A&"�� 4@0 ���� $� %"���AG

��� ��-����� %� ���5 "�� ��%<����5� �%�H���� �� �$�"��% δ = 0.3λ > "�� $��&��"� ��

�����$���5� a = 3.0λ0

�$ �I���� �� H�&"$�% �� ���������� > �� �%����������� -"� �$ ��%�� !"� �� $�

%��"$���5� ��������* �$ �&"�$ !"� $� $��&��"� -;%��� �� $�% %"���A���%0 
�� ��#��&�* ����

�%�� %��"$���5� �$ &��%�� �� $� ��$;�"$� %� ���������5 � d = 4.0λ0

� ��-������� �� $�% ��%"$����% ��%�����% �� $� A&"�� 4@* �� �$ %�%���� �� -���,�%

�� $� A&"�� 12 �� �% ��%�#$� <�%"�$�B�� ��$ ���� ���&"�� �� $�% ���A$�% ���&���$�%
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��&"�� 12' ���� �� F p,s
real(ξ, η) �����%��������� � "� ����� �%�����A���� ����"�%�� ���

"�� ��$;�"$� ���$.������ ��� εp(ω) = 1.7689 > "� %"%#����� ���$.������ ��� εs(ω) = 4.000
��#�% %"���A���% %�� ���$�B������% �� "� �����%� �$������� &�"%%����0 
"% ��%<�������%
�%�H���� �� �$�"��% %�� δp = 0.1λ > δs = 0.3λ > %"% $��&��"��% �� �����$���5� %��
ap = 1.0λ > as = 3.0λ* ��%�����<������09�: ��$���B���5� %* 9#: ��$���B���5� �0

9��#",���% ��� "�� $;��� #$����:0 � %" <�B* %� �#%��<� !"� $�% -���,�% �� �H% �$��

������%�� %�&"�� �� -���� ����/����� $� -���� �� $�% ���A$�%0 
�� ��#��&�* �/�%�� "�

��%�$�B������� <������$ ��� ��%����� � $� ��%���5� �� .%��%0 �%�� �������������� %�

�#%��<� ���� ��#�% ��$���B������%0 �"�<������ �% "� �-���� ��#��� ��������$����� �

$� �#������5� �%-.���� ������"���� �$ ���#��� $� $"B �� �����0
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��&"�� 14' �: =�B %�� �#���������% ��-����� �� �$ ���&��* #: =�B ��-����� � ���<.% ��
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�� $� A&"�� 149�:* %� �"�%��� "� 7�B ���<��&���� ��-����� �� �$ ���&�� ��$ %�%����

�� ����������%0 ��� ���� $���* �� $� A&"�� 149#: %� �"�%��� $� ������"���5� �� "�

�������$ ��� "�� �����-��� ���$.������ �$���* �������� �$ -���* � "�� ��%������ d ��$ �$���

x3 = 00 
� �$"%��� �$ 7��7� �� !"�* ��#��� � $� ��-�����5� �� $� �����-���* �$ -��� �� $�%

��>�% ���&���$�% �� �������� ��� �$ �� $�% ��>�% ����/��$�%0 �%�� �����%���� �#������5�

�%-.���� > ����� ���� ���%��"����� "� ��������� �� $� ��$���� ��$ 7�B ��-�����0 ��

�#������5� %� �"��� ���"��� ��%���">���� �$ <�$�� ��$ H�&"$� �� �����0 
�� ��#��&�*

�%�� ����� ���� ���%��"����� "� ���������� �� $� ���-"������ �� -���* !"� ���� $�

���%���� ��$�����5� �����%���� "� ��������� �� $� ��%�$"��5� <������$0 �% �����* !"�

$� ���"���5� ��$ H�&"$� �� ����� �-���� ��&���<������ $� $���$�B���5� ��$ ���A$0 ���

������ �H% ����"��� ���� ��%���"�� $� �#������5� ���%�%�� �� $� ������"���5� �� "�

-����� ��������� ����� �� $� �"��$� �� ������� ���� �� $� �� %�$���0



E?

���� ���������� $� -���� ��$ -����� �� �������5� %� �����H ���� �"��� �� �������

$� ��"���5� 9E1: > %� %"�����H ��� �$ �������* !"� �$ 7�B �% ��-����� �� �$ ���&��* ��$

���� %� �"�%��� �� $� A&"�� 149�:0

ψ(x1, x3) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
Pinc(k) exp {ikx1 − iα0(k)x3}. 94DD:


� �7��� %� ��$��� "�� �����-��� ���$.������ �� x3 = z* �% �$��� !"� �$ ����� ���������

�� �%�� �$��� ����� $� -����

ψ>(x1, d) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
Pinc(k) exp {ikx1 − iα0(k)z}. 94D?:

���� ���� �$��� ��������� %�#�� $� �����-��� %� ����%���� �$ ���� ����� �� ��"����

��� $�% ��"������% �� ���%��$0 �$ ����� ��������� ����%������ � ���<.% �� $� �����-���

�"��� �%���#��%� ����

ψ<(x1, d) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
t(k)Pinc(k) exp {ikx1 − iα0(k)z}, 94DF:

����� t(k) �% �$ ���A������ �� ����%��%�5� �� ���%��$0

��� ���� $���* �$ ����� �� $� ��&�5� x3 < z �"��� �%���#��%� �� ������ &�����$

����

ψ<(x1, x3) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
Pt(k) exp {ikx1 − iα(k)x3}, 94DC:

����� α(k) =
√(

nt
ω
c

)2 − k20 	�$� $� ���� ���������* !"� �� $� �/���%�5� �������� %�



EF

"��$�B5 $� ���������� ��$ <����� �� ���� ��$ ����� ���������* ����$�$� � $� �����-���* >

�� $� ��$ ����� ���$.������* ��#��� � !"� .%��% %�� �&"�$�%9 ���%��<���5� ��$ ������� �

$� $��&� �� x1:0 �� ��"���5� 94DF: �"��� ���%������%� ���� "�� �������5� �� -�������*

!"� � %" <�B ��#� %�� %���%-��7� ��� $� ��"���5� 94DC:0 ���� !"� �%�� %"���� ��#�

�"��$��%� !"�

Pt(k) = t(k)Pinc(k) exp {−i [α0(k) − α(k)] z}. 94DE:

�� $� %"%���"��5� �� $� ��"���5� 94DE: �� $� ��"���5� 94DC: %� �#����� !"� �$ ����� ��

$� ��&�5� x3 < z ����� $� -����

ψ<(x1, x3) =

∫ ∞

−∞

dk

2π
t(k)Pinc(k) exp {−i [α0(k) − α(k)] d} exp {ikx1 − iα(k)x3}.

94D@:

��% ��"������% 94DC: > 94D@: �/���%�� �$ ����� �� $� ��&�5� x3 < d �� �.�����% ��$ �%G

������ ��&"$�� ��$ ����� �� $� -������� �"$���$����� ��� �$ �����&���� exp {ikx1 − iα(k)x3}0

�$ ��-���� "� 7�B ��� "�� $���� %�� �#���������% �� "� ����� $������� ��� "��

�����-��� ���$.������* .%�� ������"���H "�� �#������5� �����%������ ��� �$ -����� �� -�%�

�� $� ��"���5� 94DE:0 �� �#������5� �"��� �����&��%� ���������� ��� "� 7�B �#������*

�� ��$ ������ !"� %� �����$� $� �#������5� ������"���� �$ ��%�� �� "� ����� � ����0 �%

�$��� !"� $� �"��$� ��!"����� ���� �$ 7�B ��������� �%�H ���� ��� �$ ����$�,� ���,"&���

�� $� �#������5� !"� ������"�� �$ �����0 �����%������� ��� Pd(k) $� -"���5� �� �"��$�



EC

��%���� �� �$ %�&"��� �����* %� �%��&� � $� �"��$� �� ���������� �� $� -����

Pinc(k) =
1

t(k)
Pd(k) exp {i(α0(k) − α(k))z}. 94?2:


"%���">���� �� $� ��"���5� 94DE:* %� <� !"� $� �"��$� �� �$ %�&"��� ����� �� ����

��%"$���� $� �"��$� ��%����0 �� $� A&"�� 11 %� �"�%���� $�% ��%"$����% �#������% �$

"��$�B�� $�% �"��$�% �� ���������� > �� ��-������� ��� $� -���� �� $� ��"���5� 94?2:0 �$

$$�<�� � ��#� $� ���������5� ������� ��� $� A&"�� 4@* %� 7��� �<������ !"� $� ��$����

�� $� �����%��"���5� ��,��� ����#$������0 �%�� �����%���� "� ��%"$���� �������� ��

�����%���;� N�Y�YS �� ���* 4@@?O0 �$ ���#$��� �� %" ���$��������5� �% !"� $� �"��$�

������� �� z* $� ��%������ � $� !"� %� ��%�� ��-���� �� �$ %�&"��� �����0 �% �����*

���� %" ���$��������5� �� �����%���;� %� ��!"���� �� "�� �"��$� ������#$�0 ���� $�

���%���� ��$�����5�* ��#��� � !"� $�% 7���% ��������� > �� ��-������� %� %������B�� ���

$�% ����% �� �%�����������* �� ��%"$�� ��H����� ���$������� �%��% �"��$�%0

���#�.� �� $� A&"�� 11* %� �#%��<� !"� ����5� �� -���,�% %�&"� $� -���� �� $�%

���A$�% ���&���$�%0 ��#� ��%�$��� !"� ���� ������"��� �%��% �"��$�% ����������%* %� ���G

%����5 !"� �$ ���A$ %"������ ��� ��������* �� ������ !"� %� ���;� ��$�"$�� $� ��%������

z � $� !"� %� ��%��#� ��-����0 �� $� A&"�� 13* %� ���%����� $�% ��%"$����% �#������% �$

�����&�� $� �#������5� ���� �$ ��%� �� "�� ��$;�"$� ���$.������ %�#�� "� ���$.������0 �%��%

��%"$����% ��#�� ��������%� ��� $� A&"�� 120 �$ �&"�$ !"� ���� �"���� �$ %"#%�����

�% "� ����$* %� �#%��<� "�� ��,��� �� $� ��$���� �� $�% -���,�%* ����������� �#�����

�$ ���#$��� �� �����%��"�� �$ ���A$0 ��#��� � !"� ��%"$�� ���� ��H����� �����&�� $�
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��&"�� 11' ���� �� F p,s
real(ξ, η) �"���� %� �����&� $� �#������5� �%-.���� �� "� �����

�%�����A���� ����"�%�� ��� "�� ��$;�"$� ���$.������ ��� εp(ω) = 2.25 > "� %"#%�����
���H$��� ��� εs(ω) = −17.25 + i0.49809�:��$���B���5� %* 9#: ��$���B���5� �

s polarization
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z
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��&"�� 13' ���� �� F p,s
real(ξ, η) �"���� %� �����&� $� �#������5� �%-.���� �� "� �����

�%�����A���� ����"�%�� ��� "�� ��$;�"$� ���$.������ ��� εp(ω) = 1.7689 > "� %"%#�����
���$.������ ��� εs(ω) = 4.000 9�: ��$���B���5� %* 9#: ��$���B���5� �0
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��&"�� 1D' ����% �� $� -"���5� F s−p
real (ξ, η) ���%�������� �$ �$��� �������� �� $� �����-�G

�� %"������ > �����&����� $� �#������5� �%-.����0 9�: ����� �%�����A���� �����%���������
� $� A&"�� 911:* 9#:����� �%�����A���� �����%��������� � $� A&"�� 913:0

�#������5� %�&"����� $�% ����$$�% ��$ ���A$ %"������* %� �/�$��5 $� ��%�#�$���� �� ���"��G

��� �$ ���A$ ��-����� "��$�B���� "�� ��%������ z ��$�"$��� ��� #�%� �� �$ �$��� ��������

��$ ���A$ %"������0 ��%"$�� ������%���� !"�* ��� �%��* �$ %�%���� �� -���,�% ��%"$�����

��!"���� "� ��,�� ������%��0 � %" <�B* %� #"%�5 �$������ $�% ������#"�����% ��#���%

� �-����% �� �%����������� �I$���$� �������� "%� �� $� ��"���5� 9@C:0 ��% ��%"$����%

�#������% ���� $�% ��%�% ���%�������% %� �"�%���� �� $� A&"�� 1D0 �� $�% ��%"$����%

���������% %"�&����� ��% ��%�#�$�����% �� ��$�����5�0 �� ������� ���%�%�� �� $� ���"��G

����5� ��$ ���A$ �� "�� %"���A��� �$������� ��J������ !"� %� ���"����� �"#����� ���

"�� ��$;�"$� ���$.������0 �� ���� ���%�%���;� �� $� �����������5� �� $�% ��% ���A$�% ��

��$;�"$�% ���$.������%0



@2

����� $���������
� �������
�

�� �%�� ���;�"$� %� �%�"��� "� �$&������ �� ��<��%�5� #�%��� �� ���������% �� ����G

�������� �� -�����% �� ����0 
" ��$���#�$���� -"� ���#��� ���� $� �����%��"���5� ��

%"���A���% "�������%����$�% ���-��������� ����"�����%* ���$.������% > ���H$���%0 �

%" <�B* %� ����"%� "�� �%�����&�� �� �"�%���� !"� ��$������ �$ �I���� �� H�&"$�% ��

���������� > �� �%����������� ��� $� $��&��"� -;%��� �� $� %"���A���* �<������ �%; "��

���"������� �� $� ��-������5� "��$�B��� > ���#�.� �$ ��������� ��$ ���� �� �����%G

��"���5�0 ��� �$ A� �� �%��#$���� $�% $;����% �� <�$���B ��$ �$&������* %� �%�"��5 %"

-"������������ �� ���%����� �� �"���0 ��% ��%"$����% �#������% ���%�������� �"���

�"$���$�����<� ��%���� !"� �$ �$&������ �% ���� %��%�#$� �$ �"��� �� ���$��"�* %����� �$

�"��� �� -�%� �$ !"� �H% �-���� $�% ��%"$����%0 
� $� ��%<����5� �%�H���� ��$ �"��� �� -�%�

�% ��>�� � �&"�$ � σp = π/2* �� %� ���%����� -����#$� $$�<�� � ��#� $� �����%��"���5�0

�� ��%� ������"$�� !"� %� �%�"��5 -"� ��%�#�$���� �� �����%��"�� $�% �����-���% ��

"� ����� �%�����A���� ��� ���% ����%0 
� ��%��5* !"� ���� ��,���� $�% ����% ��

�����%��"���5� �#������%* �% ����%���� "��$�B�� "�� �"��$� ������#$� ���� �����&�� $�

�#������5� �%-.���� !"� %� &����� �"���� "� 7�B ���<��&���� ��%� � ���<.% �� "��

�����-��� �$���0
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��� #�%� �� $�% ��%"$����% ���%������% �� �$ ���;�"$� ��������* �"��� �A����%� !"�

�$ �$&������ �� X������������ �� -�����% �� ����X �% ��#"%�� > ��%�� "�� #"��� ��G

�"����� �$ �"���0 
�� ��#��&�* ���� $� ��$�����5� �� �%�� �.����� %� ��!"���� �����

$� ���$��"� ���� $� -�%� ��$ ����� �%������� ��� $� %"���A��� !"� %� �%�H �%�"����G

��0 �%�� �����%���� "� ���#$���* �"�% $� ��!"�%���5� �/���������$ �� �%��% ����% �%

����$�����0

�� �$ �����"$� �� %� ��%��5 $� ��%�#�$���� �� �#����� �$ ���#$��� ��<��%� ��� ����%

�� �����%����* �$����H���$� ���� "� ���#$��� �� ������B���5� �� ���H�����% !"�

����������* �� �$&"�� -����* $�% �$�"��% �� $� %"���A��� � �����%��"��0 �� �������

%����5� ��$ ���%���� ���;�"$� �%�H �������� � $� ��%������5� �� $�% �%�����% ��������$�%

�� ���% �$&������% �� ������B���5� !"�* ��� %"% ��������;%����% ������%* ����;�� %��
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"��$�B���% �� $� %�$"��5� ��$ ���#$��� ��<��%�0 �� $� %�&"��� %����5� %� ���%�����

$�% ��%"$����% �#������% �$ �����%��"�� %"���A���% �"&�%�% "��$�B���� $� �����%������5�

�%������$ ��%����� �� $� %����5� ��03040 � %" <�B* �� $� ������� ����� %� ��%���#�� $�%

�$&������% "��$�B���% ���� $� �����%��"���5� �� %"���A���% �����%������% ��� �"�<�%

%�$���* ���� %� ��%���#�5 �� $� %����5� ��03010 
� �"�%��� ���#�.� �$ �-���� �� $�

7�#������5� 9��B�$� �� �$&������%: �� $� �����%��"���5� �� %"���A���%0 ����$�����* %�

���%����� $�% ����$"%����% ��$ ���;�"$�0

�%�� ���������� 
 ������&�����

�/�%��� �����% �$&������% �� ������B���5� ���� ������% �� �$�%�A���$�%0 
�� ��#��&�*

�%��% �.����% ��%��� ����#"��% ���"��% !"� �������� ��<����$�% �� ��% �$�%�% NR�7���%

> �"�&����* 1222O'

40 �.����% �� ������B���5� ������' 
�� �!"�$$�% �">� #I%!"��� ��$ 5����� %�

#�%� �� �$ ������������ � 	
��
� �� �$&"�� ��������;%���� �� $� -"���5� �� ��%��*

��$ ���� %" ����$�&;� � %" �������5� �� �H/��� <������5�0 �� ���<��&����� ��

�%��% �$&������% 7���� �$ 5����� �%�H %",��� � !"� $�% %"��%������% ������$�% ������

�� $� ��J"����� �� $�% ���H�����% � ������B�� %�#�� $� -"���5� �� ��%�� %���

��������%0 �$&"��% �,���$�% �� �%��% �.����% ���� -"������% "�������%����$�%

> �"$�������%����$�% %�� $� �������5� ��&"$� -�$%�* $� �������5� ��M���G���7%��*

$� �������$���5� $�&���&����* $�% �%�����&��% �� ��M���* $�% �.����% �� #I%!"���

������� > $�% �%�����&��% �� &��������* ��� ��������� "��% �"����%0



@3

��� ���� $���* �/�%��� ���#�.� �.����% �$H%���% !"� �� 7���� "%� �� ���&I� ��G

���������� � 	
��
� �� $� ����$�&;� �� $� -"���5� � �� %"% ����<���% > !"� ���$�B��

$� #I%!"��� ��$ 5����� �� ������ �%���H%����0 �� ��$�����5� �������� �� $�% �.G

����% �%���H%����% ����"�� � ��-������% ��%"$����%* ��� $� !"� $� ������#�$���� ��$

��%"$���� A��$ �� �%�H �%�&"���� > "%"�$����� �% #�,�0 �$ �,���$� �H% #H%���

������ �� �%�� �$�%� �% $� X#I%!"��� �$�������X0

10 �.����% �� ������B���5� �� ������ � ����
�����' 
�� �!"�$$�% !"� ���� 7�$$��

�$ 5�����* 7���� "%� �� $�% ��,���% ��������;%����% �� $�% �$&������% ��%�����%

�������������0 �% �����* �%��% �.����% �������� $� ��"������� �� �����%�% �$��G

�����% �"����� $� #I%!"��� >* �$ ��%�� ������* ��%��� $� %"A������ ��-������5�

������ �� $� -"���5� �#,���<�* ���� ���� X����&��%�X 7���� $� �������5� �� $� !"� %�

���"����� $� %�$"��5�0 ��% ���������% �� �������5� �� �%��% �$&������% %� #�%��

�� $� �������5� �� ������% �����%�% ���"��$�%0 ��� �,���$�* $� �<�$"��5� �� $�%

����<��"�% �� "�� ��#$���5� � �$ ��-��������� �.����� �� "� %�%����0

�% ���������� ��������� !"� $� �$����5� ��$ �$&������ �� ������B���5� �������

��$ ���#$��� !"� %� �%�. ��%�$<�����0 ����������% �� $� -"���5� �� ��%��* ��$�% ����'

%" ��-�������#$�$����* ������"���� � �I���� �� �����%����%P ��� ��������� �$&"��%*

$������ �$ ���,"��� �� �$&������% ��� $�% �"�$�% �% ��%�#$� $� �����������5� ��$ 5�����0

������ �� �%�� �����/��* > � ������ �� $� -���� -"������$ �� $� ��"���5� 9FC:* %� �#%��<�

!"�'

40 ��#��� � !"� $�% �$�"��% �� $� %"���A��� �"�%������ %�� �I����% ���$�%* %" �$��G



@D

��5� ���� ���H�����% � ������B��* 7��� !"� $� -"���5� �� ��%�� %�� �"$�������G

%����$ > ����H% ���$0 �% �����* �%�H ��A���� �� Rk0

10 �� ���������* �� �% ��%�#$� ���������� ���$;��������� $�% ����<���% �� $� -"���5�

�� ��%�� > 7����$� �� -���� �"�.���� �� �% "� �����%� �������0

30 �� "��$�B���5� �� ����% �� �����%���� ������"�� "�� �"$������$���� �� $� -"�G

��5�0 �% �����* �% ��%�#$� $� �/�%������ �� <����% %�$"�����% 9����/�����%: ��$

���#$��� NR�$�7��* 4@F3P�Q���$$ > R�$�7��* 4@F3O0

������ ��$ ���,"��� �� $�% �$&������% �� ������B���5� �"$�������%����$�% %� ��G

�"������ ���% !"� ����;�� %���%-���� $�% ��%���������% ���������% > !"� !"�BH ����;��

���#�.� "��$�B��%� �� $� %�$"��5� ��$ ���#$��� ��<��%� �%�"����� �� �%�� ���#�,�0 �$

������� �� �$$�%* �������� ���� �$ �.���� 
���$�/ ����A���� N��$��� > ����* 4@F?O0

�%�� �% "� �$&������ �$H%��� �� #I%!"��� ������� �����#��� ���&���$����� ���� ����G

��B���5� �/���������$0 ��� %" -���$���� �� ���$��������5� 7� %��� "��$�B��� �� "��

���$�� &��� �� ���#$���% �� ������B���5�0 ��� ���� $���* $�% ����% ��% �$&������% %��

�.����% ����������%* !"� #�%�� %"% ���������% �� �������5� �� $� �������5� �� �����%�%

���"��$�%0 ��� �� �%��% ������$�&;�% �% �$ X�.���� �� �������� 
��"$���X > $� ����

��� ������ �� $�% !"� %� 7�� $$����� X�$&������% �<�$"��<�%X0

����% �� �������� � $� ��$�����5� �� $�% $�% �$&������% ����������% �� $� �����%G

��"���5� �� %"���A���% �"&�%�%* %� ���%����� ���<������� ��%���#�� #��<������ $�% #�%�%

%�#�� $�% �"�$�% ���� "�� �� �$$�% -"�������� %" �����%� �� #I%!"���0



@?

�0���� *+���� ,	
����

�� X%���$�/X �% "�� A&"�� &���.����� !"� ��%�� "� �I���� �� <.�����% �&"�$ � $�

�����%�5� ��$ �%����� �� �$ !"� %� �%�H ���#�,���� �H% "��0 �%�� �%* %� $� -"���5�

�">� �;���� !"���� ���������%� ��������� �$ �%����� Rk* �$ X%���$�/X �����%���������

�%���H ��A���� ��� k + 1 �"���% �� �$ �%�����0 ��� �,���$�* ���� "�� -"���5� f(x1) �$

X%���$�/X �����%��������� %��H "�� $;��� �����0 
� $� -"���5� �% f(x1, x2)* �$ X%���$�/X

%��H "� ���H�&"$� 9�� ����%��������� �!"�$H����:0 
� $� -"���5� -"�%� f(x1, x2, x3) �$

X%���$�/X %��;� "� ���������* �������% !"� ���� "�� -"���5� ��� �"���� � �H% <����#$�%

$� <�%"�$�B���5� ��$ X%���$�/X ��%"$�� �H% ����$�����0

��� �$ A� �� �$"%���� $�% ����������% !"� %� $$�<�� � ��#� ���� ��������� �$ �;����

�� "�� -"���5� �������� �$ "%� ��$ �.���� %���$�/* %�� ��� �%�� ������ &�����$����*

%� ���%����� "�� -"���5� �� ��% <����#$�%0 ��� �%��* %� #"%�� -���$���� $� �/��%���5�

� ���<.% $� ������������5� &���.����� ��$ �.����0 �$ X%���$�/X �����%��������� � "��

-"���5� f(x1, x2) %� �$"%��� �� $� A&"�� 1?0

�� �%�� �.���� �$ ������ ��%� ���%�%�� �� �<�$"�� $� -"���5� �� �����% �"���% ����

<.�����% ���&� �$ X%���$�/X* �%���H���$� � ���� "�� �� .%��% �$ <�$�� �����%���������0

�% ���������� ��������� !"� $�% <�$���% ������$�% �� $�% <����#$�% xi %�� �$�&���% ��#�G

�����������0 ��� <�B !"� %� ����� �$ X%���$�/X ������$* %� ������A�� �������% �$ ��,��

<�$�� ��$ <.����� 9fB:* �$ ���� <�$�� 9fW : > �$ �H% ������� �$ ���� 9fN:0 �%��% %��H�

$�% !"� ���������� ����� $� �������5� �� $� #I%!"��� ���� $� �������5� � ���$�B�� ����

!"� �$ X%���$�/X %� ����,� 7���� �$ 5�����0



@F

OPERACIONES DEL  SIMPLEX  PARA UNA FUNCIÓN  f(x  , x  )
1 2

Valor de  x 1

E

R

CR

CW

W B

N

PV
al

or
 d

e 
 x

 2

a) Reflexión

d) Contracción del peor valor: Si f(R)>f(W)

c) Contracción de la Reflexión: Si f(R)>f(B) y f(R)<f(N)

b) Expansión : Si f(R)< f(B) entonces 

R= (P-W) + P

E=2(P-W) + P

CR=    (P-W) + P1
2

CW= -     (P-W) + P1
2

P=    (B+ NW)1
2

Donde P es el vector de posición del centroide del segmento de recta NB y tiene 
forma:

��&"�� 1?' �$"%�����5� �� $�% ����������% ��$ %���$�/ ���� "�� -"���5� �� ��% <����#$�%0



@C

�� ������� �������5� �% $� ��J�/�5� > ����� ���� �#,���<� �$������ �$ ���� <.�����

��$ %���$�/ �������� $� �����������5� �� "� �"�<� <.����� $���$�B��� �� $� �������5�

��"�%�� �$ ����0 ���� "� %���$�/ �">� -"���5� �� ��%�� �%�H ���� ��� f(x1, x2) %� ��AG

��� $�% <������% #,3 >4 ���� $�% <������% �� ��%���5� �� $�% �"���% �����%���������%

�$ ��,�� * �$ �H% ������� �$ ���� > �$ ���� <�$�� �� $� -"���5� �� ��%��* ��%�����<������

9<�� A&"�� 1?:0 ���� "�� �"���� �� ���� ����#5$���* �% ��B���#$� %"����� !"� $� ��J�G

/�5� ��$ ���� <�$�� ��� ��%����� �$ %�&����� �� ����� BN �����%�����;� "�� ��,��� ��

$� #I%!"��� ��$ 5�����0 �� ��J�/�5� �%�H �����%������ ���'

5 = 2(&−4) +4 = (&−4) +&, 94?4:

����� & = (�+�)
2

> �% �$ <����� �� ��%���5� ��$ ��������� ��$ %�&����� �� ����� BN 0

��� <�B !"� %� ������ �$ <�$�� �� $� -"���5� �� �$ �"��� 5* �"���� ���%�����%� $�%

%�&"�����% %��"������%'

40 f(5) > f(#) > f(5) < f(3)

�� �%�� ��%�* �$ �"�<� %���$�/ �%���H -������ ��� $�% <.�����% #,5 > 3 > $�

�������5� � ���$�B�� %��;� �"�<������ "�� ��J�/�5�* ��$ > ���� %� ��%���#�5 ����G

���������0 �% ���������� ��%����� !"� �$ �$&������ ���&���$* ����"�%�� �� 4@F1

��� N
����$�> �� ���* 4@F1O* I��������� 7��;� "%� �� $� ��J�/�5� ���� 7�$$�� �$

<�$�� �;���� �� $� -"���5�0 �� 4@F?* N��$��� > ����* 4@F?O* ����"%����� "� �$&�G

����� %���$�� �$ �� 
����$�>* ���� !"� ���$";� $�% ����A�������% !"� %� ��%���#��



@E

� ������"���5�0

10 f(5) < f(#)


� %� �#����� "� <�$�� �� $� -"���5� ��,�� !"� �$ X5����� ������$X* �% ��%�#$� %"��G

��� !"� �$ %���$�/ %� �%�H ��%�$�B���� 7���� $� �������5� �� ����� %� ���"�����

$���$�B��� �$ X5����� &$�#�$X0 �������%* ���� ���$���� $� #I%!"���* �"��� $$�<��%�

� ��#� "�� %�&"��� �������5� �������� ���� X�/���%�5�X* �">� ������������5�

&���.����� �"��� ��%���#��%� ��� $� �>"�� �� $� A&"�� 1?0 �����H���������* $�

�/���%�5� %� �"��� �����%����� �� $� -����

� = 5+ (&−4) = 2(&−4) +& 94?1:


� �$ ��%"$���� �� $� �/���%�5� �% ��$ !"� f(�) < f(#)* �������% %� �����H "�

�"�<� %���$�/ 9��,�� !"� �$ ���&���$:* �">�% <.�����% %��H� #,3 > �0

30 f(5) > f(3) > f(5) < f(4)


� �$ ��%"$���� �� $� ��J�/�5� ����,� "� <�$�� �� $� -"���5� �#,���<� �"> �������

�$ ����* �% �$��� !"� �$ %���$�/ %� �%�H ��%�$�B���� �� "�� �������5� �� ��%����0

�% ���<������� �������% $$�<�� � ��#� "�� X���������5� �� $� ��J�/�5�X >* ��� #�%�

�� �$ ��%"$����* ������� �"�$ %��H $� %�&"����� �������5� � ���$�B��0 =������� ����

<�B ��-������� � $� A&"�� 1?* $� �/���%�5� ���� $� X���������5� �� $� ��J�/�5�X

�%�H ���� ���

�R =
1

2
(&−4) +&, 94?3:



@@

����� �$ �"�<� %���$�/ �%���H -������ ��� $�% <.�����% #,3 > �R0

D0 f(5) > f(4)

���#�.� �� �%�� ��%� %� ����� "�� ��J�/�5� -�$$���0 �$ %���$�/ �� ��#� ��%�$�B��%�

�� �%� �������5�* ��� $� !"� ������� "�� X���������5� ��$ ���� <�$��X0 �� �/���%�5�

�����%��������� �%'

�W = &− 1

2
(&−4). 94?D:

�$ �"�<� %���$�/ �%���H ���-������ ��� $�% <.�����% #,3 > �W 9	�� A&"�� 1?:0

����$�����* "�� <�B !"� �$ %���$�/ %� ���"����� ������ �� "�� ��&�5� ������� �$

5�����* $� �������5� ����%���� ���� $� �����������5� �� .%�� �% $� ���������5� �I$���$�0

+H%��������* > ���� %" ���#�� $� ������* �$ %���$�/ %� ������� 7�%�� ���<�����%� ��

"� �"���0 �"���� �%�� %"����* > "�� <�B !"� %� 7� %���%-��7� "� ��������* >� %�� ��

���<��&����� � �� ���������5�* $� #I!"��� ��%� > ����% $�% �$������% �� $� ��#$���5�

������$ 7�� ���<��&��� � "� 5�����0

�$ %���$�/ %� ���%����� "� �.���� ��������;%����* >� !"� $� ��$�����5� �� -����

�������<� �� $�% ����������% ��%�����% ������������� %� $$�<� � ��#� �������� ��&$�%

A,�%* !"� �� ��<�$"���� �����%�% �$�������%* > �">� A� �% ����"��� �$ %���$�/ � $�

�����������5� �� "� 5�����0 � %" <�B* �"����� $� #I%!"���* �$ %���$�/ %� X������X

� $� ����$�&;� �� $� -"���5� �#,���<� !"� %� ��%�� ������B��0 
�� ��#��&�* "�� �$���

��%<����,� �� �%�� �.���� ��%��� �� �$ 7��7� �� "��$�B�� ��-������5� $���$ ���� $�

�����������5� ��$ 5�����* >� !"� �%�� �"��� ����"��� � $� ���<��&����� ������"�� �

"� �;���� $���$0
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�0���� *+���� �� #����	�� ,	
�����

�$ �������� %��"$��� 9%��"$���� �����$��&:* �$ �&"�$ !"� �$ X%���$�/X* �% "� �.���� ��

������B���5� �� -"������% �"$�������%����$�% !"� �"����� $� #I%!"��� "%� I���������

<�$���% �� $� -"���5� �#,���<� > �� �� $�% ����<���% �� .%��0 
�� ��#��&�* "�� �����G

���;%���� �� �%�� �.���� �% $� "��$�B���5� �� �����%�% �$�������%* $�% �"�$�% ������ "��

�������5� ������$��� ��� $� $5&��� ��$ �$&������0 ��� �%�� 7��7�* �$ �������� %��"$���

�% ���%������� "� �.���� �%���H%����0

�$ ���&�� �� �%�� �.���� %� ������� � 4@?3 �"���� N�������$�% �� ���* 4@?3O ����"G

%����� "� �$&������ ���� ��$�"$�� $�% �%����% �� "� ���%��$ !"� %� ��-���#� $���������0


�� ��#��&�* �� -". %��� 7�%�� 4@ED !"� N6��S������S �� ���* 4@E3O ��������� $� ���� ��

�������$�% > $� ��$������ ���� $� %�$"��5� �� "� ���#$��� �� ������B���5� ��$��������

��� �$ ��%�U� �� ����"���% �$����5����%0

�� ���� ������$ ��$ �.���� �� �������� %��"$��� ��%��� �� $� �������5� ��$ �����%�

��� �$ !"� "� �������$ �$���B� "� �%���� �� �;���� ����&;� �$ ���"��� %" ��������"��

$���������0 �� �%������* �$ �������� %��"$��� �% ��$���<������ %���$�P $� %��"����� ��

��%�% � %�&"�� ���� $� �����������5� ��$ 5����� %� ��$�%�� � ������"���5�'

40 
� �<�$I� $� -"���5� �� ��%�� f1(61) �� "� �"��� 61* !"� �����%���� �$ <����� ��

���H�����% !"� ���������B�� �$ ���#$���0

10 
� ������"�� "�� <������5� �$������� ∆6 ��$ !"� 62 = 61 + ∆60

30 
� �<�$I� f1(62)
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D0 
� ��$�"$� ∆f = f1(62) − f1(61)0 ��% %��"������% �"���� ����� $"&�� � ������

��$ �H$�"$� �� ∆f 0 �� ������� %��;� !"� ∆f ≤ 00 �� �%�� ��%�* f1(62) ≤ f1(61)

> $� #I%!"��� ��$ �;���� %� �%�H $$�<���� � ��#� �� $� �������5� ��������0 ��

�"�<� ���A&"����5� 62 ��#� %�� ��������0

�$ %�&"��� ��%"$���� ��%�#$� �% !"� ∆f > 00 
� %� ������ � �� $� �"�<� ���A&"G

����5� �% "�� ����%�5� !"� %� ���� ��� #�%� �� "�� $�> �� ���#�#�$�����%0 ����

%� ���%�"�#�� �� �$ �.����* %� �$�&�

P (∆f) = exp

{−∆f

T

}
, 94??:

����� T �% "� ���H����� �� ������$ 9��������"��: �">� <�$�� ������� �$ �"������

�$ �I���� �� ����������%0 
� %� �"��$� !"�

ε1 < P (∆f), 94?F:

����� ε1 �% "� �I���� �$������� "��-��������� ��%���#"��� �� �$ �����<�$� N2*4O*

$� �"�<� ���A&"����5� 62 �% �������� > "�� �"�<� �������5� ��$ �����%� %� $$�<�

� ��#�0 ��� ���� $���* %� %� ����� !"�

ε1 > P (∆f) 94?C:

�������%* $� ���A&"����5� 62 %��H ���7�B��� > $� ���A&"����5� �������� 61 %��H
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"��$�B��� ���� $� %�&"����� �������5� ��$ �����%�0

�$ ���������� �� $� <����#$� �� ������$ T %��"$� �$ ��-��������� &���"�$ �� "�

%�%����0 �$ 7��7� �� ����� ������$����� <�$���% &�����% �� T ������� �$ �$&������

�/�$���� "�� ��&�5� &����� ��$ �%����� �� #I%!"���* ���� ��%����������� ��%����&��%�

� "�� ��&�5� ��!"�U�0 �� ���$"%�5� �� <�$���% �$�<���% �� $� -"���5� ������ !"� �$

�$&������ %� �%���!"� �� "� 5����� $���$* $� �"�$ ��%"$�� ������"$������� ����������

�"���� %� ���#�,� ��� -"������% �">� ����$�&;� �% ����$�����0

�0���) �����	�
�� - ����	 ��

�$ �.����� ����
���� ��������� �% �$ ���#�� &��.���� "��$�B��� ���� ��-����%� � "�

&�"�� �%���;A�� �� �.����% ����"�������$�% ��%������% �� $�% �����%�% �� �<�$"��5�

!"� ��"���� �� $� ���"��$�B� > !"� 7�� %��� ���$����% ���� $� %�$"��5� �� ���#$���%

����$�,�% �� $�% !"� $� ��$�����5� �� �.����% �$H%���% �� �% ��%�#$�* � �% $�������0 �%��%

�.�����% %� %"#��<���� �� ���% ����% ��������$�%0 �� �������* !"� %"�&� �� %"% ������%

���� "� ����$� &�����$ �� �����%�% ������#$�%* �%�H -������ ��� $�% X�$&������% ��G

�.����%X N=�$$���* 4@@1P �� V��&* 4@C?O* $�% �"�$�% 7�� %��� ��$�����% �/���%�<������

�� $�% I$����% �.����% �� $� %�$"��5� �� ���#$���% �� ������B���5�0 �� %�&"��� ����

%� ������ ���� X�%�����&��% �� �<�$"��5�X N
�7M�-�$* 4@@?O* ������$����� �����#���%

���� "� �.���� �� ������B���5� �/���������$ �">� ��$�����5� %� �/�����5* ��%������G

�����* � $� %�$"��5� �� ���#$���% �����%������% ��� -"������% ��� ���H�����% ���$�%0

����$�����* $� ������� ����* $� ���&������5� �<�$"��<� N��&�$* 4@F1O* %"�&� ���� "�
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������� ���� $� ������5� �� ����$�&����� ����A���$* �"�!"� ���#�.� � %��� ���$���� �� $�

%�$"��5� �� ���#$���% �� ������B���5� N6�� > �>"�&* 4@@CO0 �% ������%���� ���������

!"� �$ %"�&������� �� $�% ���% ���������% %� �� ��H���������� �$ ��%�� ������* �� -����

�������������* � ���������% �� $�% �U�% F20 
�� ��#��&�* �� -". %��� 7���� A��% �� $�

�.���� �� $�% C2 �"���� ����B5 $� ���"������5� > �$ ��������#�� �� ����% ����� �%��%

&�"��% �� ��<�%��&���5�0

�$ ��%�U� �� "� �$&������ �<�$"��<� %� -"�������� �� $�% ��������;%����% ������"G

$���% �� $� -"���5� �#,���<� �">� %�$"��5� !"���� ���������%�0 
�� ��#��&�* � ��%��

�� %"% ��-�������%* ����% $�% �$&������% �<�$"��<�% %�� �.����% �%���H%����% #�%���%

�� �����%�% 7�"�;%����% �� #I%!"��� ��#$������$* !"� ���������� �$������% �$�������%

�� <������5� > �� %�$����5� N
�$����* 4@@CO0 �� �����%� �� $� !"� ������ �% !"� $�

%"���<�<����� �� "� ����<��"� ������ �� "�� ��#$���5� ��������H* �� &�����$* �� %"

�����"� ���� �������%� �$ �����0

�� �%��"��"�� �� "� �$&������ �<�$"��<� ���5���� %� �"�%��� �� $� A&"�� 1F0 �$

�����%� �� #I!"��� �����B� ��� $� &�������5� �� "�� ��#$���5� ������$ -������ ���

�$������% !"� � %" <�B %�� ���,"���% �� <����#$�% �#,���0 ��� �$ A� �� %�$��������

I��������� � $�% �$������% ��� �$ ��������$ ���� &������ %�$"�����% ���� <�B �H%

�������% � $� 5�����* %� �<�$I� � ���� "�� �� �$$�% > %� $� �%���� "� <�$�� �� �����"�

!"� ��A���H* �������� �$ "%� �� "� �������� !"� �"��� %�� ���������%���� � �%���H%����*

%� %�� ���$";��% �� �$ ���$� ��������$ ��$ �$&������ � %�* ��� �$ ���������* ��#�� %��

��%��7���%0

��% ���#��% �� $� ��#$���5� ������$ ������ $"&�� �������� �$ "%� �� ���������% ��
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Generar población inicial

Evaluar población inicial

Recombinación 

Mutación

Evaluación

Selección

Búsqueda terminada?

?

Terminar

No

Si

Nueva
población

��&"�� 1F' ���&���� �� #$�!"�% �� �$&������ �<�$"��<� ���5����0
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<������5� ��$�% ���� $� �����#�����5� > $� �"����5�0 �$ ������� ����� $� -"���5� ��

��	����
 �$ �%����� �� #I%!"��� � ���<.% �� $� ��B�$� ����� $�% �$������% �H% ����%0

�� �"����5�* ��� ���� $���* ��	��
� �$ �%����� �� #I%!"��� �$ &������* ��� ����� �� $�

������"���5� �� <���������% �$�������% �� $�% �$������% �� $� ��#$���5�* �"�<�% ��%�#$�%

%�$"�����%0

�� ���� �������5� 9&�������5�: ��$ �$&������ %� &����� "�� �"�<� ��#$���5� � ������

�� $� �"�$ %� %�$�������� $�% ��,���% �$������%0  %��%* � %" <�B* -�����H� $� ��#$���5�

������$ ���� $� %�&"����� &�������5�0 �� ���������* %� �%���� !"� $� ��������5� �������<�

�� �%��% ��%�% ����"B�� �$ 5����� �� $� -"���5�0 ��� I$����* �$ ���$� ��������$ ��$

�$&������ �<�$"��<� A��$�B� �"���� %� 7� �$���B��� "� �������� �� ���������5� ���<��G

����� �%��#$�����0  %�� �"��� %�� �$ �I���� �� ����������%* $� ������ ��$ ����� �����

$� %�$"��5� ���������� > $� 5�����* $� ���<��&����� ������"�� � "� 5����� $���$* ���0

�� $�% ������% �� $� ����"����5� �<�$"��<� �/�%�;�� ��-�������% ����������% �%��G

#$�����% ��#��� � $�% ��������;%����% ������% �� ���� "�� �� %"% ����%0 ��� �,���$�*

$�% �$&������% ���.����% ���$��#�� �$-�#���% #������% {0, 1} ���� $� �����%������5�

�� $�% <����#$�% �#,���* �������% !"� $�% �%�����&��% �<�$"��<�% "��$�B�#�� ���H�����%

���$�% 9�"�!"� �� N+�>��* 1224O %� ���� "�� ��-������� �� $� !"� %� "��$�B�� �%�����&��%

�� �<�$"��5� ��� �$-�#��� #������:0 ���� ��-������� ��� �$ .�-�%�% !"� ���� "�� �� �%��%

�$&������% ���;� �� $�% ���������% &��.����%0 �% �����* $�% �$&������% ���.����% ��G

#�� ��������� �$ "%� �� $� �����#�����5� > �� $� %�$����5�* �������% !"� $� �"����5�

��� I��������� "��$�B��� ���� ������"��� ���#��% �$�������% �� $�% <����#$�% �#,��� �

������ ��$ �%��#$��������� �� "�� ���#�#�$���� �� ��"������� #�,�0 ��� �$ ���������*
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$�% �%�����&��% �<�$"��<�% ���5����% %�$������ "��$�B�#�� $� �"����5� > $� %�$����5�0


�� ��#��&�* �� $�% I$����% �.����%* $� #���7� �/�%����� %� 7� ��� ��&�%����� > $�%

��-�������% %�� ���� <�B ����% %�&��A����<�%0 �% ��%�#$� ��������� <�������% �� �$&�G

�����% ���.����% !"� "��$�B�� "�� �����%������5� ���$ > �"����5�* �%; ���� ���#�.�

�% ��%�#$� 7�$$�� �%�����&��% �<�$"��<�% !"� "��$�B�� �����#�����5�* "�� ����A����5�

#������* � ��#�% %��"$�H��������0

�� �/�%��* ���� ��$* "�� ��"�� � %�&"�� �� $� �$����5� ��$ �$&������ �H% ���<�G

������ ���� $� %�$"��5� �� "� ���#$��� �%���;A��0 
�� ��#��&�* "�� ��&$� ���;����

-���"��������� "%��� �% !"� �� 	
����	�� 	�
� �� ���

���� �� ��� ���
����� ���������

� ���������� �� �� 
�	
��������� �� �� 	�
����
� � �	������
 N+Z�S �� ���* 4@@FO0

��� #�%� �� �%�� ��&$�* > � ������ �� !"� $� -"���5� �� ��%�� 9FC: %� �����%���� ���

���H�����% ���$�%* �% ��%�#$� ���%�� !"� $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� �"���� %�� $�

������$�&;� �H% ����"��� ���� $� %�$"��5� ��$ ���#$��� �%�"����� �� �%�� ���#�,�0

��� $� �����* $�% %�������% %�&"�����% %� ��-����H� %�#�� $�% �%�����% ��������$�% �� �%��

�$�%� �� �$&������% �<�$"��<�%0

����
��'	
 � ������	�� (µ/ρR
+
, λ)

��� ��������;%���� ������ �� $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� �% !"� ������ %�#�� ��#$����G

��% �� �$������% !"� ���������� �$ �%����� �� %�$"�����%0 �%��% ���,"���% ��%��� "�

����U� ��A���� !"� ��������� ���%����� � $� $��&� ��$ �����%� �� #I%!"��� > !"� %�

������� ���� µ ���� $� ��#$���5� ������$ > ���� λ ���� $� ��#$���5� %��"������ N
�7G

M�-�$* 4@@?O0
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���� �$������ �� $� ��#$���5� �����H $� -����

a(x, s, f(x)), 94?E:

����� x �% "� <����� �G�����%����$ �������� ���� �����
 �� 	�
����
� �� ��
����� 

��!��� �">�% ����������% x = {x1, x2, x3, . . . , xN}T ���������� �$ �	���� �� ��
�����

��!���* !"� � %" <�B ������� ��$ ���#$��� ������"$�� !"� %� �%�. ��%�$<�����0 �$ <�$��

�� �����"� %� �#����� �$ �<�$"�� $� -"���5� �� ��%�� f(x) �� ���� "�� �� $�% <������%

�#,��� x0 �$ <����� s �����%���� "� ���,"��� �� ���H�����% ���5&���% ��������% ����

	�
����
� �� ��
������* �">� -"���5� %� �/�$����H �� $�% %�&"�����% �H���-�%0

�� ��#$���5� ������$ Bµ* ���� "�� �������5� g ���� * �%�H ���� ���

B(g)
µ =

{
a

(g)
1 , a

(g)
2 , . . . , a(g)

µ

}
, 94?@:

� %" <�B* $� ��#$���5� %��"������ �"��� �����%�����%� ����

B̃
(g)
λ =

{
ã

(g)
1 , ã

(g)
2 , . . . , ã

(g)
λ

}
94F2:

����� $� ��$�� %�#�� ���� "�� �� $�% �$������% ��$ ���,"��� ������ !"� .%��% 7�� %���

&�������% ��� ����� �� $� ��$�����5� �� $�% ���������% &��.����% �� $�% �$������% ��$

���,"��� B
(g)
µ �� $� ��"���5� 94?@:0

��� �%�����&�� �� �<�$"��5� &��.����* !"� � %" <�B ��&$�#� �"�$!"��� <������� !"�
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�/�%��* �"��� �%���#��%� �� -���� �������"�$ ����

(µ/ρR
+
, λ), 94F4:

����� ρ �% "� ���H����� �/5&���* ��A���� ������ ��$ �����<�$� 1 ≤ ρ ≤ µ* !"� ������

�$ �I���� �� �$������% �� $� ��#$���5� ������$ B
(g)
µ !"� %� �%��&����* ��� ����� ��

"� �������� �� 
�	
��������* ���� �����#����%� > &������ "� �"�<� �$������ �� $�

��#$���5� %��"������

E = {a1, a2, . . . , aρ} , 94F1:

%�#�� $� !"� ��%����������� %� ��$����H� $�% ���������% �� <������5�0 �$ %"#;����� R ��

$� �/���%�5� 94F4: ������ �$ �%!"��� �� �����#�����5� !"� %� �%�H "��$�B����0 �% �����*

%� $� �����#�����5� �% ��������� � ����������0 � %" <�B* �/�%��� ��% �%!"���% ��

%�$����5� ��%�#$�%0 �$ ������� %� $� �%���� �$ %;�#�$� X+X > %� ������ ���� X �%�����&��

�$���%��* X �������% !"� � $� X�%�����&�� ��G�$���%��X $� �����%����� �$ %;�#�$� X * X0 ���

�/�$�����5� ����$$��� %�#�� �%��% ��������% %� �� �� $�% ��������% �����%��������� �

$�% ���������% &��.����% ����������%0

�� �%�����&�� �� �<�$"��5� �/���%��� ��� 94F4: �"��� �%���#��%� ���� "� �%�"���5G

��&� �� $� %�&"����� -����'

"�'��	��� ��7�7�

� ��'	�

� g := 0;
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� inicializa
(
B

(0)
µ :=

{(
6

(0)
m , �

(0)
m , f(6

(0)
m )
)})

;

� 82	�� �������� �� �����	
���	 	� 
��
	
��

� ��� l := 1 �� λ �

� E
(0)
µ := �����������	

(
B

(g)
µ , ρ

)
;

� �l := ���������	
���	(El, ρ, R);

� �̃l := �����
���	(�l);

	 6l := ���������	
���	(El, ρ, R);

�
 6̃l := �����
���	(6l, �̃l);

�� f̃l = f (6̃l) ;

�� ��;

�� B̃
(g)
λ :=

{(
6̃l, �̃l, f̃l)

)}
�� 	� ������
 = (µ, λ)

�� B̃
(g+1)
µ := ��������	fµ

{
B̃

(g)
λ

}
;

�� ���� ������
 = (µ+ λ)

�� B̃
(g+1)
µ := ��������	fµ

{
B̃

(g)
λ ,B

(g)
µ

}
;

�� ��

�	 g := g + 1;

�
 �

�� ��
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+�����	��

�$ �������� %�$����5� (+
, ) &�����* ��� ����� �� "� �����%� ���������%��* �$ ���,"���

Bµ !"� %��<��H ���� ��#$���5� ������$ �� $� %�&"����� �������5� g + 1 ��$ �$&������0

�%�� ��������* � ��-������� ��$ ��%��* ���I� ������������ %�#�� $�% <�$���% �� �����"�

�� $�% �$������% �� $� ��#$���5� > �� %�#�� $�% ���H�����% �#,���0 �% �����* I���������

�!"�$$�% �$������% ��� $�% ��,���% <�$���% �� �����"� %��H� �$�&���% ���� $� %�&"�����

�������5�0

�� ��-������� ��������$ ����� $�% �%!"���% (µ+λ) > (µ, λ) �"��� <�%"�$�B��%� � ������

�� $� $;��� 4? ��$ �$&������ 9�	0404:0 �$ ���$��� �$ �%!"��� (µ, λ) I��������� %��H�

%�$���������% $�% �$������% �������������% � $� ��#$���5� %��"������ B̃
(g)
λ !"� ��%"$��

�� $� ��$�����5� �� $�% ���������% �� ������"���5�* �� �����#�����5� > �� �"����5�0

��� ���%��"����� ���������� ��$ "%� �� �%�� �%!"��� �% !"� �$ ��,�� �$������ �� $�

��#$���5� B
(g+1)
µ �"��� %�� ���� !"� �$ ��,�� �$������ �� $� ��#$���5� B

(g)
µ 0 �I� �

��%�� �� !"� �%�� ��������� �������$ �� $� �����"� ����;� 7���� !"� �$ �$&������ ��<��,�*

�%�� ��������;� �<���� ��&����% �� �������5� 7���� "� 5����� $���$ !"� ����"���;� �$

�$&������ � "�� ���<��&����� ������"�� N+Z�S �� ���* 4@@CO0 �� ��������;%���� ��������

7��� !"� �$ �%!"��� (µ, λ) %�� �� ������� > �� �7; �$ ���&�� ��$ ���#�� �$�������<� ���

�$ !"� ���#�.� %� $� ������0

�� �%����� ��$ �%!"��� (µ + λ) � ������� %� �"�%��� �� $� $;��� 4C ��$ �$&������

9�	0404:0 �� ��#$���5�B
(g+1)
µ �%���H ���-������ I��������� ��� $�% ��,���% �$������%

%�$���������% �� $� "��5� ����� $� ��#$���5� ������$ B
(g)
µ > $� ��#$���5� %��"������
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B̃
(g)
λ 0 � ��-������� ��$ �%!"��� �� �������* �� �%�� ��%� �� �/�%�� ��%�#�$���� �� "�

��������� �������$ �� $� �����"� �� $�% �$������%0 �%�� 7��7� &������B� "� ����������

�����5���� 9���� �$ ��%� �� ������B���5�: �� $� -"���5� �� ��%��0 
�� ��#��&�* �%��

�%!"��� �� �<��� !"� �$ �$&������ �%���� �� $� <������� �� �������5� �� "� 5�����

$���$ >* ��� $� �����* �% ����$�<� � $� ���<��&����� ������"��0

9��
�	��

�� $�% �%�����&��% �<�$"��<�% $� �"����5� �% �$ �������� ��������$ ���� $$�<�� � ��#�

$� �/�$�����5� ��$ �%����� �� #I%!"��� >* ,"��� ��� $� %�$����5�* -���� $� #�%� %�#�� $�

�"�$ %� -"��������� $�% �� �%�����&��% �� �<�$"��5�0

�� �"����5� ���%�%�� �� $� ������"���5� �� "�� <������5� �$������� �� $�% ��������G

��% ��$ <����� �� <����#$�% �#,��� 6* �$ %"���$� � ���� "�� �� .%��% �I����% �$�������%

�����$����� ��%���#"���%0 
�&"����� $� ������5� "��$�B��� �� $� $;��� 42 ��$ �$&������

9�	0404:* %� �����

6̃l = 6l + � 94F3:

����� B �����%���� �$ <����� �$�������0 �� %" -���� �H% &�����$ �$ <����� �� �"����5�

�%�H ���� ���

� = {N1(0, σ1), N2(0, σ2), N3(0, σ3), . . . , NN(0, σN)}T , 94FD:

�����* Ni(0, σi) ���� i = 1, . . . , N %�� �I����% �$�������% &�"%%����%* �%���;%���������

�������������%* ��� ����� ���� > ��� "�� ��%<����5� �%�H���� ����<��"�$ σi0 �� �$



441

��%� �H% %���$� %� %"���� σ = σi ∀ i = 1, . . . , N * ��� $� !"� $� ��"���5� 94F3: �"���

���%���#��%� ����

6̃l = 6l + σ�. 94F?:

� ������ �� $� �/���%�5� �������� �"��� <��%� !"� �$ ���H����� σ ��J"��H �������G

����� �� $� ��%������ � $� !"� %� ���"����� "�� %�$"��5� �"���� ��� ��%����� �$ 5�����

!"� %� #"%��0

�% ��%�#$� ������$�� $�% <���������% !"� �/��������� �$ ���H����� σ �"����� $�

#I%!"��� ��� ����� �� $� ��$�����5� �� $�% ���������% &��.����%0 � �%�� �����%� %� $�

������ ���� �������	������ > %� ���"����� ���$"��� �� $�% $;���% 9C: > 9E:* ������ ��$

���$� ��������$ ��$ �$&������ 9�	0404:0

�� ���$��������5� ��H����� ��$ ��������� �� �"����������5� ��!"���� �� $� ��A����5�

�� $�% ���H�����% �/5&���% τ ′* τ > τ0* ��������% ���� ;�����% �� �������B�,�* !"� � %"

<�B %� ��$������� ��� �$ �I���� �� <����#$�% �#,��� N ��� ����� �� $�% �/���%����% τ ′ ∝(√
2N

)−1

* τ ∝
(√

2
√
N
)−1

> τ0 ∝
(√

N
)−1

0 ��#� %�U�$��%� !"� �$ �%��#$��������� ��

�%��% ;�����% ������� ����$����� ��$ ���#$��� !"� %� �%�. ��%�$<����� N+Z�S > 
�7M�-�$*

4@@FP+Z�S �� ���* 4@@CO0

5�������	��

�� -"���5� ��$ �������� �� ������"���5� �% $� &�������5� ��$ ���,"��� E* �$ !"� ��%G

����������� %� $� ��$����H� $�% ���������% &��.����%0 �$ �������� �� ������"���5� %�

�$"%��� �� $� $;��� F ��$ �$&������ 9�	0404: > #H%�������� ���%�%�� �� "�� %�$����5�
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�$�������* "��$�B���� �I����% "��-��������� ��%���#"���% �� �$ �����<�$� [1, µ]* �� $�%

ρ �$������% !"� %��H� �����#�����% ���� -����� $� ��#$���5� ���������� E0

5�����	�
�	��

�$ �#,���<� ��������$ �� $� �����#�����5� �% ��	����
 �$ �%����� �� #I%!"��� ��������

�$ ��������#�� �� ��-������5� ����� �!"�$$�% �$������% �� $� ��#$���5� �">� �����"� %��

�$��0 � ���<.% �� �%�� �������5� %� �%����* �� ���������* !"� $�% ��������;%����% �� $�%

�$������% �H% ����% %� ����%A���� �� "�� &�������5� � ���� 7�%�� �$���B�� �$ ��������

�� ���������5�0

�� $� ��"���5� 94F4: > �� $�% $;���% 9C: > 9@: ��$ �$&������ 9�	0404:* �$ ��������

�� �����#�����5� ������� �������� ��� $� $���� R0 �� $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� %�

"��$�B�� ��% �%!"���% ��������$�%* ��������% ���� �����#�����5� ���������� > �����G

#�����5� ��������� N+�>��* 1224O0

�� �����#�����5� ���������� %� ��A�� ����

〈6(g)〉ρ =
1

ρ

ρ∑
i=1

6
(g)
i , 94FF:

����� ρ �% �$ �I���� �� �$������% �������������% �$ ���,"��� E !"� %��H� �����#�����%0

���� �$ ��%� �� �$ !"� ρ > 2 %� ����� "�� �����#�����5� �I$���$�0 �"���� ρ = µ ����%

$�% ����#��% �� $� ��#$���5� ������$ %� �����#���� ����� %; > �$ <����� ��%"$����� �"���

�����������%� ���� �$ ������ �� ��%� �� $� ��#$���5�0

��� ���� $���* ���� ��%���#�� �$ �������� �� �����#�����5� ��������� �$ ������
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��%� �% %"����� !"� �$ <����� �� <����#$�% �#,��� 6 �"��� �/���%��%� �� �.�����% ��

"�� #�%� ���������$ {�j} ��$ !"�

6 =

N∑
j=1

xj�j . 94FC:

�������%* $� �����#�����5� ��������� �"��� ��A���%� ����

6(g) =

N∑
j=1

(
�T

j · 6i

)
�j, ∀ 1 ≤ i ≤ ρ. 94FE:

����� i �% "� �I���� ������ %�$��������� �$������������ �� �$ �����<�$� [1, ρ] > ρ

�����%���� �$ �I���� �� �$������% !"� %� �����#����H�0 �� $� ��"���5� 94FE:* �$

�.����� ������ ��$ ���.���%�% �% $� jG.%��� ���������� ��$ �$������ �����#����� ��

$� �������5� �j0 
" �5�"$� %��H �&"�$ �$ �� $� jG.%��� ���������� �� $� ��%�� �������5�*

���� �� "� �$������ i ��$ ���,"��� E %�$��������� �� -���� �$�������0

�� �����#�����5� ��������� �% ���#�.� �������� ���� 
������������ ���
���

N+�>��* 1224O > ���� �$ ��%� �� �$ !"� ρ = µ %� ����� �$ �%!"��� �� 
������������

���
��� ������ N
�7M�-�$* 4@@?O0
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��#��� � $� -���$���� �� %" ���$��������5�* �$ �"��� �� ������� ���� $� ��%�$"��5�

��$ ���#$��� ��� ����% �� �����%���� %� #�%5 �� $� &�������5� �� $� %"���A��� ���

�$ �.���� �%������$* ��%����� �� $� %����5� ��03040 �� %"��%���5� ������$ -"� !"� $�

%"���A��� � �����%��"�� ��������� � "�� �$�%� �%���;%���� ��������* ������"$�������

%� %"�"%� !"� �$ ���A$ ��� "�� ���$�B���5� �� "� �����%� �$������� &�"%%���� �">�

$��&��"� �� �����$���5� > ��%<����5� �%�H���� �� �$�"��% ���#�.� ���� ��������%0 ���

�%�� ������������ � 	
��
�* �$ �#,��� ��� ��������� $� ���$�B���5� ������"$�� !"� ��5

���&�� � $�% ����% �� �%�����������0

�� "� ������ ������� �� ��%�$<�� �$ ���#$��� ��<��%� %� "��$�B���� $�% �.����% %��G

�$�/ > �������� %��"$���* ��%�����% �� $� %�������% �	0404 > �	0401 ��%�����<������0

������ ��$ �����/�� ��$ ���#$��� !"� %� �%�"���* �$ ����U� ��$ %���$�/ �%���H �����G

������ ��� �$ �I���� �� �"���% �� �"�%���� %�#�� $� %"���A��� � �����%��"�� �H% "��0

�% �����* �%�� �������� ������� ������������ �� �"H���% ���H�����% ��#�� ������G

B��%�0 �"�!"� �� %� ������� ��%���������% �� �$ �I���� �H/��� �� <.�����% !"� "�

%���$�/ �"��� �����* � ��� $� ����% �� %� ����������� �������% �$ ��%����� �� $�% ��-�G

������% ���%"$����%* ������$����� %� ����"%� "�� %"���A��� �">� ����U� �� ���<�����

���%��#�$�����% �� �$ �����%� �� #I%!"��� ��$ �$&������ > !"� -"��� ����,�#$� ��� $�%

���"�%�% ����"�������$�% ��� $�% !"� %� �����#�0

�$ ���A$ � �����%���� %� �"�%��� �� $� A&"�� 1C0 ���%�%�� �� "�� ���$�B���5� ��
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��&"�� 1C' ���A$ ���&���$ � �����%��"��0

"� �����%� �$������� &�"%%����* ��� -"���5� �� �����$���5� &�"%%����* ��� ��%<����5�

�%�H���� �� �$�"��% δ = λ
2
> $��&��"� �� �����$���5� a = 2λ0 �������� "� �I���� ����$

N = 128 �"���% �� �"�%����* � �����<�$�% �� ∆x = λ
10
0 �% ����%���� ��-���B�� !"� $�

$���� λ 7� <����� "��$�BH���%� �� -���� ����%����� ���� ������� � $� $��&��"� �� ����

��$ �����* ������5� "%"�$ �� 5�����* > ���#�.�* %�&"����� $� ������5� ����"�%�� ���


�7M�-�$ N
�7M�-�$* 4@@?O* �$ ����U� �� $� ��#$���5� %��"������ &������� ��� �����

�� $�% ���������% &��.����%0 ��#��� � !"� $�% �����/��% �� $�% !"� ���7�% <����#$�% %�

���$��� %�� ��%�����%* �� ��#� �/�%��� ���-"%�5� �$&"��0

�� ���������* $�% ����% !"� %��<�� �� ������� ���� �$ �$&������ �� ��<��%�5� ��G

��;�� �#�����%� �/���������$�����0 
�� ��#��&�* ��� �$ A� �� �%�"���� > ������B��

$�% �$&������% ����"�%��%* �� �%�� ���#�,� %� "��$�B�� ����% �� �%����������� &�������%

� ���<.% �� $� %�$"��5� �"�.���� ��$ ���#$��� �� �%����������� ������� "��$�B���� �$

�.���� ��&"��%� ��%����� ��� N�����"��� �� ���* 4@@2O0 ��% ����% �� �����%���� �%G
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��&"�� 1E' ����5� �� �%����������� &������� ��� $� %"���A��� �� $� A&"�� 1C* �$ %��
�$"������ ��� "�� ���� �$��� � ���������� �����$0 �� $;��� �"������ �����%�����
�$ ����5� �� �%����������� &�������* #�,� $�% ��%��% ����������% �� �$"������5�* ���
�$ ���A$ ��#",��� ��� �;��"$�% �� $� A&"�� 3D9�:* �">� ��%������5� %� ���"����� �� $�
%����5� �	01030

������� %� &�������� �$"������� �$ ���A$ �� $� A&"�� 1C* %��"�����$�����* ��� �"����

����������% ��-������%* ��A����% ��� $�% H�&"$�% �� ���������� θ1 = −60◦* θ2 = −30◦*

θ3 = 0◦ > θ4 = 40◦0 �� $� A&"�� 1E %� �"�%���* ��#",��� ��� "�� $;��� �"������* �$

����5� �� �%����������� �#������ �$ �$"����� ��� "�� ���� �$��� � ���������� �����$*

�$ ���A$ �� $� A&"�� 1C0

�0���� *+���� ,	
����

�� $�% �%�"���% ������$�% ��� �$ �.���� %���$�/* ��� �$ A� �� �������� %" �����%�

�� #I%!"��� > <���A��� !"� �� 7"#��%� ������% �� ���&������5�* %� ���$">5 �$ ���A$

���&���$ ������ �� $� ��#$���5� ������$0 �$ ��%�� �� $�% �$������% �� $� ��#$���5� %�

&����5 �$������������ ��� �$ �.���� �%������$0 ��% ��%"$����% �#������% %� �"�%����

�� $� A&"�� 1@0 
� �#%��<� !"� �$ &���� �� %���$��"� ����� $�% �����%��"������% > �$ ���A$
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���&���$ ������� ��$ �I���� �� ����������% ��$ �$&������0 �%��* � %" <�B* ����� ����

���%��"����� ������� �$ ���������� ��$ ������ �� �H!"��� ��!"����� ���� ����$����

$� #I%!"���* �"�!"� �%�� I$���� �� �����%���� "�� $�������� %�&���A����<�0 ��� $�%

���H�����% ���$����%* �$ �$&������ ����� ����/���������� 42 ���"��% �� $$�<�� �

��#� ?22 ����������% �� "�� ����"������ ���%���$ ��� �����%���� �����"� ��� � FD2

�=B > ��� FD �# �� ������� �� ���0

� ��%�� �� !"� �$ �.���� &�����#� $�% ��%"$����% �%������% �� $�% %��"$������%

!"� ���$"��� �$ ���A$ ���&���$* �"���� .%�� �� %� 7�$$�#� ������ �� $� ��#$���5� ������$

�$ %���$�/ �/���������#� "�� ���<��&����� ������"�� �� "� 5����� $���$ !"�* �� $�

��>��;� �� $�% �/���������% �"�.����% ���$�B���%* �� &"���� ���&"�� %���,��B� ���

$� %"���A��� !"� %� #"%��#� �����%��"��0 �%�� �������������� �% ��������;%���� ��

$�% �.����% �� #I%!"��� $���$0 � ��%�� �� X�������%�X � $� ����$�&;� �� $� -"���5�

�� ��%��* %� �/�%�� "� 5����� $���$* ������H� � �%������%� > !"���� ��������% �� $�

<������� �� .%��0

�0���� #����	�� ,	
�����

�� $� %����5� �	0401 %� �������5 !"� �$ �������� %��"$��� �% "� �.���� ����������

!"� �/�$��� �$ �%����� �� #I%!"��� �������� "�� �������� �$�������* ��&��� � %" <�B

��� "�� ��%���#"��5� �� ���#�#�$���� ��A����0 �%�� �������������� $� ������� �$

�$&������ �<���� $� ���<��&����� ������"�� �� �$ ��%� ���� �$ !"� $� -"���5� �� ��%��

%�� �"$������$0

��� ���� $���* �% ����%���� ��������� !"� �"���� �%�� �.���� -"� �����#��� ��� %"%
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��&"�� 1@' �����%��"���5� �� ���A$�% "��$�B���� �$ �.���� %���$�/ ���$">���� �$ ���A$
���&���$ �� $� ��#$���5� ������$0 �����%��"������% �#������% ��%�".% �� 9�: 322 �����G
�����%* 9#: ?22 ����������% > 9�: 4222 ����������%0
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��������% N�������$�% �� ���* 4@?3P6��S������S �� ���* 4@E3O �� 7��;� "%� �� ��#$������%

���� $$�<�� � ��#� $� #I%!"��� ��$ 5�����0 �� 7��7�* �"��� �����������%� ���� "��

�%�����&�� �� �<�$"��5� (1+1) ��� ���%�5� �� %�$����5� <����#$� �� �$ ������ > ��� ��%�

�� �"����5� ���%����� N+�>��* 1224O0 
�� ��#��&�* $� ���$��������5� !"� %� "��$�B� ��

�%�� ���#�,�* ��%����� �� N���%% �� ���* 4@@1O* �% "� �$&������ 7;#���� !"� 7��� "%� ��$

%���$�/ > ��$ �������� %��"$���* > ��� $� ����� %; "��$�B� ���������% ��#$������$�% ����

$$�<�� � ��#� $� #I%!"��� ��$ 5�����0 �% �����* �� ���� �������5� ��$ �������� %��"$���

"� %���$�/* �">�% <.�����% �%�H� �%������% ��� $�% <����#$�% �#,���* �/�$��� �$ �%�����

�� %�$"�����%0 �� �%�� -����* �$ �����%� �� #I%!"��� &$�#�$ ��$ �������� %��"$��� %�

�$����� ��� �$ �� #I%!"��� $���$ ��$ %���$�/0 �� <������5� ��$ ���H����� �� ������$

������� ������$�B�� �$ %���$�/ �� ��-������% ��&����% ��$ �%����� �� #I%!"��� > �$ ��%��

������ �<��� %" �%�����������0

��% %��"$������% ��� �$ �.���� �� �������� %��"$��� %� ���$�B���� #�,� $�% ��%��%

����������% !"� �� �$ ��%� ��$ �.���� %���$�/* ���$">���� �$ ���A$ ���&���$0 �� ��%� ��

���������� ��$ ���H����� �� ������$ %� A,5 �� 12K ���� ���� �������5� > $�% %��"$�G

�����% %� $$�<���� � ��#� ���%�������� ���% ��-������% ��������"��% ������$�%* ��A����%

���� T1 = 0* T2 = 50 > T3 = 1000

��% ��%"$����% �#������% ��� �%�� �$&������ %� �"�%���� �� $� A&"�� 320 �� &�HA��

329�: �"�%��� $� &��� %���$��"� ����� $� �����%��"���5� > �$ ���A$ ���&���$0 �$ ��%�$�G

B������� <������$ �% �������#$�* >� !"� �%�� %�$� �$���� $� -�%� ��$ ����� �%������� >

����H% %�$������ %� �%�H "��$�B���� ��-������5� �� �����%����0 ���� �$ ��%� T = 0* �$

�$&������ "��$�B��� �% �!"�<�$���� �$ ��$ %���$�/0 �� ��&�5� ��$ �%����� �#,��� �� �����
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��&"�� 32' �����%��"������% �#������% ��� �$ �������� %��"$��� ���� �:T1 = 0* #:T2 =
50 > �:T3 = 1000 �� ������$�B���5� -"� $� ��%�� ���� $�% ���% �������%0
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%� �����5 $� #I%!"��� -�<����� $� ���<��&����� ��$ �$&������ 7���� �$ 5����� $���$0

�� $� A&"�� 329#: %� ���%����� $�% ��%"$����% !"� %� �#������ �"���� %� ����������

�$ ���H����� �� ������$ T 0 �� ������$�B���5� -"� $� ��%�� !"� ���� �$ ��%� ��������0 
��

��#��&�* $� �����%��"���5� ��A��� ����$����� ��$ ���A$ ���&���$0 �"�!"� $� ���#�#�$�G

��� �� ��������5� �� "�� %�$"��5� ������� ��$ <�$�� �� T N��"���5� 94??:O* $� ���$"%�5�

�� <���������% �$�������% �� $� #I%!"��� �"��� �$�,�� �$ �$&������ �� $� <������� ��$

5�����0 ���� �"���� $� ���#�#�$���� �� ��������5� 7� ��%���"��� $� %"A������ ����

���� !"� %� �. $� ���<��&�����* .%�� �� %��H �� �$ 5����� &$�#�$ %��� �� "� �/�����

$���$0 
���$�������* �� $� A&"�� 329�: %� �#%��<� !"� �$&"��% %�&�����% �� $� �����%G

��"���5� �%���,�� �����% ��$ ���A$ ���&���$0 
�� ��#��&�* �� �"��� �A����%� !"� $�

%"���A��� �����%��"��� %�� $� !"� %� #"%��#�0

� ������ �� $�% ��%"$����% ���������% �"��� �����%� !"� �$ �.���� �� �������� 
�G

�"$��� �% ����% ����$�<� � $� ���<��&����� ������"��* &�����% �$ "%� �� �$������%

�$�������% �"����� $� #I%!"���0 
�� ��#��&�* �%�� 7��7� �� &������B� !"� �$ A��$ %�

7�$$��H $� %�$"��5� ��������0 ��� ���� $���* $� �����������5� ��$ <�$�� ����"��� ����

�$ ���H����� T �� �% ������� > ������� �� $�% ��������;%����% ��$ ���#$��� !"� %� �%�.

��%�$<�����0 ��� I$����* %� �#%��<5 !"� �� $�% %��"$������% ���$�B���% %�� ���$"�� �$

���A$ ���&���$* �� 7"#� ���<��&����� �$ 5����� #"%����0

�� �%����� ����������* !"� �� %� 7�#;� ������ �� �"���� �$ ������ �� $�% %��"G

$������% ���$�B���%* �% !"� $�% ���$�����������% ��$ �.���� %���$�/ > ��$ �.���� ��

�������� %��"$��� #�%�� %" �����%� �� #I%!"��� �� "� ��������� ��H$�&� �$ �� �����#�G

����5� ����������0 �% �����* $�% �$������% �� $� ��#$���5� %� ��B�$�� ����� %;* �� ����
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�������5� ��$ �$&������* ���� &������ "� �"�<� �$������0 �%�� ������"�� "� ���#$���*

>� !"� ��%�".% �� $� ������� �������5�* �� �% ��%�#$� �%�&"��� !"� $�% �$������% �� $�

��#$���5� ��%��� $�% ��%��% ����������% �%���;%����% ��$ ���A$ #"%����0

� ������ �� $�% ��%"$����% �#������% ��� $�% �.����% %���$�/ > �� �������� %��"$���*

�% �$��� $� ����%���� �� "� �$&������ �� ������B���5� &$�#�$ �"$�������%����$ !"�

%���%-�&�* %��"$�H��������* $�% ��%���������% ���"�%��% ��� $�% ��������;%����% �� $�

-"���5� �� ��%�� > ���#�.� ��� �$ �%!"��� �� �����%������5�0

�0���) �����	�
� �� 	� ���	� � ����	 � �	� ����
�	���	�

�$ ���&���� �� J",� �����%���������% � $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� !"� %� �%�"����

�� �%�� ����� ��$ ���#�,� %� �"�%��� �� $� A&"�� 340 �$ ��%� ������$ ���� $�% ��%

<��%����% ��$ �$&������ �% $� &�������5� > �<�$"���5� �� $� ��#$���5� ������$* %�#�� $�

!"� %� ��$����H� $�% ���������% &��.����%0 �� �%�����&�� ������� �%�H �����%������ ��

$� ���� �B!"����� �� $� A&"�� 34* �������% !"� $� �%�����&�� �� ������� �����%����� �

$� ���� �����7�0 �� %��"����� �� ��$�����5� �� $�% ���������% &��.����% �% $� ��%��

���� ��#�% �%�����&��%0 ��#� %�U�$��%� !"� �� $�% ���$�����������% �/�$�����% ��

�%�� %����5� �� %� "��$�B5 ���&I� �%!"��� �� �����#�����5� > ��� �%� �$ #$�!"� �����%G

��������� � �%�� �������� ������� ��#",��� ��� "�� $;��� �"������ �� $� A&"�� 340


�� ��#��&�* �% ����%���� ��$���� !"� %; 7"#��%� %��� ��%�#$� ���$��� �$ �%!"��� ��

�����#�����5� ��������� ��%����� �� $� %����5� �	0404* �$ �"�$ %���%-��� $�% ��%���������%

���"�%��% ��� $� �����%������5� �%������$ ��%����� � $� ����������� �� $�% �$������%

�� $� ��#$���5� � "�� �$�%� �%���;%���� �%���;A��0 �� ��-������� -"��������$ ����� $�%
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Generar población inicial

Evaluar población inicial

Si

No

Terminar

Recombinación 

Evaluación

Selección

Mutación

ζ(1)(x1)

ζ (µinic)
(x1)

f1, f2, f3,... fµinic

EE (µ,λ)

λ/10 mejores ζ(x)  

µ=µinic µ=µinic/10

λ nuevas ζ(x)  
   λ = µ

 λ =10µ
λ nuevas ζ(x)  

µ+λ  ζ(x)   

Selección 

Recombinación

Mutación

Evaluación

λ  ζ(x)  

µ mejores ζ(x)  

EE (µ+λ)

Continúa?

? Si

��&"�� 34' ���&���� �� #$�!"�% �� $�% �%�����&��% �<�$"��5� "��$�B���%0

�%�����&��% ����"�%��% ������ �� �$ �%!"��� �� %�$����5�0 � %" <�B* �"�!"� �%�� ��

����%��������� ������#">� � $� ���<��&����� � $� ��<��&����� �� $�% �$&������%* ��#�G

����������� %� ��A������ $�% ���%����% �� %�$����5� λ
µ

= 1 > λ
µ

= 10 ���� $� �%�����&��

������� > ���� $� �� �������* ��%�����<������0 �$ �������� �� ���%�5� �� %�$����5� ��

7�#;� %��� ��%����� �������������0 +H%��������* �/���%� �$ �I���� �� �$������% �� $�

��#$���5� %��"������* !"� %��H� &�������% ��� ���� �$������ �� $� ��#$���5� ������$0

�% ���������� ��������� !"� �$ �%!"��� �� �"����5� "��$�B��� ��A��� ��$ �/�"�%��

�� $� %����5� �	04040 �� ��B5� �� �%�� ��-������� �#����� � $� ��%������5� ���"�%�� ���
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x

Raiz del espectro
de potencias de la
superficie  

[g(qj)]1/2

ζ 1 ζ 2 ζ 3 ... ... ... ... ζ n-2 ζ -n 1 ζ n

Transformada de Fourier

Nuevo arreglo Hermitiano {Y j + i Z j}/21/2

Arreglo Hermitiano original  {Mj + i Nj}/21/2

M2 M3 ... Mn/2 Mn/2+1 ... M3 M2

N1 N2 N3 ... Nn/2 Nn/2+1 ... -N3 -N2-Nn/2

Mn/2M1

M2 y3 ... yn/2 Mn/2+1 ... y3 M2

N1 N2 z3 ... z n/2 Nn/2+1 ... -z3 -N2-z n/2

yn/2M1

Arreglo real que representa las alturas de la nueva superficie {ζn}

��&"�� 31' �%!"��� �� �"����5� "��$�B��� ��� $� �����%������5� �%������$0

$�% ��������;%����% ������% ��$ �.���� �%������$* >� !"� ���#��� $�% <����#$�% �#,���

�� -���� ������������� "�� �� $� ���� ����;� ����"��� � "�� <������5� �#�"��� �� $�%

�$�"��% �� $� %"���A���0 �� ��������$ ���%��"����� �� �%�� 7��7� %��;� "�� %��"���5�

-"��� ��$ �����.% -;%��� ��$ ���#$��� �� �"�%��5�0

���� $$�<�� � ��#� $� �"����5� %� ����"%� �$ �%!"��� !"� %� �"�%��� �� $� A&"��

310 � ������ �� .%�� > �� $� ��"���5� 9FE:* %� �#%��<� !"� !"� %� 7�� ����"���� ���#��%

�$�������% �� $� %"���A��� �$ ������"��� ���#��% �� �$ ����&$� =��������� {Ml + iNl}0


������ !"� $�% �"�<�% �I����% ��%���� $�% ��%��% ����������% �%���;%����% > !"� $�

7����������� ��$ ����&$� %� ���%��<�* $� �"�<� %"���A��� ����������H � $� ��%�� �$�%�

�%���;%���� ��A���� �������������0 �$ �&"�$ !"� ���� �$ %���$�/ > ���� �$ ��������

%��"$���* �$ �I���� ����$ �� �"���% �"�%������% �� $� %"���A�� -"� N = 1280 ��%�".%

�� "� �����%� �� ��"�#� > ����� %� $$�&5 � !"� �$ �I���� �� �$������% � ���#��� �� �$

����&$� =���������* ���� ����"��� "�� �"����5� ����"���* ��#� %�� ����/����������
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�� 120 ��� <�B �$�&���% �%��% ����������%* %� %"%���">�� ��� �"�<�% �I����% �$�������%

!"� ��%��� $�% �%���;%����% ��A����% ������$�����0

��#� %�U�$��%� !"� �$ �����%� ���� $� �#�����5� �� $�% ����<���% �� $�% %"���A���%

�"����%* �$ "��$�B�� �%�� �%!"��� �� �"����5�* �% �������0 �"�!"� �$ �%!"��� ���G

�"�%�� ���&���$����� ��� 
�7M�-�$ N
�7M�-�$* 4@@?O �"��� ���#�.� %�� "��$�B��� �� �$

�%����� �� ��"����* %" ���$��������5� �� �% ��� %���$� > ������� ���� �$ �%!"��� ��

$� A&"�� 31* ��� $� !"� %� "%5 .%�� �� ����% $� %��"$������% ���$�B���%0

��% %��"$������% ���$�B���% ��� $�% �%�����&��% �<�$"��<�% %� $$�<���� � ��#� ���%�G

������� $�% ��%��% ����������% !"� ��� $�% �.����% %���$�/ > �� �������� %��"$���0

���� $�% ��% �%�����&��% �<�$"��<�% �%�"�����%* ���� �$������ �� $� ��#$���5� ������$

-"� "�� ���$�B���5� �� "� �����%� �$������� �%���������� &�"%%���� ��� ����� ���� >

-"���5� �� �����$���5� &�"%%����0 ���� $� �%�����&�� (µ + λ) %� �$�&����� µ = 100 >

λ = 100 �������% !"� ���� $� �%�����&�� (µ, λ) -"���� µ = 10 > λ = 1000 �$ �I���� ��

����������% -"� g = 300* !"� ����H% %� ���%����5 ���� �$ �������� �� ���������5�0

�� $�% �/���������% �"�.����% ���$�B���% %� ���%�������� ����� ���A$�% �$�������%

� ���"�����* ����B���� ��%�� ������� ��%������% ������$�% ��-������% �%��&���% �$����G

��������0

��#� ���������%� !"� �� �%�% ������� �������%* �� ����% ���"������� $� %"���A���

���&���$0 
�� ��#��&�* %� �%��#$���5 ���� �������� !"� �!"�$$� %"���A��� �">� <�$��

�� $� -"���5� �#,���<� �%������� -"�%� �$ �H% #�,� %��;� $� �����%��"���5� � �$�&��0

����������������* �� $� ��>��;� �� $�% ��%�% �� $�% !"� $� -"���5� �#,���<� ��� #�,� �$

���A$ ���"������ ��� %���$�� �$ ���&���$0
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��&"�� 33' ���A$�% �����%��"���% ��� �%�����&��% �� �<�$"��5�*9�: "��$�B���� $� �%�����G
&�� (µ, λ)* #: "��$�B���� $� �%�����&�� (µ + λ)0�$ ���A$ ���&���$ %� �"�%��� ��� $� $;���
������"�0

� ������"���5� %� ���%����� I��������� $�% ��%"$����% �H% %�&��A����<�% �����%���G

������% � "�� %�$� �� $�% ����� %"���A���% �%�"�����%0 �$ ���A$ "��$�B��� ���� &������

$�% ����% �� �%����������� %� �"�%��� �� $� A&"�� 1C0 ��% �%���;%����% �� $� %"���A���

-"���� $�% ��%��% !"� %� 7�#;�� ��A���� �� $� %����5� �	01040 ��� �$ A� �� -���$����

$� ���������5�* �� $� A&"�� 33 %� �"�%���� $�% ��%"$����% �#������% �$ "��$�B�� $�% ��%

�%�����&��% �<�$"��<�% ����"�%��%0 �� ��#�% &�HA��% �$ ���A$ ���&���$ �%�H ��#",���

��� "�� $;��� ������"�0

�"��� <��%� !"� �� ��#�% ��%�% �$ ���A$ 7� %��� ���"������ �� -���� ������#$�0

�$ ��%�$�B������� <������$ ��$ ���A$ �� $� A&"�� 339�: �� %� ���%����� ��$�<���� ��

��$��������% �� ���A$�����;�0 ��� ���� $���* �$ ��%�$�B������� �� ��J">� �� �$ ����5�

�� �����%���� &������� �� �$ ����� $�,���* ��� $� �"�$ �$ ���A$ ���"������ �% ���&�"����

��� $�% ����% %"����%�����% �$ �$&������0

�� ��%"$���� ������%����* !"� �$"%��� $� -�$�� �� "������� �� $� %�$"��5� �#������ �$

"%�� ����% �� �����%���� %� �"�%��� �� $� A&"�� 3D0 �� $� A&"�� 3D9�: %� ���%����� �$
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��&"�� 3D' �: ���A$ �����%��"���* #: ���A$ �����%��"��� ��J�,��� ��� ��%����� � ��#�%
�,�% �� %�����;�0 �$ ���A$ ���&���$ %� �"�%��� ��� "�� $;��� ������"�0

���A$ ���&���$* ��� "�� $;��� ������"�* > �$ ���A$ ���"������ "%���� $� �%�����&�� (µ, λ)*

��� "�� $;��� ��%������"�0 �� ��#$���5� ������$ �% ��%����� � $� "��$�B��� ���� �#�����

$�% ��%"$����% !"� %� �"�%���� �� $� A&"�� 330 � %���$� <�%��* �$ ���A$ ���"������

�� ����� ���&"�� %���,��B� � ��$���5� ��� �$ ���&���$0 
�� ��#��&�* �$ $$�<�� � ��#�

"�� ��J�/�5� ��%����� � $�% �,�% �� %�����;� x1 > x3* %� �#����� �$ ���A$ ��%�����

�� $� A&"�� 3D9#: !"�* %�$<� ��� �$ ��%�$�B������� <������$* �% �"> �������� �$ ���A$

���&���$0 �$ ����5� �� �%����������� �#������ ��� �%�� ���A$* ���%�������� $�% ��%��%

����������% �� �$"������5� !"� �� �$ ��%� ���&���$* %� �"�%��� �� $� A&"�� 1E0 �% �$���

!"� $�% �������% �� �%����������� %�� �"> ��������%* $� �"�$ �$"%��� $� ��%�#�$���� ��

!"� ��% ���A$�% ��-������% &������ �$ ��%�� ����5� �� �%�����������0 �� �$ ��.�����

� %� �"�%��� !"�* #�,� $� ����/�����5� �� 6���77�8* �$ ����5� �� �%����������� ��

�����%���� �% ��<������� ���� "�� ��J�/�5� ��$ ���A$ �� x1 > x30
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��:����	
 �� ��	�

�$ �&"�$ !"� �� �$ ���;�"$� ��������* �� �%�� %����5� %� �%�"��� �$ ��%����U� ��$ �$&�G

����� ����"�%�� �� ���%����� �� �"���0 ��� �%�� A�* %� &����5 "�� �����B �� ����%

�"���%�% I(m)
N (q | k)* !"� %� %"�"%� �&"�$ � $� %"�� �� $�% �������% �� �������

I(m)
N (q | k) = I(m)(q | k) + Ir(q | k), 94F@:

����� I(m)(q | k) �% $� �����%���� ������ %�� �"��� � Ir(q | k) �% "�� <����#$� �$�������

���� $� �"�$ %� �%��&����� $�% %�&"�����% ����������%

P (Ir) = exp

{
− Ir
〈Ir〉

}
94C2:

�� $� A&"�� 3?* %� ���%����� $�% �����%��"������% �#������% �� ���%����� �� �"���0 ��

$� A&"�� 3?�* %� ���%����5 !"� �$ �"��� ��� �&"�$ �$ ?K ��$ �H/��� ���� �� $� �����%����

�%������� I(m)(ζ(x1))0 
� �#%��<� !"� �$ ���A$ ���"������ �������� ��� �$ ���&���$9$;���

����;�"�:0 �$ ��%�� �������������� %� �#%��<� �� $� A&"�� 3?#* ����� �$ ��<�$ ��

�"��� ��� �&"�$ �$ 42K ��$ �H/��� ���� �� �����%����0 
� ���%���� "� ��%�$�B�������

<������$ �� $� �����%��"���5�0 
�� ��#��&�* $� -���� �� .%�� �������� ��� $� ��$ ���A$0

�� �%��% %��"$������% %� �������5 !"� %� �$ �"��� ��� ��>�� �$ 42 K �� $� �H/���

�����%���� ������* �$ �$&������ -�$$�#� > $� ���<��&����� %� ��#� �� "� 5����� $���$0
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��&"�� 3?' �����%��"���5� �� ���A$�% ��� ����% �"���%�% "��$�B���� $� �%�����&�� ��
�<�$"��5� (µ, λ)09�: �����%��"���5� ��� �"��� �$ ?K ��$ <�$�� �H/��� �� �����%����
�%�������* #:�����%��"���5� ��� �"��� �$ 42K ��$ <�$�� �H/��� �� �����%���� �%�������0
�$ ���A$ ���&���$ %� �"�%��� ��� "�� $;��� ������"�0

�%�� �
���
������ 
 �
���
� �����&��� �������
� '�

�����


��� #�%� �� $�% ��%"$����% �� $� %����5� ���������� �"���� 7����%� $�% %�&"�����% �#G

%��<������%'

• ��% %"���A���% �">� ���A$ %� #"%��#� ���"����� �%��#�� ��%����&���% � "�� �$�%�

�%���;%���� �%���;A��0

• ��� $�������5� ���������� ��$ �.���� �%������$ �% $� &�������5� �� %"���A���%

��������;%����%0 ��#��� � !"� %� ����� ��$ %"�"�%�� !"� �$ �%������ �� ��������%

�% ��������* %� ����$��� �$ ����������� �� %"���A���% �� ���� �H% &�����$0
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• �$ �%!"��� �� �����#�����5� ���������� �� �"��� "��$�B��%�* >� !"� ��%�".% ��

�$&"��% ����������% �� %� �"��� �%�&"��� !"� $�% �%���;%����% �� $�% �$������% ��

$� ��#$���5� %��"������ %��H� �&"�$�% � $�% �%����A����% ���&���$�����0

��% ��%���������% ���������% %�� ���%��"����� ��$ �%!"��� �� �����%������5� "��$�G

B���0 ��� ����5� <��#$� ���� %�$<��$�% %��;� �$ "%� �� $� ����/�����5� �� 
�7���#��&

�/�"�%�� �� $� %����5� ��03010 ������$�����* �%�� �%!"��� �� �����%������5� �$�������<�

��������;� $� &�������5� �� %"���A��% �$�������% � ��������;%����% ����;�"�% > ����<�G

#$�%0 ����H%* ��#��� � !"� �� %� ������ ��%���������% �� �"���� � !"� $�% %"���A���%

&�������% �������B��� � "�� �$�%� �%���;%���� ��A����* %��;� ��%�#$� "��$�B�� $� �����G

#�����5� ���������� �"����� �$ �����%� �� #I%!"���0 � ������"���5� %� ���%����� $�%

��%"$����% �#������% ���$����� �%�� �%!"��� �$�������<�0

�0�)�� �����	�
� �� 	� ���	� ����	��
(
µ/ρ+

, λ
)

+ ,	
����

�� ������"$��* ��� �%�� �$&������ 7;#���� �$ �����%� �� #I%!"��� %� $$�<� � ��#� �� ��%

�����%0 �� ������� ���%�%�� �� ����������* ��� ����� �� "�� �%�����&�� �� �<�$"��5�*

"�� ������� ����/�����5� �$ 5�����0 �� %�&"��� ����� ������B� �"���� $� �%�����&��

�� �<�$"��5� 7� �$���B��� �$ �������� �� ���������5�0 �� �%� �������* %� "��$�B� �$

�.���� %���$�/ ���� ��������� �$ 5�����* ���$">���� $� %�$"��5� ���������� ��� $�

�%�����&�� �� �<�$"��5� �� $� ��#$���5� ������$ ��$ %���$�/0

�� ��#$���5� ������$ ���� $�% %��"$�����% ���$�B���% �% "� ���,"��� �� µ %"���A��%

�$�������% �����%������% �������� $� ��"���5� 9C@:0 �� �%��"��"�� �� $� %��"����� ��
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��&"�� 3F' ���A$ ���$���� ���� $� &�������5� �� $�% ����% �� �%�����������0

����% "��$�B��� �����%����� � $� ��%����� �� $� %����5� ��0301 N��"���5� 9CC:O0

��� ���� $���* $�% ��������% αj �� $�% �"���% �� ������$ Pj(τj , αj) %�� &�������%*

������$�����* "��$�B���� �I����% �$�������% &�"%%����% ��� ����� ���� > ��%<����5�

�%�H���� σ �&"�$ � $� "�����0 ��� %���$������ %� %"���� !"� �� $�% �#%��%�% τj �� $�

%��"����� �� ����% {ti}m+k
1 %"-��� ���#��% �"����� �$ �����%� �� #I%!"���0 ��� ����

$���* ���� ���%��"����� �� $� ��$�����5� �� $�% ���������% &��.����%* $�% ��������% αj

���#��� %" ��%���5� �� ���� �������5� ��$ �$&������ �$ ��%�$�B��%� I��������� �� $�

�������5� <������$ 9����$�$� �$ �,� x3:0 �$ <�$�� �� �����"� �%������ � ���� �$������ ��

$� ��#$���5� �% ��$�"$��� ���$����� $� ��"���5� 9FC:0

���� $�% %��"$������% ���%������% %� #"%�5 ���"����� �$ ���A$ !"� %� �"�%��� �� $�

A&"�� 3F0 ��#��� � !"� �$ ������ �� �5��"�� ��!"����� ���� 7�$$�� �$ 5����� �"�����

�"���� �$ �I���� �� �"���% �� �"�%���� %� ����������* $� %"���A��� �$�&��� ��������

N = 121 �"���% �"�%������% � �����<�$�% �� λ/100

��% ����% �� �%����������� � ������ �� $�% �"�$�% %� ���"�����;� �$ ���A$ %� &��������
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��&"�� 3C' ����5� �� �����%���� �%������� ��� $� %"���A��� ��%����� �� $� A&"�� 3F*
���� ���������� �����$0 �� $;��� �"������ �"�%��� �$ ����5� �� �%����������� ����"G
���� ��� $� %"���A��� �� $� A&"�� 93@#:9$;��� ����;�"�: #�,� $�% ��%��% ����������% ��
�$"������5�0

���%�������� $�% ����������% �� �$"������5� ��%�����% �� $� %����5� �	010 �$ ����5� ��

�%����������� �#������ �"���� %� �$"���� $� %"���A��� ��%����� �� $� A&"�� 3F* �

���������� �����$ > ��� ��$���B���5� %* %� �"�%���9$;��� ����;�"�: �� $� A&"�� 3C0

�� ���� "�� �� $�% �%�����&��% �%�"�����%* $� ��#$���5� ������$ -". "� ���,"���

�� %"���A���% �$�������%0 ���� $�% �%�����&��% �$���%��% (µ + λ) > (µ/ρ + λ) %� �$�&�5

µ = λ = 100* �������% !"� ���� $�% �� �$���%��%* (µ, λ) > (µ/ρ, λ)* %� ����� µ =

10 > λ = 1000 �� �"����5� %� $$�<5 � ��#� ��� ����� �� $� ��"���5� 94F?:* %��

���$��� �.�����% �� �"����������5�0 �$ �I���� �� �$������%* �� $� ��#$���5� ������$*

!"� %� %�$���������� ���� �-���"�� $� �����#�����5� -"� ρ = 2 > �$ �%!"��� "��$�B���

-"� $� �����#�����5� ���������� !"� %� �"�%��� �� $� ��"���5� 94FF:0 �$ �������� ��

���������5� -"� �%��#$����� ��� #�%� �� �$ �H/��� �I���� �� ����������%* !"� ���� $�%

�/���������% �"�.����% ���$�B���% -"�* g = 3000


� "��$�B���� $�% �$&������% 7;#����% ��%�����% ���� #"%��� �$ 5�����* ���������

�� 32 ��%������% ��%�����% ��$ �%����� �� #I%!"���* �$�&���% �$������������0 �$ �&"�$

!"� �� $�% �/���������% �"�.����% ��%�����% �� $� %����5� �	0103* �� �� ����% $�%
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�������% %� ���"���5 �$ ���A$ ���&���$0 
�� ��#��&�* �� $� ��>��;� �� $�% ��%�% �$ <�$��

�� $� -"���5� �� ��%�� �H% #�,� ����������* �� $�% ������� %��"$������% ���$�B���%*

�"�<������ �%��#� �%������ ��� "�� �����%��"���5� !"� �%���,�#� �$ ���A$ ���&���$0

��� $� �����* �%�� -"� �$ �������� �%��#$����� ���� ���������� %� "�� %"���A��� 7�#;� %���

���"������ � ��0

�� $� A&"�� 3E* %� ���%����� $�% &�HA��% �� ���<��&����� ���� "�� ������� �� ����

"�� �� $�% �$&������% �%�"�����% �� �%�� ����� ��$ ���#�,�0 �$ $��� �B!"����� �����%G

����� � $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� "��$�B���%0 �� $;��� �"������ �"�%��� �$ ������G

�������� �� $� -"���5� �� ��%��* �� ���� �������5�* ���� $�% �%�����&��% �� �<�$"��5�

���5����%0 � %" <�B* $� $;��� ����;�"� �����%����� � $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� !"�

���$">�� �����#�����5� �� %" �����%� �� #I%!"���0 �$ $��� �����7� �� $� A&"�� 3E*

�"�%��� �$ ��%����U� ��$ �$&������ �"���� %� "��$�B� �$ 
���$�/ "�� <�B !"� $�% �%���G

��&��% �� �<�$"��5� 7�� ���<��&��� � "�� %�$"��5�0 �� ��%������"���� !"� ������� ��

$�% &�HA��% !"� �����%������ � $�% �%�����&��% �� �$���%��% N9#: > 9�:O �% ���%��"�����

�� $� ���$"%�5�* �� $� ��#$���5� ������$ ��$ %���$�/* ��$ ��,�� 5����� 7�$$��� ��� $�

�%�����&�� �� �<�$"��5� �� ���� �$ �����%� �� #I%!"���0 �% �����* $� ��,�� %"���A���

�����%��"��� ��� $� �%�����&�� �� �<�$"��5� �� ����%��������� -"� ���������� �� $� I$G

���� �������5�0 �% ���������� 7���� ����� !"� $�% <�$���% �H% �$��% �� $� -"���5� �%�H�

�%������% ��� $�% �%�����&��% ���5����% (µ+
, λ)G�
 NA&"��% 3E9�: > 9�:O0

�� $� A&"�� 3@ %� �"�%���� $�% ��%"$����% �#������% ��� $�% �$&������% 7;#����%

(µ/ρ+
, λ)G�
 L 
���$�/0 ���� -���$���� $� ���������5�* �$ ���A$ ���&���$ �%�H ��#",���

��� �;��"$�%0 �$ 5����� 7�$$��� ��� $� �%�����&�� (µ/ρ+ λ) �% $� $;��� �"������ �� $�
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��&"�� 3E' ��HA�� �� ���<��&����� ���� $� ��,�� %�$"��5� ���������� ��� ���� "�� ��
$�% �$&������% �%�"�����%0 
� �����* ��%�����<������* 9�: �%�����&�� (µ/ρ+λ)L
���$�/*
9#:�%�����&��G(µ/ρ, λ)L
���$�/* 9�:�%�����&��G(µ, λ)L
���$�/ > 9�: �%�����&��G(µ +
λ)L 
���$�/0

A&"�� 3@9�:0 �� �%�� ��%�* $� �����%��"���5� �#������ �%���,� �$ ���A$ ���&���$ %�$<� ���

�$&"��% ��-�������% !"� %� �#%��<�� �� $�% �/�����% �� $� %"���A���0 �� �����%��"���5�

&������� ���$����� �$ �.���� %���$�/ %� �"�%��� ��� "�� $;��� ����;�"� �� $� A&"��

3@9�:0 �"��� ��������%� !"� $�% ��-�������% �� $�% �/�����% 7�� ��%��������0 � %"

<�B* ��$ ���� %� �������5 �������������* �$ ��%�$�B������� <������$ �� $� A&"�� 339�:

��%"$����� �� "��$�B�� ����% �� �����%���� ���� $$�<�� � ��#� $� �����%��"���5�* �"���

���%������%� ����$�<���� �� ��$��������% ��$�% ���� ���A$�����;� �� %"���A���%0

�� �����%��"���5� �� $� A&"�� 3@9#: �$"%��� $� �"$������$���� �� $� -"���5�* �"����

%� "�$�B�� ����% �� �����%����0 �$ �&"�$ !"� �� $� A&"�� 3D* �$ ���A$ �#������ �%���,�

�$ ���&���$ ���� ��J�,��� ��� ��%����� � $�% �,�% x3 > x10 �� ��%"$���� �I� �H% %������G

����� �"��� �#�����%� %� %� �$"���� $� �����%��"���5� �� $� A&"�� 3@# ��� "�� ����

�$��� > %� ������� �$ ����5� �� �%����������� &�������* #�,� $�% ��%��% ����������%

�� �$"������5�* ��� �$ �����%��������� � $� %"���A��� ���&���$0 �� $;��� �"������ ��

$� A&"�� 1E �����%����� �$ ����5� &������� ��� $� �����%��"���5� �� $� A&"�� 3@9#:0
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��&"�� 3@' �����%��"���5� ��$ ���A$ "��$�B����' 9�: �� �%�����&�� (µ/ρ+λ)G�
L ��M�G
7�$$ %���$�/* #: �� �%�����&�� (µ/ρ, λ)G�
L ��M�7�$$ %���$�/0 �$ ���A$ ���&���$ %� �"�%G
��� ��� �;��"$�% > $�% �����%��"������% �%�H� ��#",���% ��� "�� $;��� �"������ ���� $�%
��% �%�����&��% �� �<�$"��5� > ��� "�� $;��� ����;�"� ���� �$ �.���� %���$�/0

�������%* �% �$��� !"� ��% %"���A���% �"&�%�% ��� ���A$�% ��-������% �"���� &������

�$ ��%�� ����5� �� �%�����������0 ��% ��&"�����% ���� <�%"�$�B�� � ���������� �%��

��%"$���� %�� $�% ��%��% !"� %� �/�"%����� �� $� %����5� �	0103* > !"� �������� �� �$

��.����� �0

��#� ���������%� !"� ���� $� �#�����5� �� $�% ��%"$����% ���%������% �� $� A&"��

3@ �� %�$������ %� ���%�������� $�% ��%��% ����������% �� �$"������5�* %��� !"� $�

#I%!"��� ��$ 5����� �����B5 �� �$ ��%�� �"��� ��$ �%����� �� %�$"�����%0 �� I����

��-������� ����� ��#�% %��"$������% -"� �$ �%!"��� �� %�$����5� "��$�B��� > �%�� 7��7�

�$"%��� %" ����������� �� $� �/�$�����5� ��$ �%����� �� #I%!"���0 ��% ��%"$����% �#G

������% ��� $�% �%�����&��% 7;#����% (µ+
, λ)G�
 L 
���$�/ %� ���%����� �� $� A&"�� D20

��% ���H�����% ������$�%* �%; ���� $�% ����������% �� �$"������5�* -"���� $�% ��%��

!"� %� "��$�B���� ���� $�% �����%��"������% ��%�����% �� $� A&"�� 93@:0 
�� ��#��&�*

���� $$�<�� � ��#� $� #I%!"��� ��$ 5����� I��������� %� "��$�B5 $� �"����5�0 �"���
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��&"�� D2' �����%��"������% �#������% "��$�B���� $�% �%�����&��%' 9�: (µ, λ)L %���$�/
> 9�: (µ+ λ)L %���$�/ 0 �$ ���A$ ���&���$ %� �"�%��� ��� �;��"$�%0 
� "��$�B� "�� $;���
�"������ ���� $�% �����%��"������% �����%���������% � $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� >
"�� $;��� ����;�"� ���� $�% �����%��"������% �#������% ��� �$ �.���� 
���$�/0

�#%��<��%� !"� $�% �����%��"������% �#������% �� %� �%���,�� �$ ���A$ ���&���$0 �%��

7��7�* � %" <�B* �����%����� � "� <�$�� �$�� �� $� -"���5� �� ��%��* ��$ ���� %� ��%��5

�� $� A&"�� 3E0 � %" <�B* $� �%��%� ��-������� ����� $�% �����%��"������% ��#",���% ���

$;���% ����;�"�% > �!"�$$�% ��#",���% ��� $;���% �"������% �"�%��� $� ��������� ��$

%���$�/ � �%������%� �� "� 5����� $���$* %� ������ %" #I%!"��� �� "�� ��%���5� �$�,���

�� $� <������� ��$ 5����� &$�#�$0

�%�( $���������
� )������
�

�� �%�� ���;�"$� %� ��%��5 $� ��%�#�$���� �� ��%�$<�� �$ ���#$��� �� �%�����������

��<��%� "��$�B���� �.����% �%���H%����%0 � %" <�B* %� ��%��5 $� ����������� ��$ �%!"���

�� �����%������5� �� $�% <����#$�% �#,��� �� $� �$����5� �� "� �$&������ �� ������B���5�

����"��� �$ ���#$���0

��� ���� $���* �� $�% �/���������% �"�.����% ���$�B���%* %� ���$">� !"� $� �����%��G
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����5� ��� -"������% %�$��� #H%���% 9+G%�$���%: �� %�$������ ������� &������ %"���A���%

���������%��% � �$�������% �� ������ ���<������� > %����$$�* %��� !"� ����H%* �#�� $�

��%�#�$���� �� "��$�B�� �$ �������� �� �����#�����5� �"����� �$ �����%� �� #I%!"�G

��0 �� ������%��* $� �����%������5� �%������$ ��!"���� ��$ ������������ � ������ ��

$�% �%���;%����% �� "�� %"���A���* ���� �$ ��%� �� ���A$�% �$�������%* > �� ������� $�

�����#�����5� �"����� $� #I%!"��� ��$ 5�����0

����$�����* %� ��%��5 !"� $� 7�#������5� �� $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� ��� "�

�$&������ �� #I%!"��� $���$* �H ���� ��%"$���� "�� ��,��� �� $� %�$"��5� ����������*

%������ > �"���� $� ������� -�%� 7�>� �������� � $� %�$"��5� � $� <������� ��$ 5�����

&$�#�$0
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�� $�% ���;�"$�% ��� > �	 %� ���%������� ��% �.�����% �� ��<��%�5� ���� ���"����� �$ ���A$

�� %"���A���% �"&�%�% "��$�B���� ��-������5� �� �%����������� �� �$ ����� $�,���0 
�

�/�"%����� %"% ��������;%����% ��������$�% > ��� ����� �� �,���$�% �%���;A��%* %� �%�"��5

%" ��%����U� �� ��-������% %��"������%0

�� $� ������� ����� �� �%�� ���;�"$� %� �������� ��� "�� <�%�5� &�����$ ��$ ���#�,�

��%����$$��� �� �%�� ��%�% �������� "�� ���������5� ����� $�% �.����% �� ��<��%�5�

����"�%��%0 
� ���%������ ���% ��%�% ������"$���% !"� %��<���� ���� �$"%���� �%�����%

����������% �� %"% ��%�����<�% ��%����U�%* �%; ���� ���#�.� �� $� ����$�,���� ��$

���#$��� �%�"�����0 ��%�����������* ��� #�%� �� $�% ��%"$����% �#������%* %� ���%��G

���H "� #��<� ��%"��� > %� ��"�����H� $�% ����$"%����% &�����$�% ��$ ���#�,�0
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%�� *��������

����% �� �������� � $� ��%�"%�5� �� ��%"$����%* �% ���<������� ��%���#�� $�% ����������%

������$�% �%��#$�����% ���� $$�<�� � ��#� $�% %��"$������%0

��% ����% �� �������* >� %�� �� ���$��"� � �� �����%����* -"���� &�������% ��������

�$ �.���� ��&"��%� ��%����� ��� N�����"��� �� ���* 4@@2O0 
� %"�"%� !"� �$ �����

��������� ��� "�� ���� �$��� ��� ��$���B���5� %0 � %" <�B* %� ���%����5 "�� %"���A���

���-��������� ����"����� ��� "�� $��&��"� -;%��� �� L = 12λ* �"�%������ � �����<�$�%

�� ∆x = λ
10
0

���� $�% �$&������% �<�$"��<�% %� "��$�B���� Nang = 4 H�&"$�% �� ����������* !"�

-"���� θ0 = −60* θ0 = −30* θ0 = 0 > θ0 = 400 ���� �$ �$&������ �� ������������ ��

-�����% �� ����* ��� #�%� �� $� $��&��"� -;%��� �$�&��� � ��<������ $� ��$���5� 9441:* %�

��������5 !"� �$ ����� �I���� �� H�&"$�% �� ���������� > �%����������� ����%����%

���� �����%��"�� $� %"���A��� �������������� ��� Nang = 240 � %" <�B* %� ���%����5 "�

H�&"$� �� ����� θ0m = 80◦ > �$ �"�%���� �� q > �� k %� 7�B� �� ������ "��-����0

�� ���� "�� �� $�% �,���$�% !"� %� �"�%����* %� ���%�������� ������� �%����% ������G

$�% ��-������% ���� $�% �%�����&��% �� �<�$"��5�0 
�� ��#��&�* I��������� %� ���%�����H�

$�% ��%"$����% �H% %�&��A����<�%0

�� �$ ������ ��%� !"� %� ���%����* $� %"���A��� � �����%��"�� -"� &������� ���

�$ �.���� �%������$ ��%����� �� $� %����5� ��03040 ��% ���H�����% �%���;%����% !"� %�

���%�������� -"���� "�� $��&��"� �� �����$���5� a = 2.5λ > "�� ��%<����5� �%�H���� ��

�$�"��% δ = 1.0λ0 ��% ��%"$����% �#������% %� �"�%���� �� $� A&"�� D40 �� �$ ���� ��
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(a)

��&"�� D4' �����%��"���5� �� "�� %"���A��� �$������� ���-��������� ����"����� ' 9�:
���� �� $� -"���5� F s−p

real (ξ, η) ���$����� �$ �$&������ �� ������������ �� -�����% ��
����* #: ���A$�% �%������% ��� $�% �$&������% �� ��<��%�5� ����"�%��%0



4D1

$� -"���5� F s−p
real (ξ, η) NA&"�� D49�:O %� �#%��<� "�� -���,� ������$ �#%�"�� !"� %�&"� $�

-���� ��$ ���A$ ���&���$* ���B��� ��� "�� $;��� #$���� ���� -���$���� %" <�%"�$�B���5�0

�$ %"���;����� s− p ������ !"� ���� $� &�������5� ��$ ���� %� ���$�5 �$ �%!"��� ��

��%���"��5� �� �I$���$� �%�����������* ��%����� �� �$ ���;�"$� ���0 �� $� A&"�� D49#:

%� ���%����* ��#",��� ��� �;��"$�%* �$ ���A$ �#������ ��%�".% �� 7�$$�� $�% �;����%

�� $� -"���5� F s−p
real (ξ, η)0 ���#�.� %� �"�%����* ��#",���% ��� "�� $;��� ����;�"� >

��� ��"��%* $�% ���A$�% �#������% � $� %�$��� �� $�% �%�����&��% 7;#����% (µ/ρ + λ) >

(µ/ρ, λ)* ��%�����<������0 �� %���$��"� ����� $�% �����%��"������% �% �<������* %�$<�

��� �$ ��%�$�B������� <������$ !"� %� ������� �� $� A&"�� D49#: > !"� �% ���%��"�����

�� "��$�B�� ����% �� �����%���� > �� �� ���$��"�* ���� %� ��%�"��5 �� �$ ���;�"$� �	0 ��

�%�� ������ �,���$� $�% ���% -���$��% �� �$&������% ���%�������% ��� #"���% ��%"$����%0

�� �$ ���;�"$� �	 %� <�5 !"� %� $� ���������5� �� $� $"B ��� $� %"���A��� �%�H ����G

���� ��� �%����������� %����$$� 9�% �����* %� $� ����/�����5� �� 6���77�8 �% <H$���: $�

��J�/�5� ��$ ���A$ ��� ��%����� � $�% �,�% x1 > x3 �� ���� ��%"$���� "�� %"���A��� !"�

&����� �$ ��%�� ����5� �� �%����������� �� �����%����0 ��� ��%����� � $� "�������

�� $� %�$"��5�* �%�� ������ ������� !"� �% ���<������� �%��� �� %��"������% �� $�% !"� �$

�%����������� �I$���$� ,"�&� "� ����$ ���������� �� $� %�$"��5� ��$ ���#$��� �������0

��%"$�� �������% ������%���� �%�"���� �$ ��%����U� �� $�% �$&������% �� ��<��%�5� ���

%"���A���% !"� ��� ���&�� � �-����% �� �%����������� �I$���$�0 
� ���%����� �7��� "�

%"��� �����&"$�� �� ���7� 2λ > ���-"������ λ* ���� %� �"�%��� �� $� A&"�� D10 	�$�

$� ���� %�U�$�� !"� $�% ���������% ��$ %"��� %�� �� ±45◦* ��� $� !"� $� ��"������� ��
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��&"�� D1' �����%��"���5� �� "� %"��� �����&"$�� ��� ���������% �� 45◦ "��$�B����' 9�:
���� �� $� -"���5� F s−p

real (ξ, η) ���$����� �$ �$&������ �� ������������ �� -�����% ��
����* #: ���A$�% �%������% ��� $�% �$&������% �� ��<��%�5� ����"�%��%0



4DD

�%����������� �I$���$� �% �$���0

��% ��%"$����% �#������% �$ ��$���� $�% �$&������% �� ��<��%�5� ����"�%��% %� ���G

%����� �� $� A&"�� D10 �$ ���� �� $� -"���5� F s−p
real (ξ, η) %� �"�%��� �� $� A&"�� D19�:0

� ��-������� ��$ ��%� ��������* %� �#%��<� !"� �$ ���A$ ���&���$ I��������� �������� ���

$� -���,� �#%�"�� �� $�% �����% 7���B����$�%0 �� $� ����� ������$* !"� �����%����� �$

%"���* %� ����� "� ����5� �� -���,�% �H% ����$����� > ��$ !"� ��%"$�� ��-;��$ �%����� �$

���A$0 �%�� ��%"$���� ��� �������#$�* >� !"� �$ �$&������ �� ������������ �� -�����% ��

���� %� #�%� �� ���������% �� �%����������� %����$$�0 �� $� A&"�� D19#: %� �"�%��� !"�

�$ ���A$ �%������ $���$�B���� $�% �;����% ��$ ���� �� F s−p
real ���%���� ��%������"�����%0

��� ���� $���* �$ ���A$ �����%��"��� ��� $�% �%�����&��% �� �<�$"��5� ����"�%��% �% "��

<��%�5� %"�<�B��� ��$ ���A$ ���&���$0 �� �����%��"���5� �����%��������� � $� �%�����&��

�� �$���%�� �%�H ��#",��� ��� ��"��%* �������% !"� $� $;��� ��%����;�"� %� "��$�B� ����

$� �%�����&�� �$���%��0 ��� �%�� I$���� %� <� !"� �$ %"��� ������� ��<��� 7���� $� �BG

!"�����0 �� ��%�#$� ���<��&����� � "�� %"���A�� ������� �% �������%�#$�* >� !"� $�

���$��"� ����$�,� ��$ ����� �%������� ��� "� ���A$ ��%�$�B��� ��A��� �� $� ���$��"�

����$�,� ��$ %"��� ���&���$* I��������� ��� "� -����� $����$ �� -�%�0 �% �����* !"� $�%

�����%�����% %�� �&"�$�%0 � %" <�B* ��#��� � !"� %�$������ %� �"���� ��� ��-������5�

�� �%����������� �� �$ ����� $�,���* $� ��,�� ��%�$"��5� !"� %� �"��� �%����� �� $�

�����%��"���5� �% ��$ ����� �� λ/2* �� �7; �$ ���&�� ��$ %"�<�B��� ��$ ���A$ ���"������0

�� ��%"$���� ������%����* !"� � %" <�B �$"%��� "�� ��A�"$��� ��������$ ���� $� ��G

%�$"��5� ��$ ���#$���* %� �#����� �"���� �$ ���7� ��$ %"��� %� ���"�� �� 0.5λ > $�
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��&"�� D3' �����%��"���5� �� "� %"��� �����&"$�� ��� ���������% �� 55◦0 9�: ���A$�%
�%������% ��� �$ ���� > $� �%�����&�� 7;#���� (µ/ρ, λ)L %���$�/* ���%�������� ��%
������$�B������% ��%�����%0 9#:���������5� ����� �$ ����5� �� �%����������� ����"����
��� �$ ���A$ ���&���$9$;��� ����;�"�: > $�% �������% &�������% ��� $�% �����%��"������%
��%�����% �� $� &�HA�� 9�: �� �%�� A&"��0



4DF

���-"������ ��������� ���%�����0 �% �����* !"� �$ ���7� �% �7��� �� 1.5λ > $� ���-"�G

����� �� λ0 �� �%�� ��%�* $�% ���������% ��$ %"��� ������$ %� ����������� �� 10◦ ���

��%����� � $�% ��$ �,���$� ��������0 �� $;��� ����;�"� �� $� A&"�� D39�: �"�%��� �$ ���A$

���&���$* �������% !"� �$ ���A$ �%������ ��� �$ �$&������ �� ������������ �� -�����%

�� ���� �%�H ��#",��� ��� �;��"$�%0 ��% $;���% ��%�����% �����%������ � $�% ���A$�%

�����%��"���% ���%�������� ��% �%����% ������$�% ��%�����% �� $� �%�����&�� (µ/ρ, λ)0 ��%

%�$��% !"� �������� �� $� �%������5� ��$ ���A$ ��� �$ ���� %�� "�� �$��� ��������5� ��

!"� .%�� -�$$� ���� %��"������% �� �%�� ����0 � %" <�B* ���� "�� ������$�B���5�* �$ �$&��G

���� 7;#���� �� �$���%�� &����� "�� <��%�5� %"�<�B��� ��$ %"���* ��%����� ��� ��"��%

�� $� A&"�� D39�:0 ���� $� ���� ������$�B���5�* %� ����� "�� %"���A��� %"�<� ��� "��

��!"�U� �����%�5� !"� �������� ��� $� ��%���5� ��$ %"��� ���&���$* ���� !"� �% ����%

���-"���0 �$ <�$�� �� �����"� �% ��H���������� �$ ��%�� �� �%��% ��% ��%�% 9f ≈ 17

���� ��#�%:* �� ������ !"� ��� �%�� ��-������5�* �� �% ��%�#$� ������� �"�$ %��;� $�

��,�� %�$"��5�0

�� $� A&"�� D39#: %� �"�%���� $�% �������% �� �����%���� �%������� �����%���G

������% �$ ���A$ ���&���$ 9$;��� ����;�"�:* 0 �� $;��� ��� ��"��% �"�%��� �$ ����5� ��

�%����������� &������� ��� $� �����%��"���5� �=1 �� $� A&"�� D39�: > $� $;��� ��%�����

�����%����� � $� �����%��"���5� �=30 
� �#%��<� !"� $�% �������% �� �����%���� ����"G

����% ��� $�% ���% %"���A���% %�� %���$���%* ��� $� !"� �%�� ��-������5� �� �% %"A������

���� ������� �"�$ �� $�% ��% %"���A���% �% $� �H% ������� � $� !"� &����5 $�% ����%0

�� $� A&"�� DD %� �"�%���� $�% ���$��"��% �%�������%* ,"��� ��� %"% ��%�����<�% -�%�%*

�� -"���5� �� $�% �I����% �� ���� k > q0 �������% $�% �������% �� ���$��"� &"�����
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��&"�� DD' ��-������5� �� ���$��"� > �� -�%� �%������� ��� 9�: �$ %"��� �����&"$��
��#",��� ��� "�� $;��� ����;�"� �� $� A&"�� D3�* 9#: $� �����%��"���5� ��#",��� ���
��"��% �� $� A&"�� D3� > 9�: $� �����%��"���5� ��#",��� ��� "�� $;��� �"������ �� $�
A&"�� D3�0

������ %���,��B� ����� �$$�%* $� -�%� ��A��� ����$�����0

�%�� �,���$� ������"$�� �$"%��� ��% %��"������% �� $�% !"� <�$� $� ���� �7�����0

�� ������� �% $� �/�%������ �� ��% %�$"�����% !"� %���%-���� � $� -"���5� ��%�� > ��

$�% �"�$�% %�$������ "�� %� �%���,� �$ ���A$ ���&���$0 �� %�&"��� %��"���5� �% !"�

� ��%�� �� $�% $����������% �� $� ��%�$"��5�* �/�$�����% �� �H���-�% ���������%* > ��

$� -�$�� �� "������� �� $� %�$"��5�* �$ �$&������ 7;#���� ����,� ��%"$����% �����%����%

���� $�% ��%�����% �� $� A&"�� D? ���� $�% ��$���B������% % > �* A&"��% D?9�: > D?9#:*

��%�����<������0 ��% �����%��"������% �%�H� ��#",���% ��� $;���% ����;�"�%* �������%

!"� �$ ���A$ ���&���$ $� �����%������ $�% $;���% �"������%0 �$ 7��7� �� !"� ��% ��



4DE

$�% �����%��"������% �� $� A&"�� D?9#: %��� �H% ���-"���% !"� �$ ���A$ ���&���$ �"���

��#��%� �$ �%!"��� �� �����%������5� > !"�BH %�� ����%���� ����������� �$ �I���� ��

�"���% �� ������$ ���� ����� "�� ��>�� �����%�5� �� $�% ��%"$����%0

��� ���� $���* <�$<����� � $� -�$�� �� "������� �� $� %�$"��5� ��$ ���#$���* %� #���

��������� "�� ������ �� -�<������$� �� �% "� ���#�,� %����$$� > ��!"���� "� �%�"���

�"�����%�* $�% ��%"$����% ���������% %"&����� ���� ��%�#$� �"��� �� ������� $� ���$"%�5�

�� $�% �-����% �� ��$���B���5� �� �$ �����%� �� #I%!"���0 �% �����* $� -"���5� �� ��%��

������$ f(ζ(x1, kj) 9��"���5� 9FC::* ����;� ����A���%�* ��� �,���$�* ����

f(ζ(x1), kj) =

Nang∑
j=1

∫ [|I(m)
s (q|kj) − I(c)

s (q|kj) + |I(m)
p (q|kj) − I(c)

p (q|kj)|
]
dq. 94C4:

�� �%�� -����* $�% ��%�#$�% %�$"�����% �$ ���#$��� �%���H� ��%����&���% � %�$������

�!"�$$�% !"� %���%-�&��* %��"$�H��������* $�% ����������% ���"�%��% �$ ���$"�� $�% ��G

$���B������% % > �0

�% ����%���� 7���� ����� !"� �/�%��� <����% -����% �� ���"��� �$ �%����� �� #I%!"���*

����H% �� $� ��%����� �� $� ��"���5� 94C4:0 
�� ��#��&�* ����A��� $� -"���5� ��

��%�� ��!"���� �� ������ �"�����* >� !"� �%�� ���#�� ������"���H ������������ �� %"

����$�&;� > �� %�$� %� ����;� ����������� $� ����$�,���� ��$ ���#$���* %��� ���$"%�

<�$<��$� ����%�$"#$�0

���� ������ �� $� !"� %� ����;� #"%��� $� "������� �� $� %�$"��5� %��;� "��$�B����

"� �%!"��� �� �$"������5� �$�����* �� �$ !"� %� ���$">��� �� �$ �����%� �� #I%!"���

$� ��-������5� &������� �$ �$"����� ��� 7���% ��-������% �����% �� $� %"���A���0 ��#�



4D@

%�U�$�� !"� ����5� ����;� %�� �%�����$����� I��$ ���� %"���A���% ��� "�� $��&��"� -;%���

��>�� !"� $� �� $�% %"���A���% ���%�������% �� �%�� ���#�,�0

�� �% ��%�#$� �A���� � 	
��
� %� $� ����A����5� �� $� -"���5� �� ��%��* �$ "%� ��

�%!"���% �� �$"������5� �$�����% � �$ ���$�� �� "� ��>�� �I���� �� �"���% �� ������$

������#"��H� � $� "������� �� $� %�$"��5� � ��* >� !"� �% ����%���� ���$�B�� "�� &���

�������� �� �/���������% �"�.����% ���� ����� �%�<����$�0 
�� ��#��&�* ��� #�%� ��

$�% ��%"$����% ��%�����%* �"��� ���%��%� !"� �$ ��������$ �� $�% �$&������% �� ��<��%�5�

����"�%��% �� 7� %��� ��$ ���� �/�$�����0 �%�� 7��7� �#�� $� ��%�#�$���� ��* �� �$

-"�"��* �������� �$&������% ���� <�B �H% ��#"%��% !"� ���%������ $�% �$�������<�%

���������% �� %" �����%� �� #I%!"��� > �">�% ��%"$����% �� %�$������ %���%-�&�� $�

�������5� �� "������� �� $� %�$"��5�* %��� ���#�.� �������� �/������ %" ��$�����5� �

$� �����%��"���5� �� %"���A���% ���$�%0

%�� �
���
� + ����������
�

�� �%�� ��%�% %� �%�"��5 "� ���#$��� ��<��%� �� �%����������� !"� ���%�%�� �� $� ��G

���%��"���5� �� $�% ���A$�% �� %"���A���% �"&�%�% "�������%����$�% � ������ �� ����% ��

�%����������� �#������% �� �$ ����� $�,���0 
� ����"%����� ��% �.����% �� ��<��%�5�

�">� ��$���#�$���� -"� ���#��� �� ��-������% %��"������%0 �$ ������� �� �$$�% 7��� "%�

�� $� ��-������5� �� ���$��"� > �� -�%�* �������% !"� �$ %�&"��� "��$�B� I���������

����% �� �����%����0

�� ������ ������$�&;� %� #�%� �� ���������% �� ������������ �� -�����% �� ����0
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(a)

(b)

��&"�� D?' �����%��"������% �#������% ��� $� �%�����&�� (µ/ρ, λ) ���� 9�: ��$���B���5�
% > 9#: ��$���B���5� �0


� ���$�B5 %" ��%����U� ����� ���� �$ ��%� �� "� ����"���� ���-����* ���� ���� �����%

���$.������% > ���H$���%0 � %" <�B* %� �%�"��5 $� ��J"����� ��$ �"�%���� �� $� ��$����

�� $�% �����%��"������% �#������% > %� ����"%� "�� �%�����&�� ���� �<���� ���"�������

�� $� ��-������5� "��$�B���0 
� �%�"������ $�% $����������% ��$ �$&������ �� ���%�����

�� �"���0 
� ��%��5 !"� �% ��%�#$� ��,���� $� �����%��"���5� %� %� "��$�B� ��-����G

��5� �� $�% ��% ��$���B������% �$������$�%* � ���<.% �� "� �%!"��� �� ��%���"��5� ��$

�%����������� ��#$�0

���#�.� %� �%�"��5 $� ��$���#�$���� ��$ �$&������ �� ������������ �� -�����% ��

���� � �����% �%�����A����%0 �$ �&"�$ !"� �� �$ ��%� �� "�� �����-��� %���$�* $�% ���A$�%

� �����%��"�� �"���� %�� �$�������% � ���������%��%0 ��� %���$������* %� ��%����&�����



4?4

$�% �H$�"$�% � �"�%���% �� ���% ����%0 ���� �����%��"�� ���A$�% �������% -"� ����%����

"��$�B�� "�� �"��$� ���������� ���� ������%�� ��� $�% �#���������% ������"����% �"����

"� 7�B ���<��&���� ��%� �� "� ����� � ����0

������$�����* %��;� ��%�#$� ��$���� �$ ���� ���� �����%��"�� $�% ���A$�% �� %"���G

A���% #������%����$�%0 
�� ��#��&�* 7�%�� �%�� �������* �� %� �"���� ��� ����% ��

�%����������� ������� ���A�#$�% ��� $�% �"�$�% �"���� $$�<��%� � ��#� $�% %��"$������%0

�� �$ %�&"��� �.���� �� ��<��%�5� �%�"����� %� �#���� �$ ���#$��� ��<��%� ���� "�

���#$��� �� ������B���5� �� $����$0 ���� �$�&���� $�% �H$�"$�% �"�.����%* %� �����5 $�

������5� %�#�� $� �����%��"���5� �� %"���A���% �"&�%�% "�������%����$�% ���-���������

����"�����% ��� ��$���B���5� %0


� ��%��5 $� ��%�#�$���� �� ���"����� �$ ���A$ �� "�� %"���A��� �"&�%�* ���������

�� ����% �� �����%���� �� �$ ����� $�,���* %�� ����%���� �� "� ��%� ���������� ����

���"����� $� -�%� ��$ ����� �%�������0

��% �%�����&��% �� �<�$"��5� #�%���% �� $�% ��% �%!"���% �� �����%������5� "��$�B�G

��% ����,���� ��%"$����% �����%����%* �������#$�% > �� �$&"��% ��%�% ��,���% !"� $�%

�#������% ��� �$ ����0 
�� ��#��&�* ��#� %�U�$�� !"� $� �����%������5� �%������$ �����

"�� $�������5� ����������* >� !"� �% ����%���� ������� � 	
��
� $� �$�%� �%���;%���� � $�

!"� ��������� $� %"���A��� > �� ������� ����������% �� �����#�����5�0 �% �����* !"�

"� �I���� ρ �� �$������% �������������% � $� ��#$���5� ������$ %� ��B�$�� ����� %;0 ��

������%��* $� �����%������5� ��� �"�<�% %�$��� %; ������� ����������% �� �����#�����5�

�� $� #I%!"��� ��$ 5�����0 
� �#�"<����� ��,���% ��%"$����% ��� ρ = 20 
� �#%��<5

!"� �$ "%� �� �����#�����5� �I$���$� ������#";� � $� ��<��&����� �� $�% �$&������% ��



4?1

��<��%�5�0

�� $�% �%!"���% �� %�$����5� "��$�B���% %� �#%��<5 !"� $� �%�����&�� �$���%��* %� #���

&������B� "� ���������� �����5���� ��$ <�$�� �� �����"�* �% ����$�<� � $� ���<��G

&����� ������"�� � "� 5����� $���$0 �� ������%��* $� �%�����&�� �� �$���%�� �<��� �$

�%����������� �$ �/�$���� �$ �%����� �� #I%!"��� �� -���� �%���H%����* ����������� "�

��������� �������$ ��$ <�$�� �� �����"�0 � ������ �� $�% %��"$������% ���$�B���%* �"�G

�� <��%� !"� $�% �����%��"������% �#������% ��� ��#�% �%!"���% �%���,�� $�% ���A$�%

���&���$�%0 �$ �%��#$��������� �� "�� ��&$� ��A���� ���� ������� %� "�� �%�����&�� �%

��,�� !"� $� ���� �� �% "�� ����� -H��$* >� !"� ���� 7����$� �� -���� %�%���H���� 9���

����� �� �.�����% �%���;%����%: �% ����%���� ���$�B�� "� &��� �I���� �� �/���������%

�"�.����%* �� ������ !"� %� ���&� "�� �"�%��� �����%������<� ��$ �������������� ��

���� "�� �� $�% �%!"���%0

�� %� ���<. ���&I� �#%�H�"$� ���� $� ��$�����5� �� $�% �.����% �<�$"��<�% ����"�%G

��% � $� �����%��"���5� �� %"���A���% ���H$���% � ���$.������%0 �� I���� ���%��"�����

%��;� "� ���������� �� �$ ������ �� �5��"�� ����%���� ���� ��%�$<�� �$ ���#$��� �������

�� ���� �������5�0 
�� ��#��&�* ���� $� ������B �� $�% �!"���% �� �5��"�� ���"�$�%* �%G

�� 7��7� �� �����%���� "�� ��%������5� %�&��A����<� >* ��� ���� $���* ��������;� �/�$����

$� ��%�#�$���� �� $$�<�� � ��#� �����%��"������% � ������ �� ����% �/���������$�%0

��� ���$�����5� ���������� �$ "��$�B�� �� ����% �� �%����������� ���$�% �% �$ ��G

�������� �� $� $��&��"� �� $�% %"���A���% � �����%��"��0 �%�� 7��7� ������"���;� �� $�

����%���� �� �,"%��� ���H�����% ��$�% ���� �$ �I���� �� �$������% �� $�% ��#$����G

��% ������$ � ����������* µ > λ ��%�����<������0 � %" <�B* %��;� ����%���� ���$"�� $�%



4?3

���H�����% �� �������B�,� τ * τ0 > τ ′ ���� ����A��� $�% �"�������% �� ���� �������5�0

���#�.�* �$ �I���� �� �$������% ���#���� ρ �����;� !"� %�� ����A����0 
�� ��#��&�*

��#��� � $� ���"��$�B� 7�"�;%���� �� $�% �$&������% �<�$"��<�%* �%��% �,"%��% %��* �� %;

��%��%* ����� ��$ �����%� �� %�$"��5� ��$ ���#$��� ������"$�� !"� %� �%�H �%�"������0

�� ��$�����5� �� $�% �$&������% �� ��<��%�5� �<�$"��<�% � %"���A���% #������%����$�%

�� %� <� -����#$� �� �%�� �����0 �� !"� �� %�$������ %� �����������;� �$ &���� �� ���G

�$�,���� ��$ ���#$���* %��� ����H% $� %�$"��5� ��$ ���#$��� ������� �� ���� �������5�

7��;� �$ �.���� �"> ��%��%� �� �.�����% ����"�������$�%0

�� ����$"%�5�* %� 7�� ���%������ ��% ������$�&;�% ���� $� %�$"��5� �� "� ���#$���

��<��%� �� 5�����* �� ������"$��* $� �����%��"���5� �� ���A$�% �� %"���A���% �"&�%�% �

������ �� ��-������5� �� ����� $�,���0


� ��%����� !"� $� ��-������5� �� $� -�%� ��$ ����� �%������� ,"�&� "� ����$ -"�G

�������$ �� �$ �����%� �� �����%��"���5� ��$ �$&������ �� ������������ �� -�����% ��

����9����:0 ��% ��%"$����% �#������% ��� �%�� �.���� ������� !"� �"��� %�� ��$���G

�� � "�� &��� <������� �� ���#$���% !"� ���$">��* #�,� ������% ��%���������%* �����%

�%�����A����%0 �$ ���� ���%���� "�� #"��� ���"����� �$ �"��� > %" ��%����U� �%

�%��#$� �I� �� %��"������% �� ����� 7�> �%����������� �I$���$�0 
�� ��#��&�* �$ ��%��

�� %" ��#"%��B* > �� 7���� "%� �� $� ��-������5� �� -�%�* �% !"� $� ��!"�%���5� �� ����%

�/���������$�% %�� ����$����� > ��� $� ����� %" ��$�����5� �� $� �����%��"���5� ��

%"���A���% ���$�% �� %�� "�� �����%���5� ��H�����0

��� ���� $���* %� 7� �#����� $� ��%�#�$���� �� ���"����� �$ ���A$ �� "�� %"���A���

�"&�%� "��$�B���� %�$������ ����% �� �����%����0 �$ ���#$��� �"��� ��%�$<��%� -���"G
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$H���$� ���� "� ���#$��� �� ������B���5� �� $����$ ��� ��%���������%0 
� 7� ��%�����

�$ ��������$ �� $�% �%�����&��% �<�$"��<�% ���� $� %�$"��5� �� ���#$���% ��<��%�% �� 5�G

����0 ��% ��%"$����% �#������% %�� �����%����% �#��� "�� ���$�� &��� �� ��$��������%

��$�% ���� �� ���A$�����;� �� %"���A���% > *��� ���� $���* ���#�.� ����;�� "��$�B��%�

�� ���#$���% ��<��%�% �� �����%���;� �� ����� �������0



 �!�����  

�
 ����
��	 �� 
	 �����	� 	
 ��
��	�

�	��� �� ��������	�

�$ ��%"$���� ���%������ �� $�% &�HA��% 3D� > 3@# �����%���������% � $�% %�������% �	0103

> �	03* ��%�����<������* �"��� �/�$����%� "��$�B���� $� ����/�����5� �� 6���77�80

�� $� %����5� ��0404 %� ����%��5 !"� $� ���$��"� �%������� ��� "�� %"���A��� ζ(x1)

���-��������� ����"����� ���;� $� -����

RAK(q|k) = F (θi, θs)

∞∫
−∞

dx′1 exp {i�xx
′
1 − i�zζ(x

′
1)} 9�4:

����� F (θ0, θs) �% "� -����� ��&"$�� ���� ���'

F (θ0, θs) = ±1 + cos(θ0) cos(θs) − sin(θ0) sin(θs)

cos(θ0) + cos(θs)
9�1:


� �7��� %� ���%����� "� �"�<� ���A$ z(x1) = −ζ(−x1)* $� ��"���5� �4 %� ���%���#�



4?F

����

R(z)(q|k) = F (θi, θs)

∞∫
−∞

dx′1 exp {i�xx
′
1 + i�zζ(−x′1)} 9�3:

=������� �$ ���#�� �� <����#$� u = −x1 > ������� �$ ����$�,� ���,"&��� �� $�

�/���%�5� ��%"$����� %� ���"����� !"�'

R(q | k) = [R(z)(q | k)]∗. 9�D:

� ������ �� $� ��"���5� 9�D: �% �$��� !"� ��#�% %"���A���% &������H� �$ ��%��

����5� �� �%�����������0



 �!����� "

��#��	 �� �������� ��

���	��������� �$
���
�

�� $� ������� ����� �� �%�� ��.����� %� ���%���� "� �.���� ����/����� ���� ��$�"$��

�� -���� �������<�* ���%�������� �$ ��%� �� "� ����"���� ���-����* $�% -"������% -"����

ϕ(x1 | ω) > χ(x1 | ω)0 ��%�����������* ��� #�%� �� �%�� ��%"$����* %� -"�������� �$

�%!"��� �� ��%���"��5� �� �%����������� �I�$��$�* �����%������ ��� $� ��"���5� 9@F:0

��� #�%� �� $� &������;� ��%����� �� $� A&"�� 4* �$ ����� ����$ �� $� ��&�5� x3 >

ζ(x1) �%���H ���� ��� $� %"�� ��$ ����� ��������� > �$ �%������� 9<�� $�% ��"������%

9E: > 9@: �� $� %����5� ��04:

ψ(�) = ψ(�)inc + ψ(�)sc, 9+4:



4?E

�����

ψ(�)sc =
1

4π

∫ ∞

−∞

(
ϕ(�′ | ω)

∂

∂n′G0(�
′ | �) −G0(�

′ | �)χ(�′ | ω)

)
dS ′, 9+1:

���� �$ ��%� �� "� ����"���� ���-���� > ���%�������� $� �������5� �� -������� ��

�����7$��9��$���B���5� %:* $� ��"���5� 9+4: �"��� �%���#��%� �� $� -����

ψ(�) = ψinc(�) − 1

4π

∫ ∞

−∞
dS ′G0(�

′ | �)χ(�′ | ω). 9+3:

��� ���� $���* ���� $� �������5� �� -������� �� ��"���� 9��$���B���5� �: %� �����

!"�

ψ(�) = ψinc(�) +
1

4π

∫ ∞

−∞
dS ′ϕ(�′ | ω)

∂

∂n′G0(�
′ | �). 9+D:

�� -"������% -"���� �� $� ��"������% +3 > +D �����%������ � $�% �/���%����% 912:

> 94@:* ��%�����<������0


�&"����� �$ ������������� ��%����� ��� N��%BS� > ����>* 4@E1O9<�� ���#�.� N��G

���"��� �� ���* 4@@2O:* %� �"��� ��%���� !"� $�% ��%�����<�% -"������% -"���� 9�$ �����

> %" ����<��� �����$ �� $� -������� x3 = ζ(x1): %���%-���� $�% %�&"�����% ��"������%

χ(�′ | ω) = 2
∂

∂n′ψinc(�
′) − 2

P

4π

∫ ∞

−∞
dS ′G0(�

′ | �)χ(�′ | ω) 9+?:

>

ϕ(�′ | ω) = 2ψinc(�
′) + 2

P

4π

∫ ∞

−∞
dS ′ϕ(�′ | ω)

∂

∂n′G0(�
′ | �), 9+F:



4?@

����� $� P ������ �$ <�$�� ��������$ �� ��"�7>0

��% ��"������% 9+?: > 9+F: %�� ��"������% ����&��$�% ���� ����7�$� �� %�&"���

�%�����* �">� %�$"��5� �"��� ����������%� �������� "� ��%����$$� �� %���� �� ��"����G

���"<�$$�* �� $� -����

χ(�′ | ω) = D(1)(�′ | ω) +D(2)(�′ | ω) +D(3)(�′ | ω) + . . . , 9+C:

�����

D(1)(�′ | ω) = 2
∂

∂n′ψinc(�
′), 9+E:

D(m)(�′ | ω) = −2
P

4π

∫ ∞

−∞
dS ′ ∂

∂n′G0(�
′ | �)D(m−1)(�′ | ω), ���� m > 10 9+@:

� %" <�B*

ϕ(�′ | ω) = N (1)(�′ | ω) +N (2)(�′ | ω) +N (3)(�′ | ω) + . . . , 9+42:

�����

N (1)(�′ | ω) = 2ψinc(�
′), 9+44:

N (m)(�′ | ω) = 2
P

4π

∫ ∞

−∞
dS ′ ∂

∂n′G0(�
′ | �)N (m−1)(�′ | ω), ���� m > 10 9+41:

�� %"%���"��5� �� $�% ��"������% 9+C: > 9+42: �� $�% �.�����% ��$ ����� �%�������

�� $�% ��"������% 9+3: > 9+D:* ������� �%���#�� $�% �����% �%�������% �� �.�����% ��
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%"��% ��A����%* ����% ���

ψs(� | ω)sc = ψ(1)
s (� | ω)sc + ψ(2)

s (� | ω)sc + ψ(3)
s (� | ω)sc + . . . 9+43:

ψp(� | ω)sc = ψ(1)
p (� | ω)sc + ψ(2)

p (� | ω)sc + ψ(3)
p (� | ω)sc + . . . 9+4D:

�����

ψ(m)
s (� | ω)sc = −2

P

4π

∫ ∞

−∞
dS ′G0(�

′ | �)D(m)(�′ | ω), ���� m > 00 9+4?:

>

ψ(m)
p (� | ω)sc = 2

P

4π

∫ ∞

−∞
dS ′ ∂

∂n′G0(�
′ | �)N (m)(�′ | ω), ���� m > 00 9+4F:

�"��� �#%��<��%� !"� �$ ������ �.����� �� $�% ��"������% 9+43: > 9+4D:* �����%���� �$

����� �%������� �� $� ����/�����5� �� 6���77�80 �% �����* %� ����� �� "�� ����/���G

��5� �� �%����������� %����$$�0 ��� ���� $���* �$ �.����� ψ(m)(� | ω)sc $� ���$��"� ��

�%����������� ��#��� � m ������������% %"��%�<�% ����� �$ ����� > $� %"���A��� N��%BS�

> ����>* 4@E1O0

���$�B���� $� ����/�����5� �� 6���77�8* �� $� %����5� ��0404 N��"���5� 93C:O* %�

����%��5 !"�

R(1)
s (q | k)sc = −R(1)

p (q | k)sc. 9+4C:

�7��� $� !"� %� !"���� �% &�����$�B�� �%�� ��%"$���� ���� �$ ��%� �� m > 10 �$
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��%"$���� #"%���� �% �� $� -���� N���7�$ �� ���* 4@@1O

ψ(m)
s (� | ω)sc = (−1)(m)ψ(m)

p (� | ω)sc. 9+4E:

���� �%�� A�* �% ����%���� ���%���#�� $�% ��"������% 9+@: > 9+41:* %�&"����� �$ ���G

���������� ��%����� �� N���7�$ �� ���* 4@@1O* ����

D(m)(�′ | ω) = 2χ(m−1)(�′ | ω) −D(m−1)(�′ | ω) 9+4@:

>

N (m)(�′ | ω) = 2ϕ(m−1)(�′ | ω) −N (m−1)(�′ | ω), 9+12:

��%�����<������0


"%���">���� �� $�% ��"������% 9+4?: > 9+4F: %� �#������ $�% �/���%����% �����%G

���������% � $� mG�.%��� ������#"��5� �� $�% �����% �%�������%

ψ(m)
s (� | ω)sc = − 2

4π

∫ ∞

−∞
dS ′G0(�

′ | �) ∂

∂n′ψ
(m−1)
s (�′ | ω)sc − ψ(m−1)

s (� | ω)sc 9+14:

>

ψ(m)
p (� | ω)sc =

2

4π

∫ ∞

−∞
dS ′ ∂

∂n′G0(�
′ | �)ψ(m−1)

p (�′ | ω)sc − ψ(m−1)
p (� | ω)sc 9+11:


"�������� !"� $� ��$���5� 9+4E: �% <H$��� ���� m− 1* ��� m > 1* �������� �����"G
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$������% �$&�#�����%* %� $$�&� �

ψ(m)
s (� | ω)sc − (−1)(m)ψ(m)

p (� | ω)sc =
2

4π

∫ ∞

−∞
dS ′

×
[
G0(�

′ | �) ∂

∂n′ψ
(m−1)
s (�′ | ω)sc − ∂

∂n′G0(�
′ | �)ψ(m−1)

s (�′ | ω)sc

]

−2ψ(m−1)
s (�′ | ω)sc. 9+13:


� %� ��$���� �$ ������� �� ����� > $� �������5� �� �������5� �� ����% %�$�����% � $�%

-"������% 2ψ
(m−1)
s (�′ | ω)sc > G0(�

′ | �)* �$ $��� �����7� �� $� ��"���5� 9+13: %� 7���

�"$�* ��� $� !"� �$ ��%"$���� A��$ �% $� ��������� 9+4E:0
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