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Resumen de la tesis que presenta Julio Antonio Juarez Jiménez como requisito parcial
para la obtencién del grado de Maestro en Ciencias en Ciencias de la Computacion.

Diseno de algoritmos para el problema de coordinacion de movimiento de
multiples robots a lo largo de trayectorias pre-especificadas

Resumen elaborado por:

Julio Antonio Juarez Jiménez

El problema de la coordinacién de rutas de robots (RPC) y el problema conocido como
Job Shop Scheduling (JSP) se han estudiado ampliamente de manera independiente
a lo largo de los anos. A pesar de que la similitud entre estos dos problemas se ha
senalado (O’Donnell y Lozano-Pérez, 1989; Peng y Akella, 2005), hasta el momento se
desconoce de algun trabajo que enuncie de manera formal la estrecha similitud entre
éstos. La importancia de la similitud entre estos problemas radica en que el problema
JSP pertenece a la clase de problemas conocidos como NP-dificil, por lo que hasta hoy
en dia se considera intratable bajo el modelo de computo convencional.

En el presente trabajo, se explora formalmente la semejanza entre ambos problemas
y se propone una técnica de agrupamiento de robots basada en diagramas de coordi-
nacion n-dimensionales (originalmente propuestos para el RPC (Siméon et al., 2002))
para encontrar soluciones para casos del JSP. Se proponen tres algoritmos deterministi-
cos de calendarizacion implementando la técnica de agrupamiento de robots: el GANTT,
el GANTT-T y el GANTT-T+. Los tres algoritmos realizan un procedimiento iterativo de
agrupamiento y calendarizacion de un nimero constante (k) de robots, con diferencias
particulares entre cada algoritmo. EI GANTT busca maximizar el recorrido paralelo de
segmentos de ruta que no pertenezcan a una misma regioén, en un mismo intervalo de
tiempo. El GANTT-T implementa un adelgazador que permite calcular el tiempo de inicio
de recorrido de un segmento de ruta; que inicie (el recorrido) tan pronto como el segmen-
to que lo precede, en su misma ruta, haya sido recorrido y la region a recorrer se haya
liberado. El GANTT-T+ implementa un adelgazador mejorado y calcula el minimo tiempo
de inicio de un segmento de ruta; permite iniciar el recorrido tan pronto como sea posible,
respetando la restriccion de precedencia de los segmentos de ruta.

Los resultados experimentales muestran que: i) El algoritmo GANTT-T+ es superior
(calidad de solucion) a los algoritmos GANTT y GANTT-T. 4:) El algoritmo GANTT-T+
muestra un error relativo (FR) promedio del 5.48% con k = 3y del 6.84% con k = 2,
sobre 82 casos de prueba conocidos del JSP. iii) La evidencia tedrica y experimental
muestran que el algoritmo GANTT-T+ se comporta como un algoritmo exacto de tiempo
exponencial, cuando k = n.

Palabras Clave: Coordinacion de rutas de robots, Job Shop Scheduling, Diagramas
de coordinacion, NP-dificil.



Abstract of the thesis presented by Julio Antonio Juarez Jiménez as a partial requirement
to obtain the Master of Science degree in Master in Sciences in Computer Science.

Design of algorithms for the coordination of multiple moving robots along
pre-specified trajectories

Abstract by:

Julio Antonio Juarez Jiménez

The Robot Path Coordination problem (RPC') and the Job Shop Scheduling problem
(JSP) have been widely studied over the years. Despite the similarity between these two
problems has been pointed out (O’'Donnell y Lozano-Pérez, 1989; Peng y Akella, 2005),
we do not know of any work that formally states the close relation between them. The
importance of this similarity lies on the computational complexity of the JSP. The JSP
belongs to a set of problems known as N P — hard, which are considered to be intractable
under the conventional computing model.

In the present work, the formal similitude between the RPC and the JSP is explored.
Also, a robot grouping technique, based on n-dimensional coordination diagrams (origi-
nally proposed for the RPC' (Siméon et al., 2002)) to find solutions for JSP instances, is
proposed. Three deterministic scheduling algorithms implementing the grouping techni-
que are proposed: GANTT, GANTT-T and GANTT-T+. The three algorithms perform an
iterative procedure of grouping and scheduling of a constant number (k) of robots, with
specific differences between each pair of algorithms. GANTT seeks to maximize the pa-
rallel execution of path segments that do not belong to the same region, in the same time
interval. GANTT-T implements a trimming procedure which computes the starting execu-
tion time of a path segment; to start as soon as the segment which precedes it, in its same
path, has been executed and the region to be executed has been freed. GANTT-T+ imple-
ments an improved trimming procedure which computes the minimum starting execution
time of a path segment; to start as soon as possible, as long as the segment precedence
constraints are met.

The experimental results, show that: i) The GANTT-T+ algorithm is superior (in quality
of solution) with respect to the GANTT and GANTT-T algorithms. i) The algorithm GANTT-
T+ shows an average relative error of 5.48 % with £ = 3 and of 6.84 % with £ = 2, over 82
known instances of the JSP. iii) Theoretical and experimental evidence suggests that,
when k& = n, the GANTT-T+ algorithm behaves as an exponential time exact algorithm.

Keywords: Robot Path Coordination, Job Shop Scheduling, Coordination diagrams,
NP-hard.
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Capitulo 1. Introduccion

Una meta fundamental en la robética es el desarrollo de robots completamente auténo-
mos. El lograr la autonomia de los robots es de gran interés no sélo para la ciencia sino
también para la industria, pudiendo (el robot) realizar tareas de manufactura, ensambla-
do, exploracién, limpieza, manejo de residuos toxicos, entre otros (Siegwart et al., 2011).
La planificacion de movimiento surge a raiz de la necesidad de resolver este problema

(autonomia del robot) (Latombe, 1991).

Contar con un algoritmo eficiente (tiempo, espacio) que realice una planificacion de
movimiento es medular para la autonomia del robot. Sin embargo, existen un gran nime-
ro de aspectos que se deben considerar al realizar una planificacion de movimientos,
como generar una ruta de desplazamiento, evitar colisiones con otros objetos, respetar
las restricciones de movimiento del robot, entre otros. Es por estos aspectos que aun para
los planificadores de hoy en dia, la autonomia del robot resulta una tarea dificil de lograr.
Por lo tanto, la problematica general no debe verse como un solo problema sino como

una coleccion de problemas (Latombe, 1991).

Los primeros trabajos se remontan a los anos 60, desde modelos de cinematica de
objetos (Hartenberg y Denavit, 1964) hasta un problema de movimiento y acomodo de
muebles en espacios reducidos (Howden, 1968). Desde entonces, se optd por particionar
el problema definiendo problemas mas simples a partir de la problematica general. Se de-
finié entonces el problema de la planificacion de movimientos basica (Latombe, 1991),
el cual pretende encontrar una secuencia continua de movimientos de un solo robot que
describan su desplazamiento desde un punto « a un punto 5 en un espacio conocido
y con obstaculos fijos. Se han propuesto tres distintos enfoques para afrontar el proble-
ma: basado en hoja de rutas (roadmap en inglés), basado en descomposicion de celdas,
y basado en campos de potencial (Latombe, 1991). Estos enfoques se estudiaron am-
pliamente en los anos 80 (Sharir, 1989), cuando se propusieron algunos algoritmos que
encuentran solucién en tiempo polinomial (Latombe, 1991; Lavalle y Hutchinson, 1998).
Sin embargo, en la practica, numerosos sistemas requieren de la planificacion de movi-

mientos de multiples objetos (robots).



Posteriormente, se definié la planificacion de movimiento multi-robot (Parker, 2009).
En esta extension de la problematica basica se requiere de la planificacion de movimien-
tos de un conjunto de robots (no necesariemente iguales) cuyo desplazamiento deseado
se encuentra dentro de los limites de un mismo espacio conocido. Como consecuencia
de planificar en espacios con una mayor cantidad de robots, la complejidad del problema
también es mayor. Esta vez son dos enfoques los que se propusieron para resolverlo: el

enfoque acoplado y el enfoque desacoplado (Parker, 2009).

El enfoque acoplado considera al conjunto de robots como si fueran un solo robot com-
puesto para después utilizar alguno de los enfoques de la planificacion de movimientos
basica. Se considera robot compuesto a la coleccion de robots donde la posicidn y orien-
tacién de cada uno de los elementos (robots) que lo componen se especifican en todo
momento de forma tal que no colisionan entre si. En general, el enfoque acoplado entrega
soluciones de “buena calidad”; mas aun, garantiza una solucion, si es que ésta existe; sin

embargo, el tiempo requerido para encontrar una solucion suele ser muy grande.

Como alternativa, el enfoque desacoplado sacrifica calidad de solucion por eficiencia
en tiempo. Los enfoques desacoplados buscan reducir el tiempo de computo de una solu-
cién lidiando con algunos aspectos del problema de manera independiente; sin embargo,
no necesariamente encuentran una solucion, incluso aunque ésta exista. Dos principales
técnicas forman parte de este enfoque: la planificacion prioritaria y la coordinacion de

rutas.

La coordinacion de rutas la propusieron O’'Donnell y Lozano-Pérez (1989) por primera
vez, inspirados en un trabajo de control de acceso a bases de datos. En la coordinacion
de rutas se supone que las rutas de cada robot se planifican de manera independiente
en una primera etapa, de modo que el recorrido simultaneo de dichas rutas no garantiza
que los robots no colisionen entre si. Se supone ademas que una ruta se encuentra
particionada en segmentos de ruta; los segmentos pueden variar en longitud y tiempo de
recorrido. El problema entonces se encuentra en determinar ese esquema de velocidades
de cada robot a lo largo del recorrido de sus segmentos de ruta, de modo que no exista

colision entre robots.



La coordinacién de rutas es el tema central de este trabajo de tesis. Una taxonomia
detallada de la planificacién de movimientos se describe en el Capitulo [2| En la seccion
subsecuente se define de manera general el problema de la coordinacion de rutas, se
discute el trabajo previo relevante, y se mencionan las variantes del problema que se

estudian en este trabajo.

1.1. Coordinacion de rutas

El problema de la coordinacion de rutas se puede enunciar como: Considere un con-
junto A = {A;, As,--- , A,,} de nrobots (no necesariamente iguales), cuya forma geométri-
ca es bien conocida, en un espacio R con N = 2 o 3. Primero, genérese las rutas de
cada robot de manera independiente usando planificadores basicos (un solo robot). Se-
gundo, genérese un perfil de velocidades para cada robot a lo largo de su ruta de modo
gue que no exista colisidon entre robots durante el recorrido simultaneo de sus respectivas

rutas.

1.1.1. Trabajo previo relevante

Suponiendo que se relaja el problema de la planificacion de movimientos especifican-
do previamente la ruta que cada robot debe recorrer, entonces se tiene un problema de

coordinacion.

En (O’'Donnell y Lozano-Pérez, 1989) se propone un método para la coordinacion de
dos robots construyendo un diagrama de coordinacion que resalta aquellos segmentos
de ruta tales que al ser recorridos de manera simultanea existe un riesgo potencial de
colision. Ademas, proponen un algoritmo voraz que maximiza el recorrido simultaneo de

los segmentos de ambos robots.

En (Lavalle y Hutchinson, 1998) se estudia un problema similar, generalizando la coor-
dinacion para mas de dos robots. Modelan el problema de la coordinacion de rutas como
un problema de teoria de juegos, donde se pretende encontrar una estrategia en la que
cada robot minimice el tiempo perdido asociado con la coordinacién. Proponen un algo-
ritmo para encontrar un conjunto de estategias minimas; sin embargo, la complejidad de

dicho algoritmo es exponencial en el nimero de robots.



Posteriormente, en (Siméon et al., 2002), se extiende la definicion de diagrama de
coordinacion para modelar los recorridos de n robots a lo largo de sus respectivas ru-
tas fijas. Dado el crecimiento exponencial en tamano del diagrama de coordinacion n-
dimensional, proponen representarlo como n(n — 1)/2 diagramas de coordinacion sim-
ples, uno por cada pareja de robots. El principal objetivo de este trabajo es encontrar una

coordinacion libre de colision, para los robots, si es que ésta existe.

En (Akella y Hutchinson, 2002) se enuncia un problema de optimizacion para la coor-
dinacion de rutas con trayectorias (ruta y perfil de velocidad) pre-especificadas, en donde
Unicamente el tiempo de inicio de cada ruta se puede modificar. Dicho problema de opti-

mizacidn se enuncia a continuacion:

Dado un conjunto de robots especificados con sus rutas y perfiles de velocidad
sobre las rutas, encontrar el tiempo de inicio de recorrido para cada robot tal
que el tiempo maximo de finalizacion del conjunto de robots sea minimo, las
restricciones de velocidad sobre las rutas se satisfagan y no ocurran colisio-

nes.

Para resolver el problema de optimizacion, ellos elaboran una formulacion de programa-
cion lineal entera mixta (PLEM) (Schrijver, 1998), con la cual garantizan una coordinacion
libre de colisién de tiempo minimo para multiples robots especificando Unicamente el
tiempo de inicio de cada ruta. Sin embargo, en su trabajo se menciona también que el
problema es NP-dificil. Incluso se menciona su similitud con el problema conocido como
No-wait Job Shop Scheduling (Sahni y Cho, 1979).

Posteriormente, en (Peng y Akella, 2005), se propone un modelo para generar perfiles
de velocidad libres de colisidn, para cada robot, a lo largo de rutas fijas con restricciones
cinematicas (velocidad, aceleracién), minimizando el tiempo de recorrido. Ellos se apoyan
de dos formulaciones de PLEM para calcular la cota superior e inferior del valor de una

solucién 6ptima factible.

Otros trabajos mas recientes estudian el problema de la coordinacion de rutas con res-

tricciones adicionales, como restricciones de rango de distancia entre robots (Abichanda-



ni et al., 2008), o la coordinacién de rutas tomando en cuenta eventos inesperados (Olmi
et al., 2008).

1.1.2. Variantes del problema

La coordinacion de rutas consta de dos etapas. La primera etapa consiste en calcular
la ruta de cada robot de manera independiente a los demas robots. La segunda etapa
consiste en determinar un perfil de velocidades de modo que cada robot complete su ruta
sin que ocurra colision entre ellos. Existen variantes del problema de la coordinacion de

rutas, algunas de éstas se explican a continuacion.

Una variante del problema se conoce como la coordinacion de rutas fijas. Una vez
que las rutas construidas en la primera etapa se han determinado, éstas no se pueden

alteradar durante la segunda etapa.

Existen otras variantes del problema cuando se anaden restricciones de algun tipo,
por ejemplo restricciones de velocidad, restricciones de aceleracién o restricciones de
movimiento. Las restricciones de velocidad acotan el movimiento de uno o varios robots a
un cierto limite de velocidad v,,,,. Las restricciones de aceleracion acotan el movimiento
de uno o varios robots a un cierto limite de aceleracién a,,... Las restricciones de movi-
miento limitan el movimiento de uno o varios robots, por ejemplo que los robots no puedan
realizar movimientos laterales. Cada una de estas variantes supone un mayor o menor

grado de complejidad al problema.

En este trabajo de tesis se supone que la trayectoria (ruta y perfil de velocidad) de
cada robot se ha pre-especificado. Se supone que el perfil de velocidad es constante y
esta acotado por v,,... Se supone también que la aceleracion es infinita, es decir, un robot
puede alcanzar v,,,, partiendo del reposo de manera instantanea y viceversa. Ademas,
se supone que las rutas se encuentran previamente particionadas en segmentos de ruta
donde los puntos de inicio y final de cada segmento son libres de colision. Se supone que
una vez que un robot inicia a recorrer un segmento de ruta, el robot no se debe detener
hasta completar dicho segmento. Finalmente, se supone que los movimientos del robot
son monotonicos, es decir, que el robot no puede retroceder en ningln momento a lo

largo de su ruta. Se considera una version de optimizacion del problema, donde se desea



minimizar el maximo tiempo de finalizacion entre todos los robots.

1.2. Job Shop Scheduling

El Job Shop Scheduling (JSP) es un problema de calendarizacién conocido en inves-
tigacion de operaciones y ciencias de la computacion. Se ha estudiado ampliamente a
lo largo de las ultimas décadas. El problema consiste en procesar un conjunto de tareas
abstractas en maquinas compartidas de modo que el maximo tiempo de finalizaciéon entre
todas las tareas sea minimo. Las tareas se componen de una secuencia fija de operacio-
nes, secuencia que, no necesariamente es la misma para cada tarea. Dos restricciones
se deben cumplir, la primera, una relacion de precedencia entre las operaciones en cada
tarea se debe respetar, la segunda, una maquina so6lo puede procesar una operacion a la

vez.

El JSP recibe como entrada un conjunto de n tareas {ji, j2,- - ,Jn} Y UN conjunto
M = {py, ty, -+ , i, } de m maquinas. Cada tarea j;, i € {1,2,--- ,n}, se compone por
una secuencia fija de m operaciones j; = {01, 0:2, - - - , 0im }. Una operacion cualquiera o;;
requiere que se procese por una maquina en especifico del conjunto {u, po, - -+ , i, }- El
tiempo de procesamiento de la operacion o;; se denota como p;; y es dependiente de
la tarea y de la maquina que lo procesa. Por ejemplo, los tiempos de procesamiento de
dos operaciones distintas que se procesan en una misma maquina pueden ser, arbitra-
riamente, iguales o distintos. Una maquina ., cualquiera, de M, s6lo puede procesar una
operacion a la vez, de modo que si 1, se encuentra procesando alguna operacion o;; y
se requiere procesar otra operacion distinta o,, en p,, ésta deberé aguardar hasta que 4,
haya concluido el procesamiento de o;;. Ademas, para toda tarea j;, ninguna operacion
0;(;+1) debera procesarse antes de la finalizacion la operacion o;;. Finalmente, se debe
considerar que una maquina no puede interrumpir el procesamiento una operacion hasta
haber concluido. Sea C; el tiempo de finalizacion de la tarea j;, el tiempo de finalizacién
maximo se define como C,.., = méxieq12.. 23(C;). El objetivo es minimizar el maximo

tiempo de finalizacion C,,.., también conocido como makespan.

En la literatura se pueden encontrar numerosos trabajos que intentan resolver el pro-

blema. En (Adams et al., 1988) se propone una heuristica conocida como shifting bottle-



neck. En este método, una a una, se describe la secuencia de operaciones a procesar por
cada maquina, describiendo siempre la secuencia de aquella maquina identificada como
el cuello de botella entre aquellas maquinas que aun no se han secuenciado. En (Binato
et al., 2002), se describe una heuristica que incorpora un método que se conoce como
GRASP que consta de dos fases: una fase de construccion y una de busqueda local. En
la primera fase, se construye una solucién factible un elemento a la vez. En cada itera-
cion de la primera fase, se determina el siguiente elemento a anadir a la solucién. Los
elementos se encuentran ordenados con respecto a una funcion de eleccién voraz que
mide el beneficio de un elemento al ser agregado a la solucion. Posteriormente, median-
te un procedimiento aleatorio se elige, con cierta probabilidad de acuerdo a su posicion
en el ordenamiento, el siguiente elemento que se agrega a la solucion. En la segunda
fase, se realiza una busqueda local sobre la solucidon construida en al primera fase. En
(Gongalves et al., 2005), se propone un algoritmo genético que realiza un procedimiento
de busqueda local en cada nuevo cromosoma producido dentro del proceso evolutivo. En
(Pardalos y Shylo, 2006), se propone utilizar una técnica que se conoce como GES en la
cual un subconjunto de soluciones conocidas se usan para generar nuevas soluciones en

etapas subsecuentes.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Disenar algoritmos deterministicos para el problema de la coordinacion de rutas de
robots en su version de optimizacion y formalizar la relacién de este problema con el

problema conocido como Job Shop Scheduling.

1.3.2. Objetivos especificos

1. Disefar algoritmos deterministicos para el problema de la coordinacién de rutas de

robots en su version de optimizacion.

2. Definir un conjunto de casos de prueba con caracteristicas especificas que sirva
como benchmark para el problema de la coordinacion de rutas en su version de

optimizacion.



3. Determinar la relacion que existe entre las caracteristicas de los casos del problema

de coordinacion de rutas y el problema conocido como Job Shop Scheduling.

1.4. Propuesta de solucion

Para un modelo donde la aceleracion de los robots no esta acotada, la velocidad es
constante y donde las areas de inicio y final de cada segmento de ruta son libres de
colisién, en este documento se propone realizar un procedimiento iterativo de agrupa-
miento y coordinacidon de movimientos de un nimero constante (k) de robots. En cada
iteracion se propone realizar n/k agrupaciones de k robots y construir n/k diagramas de
coordinacion k-dimensionales, utilizando una version generalizada de los diagramas de
coordinacion de (O’Donnell y Lozano-Pérez, 1989; Siméon et al., 2002), donde n es el
namero de robots y k£ es la constante de agrupamiento. Una vez encontrado un calen-
dario de coordinacién que armonice los movimientos y minimice el maximo tiempo de
terminacion de recorrido de los k robots en una agrupacion (por cada agrupacion), éstos,
junto con el calendario de coordinacion, se consideran como un robot compuesto cuyos
movimientos no provocan una colision consigo mismo. Posteriormente, se repite el pro-
cedimiento a menos que el nimero de robots compuestos sea uno; en cuyo caso, éste

esta coordinado.

De esta manera se evita el costo exponencial de realizar un calendario de coordina-
cion n-dimensional particionandolo en n/k diagramas de coordinacion k-dimensionales.
Ademas, se evita resolver un problema de PLEM como en (Akella y Hutchinson, 2002;

Peng y Akella, 2005), para encontrar una solucién al problema.

Finalmente, se propone utilizar esta técnica de agrupamiento de robots para resolver

casos de prueba conocidos para el JSP.

1.5. Organizacion de la tesis

El resto del presente trabajo de tesis se organiza como sigue. En el Capitulo 2| se des-
cribe una taxonomia de la planificacion de movimientos de robot, asi como los enfoques
clasicos existentes. En el Capitulo [3| se hace una descripcion breve de las definiciones

basicas que se utilizan y una definicion formal del problema de la coordinacién de rutas.



También se hace un analisis de la complejidad del problema y se definen dos cotas trivia-
les para el 6ptimo del mismo. En el Capitulo [4| se propone una técnica de agrupamiento
de robots, se describen tres algoritmos deterministicos usando esta técnica de agrupa-
miento, y se realiza un analisis de éstos. En el Capitulo |5/ se describen los experimentos
realizados y se presentan los resultados obtenidos. Por Ultimo, el Capitulo [6] contiene
un sumario del trabajo de investigacion realizado, se presentan las conclusiones de esta

investigacion, y se sugiere hacia donde se puede encaminar el trabajo futuro.
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Capitulo 2. Planificacion de movimientos

Para lograr la autonomia de los robots es necesario resolver diferentes problemas
fundamentales. La planificacion de movimientos es uno de ellos. En la planificacion de
movimientos se debe generar una trayectoria libre de colision. Una trayectoria de un ob-
jeto (robot) requiere de la descripcidn de dos elementos, una ruta y los movimientos en
funcion del tiempo a lo largo de la ruta. Las colisiones ocurren cuando existe una super-
posicion de objetos (robot-obstaculo, robot-robot) en un mismo punto en el espacio en un

mismo instante de tiempo.

Esto sugiere que la planificacion de movimientos no debe verse como un solo proble-
ma sino como un conjunto de problemas que incluye la planificacion de rutas y la planifi-
cacion de velocidades. Si bien el problema de la planificacién de movimientos con un solo
robot y con obstaculos estaticos admite algoritmos de tiempo polinomial, en (Reif y Sha-
rir, 1994) se demuestra que con multiples objetos (obstaculos o robots) en movimiento el

problema se considera intratable.

El resto de este capitulo plantea la definicion del problema de la planificacién de movi-
mientos basica asi como la definicion del problema con mdltiples objetos en movimiento.
Este capitulo contiene, ademas, una taxonomia del problema y los enfoques existentes

para resolverlo.

2.1. Planificacion de movimientos basica

En la planificacion de movimientos basica se simplifican aspectos del problema inhe-
rentes en la practica, para asi definir el problema en un ambiente controlado. En esta
simplificacion del problema se supone un espacio euclidiano de dos o tres dimensiones,
denominado espacio de trabajo W, donde residen un solo objeto rigido (robot) A en movi-
miento y un conjunto de objetos rigidos (obstaculos) B estaticos. Una configuracion g es
un vector en R™ que determina la posicion y orientacién de A con respecto a un marco
de referencia fijo en 1. La region que ocupa A en W, dada un configuracién ¢, se denota
como A(q). El objetivo es encontrar una interpolacion de configuraciones entre una confi-

guracion inicial ¢;,;x y una configuracion final g¢,..;, tal que no exista colision entre el robot
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y los obstaculos. En esta seccion se enuncia la definicion del problema de la planificacion

de movimientos basica, al igual que los enfoques utilizados para estudiar el problema.

Haciendo una adaptacion de (Latombe, 1991) se define la planificacion de movimien-

tos basica como:

Sea W C R" un espacio de trabajo, con N =2 0 3. Sea A C W un robot que
se desplaza en W. Sea B C W un conjunto de obstaculos fijos distribuidos en
W. Suponga que tanto A como cada elemento en B son objetos rigidos cuyo

tamano se conoce de manera exacta.

Dado un par de configuraciones inicial ¢;,;; y final ¢,.,; de A en W, encontrar
una ruta 7 que describa una secuencia continua de configuraciones ¢ de A que
eviten el contacto con cualquier elemento en B. Indicar el fallo de no existir

dicha ruta.

Al conjunto de configuraciones ¢ de A se le denota como espacio de configuracion
C CR™conm=3(siN=2)om=6(si N =23). En este espacio de configuraciones,
residen tanto el conjunto de configuraciones libres de colision C/,.. como el conjunto de
configuraciones donde ocurre colision C,,,. Para cualquier configuracion ¢ en un espacio
C'tree, €l espacio en W ocupado por A(g) se encuentra libre de colisidn; mientras que,
para cualquier configuracion ¢ en un espacio C,,s, A(g) se encuentra en colision con

algun obstaculo en B. Formalmente

Cors ={a€ C AN | (B)#0} y (1)
B;eB
Cfree =C \ C(obs‘ (2)

En las siguientes subsecciones se describen brevemente los tres enfoques principales
existentes en la literatura (Latombe, 1991) que estudian la planificacién de movimientos
basica: los basados en hojas de ruta (roadmaps), los basados en descomposicion de

celdas y los basados en campos de potenciales.
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2.1.1. Hoja de ruta (Roadmap)

En este enfoque se construye un grafo topologico G(V, E) de Cf,.., llamado hoja de
ruta, donde V' representa un conjunto de vértices en Cy,.. Y E representa un conjunto
de aristas que los unen. Cada arista e € E une un par de vértices v,v' € V siempre y
cuando exista una ruta descrita por una curva de configuraciones ¢ en C/,... Entonces,
de ser posible conectar la configuracion de inicio g;,;; y final ¢,..; de un robot A al grafo G
(i.e. Jv,v" € V' | (qinit, v), (v, ge0at) € E), basta con utilizar algun algoritmo de busqueda en

grafos para encontrar una solucién factible si es que ésta existe en G.

Una vez conectados gi.i: Y ¢s0a al grafo G, se calcula una caminata ginir — qgou QUE
las una. Dado que cada arista e € E describe una curva de configuraciones entre un par
de vértices v,v" € V cuyos puntos se asocian a configuraciones en Cy,.., entonces al
concatenar las aristas de una caminata, éstas se pueden transformar en una secuencia

de configuraciones en Cl,...

El objetivo principal de este enfoque es construir la hoja de ruta, para ello existen
distintos métodos como el grafo de visibilidad (Siméon et al., 2000) o el diagrama de
Voronoi (Leven y Sharir, 1987) entre otros. Las Figuras [1|y [2| ilustran un ejemplo de un
grafo de visibilidad y unejemplo de un diagrama de Voronoi, respectivamente. El area
sombreada representa el espacio de configuraciones C,,, y €l area vacia representa el
espacio de configuraciones C',.., los grafos son la hoja de ruta cuyos elementos repre-

sentan una muestra de las configuraciones en C/,..

Figura 1: Grafo de visibilidad de un espacio de configuracion.
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Figura 2: Diagrama de Voronoi de un espacio de configuracion.

2.1.2. Descomposicion de celdas

En este enfoque se realiza una segmentacion del espacio de configuracion C' en
poligonos de igual o distinta geometria, llamados celdas, cuyos bordes estan en contacto
pero no se traslapan. Posteriormente, se construye un grafo G(V, E) donde V representa
un conjunto de vértices y E un conjunto de aristas. Un vértice v € V representa una celda
¢ siempre y cuando no exista obstaculo alguno (o parte de uno) en su interior, es decir,
Vq € ¢, A(q) NUp,cp(Bi) = 0. Una arista une un par de vertices v y v' siempre y cuando
sus celdas correspondientes ¢ y ¢ sean adyacentes entre si. De este modo, el grafo G

contiene Unicamente elementos que se traducen a elementos en C',.., excluyendo a C,s.

De manera similar al enfoque de hoja de ruta, una vez construido el grafo GG se puede
utilizar un algoritmo de busqueda en grafos para obtener una solucién factible si es que
ésta existe en GG. Una solucion factible seria una secuencia de celdas (vértices) que co-
necte la celda que contenga a ¢;,;; con la celda que contenga a g,..- A dicha secuencia

se le llama canal.

En la descomposicion de celdas, una vez obtenido el canal, se debe poder recuperar

una ruta 7 del canal. Para ello, las celdas deben cumplir con dos caracteristicas:

1. La geometria de cada celda debe permitir calcular una ruta entre cualesquiera dos

configuraciones dentro de la celda.

2. Debe existir al menos una ruta que describa las configuraciones del robot a través

de los limites entre dos celdas adyacentes cualesquiera.
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Figura 3: Espacio de configuracion Cy,.. descompuesto en celdas exactas.
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Figura 4: Espacio de configuracion Cy,.. descompuesto en celdas aproximadas.

Al descomponer el espacio de configuracion C' en celdas cuyo espacio de configu-
racion es libre de colision (Cy,..), se particiona la dificultad de calcular una sola ruta a
través de C en calcular O(|V|) rutas de O(|V|) fragmentos de C. Observe que se puede
descomponer C' en una sola celda y esto equivale a resolver el problema entero. La des-
composicion de celdas puede ser exacta, como se muestra en la Figura[3] o aproximada,

como se muestra en la Figura 4]

2.1.3. Campos de potenciales

En este enfoque se modela el espacio de configuraciones C' como un campo de po-
tencial artificial U, mientras que las configuraciones ¢ de un robot A se modelan como
una particula afectada por U. En U se define una funcion de potencial como la suma
de potencial de atraccion y potencial de repulsion. El potencial de atraccion arrastra la
particula a una configuracion final ¢,,,, mientras que el potencial de repulsién empuja la

particula fuera de las configuraciones donde ocurre colision ¢ ¢ C,ys.
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Dada una configuracion ¢ de A, la funcion de potencial de U se define como

U(q) = Uatt(q) + Urep(q),

donde U..(q) y U, (q) denotan el potencial de atraccién y el potencial de repulsion, res-
pectivamente. La definicion de las funciones de potencial U,.(q) ¥ U.e»(q) pueden variar
segun el autor y por lo general U,.(q), Uyep(q) € RTU{0}. El valor de U, (¢) cambia en fun-
cion de la distancia euclidiana entre ¢ y ¢,.;, @ menor distancia, menor atraccion y, a mayor
distancia, mayor atraccion, siendo U, (¢) = 0 cuando ¢ = ¢,.«- El valor de U,.,(q) cam-
bia en funcion de la distancia euclidiana entre ¢ y las configuraciones ¢’ € C,,, a menor
distancia, mayor valor de repulsion y, a mayor distancia, menor valor, siendo U,.,(q) = oo

cuando q € Cls.

En este enfoque la construccion de una secuencia de configuraciones es iterativa. En
una iteracion, dada una configuracion ¢, se calcula el valor de potencial U(q) correspon-
diente. Posteriormente, se elige una diferencia de configuracion Agq tal que ¢ = ¢ — Aq
minimice U(q'). La Aq debe ser lo suficientemente pequena para que las configuraciones
obtenidas por la interpolacién entre ¢ y ¢’ pertenezcan también a Cy,... En la siguiente

iteracion se reemplaza la configuracién ¢ por ¢’ y se repite el procedimiento a menos que

C]/ = Ggoal-

2.2. Planificacion de movimientos con multiples objetos en movimiento

La planificacion de movimiento con mdltiples objetos en movimiento es una exten-
sidn del problema basico, la cual considera varios objetos con movimiento en un mismo
ambiente ademas del robot A. A diferencia del problema basico (donde los obstaculos
permanecen fijos en W), la planificacién de movimientos, donde existen otros objetos en
W, ademas de A, cuya posicion es dependiente del tiempo supone un reto mayor. Los
objetos en movimiento en 1 pueden ser obstaculos comunes, de los cuales no se tiene
control de sus movimientos, o robots adicionales que también requieren de una planifica-
cion de movimientos para alcanzar su objetivo. En esta seccion se enuncia el problema de
planificacion de movimientos con multiples objetos en movimiento, asi como los distintos

enfoques y las técnicas propuestas para enfrentarlo.
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2.2.1. Con multiples obstaculos en movimiento

En esta extension de la planificacidon de movimientos béasica, en un espacio euclidiano
denominado espacio de trabajo W donde existe un solo robot A cuyos movimientos se
deben planificar. Existe también un conjunto de m obstaculos en movimiento B en W,
donde la trayectoria de cada B; € B se encuentra bien definida. Los movimientos de B

en W son independientes de los movimientos de A en .

Para modelar el problema, se agrega una dimension mas al espacio de configuracio-
nes C, el tiempo t. Por ejemplo, sea A un robot en movimiento, con orientacion fija, en un
espacio de trabajo 1V C R?, entonces una configuracion ¢ de A se define como la tripleta
(x,y,t). Sea B un conjunto {By, By, -- , B,,} de m obstaculos en W cuya trayectoria es
conocida. Dado que no se tiene control sobre el movimiento de los obstaculos en B, la

posicion de cada obstaculo B; € B en un tiempo ¢ esta dada por B;(t).

Sea C el espacio de configuracion de A en . Para modelar el espacio de configura-
cién donde ocurre colision C,;,, con obstaculos dinamicos, se hace una adaptacién de la

Ecuacion [1], quedando ésta como muestra la Ecuacién

Cons(t) ={a € C1 Alg) N | (Bit)) # 0} (3)
B,eB
Similarmente, para modelar el espacio de configuracién libre de colision C/,.. se hace

una adaptacién de la Ecuacion |2, quedando como indica la Ecuacién
Cfree(t) =C \ Cobs (t) (4)

Observe entonces que el espacio de configuraciones C' no cambia, lo que cambia es el
espacio C,,, en C con respecto al tiempo producido por los movimientos de los obstaculos
en W. En la Figura[5| se muestra una gréfica del cambio del espacio que ocupa C,,; en C

producido por un movimiento arbitrario de un obstaculo en W a lo largo del tiempo.

Una vez modelado el problema de esta forma, cualquier técnica usada para el proble-
ma basico (Seccion [2.1) se puede usar de manera directa para encontrar una trayectoria

para A si es que ésta existe. En el problema basico, la solucion estaba limitada a encon-
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Figura 5: Espacio de configuracion C a lo largo del tiempo.

trar una ruta 7 que conecte un par de configuraciones g, Y ¢,0a- La diferencia entre una
ruta y una trayectoria es el tiempo. Una trayectoria es una ruta méas un perfil de velocidad
que se debe cumplir a lo largo de una ruta. Por ejemplo, en W C R2, una configuracion q
en una ruta contiene elementos que denotan posicion x, y u orientacion ¢, mientras que
una configuracion ¢ en una trayectoria debe contener ademas al menos un elemento que

indique el tiempo ¢ en el que los otros (posicion y orientacidon) se deben cumplir.

La planificacién de movimientos con multiples obstaculos en movimiento queda fuera
del estudio de esta tesis, en este trabajo se considera que no existen otros objetos en

movimiento en el espacio de trabajo ademas de los robots.

2.2.2. Con multiples robots en movimiento

En la Seccion [2.1] se define el espacio de configuracién para un robot en un ambiente
donde ningun otro objeto se encuentra en movimiento ademas de él. En este problema
se encuentran n robots en movimiento cuya trayectoria se requiere planificar. En esta
extension del problema bésico, existe un conjunto A = {A;, A,,--- , A, } de n robots con
movimiento en un espacio de trabajo V. Ademas del conjunto A, existe un conjunto de m
objetos estacionarios B = {By, Bs,--- , B,,} en W denominados obstaculos. El objetivo
es encontrar una trayectoria libre de colision desde una configuracion inicial ¢;,; hasta
una configuracién final ¢,,,, para cada robot A; en A. Para esto, se necesita redefinir el
espacio de configuracién, uno para cada robot, que tome en cuenta la posicién de los

otros robots a lo largo del tiempo.
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Sea C; el espacio de configuracion del robot A;, donde el tiempo ¢ forma parte de los
elementos (posicion y orientacion) que conforman ¢; en C;, i.e. ¢; = (z,y,- -+ , ¢, -+ ,t). Se

define el espacio de configuracién donde ocurre colisién C; ,_ como

Cipe = @ € Ci | Ai(q:) N U B, U U Ajlq;) | #0 . (5)

ke{17277m} ]6{17277’”'}71#]

El espacio de configuracion libre de colisién C;. se define como

free

Cifree = Ci\ iy, (6)

free

A la tupla de configuraciones ¢ = (q1,¢2,- -+ ,q,) de cada robot en A se le llama con-
figuracion compuesta. De modo que A(q) = Ai(q1) U As(qe) U -+ - U A, (g,). Se define
entonces el espacio de configuracion compuesto C' como el producto cartesiano de los
espacios de configuracion Cy, Cy, - - - , C,, correspondientes a cada robot en A, formalmen-

te C=C; xCy x---x C,.Para C el espacio C,, se define como

C’obs = {q = (C]17Q2> e aQH) eC: q; € Ciobs}7 (7)

mientras que el espacio C/,.. se define como

Cf?”ee = C\ U (Ciobs) = U (Cifree)' (8)

ie{1,2, ,n} ie{1,2,,n}

Observe que este modelo permite que la planificacion de movimientos de multiples
robots sobre un mismo espacio de trabajo W sea equivalente a la planificacion de movi-

mientos de un solo robot compuesto en .

2.2.2.1. Enfoque acoplado

El enfoque acoplado busca resolver el problema de la planificacion de movimientos
de multiples robots considerando un conjunto de n robots {A;, As,---, A,,} como un so-
lo robot compuesto A cuyas configuraciones se encuentran definidas en un espacio de

configuracién compuesto C. De este modo, es posible utilizar de manera directa cualquie-
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ra de las técnicas descritas en la Seccion La ventaja de este enfoque es que tiene
la capacidad de encontrar una solucion al problema si es que ésta existe. Sin embargo,
la complejidad del problema crece exponencialmente con el nimero de dimensiones del
espacio de configuracion C; de cada robot A;. Sea |¢;| el nUmero de elementos en una
configuracién arbitraria, la dimensién del espacio de configuracion compuesto C' esta de-
finida por dim(C) = >

orientacion fija en un espacio de trabajo 17 de dos dimensiones, la dimension del espacio

wcq 12i]- Incluso para un caso que involucre dos robots (n = 2) con
de configuracion compuesto C' de ambos robots es dim(C) = > . |a| = 4. Es por ello
que, aunque diversas propuestas han tratado de resolver el problema bajo este enfoque,

la problematica general se considera intratable (Parker, 2009).

2.2.2.2. Enfoque desacoplado

El enfoque desacoplado surge como alternativa para lidiar con la complejidad de la
problematica general. En este enfoque se sacrifica calidad de solucién por eficiencia en
tiempo. Su cualidad es descomponer el problema general en dos, la planificaciéon de las

rutas y el manejo de colisiones, y resolverlos de manera independiente.

El enfoque desacoplado suele dividirse en dos categorias: la planificacion prioritaria
y la coordinacién de rutas. En la planificacion prioritaria, los movimientos de cada ro-
bot se planifican secuencialmente de acuerdo a un orden prioritario. El robot con mayor
prioridad planifica sus movimientos antes que aquellos con menor prioridad; mientras que
aquellos con menor prioridad planifican sus movimientos evitando colisionar con los ro-
bots que planificaron sus rutas antes que ellos. En la coordinacion de rutas, se calculan
las rutas de cada robot de manera independiente. Posteriormente, para cada robot se
planifica un perfil de velocidades a lo largo de su ruta a modo de evitar alguna colisién
inherente al recorrido en paralelo de las rutas de los robots en un mismo ambiente. Las

siguientes subsecciones describen cada enfoque con mayor detalle.

Planificacion prioritaria. Erdmann y Lozano-Pérez (1987) propusieron la planificacién
prioritaria. En su trabajo describen una técnica para realizar una planificacion de movi-
miento para multiples robots, asignando una prioridad a cada uno y planificando en orden

de acuerdo a su prioridad.
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Sea A un conjunto {4, As,--- ,A,} de n robots. Se asigna una prioridad ¢(A;) a
cada robot en A. Sea A, un conjunto ordenado que contiene cada robot en A, donde
Ariy < Aq(j) siysolosi p(A;) < ¢(A;)), con Ay, Arj) € Ax. Se planifican los movimientos
de cada robot en A, uno a uno, de acuerdo a su orden de prioridad. El robot Ay planifica
su trayectoria 7.1y como si no hubieran otros obstaculos (robots) en movimiento en . El
robot A planifica su trayectoria 7, tomando en cuenta la trayectoria recién calculada
del robot A.(;) como un obstaculo en movimiento. Asi sucesivamente hasta que el robot
Ay planifique su trayectoria 7.(,) considerando n — 1 obstaculos en movimiento en .
Observe que este enfoque descompone el problema de la planificacion de movimientos
de multiples robots, en n problemas de planificacion de movimientos de un robot con

multiples obstaculos en movimiento, como se describe en la Seccion 2.2.1]

Coordinacion de rutas. O’Donnell y Lozano-Pérez (1989) propusieron la coordinacion
de rutas de robots. En su trabajo se describe una técnica para encontrar una planificacion
de movimientos para un par de robots, suponiendo que se hizo previamente una planifica-
cion de sus rutas por separado, para después calendarizar los movimientos de los robots

sobre sus rutas para que no exista colision.

Sea A un conjunto {A;, As,--- , A,} de n robots. La coordinacion de rutas planifica
la ruta 7; correspondiente a cada robot A; de manera independiente. Esto se puede ha-
cer con cualquier técnica usada en la planificacion de movimientos basica (Seccién [2.1).
Posteriormente, se hace una calendarizacion de las configuraciones de cada ruta 7; de

A; sujeto a que A;(¢;) N A;(g;) =0,conid,je{1,2,--- ,n}, i #j.

En este capitulo se hizo una breve descripcion de la planificacién de rutas y los dis-
tintos enfoques existentes, en la Figura [6] se muestra de manera gréfica la taxonomia
del problema. La coordinacion de rutas es el tema central de esta tesis y en el siguiente

capitulo se define a detalle el problema a tratar y sus variantes.
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Figura 6: Taxonomia de la planificacion de movimientos.
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Capitulo 3. Coordinacion de rutas de robots con trayec-

torias pre-especificadas

En el capitulo anterior se describié brevemente lo que es la planificacion de movi-
mientos, los problemas que se derivan de ésta y algunos enfoques propuestos. En este
capitulo se hace una enunciacién breve de la notacion y definiciones basicas que se usan
en la coordinacion de rutas y se describe formalmente el problema. También se analiza

la complejidad del problema y se definen dos cotas triviales para el 6ptimo del problema.

3.1. Notacion y definiciones basicas

En la coordinaciéon de rutas de robots, a cada robot le corresponde una ruta pre-
especificada, que a su vez se encuentra previamente segmentada. El nimero de robots
se denota por n, mientras que el numero de segmentos en los que se divide cada ruta i se
denota por m;, coni € {1,2,--- ,n}. Si bien el numero de segmentos en cada ruta puede
ser distinto, sin pérdida de generalidad, salvo que se indique lo contrario, se supone que
cada ruta esta dividida en m segmentos. El resto de la seccion contiene una descripcion

de la notacién usada en este trabajo.

Robots (4). Se denota A = {4;, Ay,--- , A,} como un conjunto de n robots puntuales,

es decir, los robots carecen de tamano y orientacion.

Rutas (7). Sedenotat = {7, 79, -, 7,} como un conjunto de rutas pre-especificadas;
siendo 7; la ruta correspondiente al robot A;. En el Capitulo [2 se habla de una ruta como
una secuencia de configuraciones en un espacio de coordinacion. En la coordinacion de
rutas se supone que cada ruta se ha generado previamente. Por lo tanto, independien-
temente de la geometria de la ruta, es posible definir una ruta 7; como una secuencia
de regiones por donde el robot A; debe atravesar para completar su movimiento. A cada

elemento de la secuencia se le denomina segmento de ruta.

Regiones (R). Se denota R como una clase de regiones {ry,rs, - ,r,}. Unaregion r;,

identifica el area por donde atraviesan uno o mas segmentos de ruta.
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Segmentos de ruta (0;;). Cada ruta 7; se divide en segmentos o, de modo que 7; =
{oi,00, - ,0um, }. Cada segmento o;; determina la regién a la que pertenece, es decir,
oi; € 1, 7, € R. Ninguna combinacion de robots A;, A; (i # j) podré recorrer segmentos
correspondientes o,,,0;, de manera simultdnea que residan en la misma region, i.e.,
0izy 04y € Tp, €N Caso contrario podria ocurrir una colisién. Ademas existe una restriccion
de precedencia, para todo 7, ningin segmento o;(; 1) 0 posterior se puede recorrer antes

que el segmento o;;.

Tiempo de recorrido (ir;;). Se define tiempo de recorrdio tr;; como el tiempo que le

toma a un robot A; recorrer su segmento de ruta Tij-

Diagrama de coordinacion (C D). Considere el diagrama de coordinacion C' D (O’Donnell
y Lozano-Pérez, 1989; Latombe, 1991) de A4; y A;, mostrado en la Figura [7{a), como
el producto cartesiano del conjunto de indices mas uno de las rutas 7; y 7;, es decir,
CD;; = {(z1,22) : z1 € {0,1,--- ,m;} yzo € {0,1,--- ,m;}}. A cada par (z1,z2) en un
CD;; se le denomina vértice de coordinacién, de modo que CD;; estd conformado por
(m;+1) - (m; + 1) vértices de coordinacién. Por simplicidad, ahora en adelante, entiénda-
se el término vértice como vértice de coordinacidén. Un vértice v = (x1, z2) se encuentra
en un espacio {0, 1,---,m}?, donde cada coordenada x; denota que el robot A; ha con-
cluido el recorrido del segmento o,,, de su ruta. Al vértice origen se le denomina como
vo = (0,0), y representa a los robots A; y A; que se encuentran en espera de recorrer su
primer segmento de ruta. Por otro lado, el vértice destino se denomina vy = (m;, m;), e
indica que ambos robots A; y A; han finalizado el recorrido de su ultimo segmento y por
lo tanto su ruta. Observe que los segmentos recorridos o;, representados por los vértices
con alguna coordenada z; = 0, son segmentos ficticios y por lo tanto tienen un tiempo
de recorrido tr;y = 0, dichos segmentos se usan para indicar que el robot A; esta listo
para recorrer su siguiente segmento, o sea el segmento o;;. El vecindario de un vértice
v se define como N(v) = {v' € CD;; : |z} —x;] < 1,5 € {1,--- ,n},v" # v}. Los vértices
v" € N(v) vecinos de v denotan los segmentos de ruta que se pueden recorrer a continua-
cion, siz; —x; > 0,1 € {1,--- ,n}; o denotan los segmentos de ruta que fueron recorridos

previo a los segmentos recorridos en v, si z; — 2} > 0,7 € {1,--- ,n}. La Figura 7] repre-
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(a) (b)
Figura 7: Ejemplo de un diagrama de coordinacion y de un calendario de coordinacion.

senta un diagrama de coordinacion, los cuadros sombreados representan una region de
posible colision entre los robots al recorrer segmentos de ruta que se encuentran en una
misma region o;;, 0.5 € 1,, @ # i, 7, € R. Por simplicidad, en las Figuras a) y (b), la
longitud de los lados de los cuadros se muestran iguales, sin embargo, los lados hori-
zontales de un cuadro formado por los vértices diagonales vecinos v y ¢/, representan el
tiempo de recorrido tr;,, que le toma al robot A; atravesar o, ; del mismo modo, los lados
verticales representan el tiempo de recorrido trj. que le toma al robot A; atravesar O ja-
De modo que el tiempo transcurrido al recorrer los segmentos senalados por los vértices

en diagonal v y v’ se describe como méx(triy;, tr.).

Diagrama de coordinacion n-dimensional (C'D). Considere ahora la generalizacion
de un diagrama de coordinacion, llamado diagrama de coordinacion n-dimensional. Dado
un conjunto de n robots A = {A;, A,,--- , A, }, el diagrama de coordinacién n-dimensional
CD 4 se define como el producto cartesiano del conjunto de indices mas uno de cada ruta
7i, €s decit, CDy = {(z1, 29, ,2,) | ; € {0,1,--- ,m;},i € {1,2,--- ,n}}. La Figura[g
muestra un ejemplo de dos diagramas de coordinacion de 2 y 3 dimensiones. El diagrama
de coordinaciéon n-dimensional esta conformado por []., (m; + 1) vértices. Un vértice
cualquiera v esta representado por las coordenadas v = (1,9, -+ ,x,), Mientras que
el vértice origen por vy = (0,0,---,0) y el vértice destino por vy = (my,ms,--- ,m,). La

definicion de vecindario N (v) de un vértice v permanece sin cambios.
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Figura 8: Del lado izquierdo se muestra un diagrama de coordinacion bidimensional, mientras que
del lado derecho se muestra un diagrama de coordinacidn tridimensional.

Calendario de coordinacion (s). Dado un diagrama de coordinacién, una solucion al
problema es cualquier secuencia no decreciente de vértices que una a vy y vy; a dicha
secuencia se la llama calendario de coordinacién (Figura [7[b)). El objetivo es encontrar
aquel calendario de coordinacion que describa una secuencia de recorridos que minimice
T....- Para simplificar el problema, se restringe al calendario de coordinacion para que
pase Unicamente por vértices vecinos en un diagrama, a este calendario restringido se
le denota por s. De este modo, se puede representar un calendario de coordinacién s
cualquiera como una secuencia no decreciente de k vértices vecinos entre si, es decir,
s = {v1,v2, -,k | vey1) € N(vt),xgtﬂ) —xgt) > 0,i € {1,2,---,n},t € {1,2,--- k —
1}, donde v; = v, }. De forma particular, se denota s, como un calendario de coordinacién
de k vértices vecinos entre si tal que v; = vy y v, = v. Al conjunto de todos los calendarios
de coordinacion restringidos que se pueden formar en un diagrama de coordinacion se le
llama universo de calendarios y se denota por S. Mientras que el universo de calendarios
de coordinacion tal que v, = v, para un vértice v, se denota por S,. Observe que, para
todo vértice v en un diagrama de coordinacién CD, S, C S. Mas aun, para todo vértice v

en un diagrama de coordinacion, |J,.p Sy = S.

Calendario de tiempos de inicio (7). Se define v, como el calendario de tiempos de ini-
cio correspondiente a la ruta 7;. Un calendario ~,, representa la secuencia de tiempos de
inicio para cada segmento de ruta (;) correspondiente, de modo que v, = {vi1, tiz,*** , Lim, }-
Para un robot A;, +;; indica el tiempo de inicio del segmento o;;, ¢;» indica el tiempo de

inicio del segmento o5, y asi sucesivamente. Entonces, el calendario v se puede repre-
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sentar como una matriz de tiempos de inicio ¢;;, de modo que

tir - lim

lpn1 * lnm

Por la restriccion de precedencia de segmentos, que impide que un segmento o;(;;1) se

recorra antes que el segmento o;;, se define la siguiente desigualdad

Li(j+1) > Lij +trij7 coni e {1, s ,n} YJ < {1, s ,mi}. (9)

Calendarizador (f(s)). Para calcular el tiempo de finalizacién de cada robot, se debe
transformar un calendario de coordinacién s en un calendario de tiempos de inicio ~. Para
ello, es necesario tomar ordenadamente cada vértice en s y verificar qué segmentos fue-
ron recorridos entre un vértice v, y un vértice v(,.1). Dado un calendario de coordinacion

s, se define la funcion f : S — I" como

tir - lim
fls)=vy=4 + . i o, (10)

ln1 " lnm

donde por cada vértice v; en s, por cada coordenada x,ﬁt) en v,

g ) ) (t+1)
LiglttD) = maX(Li%(t)’je{%%)f,n}uﬂy) + trjxgw)- | z;) —x; ), (11)

donde cada término de la ecuacion anterior se describe a continuacion

vy: t-€simo vértice en un calendario s,
x§t>: i-ésima coordenada del t-ésimo vértice (v;), que indica el Gltimo segmento recorrido
del robot A;,

L, v tiempo de inicio del xﬁ”-ésimo segmento de ruta 7; del robot A;.
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Recuerde que, si xgt) =0 entonces ¢, vy =0,tr. «» =0.
in Zﬁi

Tiempo de finalizacion (7;). Se define el tiempo de finalizacién T; como el tiempo que

le toma a un robot A; completar su ruta 7, dado un calendario v;, esto es,

ﬂ = Llim, + trimi' (1 2)

Tiempo maximo de finalizacion (7,,...)- Se define T,,.. como el tiempo de finalizacion

mayor de entre todos los 7;s dado un calendario de tiempos de inicio -, es decir,

Tmax(f(s)) = Tmaa:(’Y) = max T’z (13)

7‘6{1) ,?’L}

En la Figura 9] se puede ver un ejemplo de lo que representa la notacién.

|
\
\
|
|
\
|
| tr. I tr. | tr.

]
=
——

Ii2

Figura 9: Ejemplificacion grafica de algunos elementos de la notacidn. 4; es el i-ésimo robot, 7; es la
ruta del robot 4,, o,; es el j-ésimo segmento de la ruta 7;, tr;; es el tiempo de recorrido del segmento
044y Lij €S el tiempo de inicio de recorrido del segmento ¢;;.

3.2. Definicion formal del problema
En esta seccidn se define el problema general estudiado en este trabajo de tesis.

Sea A ={A;, Ay,--- , A, } un conjunto de n robots con rutas pre-especificadas y seg-

mentadas, donde 7; denota la ruta correspondiente al robot A;. Una ruta 7, se compone
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de una secuencia fija ordenado de segmentos {o;1, 042, -+ ,0im, }- S€@ 0;; UN Segmento
cualquiera, los subindices i y j indican la ruta a la que pertenece y su posicion en la ruta.
Los segmentos en una ruta se encuentran ordenados, dado que existe una restriccion
de precedencia; formalmente, un robot A; no puede iniciar el recorrido de su segmento

oij+1) sin antes haber finalizado el recorrido del segmento o;;.

Se denomina region de coordinacion R, al conjunto de regiones {ry,ro, -+ , 7, } por
donde los robots en A recorren sus rutas. Una region r,, es un identificador del area
por donde atraviesan uno o mas segmentos de ruta. Cuando dos o mas segmentos de
distintas rutas se intersectan en algun punto de una regién cualquiera r, en R, se dice
que éstas pertenecen a la misma region, es decir, o;,,0;, € r,, donde i # j. Observe
que el nimero de regiones esta acotado por el nimero total de segmentos en cada ruta,
| R |< >" ,m,;. En la Figura se muestran dos ejemplos de como se deviden las

regiones por donde pasan dos rutas segmentadas 71 y 7.

r3 r4
r1 ' r2
% e : | ; >
A2 P A
A1
(a)
r3
| | r4 rée
r1 r2
e : : : >
A2
»
A1 4
s

(b)

Figura 10: Dos ejemplos graficos de la division de un espacio en regiones por donde atraviesan
segmentos de ruta de dos robots 4; y A,.
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Por simplicidad, en este trabajo, se supone que sélo existen m regiones y cada ruta
pasa a lo sumo una vez por cada regién como se observa en la Figura[10[b). Se considera
que existe colision siempre que dos 0 mas robots se encuentren recorriendo, de manera
simultanea, segmentos de ruta que se encuentren en una misma region. Ademas, se su-
pone que, estaran libres de colision las areas de inicio y final de cada ruta asi como donde
cada robot finaliza de recorrer algun segmento. Una vez que un robot inicie el recorrido
de algun segmento de su ruta, éste no podra detenerse hasta haber completado ese seg-
mento. Por dltimo, se debe dar por hecho que existe una solucién trivial al problema, es
decir, en el peor de los casos cada robot debe poder completar su ruta si el resto de los
robots permanecen en reposo al inicio de sus respectivas rutas. Dicha solucién tendra un

tiempo maximo de finalizacion T,... = i, Y 0%, ().

Sea v € R, un calendario que senale los tiempos de inicio de cada segmento
de cada ruta. El elemento ¢;; en ~ indica el tiempo en el que el robot A; debe iniciar el
recorrido de su segmento o;;. Por la restriccidon de precedencia, se debe satisfacer la

siguiente desigualdad Vi;; € 7, tij41) = tij + trij.
La definicion formal del problema se enuncia a continuacion.

Coordinacion de rutas de robots (RPC).

Dado un conjunto A de n robots con rutas pre-especificadas 7.
Minimizar,er Thnaz(7), (14)
sujeto a

[Lz'j, Lij + tT’ij> N [[/i/j’a Lirjr + t’l"l'/j/) = () cuando Tij, Oitjr € Tp, (15)

Viaile {1a2> ,n},i#i’,Vj,j’ € {1727 >m}77np€R'
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3.3. Complejidad: equivalencia de Job Shop Scheduling - Coordinacion de rutas

de robots

En la coordinacion de rutas de robots (RPC), las rutas de cada robot se encuentran
pre-especificadas, al igual que la velocidad a la que cada robot recorre su ruta (v,az)-
Si se supone que existe aceleracion infinita, es decir, que cada robot pueda alcanzar
vmae O detenerse de forma inmediata, el problema RPC puede verse como un problema
de calendarizacién. Si se considera cada ruta como una tarea y cada regiéon como una
maquina, la coordinacién de rutas de robots es equivalente al problema conocido como
Job Shop Scheduling (JSP) (O’Donnell y Lozano-Pérez, 1989; Peng y Akella, 2005).

Teorema 3.1 Resolver el problema de la Coordinacion de Rutas de Robots (RPC') es al

menos tan dificil como el problema conocido como el Job Shop Scheduling (JSP).

Demostracion

Primero se define la versidon de decisién del RPC. Considere un caso cualquiera de
RPC, un conjunto A = {4, Ay,--- , A,} de n robots. Cada robot A; en A, con una ruta
pre-especificada 7; dividida en m segmentos, de modo que 7; = {o;1,0:2, -+ ,0:m }. A Ccada
segmento o;;, en cada ruta, le corresponde un tiempo de recorrido ¢r;; que indica el tiempo
qgue le toma a un robot A; recorrer dicho segmento. Se desea encontrar un calendario ~
que indique el tiempo de inicio de recorrido de cada segmento de ruta para cada robot en
A, tal que las restricciones descritas por las Ecuaciones 9]y [15|sean satisfechas. Entonces
el problema RPC de decision (RPCp) se puede enunciar como, ¢tiene A un calendario

de tiempos de inicio v tal que el tiempo maximo de finalizacién (7,,..) €s a lo mas T'?.

1. RPCp € NP. En dado caso, es necesario verificar si T,,,,.(7) < T. Dado que

Tmaac (7) = mMAax ,I;v (1 6)

i€{1,2,-,n}

donde
7_;' == [’im + trimy (1 7)
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se puede verificar en tiempo polinomial con respecto al numero de robots n que
dicho certificado es correcto ya que lo Unico que se requiere hacer es verificar que
se cuenta con un calendario valido (restricciones satisfechas; O(nm)) y calcular T;
para los n robots (O(n)), tomar el maximo de éstos y compararlo con 7' (O(n)). Por

lo tanto se puede decir que RPCp € NP.

. JSPp € NP-completo. El problema conocido como Job Shop Scheduling en su

version de decision (JSPp) es NP-completo (Garey et al., 1976).

. JSPp <, RPCp. Considere un caso cualquiera de JSPp, un conjunto de n ta-
reas {ji,jo, - ,jnr ¥y Un conjunto M = {uy, iy, -, 1, de m maquinas. Cada
tarea j;,, i € {1,2,--- ,n}, se compone por una secuencia fija de m operaciones
Ji = {0, 00, - - - , 0 }. Una operacion cualquiera o;; requiere que se procese por una
maquina en especifico del conjunto {, i1o, - - - , i1,,, }- El tiempo de procesamiento de
la operacion o;; se denota como p;; y es dependiente de la tarea y de la maquina
que lo procesa. Por ejemplo, los tiempos de procesamiento de dos operaciones dis-
tintas que se procesan en una misma maquina pueden ser, arbitrariamente, iguales
o distintos. Una maquina p,, cualquiera, de M, s6lo puede procesar una operacion
a la vez, de modo que si p, se encuentra procesando alguna operacion o;; y se re-
quiere procesar otra operacion distinta o,, en ., ésta debera aguardar hasta que .,
haya concluido el procesamiento de o;;. Ademas, para toda tarea j;, ninguna opera-
cion o;;41) debera procesarse antes de la finalizacion la operacion o;;. Finalmente,
se debe considerar que una maquina no puede interrumpir el procesamiento una
operacion hasta haber concluido. Sea C; el tiempo de finalizacion de la tarea j;, el
tiempo de finalizacion maximo se define como C,,,; = max;c(12,.. n3 (C;). El objetivo
es minimizar el maximo tiempo de finalizacién C,,.., también conocido como ma-

kespan. Entonces, se puede mostrar que un caso de RPCp se puede construir en
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tiempo polinomial a partir de un caso de JSPp con

Ti = Jis
Oij = Oij,
trij = Pij,

R=M,

Tmax = Cmax-

Se requiere verificar entonces que un calendario v existe para JS Pp tal que C,,q.(7) <
C, siy s6lo si T,,...(y) < T,donde T = C. A continuacion se presentan los dos ca-

SOS:

Caso si de JSPp. Suponga un caso cualquiera de JSPp donde se conoce un
calendario v tal que C,...(7) < C. Asociando cada tarea, cada operacion, cada
tiempo de procesamiento y cada maquina del caso del JSPp a cada ruta, cada
segmento, cada tiempo de recorrido y cada regidén, uno a uno respectivamente,
como se muestra en el parrafo anterior. Ademas, al igual que su término asociado
en JSPp, ningun par de segmentos de ruta que pertenecen a una misma region se
pueden recorrer de manera simultanea, y ningun (j + 1)-ésimo segmento de ruta se
puede recorrer antes que cualquier j-ésimo segmento en esa misma ruta. Entonces,
es posible utilizar este mismo calendario v para determinar directamente el tiempo

de inicio de los recorridos de cada segmento en RPCp, de modo que T, () < C.

Caso side RPCp. De manera similar, al caso anterior, si se supone un caso cual-
quiera de RPCp donde se conoce un calendario v tal que T,,..(y) < T, entonces
haciendo dicha misma asociacién de términos, C,...(7) < T. En caso contrario,
Tnaz(y) > T.

Por lo tanto
JSPp <, RPCp.
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Por lo tanto encontrar aquella coordinacion de rutas de robots con 7,,,, menor o igual
a un dado 7', aun cuando las trayectorias se hayan especificado, es NP-completo y su

version de optimizacion es NP-dificil.
3.4. Espacio de soluciones

De manera general, sea A un conjunto de n robots A = {A;, A,,--- , A, }, con rutas de

m segmentos cada una, y su diagrama de coordinacion n-dimensional correspondiente.

Proposicion 3.1 E/ universo de calendarios de coordinacion S,, que se pueden generar
esta acotado por

| Sy, <2

\ v A

L &
— >
(a) (b)

Figura 11: Ejemplo de un diagrama de coordinacion. (a) 2-cubo. (b) 3-cubo.

Demostracion

Considere un vértice cualquiera v de un diagrama de coordinacion n-dimensional.
Observe que v tiene un nimero méaximo de vértices vecinos: tiene (7) que indican el
avance de un robot, () que indican el avance de dos robots de manera simultanea, (")
que indican el avance de i robots simultaneamente, y asi hasta (Z) vértices que indican

el avance de los n robots en paralelo (ver Figuras [{1fa) y (b)). De modo que el niUmero



34

de vecinos de v en un diagrama de coordinacion n-dimensional se encuentra acotado por

W(u)\ < >, (7). Dicha expresion es parecida a la identidad binomial, explicitamente,

(1+2)" = i (TZ) .

=0

De aqui que, con = =1,

entonces

Dado que en un diagrama de coordinacion n-dimensional existen a lo mas m™ seg-

mentos de ruta, entonces,

Finalmente, observe que

(2:1: (721))’" — (2" — ™" < g

por lo tanto, el universo de calendarios de coordinacién esta acotado por,

| Sy, <27

3.5. Cotas para el 6ptimo

En esta seccidn se describen dos cotas triviales de T,,;, una superior y otra inferior.

La cota inferior de 7,,; en RPC' se define a continuacion.
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max tri: | <T,.. 18
i (Z > ’ (18)

Demostracion

Por definicion T; = v, + trim,, y dado que existe una restriccion de precedencia
Li(jJFl) Z bij _I—trij’ coni € {17 e 7”} y] € {L e 7mi}-

Entonces,

Por lo tanto, dada una calendarizacion 6ptima, el tiempo de finalizacién éptimo debe cum-

plir con la siguiente desigualdad,

m;—1
TO = ma E = ma im: +t i Z ma t Z+t ims |-
Pt ie{l,---}fn}( ) ie{l,---}fn}(L ! " 1) ie{l,---}fn} (321 "ij " 1)

Por lo tanto,

A tri;i | <T,,.
it} (Z TJ) -
Jj=1
La cota superior de T,,: en RPC se define a continuacion
Top < tri; <n- 3 tri; |- 19
pt_;; ry Sne mix (; m) (19)

Demostracion

Dado que existe una solucién trivial, es decir, cada ruta se puede recorrer de manera

secuencial y sin riesgo de colision. Entonces, en el peor de los casos, cuando ninguna
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ruta, ni segmento de rutas, se pueda recorrer en paralelo con otra, entonces,

n o m;
Ton =323 17
i=1 j=1
Obseve que T,,; no debe ser mayor, en caso contrario éste no seria el 6ptimo. Por lo tanto,

en todo caso,

Topt S Z i trij-

i=1 j=1

Por otro lado, teniendo n rutas, una cota mas holgada es la siguiente,

n  m; m;
Z Z tTij S n- We{ﬁé.}in} Z trij

i=1 j=1 j=1

Por lo tanto,

n m; my
Topt < Z Z trij <n- Wef{fi%).(’n} Zl tT’ij
]:

i=1 j=1

En este capitulo se hizo una descripcion de la notacién y las definiciones basicas de
la coordinacion de rutas y una definicion formal del problema RPC'. También se hizo un
analisis de complejidad del RPC' y se definieron dos cotas triviales para el 6ptimo del
mismo. En el siguiente capitulo se describe una técnica propuesta para hacer frente al

problema de la coordinacién de rutas con trayectorias pre-especificadas.
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Capitulo 4. Técnica de agrupamiento de robots

En el capitulo anterior, en el contexto de la coordinacion de rutas de robots, se enun-
cian algunas definiciones basicas y se define formalmente el problema. En este capitulo

se propone una técnica de agrupamiento de robots para afrontar el problema.

En las secciones subsecuentes de este capitulo se propone una técnica de agrupa-
miento de robots, se decriben tres algoritmos usando esta técnica de agrupamiento y se
analiza su aplicacién para el RPC. El analisis preliminar de los algoritmos incluye tanto el

tiempo de ejecucion como las limitaciones de los mismos.

4.1. Propuesta

Considerando el espacio y el tiempo que implica construir y encontrar una solucion en
un diagrama de coordinacién n-dimensional, en este documento se propone una técnica
de agrupamiento de robots. Esta técnica, iterativamente, divide un conjunto de robots
en subconjuntos de tamano constante y coordina los subconjuntos de robots de manera
independiente unos de otros. A continuacion se describe la técnica de agrupamiento a

grandes rasgos.

Técnica de agrupamiento de robots. Sea A un conjunto de n robots y £ un ndmero
entero positivo. Se divide el conjunto A en n/k subconjuntos disjuntos de k robots, donde
cada uno de los robots en A esta contenido en alguno de los n/k subconjuntos. Note que
la unién de todos los subconjuntos debe ser igual al conjunto original de robots A. Por
cada subconjunto de robots, se construye su diagrama de coordinacion k-dimensional y
se calcula el calendario de coordinacion s que minimiza el tiempo maximo de finaliza-
cién entre los k robots del subconjunto. Posteriormente, se considera cada subconjunto
de robots junto con su respectivo calendario de coordinaciéon como un robot compuesto
coordinado. De este modo se cuenta con un conjunto A’ de n/k robots compuestos coor-
dinados. Finalmente, se reemplaza A por A’ y se repite el procedimiento a menos que
|A'| = 1.
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4.1.1. Robot compuesto

Un robot compuesto C' se contruye a partir del par (A, s), donde A es un conjunto
de n robots y s el calendario de coordinacion de los segmentos que componen las ru-
tas de cada robot en A. Por definicion, un calendario de coordinacion s describe una
secuencia de vértices en un diagrama de coordinacion, los cuales a su vez describen
el desplazamiento de los robots sobre sus segmentos de ruta correspondientes, sin que
ocurra colision entre ellos. De este modo, un robot compuesto C' se considera coordina-
do, y por lo tanto, éste no colisiona consigo mismo. Dado que un solo robot simple A;
no puede colisionar consigo mismo, éste se puede considerar como un robot compuesto
si s = {vg,v2,--- , v}, cON C = ({4;},s), donde cada vértice v; en s representa el re-
corrido secuencial de cada segmento de ruta 7;. Observe ademas que el calendario de
coordinacion s de un diagrama de coordinacion unidimensional C'D 4, con |A| = 1, implica

forzosamente que {v; | v; € s} = CDa.

La ruta compuesta C't de un robot compuesto se compone de una secuencia de tu-
plas de longitud variable. Cada n-tupla recibe el nombre de segmento compuesto Co.
Cada elemento en Co regresa el segmento de ruta o,, que un robot simple A; en A de-
be recorrer simultdneamente con cada segmento indicado por los demas elementos en
Co. Ademas, cada segmento en Co corresponde a un robot distinto, es decir, un Co no
contiene mas de un segmento a recorrer del mismo robot. Se puede representar grafica-

mente una ruta compuesta C'7 como un arbol de segmentos (Co y o) enraizados en Ct

(ver Figura[12).

El tiempo de recorrido compuesto C'tr de un segmento compuesto C'o (n-tupla) es
igual al maximo tiempo de recorrido entre los segmentos en C'o, es decir, Ctr = max{tr;; |

Oij S CO’}

Ejemplo 1. Sea C un robot compuesto asociado a un conjunto A de dos robots A; y A,
con un calendario de coordinacion s. Las rutas de cada robot en A son de longitud m = 4
yson: 7, = {01 €71,012 €73,013 € T2,014 € T4} Y To = {091 € 13,022 € 13,093 € 14,024 €

r1 }. Dado un calendario de coordinacion s = {(0,0),(1,1),(2,1),(3,2),(3,3),(4,4)}. En-
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Figura 12: Representacion grafica de una ruta compuesta Cr que se forma a partir de dos
rutas 71 = {011,012,013,014} ¥ T2 = {021,022,023,024} Y un calendario de coordinacion s =
{(0,0),(1,1),(2,1),(3,2),(3,3), (4,4)} (Ejemplo 1).

tonces, una ruta compuesta de C seria Ct = {(011,091), (012), (013, 092), (023), (014, 024) },
como se muestra en la Figura , donde el segmento compuesto Co; = (011, 091),

Cos = (012) Yy asi sucesivamente, un segmento compuesto por cada dupla en s.

En las secciones subsecuentes de este capitulo se describen tres algoritmos que

implementan la técnica de agrupamiento.

4.2. Algoritmo GANTT (Grouping Algorithm for Numerous Traversal Tasks)

En esta seccion el autor de este documento describe un algoritmo para el problema
del RPC basado en la técnica de agrupamiento de robots. El algoritmo recibe como en-
trada un conjunto A de n robots y un entero k. Cada robot A; en A tiene asignada una
ruta 7;, y ésta a su vez esta previamente segmentada en m segmentos de ruta. Cada
segmento o;; de cada ruta 7, tiene asignado un tiempo de recorrido tr;;, el cual denota
el tiempo que le toma al robot A; recorrer la regidén especificada por el segmento de ruta
;. El algoritmo regresa como salida un calendario de coordinacién s. Este especifica el
orden (secuencial o paralelo) en el que los segmentos de cada ruta se deben recorrer
de modo que minimicen el tiempo maximo de finalizacién T,,.., sin que exista colision
entre cualesquier par de robots (Ecuacion [9) y respetando la restriccion de precedencia

de cada ruta (Ecuacion [15).

El Algoritmo [1|muestra el pseudocédigo de la propuesta. A continuacion se describen

los detalles de los procedimientos principales del mismo.
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Algoritmo 1 GANTT (A, k)

: si |A| = 1 entonces
regresar s asociado al unico robot (compuesto) en A
si no
A+
G <+ AGRUPAR(A,k)
para g; € GG hacer
CD,, < CONSTRUIR-DIAGRAMA-COORDINACION(g;,k)
s(g;) < CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION(C' D)
A, <~ COMPONER(g;,5(9:))
10: A — A U{A}
11:  fin para
12:  regresar GANTT(A' k)
13: fin si

N R Od 2

©

4.2.1. Procedimiento AGRUPAR()

El procedimiento AGRUPAR() recibe como entrada el conjunto A de robots (compues-
tos) y el entero k. La salida es un conjunto G de | A|/k grupos de k robots (compuestos)
cada uno. La agrupacién se hace de la siguiente manera: se agrupan los primeros & ro-
bots en A, posteriormente los siguientes k, y asi sucesivamente hasta agrupar los ultimos

r robots, donde r es el residuo de la division |A|/k.

Ejemplo 2. Sise tiene un conjunto A de 10 robots y se requiere agruparlos en grupos de
tamarno 2. El procedimiento genera un conjunto G de [10/2] = 5 grupos de 2 robots cada
uno. De modo que el conjunto de agrupaciones G en la primer iteracion del algoritmo
es G = {(A1, As), (A3, Ay), (A5, Ag), (A7, Ag), (A9, A10)}- Enla Figura se puede ver un
ejemplo de las agrupaciones en cada iteracion del algoritmo con n = 10y k = 2. En esta

figura, en la primer iteracion (columna), g1 = (41, Az), g2 = (A3, Ay), -+, g5 = (Ag, A1o)-

Ejemplo 3. Si se tiene un conjunto A de 10 robots y se requiere agruparlos en grupos
de tamano 3. El procedimiento genera un conjunto G de [10/3] = 4 grupos de robots,
tres grupos de 3 robots y uno de 1. De modo que el conjunto de agrupaciones G en la
primer iteracion del algoritmo es G = {(A1, A, A3), (A4, As, Ag), (A7, As, Ag), (A10)}. Enla
Figura 14| se puede ver un ejemplo de las agrupaciones en cada iteracion del algoritmo

conn=10y k = 3.
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_
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Figura 13: Ejemplo de las agrupaciones en cada iteracion del algoritmo con n = 10 y £ = 2 (Ejemplo
2).
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Figura 14: Ejemplo de las agrupaciones en cada iteracion del algoritmo con n = 10 y £ = 3 (Ejemplo
3).

4.2.2. Procedimiento CONSTRUIR-DIAGRAMA-COORDINACION()

El procedimiento CONSTRUIR-DIAGRAMA-COORDINACION() recibe como entrada un
grupo de robots ¢ y un entero k. La salida es un diagrama de coordinacion k-dimensional
de los k robots en ¢. Para construir un diagrama de coordinacion existen dos casos posi-

bles:

e Caso 1. El grupo g de GG esta conformado por robots simples. En este caso, el dia-

grama de coordinacién se construye como se muestra en la Seccion [3.1] (Diagrama
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de coordinacién y Diagrama de coordinacién n-dimensional).

Ejemplo 4, Caso 1. Sea g un agrupamiento de dos robots A; y Ay, conrutas 7, =
{on €ri,012 €73,013 € 19,014 €74} Y Ty = {021 € 72,092 € 13,023 € 74,024 € 71},
respectivamente. El diagrama de coordinacion correspondiente se muestra en la

Figura[15]

g
T

g

a

c)-11 0-12 0-13 0-14

Figura 15: Diagrama de coordinacion de dos robots A; y A, (Ejemplo 4, Caso 1).

e Caso 2. El grupo ¢ de G esta conformado por robots compuestos. En este caso, el
diagrama de coordinacién se construye de manera similar al Caso 1. La diferencia
consiste en que cada coordenada z; de cada vértice v en C'D, denota que el robot
compuesto C; ha terminado de recorrer su segmento compuesto Co;,,. Observe
que Co;,, a su vez estad compuesto de uno o mas segmentos de una composicion
previa, como se observa en la Figura [12, con la diferencia de que los segmentos
compuestos pueden indicar el recorrido de mas de un segmento de distintos robots
simples. Potencialmente mas de una region se encuentra ocupada por un robot
compuesto durante el recorrido de sus segmentos compuestos. Dicho de otro modo,
un segmento compuesto puede pertenecer a multiples regiones. Esto supone que
para un par de robots compuestos puede existir riesgo de colisidn en mas de una

region a la vez durante el recorrido de sus segmentos correspondientes.

Ejemplo 5,Caso 2. Sea g un agrupamiento de dos robots compuestos C; construi-

do a partirde ({A1, A}, s1) y C, construido a partir de ({ As, A4}, s2), conrutas Cry =
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{(011,021),(012),(013,022),(023),(0147024)} y CTQ = {(031,041)7(0327042),(033,043),

(034,044)}, respectivamente, donde

011,024,034,041 € 71,
013,021,032,043 € T3,
012,022,031, 042 € T3,

014,023,033,044 € T4.

El diagrama de coordinacion correspondiente se muestra en la Figura [16]

(cau GM) ..

(033’ 0-43)

(032, 042) .

Cr

(031’ 0-41)

(O-H’ 0-21) (012) (0-137 022) (023) (UM’ 0-24)

Cr

1

Figura 16: Diagrama de coordinacion de dos robots compuestos C; y C, (Ejemplo 5, Caso 2).

4.2.3. Procedimiento CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION()

El procedimiento CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION() recibe como entrada un
conjunto de calendarios de coordinacion C'D, correspondiente a un grupo g de robots
(compuestos). La salida es un calendario de coordinacién s que describe una secuen-
cia de vértices en CD,. El calendario de coordinacion s se calcula de manera recursiva
bajo un enfoque conocido como top-down. Sea s, un calendario de coordinacién parcial

cualquiera, la funcion de recurrencia se describe de la siguiente manera:

arg minsltu{v}\ueﬁ(v) Tmax(f(su J {U}))’

{vo}, if v =wy.

(20)

Sy =
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Donde cada componente de la Ecuacién [20| se describe a continuacion:

s, calendario de coordinacién parcial cuyo ultimo elemento es el vértice v,

W(v): conjunto de vértices vecinos previos del vértice v, donde toda coordenada z; de
u € W(v) es menor o igual que la coordenada z; de v,

T,.q2: tiempo maximo de finalizacién de recorrido (total o parcial) entre todos los robots,
f(s): funcion (calendarizador) que transforma un calendario de coordinacion s en un ca-
lendario de tiempos de inicio v,

vo: Vértice origen del calendario de coordinacion, cada una de las componentes se des-

cribe a detalle en el Capitulo 3

El enfoque top-down se caracteriza por el uso de una técnica conocida como me-
moization (Cormen et al., 2001), la cual guarda en un memo una copia de una solucién

resultante de una recursion previamente calculada.

De modo que, dado un diagrama de coordinacién cualquiera C'D 4, el calendario que
describe el recorrido de cada robot en A hasta concluir su ruta Sy, S€ calcula mediante la
Ecuacion 201

Un calendario de coordinacion s, cualquiera se calcula a lo mas una vez, realizando
O(2*%) comparaciones, y se deben calcular O(m*) calendarios. Por lo tanto, se requiere de

O((2m)*) pasos computacionales para calcular s,, .

4.2.4. Procedimiento COMPONER()

El procedimiento COMPONER() recibe como entrada un grupo de robots ¢ y un calen-
dario de coordinacion s(g) correspondiente que describe los movimientos de cada robot
en g sin que ocurra colision entre ellos. La salida es un robot compuesto C' con su ru-
ta C, y su tiempo de recorrido compuesto C,,, respectivos (ver Seccioén [4.1.7). La ruta
compuesta se construye de la siguiente manera:

1: C. < 0 \\Inicializa la ruta compuesta
2: parat € {1,2,--- ,|s| — 1} hacer \\Por cada elemento en el calendario de coordi-

nacion (total o parcial) s
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3 Cp  {omn €74 | 2 W =1 vi e {1,2,--+,|wl}}  \\Crea un nuevo
segmento compuesto que contenga cada segmento simple que haya sido recorrido
entre los vértices v, y vy de s, indicado por la diferencia entre sus coordenadas

4. C,«+ C.UC, \\Concatena el segmento compuesto a la ruta compuesta

5. fin para

Eltiempo de recorrido compuesto se construye de la siguiente manera:

1: Cy < 0 \\Inicializa la lista de tiempo compuesto
2. parat € {1,2,--- |C.|} hacer \\Por cada segmento compuesto de la ruta com-
puesta generada

3 Cy, < max(try : 05 € Cy,) \\Guarda el maximo tiempo de recorrido de los
segmentos simples que conforman el t-ésimo segmento compuesto de la ruta com-
puesta generada

4.  C, « CyUCy, \\Anade el valor de tiempo compuesto a la lista de tiempos
compuestos

5. fin para
4.2.5. Analisis del tiempo de ejecucion del Algoritmo 1

El costo computacional por linea del algoritmo propuesto se muestra en la Tabla [f]

Dado que el algoritmo se manda a llamar a si mismo, se obtiene la recurrencia:

6(1), sin=1,

T(n/k)+ O(%(2m’)*). en otro caso

Donde

T'(n): tiempo de ejecucion para una entrada de tamarno n,
n: numero de robots,
m’: nimero maximo de segmentos,

k: constante de agrupamiento (k = O(1)).

Observe que en el costo computacional de la Ecuacion [21] esté incluido un término m/,

este término denota el nimero maximo de segmentos de ruta con los que el algoritmo
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Tabla 1: Costo computacional por linea del algoritmo GANTT.

Linea Costo
1-4 0(1)

©oo~No® O,
O

10 - 11

propuesto trabaja. Si bien, se dijo que m es el nimero de segmentos en los que se divide
una ruta y que se supone que cada ruta tiene el mismo numero de segmentos. Al hacer
un robot compuesto C' de k robots, la longitud de su ruta compuesta C'7 sera mayor o
igual a m y menor o igual a km. En la Figura [16] se muestra como la ruta compuesta C'ry
tiene una longitud mayor a m = 4 segmentos de las rutas originales. Observe entonces
que en cada etapa recursiva i € {1,2,--- ,log,(n)} del algoritmo, el nUmero de segmentos

esta acotado superiormente por m; = km/_,, m; = m. Por lo tanto

m' = O(k"e™m) = O(nm). (22)

Proposicion 4.1 E/ algoritmo GANTT tiene un costo computacional de
O(7= (2nm)*+V log, (n)) pasos.
Demostracion

Sea k la constante de agrupamiento, suponga la siguiente cota para la Ecuacién |21

T(n) = O (2nm) V) log ().

Por lo tanto, para alguna constante ¢ > 0,

c
T(n) < %(Qnm)(kﬂ) log,.(n).
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Probando la cota propuesta para un valor de £ = n, m’ = nm (Ecuacion y dos

constantes ¢y d, donde ¢ > d > 1. Sustituyendo esto en la Ecuacion [21], se tiene que

T(k) =T(k/k) + O(%(%m)k)
=0(1) + d%

= 0(1) + d(2km)*

(2km)*

1
= 0(1) + d——(2km) D
(1) + 2,{‘,m( m)

d 1 1
= 5%(2k;m)(l‘+l) log, (k) < C%(ka)(kﬂ) logy, (k).

Suponiendo que T'(n/k) < % (22m)* ) log, (n/k) es correcto. Sustituyendo esta Ulti-

ma desigualdad y m’ por nm (Ecuacion [22) en la recurrencia (Ecuacién [21) se tiene que

n
T(n) < km<2km) kD 10g, (n/k) + E(Qnm)k
c ,.n c ,.n
= %(QEm) (k+1) logk( ) %(2?") (k+1) logk(k) +d (2nm)k
c ,.n c ,.n n
= %(QEW) (1 logy, (n) — %(QEm)(kH) + dE(Qnm)k
1 ¢ d n c ,.n
— — (9 (k+1) 1 ~(2 (k+1) — (2= (k+1)
RO o (21m) 1 o () 5 (2nm) eyl
1 ¢ k+1 d c kil 1 ¢ 1
- k(k+1)%(2nm>( " logy(n) + 2_0%( nm) WY — A=Y km(2nm)( +1)

c 1 d !
- %9 (k+1)1 - )
km( nm) ogy,(n) G 2clogy(n) kD log,(n)

Observe que, en la dltima igualdad de la ecuacién anterior, los términos del polinomio

1 d _ _ _
(W+l> T SeTon ) k<k+1>1og n)> toman los valores WH) =1, M)gk( =0Y 751 logk(n) =0,

cuando k£ = 1, y estan acotados por W < 0.5, m <05y W < 0.5, cuando

) de dicho polinomio no toma

. . . J
valores negativos, el polinomio queda acotado por (,Mm + SeTog ) k<’“+1>1ogk(n)> < 1.

k > 1y c > d. Dado que el tercer término (W

Entonces, se tiene que:

1 d 1
9 (k+1) ] -
(2nm) og(n) L(E+1) T 2clog,(n) kD log,(n)
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Por lo tanto, se tiene que T'(n) = O(& (2nm)*+Y log, (n)).

1
km
[ |

Considerando que k& = O(1), entonces el costo computacional del algoritmo GANTT es
polinomial en el nimero de robots (n). Por ejemplo, para k = 2, T'(n) = O(5= (2nm)?®log,(n))
= O(n(2nm)?log,(n)).

4.2.6. Discusion

El algoritmo tiene dos limitantes principales, la primera tiene que ver con la holgura de
las soluciones generadas; la segunda con el orden de una agrupacioén y el calendario que

genera.

Debido a que se restringe al calendario de coordinacién a generar soluciones que
conectan Unicamente vértices vecinos del diagrama de coordinacién, se estan perdiendo
soluciones validas que no cumplen con dicha restriccidn impuesta y entre ellas se pudiera
encontrar 7,,;. En la Figura [17/se muestra un ejemplo de un diagrama de coordinacién y
dos calendarios de coordinacion con tiempo de finalizacién distintos. El diagrama corres-
ponde a dos robots A; y A; donde 71 = {011, 012,013}, T2 = {091,092, 003} Y tr1 = {1, 3,2},
tro = {3,2,2}. El calendario de coordinacion que es obligado a pasar por vértices veci-
nos tiene un tiempo de finalizacion T7,,,., = 8 (linea continua azul), mientras que el otro
calendario que uniera de manera directa v, con vy, tiene un tiempo de terminacion opti-
mo T,... = 6 (linea discontinua verde). En la Figura [18| se muestra el diagrama de Gantt

correspondiente a ambos calendarios mostrados en la Figura[17]

Por otro lado, el calendario de coordinacién resultante es dependiente del orden de
los robots en la agrupacion. Dicho de otro modo, sea A = {4, Ay, A3}y A’ = { Ay, Ay, A3}
un par de conjuntos ordenados de 3 robots, los calendarios de coordinacion s,,ccp, Y
Su/.€CD pudieran ser distintos incluso aunque T',.q.(f(s0,)) = Tmax(f(sv})). Esto se debe
a que en cada iteracion de la Ecuacion 20| puede existir mas de un vértice vecino previo
u € W(v) tal que T)a: (f(su U{v})) = Thaa(f(8y)), para cualquier calendario s,. Suponien-
do que se elige el primer vértice u que satisfaga la igualdad bajo algun criterio arbitrario,

entonces el calendario final s, estara determinado por el orden de A.
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tr,=1 tr=3 tr. =

13

tr,,=2

tr,=

tr,.=3

Figura 17: Ejemplo de un diagrama de coordinacion de A; y A; con 71 = {011,012,013}, T2 =
{o21,022,093} Y tr1 = {1, 3,2}, tro = {3,2,2}; y dos calendarios de coordinacion distintos.

region 3
region 2

region 1

Figura 18: Diagramas de Gantt de los calendario de coordinacion de la Figura

4.3. Algoritmo GANTT-T

Para lidiar con la holgura de las soluciones generadas por el algoritmo GANTT, como
se menciona en la subseccion anterior, se implementa un adelgazador. La idea del algo-
ritmo GANTT-T sigue siendo la misma que en el algoritmo GANTT, iterativamente dividir

la coordinacién de los n robots en grupos de tamano k.
La modificacion propuesta se describe en el pseudocddigo del Algoritmo

4.3.1. Adelgazador

Como se menciona en la Seccidn [4.2.6, uno de los inconvenientes del algoritmo
GANTT, a modo de mantener la restricciéon de precedencia, los robots no deberan ini-

ciar el recorrido de los segmentos indicados en el vértice v, 1) hasta que haya finalizado
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Algoritmo 2 GANTT-T(A k)

: si |A| = 1 entonces
regresar s asociado al unico robot (compuesto) en A
si no
A+
G <+ AGRUPAR(A,k)
para g; € GG hacer
CD,, < CONSTRUIR-DIAGRAMA-COORDINACION(g;,k)
s(g;) <~ CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION-ADELGAZADO(CD,,)
A, <~ COMPONER(g;,5(9:))
10: A — A U{A}
11:  fin para
12:  regresar GANTT —T(A' k)
13: fin si

N R Od 2

©

cada recorrido de los segmentos indicados en el vértice v;. De este modo, si se tiene un
calendario s cuyos veértices v; y vy indican el recorrido simultaneo de dos segmentos
0 Y T 10> donde trmgt) >> trjxlg_t), seguido por el recorrido del segmento 0 1) respec-
tivamente. Entonces el recorrido del segmento T D debera aguardar al menos hasta
que o, sea recorrido por completo para poder iniciar con su recorrido correspondiente.
El adelgazador permite que el robot A; pueda iniciar el recorrido del segmento T 1) sin
gue exista colision, tan pronto como la regidn a recorrer esté libre y se haya completado
el recorrido del segmento previo. Un ejemplo de esto se puede ver con los segmentos
011,012,091 Y 092 de las Figuras [17]y [18} se puede observar que en la Figura [17] el ca-
lendario de coordinacién marcado con la linea continua de color azul indica el recorrido
simultaneo de los segmentos o1 y 021 seguido por el recorrido el recorrido simultaneo del
segmento o1, Y 020, €stos dos Ultimos segmentos deben esperar la finalizacidon del recorri-
do de los dos segmentos anteriores para poder iniciar, como se ve en la Figura[18|a). Sin
embargo, en la Figura [18|b) se observa que a diferencia del segmento o4, el segmento
012 NO requiere esperar a que ambos segmentos anteriores finalicen para poder iniciar su

recorrido y al mismo tiempo garantizar que no exista una colision.

Para ello es necesario redefinir la funcion f (calendarizador) con la que se calcula el
calendario y (Seccion(3.1). Sea 7;(0) = (z, y) el par de indices (z, y) del j-ésimo segmento
o, que atraveso la regién r tal que o € r. La funcién adelgazada f* : S — I' se define

como
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tir = lim
ff)=y=< 1+ .t 3, (23)

ln1 " lnm

donde por cada vértice v; en s, por cada coordenada xz(t) en vy,
. () (t+1)
maX <L7Tj(0—ix(.t+1))+tr7rj(o—ix(t+1))). | ‘rz _xl D?

t+1
T |>’je{1,2,.--,t}
(24)

i

— 4 (t)
Lix§t+1) = maX(Lixgt)+(tTix§t)~ | T, —T

Ejemplo 6. Sea A = {4, Ay, A3} un conjunto de 3 robots, conrutas 71 = {01 € r3,012 €
ro}, To = {091 € 11,00 € 13}, T3 = {031 € 11,032 € 12}, respectivamente. Los tiempos de
recorrido de cada segmento son try; = 2,trig = 1,try = 2,tres = 4,trg; = 2,trzy = 1.
En la Figura [T9(a) se muestra el diagrama de coordinacién correspondiente, por sim-
plicidad la longitud de cada lado que conforma un cuadro se muestra igual. Sea s,, =
{(0,0,0),(0,1,0),(0,1,1),(1,1,1),(2,1,1),(2,2,1),(2,2,2)} un calendario de coordinacién

sobre el diagrama de coordinacién del conjunto A mostrado en la Figura [19|b).

Oy Oz
Aa A3

SFY O3,

0-22 022

o) c
21 21
o’ﬂ 012 Az 011 012 A2
A A

Figura 19: (a) Representacion grafica del diagrama y (b) calendario de coordinacion del Ejemplo 6.

El calendario de tiempos de inicio v, para este ejemplo, se construye de la siguiente

manera.

m t=0,v=(0,0,0), vo41) = (0,1,0)



oizl,xgl):O

o 119 = 0, no se incluye en ~

. 1 ‘
o | =2, xé ) _ 1, maxj(Lﬂj(Um) + trﬂj(om)) =0

O 91 = méX(0+ (O |O— ].|),0) =0

o i=32"=0

o 1390 = 0, no se incluye en ~

y=<¢ 0 - p,verFigural20(a).

m t=1,0 = (0,1,0), vasy = (0,1,1)

oizl,x§2)=0

o 119 = 0, no se incluye en ~

. 2 ,
o =2 xé ) =1, MAX; (Lr(001) T T (021)) = 2

6 1oy = méx(0+ (0-[0—0]),2-]0—0) =0

) 2 ,
° =23, xé) =1, man(Lﬁj(gm) + trﬂ']’(USI)) =2

o 133 =max(0+ (0-]0—-1{),2-]0 - 1]) =2

v=< 0 - p,verFigural20(b).

m =205 = (0,1,1), g1y = (1,1,1)

) 3 ,
e 1 =1, :L’g ) — 1, man(LWj(UH) + t?”ﬂj(an)) =2

. 3 ,
o =2, xé ) — 1, maxj(Lﬂj(am) + trﬂj(azl)) =4
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. 3 ,
o | =3, xg) =1, maxj(bﬂj(am) + trﬂj(am)) =4

v=1< 0 - p,verFigural20(c).

m{=3, V3 = (1, 1, 1), V(3+1) = (2, 1, 1)
=1, 2 = 2. méx, +t -0
1 » Ty y MaX; (l’ﬂ'j(UIZ) Tﬂj(mz))

. 4 ’
o =2, wg =1, MEX; (Lr (091) + T (001)) = 4

o 1y =méx(0+ (2-]0—0]),4-]0—0]) =0

. 4 ,
o | =3, xé ) =1, MEX; (Lr(031) T T (051)) = 4

o 13 =max(2+ (2-10—0|),4-|/0—0]) =2
0

vy=< 0 - p,verFigural20(d).
2

= 4, Vyq = (2, 1, 1), ’U(4+1) = (2, 2, 1)

. 5 ‘
e | =1, Ig ) 2, maxj(Lﬂj(gm) + trﬂj(ou)) =0

o 113 =méx(0+ (2-]0-0]),0-10—0]) =2
° i:2,x(5)—

9 = 2, méXj<Lﬁj(022) + trﬁj(0'22)) = 2

0 tgs =méax(0+ (2-[0—1[),2- [0 —1]) =2

. 5 ,
o | =3, xé ) — 1, maxj(Lﬂj(ggl) + t?“ﬂj(gm)) =4

vy=< 0 2 ,,verFigural20(e).
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m = 5, Vs = (2, 2, 1), U(+1) = (2, 2, 2)

. 6 ,
o =1, xg ) =2, MAX; (Lr(015) T T (012)) = 3
0 11p=max(2+(1-/0-10|),3-[0—-0]) =2

) 6 ,
o | =2, ;Eg ) — 2, man(LTrj(UQZ) + t?“ﬂj(gm)) =6

o 193 = max(2+ (40— 0]),6-]0 — 0]) =2

o | =3, q:gf) =1, méxj(ewj(am) + tr,rj(cm)) =3
o 13 =max(2+(2-[0—-1{),3-|10—-1]) =4
0 2

vy=1< 0 2 ,,verFigura20(f).
2 4
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region 3 region 3
region 2 region 2
021 0'21 031
tiempo tiempo
(a) (b)
region 3 region 3
cﬁ
region 2 region 2
regioén 1 region 1
021 031 3
\ tiempo | tiempo
(c) (d)

region 3 region 3

region 2 region 2

region 1 region 1

Figura 20: Construccion del diagrama de Gantt conforme al calendario de tiempos de inicio ~ del
Ejemplo 6.

4.3.2. Procedimiento CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION-ADELGAZADO()

El procedimiento CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION-ADELGAZADO() es similar
al procedimiento CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION() descrito en la Seccion4.2.3]
la diferencia principal entre ambos esta en la definicién de la funcidn recursiva. En este
procedimiento, se reemplaza la funcion recursiva descrita por la Ecuacion [20| por la fun-

cidn recursiva descrita a continuacién

arg minsuu{v}meﬁ(v) Tz (f7 (su U {0})),

{vo}, if v =wy.

Sy =
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Donde cada componente de la Ecuacion [20|tiene el siguiente significado:

s, calendario de coordinacién parcial cuyo ultimo elemento es el vértice v,

W(v): conjunto de vértices vecinos previos del vértice v, donde toda coordenada z; de
u € W(v) es menor o igual que la coordenada z; de v,

T,.q2: tiempo maximo de finalizacién de recorrido (total o parcial) entre todos los robots,
1T (s): funcién (calendarizador) adelgazada que transforma un calendario de coordinacion
s en un calendario de tiempos de inicio v,

vo: Vértice origen del calendario de coordinacion, cada una de las componentes se des-

cribe a detalle en el Capitulo 3

Observe que esta version del procedimiento implementa la funcién f7 para construir
un calendario de tiempos de inicio adelgazado descrito en la Seccién[4.3.1] En este proce-
dimiento se calculan calendarios de coordinacién que no contengan vértices diagonales;
diagonales en la rejilla del diagrama de coordinacion. Estos calendarios de coordinacion
s se pueden ver como una secuencia de segmentos de las rutas 7. Dejando de lado los
vértices vecinos diagonales, un calendario de coordinacién requiere de O(km*) compa-
raciones para ser calculado, en comparacion de las O((2m)*) requeridas en el procedi-

miento CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION().

4.3.3. Analisis del tiempo de ejecucion del Algoritmo 2

En la Tabla [2| se muestra el costo computacional por linea de cddigo del algoritmo
GANTT-T. Un célculo eficiente de f7(s) para un calendario de coordinacién s no requiere
mas de O(nm) nimero de pasos computacionales. Por el adelgazador (f7(s)), la linea
8 del Algoritmo [2| es la Unica que se ve afectada en tiempo de ejecucion con respecto al
resto, quedando de la siguiente manera O(nm - k(m’)*). Sin embargo, m’ = O(nm) (Ecua-
cion , Seccion , entonces tenemos que la linea 8 tiene un costo de O(k(m/)*+V).

Dado que el algoritmo se manda a llamar a si mismo, se obtiene la recurrencia:

6(1), sin=1;
T(n/k) + O(n(m’)*+1)), en otro caso.
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Donde

T'(n): tiempo de ejecucion para una entrada de tamarno n,
n: numero de robots,
m’: nUmero maximo de segmentos,

k: constante de agrupamiento (k = O(1)).

Tabla 2: Costo computacional por linea del algoritmo GANTT-T.

Linea Costo
1-4 6(1)

© o N o U
S

10 - 11

Proposicion 4.2 E/ algoritmo GANTT-T tiene un costo computacional de

O(n(nm)**+Y log,(n)) pasos.

Demostracion

La demostracion es similar a la de la Proposicion 4.1| con
T(n) = O(n(nm)**+log,(n)) y reemplazando la Ecuacion [21]por la Ecuacion [26] u

4.3.4. Discusion

Por un costo adicional de nm por calendario, el algoritmo puede encontrar soluciones
T'nae: Menos holgadas e incluso pudiera encontrar soluciones 7., = T,,; cuando k = n.
Esto implica (k = n) que se requiere tiempo exponencial para que el Algortimo |2 pueda
calcular un calendario optimo (si es que puede encontrarlo), no obstante es congruen-
te con la complejidad del problema. Adicionalmente, debido a la restriccion impuesta de

construir calendarios de coordinacién con vértices vecinos no diagonales entre si, los
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calendarios de coordinacion secuenciales reducen el vecindario de los vértices en un dia-
grama de coordinacién k-dimensional, de W(v)\ =2¢—1a W(v)| = k para el vecindario
previo y de |ﬁ(v)| =2F-1a |ﬁ(v)| = k para el vecindario posterior, a un vértice v. Por lo
tanto el numero combinatorio de calendarios posibles se ve reducido. Sin embargo, esto
implica que una ruta compuesta cualquiera C,, de un robot compuesto C, tenga una lon-
gitud de tantos segmentos de ruta compuestos como la suma de los segmentos de ruta

de los robots que componen a C.

Por otra parte, el algoritmo continta con la limitante de generar calendarios depen-
dientes del orden de los robots en la agrupacion. De modo que, un calendario s,, sigue
estando determinado por el orden de la agrupacion de robots con la que se genera el

diagrama de coordinacion.

4.4. Algoritmo GANTT-T+

El algoritmo GANTT-T+ aborda el problema de generar calendarios distintos depen-
dientes del orden de los robots en una agrupacion. Por ello, los robots simples, una vez
agrupados, se ordenan. El criterio de ordenamiento es la suma de los tiempos de reco-
rrido de una ruta, es decir Z;”:l(tnj) para un robot A;. De modo que para una agrupa-
cion ordenada de k robots {A 1), Ar2), -, Az}, Arpi) Precede a A, en el conjunto si
>y (trig) > 700 (tray), Vi,i € {1,2,--+ ,k}, i # 4. El proceso de ordenamiento solo se
realiza con robots simples, por lo tanto Gnicamente se realiza en la primer iteraciéon y una
sola vez. De este modo existe una Unica permutacion del orden para alguna agrupacion
de k robots {A;, As, - -+, Ax}, y por lo tanto existe un unico calendario de coordinacion in-
dependiente del orden de la agrupacion inicial. Note que esto no implica que el resultado
final sea independiente del ordenamiento del conjunto original A. Este algoritmo conser-
va la idea principal del algoritmo GANTT y una mejora del adelgazador del algoritmo

GANTT-T. La variante propuesta se describe en el Algoritmo [3]

4.4.1. Adelgazador+

El adelgazador que se propone en la Seccion |4.3.1} calcula el tiempo de inicio de
un segmento de ruta o;; tan pronto como se cumplan las siguientes dos condiciones:

se libere la region a ser recorrida y el segmento o,;_1) que lo precede haya concluido.
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Algoritmo 3 GANTT-T+(A k)

: si |A| = 1 entonces
regresar s asociado al unico robot (compuesto) en A
si no
A+
G <+ AGRUPAR-ORDENAR(A,k)
para g; € G hacer
CD,, <~ CONSTRUIR-DIAGRAMA-COORDINACION(g;,k)
s(g;) < CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION-ADELGAZADO+(CDy,,)
A <~ COMPONER(g;,5(9:))
10: A — A U{A}
11:  fin para
12:  regresar GANTT — T + (A", k)

NSOk

©

13: fin si
i6 ’ region 2
region 2 }- g
012 0'22 022 0-12
C 0'11 021 0'11
tiempo tiempo

(a) (b)

Figura 21: Ejemplo de diagrama de Gantt generado (a) por la funcion f7 y (b) por la funcion f7+.

Sin embargo, pueden existir casos (sobretodo coordinando robots compuestos) donde el
recorrido del segmento de ruta o;; se pudiera iniciar y concluir antes que inicie el recorrido
de otro segmento de ruta o,, que ya se haya calendarizado, donde ambos pertenecen
a la misma regién. En la Figura [21)a) se muestra un ejemplo de un diagrama de Gantt
donde ocurre dicho caso, la linea punteada muestra la ranura de tiempo que el segmento

099 puede aprovechar sin violar las restricciones del problema.

Para ello es necesario redefinir la funcion f con la que se calcula el calendario
(Seccion [3.1). Sea 7;(0) = (x,y) el par de indices (x,y) del j-ésimo segmento o,, que

atraveso la regién r tal que o € r. La funcién adelagazadora f7+ : S — I' se define como
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ln1 " lpm

donde por cada vértice v; en s, por cada coordenada xgt) en v,

ngf,-u) =

, t t+1 /
maX(ngt) + (trmgw. | 20— g+ |)’j€{r11121r”1‘ t}(Lﬂj(aiz(t+1)) 0 ) tal que

ij(giz(t+l)) - (Lﬁ(j—l)(oiz(t+1)) + trﬂ(j—l)(giz(t+1))) > trwgt“) A

® _ (1)

+ tri(mgt)fl) < Lﬂj(gim(wl)))' ’ L Ty |>

i -1)

(28)

Observe que el primer argumento de la funcion méx del adelgazador+ es similar a
su homoélogo del adelgazador (ver Seccion |4.3.1), mientras que el segundo argumen-
to es distinto. En el adelgazador, el segundo argumento de la funcién méx busca el
maximo tiempo de finalizacidon de un segmento recorrido en una region en especifi-
co (méXj€{1’27...7t}(Lﬂ-j(o-iI(t+1)) + trﬂj(giz<t+l>))), mientras que el argumento homdlogo en el
adelgazador+ busca el minimo tierr;po de finalizacién de un segmento en una region
en especifico que cumpla con dos desigualdades (minje{m,...,t}(aﬁj(omw)) F 10 i) |
bmj(o, @) = (LW<]'—1>(UM<¢+1>)+tr7f<j—1>(ffm(_t+1>)> Z e A oy +Hireo gy < Lﬂj(amgtm)))'
La prilmer desigualdaa requiere que Ié diferencia de tiempo entre el tiempo de finalizzacién
de recorrido y el tiempo de inicio del j-ésimo y (j-1)-€simo segmentos de ruta recorridos en
una region en especifico, sea mayor o igual al tiempo de recorrido del segmento de ruta en

cuestion (tr;(e (1) — (L,r(jil)(gm('wl)) + trﬂ(jfl)(gm(m))) > trix§t+1)). La segunda desigualdad

1T
3

requiere que el tiempo de finalizacion de recorrido del segmento de ruta previo al segmen-
to en cuestidon, sea menor o igual al tiempo de inicio del j-ésimo segmento de ruta que per-
tenece a la misma region que el segmento en cuestion (Li(xgttl) - tri(mgttl) < L”j("m@“)))'
Existen casos en donde ambas funciones max y min del adelgazador y del adelgazador+
coinciden, y seran aquellos en donde las desigualdades del adelgazador+ no se puedan

cumplir con excepcién del dltimo segmento de ruta que fue recorrido en la regién del



61

segmento en cuestion.

Ejemplo 7. Sea A = {A;, A2} un conjunto de 2 robots, con rutas 71 = {011 € r1,012 €
ro}, 7o = {021 € r1,090 € 1o}, respectivamente. Los tiempos de recorrido de cada seg-
mento son try; = 2,tr;y = 1,tro; = 2,trey = 1. Sea s = (0,0),(0,1),(1,1),(2,1),(2,2)
un calendario de coordinacion para el conjunto de robots A. A partir del calendario s, el
adelgazador genera un calendario v cuyo diagrama de Gantt se muestra en la Figura
[21)a), mientras que el adelgazador+ genera un diagrama de Gantt como se muestra en la
Figura[21}b). Observe ademas que los tiempos maximos de finalizacion T,,,..(f7(s)) = 6
Y Tae(fT(s)) = 5, respectivamente, son distintos. El calendario de tiempos de inicio v
construido por el adelgazador+ (f1*(s)) se realiza de manera similar al Ejemplo 6 de la
Seccién[4.3.1] tomando en cuenta la definicion del argumento distinto y las desigualdades

que conlleva.

4.4.2. Procedimiento AGRUPAR-ORDENAR()

El procedimiento AGRUPAR() recibe como entrada el conjunto A de robots (compues-
tos) y el entero k. La salida es un conjunto G de |A|/k grupos de k robots (compuestos)
cada uno. La agrupacion se hace de la siguiente manera: se agrupan los primeros & ro-
bots en A; si los robots en A son simples, se ordenan de manera no creciente segun la
suma total de los tiempos de recorrido de cada robot ", (tr;), posteriormente los si-
guientes k, y asi sucesivamente hasta agrupar los ultimos r robots, donde r es el residuo
de la division |A|/k.

Ejemplo 8. Si se tiene un conjunto A de 10 robots y se requiere agruparlos en grupos
de tamano 4. El procedimiento genera un conjunto G de [10/4| = 3 grupos de robots,
dos grupos de 4 robots y uno de 2. Una vez formados los grupos, los robots se orde-
nan de manera no creciente. De modo que, si se supone que > 7, (tri;) > D70, (try;) >
Do (trag) > 3000 (trsy); 2270 (trgy) > D200, (brey) > D000, (brsy) > D200, (trsg); D07, (troj) >
Z?”;l(trloj), el conjunto de agrupaciones G en la primer iteracion del algoritmo es G =
{(A1, Ay, Ag, Ag), (Ag, A7, As, Ag), (Ao, A10)}. En la Figura [22| se puede ver un ejemplo de

las agrupaciones en cada iteracion del algoritmo conn =10y k = 4.
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Figura 22: Ejemplo de las agrupaciones en cada iteracion del algoritmo GANTT-T+conn =10y k=4
(Ejemplo 8).

4.4.3. Procedimiento CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION-ADELGAZADO+()

El procedimiento CALCULAR-CALENDARIO-COORDINACION-ADELGAZADO+() implemen-
ta diferencias significativas con respecto al procedimiento CALCULAR-CALENDARIO-COOR-
DINACION-ADELGAZADO() descrito en la Seccion [4.3.2] Esta vez, se requiere calcular un
calendario de coordinacion s que cumpla con ciertas caracteristicas, entre ellas que s sea
una secuencia no decreciente de vértices no diagonales, que esté ordenado y que ofrez-
ca una cierta garantia del grado maximo de “deterioro” para 7,,... Dichas caracteristicas

se describen a continuacion.

Primero, se requiere que s sea una secuencia no decreciente de vértices no diago-
nales. Recordando, por definicion s siempre ha sido una secuencia no decreciente de
vértices (ver Seccion [3.1). Ademas, a partir del procedimiento CALCULAR-CALENDARIO-
COORDINACION-ADELGAZADO() del algoritmo GANTT-T, se restringe al calendario s a ser
conformado por vértices vecinos que indiquen el recorrido de no mas de un segmento de

ruta a la vez (vértices vecinos no diagonales).

Segundo, se requiere que s esté ordenado. Para esto, es necesario incluir una cierta

semantica en s para definir un orden. Sea \(o;;, s) = t, la funcidén que regresa el indice ¢
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del primer vértice que indica el fin del recorrido del segmento ¢;;. Entonces, se dice que
s esta ordenado si para cualesquier par de segmentos o, y 0., Se satisface la siguiente

desigualdad

Aoij,8) > Moy, s) tal que,
Lij +1tri; > Lyy + 175y O,

Lij +trij = Ly + try, Si el indice de » es mayor al indice de +/, donde o;; € ry 0, € 7.

Esta desigualdad indica que para todo segmento cuyo recorrido fue indicado, en s, des-
pués que otro, el tiempo de finalizacién de recorrido de éste debe ser mayor que el de los
segmentos anteriores. En caso que dos segmentos coincidan en tiempo de finalizacion
de recorrido, aquel que se recorra en una region cuyo indice es mayor debera indicarse

después que aquel con un menor indice.

Tercero, se requiere que s ofrezca una garantia de “deterioro” de 7,,... Sea v un vértice

cualquiera, se denota S™" como el conjunto de calendarios parciales tal que

S;nm = arg min( mdx (Tmaa:(fT+(3v U{w})))),
SvESy we (U)
donde s, € S™" esta ordenado y S™" C S,. Esto puede leerse como el conjunto de
calendarios parciales ordenados cuyo Ultimo elemento es el vértice v, donde para todo
s, € S™" se garantiza el menor “deterioro” de 7,,.., cuando, para cualquier vértice vecino

w siguiente de v (w € ﬁ(v)), w se afada al calendario s,, i.e. s, U{w} .

Antes de definir la ecuacién para calcular el calendario de coordinacion, se define una
relacion de dominancia < entre cualesquier par de calendarios (parciales) ordenados s,
y s, € S,. Sea I el conjunto de indices de las rutas T ordenadas de manera no creciente

tal que aquella de menor indice tenga una suma de tiempo de recorridos mayor, es decir

7=0 j=0
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Se dice que s, < <, para fT*(s,) y fTH(s.), si

minier(i | T; < T)) < minier (i | T, < T;).

Finalmente, en este procedimiento se reemplaza la funcion recursiva descrita en la

Ecuacion [20] por la siguiente funcion

Sy, € ST | 8 £ s, s, € Smin

{vo}, if v =wy.

donde,
Sy = argmin  (mix (Tna(f"({s; U {v}} U {w})))). (30)
s20{oHueN (v) weN )
Observe que, en la Ecuacién 30, la recursividad esta implicita al tener que calcular el
calendario optimo parcial s}, con la Ecuacion 29| Ademas esta version del procedimiento

implementa la funcién f7+ para construir un calendario de tiempos de inicio adelgazado
descrito en la Seccién

4.4.3.1. Optimalidad

Lo que se enuncia en esta subseccion es valido unicamente cuando se calcula el
calendario de coordinacién de diagramas de coordinacion de robots simples, o cuando
k = n. En esta subseccion, entiéndase por s* como el calendario de coordinacion 6ptimo

parcial ordenado.

Se define S C S™™ como aquel conjunto de calendarios 6ptimos parciales ordenados
tal que Vs* € S, Vs, € S™n", s, £ st. Es necesario recalcar que el tiempo maximo de
finalizacién T,,..(f7*(s?)) de un s* € S#, al que se le llama calendario éptimo parcial, no
es necesariamente menor que cualquier otro en S,. Los calendarios s} en S} garantizan
el menor del maximo 7,,.. (entre cualquier otro calendario s, en S,) cuando se anade

cualquier otro vértice vecino posterior w de v, es decir, Vs € S* Vs, € S, se tiene que

m%x (Tmaw(fT+(3: U{w}))) < m%ix (Tma:f:(fT+(3v U{w}))).

weN (v) weN (v)
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Observe que los calendarios s, s, donde la ecuacion anterior corresponda a una igual-
dad, seran aquellos que por definicién pertenezcan a S™". Observe ademas que por
definicion, los calendarios s, en S™" no dominan a los calendarios s* en S (s, A s¥),

dado que S¥ C S™", esto implica que para todo s?, s.* en S, s.* £ s* y por lo tanto
T, =Ti€l,

para fT+(s*)y fT*(s.*), respectivamente. De modo practico, salvo por el orden de la se-
cuencia de vértices que los componen (sin que esto se refiera a que estén desordenados
segun la definicion de calendario ordenado), los calendarios en S son idénticos; basta
con elegir alguno de ellos bajo un criterio arbitrario dado, para que el calendario 6ptimo

parcial ordenado s de un vértice v sea unico (|S}| = 1).

De acuerdo con la definicion de calendario 6ptimo del parrafo anterior, el conjunto Sjj;i”

debe ser aquel que Vs, € S}];m,

Observe que para el vértice final v¢, no existe ningln vértice vecino siguiente w, es decir,
ﬁ(vf) = (), y por lo tanto s, € S{];m debe ser aquel que T;..(f" " (s0,)) = Tope- Entonces,
por definicion, un calendario s,, € S; debe ser aquel que s,, € Sy y Vs, € S,
s;f, A sy;. De modo que el calendario s,, € S;f es aquel calendario cuyo T,,.. €s éptimo
y ademas el T; de las primeras k rutas criticas es menor que el T; de las primeras k rutas

criticas de cualquier otro calendario en S;?i”, dondeiec I\{k+1,--- n}.

La ventaja de definir un conjunto S} para un vértice cualquiera v, es que exhibe la
propiedad de la subestructura 6ptima, es decir, un calendario 6ptimo (parcial o final) s in-
corpora calendarios 6ptimos parciales que se pueden calcular de manera independiente.
Para un vértice v, suponga que se conoce un calendario 6ptimo parcial s de S por cada
uno de los vértices vecinos previos u de v, es decir, u € W(v). Observe entonces que al

menos uno de ellos debe cumplir con lo siguiente

MAX (Tnao(f1 7 (50 U {v} U{w}))) < m%X (Tomaa(f* (57, U {0} U{w}))),

weN (v) weN (v)
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ya que cada uno de esos calendarios 6ptimos parciales s?, por pertenecer a S™", ga-

rantiza ser aquel de menor méx _z . Tona((f" (s U {v})) entre los otros calendarios

(u)
en S,. Por lo tanto, un calendario s, garantiza ser también aquel de menor MAX,, ()
Trnae(fTH (s, U {v} U{w})) entre los otros calendarios en S,. De aquellos calendarios
s* U {v} que pertenecen a S™", se elige aquel s* U {v} que Vs, € S™", s, £ s* U {v}.
Este calendario s U {v} es aquel que por definicién pertenezca a S;. Esto quiere decir
que, sea v un vértice cualquiera, para todo vértice vecino previo u de v (u € W(v)), siun

calendario s, U {v} pertenece a S™" entonces s, pertenece a S:.

De modo que, sea sy, un calendario 6ptimo ordenado en Sy éste se puede descom-
poner recursivamente en un calendario 6ptimo parcial de algun vértice vecino anterior en
union con el vértice vy, es decir, s; = s; U {vs}, donde s pertenece a 57, esta ordenado

y es prefijo de Sy,

Proposicion 4.3 Sea Sy, = {v1,v2, - ,vem) } UN calendario 6ptimo ordenado en S;jf tal
que {vy, v, -+ , v } representa el orden de la secuencia de cada uno de los nm vértices

del calendario s ” donde v; = vy ¥ vnm = vy. Entonces, s , se puede descomponer

recursivamente como s = s; U {vnm} donde Somet) € Ovtmt)? Somot) = Stum_2)
{vnm-1} donde Sommzy € Otz 1 Sny = Siy U {v2} donde s; € S} y s = {vo}.
Ademas, cada calendario s}, , k € {1,2,---,(nm — 1)}, esta ordenado y es prefijo de
S;(k-&-l)'

Demostracion

Suponga que para algun calendario éptimo parcial ordenado s* tal que s* =
v

V(k+1)
Sterny Y {0k+2), Viets)s -+ Vwm) } dONAE v(m) = vy, NO eXiste un calendario optimo par-
cial ordenado s;_en S; tal que Shess, = Su, Y {vk41)} donde s; esta ordenado y es prefijo
de s, - Esto pudiera ocurrir en cuatro casos:

Caso 1: 5;, no esta ordenado. Dado que la descomposicion se realiza partiendo de un
calendario Sy, ordenado, cualquier descomposicion de éste y subsecuentes donde sélo

se retira el Ultimo elemento, seran ordenadas. Por lo tanto s, esta ordenado.
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Caso 2: s; no es prefijo de s Dado que la descomposicion se realiza partiendo

1"
de un calendario Sy, ordenado, cualquier descomposicién de éste y subsecuentes donde

solo se retira el ultimo elemento, seran prefijos. Por lo tanto s;, es prefijo de s ;).

Caso 3:Vs; € S; ,s; # 55 U{vksn}. Este caso implicaria que el calendario s,,,

Vk? “V(k+1)

tal que Svoepny = Sup U {v®+1)}, pertenece al conjunto S, \ S; . Sin embargo, dado que
por definicion, los calendarios s; en S; son aquellos que para todo w € ﬁ(vk) (en-
tre ellos el vértice v(y1)), maxy(Tmee(f77(s), U {w}))) = maxy(Tna(f7 (s, U {w})))

donde s, € S, 0 méxy(Tnee(fT(s;, U {w}))) < méxy(Tme (7" (s, U {w}))) don-

!/ ) 1 H
de s, € S, \ S;"". De modo que si Sy = Su U {vaw+1)}, entonces, siempre se
podra construir un calendario s;jzkﬂ) = sy, U{vgn} donde s;"; € S, tal que para to-

do w € N(vgeen)s My (Trae (ST (5, U {w})) € misy(Toaa (17 (55, U {w})) ¥

ademds que s.* < s* Dado que s;, debe ser aquel calendario tal que ningln otro

Y(k+1) V(k+1)"
calendario en S;** lo domine, entonces S:ka < s;j(kﬂ) implica una contradiccion y por lo
tanto s € S$k|sj<k+1> =55, U{v@s1)}-

Caso S; = (. Dado que es posible construir al menos un calendario de coordinacion
no decreciente que conecte v, con cualquier otro vértice, entonces S,, # 0, lo que quiere
decir que hay al menos un elemento en S,,, por lo tanto S debe contener al menos ese

elemento también. Por lo tanto S;;, # 0.

En cualquiera de los cuatro casos posibles se llega a una contradiccion, con lo cual la

proposicion queda demostrada.
|

En la Proposicion[4.3]se garantiza que el calendario de coordinacion éptimo ordenado
sy, en ;. se puede descomponer en calendarios optimos parciales. De manera que existe

alguna forma de construir sy, a partir de calendarios 6ptimos parciales ordenados.

Proposicion 4.4 Para todo vértice v, el calendario dptimo (parcial o total) s: € S se

puede calcular usando la Ecuacion[29,
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Demostracion

Se demuestra por induccién en k.

Caso base. Cuando v = v, s*

v

= {w} lo cual es correcto dado que v, es el vértice
origen y no existe algun otro calendario para éste, es decir, |S,,| = 1. Por lo tanto |S} | = 1

vo

Hipotesis inductiva. Suponga que para todo vértice vecino previo v, de v.1), s decir,
Yy, € W(U(kﬂ)), el calendario de coordinacion optimo parcial ordenado s;;_es correcto si

se calcula mediante la Ecuacién

Paso inductivo. Utilizando la hipétesis anterior, observe que Vv, € W(v(kﬂ)), Vsy, [Su, U
{U(k+1)} € Sv(k+1), Yw € ﬁ(vk),

mAX(Lnar (f* (57, U{w}))) < méx(Taa(f1 (s, U {w}))),

por lo tanto Vv, € W(v(kﬂ)), Vv, |0, U{vkt1)} € Sy Yw € ﬁ(v(kﬂ)),

k+1)?

mAX(Lnao (f (57, U {vgeen) } U {w}))) < méx(Tonaa(f1 (50, U {vasn } U {w}))).

€S )3 Yw € ﬁ(v(kﬂ)),

V(k+1

De modo que Vv, € W(v(,m)), Vsy,

k+1)

arg min(max(Tnas (/1 (S04, U{w})))) = argmin (méx(Tnas (" (s}, U{vgry }U{w})))).

Sv(j41) v 55, v}

Por lo tanto

Stoery, = argmin (- max  (Tuae (/7 (55, U {vgesn } U {w})))),
s, v} weEN (v(r11))

lo cual es coherente con la Ecuacién . Finalmente, se busca aquel s e Smin tal

U(k+1) U(k+1)

el cual sera aquel s* que por definicion pertenece

V(k+1)

que Vs, € Sy < sy,

U(k+1)’ Sv<k+1> VU(k+1)’

a sk y que satisface la Ecuacion . Por lo tanto utilizando la Ecuacion , para todo

U(k+1)



69

vértice v, se puede calcular un calendario 6ptimo s € S:.
|

Por las Proposiciones 4.3y 4.4, si kK = n y si se calcula s* con la Ecuacién 29| el
vf

calendario s} sera aquel que Tmax(f“(s;f)) = Topt-

4.4.4. Analisis del tiempo de ejecucion del Algoritmo 3

Los procedimientos del algoritmo GANTT-T y el algoritmo GANTT-T+ son similares si
a costo computacional se refiere. La principal diferencia radica en el proceso de orde-
namiento de robots en el agrupamiento que realiza el algoritmo GANTT-T+. Dado que el
ordenamiento se lleva a cabo en una sola iteracion del algoritmo (lteracion 1), el costo
computacional de ordenar cada uno de los n/k grupos de & robots es 7 - klogk = n -logk

pasos.

Proposicion 4.5 E/ algortimo GANTT-T+ tiene un costo computacional de
O(n(nm)**+Y log, (n)) pasos.
Demostracion

El costo computacional del algoritmo GANTT-T es T'(n) = O(n(nm)**V log,(n)) (Pro-
posicién [4.2). Como el algoritmo GANTT-T+ es equivalente al algoritmo GANTT-T méas
el proceso de ordenamiento, se puede decir que el costo computacional del algoritmo
GANTT-T+ es T(n) = O(n(nm)*+Y1og, (n) + nlogk) = O(n(nm)*+Y1og,(n)) pasos. M

4.4.5. Factor de aproximacion

Sea T,, el valor 6ptimo del tiempo maximo de finalizacion (makespan) para un caso
de RPC.

Proposicion 4.6 El algoritmo GANTT-T+ tiene un factor de aproximacion de (n/k) - T,,.

Demostracion



70

Dado un conjunto de robots simples A con rutas preespecificadas y una constante
k que determina el tamano de las agrupaciones, considere una primer iteracion en el
algoritmo GANTT-T+. Al final de ésta se obtiene un conjunto A’ con % robots compuestos
coordinados de manera optima. Esto implica que el tiempo maximo de finalizacién 6ptimo
T, entre todos los robots simples en A debe ser mayor que cualquier tiempo maximo de

finalizacidn entre todos los robots simples que conforman A}, por cada A, € A’, es decir,
Topt > Trnaa(ff T (s € A)), Ale A,

similar a la Cota 1 (Seccion [3.5). Finalmente, observe que si cada uno de los 3 robots
compuestos que pertenecen a A’ recorren de manera secuencial su ruta compuesta, el
algoritmo GANTT-T+ produce una solucion donde todos los robots compuestos habran

finalizado el recorrido de sus rutas compuestas en un tiempo no mayor a

n
% “Topt 2 Z Tmaw(fTJr(s € A;))
AleA

unidades de tiempo. |

4.4.6. Discusion

El algoritmo GANTT-T+ particiona el conjunto A en n/k conjuntos de k robots cada
uno, diviendo asi el problema de tamafno n en n/k problemas de tamano & (algoritmo
GANTT), ordena los robots en las agrupaciones en caso de ser agrupaciones de robots
simples, para cada agrupacion de k robots calcula el calendario de coordinacion adelga-
zado que minimice su 7,,.. (algoritmo GANTT-T). El proceso de ordenamiento le permite
al algoritmo GANTT-T+ encontrar un mismo calendario de coordinacion para una misma
agrupacion de robots simples independiente del orden en la agrupacion. Con la Ecuacion
es posible encontrar un calendario tal que 7,,,,, = 1,,: cuando k = n. Sin embargo, si
se cambia la combinacion de los robots que conforman las agrupaciones, el resultado no
es necesariamente el mismo que con una combinacién distinta. De modo que el resultado

lo determinan las agrupaciones y no el orden de los robots en éstas.
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Capitulo 5. Experimentacion y resultados

En el capitulo anterior se hizo una descripcién detallada de los algoritmos propuestos.
En este capitulo se describen los experimentos realizados y se presentan los resultados

obtenidos de la experimentacion.

5.1. Casos de prueba

Para evaluar el desempeno de los algoritmos propuestos, tomando ventaja de la equi-
valencia de los problemas (RPC' y JSP), se utilizan casos de prueba conocidos en la
literatura para el JSP. Los casos de prueba se obtuvieron de la OR-Library, introduci-
da en (Beasley, 1990), la cual es un compendio de casos de prueba para nUmerosos
problemas de investigacion de operaciones. En total son 82 casos de prueba, divididos

en:

5 casos abz5-abz9 (Adams et al., 1988),

3 casos ft06, ft10, y ft20 (Fisher y Thompson, 1963),

40 casos la01-la40 (Lawrence, 1984),

10 casos orb01-orb10 (Applegate y Cook, 1991),

20 casos swv01-swv20 (Storer et al., 1992),

4 casos yn1-yn4 (Yamada y Nakano, 1992).

Cada uno de los casos de prueba consta de un numero n de rutas (tareas), una pa-
ra cada robot, y de un numero m de segmentos de ruta (operaciones). Cada segmento
de ruta indica la regién (maquina) que el robot debe recorrer para completar su ruta.
Ademas, para cada segmento de cada ruta se indica el tiempo de recorrido (tiempo de
procesamiento) que requiere el robot correspondiente para atravesar la region. Para ca-
da caso de prueba se busca encontrar un calendario de tiempo maximo de finalizacion
(makespan) minimo (ver Seccién [3.2). Los casos de prueba presentan tamafios (n x m)
variados, entre los cuales hay: 10 x 5, 10 x 10, 10 x 15, 20 x 10, 20 x 20 y 50 x 10, entre otros.
Un mayor tamano supone un reto mayor para encontrar una solucién éptima o cercana al

optimo.
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5.2. Experimento 1: GANTT vs. GANTT-T vs. GANTT-T+

Para el primer experimento, se eligieron tres casos de prueba de los 82 disponibles.
Los casos de prueba elegidos son: abz05, ft10 y la16, cada uno de ellos consta de n = 10
rutas de m = 10 segmentos cada uno. La eleccidén de estos tres casos se deriva de
evidencia empirica de los resultados obtenidos en pruebas preliminares, donde alguna
mejora en los resultados de dos de los casos impactaba de manera negativa en el resul-

tado del tercero.

El experimento se realiza para comparar el desempeno de los tres algoritmos propues-
tos (ver Capitulo[4) entre si. Dado que el resultado de los algoritmos propuestos depende
del orden del conjunto de entrada A de robots, por cada caso de prueba seleccionado
(abz05, ft10 y la16), se realizan (n’/‘2) corridas con ordenamientos fijos distintos para A.

Los ordenamientos de A son cada combinacion de (n’}z) elementos de A concatenando

su complemento; y los indices son:

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)
(1,2,3,4,6,5,7,8,9,10)

(1,2,3,4,10,5,6,7,8,9)
(1,2,3,5,6,4,7,8,9,10)

(5,7,8,9,10,1,2,3,4,6)
(6,7,8,9,10,1,2,3,4,5).

Este proceso se repite variando el tamano de agrupamiento de robots, las pruebas se
realizan con valores de k € {2,3,4,5}. Entonces, con cada uno de los tres algoritmos
se realizan 252 ejecuciones, por 4 tamanos distintos de agrupamientos, por 3 casos de

prueba. En total se realizan (3 - 3 - 4 - 252) = 9072 ejecuciones para este experimento.

Las Tablas [3| 4] y [5] muestran los resultados obtenidos de las ejecuciones del experi-
mento. En la primera fila se muestra el nombre del caso de prueba y entre paréntesis el

valor de la solucién éptima T,,:. En la primer columna, & indica el tamario de las agrupa-
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ciones de los robots. Las columnas subsecuentes etiquetadas como GANTT, GANTT-T y
GANTT-T+, se subdividen en cuatro columnas cada una. Las subdivisiones se etiquetan
COMO Zyin, Tmaz, | Z] Y 0, €Stas indican el menor T, encontrado, el mayor 7,,,, encontra-
do, el piso del promedio y la desviacién estandar, respectivamente. En los resultados, se
puede observar que el GANTT-T+ es significativamente superior a los algoritmos GANTT
y GANTT-T.

Tabla 3: Comparacion de los resultados obtenidos por algoritmos propuestos para el caso de prueba
abz05 y valores de k € {2, 3,4, 5}, resaltando con negritas el mejor resultado encontrado.

abz05 (T,; = 1234)
GANTT GANTT-T GANTT-T+
Tmin  Tmaz |Z] o Tmin  Tmaz |Z] o Tmin  Tmaz | Z] o
1927 || 2782 || 2347 || 168.33 || 1325 || 1693 || 1496 || 65.81 || 1263 || 1447 || 1356 || 34.96
1718 || 2377 || 2020 || 130.52 || 1291 || 1536 || 1408 || 50.07 || 1249 || 1409 || 1326 || 31.65

1798 || 2603 || 2181 || 159.22 || 1287 || 1598 || 1424 || 52.67 || 1261 || 1391 || 1319 || 28.71
1757 || 2245 || 2045 || 90.07 | 1336 || 1594 || 1454 || 50.09 || 1280 || 1428 || 1347 || 32.42

O W~

Tabla 4: Comparacion de los resultados obtenidos por algoritmos propuestos para el caso de prueba
ft10 y valores de k € {2, 3,4, 5}, resaltando con negritas el mejor resultado encontrado.

ft10 (T, = 930)
GANTT GANTT-T GANTT-T+
Tmin  Tmaz | T] o Tmin  Tmaz  |Z)] o Tmin  Tmae | 1] o
1550 || 2074 || 1773 || 82.68 || 1019 || 1256 || 1145 || 44.80 || 988 || 1149 || 1066 || 32.13
1373 || 1725 || 1546 || 61.22 || 1025 || 1208 || 1100 || 37.11 || 966 || 1125 || 1046 || 28.27

1434 || 1812 || 1604 || 71.75 || 997 || 1193 || 1089 || 31.60 || 978 || 1101 || 1031 || 23.72
1340 || 1649 || 1506 || 49.23 || 1013 || 1206 | 1104 || 33.39 || 979 || 1118 || 1044 | 27.74

O~ 0N =

Tabla 5: Comparacion de los resultados obtenidos por algoritmos propuestos para el caso de prueba
la16 y valores de k € {2, 3,4, 5}, resaltando con negritas el mejor resultado encontrado.

la16 (T, = 945)
GANTT GANTT-T GANTT-T+
Tmin  Tmaz |7 o Tmin  Tmaz |7 o Tmin  Tmae | T) o
1478 || 2075 || 1801 || 104.21 || 1001 || 1255 || 1117 || 46.13 || 981 || 1140 || 1057 || 31.12
1379 || 1838 | 1578 || 79.82 || 1006 || 1203 || 1080 || 32.70 || 979 || 1145 || 1031 || 25.84

1418 || 1970 || 1628 || 112.25 | 989 || 1194 || 1078 || 35.09 || 979 || 1084 | 1021 | 21.81
1464 || 1772 || 1617 || 62.64 | 1011 || 1195 || 1091 || 34.82 || 984 || 1136 || 1032 || 24.65

oA W

En las Figuras [23] [24]y [25| se puede observar que los valores |z ] de los primeros dos

algoritmos son superados por aquellos del GANTT-T+. Se observa también que para el
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GANTT-T+, conforme se aumenta el valor de k, el promedio (| z]) disminuye, teniendo un

repunte para cuando k = 5.

=i
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Figura 23: Valores promedio del tiempo maximo de finalizacion (|z]) para distintos valores de &
de las ( 2) corridas de los algoritmos GANTT (), GANTT-T () y GANTT-T+ (0) del caso abz05

n/

(mostrado en la Tabla @
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Figura 24: Valores promedio del tiempo maximo de finalizacion (| z]) para distintos valores de k de
las ( " ) corridas de los algoritmos GANTT (O), GANTT-T () y GANTT-T+ (O) del caso ft10 (mostrado

n/2

en la Tabla E])
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Figura 25: Valores promedio del tiempo maximo de finalizacion (| z]) para distintos valores de % de
las (n";z) corridas de los algoritmos GANTT (), GANTT-T () y GANTT-T+ (0) del caso la16 (mostrado

en la Tabla @

5.3. Experimento 2: GANTT-T+, k£ =n

Para el segundo experimento, se realiza una evaluacién del GANTT-T+ con seis casos
de prueba: ft06, la01-la05. La intencion de este experimento es evaluar el desempeno
del algoritmo con un valor de k£ = n. La eleccion de estos seis casos se debe a que
éstos corresponden a los casos de prueba mas pequenos entre los 82 casos de prueba
disponibles. El objetivo de este experimento es medir el desempeno del GANTT-T+ al ca-
lendarizar los movimientos de todos los robots de manera simultanea. La Tabla gl muestra
los casos de prueba analizados, la primer columna presenta el identificador del caso, la
segunda su tamano (n x m), la tercera el valor éptimo, la cuarta el valor logrado por el
algoritmo GANTT-T+ y la ultima columna muestra el tiempo de ejecucion para cada caso.
Los detalles de la maquina donde fue corrido el algoritmo se describen en el Experimento
3.

La Figura |26 se muestra un diagrama de Gantt, del calendario 6ptimo para el caso
ft06, que ilustra el esquema de orden y tiempo en el que los segmentos de ruta que cada

robot debe recorrer.
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Tabla 6: Comparacion de los resultados obtenidos de los casos de prueba mas pequenos cuando

k=n.
Caso | nxm | Tpy G'(AkNI:)H CPU(s)
ft06 | 6 x6 | 55 55 2.8
la01 | 10 x 5 | 666 666 3474
la02 | 10 x 5 | 655 655 3465
la03 | 10 x 5 | 597 597 3337
la04 | 10 x 5 | 590 590 3424
la05 | 10 x 5 | 593 593 3389

Figura 26: Solucién optima del caso ft06.

5.4. Experimento 3: GANTT-T+, 82 casos

Para el tercer experimento, se realiza una evaluacion del GANTT-T+ con los 82 casos

de prueba. En este experimento, una prueba consiste en correr el GANTT-T+ con 250

permutaciones aleatorias del orden de los robots y valores de £ € {2,3}, donde 3 < [logn]

para n con cada caso de prueba (con excepcion del caso t06). Las Tablas[7]a[13|resumen

los resultados experimentales de los 82 casos de prueba. En las tablas se enlista, el

nombre del caso, el tamano del caso (nxm), la mejor soluciéon conocida (M SC'), el tamano

de agrupamiento (k), la mejor solucion encontrada (), la peor (z.,..), €l promedio (| z]),
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la desviacién estandar (o), el error relativo (FR) y el tiempo de computo en segundos. El

error relativo se calcula de la siguiente manera

Toin — MSC
ER="""" """~ 100 1
h MSC 00 (31)

Los resultados experimentales muestran que pocos casos de prueba obtuvieron valo-
res de error relativo (FR) por encima del 15 %. Concretamente, los casos con ER > 15%
para alguno de los valores establecidos de k, son: abz08 (17.05%) con k = 2, abz08
(15.81%) con k = 2, abz09 (16.79 %) con k = 2, 1a29 (15.12%) con k = 2, swv07 (15.37 %)
con k = 2, swv08 (16.05%) con k = 2y swv09 (16.01 %) con k = 2. Estos casos represen-
tan el 7.31 % de los 82 casos de prueba y el 4.26 % si tomamos en cuenta ambos valores
de k para cada caso. Mas aun, ninguno de ellos supera un error relativo del 17.05 %. Los
resultados experimentales muestran ademas, tiempos de ejecucién similares para casos
de prueba del mismo tamano. Por ejemplo, para casos de tamano 10 x 10, la mayor dife-
rencia entre cualesquier par de tiempos de codmputo es menor a 1 segundo con k = 2y
de 7 segundos con k = 3. Esto pudiera ser importante si se requiere de una cierta certeza

del tiempo que tomara calcular una solucion.

Adicionalmente, en las Tablas [7]a[13] se puede observar que el GANTT-T+ pudo en-
contrar la mejor solucion conocida de un caso de prueba en el conjunto FT (33.3%) y de
12 casos de prueba en el conjunto LA (33.3 %). Recuerde que el GANTT-T+ es determi-
nista, por lo que cualquier solucidon éptima calculada, dada una cierta entrada, se puede

recalcular si se repite la entrada.

En la Figura [27] se muestra como aumenta el tiempo de ejecucion conforme aumenta
el tamano del problema. Se grafica el tiempo de C'PU medido en segundos contra el
tamano del problema denotado por n € {10, 15,20, 30,50} y m = 10 fijo. Se grafican los
valores, mostrados en las Tablas [9] [10] y de los casos de prueba la16-20, la21-25,
la16-30, 1a31-35 y swv11-15 con k = 2. Se puede observar que los tiempos de ejecucion

con un mismo tamano de n se encuentran agrupados.

De manera similar, la Figura [28 muestra cémo aumenta el tiempo de ejecucion confor-

me aumenta el tamano del problema. Se grafica el tiempo de C PU medido en segundos
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Tamario vs. Tiempo
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Figura 27: Valor experimental del tiempo de CPU medido en segundos para casos de prueba de
distintos tamanos (m x n) con n € {10, 15,20, 30,50}, m = 10 fijoy k = 2.

contra el tamano del problema denotado por m € {5, 10,15,20} y n = 20 fijo. Se grafican
los valores, mostrados en las Tablas [7} [9) y [13] de los casos de prueba la11-15, 1a26-30,
abz07-09 y yn01-04 con k = 2. Se puede observar que los tiempos de ejecucion con un

mismo tamano de m se encuentran agrupados.

Tamano vs. Tiempo

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
m

Figura 28: Valor experimental del tiempo de CPU medido en segundos para casos de prueba de
distintos tamafos (m x n) con m € {5,10,15,20}, n = 20 fijoy k = 2.
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Se puede observar en ambas Figuras y [28} que el crecimiento en tiempo es de

orden cuadratico (k = 2) tanto en tamafno n como en m.

Tabla 7: Resultados del GANTT-T+ con valores de k£ = 2 y 3, para los casos de prueba del conjunto
ABZ.

ABZ
Caso | nxm | MSC | k| Tmin | Tmaz | |Z] o ER CPU(s)
st 10 v |2 12 15| 15 8% ST | 1
S IEIHE I
207 | 2015 658 | 5| 736 | g15 | 763 | 1241 | 1240% | 7067
P ENCHEIEE IR
209 | 2015 661 | 5| 765 | agp | soa | 150 | 14.82% 8080

Tabla 8: Resultados del GANTT-T+ con valores de & = 2 y 3, para los casos de prueba del conjunto

FT
Caso | nxm | MSC | k| Tmin | Tmaze | |T] o ER | CPU(s)
06| 6x6 | 85 | 5| 5 | g5 | 57 | 1a | 00% | 20
IR HE A AR R
CICRHE A R

Los experimentos se realizaron en una Mac Pro Intel Xeon Dual Core 2.6 Ghz, me-
moria RAM de 64GB. Sin embargo, se observd que sélo el 5.54 % del CPU estaba en

uso.
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Tabla 9: Resultados del GANTT-T+ con valores de & = 2 y 3, para los casos de prueba del conjunto

LA.

LA/
Caso | nxm | MSC | k| Twmin | Tmaz | |Z] o ER | CPU(s)
201 | 1055 | 666 | 5| gog | 794 | 705 | 2977 | 00% | 192
oz |05 | o | 2| 0|08 T4 e s20% 20
ERIEIHFE IR
204 | 105 | 590 | 5| gog | 725 | o6 | 0815 | 320% | 132
205 | 105 | 593 | 5| 505 | 4o | so | 856 | 00% | 134
208 | 1555 | 926 | 5| oo josp | 36 | 1765 00% | 178
207 | 155 | 890 | 5| agg | 1023 | oa5 | o752 | 00% | 178
5
IR HFE R
ERIEHE AR R
NEIEHFF IR
arn || ez | 2122 1520 128 288 0 | e
arz | s | o0 21058 130 1o 2038 00 | s
AR
EREHE I R
ars | 20w | oo | 8123 102 12 g 2o | e
IR AR
EERHEIHEIE YR
ERICIHEEHEE R
CHEEAE AR
EEHEAEE IR
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Tabla 10: Resultados del GANTT-T+ con valores de k = 2 y 3, para los casos de prueba del conjunto
LA.

LA2/2

Tmin | Tmaz | |T] o ER CPU(s)
1165 | 1350 | 1242 | 32.85 | 11.37 % 35.1
1147 | 1314 | 1230 | 30.45 | 9.65% 169
1045 | 1226 | 1117 | 34.64 | 12.72% 35.6
998 | 1205 | 1100 | 34.67 | 7.65% 171
1055 | 1236 | 1151 | 33.15 | 2.22% 35.2
1054 | 1255 | 1139 | 31.65 | 2.13% 171
1024 | 1222 | 1121 | 36.26 | 9.51% 35.9
1005 | 1221 | 1109 | 32.36 | 7.48% 169
1082 | 1240 | 1158 | 30.49 | 10.74 % 35.7
1067 | 1229 | 1150 | 30.38 | 9.21% 168
1324 | 1548 | 1431 | 37.40 | 8.70% 82.6
1314 | 1481 | 1386 | 29.28 | 7.88% 1911
1382 | 1606 | 1464 | 36.02 | 11.90% 82
1339 | 1506 | 1425 | 28.83 | 8.42% 1893
1342 | 1589 | 1455 | 41.16 | 10.36 % 79
1325 | 1527 | 1408 | 36.31 | 8.96% 1883
1332 | 1525 | 1422 | 35.56 | 15.12% 81
1305 | 1450 | 1378 | 28.19 | 12.79% | 1918
1425 | 1630 | 1515 | 37.43 | 5.16% 80
1400 | 1564 | 1475 | 28.62 | 3.32% 1928
1800 | 2017 | 1904 | 40.67 | 0.89% 266
1789 | 1967 | 1861 | 30.93 | 0.28% 9597
1914 | 2013 | 2002 | 40.53 | 3.45% 257
1873 | 2055 | 1956 | 33.84 | 1.24% 9429
1748 | 1966 | 1845 | 40.05 | 1.68% 257
1719 | 1944 | 1800 | 33.75 0.0% 9277
1813 | 2012 | 1908 | 38.29 | 5.34 % 259
1773 | 1977 | 1868 | 34.15 | 3.02% 9528
1930 | 2196 | 2069 | 51.45 | 2.22% 260
1914 | 2160 | 2010 | 44.49 | 1.37% 9569
1379 | 1601 | 1474 | 35.62 | 8.75% 103
1348 | 1559 | 1463 | 37.14 | 6.30% 691
1500 | 1697 | 1595 | 33.87 | 7.37 % 111
1507 | 1647 | 1578 | 29.31 | 7.87 % 686
1337 | 1525 | 1422 | 33.98 | 11.78% 105
1334 | 1499 | 1411 | 34.68 | 11.53% 684
1361 | 1574 | 1461 | 40.96 | 10.38 % 106
1351 | 1576 | 1441 | 37.55 | 9.57% 700
1336 | 1520 | 1414 | 32.99 | 9.32% 104
1343 | 1482 | 1402 | 30.14 | 9.90% 704

Caso| nxm | MSC

la21 | 15 x 10 | 1046

la22 | 15 x 10 | 927

la23 | 15 x 10 | 1032

la24 | 15 x 10 | 935

la25 | 15 x 10 | 977

la26 | 20 x 10 | 1218

la27 | 20 x 10 | 1235

la28 | 20 x 10 | 1216

la29 | 20 x 10 | 1157

la30 | 20 x 10 | 1355

la31 | 30 x 10 | 1784

la32 | 30 x 10 | 1850

la33 | 30 x 10 | 1719

la34 | 30 x 10 | 1721

la35 | 30 x 10 | 1888

la36 | 15 x 15 | 1268

la37 | 15 x 15 | 1397

la38 | 15 x 15 | 1196

la39 | 15 x 15 | 1233

WNDWNRWNWNDWNWNWNDWNWNDWNWNWMNDIWNWMNDWNWNWMNDWNWNDWN| o

la40 | 15 x 15 | 1222
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Tabla 11: Resultados del GANTT-T+ con valores de k = 2 y 3, para los casos de prueba del conjunto

ORB.

ORB
Caso | nxm | MSC | k| Zmin | Tmaz | |7 o ER | CPU(s)
oot | 00 1050 | 2| 125 180T 12 S50 a2
I HE IR R S
03 | 1010 108 31072 1282 11559158 080 | 11
ovos | 110 1005 | 2| 1071 T iy ek w112
S CAHE R
IR AR AR AR AR AR
w07 10510 asr | 2| 87T e o0 L
orb08 | 1010 899 | 5| 057 | 10s | Gep | 2203 | 311% | 199
orb09 | 1010 834 | 5| oog | 1109 | 1022 | 262 | 256% | 196
R HE A
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Tabla 12: Resultados del GANTT-T+ con valores de & = 2 y 3, para los casos de prueba del conjunto

SWV.

SWV
Caso | nxm | MSC | k| Zmin | Tmaz | |Z] o ER | CPU(s)
w01 | 2010|1407 | 5| 1262 | 1750 | 1647 | 3439 | 10.56% | 1864
w02 | 20510 | 1475 | 5| 1eq3 | 1764 | 1668 | 28.54 | 7.09% | 1884
w03 | 2010 | 1998 | 5| 1270 1740 | 1637 | a1.00 | 1230% | 1913
S04 | 2010 | 1470 | 5| 1817 1766 | 1703 | o402 | 10% | 1083
w05 | 20510 | 1424 | 5 | 1eq0 | 1749 | 1665 | 2920 | 11.68% | 1877
W06 | 2015 | 1678 | 5 | 1e09 | 2006 | 1984 | 37.10 | 1317% | 8009
SWO7 | 20515 | 1600 | 5 | 1705 047 | 1ags | a090 | 12% | 7988
w08 | 2015 | 1756 | o | Yoa7 | 3160 | o070 | a2.65 | 13.72% | 7941
w09 | 2015 | 1661 | 5 | ja5d | 2004 | 1952 | an.65 | 1186%| 7966
w10 2015 | 1754 | 5| Y554 | 114 | 2007 | 2090 | 1140% | 7929
w11 5010 | 3005 | o | otd | 3007 | 3aay | S0.20 | 1034% | 15023
S ACIEIHE I dE ik bR
w13 | 5010 | 3146 | o | 341 | 3780 | 3577 | 943 | 8.58% | 1508
swv14 | 5010 | 2968 | 5 | gocs | agio | 3370 | 5092 | 9.60% | 14987
W15 | 5010 | 2940 | 3 | 3907 | aes7 | 3300 | 49.49 | 12.14% | 15068
w16 | 5010 | 2924 | 5 | 5054 | q099 | 2033 | 1721 | 00% | 15190
w17 | 50x 10| 2794 | o | 700 | 5075 | ogsa | 5348 | 0.0% | 15130
w18 | 5010 | 2852 | 5 | 5600 | 579 | 2678 | 2039 | 0.0% | 14835
w19 | 5010 | 2843 | 5 | 5a00 | g1 | 2988 | 456 | 130% | 14903
swv20 | 5010 | 2823 | 5 | 5650 | q077 | 2009 | 39.00 | 021% | 15173
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Tabla 13: Resultados del GANTT-T+ con valores de k = 2 y 3, para los casos de prueba del conjunto

YN.

YN
Caso | nxm | MSC | k| Tmin | Tmas | |T] o ER | CPU(s)
01| 20x20 | 884 | 3| o5 | 1oaa | 1023 | 1668 | 11.08% | 22679
02 | 2020 | 907 | 5| 1008 | 104 | 1040 | 16,68 | 1080% | 22984
03 | 2020 | 892 | 5| gag | 1000 | 1036 | 17.74 | 10.76% | 20498
04 | 2020 | 988 | 5| 1004 | 1501 | 1145 | 19,06 | 1301% | 22502
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5.5. Discusion

Los resultados del Experimento 1 fueron los esperados. Se esperaba que las solu-
ciones producidas por el GANTT-T+, en general, superaran aquellas producidas por los
algoritmos GANTT y GANTT-T. Se esperaba también observar que al aumentar el ta-
mano de la agrupacién (k), el tiempo maximo de finalizacion (7,,...) disminuiria. Esto se
observd, en general, para valores de k € {2,3,4}. Cuando k = 5, se observa un repunte
de T,..., esto se puede atribuir a que para los casos abz05, ft10 y la16, £k = 5es n/2y
es probable que ambos calendarios de n/2 robots no hayan dejado suficiente espacio de
tiempo libre entre segmentos de una misma region para poder combinar ambos calenda-
rios. Debido a que para valores de k& > 3, k es mayor a logn para los casos mencionados,

debido al tiempo requerido no fue posible probar con valores de k£ mayores a 5.

Los resultados del Experimento 2 muestran soluciones optimas para cada caso de
prueba considerado, utilizando el GANTT-T+. Los resultados son congruentes con lo
enunciado tedricamente en la Proposicion [4.5] A pesar del tiempo exponencial requerido,

el GANTT-T+ debe ser capaz de encontrar la solucion éptima cuando k£ = n.

El Experimento 3 se disefa para probar el desempeno del GANTT-T+ con varios casos
de prueba distintos y comparar las soluciones obtenidas con la mejor solucién conocida (u
optima) de cada caso. Los resultados experimentales donde la mejor soluciéon conocida
es igual a la solucion del GANTT-T+ para &k = 2 o 3, fueron inesperados. A pesar de
gue no necesariamente se pierde optimalidad al construir calendarios a partir de otros
calendarios, no se esperaba encontrar soluciones éptimas para valores de k& € {2,3}.
Las Figuras [29)y [30] muestran un histograma de frecuencias del error relativo (E'R) de los

resultados experimentales para valores de k de 2 y 3, respectivamente.
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ER vs Frecuencia (k = 2)
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Figura 29: Histograma de frecuencias del error relativo (ER) de los resultados experimentales del
GANTT-T+ con los 82 casos de prueba para i = 2.
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Figura 30: Histograma de frecuencias del error relativo (ER) de los resultados experimentales del
GANTT-T+ con los 82 casos de prueba para i = 3.

Adicionalmente, las soluciones obtenidas por el GANTT-T+ pueden servir como semi-
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lla para heuristicas que utilizan soluciones iniciales como entrada. Como una muestra de
ello, se implementd un algoritmo genético cuya poblacién inicial se construye a partir de
soluciones generadas por al GANTT-T+. La representacion del individuo es una secuen-
cia de segmentos de ruta (calendario de coordinacion). Sea I un individuo, la funcion de
aptitud se define como T;,,..(f7"(I)). En la Tabla se muestran los parametros y ope-
radores del algoritmo genético. En 30 ejecuciones del algoritmo genético para los casos
de prueba abz05, ft10, y la16 se encontraron los siguientes valores (E R %) de solucion:
1239 (0.40 %), 938 (0.86 %) y 946 (0.10 %), respectivamente. Estas soluciones correspon-
den a la mejor solucién encontrada para cada caso a lo largo de las 30 ejecuciones. Cabe
mencionar que estos resultados son alentadores para experimentar con esquemas que

puedan utilizar resultados del GANTT-T+ como semilla.

Tabla 14: Parametros y operadores del algoritmo genético.

Parametro Valor / Operador
Tamano poblacion =250
Cruzamiento (prob.) Cruce uniforme sobre un punto (1)
Mutacién (prob.) Mutacién por intercambio con la siguiente casilla (.5 por casilla)
Descendencia A=2
Seleccién Ruleta
Reemplazo Se quedan los mejores i de u + A
No. generaciones 50’000
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Capitulo 6. Conclusiones y trabajo a futuro

6.1. Sumario

La coordinacion de rutas de robots, propuesto por O’Donnell y Lozano-Pérez (1989),
es un enfoque desacoplado que busca resolver parte del problema para la planificacion
de movimientos. En este enfoque se debe coordinar los movimientos de multiples ro-
bots a lo largo de trayectorias (ruta y velocidad) pre-especificadas. Ademas, cada ruta
se encuentra fragmentada en segmentos de ruta. Se desea que los robots recorran y
completen su ruta en el menor tiempo posible. El objetivo es encontrar aquel calendario
que especifique el tiempo de inicio de recorrido de trayectoria de cada robot sin que éste
colisione con los demas, minimizando el maximo tiempo de finalizacion entre todos los
robots. En un modelo donde la aceleracidn de los robots no esta acotada, la velocidad es
constante y donde las areas de inicio y fin de cada segmento de ruta son libres de co-
lision, la coordinacion de rutas es equivalente al problema ampliamente conocido como
Job Shop Scheduling (JS P por sus siglas en inglés). De modo que el objetivo se traduce
en encontrar aquel calendario de tiempo de inicio de los segmentos de ruta para cada

robot tal que el tiempo maximo de finalizacién del Ultimo segmento sea minimo.

En el presente trabajo de tesis, se explora la semejanza entre ambos problemas y se
propone una técnica de agrupamiento de robots basado en diagramas de coordinacion

n-dimensionales para encontrar soluciones para casos del JSP.

Se proponen tres algoritmos deterministicos de calendarizacion implementando la
técnica de agrupamiento de robots, concretamente: el GANTT, el GANTT-T, y el GANTT-
T+. Los tres algoritmos realizan un procedimiento iterativo de agrupamiento y calenda-
rizacion de robots, donde cada uno tiene caracteristicas particulares. EIl GANTT busca
maximizar el recorrido paralelo de segmentos de ruta que no pertenezcan a una misma
region, en un mismo intervalo de tiempo. El GANTT-T implementa un adelgazador que
permite calcular el tiempo de inicio de recorrido de un segmento de ruta; que inicie (el
recorrido) tan pronto como el segmento que lo precede, en su misma ruta, haya sido re-
corrido y la region a recorrer haya sido liberada. El GANTT-T+ implementa un adelgazador

mejorado en donde se calcula el minimo tiempo de inicio de un segmento de ruta; que
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inicie (el recorrido) tan pronto como sea posible, respetando la restriccion de precedencia
de los segmentos de ruta. Se demuestra un factor de aproximacién de n/k - T,,, para el

GANTT-T+, lo que lo convierte en un algoritmo de aproximacion.

Se disenan tres experimentos que utilizan casos de prueba del JSP conocidos en
la literatura, de los cuales la mejor solucién conocida (u 6ptima) esta reportada. El pri-
mer experimento se disena para comparar los algoritmos propuestos entre si. El segun-
do experimento se disefa para comprobar empiricamente el factor de aproximacion, de
GANTT-T+, en el caso particular cuando el tamano de agrupamiento de robots es igual
al numero de robots; esto es cuando k£ = n. El tercer experimento se disefa para medir
el desempefo de GANTT-T+ con cada caso de prueba con distintos tamarnos de agrupa-
miento k£ de O(logn), comparando los valores de la solucion obtenida con los valores de

la mejor solucién conocida.

6.2. Conclusiones

Con base en el trabajo de tesis realizado, se concluye lo siguiente:

1. Ambos problemas, la coordinacion de rutas y el problema Job Shop Scheduling,
no sélo son similares sino equivalentes bajo ciertas suposiciones. Especificamente,
cuando la aceleracion de los robots no esta acotada, la velocidad es constante y

donde las areas de inicio y final de cada segmento de ruta estan libres de colisién.

2. La coordinacion de rutas, construyendo un calendario a través de un diagrama de
coordinacion n-dimensional, requiere de tiempo exponencial; sin embargo, es posi-
ble particionar el problema realizando n/k calendarios de n/k diagramas de coordi-
nacion k-dimensionales en tiempo polinomial. Esto es cierto para alguna constante
k. Posteriormente, es posible combinar los n/k calendarios, en tiempo polinomial, y

asi obtener un calendario que coordine las rutas de todos los robots.

3. El algoritmo GANTT-T+ propuesto mostrod ser, experimentalmente, superior a los
algoritmos GANTT y GANTT-T (también propuestos en este trabajo) en cuanto a

calidad de solucién producida.
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4. Evidencia tedrica y experimental apuntan a que el algoritmo GANTT-T+ se comporta

como un algoritmo exacto de tiempo exponencial, cuando k£ = n.

5. Los resultados experimentales muestran que el algoritmo GANTT-T+ tuvo un error
relativo (EF' R) promedio del 5.48 % con k = 3y del 6.84 % con k = 2, sobre 82 casos

de prueba conocidos (Seccién|5.1).

6. Los resultados de la literatura para el conjunto de casos de prueba LA (el conjunto
de casos mas grande) muestran valores de FR promedio de 3.67 % (Adams et al.,
1988), 1.87% (Binato et al., 2002), 0.41 % (Gongalves et al., 2005) y 0.00 % (Parda-
los y Shylo, 2006), mientras que el algoritmo GANTT-T+ tiene un ER promedio de
3.65% para k = 3. No obstante, el algoritmo GANTT-T+ recibe como parametro de
entrada el tamano de agrupamiento k& deseado. A pesar del incremento en tiempo
de ejecucién, de manera general, a mayor tamano de agrupamiento k£ menor es el

valor ER promedio.

7. Resultados experimentales muestran que para casos de prueba del mismo tamano
(n x m), el algoritmo GANTT-T+ presenta tiempos de ejecucion similares. Siendo
que, para casos de prueba de tamano 10 x 10, la mayor diferencia observada entre
cualesquier par de tiempos es menor a un segundo cuando k£ = 2 y de siete segun-
dos cuando k& = 3. En cuanto al tiempo de ejecucion experimental y el tiempo de
ejecucion tedrico del algoritmo GANTT-T+ (Proposicién [4.5), se observa congruen-

cia entre ellos.

6.3. Trabajo a futuro

Los posibles temas a estudiar a partir de este trabajo son:

1. Algunas heuristicas para el Job Shop Scheduling, utilizan soluciones previamen-
te construidas como parte de los argumentos de entrada. Se sugiere comparar el
desempenfo de heuristicas que requieran soluciones del problema como argumen-
to, usando el algoritmo GANTT-T+ como “semillero”. Al hacer esto, idealmente, se
esperaria una mejora en la calidad de las soluciones y/o una disminucién del tiempo

de ejecucion de dichas heuristicas. En la Seccidn se describe brevemente un
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pequeno experimento en el que se utilizan soluciones generadas por el algoritmo

GANTT-T+ para inicializar la poblacion de un algoritmo genético.

. Se tiene evidencia experimental que sugiere que los algoritmos propuestos tienen
problemas para construir calendarios de coordinacion a partir de ciertos diagramas
de coordinacion de robots compuestos. Por ejemplo, en cada caso de prueba del
Experimento 1 (Capitulo[5), cuando k& = 5 se puede ver un aumento en el promedio
del tiempo maximo de finalizacion, en comparacion con valores de £ menores a 5. Se
sugiere explorar el uso de alguna politica de decisidon que permita calendarizar de
manera mas holgada en etapas intermedias (donde existen varios agrupamientos
de robots) y calendarizar de manera mas compacta en la Gltima etapa (donde existe

un s6lo agrupamiento de robots).

. El presente trabajo, no toma en cuenta una aceleracion acotada ni segmentos de ru-
ta donde exista riesgo de colisién en sus puntos de inicio y final. Se sugiere estudiar
las implicaciones que conllevan el tomar en cuenta dichas restricciones y estudiar su
relacidn con las restricciones no-wait, blocking swap y blocking no-swap del proble-
ma Job Shop Scheduling. Posteriormente, realizar una adaptacion de los algoritmos

propuestos para lidiar con dichas restricciones.

. Por ultimo, se sugiere hacer un analisis con mayor detalle del peor caso para el algo-
ritmo GANTT-T+, esto para poder proponer un factor de aproximacion mas ajustado.
Si bien el factor de aproximacién propuesto es de (n/k) - T, los resultados expe-
rimentales sugieren que el factor de aproximacion es logaritmico como lo es en el

caso del problema del viajante.
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