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Resumen de la tesis que presenta Miguel Angel Gonzélez Mandujano como requisito
parcial para la obtencién del grado de Doctor en Ciencias en Optica.

Analisis multipolar del esparcimiento electromagnético por particulas
dieléctricas de alto indice de refraccion

Resumen aprobado por:

Dr. Eugenio Rafael Méndez Méndez
Director de tesis

En esta tesis, se presenta un estudio de problemas de esparcimiento de luz por
particulas dieléctricas de alto indice de refraccién. De particular interés ha sido la ex-
citacion del momento dipolar magnético en las particulas, su interacciéon con otros
multipolos y los detalles de su dependencia con la forma de la particula. Para abor-
dar estos problemas fue necesario el desarrollo de algunas herramientas tedricas y
computacionales. En particular, fue esencial para el trabajo el desarrollo de técnicas
numeéricas basadas en ecuaciones integrales de superficie, tanto para el caso 2D co-
mo el 3D. Para validar los célculos numéricos de esparcimiento en tres dimensiones,
presentamos comparaciones con el software del dominio publico SCUFF-EM, que es
muy eficiente. También, con el propdsito de analizar y describir a mas detalle el es-
parcimiento electromagnético se desarrollé6 un método que nos permitié analizar el
campo esparcido en términos de sus contribuciones multipolares. Utilizando estas he-
rramientas presentamos céalculos de esparcimiento con particulas de formas distintas
a la esfera y el cilindro infinito. En particular, son empleadas en tres aplicaciones de
particulas dieléctricas de alto indice de refraccién como lo son, en el disefio de espejos
magnéticos, en el analisis del papel que juega la excitacién de diferentes multipolos
en la generacién de segundo arménico y en el estudio de las resonancias de Fano en
cilindros finitos.

Palabras clave: Esparcimiento, Método de momentos, Descomposicion mul-
tipolar, Dieléctricos de alto indice de refracciéon, Resonancias magnéticas



Abstract of the thesis presented by Miguel Angel Gonzalez Mandujano as a partial
requirement to obtain the Doctor of Science degree in Optics.

Multipolar analysis of electromagnetic scattering by high refractive index
dielectric particles

Abstract approved by:

Dr. Eugenio Rafael Méndez Méndez
Thesis Director

In this thesis, a study of problems of light scattering by dielectric particles of high
index of refraction is presented. Of particular interest has been the excitation of the
magnetic dipole moment in the particles, their interaction with other multipoles and
the details of their dependence on the shape of the particle. To address these problems
it was necessary to develop some theoretical and computational tools. In particular,
the development of numerical techniques based on integral surface equations was
essential for the work, both for the 2D and 3D cases. To validate the scattering calcu-
lations with our implementation in three dimensions, we present comparisons with the
public domain software SCUFF-EM, which is very efficient. Using these tools, we show
scattering calculations with particles of shapes other than the sphere and the infinite
cylinder. Also, with the purpose of analyzing and describing electromagnetic scattering
in more detail, we developed a method that allowed us to analyze the scattered field in
terms of its multipolar contributions. In particular, they are used in three applications
of high refractive index dielectric particles such as, in the design of magnetic mirrors,
in the analysis of the role played by the excitation of different multiples in the genera-
tion of second harmonics and the study of resonances of Fano in long finite cylinders.

Keywords: Scattering, Method of moments, Multipolar Decomposition, High
refractive index, Dielectrics, Magnetic Resonance
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Capitulo 1. Introduccion

Los avances recientes en técnicas de fabricacién y caracterizacién de estructuras a
escalas nanométricas han permitido el desarrollo de la nano-6ptica (Novotny y Hecht,
2006), que constituye actualmente un area de investigacién muy activa y de gran re-
levancia cientifica y tecnolégica. A nivel basico, la nano-éptica involucra la interaccién
de luz con particulas y estructuras mas pequefas que la longitud de onda. Un caso
importante, y muy estudiado, es el de particulas metdlicas de unos cuantos nané-
metros que presentan resonancias plasmodnicas (Maier, 2007). Estas estructuras reso-
nantes pueden ser consideradas como nanoantenas 6pticas (Bharadwaj et al., 2009;
Novotny y Van Hulst, 2011; Schuller et al., 2010), pues permiten concentrar energia
electromagnética propagante en regiones muy pequefas. Las particulas o estructuras
resonantes, constituyen también la base sobre la que se disefian los metamateriales
6pticos (Cai y Shalaev, 2010; Capolino, 2017). Estos, son materiales artificiales cuyas
propiedades épticas pueden ser muy distintas a las de los materiales encontrados en
la naturaleza. Ejemplos clasicos de esto son los vidrios con inclusiones metalicas uti-
lizados en los vitrales de las catedrales medievales. Se trata de un caso en el que se
excitan resonancias plasménicas, cuya naturaleza se debe, primordialmente, a excita-

ciones de caracter eléctrico.

Recientemente, ha existido un creciente interés por las propiedades épticas de na-
noparticulas dieléctricas de alto indice de refraccién, ya que en este tipo de particulas
es posible excitar resonancias de caracter magnético, al igual que resonancias eléc-
tricas (Zhao et al., 2009; Kuznetsov et al., 2012). Ademas, este tipo de estructuras
presenta pocas perdidas comparadas con las particulas metélicas. Esto abre nuevas
posibilidades para el disefio de metamateriales y metasuperficies de baja absorcién
(Decker y Staude, 2016). Cabe sefialar que las excitaciones magnéticas en medios de
alto indice de refraccién ocurren incluso para estructuras simples como esferas o cilin-
dros infinitos, para los que que existe una solucién analitica para el problema de es-
parcimiento electromagnético (Mie, 1908). Empleando esta teoria, se ha demostrado
gue las nanoparticulas de silicio soportan excitaciones del tipo eléctrico y magnético
en un rango espectral entre el visible e infrarojo cercano (Garcia-Etxarri et al., 2011,
Kuznetsov et al., 2012). También, se ha demostrado tedrica y después verificado expe-

rimentalmente, que la interferencia entre excitaciones eléctricas y magnéticas puede



emplearse para controlar el patrén angular de radiacién, por ejemplo, para consequir
un esparcimiento unidireccional, frontal o hacia atras (Geffrin et al., 2012; Fu et al.,
2013).

Otros fendmenos interesantes observados en metasuperficies dieléctricas de alto
indice de refraccién que dependen de la interferencia entre resonancias eléctricas y
magnéticas son, por ejemplo, metasuperficies que se comportan como espejos mag-
néticos (espejos cuya diferencia de fase entre el campo el campo incidente y reflejado
es de cero) (Liu et al., 2014), y metasuperficies que tedricamente presentan un efecto

general de Brewster (Paniagua-Dominguez et al., 2016).

Asimismo, se han empleado las resonancias magnéticas para incrementar la sefal
de efectos no lineales como la generacion del tercer arménico por nanoparticulas de

silicio (Shcherbakov et al., 2014).

Motivados por lo anterior, en esta tesis presentamos un estudio de las propiedades
de esparcimiento de particulas dieléctricas de alto indice de refraccién en dos y tres
dimensiones. Analizamos el efecto producido en las resonancias al cambiar: la geo-
metria de la particula, el tamano, la longitud de onda y el indice de refraccién de la

particula.

Para realizar esto, fue necesario desarrollar programas de calculo electromagnéti-
co adecuados al problema. Actualmente existen varios métodos computacionales en
tres dimensiones para estudiar la respuesta Optica de nanoestructuras con geometrias
arbitrarias. En particular, los enfoques como el método de diferencias finitas y el mé-
todo de diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD por sus siglas en inglés),
requieren de la discretizacion tanto del volumen esparcidor como de su alrededor. Esto
conlleva a la necesidad de utilizar un gran poder computacional que resulta impractico
cuando el dominio computacional abarca varias longitudes de onda. Otros métodos,
basados en ecuaciones integrales de volumen, como la aproximacién por dipolos dis-
cretros (DDA por sus siglas en inglés) sélo necesitan discretizar el objeto esparcidor
pero sufren de un alto costo en memoria a medida que el mallado aumenta, ade-
mas de que son muy sensibles a inestabilidades producidas por variaciones espaciales

abruptas en la permitividad.

Recientemente, se ha empleado con éxito en la regién dptica del espectro un forma-



lismo que reduce el nUmero de incdgnitas asociadas a la discretizacién y, consecuen-
temente, los requerimientos computacionales para resolver el problema. Esto se logra
al transformar las ecuaciones integrales de volumen por una formulacién de ecuacio-
nes integrales de superficie (Rodriguez-Oliveros y Sanchez-Gil, 2011; Solis et al., 2014,
Kern y Martin, 2009). Este tipo de formalismo ha demostrado ser adecuado para tratar
particulas con dimensiones de varias longitudes de onda y para particulas dieléctricas
de alto indice (Kern y Martin, 2009), por lo que resulta entonces mas conveniente que
los métodos integrales de volumen (Kottmann y Martin, 2000). Por todo lo anterior, la
formulacién basada en integrales de superficie constituird el método a desarrollar y

utilizar en este trabajo.

También, con el propdsito de analizar y describir a mas detalle el esparcimiento
electromagnético, desarrollamos una técnica para descomponer el campo esparcido
de una particula aislada, iluminada por una onda plana monocromatica, en términos
de sus contribuciones multipolares eléctricas y magnéticas. Esta descomposicién mul-
tipolar nos dara informacién de cdmo se distribuye la carga en la particula y nos ayuda-
ra a entender la forma del campo lejano. Incluso, al sintonizar uno u otro multipolo nos
permitira controlar hasta cierto punto la forma del campo lejano. También, emplean-
do el analisis multipolar nos permitira discernir entre efectos debidos a una particula

aislada o a un arreglo de ellas.

Ademas, para el caso de particulas 2D de materiales dieléctricos presentamos un
desarrollo del problema del segundo arménico. Para esto, nos enfocamos en el caso del
silicio, modelando su respuesta lineal mediante un ajuste basado en un oscilador de

Lorentz y, la respuesta no lineal, en términos del modelo conocido como el Dipollium.

En particular, empleamos las herramientas anteriormente mencionadas, en el dise-
Ao de espejos magnéticos, en el analisis del papel que juega la excitacion de diferentes
multipolos en la generacién del segundo arménico y en el estudio de la resonancia de

Fano en cilindros finitos.

1.1. Estructura de la tesis

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo 2 definimos la teoria

y conceptos bésicos que usaremos a lo largo de todo el trabajo. También formulare-



mos el problema a resolver en este trabajo que consiste en el llamado problema de

esparcimiento electromagnético.

En el capitulo 3 presentamos la solucidon analitica para dos problemas de espar-
cimiento; para una particula esférica y para un cilindro infinito. Estas soluciones nos
servirdn como punto de referencia para validar nuestros resultados numéricos. Ade-
mas, estas soluciones analiticas constituiran la base para desarrollar el método de

descomposicién multipolar.

En el capitulo 4 presentamos una derivacién del método de la ecuacién de superfi-
cie. Discutimos algunos detalles técnicos de la implementaciéon y mostramos algunas
comparaciones con los resultados obtenidos con la solucién analitica. También pre-
sentamos un estudio del esparcimiento de cilindros finitos dieléctricos en las que ob-
servamos resonancias de Fano muy intensas (Abujetas et al., 2017). Para los calculos
numéricos de este trabajo empleamos otra implementacién del método de la ecuacién
integral representada por el software gratuito Scuff-em (Reid y Johnson, 2015). Estos
resultados los usamos como punto de comparacién entre nuestra implementacién y el

software Scuff-em.

En el capitulo 5 desarrollamos una técnica de descomposicién multipolar para el
caso de particulas de tres o dos dimensiones. Presentamos algunos ejemplos de es-
parcimiento en los que calculamos las contribuciones multipolares. Finalmente, pre-
sentamos un trabajo en el que empleamos el andlisis mutipolar en dos dimensiones
para encontrar las condiciones en las que se puede disefar un espejo magnético (la
diferencia de fase del campo eléctrico reflejado e incidente es de cero), con una es-
tructura dieléctrica periddica sublongitud de onda (Gonzalez-Alcalde et al., en revisidn
2019).

En el capitulo 6 estudiamos la generaciéon de segundo armdnico (GSA) producido
por particulas 2D centrosimétricas hechas de un material de alto indice de refraccién.
Calculamos los campos a la frecuencia fundamental y del segundo arménico, y em-
pleamos la descomposicién multipolar para estudiar los multipolos excitados en las
particulas. Esto nos permite estudiar la excitacion de los multipolos a la frecuencia del
segundo arménico y analizar el efecto de los multipolos excitados en w en los de 2w
(Mandujano et al., 2019).



Finalmente, en el capitulo 7 presentamos las conclusiones principales de este tra-
bajo. En particular, nos enfocamos en discutir los resultados de las resonancias de

Fano, el espejo magnético y la descomposicién multipolar del segundo arménico.



Capitulo 2. Teoria y conceptos basicos

En este capitulo mostramos los conceptos basicos de la teoria electromagnéti-
ca que utilizamos en las formulaciones de los siguientes capitulos. Presentamos el
problema a resolver en este trabajo, conocido como el problema del esparcimiento
electromagnético. Asimismo, introducimos el llamado principio de equivalencia que
empleamos para reformular el problema de esparcimiento en términos de corrientes
equivalentes de superficie o fuentes ficticias. Finalmente presentamos las cantidades
Opticas con las describiremos el esparcimiento electromagnético de una particula (o

coleccién de ellas), que son las secciones transversales.

2.1. Ecuaciones de Maxwell

La interaccién de la materia y las ondas electromagnéticas puede ser entendida
desde un punto de vista clasico a través de las ecuaciones de Maxwell. Estas ecua-
ciones son el fundamento para resolver problemas electromagnéticos. En forma dife-
rencial y suponiendo que los campos poseen una dependencia armdnica en el tiempo

(e~wt) pueden escribirse en el sistema internacional de unidades como

V-D(r,w) = p(r,w), (1)
Vx E(r,w) = iwB(r,w), (2)
Vx H(r,w) = j(r,w)—iwD(r, w), (3)

V:-B(r,w) = 0, (4)

en donde E y H representan los campos eléctrico y magnético, D el desplazamiento del
campo eléctrico, B el vector de induccién magnética, mientras que p y j representan
las fuentes de los campos, que son las densidades por unidad de volumen de carga y

de corriente respectivamente.

En este trabajo, a menos de que se indique lo contrario, los medios estudiados se

consideran como lineales, isotrépicos, homogéneos y dispersivos. Bajo estas conside-



raciones, las relaciones constitutivas tienen una relacidon escalar local de la forma

D(r,w) = e(w)E(r,w), (5)
B(r,w) = p(w)H(r,w), (6)

en donde € y u representan las constantes (o funciones) dieléctrica y magnética res-
pectivamente. En las ecuaciones anteriores utilizamos la representacién en el dominio
de las frecuencias; para pasar de una representacidon en el dominio del tiempo al de

frecuencias se utiliza la transformada de Fourier.

Para resolver problemas electromagnéticos es muy Util obtener una ecuaciéon en la
gue sélo aparece el campo eléctrico o magnético. Esto se logra aplicando el operador
rotacional en las ecuaciones y (3), y combinando con las ecuaciones y (4),

encontrandose que

VxVxE(r)—kE(r) = iwug(r), (7)
VxVxH(r)—k?H(r) = Vxj(r), (8)

en donde el subindice i hace referencia a la regién estudiada y k; = w/€l; es el

nUmero de onda en el medio.

Las ecuaciones y constituyen un punto de partida para resolver problemas
de esparcimiento electromagnético. Sin embargo, sélo pueden resolverse de forma
analitica para algunas geometrias como el caso de superficies planas, particulas es-
féricas o cilindros infinitos (Capitulo [3). En general, para geometrias y condiciones de
iluminacién mas complejas es necesario recurrir a métodos numéricos para obtener

soluciones aproximadas.

2.2. Formulacién del problema de esparcimiento electromagnético

En la teoria del esparcimiento se busca obtener la respuesta electromagnética de
la interaccién entre una onda incidente y una particula o superficie de geometria, ta-
mafio y propiedades épticas especificas (Figura [1). El problema directo consiste en
encontrar el campo esparcido, dado un campo de iluminacion y un objeto con geo-

metria y propiedades épticas conocidas. El campo esparcido puede presentar grandes



cambios cuando se modifican pardmetros de incidencia como la forma del haz, su lon-
gitud de onda y la polarizacién, asi como la funcién dieléctrica y la geometria del objeto
esparcidor. Como mencionamos anteriormente, sélo ciertos casos en los que el objeto
tiene una gran simetria pueden estudiarse de manera analitica. Fuera de estos casos
es necesario emplear técnicas computacionales; en particular, en este trabajo se utili-

zan métodos rigurosos basados en las ecuaciones de Maxwell y en sus condiciones de

frontera.
A
v
o 4
EinC d SCa

o) 3 > E(x)
A
A
3

conocido conocido incognita

Figura 1. llustracién del problema de esparcimiento electromagnético.

2.2.1. Condiciones de frontera

Cuando se tienen problemas en lo que existe una interfase que separa dos medios
con distintas propiedades 6pticas, existe una relacién entre los campos electromagné-
ticos a ambos lados de la interfaz. Si tenemos una superficie S que separa dos medios
dieléctricos de €;, y; con i=1, 2, se puede mostrar de las ecuaciones de Maxwell en su

forma integral que los campos cumplen lo siguiente

Aix (Ey—Ey)ls = 0O, (9)
Aix (Hi—HZ)|s = 0O, (10)

donde A; representa el vector normal a la superficie. Las ecuaciones (9) y indican
gue las componentes tangenciales de los campos eléctricos y magnéticos deben ser
continuas a través de la interfaz entre dos medios (Jackson, 2012). Se puede demos-
trar que, si se cumplen las ecuaciones anteriores, automaticamente se cumple con
la conservacién de energia en la superficie y que la solucién es Unica (Teorema de

unicidad).

Para el caso especifico en el que S represente un conductor eléctrico perfecto, se



necesita agregar una densidad de corriente eléctrica superficial J; en el lado derecho
de la ecuacién (10). Similarmente, cuando S representa un conductor magnético per-

fecto se agrega una densidad magnética superficial Ms del lado derecho de la ecuacién

.

2.2.2. El principio de equivalencia superficial

El principio de equivalencia superficial o de superficie, permite reformular los pro-
blemas en los que existen fuentes reales como una antena o un emisor, en términos
de unas corrientes equivalentes o densidades de corrientes superficiales. Estas fuen-
tes ficticias son llamadas equivalentes ya que dentro de la regién analizada producen

los mismos campos que las fuentes originales (Schelkunoff, 1939).

Para entender el principio de equivalencia consideremos el problema de esparci-
miento para dos regiones ilustrado en la figura 2| En la regién R; las fuentes generan
los campos incidentes Einc Y Hinc que interactian con un obstaculo representando por

la regidn R; y delimitado por la superficie S.

La idea es reformular el problema de esparcimiento como un problema exterior
y uno interior a S. Para el caso del problema exterior (en R;) las fuentes reales son
reemplazadas por las densidades de corrientes superficiales J; y M1 que se encuentran

por fuera de S. Estas corrientes exteriores satisfacen que:

J1 = AixHig, (11)
M1 = _ﬁ1XE1~51' (12)

Para el problema interior (en R;) se considera que las corrientes se encuentran por

dentro de S y satisfacen que

J; = haxHy|g, (13)
M; = —fi;x Ep|s . (14)

Si se emplean las condiciones de frontera de las componentes tangenciales (9)) y (10)),

se puede observar que las corrientes equivalentes exteriores e interiores obedecen
queJs=—J1=J, Yy Ms=—M1 = M.
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Figura 2. Principio de equivalencia superficial exterior e interior. Adaptado de (Medgyesi, 1994).

Las corrientes equivalentes inducen los mismos campos E y H que generaria el
problema real (Balanis, 2012), por lo que esencialmente reduce el problema de espar-
cimiento al calculo de las densidades de corrientes superficiales Js y Ms. Al calcular e

integrar estas corrientes se obtienen los campos esparcidos Es. y Hsc (Capitulo [4).

2.3. Secciones transversales y eficiencias

Una vez que se han calculado los campos podemos obtener la respuesta del siste-
ma con la secciones transversales (Bohren y Huffman, 2008). Para definir estas can-
tidades, consideramos una esfera imaginaria con radio ro en un medio no absorbente
(Figura[3}a)). Esta esfera virtual es atravesada por un flujo electromagnético incidente

descrito por los campos Ejn¢, Hinc.

Para calcular la potencia incidente podemos emplear el promedio temporal del vec-
tor de Poynting:
1
(Sinc(1) = SR{Einc(r) x H7 (1)}, (15)

gue representa el flujo de potencia electromagnética en r (potencia/area) promediada
sobre el tiempo de respuesta de un detector éptico (mucho mayor que el periodo de

oscilacién). La magnitud de esta cantidad se le conoce como irradiancia I.

Al integrar la ecuacion (15) sobre la esfera virtual, obtenemos la potencia total que
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Figura 3. Esferas virtuales en medios no absorbentes. a) Esfera virtual en la presencia de un flujo
electromagnético. b) Esfera virtual a la que se le introduce una particula en la presencia de un flujo
electromagnético.

cruza la superficie como
Winc = J (Sinc(r))-A(r) ds =0, (16)
A

donde A(r) es el vector normal de la superficie de la esfera que apunta hacia afuera.
Como el medio es no absorbente (sin divergencias) el flujo que entra a la esfera virtual

es el mismo que el que sale.

Ahora, ponemos una particula dentro de la esfera virtual (Figura [3}b)). Para este

caso los campos totales fuera de la particula son

E(r) = Einc(r)+ Esc(r), (17)
H(r) = Hnc(r)+ Hsc(r). (18)

Para este caso el promedio temporal del vector de Poynting es
1 *
(s(n) = E%{E(r) x H (r)} = (Sinc(r)) + (Ssc(r)) + (Sext(r)), (19)
donde empleamos las ecuaciones y y definimos las cantidades

(Ssc(r)) = —R{Esc(r) x HZ(N)}, (20)

(Sext(r)) =

N RN =

R{Einc(r) x H2 (r) + Esc(r) x H* (r)}. (21)



12

Integrando la ecuacién (19) obtenemos

0
[ st -ary as = [ (sucten-iit ds+ [ (Sictr - ds+ [ (Sotr) e as
A A A

(22)

despejando el término con (Sex:(r)), tenemos

_ J (Sext(r)) - A(r) dS = — f (S(r) - A(r) ds+J (Sec(r)-A(NdS.  (23)
A

A A
Wext Wapbs Wsc

Definidos de esta manera, Wext > 0, Wgps >0y Wse > 0.
Wext = Wabs + Wsc. (24)

Esta ecuacidon puede interpretarse como la perturbacién en la energia total por unidad
de tiempo que ocurre cuando se introduce una particula en un haz incidente. En otras
palabras, la potencia extinguida (Wext) se debe a los fendmenos de absorcion (Wqps)

y de esparcimiento (Wsc).

La ecuacién (24), suele redefinirse al dividir entre la irradiancia incidente I;,.. Con

esto se definen las cantidades conocidas como secciones transversales de la forma

Wsc 1 .
Csc = = — | (Ssc(r))-hA(r) ds, (25)

Iinc Iinc A
Wext 1 .

Cext = =—— | (Sext(r))-nA(r)ds, (26)
Iinc Iinc A
Wsc 1 .

Caps = =—— (S(r))-nA(r)ds, (27)
Iinc Iinc A

donde Cs¢ es la seccidn transversal de esparcimiento, Cex: la seccién transversal de ex-
tincidon y Cqps €s la seccién transversal de absorcién. Estas cantidades tienen unidades

de area.

Similarmente, a partir de las secciones transversales (25)-(27) podemos definir
unas cantidades adimensionales usadas en Optica, al dividir por la seccién transver-

sal geométrica de la particula proyectada a un plano perpendicular al haz incidente G
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(area). Esto define las cantidades conocidas como eficiencias de la forma

Cext Csc Cabs

Qext = ?, sc = ?, Qabs = G . (28)

Como veremos mas adelante, las secciones transversales o las eficiencias nos per-
mitirdn analizar las resonancias que posea una particula a determinadas longitudes de

onda.

En el siguiente capitulo presentamos algunos resultados analiticos del problema de
esparcimiento que nos servirdn como un punto de comparacién para validar y analizar

los resultados numéricos obtenidos en este trabajo.
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Capitulo 3. Solucidn analitica para problemas de espar-

cimiento electromagnético

Han pasado mdas de 100 afios desde que Gustav Mie publicé la solucién analitica
para el problema del esparcimiento de una particula esférica al iluminarse con una
onda plana (Mie, 1908). La solucién ha sido extendida para geometrias que permiten
utilizar técnicas matematicas de separacién de variables como elipsoides y cilindros
infinitos. A la fecha ha sido una gran herramienta para el desarrollo de muchas areas
cientificas modernas; como la plasménica, los metamateriales, la nanofoténica y re-
cientemente para el estudio de materiales de alto indice de refraccién. Esto ultimo,
debido al hecho de que las nanoparticulas dieléctricas de alto indice poseen fuertes
resonancias magnéticas, lo que ha abierto la posibilidad de nuevas alternativas pa-
ra el diseflo de metamateriales épticos. Ademads, de que estos materiales presentan

menores pérdidas, comparados con los metales.

En este capitulo presentamos las soluciones tipo Mie para dos tipos de geometrias;
una particula esférica y un cilindro infinito. Con estas soluciones tendremos un punto
de referencia para comparar calculos numéricos en tres y dos dimensiones. Los resul-
tados analiticos se expresan como series multipolares cuyos primeros términos han
sido bien estudiados y tienen interpretaciones fisicas claras. Esta herramienta tam-
bién nos permitira identificar resonancias en particulas con geometrias mas complejas
(Capitulo[5).

3.1. Ecuacion de Helmholtz y vectores armonicos

Suponiendo que estamos en una region libre de fuentes (o =0y j=0) y usando la
identidad Vx Vx A = V(V-A)—V2A en las ecuaciones (7) y (8), obtenemos las llamadas

ecuaciones de Helmholtz vectoriales para los campos electromagnéticos:

V2 + k2
@)

I
©

(29)

El hecho que los campos cumplan con la ecuacién (29)), significa que obedecen la ecua-

cién de onda e, implicitamente, que tienen una dependencia armoénica en el tiempo.
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La solucidon de Mie consiste en resolver las ecuaciones de Helmholtz vectoriales

utilizando dos funciones auxiliares {M, N}, definidas como

M = Vx(cy), (30)
1

N = —VXM, (31)
k.

L

donde c representa un vector que se escoge de acuerdo a la simetria de la particula
y ¢ es llamada la funcién generadora de los vectores armdnicos, que depende de la

eleccién del sistema de coordenadas (Bohren y Huffman, 2008).

Puede demostrarse que si la funcién ¢ es soluciéon de la ecuaciéon de Helmholtz
escalar
Vg + k2P =0, (32)

los vectores arménicos M y N satisfacen la ecuaciéon de Helmholtz vectorial y tienen

divergencia cero. Es decir que

M
(V2 +k?2) =0, V- =0. (33)
N

La solucion de ¢ depende de la eleccién del sistema de coordenadas, que se escoge
de acuerdo a la geometria de la particula. Esto reduce el problema de esparcimiento
por la particula a la solucién de la ecuacién de Helmholtz por el método de separacién

de variables.

A continuacién presentamos dos soluciones de interés para este trabajo; el caso de

una particula esférica y el de un cilindro infinito.

3.2. Esparcimiento EM por una particula esférica

Consideramos el esparcimiento de luz por una particula esférica, iluminada con una
onda plana (Figura[4)). La solucién de este problema se obtiene al resolver la ecuacion
(32) en coordenadas esféricas por el método de separacién de variables. Mie demostrd

gue la solucién se puede expresar en términos de una parte par Yeim Y Una impar Yoim,
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de acuerdo a su dependencia con el &ngulo azimutal ¢:

coslg |
(1} (r,0,¢) ~ P..(cos68)Zm(p). (34)
{ e }lm sin (¢
o}

donde p = kr, Z, representa la funcién de Bessel esférica j,, para el campo adentro de
la esfera y la funciéon de Hankel esférica hg}) para el campo fuera de la esfera, Pfﬂ son
los polinomios de Legendre de grado m y orden [, y my [ son enteros con 1 <m < o

y—-m<Il<m.

Los vectores arménicos se obtienen al sustituir en y (31), donde para
coordenadas esféricas ¢ = r (Apéndice [D). Debido a que las funciones {cos (¢, sin ¢,
an(cos 0)y Zm(p)} son linealmente independientes los vectores armdnicos generados
son ortogonales, por lo que cualquier funcién vectorial que satisfaga la ecuacién de
Helmholtz puede expresarse como una combinacién de los vectores armonicos M, y
Ni,.

Si ahora consideramos que la particula esférica es iluminada por una onda plana
polarizada en &, que se propaga a lo largo del eje &, en el vacio (Ejnc = Egetk" <0588, ),
podemos aplicar condiciones de frontera y propiedades de ortogonalidad para demos-
trar que los Unicos vectores arménicos no nulos ocurren cuando [ =1 (Chen-To, 1994;

Bohren y Huffman, 2008). Realizando lo anterior, los vectores armoénicos se reducen a:

—sing .

M (r6,¢9) = Mm(Ccos 8)Zm(p)és
{ € }m cos¢

o

cos¢ R
- Tm(Ccos 0)Zm(p)ey, (35)
sing
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Figura 4. Situacién fisica considerada, una esfera de radio R es iluminada por una onda plana. El origen

del sistema de coordenadas esta en el centro de la particula.

cos Z
N (r,6,¢) = ¢ m(m+ 1)sin @m,(cos 8) m(p)ér
e sing
1m
cos V4 ’
¢ Tm(cosa)[p m(p)] &,
sing
—sin V4 ’
+ ¢ nm(cose)EB—ﬂﬁfgl—é¢. (36)
cos¢
donde mn(cosB) = ﬁPm(cos 0), Tm(cosO) = w y las primas denotan derivadas

con respecto a p.

Empleando los vectores armdnicos, podemos expresar los campos esparcidos como

© @m+1),
Es.(r,6,9) = Eo mz=:1[ m(laE(m)Nelm — am(Mm)Mo1m), (37)
Eo & 2m+1
Hee(r0,0) = 25 ™D (0 Nt + ae(mMam), (38)

0/t mim+1)

donde Zy = couo = 377Q es la impedancia del vacio. Los coeficientes de Mie ag(m) y

am(m) representan los coeficientes de la expansidon que se determinan al imponer las
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condiciones de frontera.

La serie de Mie representa a su vez una expansién multipolar del campo esparcido,
en donde los multipolos eléctricos y magnéticos corresponden a los coeficientes ag(m)
y am(m), respectivamente (Garcia-Etxarri et al., 2011). Para una particula esférica los
coeficientes {ag(1), am(1)} corresponden a los dipolos eléctrico y magnético, los co-
eficientes {ag(2), am(2)} corresponden a los cuadrupolos eléctrico y magnético, y asi

sucesivamente.

En términos de las funciones de Ricatti-Bessel Wy, (0) = pjim(P) Y Zm(p) = ph%)(p)

los coeficientes de Mie para el caso de la esfera son

ae(m) nWm (M)W (X) = Wm (V' (nx) (39)
T ML) () — EmOAY. (nx)

W (n)W_(x)—n¥, )V (nx)
am(m) = R L , (40)
W(nx)= (xX)—nZm(x)¥ _(nx)

donde n es el indice de refraccién de la particula, x = kR y R es el radio de la esfera.

3.2.1. El campo lejano

Suponiendo que el observador se encuentra muy lejos con respecto al origen (kr >
1), podemos emplear la llamada aproximacién de campo lejano y hacer uso del hecho
de que el campo es aproximadamente trasversal (&, - Esc ~ 0). Con esto, podemos
recurrir a expresiones asintoticas del campo lejano y expresar el campo esparcido de
la forma (Jackson, 2012; Johnson, 1996)

Esc(r) = Esc(r)é)+ Esci(r)éy

= Esco(r)€o—Escp(r)éy,

etkr
= Eo——8(6, 9), (41)
—ikr
donde &, = &g es paralelo y & = —&, es perpendicular al plano de esparcimiento y

S(6, 9) =So(6, p)€o + Sy(6, )&y representa el vector de amplitud de esparcimiento.
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De esta manera, las componentes del campo lejano son

eikr

Esco(r, 0, 9) =~ Eo——S0(6, 9), (42)
—ikr
eikr

Esco(r, 6, 9) =~ _Eo—ikr5¢(e’¢)' (43)

Con la expresién asintética del campo esparcido podemos determinar el patrén an-
gular de esparcimiento empleando la seccidn transversal diferencial de esparcimiento
04 (area/dngulo). Para definir esta cantidad consideramos la seccién transversal de
esparcimiento Csc (Ecuacién , sustituyendo el diferencial de drea en términos del

&ngulo sélido (dS = r2dQ) y empleando la expresién del campo lejano se obtiene

2T oW
o Jo
De esta manera la seccién transversal diferencial de esparcimiento se define de la
forma
0, 0)= 2" _ 2 150,001 (45)
04(0,9) = — =— , .

Para el caso especifico de una particula esférica, las amplitudes de esparcimiento
se pueden expresar de la forma Sy(6, ¢) = sin$S1(cosB) y Se(6, ) = cos pS,(cos 6)
(Bohren y Huffman, 2008), donde

2m+1

Si(cosO) = Z m(ag(m)nm(cos 0) + ay(m)Tm(cos 9)), (46)
2m+1

S,(cosB) = Z m(ag(m)’rm(cos 0) + ay(m)mm(cos 0)). (47)

Con esto, la seccién transversal diferencial de esparcimiento para una particula esfe-
rica es
1 2 . 2
04(6, §) = P [| cos ¢S2(cos 6)|” + | sin ¢S1(cos 6)| ] (48)
Otra cantidad que se emplea frecuentemente en estudios de radar para describir
el patron angular de esparcimiento, es la llamada seccidn transversal radar de espar-
cimiento angular (RCS por sus siglas en inglés de radar cross section). La RCS nos

resultard muy Util para comparaciones numéricas, esta cantidad esta definida como
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(Balanis, 2012)

|Esc(r)|2 4m
ZW =2 S(6, 9)I2, (49)

Orcs(6, ¢) = lim 4mr

A partir de la definicidn anterior, podemos destacar dos casos particulares de inte-
rés, esto es, cuando ¢ = 0y ¢ = m/2. Con esto, podemos describir el patron angular
para un plano perpendicular al plano de esparcimiento (0sc(6, ¢ = 0) = oslc(e)), y otro

paralelo (0sc(6, ¢ = m/2) = ol ).

|Esc(r.)|?
1 — I 2
Ozcs(0) = rl'_,rDo 4nr “EE (50)
2
I , |Esc(r)I
ORCS(e) = rILrD°4nr2W. (51)

donde rj describe un arco de radio r paralelo al plano de la polarizacion incidente, y r

describe un arco ortogonal a la polarizacién.

Podemos notar que las ecuaciones y ([49), para seccion transversal diferen-
cial o4 y la de radar os. sélo difieren de un factor de 4n. Sin embargo, las secciones
transversales de radar usualmente aparecen en la literatura expresadas en decibeles
(dB), esto es, 1010g19(0sc). En general, ambas secciones transversales se definen en
funcién de la amplitud de esparcimiento por lo que la elecciéon de una u otra depende

del drea de estudio.

Para el caso especifico de una particula esférica, la seccién transversal de radar
(Ecuacion (49))) toma la forma

41 ) 4 5 _ 5
orcs(6,9) =17 15(6, 9)| =F[|cos¢52(cose)| +|sin¢Si(cos@)].  (52)

Mientras que las secciones perpendicular y paralela, respectivamente, son

an

Ohes(0) = ﬁlsz(cose)lz, (53)
4m

L — 2

Ores(6) = 15 IS1(cos o). (54)

La seccion transversal de esparcimiento Cs., se puede obtener al integrar para

todos los angulos la seccion transversal diferencial de esparcimiento (Ecuacion [44).
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Con ésto, se obtiene que

2 o0
Coc = 5 D @m+ D (1ae(m)P +lau(m)P). (55)
m=1

Similarmente, la seccidén transversal de extincion es

2 &
Cext =7 2, (2m+ DR {ae(m) + au(m)}. (56)

m=1

Las eficiencias se obtienen al dividir las secciones transversales por la seccién efi-
caz de la particula G, que para el caso de una particula esférica es un circulo de area
G = mR?, con estd}

Qsc = 2m + 1) (lae(m)|? + lam(m)|?), (57)

Qext (2m+ D3R {ae(m) + au(m)}. (58)

=)
;
m

donde x es el parametro de tamafo, que ya hemos definido como x = kR.

La eficiencia de esparcimiento puede presentar varios maximos gque representan
resonancias asociadas a la excitacién de multipolos. Para ejemplificar la situacién con-
sideramos el esparcimiento producido por una esfera de Si de radio R =200 nm, que
es iluminada por una onda plana en el intervalo espectral de 800-2000 nm. En la fi-
gura |5, mostramos la eficiencia de esparcimiento total y por cada multipolo en esta
region espectral (Qsc(a(m)) = X%(2m+ 1)|a(m)|?). Observamos que la particula presen-
ta cuatro resonancias que corresponden a los dipolos magnético (ay(1l) @1457 nm) y
eléctrico (ag(1) @1108 nm), asi como a los cuadrupolos magnético (am(2) @1005 nm)
y eléctrico (ag(2) @806 nm).

Para ilustrar esto, consideramos los patrones angulares a las longitudes de on-
da de las resonancias en la eficiencia de esparcimiento. En la figura [6] presentamos
calculos de seccién transversal de radar para una longitud de onda de 806 nm, en

la columna izquierda, que corresponde a la excitacién del cuadrupolo eléctricoy en la

lpara el caso especifico de una particula esférica se pueden obtener expresiones analiticas sin usar
aproximaciones del campo lejano.
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Figura 5. Eficiencia de esparcimiento total y por multipolo para una esfera de Si con radio R =200 nm.

columna derecha, para A = 1005 nm, que corresponde al cuadrupolo magnético. En el
primer renglon presentamos las secciones transversales de radar (medio corte de la
seccién de radar paralela y perpendicular) en coordenadas cartesianas y en el segun-
do renglén en coordenadas polares. En el tercer renglén mostramos las la distribucién
angular en 3D de las seccidn transversal de radar asi como sus proyecciones que co-
rresponden a los a las secciones de radar paralela y perpendicular. Podemos ver que
ambas contribuciones tienen una estructura de cuatro Iébulos tipica de los cuadrupo-
los. Sin embargo, mientras que para el cuadrupolo eléctrico observamos la estructura
de cuatro I6bulos en un plano paralelo al de incidencia x-z (ogcs), para el cuadrupolo

magnético la observamos en un plano perpendicular y-z (O;CS)-

Similarmente, en la figura |7| presentamos las excitaciones correspondientes al di-
polo eléctrico (columna izquierda) y al dipolo magnético (columna derecha), a las lon-
gitudes de onda de 1108 y 1457 nm, respectivamente. Observamos en ambos casos,
en el tercer renglén, un patrén angular de esparcimiento parecido al de un dipolo en
coordenadas esféricas. De la misma manera que en el analisis de los cuadrupolos, en
el plano paralelo (x-z) podemos ver la estructura de dos Iébulos para la excitacién di-
polar eléctrica, mientras que en el plano perpendicular (y-z) observamos la estructura

de dos l6ébulos del dipolo magnético.

La soluciéon de Mie para particulas esféricas desarrollada en esta seccidén, nos per-

mitird validar los resultados numéricos que presentemos en tres dimensiones. De la
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Figura 6. Calculos de la seccién transversal de radar a longitudes de onda de la resonancias para la
esfera de la ﬁgura En la columna izquierda para la excitacion del cuadrupolo eléctrico (@806 nm) y en

la columna derecha del cuadrupolo magnético (@1005 nm).
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Figura 7. Calculos de la seccién transversal de radar a longitudes de onda de la resonancias para la
esfera de la figura[5} En la columna izquierda para la excitacion del dipolo eléctrico (@1108 nm) y en la
columna derecha del dipolo magnético (@1457 nm).
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Figura 8. Situacion fisica considerada, cilindro infinito de radio R es iluminado por una onda plana
polarizada en p o s. El origen del sistema de coordenadas esta centro de la particula.

misma manera, la solucién tipo Mie para el caso del cilindro infinito que presentamos

a continuacién, nos permitira validar los resultados numéricos en dos dimensiones.

3.3. Esparcimiento EM por un cilindro infinito

Consideramos ahora el problema de esparcimiento electromagnético por un cilindro
infinito iluminado por una onda plana (Figura[8). La solucién de este problema se obtie-
ne al resolver la ecuacién en coordenadas cilindricas. Por simplicidad suponemos
el caso de iluminacion normal; es decir, que el angulo entre el vector de propagacién
de la onda incidente y el eje del cilindro es de 1/2. Esto reduce el problema de espar-
cimiento electromagnético a un problema bidimensional con una funcién generadora
de la forma

Y(o, O)m ~ Zm(p)e™?, (59)

donde Z,,(p) representa la funcién de Bessel J,(p) para dentro del cilindro y la de

Hankel H1)(p) para la regién externa.

Si proponemos gue el vector ¢ sea el eje del cilindro &, los vectores arménicos son

Zm A 7 A H
M (p, ¢) = k(im (p)e,—Zm(p)e¢)e‘m4’, (60)
Nn(p, ®) = kZm(p)e™m?é,. (61)

Para el caso del cilindro infinito la solucién depende del tipo de polarizacién del cam-
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po incidente, representada por los casos en los que los campos eléctrico o magnético
coinciden con el eje del cilindro é,. A continuacién usaremos la notacién ¢sc(p, ¢) para
denotar, el campo eléctrico E.(p, ) en polarizacion s y el campo magnético H;(p, ¢)
en polarizacién p. Con lo anterior el campo esparcido en ambas polarizaciones puede

escribirse como

Wolo.d) = D aSimHP(p)em? (62)

m=—0oo

donde C representa la polarizacién s o p y los coeficientes de la expansién son

. Jm(nx) ) = nJ,_(nX)m(X)
a. = ; ; , (63)
m Jm(NX)H_(X) = nJ (NX)Hm(X)
nJ ) m(nX) = nJm(X), (nX)

M m(n)H, ()= nf, (nX)Hm(x)’

Q
o
I

(64)

donde x = kR, R es el radio del cilindro y las primas denotan derivada con respecto a

X.

De esta manera, se obtienen expresiones analiticas para las eficiencias en términos

de los coeficientes de la expansidn. La eficiencia de esparcimiento estd dada por

2m
Qs = J q°(6)dse, (65)
0

2 o0
= _[|ag|2 +2 >, |a;|2}, (66)
X m=1

donde g%(0) representa el coeficiente diferencial de la eficiencia esparcida por unidad

de dnguld?, definido como

2
0]
ag+2 . a4 cosme

m=1

1
q(0) = —
X

Similarmente, la extincion es

2 (o]
Qi = —sn{a§+ 2> a;}. (68)
X m=1

2B4sicamente, es el diferencial de seccién transversal de esparcimiento divido por la seccién transver-
sal geométrica de la particula.
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Figura 9. Eficiencia de esparcimiento para un cilindro infinito de Si con R = 200 nm en polarizacién p.

ap corresponde al dipolo magnético, aj al dipolo eléctrico y az al cuadrupolo eléctrico. Presentamos los
patrones angulares de esparcimiento para los maximos de la eficiencia.

donde x es el parametro de tamafo, que ya habiamos definido como x = kR.

Para ilustrar estos resultados y mostrar la presencia de resonancias en la particula,
consideramos un cilindro de Si de radio R = 200 nm, iluminado con luz con polarizacién
p cuya longitud de onda esta en el intervalo espectral de 800 a 2500 nm. En la figura
[9) presentamos la eficiencia de esparcimiento total y la eficiencia de los primeros
tres multipolos excitados. Para este caso la particula soporta tres resonancias que
corresponden a los primeros tres coeficientes de Mie {ag @1872 nm, a’f @1230 nm,
ag @902 nm}. Puede demostrarse que estos coeficientes corresponden a la excitacion

del dipolo magnético, dipolo eléctrico y cuadrupolo eléctrico (Petschulat et al., 2010).

Es interesante notar de la eficiencia de esparcimiento, que los maximos de los
multipolos no coinciden perfectamente con los maximos de la eficiencia, por lo que
incluso en resonancia existe interferencia multipolar, como se observa en los patrones
angulares de esparcimiento. Lo anterior, también puede observarse en los mapas de
densidad de la figura[10] En ésta, presentamos los mapas de densidad del médulo del
campo magnético (columna izquierda) y del campo eléctrico (columna derecha) a las

longitudes de onda de los maximos de la eficiencia de esparcimiento.

Por otro lado, para el caso de iluminacién con polarizacién s, puede mostrarse que

el primer coeficiente ap corresponde al dipolo eléctrico y el segundo a; corresponde el
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Figura 11. Eficiencia de esparcimiento para un cilindro infinito de Si con R =200 nm en polarizacién s.

En donde ag corresponde a la eficiencia del dipolo eléctrico y a; a la del dipolo magnético. Presentamos
los patrones angulares de esparcimiento en los maximos de la eficiencia de esparcimiento.

dipolo magnético. En la figura mostramos las eficiencias de esparcimiento total y
por coeficiente, para el caso de iluminar con polarizacién s un cilindro de radio R =200

nm de Si.

La teoria desarrollada en este capitulo nos servira para validar los métodos compu-
tacionales que presentaremos en el siguiente capitulo. Asimismo, basados en los vec-
tores armodnicos estudiados en este capitulo, en el capitulo[5|desarrollamos un método

para analizar el campo esparcido en términos de sus contribuciones multipolares.
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Capitulo 4. Formulacion en términos de ecuaciones in-

tegrales de superficie

Como mostramos en capitulos anteriores, para resolver el problema de esparci-
miento es necesario resolver las ecuaciones u en las diferentes regiones en
las que se tienen medios homogéneos. Sin embargo, estas ecuaciones sélo pueden
resolverse analiticamente para un nimero limitado de sistemas fisicos. Para un caso
general es necesario recurrir a técnicas numéricas. Entre éstas, destacamos la for-
mulacién basada en la llamada ecuacidn integral de superficie (SIE, por sus siglas en
inglés de surface integral equation). A diferencia de otros métodos, esta formulacién
permite calcular la respuesta éptica de geometrias muy complejas de medios homo-
géneos en términos de fuentes superficiales, lo que reduce enormemente el costo
computacional. También permite evaluar de manera sencilla tanto el campo lejano co-
mo el campo cercano y se ha usado exitosamente en casos en los que el contraste de
indices es alto, lo que constituye una limitacién para otras técnicas numéricas como

los métodos basados en integrales de volumen.

En este capitulo presentamos una derivacion del método de la ecuacién de super-
ficie, basada en los trabajos de (Medgyesi-Mitschang et al., 1994; Gibson, 2007; Kern
y Martin, 2009). Discutimos algunos detalles técnicos de la implementacién y compa-
ramos los resultados con los casos de la solucion analitica para la esfera y el cilindro
infinito en medios dieléctricos. Centraremos la derivacién en el caso de tres dimensio-
nes, pues el caso de dos dimensiones se encuentra ampliamente documentado, ver,
por ejemplo, (Valencia et al., 2003; Giannini y Sanchez-Gil, 2007). En particular, para

el caso 3D, en el apéndice [F|se describen mas detalles para su uso e implementacion.

4.1. Ecuaciones de Stratton-Chu en términos de las corrientes equivalentes

A continuacién derivamos ecuaciones integrales que relacionan los campos en el
espacio con las corrientes superficiales equivalentes. Para realizar esto, consideramos
un problema de esparcimiento electromagnético en el que se tienen dos regiones que
delimitan medios homogéneos, como se ilustra en la figura[12] La regién R; estd aco-
tada por afuera por la superficie Sinr y por dentro por la superficie S. Esta superficie

delimita a su vez la frontera de la regién R». Supondremos que todas las ondas elec-
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Figura 12. Bosquejo del problema equivalente.

tromagnéticas se originan de la regiéon R;1 y que el resultado de ellas son los campos
{Einc.Hinc}-

Para cada regién R;, el campo eléctrico E; satisface la ecuacién (7)
V x V x Ei(r)— kZEi(r) = iwu(r).

Adicionalmente, para cada regiéon podemos definir un propagador de los campos vec-
toriales (Chen-To, 1994). Este propagador se conoce como la funcién de Green diadica

G(r, r) y obedece la ecuacién
Vx Vx Gi(r, r')—k2Gi(r, r') = 15(r—r), (69)

en donde 1 es el tensor identidad y 8(r—r’) es la funcién delta de Dirac. Para medios

homogéneos la funciéon de Green diddica estd dada por

_ , . VV ,
G(r,r)=(1+ F Gi(r,r), (70)

i

) ’
elkilr—r |

donde (VV); = 29y Gyr,r) =

5% es la funcién de Green escalar 3D para la

Am|r—r’ |
region R;.

Si multiplicamos (7)) por Gi(r, ¥') y restamos multiplicada por E;, obtenemos

que

Vx VxE(r) -Gir,r)—Ei(r)-VxVxGr,r)=iwjr) G(r,r)—E(r)sr—r). (71)
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Podemos reescribir el lado izquierdo de la ecuacién (71) usando las identidades

(axb)-c = a-(bxc), (72)
a-(bxc) = —b:-(axc). (73)

Cona=V,b=VxE(r)yc = Grr) en (72), escribimos el primer término de la
forma
Vx VxE(r) Gir,r)=V-(VxE{(r) x G(r,r)).

Similarmente, con a=E{(r), b=V y €=V x Gi(r, r’) en , el segundo término es
—Ei(r)-VxVxGir,r)=V-(E(r)x VxGyrr)).

Sustituyendo ambos términos en (71) e integrando sobre el volumen para cada regién

encontramos

J V-(VXEi(r)xGi(r, r)+E(r)xVxGy(r, r))dV = | [iwjr)-Gi(r, r))—E(r)s(r—r)]dv,
R; R;
(74)

con r'eR;.

Aplicando el teorema de la divergencia del lado izquierdo de y denotando por

6R; la frontera de la regién R; obtenemos que

J A (Vx E(r)x Gi(r, r)+E(r)xVx Gy(r, r)) ds=f iwj(r)-Gi(r,r)) dv—6(r)E(r),
6R; R;
(75)
) 1, sir eR,
donde O6(r) =
0, sir ¢R;
Podemos transformar el primer término de la integral del lado derecho de
usando la identidad a- AT = A-a y el principio de reciprocidad (Gi(r, r'))” = Gi(r’, r)

obteniendo que

iwﬂiJ J(r)-Gy(r,r') dV = iwp f Gi(r,r)-j(r) dv = E/°(r"), (76)
R; R

de esta ecuaciéon podemos identificar el campo eléctrico incidente producido por la

densidad de corriente en la regién R;. En particular, para nuestro analisis supusimos
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gue las fuentes vienen de la regién R1, por lo que el campo incidente en la regién R

es cero.

Sustituyendo en obtenemos que

f A (V x Ei(r) x Gi(r, r') + E((r) x V x Gi(r, r')) ds = E"(r')— 6(r)E(r').  (77)
O6R;

Considerando las fronteras de la figura observamos que 6R; =S y que la fron-
tera 6R1 = Siny U (—S). Si aplicamos la condicién de radiacién, podemos concluir que
cuando la superficie S;nf — o la integral de Si;r debe tender a cero, por lo que ambas
fronteras en la ecuacion se reducen a la superficie S pero con normales de signo

contrario.

Para simplificar el lado izquierdo de (77), en el primer término del integrando em-

pleamos la identidad y la ley de Faraday V x E = iwuH como
A+ (V x Ei(r) x Gi(r, r)) = iwuGi(r', r) - [A; x Hi(r)],

en donde nuevamente se empled el principio de reciprocidad para la funcién de Green

diadica. Similarmente, para el segundo término usando la identidad obtenemos
- (Ei(r) x ¥ x Gi(r, r')) = —[V x Gi(r', )] - [ x E(r)],

en donde también por reciprocidad consideramos que se debe cumplir que (VxGy(r, r'))” =
—(V x Gy(r', ).

Sustituyendo los términos anteriores en la ecuacién (77), e intercambiado r y r’

obtenemos

J iwpiGi(r, r')-[Agx Hi(r)] ds’—f [V'x Gi(r, )]-[Aix E(r)] dS" = El"(r)—6i(r)Eq(r).
S S
(78)

Empleando el principio de equivalencia superficial (seccién , podemos rees-

cribir la ecuacién (78) en términos de las corrientes equivalentes eléctricas J; = A; x H;
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y magnéticas M; = —A; x E;, con lo que obtenemos que
f iwuiGi(r, r')-Ji(r") dS" + J [V x Gi(r, r)] - M(r') dS" = EP“(r)— 6/(r)E(r), (79)
s s
Similarmente, si hubiéramos partido de la ecuacién (8)), obtendriamos una ecuacién
integral para el campo magnético en funcién de las corrientes equivalentes de la forma
f iweGi(r, r') - M(r") dS’ —f [V' x Gi(r, r)] - Ji(r") dS" = H{(r)— 6i(r)H(r).  (80)
s s
Las ecuaciones y pueden simplificarse empleando la relacién de las co-

rrientes equivalentes internas y externas J = —J1 =), y M = —M; = M, (subseccién

2.2.2), y definiendo los siguientes operadores lineales integrodiferenciales comoﬂ

D'X(r)

f Gi(r,r)-X(r) ds’, (81)
S

KX(r)

J [V x Gi(r,r)]-X(r')dS. (82)
s
Con lo anterior, podemos expresar los campos de la forma

E; Einc i iAi il /
n | _ ,' QNN tquL? KA. J(r,) (83)
H(r) Hﬁ”c(r) —K'  iweD! M(r)

donde r € Rl y los signos + corresponden a las regiones Ry y R, respectivamente.

Las relaciones para los campos mostrados en la ecuacién (83), son las llamadas
ecuaciones de Stratton-Chu expresadas en términos de las corrientes equivalentes.
Para utilizar estas ecuaciones en un problema de esparcimiento electromagnético, es
necesario determinar las corrientes equivalentes {J, M} en funcién del campo inciden-
te. Para realizar esto, a continuacidon separaremos el problema por regiones y proyec-

taremos el campo en la superficie S.

ING6tese que las integrales son sobre las fuentes y al aplicar el operador devuelve algo evaluado en
el punto de observacién. Quizas seria mas correcto emplear la notacién (D'X)(r) 6 (D'X(r"))(r), pero
usamos la notacién usual que aparece en la literatura.
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4.2. Formulacidn integral PMCHW

Si empleamos la ecuacion (83) para la regién R1 y R>, y restamos las ecuaciones

para los campos obtenemos

01(r)E1(r)— 62(r)Ex(r) = E"(r)+ (iwpiD + iwu2D?)Y(r) + (K + K2)M(r), (84)
01(r)H1(r)— 62(NH2(r) = H"(r)— (K + K2)J(r) + (iwe1D* + iwe2D?)M(r),(85)

donde empleamos el hecho de que los campos incidentes vienen de la regién R;. Para
el caso que existan fuentes en la region R, éstos se pueden agregar en las ecuaciones

como campos incidentes.

Si multiplicamos la ecuacién (84) por Ax, aplicamos el limite cuando r - Sy em-
pleamos la condicién de frontera (9)), obtenemos una ecuacién para los componentes

tangenciales de la forma?|

[(iwp1D* + iwp2D)Y(r) + (K + /22)M(r)]II = —[E"‘] (86)

I

donde se empled la identidad A x A x A = (A-A)A— A =—A|, y el subindice || indica

que se debe tomar la parte paralela.

Similarmente para la ecuacién (85) obtenemos

y (87)

[—(K* + K2)(r) + (iwe1D* + iwe2DIM(r) | = —[H"]
Las ecuaciones y (87) constituyen un sistema acoplado con las corrientes como
incognitas, que puede expresarse como
(iwu1D?! + iwp,D?) (K! +K2) J Einc (88)
—(K! +K?) (iwe1D! + iwe,D2) | | M | Hinc ”'
esta es la formulaciéon PMCHW para una frontera dieléctrica, nombrada por los autores

del trabajo Poggio, Miller, Chang, Harrinton y Wu (Mautz y Harrington, 1977).

2Existen dos formas de proceder que llevan a formulaciones para las componentes tangenciales o
normales. En este trabajo nos enfocamos sélo en la formulacién tangencial.
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Esta formulacién describe totalmente al sistema, pero en general no es posible
resolver de manera exacta, por lo que es necesario recurrir a técnicas numéricas. Un
método estandar es aproximar las corrientes equivalentes con el llamado método de
momentos (MoM, por sus siglas en inglés de method of moments) (Harrington, 1993).
Esta técnica permite convertir ecuaciones integrales en sistemas lineales que pueden

resolverse numéricamente.

El primer paso para emplear este método es aproximar la superficie S en términos
de un mallado discreto. La geometria mas comun para realizar esto, es emplear una

discretizacién o mallado en tridngulos, como veremos a continuacién.

4.3. Discretizacion de las corrientes equivalentes

Para poder resolver por el MoM es necesario aproximar las corrientes superficiales

en términos de unas funciones base

N

J(r) = D anfa(n), (89)
n;l

M(r) = D Bafa(r). (90)
n=1

Las funciones base mas comunes para un mallado triangular fueron definidas por
Rao, Walton y Glison (RWG) (Rao et al., 1982). Estas funciones se definen para una

pareja de tridngulos T: y T que comparten un lado L, como

+L,

W(r— pPn®): rerT:,

fo(r)=
0: para otro caso,

donde A: denota el drea y p: el vértice libre del tridngulo en cualquier lado (Figura

13).

Empleando las funciones RWG en las ecuaciones y (90), N representa el nime-
ro total de lados o de parejas. En particular, para un mallado cerrado y sin juntas T, las

parejas cumplen con N = %NT, donde N7 el nUmero total de tridngulos (Wah, 1999).

Una vez que hemos definido una base en el MoM vy discretizado la superficie, el
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Figura 13. Funciones base RWG definidas para una pareja de lados que comparten un lado L.

siguiente paso es proyectar las ecuaciones en otras funciones base o funciones
de prueba. En particular, empleamos la formulacién dada por Garlekin del MoM, en la
que se usan como funciones de prueba las mismas funciones base (Apéndice[A). Lo que
transforma los operadores integrales D! y K! en los operadores matriciales denotados
por D! y K.

Realizando lo anterior, transformamos el sistema de ecuaciones acopladas (88) al

sistema matricial de 2N x 2N dado por

(iwu1 Dt + iwuD?) (K + K2) J|__| ¢ ’ (o1)

—(K! + K?) (iwe1D! + iwex D) | | M H

donde las submatrices D' y K! estan definidas por

D =J fn(r) - . Gi(r. r')-fu(r') dS’ ds, (92)
Kt =J fm(r)- . [V’ x Gi(r, r)]-f,(r') dS" dS, (93)
£= J fm(r) - E"C(r) dS, (94)
H= J fn(r) - H(r) dS, (95)
M1 =[oq,...,0n, B, ..., BN]T, (96)

donde se empled el hecho que las integrales sobre S se reducen a la m-ésima pareja,

es decir, Sy, = T;UT,;. Esto es debido a que las funciones f,,(r) valen cero para r ¢ T;.

Podemos observar de las ecuaciones (92)-(95), que las Unicas componentes que
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sobreviven de las integrales son las tangenciales, ya que estamos realizando una pro-

yeccién sobre las funciones RWG que son paralelas a la superficie Sp,.

La ecuacién (91) puede generalizarse para cualquier nUmero de regiones simple-

mente al aplicar la suma de las submatrices y de fuentes para cada regién R;.

4.4. Evaluacion de la funcion de Green y tratamiento especial de los puntos

singulares

Para evaluar los elementos de matriz y en medios homogéneos, es con-
veniente reformular las ecuaciones en términos de la funcién de Green escalar (70).
Con esto podemos reescribir los elementos D;'nn en términos de la funcién de Green
(Apéndice|[C)

i /7 / 1 /7 / /7
D= f fm(r)- [ Gir,r)f,(r)dsS ds’ — —ZJ V-fm(r) | Gi(r,r)v -f,(r) ds ds’,
Sm Sn k( Sm Sn
(97)

mientras que los elementos k! son]

Kt =f fn(r)- | V'Gi(r,r) x f,(r') dS dS’. (98)
m Sn

La mayoria de los elementos en (91) pueden calcularse con las ecuaciones
y aplicando cuadratura gaussiana (Apéndice [B). Esto es, excepto en los puntos
singulares de la funcién de Green y su gradiante (es decir cuando [r—r | =R — 0). Lo
anterior ocurre para parejas de tridngulos muy cercanos o cuando la pareja del punto

de observacién y el punto fuente comparten un lado o se superponen.

En los casos anteriormente mencionados se necesita usar un tratamiento especial
para los puntos singulares (Villa, 2007). El problema anterior puede mitigarse usan-

do varios esquemas de substracciéon de la singularidad. Esto se logra al separar las

3Para estos elementos puede demostrarse que cuando el tridngulo de observacién y el de referencia
son el mismo la integral vale cero, ecuacién (A10) de la referencia (Medgyesi-Mitschang et al., 1994).
Recomendamos ponerlo como condicién en el programa numérico.



39

integrales fuente (sobre r’) en una parte suave y otra singular (Kern y Martin, 2009):

, ekiR —1 k2R 1 k2R
Gi(r,r)= + |+ —— . (99)

4R 8m 4mR 8m

G[Suave(r’r/) G'Singuz;r(r' r_/)

L

Si l : i
lngu ar(r’ r’) es SIﬂgUlar cuando R — 0, mientras que el se-

El primer término de G;
gundo, es singular cuando se toma el gradiente. Esta funcién singular debe integrarse
de manera analitica (Hanninen et al., 2006), mientras que la parte suave Gf“a"e(r, r)

puede integrarse por cuadratura gaussiana.

4.5. Calculo de la eficiencia de esparcimiento

Una vez que se tienen las corrientes eléctricas y magnéticas, podemos obtener los
campos esparcidos con la ecuacién (83) y calcular la potencia esparcida empleando la
ecuacion (25)

1
Wse = > J;\ R {Esca(r) X H_:Cq(r)} -A(r) ds.

Esta ecuacién puede simplificarse si consideramos la superficie virtual A como una
esfera de un radio mucho mayor que el tamafo de la particula, y asi usar las relaciones

entre los campos eléctrico y magnético en el campo lejano como

1
Hsco(r) = 27 €, x Esca(r). (100)

0

Con esto, reescribimos la potencia esparcida como

Wse = Z_Zof |Esc(r)|2 ds, (101)

con lo que al dividir entre la seccidn transversal de la particula (G), la eficiencia de

esparcimiento es simplemente

E 2 ds. 102
Qsc = ZZOanGJ |Esc(r)| ( )

Para ondas planas la irradiancia incidente es Ijhc = 2”70|Emc|2, donde n es el indice de

refraccion del medio externo.
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Una manera simple de implementar (102), es usar como la superficie de integracién
el mallado triangular de una esfera y calcular la eficiencia evaluando en cada punto

medio de los triangulos como

An|Esc(rn)|? 103
Qsc ~ 2201,,,CGZ n|Esc(rn)l?, (103)

donde rj, es el punto medio y A, el area del triangulo n-ésimo.

La ecuacion (103)) es equivalente a integrar usando cuadratura gaussiana de punto
medio, si se requiere una mejor aproximacién, se pueden recurrir a cuadraturas gaus-

sianas de mayor orden.

4.6. Validacion de los resultados numéricos

Para validar nuestra implementacion de la formulacién del SIE, a continuacién pre-
sentamos comparaciones con la solucién analitica del problema de esparcimiento elec-
tromagnético por una particula esférica. Asimismo, realizamos comparaciones para
otro tipo de particulas con otra implementacién numérica del SIE representada por el
software de dominio publico scuff-EM (Reid y Johnson, 2015)@. En particular, realizamos
la generacién del mallado de la particula usado en nuestro cédigo, con el software li-
bre Netgen en formato Surface mesh format (Schéberl, 1997). Mientras que el mallado
empleado para las simulaciones hechas con el Scuff-EM se realizaron con el software
privado COMSOL en formato STL (Pryor, 2009), y posteriormente transformado al for-

mato msh con el software libre Gmsh (Geuzaine y Remacle, 2009).

En los siguientes ejemplos, suponemos que la onda incidente es una onda plana
propagandose en el vacio a lo largo del eje z y que el campo eléctrico oscila en el
eje x. Para el mallado de la superficie de la particula usamos 620 triangulos (Figura
[14). En el calculo de las corrientes superficiales y el campo eléctrico, empleamos cua-
dratura gaussiana de tres puntos, y en el calculo de la eficiencia esparcida utilizamos

cuadratura del punto medio.

Primero consideramos las secciones transversales radar, paralela (x-z) y perpen-

dicular (y-z) a la polarizacién de la luz incidente, para un problema de esparcimiento

4http://github.com/homerreid/scuff-EM
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Figura 14. Bosquejo de iluminacién y del mallado triangular de la superficie de la esfera.

27TR
A

gura[l5}a), presentamos una comparacion entre los resultados numéricos y analiticos

en el que el parametro de tamafio es x = =1, con A =2yradio R=1. En la fi-
para una particula con una funcién dieléctrica € = 4. Observamos que para el plano
paralelo, mostrado de 180° a 360°, el calculo numérico (linea continua azul) coincide
muy bien con el resultado analitico (linea discontinua verde). Similarmente, para el
plano transversal mostrado de 0° a 180°, los resultados numérico (linea continua roja)
y analitico (linea discontinua negra) coinciden bien excepto para pequefas diferencias
en los minimos. Si ahora consideramos los mismos parametros pero para un medio
de alto indice refraccién, como lo es € = 16 (Figura [15}b)). Obtenemos que también
la solucién analitica y numérica coinciden, salvo diferencias mas notorias en los mini-
mos de esparcimiento. En general, podemos decir que ambos ejemplos reproducen el

mismo comportamiento del patrén angular de la radiacién.

Una comparacion interesante entre nuestro cédigo y otra implementacién del SIE
representada por el software Scuff-em se presenta en la figura[16] Para este caso con-
sideramos el mismo dieléctrico de alto de indice € = 16 pero variamos la longitud de
onda A = 1y el radio de la particula R = 0.5. Del lado izquierdo de la figura presen-
tamos la seccion transversal perpendicular y del lado derecho la paralela. En ambos
casos presentamos los resultados dados por la solucién de Mie. Observamos que los
resultados analiticos y los numéricos entre ambas implementaciones son similares ex-
cepto en los minimos de radiacion. En general, ambos métodos numéricos concuerdan

con la solucién de Mie.

En la figura[L7], mostramos la eficiencia de esparcimiento para una esfera de Si con

R =200 nm en un rango espectral de 800 a 2000 nm calculado con la solucién de Mie,
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a ) 90°

180° 0° 180°

€=4 €=16

Figura 15. Comparacién entre el SIE y la solucién de Mie para la seccién transversal de radar para un
plano paralelo y perpendicular en dB, con un parametro de tamafio de x =m, A =2y R = 0.5, para un
dieléctrico de € = 4 de lado izquierdo y un dieléctrico de € = 16 del lado derecho.

L I
O.RCOS — = SIE ORCS — = SIE
20 = Mie 90° = Mie

mmm  Scuff-em mmm Scuff-em

180° 0° 180° 0°

270° 2700

Figura 16. Comparacién para la seccién transversal de radar del plano perpendicular (paralelo) del
lado derecho (izquierda) en dB, entre el SIE (linea discontinua roja), el cédigo scuff-em (linea discontinua
verde) y la solucidn tipo Mie (linea continua negra) con un pardmetro de tamafiode x=m, A =1, R =1.0,

y € =16.
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Figura 17. Comparacion de la eficiencia esparcida para una esfera de Si de radio 200 nm, entre el

SIE (linea discontinua negra), el cédigo scuff-em (linea continua con puntos verde) y la solucién tipo Mie
(Iinea continua roja).

con el Scuff-em y con nuestra implementacién. Observamos que los resultados entre
ambas implementaciones del MoM son muy parecidos y que éstos concuerdan con la

solucién analitica.

Consideramos ahora una geometria mas compleja, como lo es un cubo de Si de 400
nm de lado. En la figura presentamos la eficiencia de esparcimiento calculada con
los dos métodos numeéricos. Aunque el acuerdo es bueno, podemos apreciar que exis-
ten pequefas diferencias entre los dos métodos; una especie de desplazamiento en
A entre ambos resultados. Estas diferencias pueden deberse a que usamos una cua-
dratura gaussiana de tres puntos, mientras que el programa scuff-em usa cuadraturas
de orden mayor. También, puede deberse a que usamos un mallado diferente para los
dos programas; en el programa Scuff-em se empled un mallado de 720 tridangulos y
en nuestro cédigo sélo 560. La diferencia de la discretizacion en triangulos se debe a
gue los programas aceptan como entrada distintos formatos de malla lo que dificulté

la generacién de mallas iguales para la misma particula.

Ademads del SIE, en este trabajo desarrollamos un cédigo basado en el método
integral para particulas con simetria en una direccién o 2D. Los detalles sobre esta
formulacién en dos dimensiones pueden consultarse en las referencias (Valencia et al.,
2003; Giannini y Sanchez-Gil, 2007).

Como un ejemplo para validar nuestra implementaciéon del caso 2D, en la figura
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Figura 18. Comparacion de la eficiencia esparcida para una cubo de Si de lado de 400 nm, entre el
SIE (linea discontinua negra) y el cédigo scuff-em (linea discontinua verde). Se ilustra la geometria del
problema de esparcimiento.
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Figura 19. Comparacién entre el MoM vy la solucién de Mie para la eficiencia de esparcimiento por un
cilindro infinito de Si con R =200 nm en (a) polarizacién p y (b) polarizacién s.

presentamos comparaciones con la solucion tipo Mie para un cilindro infinito. Con-
sideramos un cilindro de Si con radio de 200 nm en iluminacién p (Figura [19}a)) y
en iluminacién s (Figura [19}b)). Observamos que para este problema los resultados

numeéricos y analiticos coinciden muy bien en ambos casos.

En la siguiente seccién usaremos la implementaciéon del SIE desarrollada para es-
tudiar un problema especifico como lo es el analisis de las resonancias de Fano que
ocurren en cilindros finitos dieléctricos, con radios del orden de cientos de nanome-
tros y largos del orden de medio micrémetro. Compararemos los resultados calculados
por nuestra implementacién con los resultados que reportamos previamente en donde

empleamos el codigo Scuff-em (Abujetas et al., 2017).
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4.7. Resonancias de Fano en cilindros finitos dieléctricos

Las resonancias de Fano son resonancias asimétricas que ocurren debido a la inter-
ferencia entre una resonancia estrecha y un continuo, o una resonancia muy amplia
(Fano, 1935). Estas resonancias han sido ampliamente estudiadas en dreas como la
plasménica y metamateriales debido a sus potenciales aplicaciones (Miroshnichen-
ko et al., 2010; Luk’yanchuk et al., 2010). En general, para observar resonancias de
Fano intensas se han empleado nanoestructuras metalicas complejas (Miroshnichenko
et al., 2010), mientras que las resonancias observadas en geometrias metalicas mas

simples son poco intensas (Lopez-Tejeira et al., 2012).

Motivados por la gran variedad de modos eléctricos y magnéticos que se pueden
excitar en particulas dieléctricas de alto indice de refraccion, recientemente estudia-
mos el esparcimiento producido por cilindros finitos dieléctricos aislados en donde re-
portamos la observacién de resonancias de Fano estrechas e intensas (Abujetas et al.,
2017). En la figura presentamos cdalculos numéricos de la eficiencia de esparci-
miento en los que se vario el largo L del nanoalambre para un radio fijo de 80 nm,
obtenidos con el software Scuff-em. Con el propésito de aislar el efecto de la longitud
del alambre en las resonancias, empleamos un valor constante del indice de refraccién

de n = 3.5 para el rango espectral estudiado de 400 nm - 1000 nm.

Con referencia a la figura, dejando de lado las resonancias suaves e independientes
del largo L, que asociamos con las resonancias de érdenes bajos de un cilindro infinito
(multipolos de Mie), podemos observar que aparecen unas resonancias muy estre-
chas que se desplazan hacia el rojo a medida que aumentamos el largo del cilindro
y que cruzan de distintas formas las resonancias mas amplias. Esencialmente, estas
resonancias las atribuimos a resonancias Fabry-Perot que ocurren a los modos guia-
dos gque soporta el nanoalambre semiconductor (Paniagua-Dominguez et al., 2013). Si
sélo consideramos modos guiados, dadas las dimensiones del nanoalambre y la re-
gion espectral estudiada, el nanoalambre sélo soporta tres modos guiados, los modos
transversales TEg1 Yy TMg1, asi como el modo hibrido HE1;. Las resonancias Fabry-Perot
correspondientes a cada polarizacién se encuentran superpuestas en la figura, en don-

de el superindice denota el [-ésimo orden Fabry-Perot.

En particular, para el caso de polarizacién p (parte superior de la figura|20)), obser-
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vamos que las resonancias que dependen de L coinciden casi perfectamente con los
modos TEg1 superpuestos. Similarmente, para el caso de polarizacién s (parte inferior
de la figura|20) observamos que las resonancias en la eficiencia esparcida concuerdan

muy bien con las resonancias Fabry-Perot HE’ll.

Para ilustrar los resultados anteriores, en la figura presentamos la eficiencia es-
parcida para un cilindro de radio 80 nm y largo de 600 nm iluminado en polarizacion p
(linea continua azul). En la misma figura se incluye el calculo analitico obtenido para
un cilindro infinito del mismo radio (linea discontinua verde). Al comparar ambos re-
sultados podemos caracterizar las resonancias amplias con las excitaciones del dipolo
eléctrico @A = 490 nm y del dipolo magnético @A = 740 nm. Esto concuerda con el
célculo de la amplitud del campo eléctrico mostrado a estas resonancias. Ademas, el
calculo numérico muestra tres resonancias muy estrechas, en particular, vemos que
dos de ellas (@A =525 nm y @A = 635 nm) son resonancias intensas y asimétricas.
Los mapas del campo eléctrico dentro del cilindro muestran que estas resonancias
de Fano corresponden a los modos guiados TEg1 y TEE‘)1 predichos por la condicién de

Fabry-Perot.

En la figura presentamos la eficiencia esparcida por un cilindro finito de largo
500 nm y radio 80 nm iluminado en polarizacién s (linea continua azul). Al comparar
el calculo numérico con el calculo analitico para un cilindro infinito del mismo radio
(linea verde discontinua), podemos caracterizar dos de las resonancias (b, @480 nmy
b1 @800 nm) con excitaciones multipolares. Esto concuerda con el calculo mostrado a
estas resonancias de la amplitud del campo eléctrico dentro del cilindro. Ademas de las
resonancias mencionadas, el calculo numérico presenta unas resonancias estrechas a
540 nm y 670 que corresponden a los modos guiados HE?1 y HEil, determinados
por la condiciéon de Fabry-Perot. Esto puede también confirmarse de los calculos de la

amplitud del campo eléctrico mostrado en las resonancias.

Como mencionamos anteriormente, los resultados numeéricos de la eficiencia de
esparcimiento para los cilindros finitos dieléctricos se obtuvieron empleando el cédi-
go abierto Scuff-em. A continuacién, con el propdsito de validar nuestra implemen-
taciéon del SIE presentado en secciones anteriores. Buscamos reproducir los calculos
empleados en la publicacién. Para esto consideramos un cilindro dieléctrico (n = 3.5)

de largo L = 600 nm y radio R = 80 nm en iluminacién p. En la figura presentamos
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Figura 20. Mapas de falso color de la dependencia espectral de la eficiencia de esparcimiento Qsc para
un nanoalambre semiconductor finito (n = 3.5) de radio R = 80 nm en iluminacidon normal, variando el
largo L. En polarizacién p o TE (arriba) y en polarizacién s TM (abajo). La condicién de la resonancia de
Fabry-Perot de los correspondientes modos guiados estd superpuesta (curvas discontinuas de color).



48

R N
=80 nm EL—ﬁOOnﬁE

0 . . . =
400 500 600 700 800 900 1000 A~
A (nm)

Figura 21. Dependencia espectral de la eficiencia de esparcimiento Qsc en iluminacién normal (modo
p) para el nanoalambre semiconductor (n = 3.5) de radio R = 80 nm y largo de L = 600 nm, calculado
numéricamente con el scuff-em (linea continua azul). También se incluyen cdlculos analiticos para un
cilindro de largo infinito del mismo radio (linea discontinua verde). Se incluyen calculos del campo total
dentro del cilindro para diferentes longitudes de onda que corresponden a las resonancias de Mie y de
Fabry-Perot.

-~ R=80nm <[ =s00net M€
0
400 500 600 700 800 900 1000 S

A (nm)

Figura 22. Dependencia espectral de la eficiencia de esparcimiento Qsc en iluminacién normal (modo
s) para el nanoalambre semiconductor (n = 3.5) de radio R = 80 nm y largo de L = 500 nm, calculado
numéricamente con el scuff-em (linea continua azul). También se incluyen cdlculos analiticos para un
cilindro de largo infinito del mismo radio (linea discontinua verde). Se incluyen calculos del campo total
dentro del cilindro para diferentes longitudes de onda que corresponden a las resonancias de Mie y de
Fabry-Perot.
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Figura 23. Comparacién de la eficiencia esparcida calculada con el software Scuff-em y el SIE para un
cilindro dieléctrico (n = 3.5) de 600 nm de largo y un radio de 80 nm iluminado en polarizacién p.

una comparacién de la eficiencia esparcida dada por el cédigo Scuff-em (linea verde
discontinua) y nuestra implementacién del SIE (linea continua negra). Ambas imple-
mentaciones muestran las resonancias asimétricas asociadas a las resonancias tipo
Fabry-Perot. Sin embargo, tiende a haber un corrimiento hacia el azul en los resultados
obtenidos con el SIE y hay algunas diferencias en la eficiencia. Esto puede deberse a
gue no se empled el mismo mallado en los cddigos y/o a la eleccién de cuadraturas al

realizar las integrales entre parejas de triangulos.

En la figura presentamos otra comparacién de la eficiencia de esparcimiento
del cilindro de la figura pero en iluminacién s. Para este caso podemos apreciar di-
ferencias mas notables entre los cdédigos. Aunque ambos reproducen la resonancia por
arriba de 0.7 um y la resonancia por abajo de 0.6 um, los calculos poseen diferencias

para las eficiencias por debajo de 0.5 um.

De las comparaciones, podemos decir que en general ambas implementaciones re-
producen los detalles asociados a los procesos fisicos involucrados. Sin embargo, las
discrepancias de los resultados indican que debemos continuar trabajando en nuestra
implementacién, ya sea para poder comparar los cédigos en igualdad de condiciones
(igual mallado y misma cuadratura gaussiana) o depurar el cédigo buscando algun
error. Otra cuestion y que puede originar las diferencias, es el tratamiento y criterio de
aplicacién de la sustraccién de la singularidad. Aunque en principio el método puede

aplicarse para toda R y mejorar la exactitud del calculo numérico (con R la distancia
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Figura 24. Comparacién de la eficiencia esparcida calculada con el software Scuff-em y el SIE para un
cilindro dieléctrico (n = 3.5) de 600 nm de largo y un radio de 80 nm iluminado en polarizacién s.

entre la pareja del punto de observacién y el punto fuente). Esto incrementa enorme-
mente el tiempo de computo. En particular, en este trabajo empleamos la condicién

de Rk < 0.4 para aplicar la sustraccion de la singularidad (Kern, 2011).

Para finalizar el capitulo, presentamos un breve resumen de su contenido. En este
capitulo hemos presentado una derivacién de la ecuacién integral de superficie para
el calculo del esparcimiento electromagnético en 3D. Esta técnica ha demostrado ser
versatil y, comparada con otros métodos, conduce a cdlculos que son relativamente
rapidos y poco demandantes de cémputo. También hemos presentado célculos que
nos han permitido validar nuestras implementaciones para los cédigos en tres y dos
dimensiones. En particular, para el caso 3D aplicamos nuestro programa al estudio de
las resonancias que ocurren en cilindros dieléctricos de longitud finita y comparamos
con los resultados obtenidos previamente empleando el software scuff-em. Aunque los
resultados muestran las mismas resonancias y las curvas son muy parecidas, hay dis-
crepancias que por el momento no hemos sabido explicar y que indican que debemos
revisar nuestra implementacion de los cdédigos con mas profundidad. En el siguiente
capitulo usaremos los métodos integrales mostrados aqui para calcular el campo es-
parcido en dos y tres dimensiones, para posteriormente analizarlo en términos de sus

contribuciones multipolares.
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Capitulo 5. Método para la descomposicion multipolar

del campo esparcido

En este capitulo presentamos una técnica para descomponer el campo esparcido
de una particula aislada, iluminada por una onda plana monocromatica, en términos
de sus contribuciones multipolares eléctricas y magnéticas. Esta descomposicién mul-
tipolar nos dara informacién de como se distribuye la carga en la particula y nos ayu-
dara a entender la forma del campo lejano. Incluso, al sintonizar uno u otro multipolo
nos permitird controlar hasta cierto punto la forma del campo lejano. Asimismo, em-
pleando el andlisis multipolar podremos discernir entre efectos debidos a una particula

aislada o a un arreglo de ellas.

Primero presentamos el caso 3D, en el que redefinimos los vectores armdnicos que
empleamos para el caso de una particula esférica (Seccién en términos de una
base ortonormal, lo que facilita el calculo de los coeficientes multipolares eléctricos y
magnéticos. El método se ilustra a través de varios ejemplos. Después, mostramos la
descomposicién multipolar para particulas que poseen invariancia en una direccién o
particulas 2D. Para este caso, el campo esparcido se expresa en la base de la solucién

tipo Mie para un cilindro infinito en iluminacién normal (Seccién |3.3).

Finalmente, presentamos un trabajo en el que empleamos el andlisis multipolar en
dos dimensiones para encontrar condiciones en las que se puede disefar un espejo
magnético (la diferencia de fase del campo eléctrico reflejado e incidente es de cero),
con una estructura dieléctrica periddica sublongitud de onda (Gonzalez-Alcalde et al.,

en revision 2019).

5.1. Descomposicion multipolar caso 3D

Para facilitar el calculo de los coeficientes multipolares en tres dimensiones, expre-

saremos los campos esparcidos en términos de vectores arménicos ortonormales, que
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definidos como

Ylm(el ¢) = Ylm(e' ¢)ér, (104)

le(el ¢) V x (rYlm(er ¢)):

i [ Y n Y“” n ( 5)
‘ eyp——e \, 10
;—l(l ) Imeo ¢

sin@ 00
Zlm(e/ ¢) = ér X lel

—_ e + e 7’
JIxDL a6 ° sing ™

donde Yim(6, ¢) = 4/ %%PT(COS 6)eim® son los armdénicos esféricos.

Los vectores arménicos (104)-(106) son ortonormales en el sentido de que (F|G) =0
y (FIF) = 1, con {F, G} cualquiera de los tres vectores arménicos, y donde definimos
el producto interno como (F|G) = f F*-G dQ, con dQ =sin6d6d¢.

A continuacién expresaremos los vectores arménicos {M;,,,N;,} de la base de Mie
en funcidon de {Ym(6, ¢), Xim(6, ), Z;m(6, ¢)}. Para realizar esto, redefinimos la fun-

cién generadora y los vectores arménicos esféricos fuera de la particula de la forma

Uim = hP(E)Yim(6, ) (107)
_ : _pD
Mmn = l(l+1)vx(r‘//lm) h[ (P)Xim(6, 9), (108)
1 ,
Nim = V% Min = (hi(p) + [h{ *(0)]')Zin(6, #) + ty/I(L+ )hu(P)Yim(6, 9).
(109)

1)
donde hi(p) = "2

Empleando los vectores arménicos ortogonales los campos esparcidos son (Jackson,
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2012; Grahn et al., 2012)]

00 [
Esc(r) = > Z Eim (@g(l, mMNim + am(l, mMm),
=1 m=—
S S aebm ) )
= >, Z ( V x [h;(0)Xin(6, $)1 + am(l, m)h; (p)xlm(e,cp)),
=1 m=—
(110)
1 X l
Hs(r) = :Z Z Eim (@e(l, M)Mim + am(l, mNim),
[=1m

[e'e) =l l,
= —> > Elm(MVx[hf”(p)x[m(e,cp)]+aE(l,m)hf”(p)xlm(e,m),

(111)

donde Eim = Epilv/m(21+ 1).

Normalmente, para calcular los coeficientes se proyectan los campos eléctrico o
magnético en los vectores ortogonales {M;n,N;m} y se integra sobre una esfera virtual

gue encierre totalmente a la particula:

a (l m)_ 1 (Nlm|Esc) a (l m)_ 1 (Mlm|Esc) (112)
B _Elm (Nlm|Nlm), M _Elm (Mlm|Mlm).

Una manera mas simple de calcular los coeficientes multipolares consiste en apro-
vechar las propiedades de ortonormalidad de {Ym(6, ¢), Xim(6, $), Zim(6, $)}, proyec-
tando los campos y en la funcién vectorial Y;,m(6, ¢) y usando (109). Reali-
zando lo anterior, vemos que los coeficientes se pueden expresar sélo en términos de

las componentes radiales de los campos como (Lambert, 1978)

a l,”) - Y 6,4) ES ! ,6,4) P 113
/”) Y 6/¢ SC‘ 161¢ ’ 114
" ”[(pO)ElI” V l(l 1) l °

donde po = kro y ro es un radio de una esfera virtual que contiene totalmente a la

1En esta seccién definimos los vectores arménicos para que los campos esparcidos fueran consisten-
tes con la referencia (Grahn et al., 2012). La definicién del prefactor E;y, la convencién de signos y la
normalizacién varian de autor a autor.



54

particula.

Una vez que se tienen los coeficientes multipolares, la seccién transversal de es-

parcimiento puede calcularse de la forma (Grahn et al., 2012)

oo l
Csc = k—nzz > 20+ 1) [lae(t, m)I? + lam(l, m)|?]. (115)

(=1 m=—I

En particular, si el problema de esparcimiento tiene simetria azimutal puede mos-
trarse que la amplitud de los coeficientes para m negativas cumplen con la relacién
lagm(L, m)| = |ag,m(l, —m)| (Sarkar y Halas, 1997). Como ocurre para la particula esfé-

rica iluminada por una onda plana.

5.1.1. Calculo numérico de los coeficientes en 3D

Para ilustrar el método de la descomposicién multipolar, consideramos una particu-
la esférica de Si de radio R =230 nm a la longitud de onda A = 1272 nm gue coincide
con la resonancia del dipolo eléctrico. Para obtener los coeficientes primero calculamos
numéricamente los campos eléctrico y magnético para 2500 puntos distribuidos uni-
formemente en una esfera virtual de radio ro = 300 nm. En la figura presentamos
la magnitud al cuadrado del campo eléctrico (izquierda) y magnético (derecha). Obser-
vamos que de la estructura de los campos cercanos es dificil discernir qué multipolos

se excitan a esta longitud de onda.

Con el propodsito de reducir el error en el calculo de los coeficientes, interpolamos
los campos como una funcién de las coordenadas angulares (6, ¢). Posteriormente
proyectamos la componente radial de los campos (a lo largo de é,) sobre los armé-
nicos esféricos empleando las ecuaciones y (114). En la tabla [1} presentamos
una comparacién de la magnitud de los primeros coeficientes eléctricos y magnéti-
cos obtenidos numéricamente (superindice D.M.) y analiticamente (superindice Mie).
Observamos que los coeficientes calculados numéricamente son una buena aproxima-
cién a los obtenidos por la solucién analitica. Ademas, podemos discernir a través de
los coeficientes que la excitacién corresponde, en mayor medida, a un dipolo eléctrico.
Lo cual esperabamos ya que escogimos la longitud de onda de la resonancia del dipolo
eléctrico. El calculo de los coeficientes puede mejorarse, integrando muy cerca de la

particula, empleando mas puntos para el cédlculo de los mapas, y/o usando cuadratura
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Figura 25. Magnitud al cuadrado de los campos esparcidos por una esfera de radio R =230 nm de Si.
El campo eléctrico (izquierda) y el campo magnético (derecha), obtenidos en una esfera virtual de radio
ro =300 nm.

de mayor orden en la integracién.
Tabla 1. Primeros coeficientes eléctricos y magnéticos para una esfera de radio R = 230 nm a la reso-

nancia del dipolo eléctrico @A = 1272 nm. El superindice D.M. indica los coeficientes calculados numéri-
camente, mientras que el superindice Mie indica los coeficientes obtenidos con la solucién analitica.

[ 12", DI | [a@ (@ DI | [a2™@ DI | [aed, ]
1 0.9908 0.9975 0.3755 0.3738
2 0.0546 0.05735 0.0652 0.0738
3 0.0015 0.0016 0.00050 0.00055

Como otro ejemplo del método, consideremos la particula cibica de Si de 400 nm
de lado, cuya eficiencia de esparcimiento presentamos en la figura [18] En particular,
si empleamos la descomposicién multipolar a la resonancia de ~1700 nm obtene-
mos los coeficientes de la tabla [2] De donde observamos que esta resonancia tiene
contribuciones mayoritariamente debidas al dipolo eléctrico |ag(1, 1)| y al dipolo mag-

nético |am(1, 1)|. Sin embargo, la contribuciéon del dipolo magnético a la eficiencia es

lam(1,1)
lag(1,1)[2

esta contribucion. El resultado anterior, concuerda con la seccidn transversal de radar

~ 2.1 veces mayor, por lo que se espera que en el campo lejano predomine

que presentamos en la figura 26| Observamos que el patrén de radiacion es parecido

al que se obtiene por la excitacidon de un dipolo magnético.

Los resultados anteriores muestran la utilidad de emplear los métodos de descom-
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Tabla 2. Primeros coeficientes eléctricos y magnéticos para una cubo de lado L = 400 nm a la resonancia
del dipolo magnético @A = 1700 nm.

lae(l, 1)] | [am(L 1)]
0.6247 | 0.9090
0.0303 | 0.0039
0.0026 | 0.0019

WIN| P —

Orcs/A® 29
2.0
1.8

r1.6

1.0

Figura 26. Seccién transversal de radar para un cubo de Si de lado L =4 um a @A = 1700 nm. Se
observa el patrén de radiacién en el que domina la contribucién del dipolo magnético.

posicion multipolar en problemas de esparcimiento. Sin embargo, realizar la expan-
sién del campo esparcido en tres dimensiones para cada longitud de onda es muy
demandante computacionalmente. Por esta razén, esperamos en un futuro mejorar la
eficiencia de los cédigos. A continuacion presentamos la teoria para el caso de dos

dimensiones.

5.2. Descomposicion multipolar - Caso 2D

Con referencia a la figura consideramos ahora una particula con invariancia
en la direccién del eje x> que es iluminada por una onda plana monocromética que
viaja en la direccion x3. Al igual que en el caso del cilindro infinito en iluminacién nor-
mal (Seccién [3.3), el problema de esparcimiento de particulas con invariancia en una
direccién puede tratarse esencialmente como un problema escalar con dos modos in-

dependientes de polarizacién p y s. Asimismo, anteriormente mencionamos que los
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Figura 27. llustracién de la situacién fisica considerada. El eje x, es perpendicular al plano de la figura.

vectores armdnicos usados en la teoria de Mie forman una base ortogonal por lo que
cualquier campo puede ser expresado como una superposicién de ellos. Por todo lo an-
terior, el campo esparcido fuera de un cilindro virtual que contiene al objeto esparcidor

en coordenadas cilindricas puede expresarse de la forma (Panofsky y Phillips, 2005)

oo
vO(r,0)= > ami"HD(kr)em?, (116)
m=—oo
donde hemos denotado por ¢D(r, ) la componente x, del campo magnético (en po-
larizacién p) o del campo eléctrico (en polarizacién s) en el medio I, y donde an, repre-

sentan los coeficientes de la expansién.

La ecuacion (116) puede reescribirse de una manera conveniente empleando la

. !
férmula de Euler y la relacién H(_n)q(x) = (=1)"HW) (Petschulat et al., 2010):

[o0) [o0)
pO(r,8)= > at gt (r,0)+ > a ¢ (r,0), VreR, (117)
m=0 m=1
donde
+ . 1 C05m9
g (r,0) = MHWD(kr) , (118)
isinmoé

a> =(am*a-m), ag=ao.
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Figura 28. Patrones angulares de los primeros coeficientes de Mie, simétricos y antisimétricos. El signo
del campo en la figura corresponde al campo que esté a lo largo del eje de simetria x>.

Podemos observar de las ecuaciones (117) y (118) que para cada orden m existen

T
2m

por el superindice + (Figura . En particular la base lﬂ;’ contiene funciones que son

dos contribuciones rotadas azimutalmente por un angulo entre ellas, denotadas
simétricas con respecto a la direccién de incidencia (eje x1), mientras que la base U
contiene funciones que son antisimétricas para esta direcciéon. En otras palabras, la
ecuacion es una representacion del campo esparcido en términos de funciones
pares e impares. En general se requieren las dos bases para describir el campo es-
parcido, excepto con particulas y campos que sean simétricos con respecto al plano

X1-X2, en los que no se excitaran términos de la base impar.

Al igual que hicimos con los coeficientes de Mie a,,, podemos asociar a los coefi-
cientes a; con las excitaciones multipolares. Para el caso de polarizacién p el coefi-
ciente agp corresponde al dipolo magnético (MD), af al dipolo eléctrico (ED) y af al
cuadrupolo eléctrico (EQ)E]. Mientras que para polarizacién s los primeros coeficientes

corresponden al dipolo eléctrico y al dipolo magnético, respectivamente.

Para realizar la descomposicién multipolar necesitamos calcular los coeficientes afn
del campo esparcido, esto se hace proyectando el campo esparcido tpgfc)(r, 0) en las

eigenfunciones (,U,fq(r, 0) de la forma (Bohren y Huffman, 2008)

ST YD (ro, )Y+ (ro, 6) dO

- (119)
2|y (ro, 0)[2 dB

donde ro es un radio imaginario centrado en el origen que encierra totalmente a la

particulal]

2En donde empleamos las siglas en inglés MD de magnetic dipole, ED de electric dipole y EQ de electric
quadrupole.

3para obtener los coeficientes es suficiente con evaluar r a un ro e integrar sobre 6, pero se puede
usar una integral sobre el radio para mejorar la estabilidad numérica.
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Para facilitar la descomposicién multipolar podemos emplear la expresiéon del cam-
po esparcido para valores grandes de r en términos de amplitud de esparcimiento S(6)
de la forma (Bohren y Huffman, 2008; Valencia et al., 2004)

ikr

v 8mkr

vO(r, 0) = e's 5(6). (120)

Sustituyendo la ecuacién del campo lejano (120) y las eigenfunciones (118) en la

ecuacién (119) podemos calcular los coeficientes multipolares empleando la expresién

s i (2" cosme
at=—| s@©{ de, (121)
am Jo —isinmé
y param=0,
i 21
ag = —J 5(0)de. (122)
8m 0

Con los coeficientes a:q podemos calcular la eficiencia de esparcimiento total de la

forma

[00]

4 5 1
Qsca=_ |C10| +E

D lat |? + Ia;IZ], (123)

m=1

y la eficiencia de esparcimiento por angulo como

2

o0
ao + Z a;cosm6+a;sinm9 (124)

m=1

(6) 2
q9 "~ mkD

Con la ecuacién (123) podemos obtener de manera independiente las contribucio-
nes gque tiene cada multipolo a la eficiencia total del esparcimiento. Mientras que con
la ecuacion (124) podemos analizar el patrén angular del campo lejano usando los

multipolos.

A continuacién empleando la descomposicién multipolar 2D, exploramos una me-
todologia para el disefio de espejos magnéticos utilizando rejillas de Silicio de sublon-
gitud de onda (Gonzalez-Alcalde, 2016).
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5.3. Espejo dieléctrico magnético

El disefio de rejillas sublongitud de onda que funcionan como espejos dieléctricos
ha sido abordado por varios autores (Mateus et al., 2004; Ricciardi et al., 2010). Para
el caso del Silicio, se ha encontrado que estas estructuras funcionan como espejos de
alta reflectividad en una regién relativamente ancha del infrarojo cercano. Esto resulta
interesante ya que en esta region del espectro el Si es practicamente transparente y
las perdidas por absorcién son muy bajas. La mayoria de los trabajos se han centrado
en el disefio y optimizacién de dichas estructuras para maximizar la reflectividad, sin
explorar las propiedades inherentes de particulas de materiales de alto indice de re-
fracciéon. Especificamente, la excitaciéon de resonancias eléctricas y magnéticas. Esto,
abre la posibilidad de diseflar espejos dieléctricos magnéticos (Liu et al., 2014), que
presentan grandes diferencias con respecto a los espejos metalicos. En particular, los
espejos magnéticos no presentan una diferencia de fase entre el campo eléctrico re-
flejado y el campo eléctrico incidente. Lo que implica que el campo eléctrico total se

maximiza en la frontera.

A continuacién, exploramos un posible procedimiento para disefar estructuras pe-
riddicas dieléctricas que se comportan como espejos magnéticos. Calculos recientes
muestran que es posible lograr esto para longitudes de onda del infrarrojo cercano con
una estructura periddica de rectdngulos de Si, con dimensiones 420 nm x 316 nmy
periodo de A = 576 nm (Gonzalez-Alcalde, 2016). Se trata de una rejilla sublongitud de
onda de Si cuyas propiedades normalmente se interpretan en la literatura en términos
de la excitacién de modos colectivos (Magnusson y Shokooh-Saremi, 2008; Karagodsky
et al., 2010). Sin embargo, en este trabajo mostramos que hay propiedades dpticas de
dichas estructuras que se pueden heredar directamente de las propiedades de las par-
ticulas individuales. Para realizar esto, empezaremos considerando el esparcimiento
por particulas de Si que son invariantes en una direccién que, al replicarlas, producen
las rejillas considerado, que se pueden interpretar como metasuperﬁciesE]. Los resulta-
dos que mostraremos a continuacién culminaron en la publicacién (Gonzalez-Alcalde

et al., en revisién 2019).

40bviamente, al ir agregando particulas se consideran efectos de interaccién entre particulas.
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5.3.1. Analisis de una sola particula

Iniciamos el andlisis buscando las condiciones necesarias para que la luz esparcida
hacia atras se encuentre en fase con el campo incidente. Para esto, consideremos la
situacion fisica de la figura[27] Supondremos que la particula es invariante a lo largo de
la direccidén x> y que estamos iluminando con una onda plana que viaja en la direccién

de x;1 con polarizacién p.

Como mencionamos anteriormente, para este tipo de problemas el campo espar-
cido puede expresarse en términos de sus contribuciones multipolares empleando la
ecuacioén (117)). Ademas, como la particula que consideramos es simétrica con respec-
to al plano x1-x2, sélo necesitamos los multipolos de la base par tpl’; para describir el

campo esparcido.

En particular, consideramos los primeros tres multipolos de la base par, que ilus-
tramos en el panel derecho de la figura 29| Presentamos el campo magnético de los
primeros tres multipolos para los cuales el signo del campo (olvidandonos por el mo-
mento del resto, que no es funcién de 0) esta determinado por el coseno de la base
par (sign(t[/;) = sign(cos m@)). Con el signo del campo magnético y de la direcciéon
de esparcimiento podemos inferir la direccién y orientacién vector del campo eléctri-
co en el campo lejano, situacién que también ilustramos en la figura. Observamos de
los graficos que tanto el campo eléctrico del dipolo magnético y como el cuadrupolo
eléctrico son antisimétricos con respecto al eje x;. Esto es, que los signos del campo
esparcido hacia atras y hacia adelante son opuestos. Esto contrasta con el caso del
dipolo eléctrico en donde el campo eléctrico es simétrico con respecto al eje x;. El
analisis anterior, concuerda con los mapas del campo cercano que ilustramos en el

panel izquierdo de la misma figura.

Por otro lado, el teorema éptico nos dice que la extincién del campo incidente en
la direccién frontal se debe a la interferencia entre el campo esparcido y el incidente.
Por lo que podemos suponer que los campos en la direccién frontal deben estar fuera
de fase, al menos en cierta medida. De los argumentos anteriores, concluimos que
si queremos que el campo esparcido hacia atras esté en fase con el campo incidente
debemos excitar las resonancias del dipolo magnético y cuadrupolo eléctrico, evitando

al mismo tiempo la excitacién del dipolo eléctrico.
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Figura 29. Patrones de radiacién del campo cercano y lejano de un dipolo magnético, dipolo eléctrico
y un cuadrupolo eléctrico en polarizacién p. Las lineas de flujo corresponden a las lineas del campo
eléctrico.
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Figura 30. Eficiencia de esparcimiento total y de los primeros tres multipolos para una particula rec-
tangular (arriba), y una particula cilindrica (abajo). Asumimos que iluminamos con una onda plana con
polarizacién p y que el medio de las particulas es silicio. La particula rectangular tiene dimensiones 420
nm x 316 nm y el didmetro del cilindro es de 420 nm.

Consideramos ahora la eficiencia total de esparcimiento y las contribuciones aso-
ciadas a los tres primeros multipolos, para particulas con secciones transversales rec-
tangular y circular (Figura [30). La particula rectangular tiene dimensiones de 420 nm
x 316 nm, mientras que el diametro de la particula circular es de D =420 nm. Obser-
vamos que ambas particulas tienen resonancias de los primeros tres multipolos en la
region del espectro estudiada. También observamos que para el caso de la particula
rectangular en la regién espectral por abajo de A = 1 um la contribucién del dipolo
eléctrico es casi nula. Esta regién parece entonces prometedora para realizar un espe-
jo magnético. Andlogamente, para el caso del cilindro tenemos una situacién similar

en una regién cercana por abajo de 1 um.

Para estudiar con mas detalle esta conjetura, en la figura [31}(a) presentamos las
fases relativas entre las contribuciones multipolares de la particula rectangular. Obser-
vamos que el dipolo magnético y el cuadrupolo eléctrico se encuentran en fase para
A =904 nm. Por lo anterior podemos suponer que para esta longitud de onda el campo
esparcido hacia atras y el campo incidente se encuentran en fase, lo cual se confirma

de las posiciones de las franjas de interferencia del mapa de campo cercano mostrado
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Figura 31. Propiedades del esparcimiento de la particula rectangular considerada en la figura (a)
Fase relativa del esparcimiento hacia atrds de los primeros tres multipolos. (b) Mapa de densidad de la
intensidad del campo eléctrico total a A = 940 nm. (c) Patrén angular de esparcimiento para el campo
lejano a A = 940 nm.

en la figura (b). Observamos que el origen de las franjas, o condicién de igual fase,
coincide con el centro de la particula. En la figura[31}(c), mostramos la distribucién del
patrén angular del campo lejano. Es interesante, remarcar que se obtiene un patrén de
esparcimiento con dos Iébulos, similar al de la radiacién dipolar eléctrica, a pesar de
gue a esta longitud de onda la excitacién del dipolo eléctrico es despreciable. Sin em-
bargo, a diferencia del dipolo eléctrico, los I6bulos observados del campo lejano tienen
el mismo signo del campo magnético, ya que vienen de la interferencia constructiva
del dipolo magnético y los I6bulos horizontales del cuadrupolo eléctrico. En contraste,
los lébulos verticales del cuadrupolo son suprimidos por la interferencia destructiva

con el patrén de radiacién dipolar magnética.

Una situacién similar ocurre para la particula cilindrica en A = 925 nm (Figura
(a)). Sin embargo, para esta longitud de onda la eficiencia de esparcimiento es muy
pequefia, como observamos de la figura[31] Debido a esto, las lineas de interferencia
del mapa del campo cercano (Figura [32}(b)), tienen un contraste menor que en el
caso de la particula rectangular. Este resultado también lo observamos de la eficiencia
de esparcimiento angular del gréfico [32}(c). Basados en estos argumentos, podemos

decir que para el caso de la particula cilindrica no esperamos condiciones favorables
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Figura 32. Propiedades del esparcimiento de la particula cilindrica considerada en la figura (a)
Fase relativa del esparcimiento hacia atrds de los primeros tres multipolos. (b) Mapa de densidad de la
intensidad del campo eléctrico total a A = 925 nm. (c) Patrén angular de esparcimiento para el campo
lejano a A = 925 nm.

para construir un espejo alta reflectividad en la regién espectral cercana a 925 nm.

El analisis de una particula nos provee un punto de partida para el disefio del espejo
magnético. Con base a los resultados anteriores, nos concentraremos en el caso de
particulas rectangulares con dimensiones 420 nm x 316 nm y periodo de A = 576
nm. Para los siguientes calculos de esta seccidon se empled un programa basado en
el método de las diferencias finitas en el dominio del tiempo (Yee, 1966). En la figura
presentamos mapas de la intensidad del campo eléctrico, para el caso de dos y
cuatro rectangulos para A = 904 nm. De la posicidn y periodicidad de las franjas de
interferencia, observamos que la condicién de igual fase se sigue cumpliendo en el
centro de la particula. Lo anterior puede interpretarse como una consecuencia de que
la particula aislada no esparce lateralmente (Figura [31}(c)), por lo que se reducen los

efectos de interaccién.

5.3.2. Estructura periodica

Ahora consideramos el caso de un arreglo infinito formado por los rectangulos es-
tudiados anteriormente. En la figura[34}(arriba), presentamos la reflectividad y la fase

relativa para este arreglo. Como esperabamos, la reflectividad es muy alta en la regién
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Figura 33. Mapa de la intensidad del campo eléctrico total para (a) dos y (b) cuatro particulas rec-
tangulares como las consideradas en la figura[30]a A = 940 nm. La distancia entre los centros de los
rectdngulos es de 576 nm.

de interés y observamos que para A = 940 nm la diferencia de fase entre los campos
eléctricos incidente y reflejado es cero, por lo que a esta longitud de onda tenemos la
condicién de un espejo magnético. Esto, contrasta con el caso de un arreglo periédico
de cilindros (Figura [34}abajo), que como ya se habia previsto por las propiedades de
particula en la zona de interés, tiene una reflectividad muy baja y no puede conside-

rarse Como un espejo.

Para la construccién del espejo magnético, iniciamos con el analisis de una sola par-
ticula rectangular, considerando que las propiedades de particula podrian heredarse
al arreglo periddico. Si esta suposicidén se cumple, el efecto del espejo magnético mos-
trado no deberia depender de la periodicidad del arreglo. Para comprobar esto, en la
figura[35|presentamos la evolucién de la reflectividad y la fase como funcién del perio-
do de la rejilla y la longitud de onda del campo incidente. Observamos del grafico-(a),
que cuando el periodo es ~ 0.55 um, la reflectividad es muy alta para una zona gran-
de de las longitudes de onda. Para el mapa de fase (b), observamos que la condicién
de fase cero se cumple de manera independiente del periodo. Esto demuestra que el
acoplamiento parece no ser muy relevante y que el resultado se debe a una propiedad
de particula aislada que se preservd. Por otro lado, para A ~ 1.24 umy 0.4 um <A <
0.65 um, se tiene un espejo con reflectividad alta en donde la diferencia de fase entre
el campo incidente y reflejado es de m. Es decir, observamos que se comporta como

un espejo convencional.
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Figura 34. Reflectividad (linea punteada azul) y fase relativa de la onda reflejada (linea punteada roja)
para un arreglo infinito de particulas con seccién transversal (a) rectangular de 420 nm x 316 nm y (b)
cilindrica de didmetro de 420nm. El periodo en ambos casos es de A = 576 nm.

Para superficies, usualmente se desea tener la condicién de diferencia de fase igual
a cero arriba de las particulas y no en el centro. Si tomamos como referencia la parte de
arriba de las particulas, se esperaria simplemente un corrimiento lateral del mapa de
fase, lo cual se confirma del mapa de fase de la figura[35}(c). Es también interesante
gue la condicién de diferencia de fase cero en la parte de arriba de las particulas
coincide con otra regién de alta reflectividad y que, en particular, para A = 0.576 um

y A =1.064 um, uno recupera nuevamente la condicidn de espejo magnético.

Para ilustrar los resultados anteriores, especificamente, la condicién de espejo mag-
nético con referencia en el centro o en la parte de arriba de la particula, en la figura
presentamos mapas del campo cercano total para (a) A = 940 nm vy (b) A = 1064
nm. En cada caso comparamos con el campo total que se tiene por la reflexién de
un espejo de oro. La idea es ilustrar que las lineas de interferencia estdn en antifase
con respecto a las del espejo magnético. También, que en el caso del espejo de oro al
intensidad es casi cero cerca de la superficie. Los resultados anteriores confirman la
posibilidad de crear un espejo magnético con referencia en el centro o en la parte de

arriba de las particulas.
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Figura 35. Reflectividad y diferencia de fase entre el campo incidente y reflejado para la estructura
periddica de rectdngulos como funcién de el periodo y la longitud de onda. (a) Reflectividad, (b) diferencia
de fase tomando como referencia el centro de las particulas, y (c) diferencia de fase tomando como
referencia la parte de arriba de las particulas.
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Figura 36. Intensidad del campo eléctrico total en reflexiéon de una onda plana por un arreglo infinito

de particulas rectangulares comparado con un espejo de oro. (@) A =940 nm y A = 1064 nm. El periodo
de la rejilla es de A= 0.576 um y las particulas tienen dimensiones de 420 nm x 316 nm.

Resumiendo, en este capitulo hemos presentado un método para estudiar el campo
esparcido en términos de sus contribuciones multipolares. El método se desarrollo
tanto para el caso de tres como para el de dos dimensiones. En particular, la teoria del
caso 2D fue empleada en un problema especifico, que consiste del disefio de espejos
magnéticos constituidos por una rejilla dieléctrica sublongitud de onda. El resultado es
muy interesante, pues muestra que existe propiedades épticas de una sola particula

gue se pueden heredar al arreglo periéddico.

En el siguiente capitulo también emplearemos las técnicas de descomposicién mul-
tipolar 2D, pero para el caso de un problema de éptica no lineal. Especificamente, para

el estudio de la generacién de segundo arménico por particulas centrosimétricas.
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Capitulo 6. Descomposicion multipolar del segundo ar-

monico

En este capitulo estudiamos la generaciéon de segundo armdnico (GSA) producido
por particulas 2D centrosimétricas hechas de un material de alto indice de refraccién.
Calculamos los campos a la frecuencia fundamental y del segundo arménico, y em-
pleamos la descomposicién multipolar para estudiar los multipolos excitados en las
particulas. Esto nos permite estudiar la excitacion de los multipolos a la frecuencia del

segundo arménico y analizar el efecto de los multipolos excitados en w en los de 2w.

El capitulo se estructura de la siguiente manera, primero introducimos la forma de
la polarizacién no lineal para medios isotrépicos utilizada y las fuentes no lineales para
los casos de polarizaciéon p y s. Las fuentes no lineales se expresan en términos de
susceptibilidades no lineales que dependen de la respuesta de bulto y de la superficie.
Después, presentamos un modelo simple que nos permite describir las susceptibilida-
des de segundo orden para dieléctricos de sistemas centrosimétricos en funcién de
la respuesta lineal. Por facilidad en la derivaciéon del modelo y la representacién de
las cantidades no lineales, en este capitulo empleamos unidades cgs. Sin embargo,
los resultados del segundo armédnico estdn normalizamos y expresados de la manera
usual, en unidades de area por unidad de potencia (cm?2/Watt), como mostraremos
mas adelante. Para validar los resultados numéricos, realizamos comparaciones con
los resultados analiticos para la generacién de segundo armdnico por cilindros infini-
tos (Valencia et al., 2004); en el apéndice [E| presentamos los principales resultados

analiticos de dicho articulo.

Con estos antecedentes, demostramos con argumentos de simetria que para parti-
culas de medios centrosimétricos que poseen simetria con respecto a un eje paralelo
a la direccion de incidencia, no es posible excitar un dipolo magnético a la frecuen-
cia del segundo armdnico. El resultado anterior se ilustra al calcular el esparcimiento
para particulas con secciones transversales circulares, cuadradas y triangulares. Asi-
mismo, presentamos calculos numéricos que ilustran los efectos de los multipolos a la
frecuencia fundamental en los multipolos del segundo armdnico. Los resultados mas

importantes de este capitulo se reportaron en (Mandujano et al., 2019).
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Figura 37. Situacion fisica y geometria del problema.

6.1. Métodos tedricos

La situacion fisica considerada se ilustra en la figura[37] Una particula 2D definida
por la frontera entre el vacio (medio I) y un material no lineal (ll), se ilumina en pola-
rizacién p o s por una onda plana monocromatica que se propaga en la direccién del

eje xi.

Suponemos que el medio Il es isotrépico, homogéneo, no magnético y que esta
caracterizado por su permitividad e€(w). También suponemos que la particula es in-
variante en la direccién de x, y que su perfil puede describirse en términos de dos
funciones que dependen de un parametro t. Estas funciones representan las coorde-

nadas x1 y X3, esto es

rs(t) =[&(t), n(t)]. (125)

Las formas de particula utilizados en este capitulo fueron generadas numéricamente

con la superférmula de Gielis (Gielis, 2003).

6.1.1. Fuentes no lineales en la GSA

El problema de la GSA considerado depende de la solucion del problema lineal y de
las no linealidades del medio que son representadas por la polarizaciéon no lineal. La

forma mas general de la polarizacién no lineal para un medio isotrépico es (Bloember-
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gen et al., 1968)
P L (r, 2w) = a [E(r, w) - V] E(r, @) + BE(r, w) [V - E(r, w)] + YV[E(r, w) - E(r, w)], (126)

donde a = 6§ — B— 27 y las constantes 6, B y Y son parametros que dependen de la

frecuencia y caracterizan la respuesta no linealidad de bulto para un medio.

Las condiciones de frontera para el segundo arménico pueden escribirse de manera

general para iluminacion s o p de la forma (Valencia et al., 2003)

v (8, 20) — iDL, 20) = As p(t, 2w), (127)
1
(@) R (/] —
YO (t, 2w) T )Ysp(t 2w) = Bs p(t, 2w), (128)

donde vs(2w) =1, vp(2w) = €(2w), tpg%(”)(t, 2w) representa el campo que se encuen-
tre en la direccién de la coordenada x> (campo magnético para p y eléctrico para s), y
Yg%(”)(t, 2w) representa la derivada normal del campo. En estas expresiones, tanto el

campo como su derivada normal estdn evaluados en la superficie.

De lo anterior, las fuentes no lineales son (Valencia et al., 2003)

As(tl2w) = 0O, (129)
dw(f)(tlw)
Bs(tl2w) = —161u—x||||ltp(”(t|w)T, (130)
0 t|w)
_ £ XL 1) wp(
Ap(tl2w) = 8111(J‘)—¢2(1L)YlO (tlw)—dt , (131)
2
5 (tow) — 8niS d| 1 dyP(tlw) d | YO(tw) 9 uOctton T
p(tl2w) = Mo Xy o) dt X1y @) Xb&[‘/’p ( Iw)]
w d
— 8mi— {nl””dt [wg”(tlw)]}, (132)

donde ¢(t) = v/[n' (1)1 + E'(D)]2.

Podemos observar de las fuentes no lineales (129)-(130), que para obtener una se-
Aal del segundo armdnico tipo s se necesita iluminar con una combinacién de sefal
tipo p y s. En cambio, si se ilumina de manera independiente con una sefal tipo p o

de tipo s observamos de (131)-(132)), que el segundo arménico siempre tendra polari-
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zacion tipo p. En este trabajo nos centramos en el caso de que la onda plana incidente
sea s6lo del tipo p o del tipo s por lo que el segundo armdnico obtenido siempre sera

del tipo p.

Las susceptibilidades de segundo orden que aparecen en las fuentes no lineales
estan relacionadas a las constantes no lineales de bulto y a los elementos del tensor

de segundo orden de la susceptibilidad ijk (Inchaussandague et al., 2017):

XL = X (133)
C s . a/2+y (134)
XL = Xz e Rwye (W)
a/2+y
— S + —, 135
XLl Xt en(20) (135)
Y
= vS 4 _ 136
N Xt en(200) (136)
a (w)z (137)
b = — ]
X 2eq(w)en(2w) \ ¢

en donde empleamos el resultado que para un medio centrosimétrico sélo existen tres

contribuciones no nulas en el tensor de susceptibilidad.

A continuacidén presentamos un modelo que utilizamos para calcular analiticamente
las susceptibilidades de superficie y la respuesta por bulto para dieléctricos centrosi-

métricos.

6.1.2. Modelo de susceptibilidades no lineales para dieléctricos (dipollium)

El modelo de entidades polarizables o dipollium es un modelo simple que nos per-
mite obtener la respuesta no lineal de seqgundo orden para dieléctricos de sistemas
centrosimétricos en funcién de la respuesta lineal (Mendoza y Mochan, 1996). El mo-
delo consiste de considerar una distribucién homogénea de dipolos que responden

arménicamente al campo fundamental.

Para obtener expresiones analiticas de la polarizacién no lineal, partimos de la ecua-
cién de movimiento que describe la posicion de un electrén ligado a un nudcleo con
frecuencia natural wo que interactla con un campo electromagnético E(r, t) y B(r, t):

d?x dx edx

mo—— = —eE — mow?x—mF— — —— x B, 138
gt TR T Me%eX dt  cdt | (138)
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donde mg y e son la masa y carga del electrdn, x es el vector de posicién del electrén
alrededor de su posiciéon de equilibrio ro y I' es el arrastre debido a efectos que se
oponen al movimiento del electrén, el cual es inversamente proporcional al tiempo de

relajacion.

Consideremos ahora la expansién en serie de Taylor de los campos con respecto a

la posicion de equilibrio

E(ro+Xx,t) = E(ro,t)+r-VE(ro, t)+---, (139)
B(ro+x,t) = B(ro,t)+r-VB(ro,t)+---. (140)

Los términos de orden superior no contribuyen al proceso de la GSA por lo que sélo

consideramos los dos primeros para el desarrollo.

Sustituyendo (139)-(140) en (138) y empleando que los campos poseen depen-
dencia armoénica en el tiempo E(r, t) = R{E(r)e"“!} y B(r,t) = —c [ dt'V x E(r, t'), la
ecuacién de movimiento es

x E(ro, t) 2 rdx VE(ro, t) (dx) fdt'[v E(ro, t')]
mo—— ~ —€eE(ro, t) — mowix— molf— —ex- ro.t)+el — | x x E(ro, t)].

02 (i} 0wy ol (i} pm (]
(141)

Suponiendo gque los campos épticos son usualmente mucho menores que los cam-
pos atdmicos que mantienen al electron cerca de su posicién de equilibrio. Podemos
resolver la ecuaciéon de movimiento con una técnica perturbativa, proponiendo una ex-
pansién para la posicion de la forma x(t) = x(I(t) + x(@(t) + ---, donde las soluciones

de orden m son x(M(t) = R {xm,e" M1},

Introduciendo x()(t) en la ecuacién de movimiento obtenemos que

(e/my)

Wi — w?2 —iMw

Xy =

wr

en donde E, es la componente de Fourier de E a la frecuencia w. Empleando que el
momento dipolar a la frecuencia w es py = —eXy, = X(w)Ey, podemos indentificar la

respuesta lineal como
e?/mo

X(@) = — (142)
w

—w2—iTw
og—w—ilfw
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Similarmente, obtenemos el dipolo inducido en 2w resolviendo para Xz, en térmi-
nos de x(w) y el campo E,, y empleando que p2, = —€eX2, obtenemos

_X(w)X(Zw)
2e

P2w =

[V(Ey-Ey)—€eEy, xVxEy,]. (143)

Ademas de la contribucion dipolar, el momento cuadrupolar eléctrico también con-
tribuye a la GSA. Empleando que el cuadrupolo eléctrico es Qz, = —€XuXy Y expre-

sandolo en términos del campo eléctrico tenemos

1
Q= —gszwEw. (144)

Las expresiones (143)-(144) representan la respuesta microscépica de un electrén
gue podemos utilizar para encontrar la respuesta macroscépica del medio usando
(Jackson, 2012):

PV = n(2)paw— %v -n(2)Qau, (145)

donde n(z) es la funcién de densidad de entidades polarizables del medio.

Sustituyendo los multipolos (143)-(144) en (145)), y con un poco de algebra vectorial
obtenemos que

pre = XD o y— ax )1 (B D= X2 (v By, + TOXXC G e
2e 8me 2e

(146)

Comparando la ecuacién (146) con (126) podemos identificar las constantes a, By v

como
e(w)—1

a(w)=——[4e(2w) —€e(w)— 3], (147)
32m%nge

G 148

) =~ Sonenge (148)

G e Y 149

Y(w)—m[e( w)—1], (149)

donde empleamos que la relacién entre la permitividad del medio y la susceptibilidad:

€(w) =1+ 4mnngx(w), donde ng representa la densidad de entidades polarizables.

Para tomar en cuenta las contribuciones de la superficie se necesita integrar las
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componentes tangenciales y perpendiculares de la polarizacién a través de la interfaz,

con lo que obtenemos

(e(w)—1)2 2e(w) —€e(w)— e(w)e(fw)
Xizz(w) == 2 2 {
32n%ngee(w) [e(2w) —e(w)]
R NEON 150
[e(2w)—€e(w)]? e(2w)
< < 1 [e(w)—1]?

Xie, (W) = X, (W) = e @) (151)
X (W) =0. (152)

Las constantes no lineales expresadas en las ecuaciones (147)-(152), junto con las
ecuaciones para las fuentes no lineales y definen la respuesta no lineal
del sistema. Para emplear el modelo en un medio dieléctrico especifico, podemos to-
mar las cantidades ng, wo y ' como parametros libres que se ajustan a los datos
experimentales de la funcién dieléctrica en la regién espectral de interés. En parti-
cular, para el caso del Si (Palik, 1998), podemos tomar la fuerza del oscilador como
F = 4nnge?/moy = 3.65 x 1032572, |a frecuencia de resonancia wo = 5.9 x 101°s71, y
la constante de arrastre ' = 3.0 x 10#s~1. Con lo anterior, obtenemos un buen ajuste
para la funcién dieléctrica del Si en una zona espectral de 0.4-3 um (figura[38). De este

ajuste estimamos que la densidad de entidades polarizables es ng ~ 1.15 x 1023cm—3.

6.1.3. Descomposicion del campo esparcido

Para facilitar la descomposicién multipolar podemos emplear la expresidon del cam-
po esparcido para valores grandes de r en términos de amplitud de esparcimiento

tanto para el caso lineal y no lineal como (Valencia et al., 2004)

ier
D(r, 6]Q) = e's ———5(6|Q), (153)
wsc Vv 81TI<QI‘

donde kq = Q/c y la amplitud de esparcimiento puede calcularse de la forma

s|1Q) = J[ikg[n’(t')cose—a—;’(t’)sine]wgq)(t’|9)—YgIL(t’|Q)]
c , ,

x exp{—ika[ E(t')cos®—n(t)sin6]} dt’. (154)
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Figura 38. Funcién dieléctrica del Si, se muestran los datos experimentales de Palik (Palik, 1998) y un
ajuste basado en un oscilador con F = 3.65 x 1032572, wg=5.9x 101°s~1 y F=3.0 x 1014571,

Las funciones fuente (/Jgi)(t'lﬂ) y Ygio(t'lQ) se calculan al resolver numéricamente un
par de ecuaciones integrales e imponer las condiciones de frontera lineales y no linea-

les.

Por otro lado, empleando (117)) podemos expresar el campo esparcido fuera de un

cilindro virtual que envuelve a la particula como
¢O(r, 61Q) = Zocjn(//jn(r, 0|1Q) + Zl c- = (r,61Q), (155)
m= m=

donde param#0

¢i(r,9,|Q) = [mH(1)(er) cosmé ’
m m o
isinmé
ct = (cm*c_m),

yparam=0
vt (r,6,1Q) = Hy (kar),

+ —
CO—Co.
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Sustituyendo la ecuacién del campo lejano (153) en la descomposicién multipolar

(119) podemos calcular los coeficientes multipolares como

. i (2" cosmeé
c = 5(0|1Q) . do, (156)
am Jo —isinmé
y param=0,
i 27
Co = —f 5(0|1Q)d6. (157)
8m 0

Cuando consideremos el campo a la frecuencia fundamental usaremos a:,, para
denotar los coeficientes c; y para los coeficientes del segundo armdénico usaremos

b=,

La ecuacioén 1; pone de manifiesto el hecho de que el campo esparcido wgfc)(r, 0|Q)
puede expresarse como una combinacion de funciones simétricas ¢7 (r, 6|Q) y antisi-
métricas ¢ (r, 6]Q) con respecto a la direccion de iluminacion (Figura . Es decir,
es una combinacién de una base par y una impar, y en general se necesitan ambas

contribuciones para describir el campo en su totalidad.

6.1.4. Eficiencia de esparcimiento del segundo armdnico

De manera similar al calculo de la eficiencia lineal, para el calculo de la eficiencia
del segundo armdnico consideramos la potencia esparcida que atraviesa un cilindro
imaginario de largo L y radio ro que encierra a la particula. Con lo anterior, la eficiencia

esparcida en el segundo arménico se define como

Psc(2w)

Qsc(2w) = GQW
inc

2m
=f qsc(612w), (158)
0

donde Pi,(w) representa la potencia interceptada por una particula de seccién trans-
versal g, = DL. El diferencial de eficiencia de esparcimiento del segundo armdnico

esta dado por
1 |S(6]2w)|?

, 159
2wD |l (159)

qsc(6]2w) =

donde ¢y es la intensidad del campo incidente.

Similarmente al caso lineal podemos obtener la eficiencia de esparcimiento en 2w
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Figura 39. llustracién de los primeros multipolos simétricos y antisimétricos con respecto a la direccién

de iluminacién.
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en términos de los coeficientes del segundo armdnico como

8m 1 X
20w) = ———||bo|? + = bt 12+ b= 17|, 160
Qsc(2w) = o | 1bol 2;::1[' 12+ |b7 |2 (160)

y la eficiencia diferencial del segundo armédnico es

o 2
bo + Z [b:fn cosmeé + ib_ sin me] ) (161)

m=1

0l2w) = ——
Gscl0120) =

En contraste con el caso lineal en el que la eficiencia es adimensional, la eficiencia
del segundo arménico por definicién tiene unidades de rea entre potencia (cm?2/Watt).
También, como mencionamos anteriormente, la luz esparcida en el segundo armdnico

obtenida siempre tendra polarizacién p.

6.2. GSA por particulas simétricas

Con referencia a la figura diremos que una particula es simétrica si tiene sime-
tria con respecto al plano x31-x>. Es claro que para este tipo de particulas wg’c)(r, Olw) =
wgc)(r, 2m— 6|w), lo que implica que, por simetria, los coeficientes a_ = 0. Es decir, que
sélo se necesita la base (,t/;l(r, P|w) para representar el campo esparcido a la frecuencia

fundamental.

Similarmente, el campo esparcido en el segundo armdnico es antisimétrico con res-
pecto a la direccién de incidencia. Esto se puede deducir a través de las expresiones
de las fuentes no lineales (131)-(132) o, de manera mas sencilla, empleando argumen-
tos fisicos y de simetria. Para esto, supongamos momentdneamente que para algin
tiempo t el campo esparcido en 2w es simétrico con respecto el plano xi1-x> (ver la
Figura [40Fa)). Si analizamos la situacion fisica medio ciclo después, al tiempo t + /2
para la frecuencia w (un ciclo a 2w), observamos (parte de abajo de la figura [40}a))
que el signo del campo en w ha cambiado, mientras que el signo del campo a 2w
permanece igual. Si para esta situacidn fisica realizamos una inversiéon con respecto
al plano x1-x2, terminamos con una situacion fisica que es diferente a la inicial ya que
el signo del campo en 2w seré diferente del asumido originalmente. Esto significa que

la suposicion de que el campo esparcido a 2w es simétrico nos lleva a una situacién
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Figura 40. llustracién de situaciones en donde el campo esparcido en el segundo armdnico se asume
a) simétrico y b) antisimétrico.

contradictoria. Por otro lado, si consideramos que el campo es antisimétrico (Figura
[40k(b)), los mismos argumentos nos llevan a una situacion fisica igual a la asumida

originalmente.

Lo anterior demuestra que el campo en 2w es antisimétrico (¢¥)(r, 8|w) = —¢¥(r, 2n—
6|w)) y por lo tanto, que b;? = 0, por lo que sélo se necesita la base g (r, O|w) para
representar el campo esparcido a 2w. Una conclusiéon inmediata es que para particulas
simétricas el coeficiente b;; =0, y por lo tanto, no se puede excitar un dipolo magné-
tico a 2w. Ademas, las contribuciones del campo de la base impar son de la forma
b~ sinm#, por lo que no existe radiacion en la direccion frontal o hacia atras (6 =0° y
6 =180°).

Como un ejemplo particular que ilustra lo anterior, presentamos a continuacion la
GSA por una particula de Si con seccién transversal circular de radio a = 150 nm. El
rango espectral de iluminacién es de 800 a 3000 nm, por lo que el segundo armdnico
cubre el visible y el infrarrojo cercano, de 400 a 1500 nm. Supondremos que la onda

incidente tiene polarizacién tipo p.

En la figura mostramos la eficiencia de esparcimiento para el caso lineal y la
de los tres primeros multipolos excitados. Debido a la simetria de la particula sélo se

excitan multipolos de la base w;q(r, f|w). De las contribuciones multipolares, observa-
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Figura 41. Eficiencia esparcida a la frecuencia fundamental para un cilindro infinito de radio 150 nm.
Se muestran las contribuciones de los primeros tres multipolos excitados. Debido a la simetria sélo se
excitan multipolos de la base par.

mos que: el dipolo magnético (linea punteada verde) tiene una resonancia intensa en
A = 1403 nm, el dipolo eléctrico (linea con puntos roja) tiene una resonancia intensa
en A =977 nm, y el cuadrupolo eléctrico tiene una contribucién pequefia en la regién

estudiada.

Para estas longitudes de onda de incidencia, calculamos la eficiencia del segundo
armoénico y las contribuciones multipolares en 2w, que presentamos en la figura
(a). Para facilitar la interpretacion de los resultados, en la figura [42}(b), mostramos la
eficiencia de esparcimiento del caso lineal y sus primeras cuatro contribuciones multi-
polares. Esta figura ayuda a identificar los tipos de multipolos que soporta la particula
en este rango de longitudes de onda, asi como la posicién de sus resonancias. Del ca-
so lineal observamos que los tres primeros multipolos de la base se excitan bastante
bien, por lo que resulta claro que el sistema soporta estos tres modos; dipolo mag-
nético, dipolo eléctrico y cuadrupolo eléctrico. En particular, el término a3 se excita
muy débilmente, pero tiene una resonancia alrededor de A = 600 nm, que de alguna
manera conduce a una respuesta relativamente fuerte en los resultados del segundo

armonico (término proporcional a b3).

Como mostramos anteriormente para particulas simétricas, no observamos contri-
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Figura 42. Eficiencia de esparcimiento (a) no lineal y (b) lineal para el cilindro considerado en la figura

Para la GSA sélo se excitan multipolos de la base impar, mientras para el caso lineal de la base par.
Se ilustra para el caso no lineal el patrén angular en las resonancias multipolares.
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buciones del dipolo magnético a la GSA (término proporcional a bg), ya que sélo se
excitan multipolos de la base antisimétrica. Vemos entonces que a pesar de que el sis-
tema soporta una fuerte resonancia dipolar magnética alrededor de A = 1403 nm las
fuentes del segundo armdénico no son capaces de excitarla. Por otro lado, la particula
también tiene una resonancia dipolar eléctrica en A = 977 nm (proporcional al tér-
mino b7), pero esta resonancia no se excita fuertemente en el segundo armonico y es
opacada por la contribucién del cuadrupolo eléctrico (linea azul punteada, coeficiente

proporcional a b3). Esto también se aprecia en la forma del patron de radiacion.

En la figura[43], mostramos un mapa del médulo del campo magnético cercano a la
longitud de onda de A/2 = 977 nm, que coincide con la resonancia dipolar eléctrica a
la frecuencia fundamental. Observamos que incluso a esta longitud de onda el patrén

del campo cercano es dominado por el cuadrupolo eléctrico.

X (nge)-!
0.40
400
0.35
200 0.30
_ 0.25
g 0 0.20
8 0.15
-200 0.10
0.05
-400

0.00

-400  -200 0 200 400

X1 [nm]

Figura 43. Mddulo del campo magnético del segundo armdénico para valor maximo del dipolo magnético
(A/2 = 977 nm) del cilindro considerado en la figura Observamos que incluso en la resonancia de
dipolo eléctrico, la contribucién que predomina es la del cuadrupolo eléctrico.
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6.3. Efecto de los multipolos de la frecuencia fundamental en la GSA

Podemos estudiar el efecto que tienen los multipolos excitados a la frecuencia fun-
damental en la GSA, empleando la expresidn analitica de la eficiencia esparcida en 2w
(Apéndice [E). En general, la intensidad de los multipolos excitados en el segundo ar-
moénico (b7), depende de las contribuciones multipolares a la frecuencia fundamental
(a;,), y podemos visualizar el efecto de estos ultimos, al apagar y prender determina-

das contribuciones multipolares.

Para ilustrar el procedimiento y estudiar dichos efectos, consideramos la misma
particula cilindrica de silicio de radio a = 150 nm del ejemplo anterior. En la figura
mostramos la eficiencia del segundo armédnico, junto con las curvas obtenidas cuando
s6lo tomamos en cuenta uno o dos de los multipolos excitados a la frecuencia fun-
damental. La curva con la linea discontinua verde corresponde al caso en el que en
el fundamental s6lo se mantiene el término dipolar eléctrico (a7). Observamos que
esta sola contribucién reproduce casi en su totalidad la curva de la eficiencia, y en
particular, la fuerte resonancia del cuadrupolo eléctrico en 2w alrededor de 726 nm.
Por otro lado, si conservamos todas las excitaciones, excepto la dipolar eléctrica (cur-
va gris), perdemos practicamente toda la respuesta del segundo armdénico. También,
es interesante notar que la interaccién no lineal entre las excitaciones dipolar y cua-
drupolar eléctricas reproducen picos del segundo arménico que corresponden a las

contribuciones b7 y b3.

Concluimos de los resultados presentados en estas figuras que, para particulas ci-
lindricas, la excitacién del dipolo magnético en w no desempefa ningun papel en la
generacion del segundo arménico y que la resonancia dipolar magnética en 2w so-
portada por la particula no se puede excitar por los procesos no lineales involucrados.
Dado que el modo dipolar magnético estd asociado con una circulacién del campo
eléctrico que es tangencial a la superficie del cilindro, esta observacién es una conse-
cuencia del hecho de que la susceptibilidad superficial Xitt es cero en el modelo usado

para la polarizacién no lineal.
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Figura 44. Eficiencia de esparcimiento de la GSA para el cilindro considerado en la figura en donde
consideramos los efectos de los multipolos a la frecuencia fundamental. En la linea verde punteada
consideramos sélo la contribucién dipolar eléctrica, en la linea continua gris consideramos todos los
multipolos excepto el dipolar eléctrico, y la linea punteada azul esta dada por las contribuciones del
dipolo y cuadrupolo eléctricos.

6.4. Particulas con secciones transversales no circulares

Los resultados presentados hasta ahora corresponden a particulas con una sec-
cién transversal circular, para los que se puede proceder mediante las expresiones
analiticas de los coeficientes de la expansion multipolar (Valencia et al., 2004). Para
particulas con secciones transversales mas generales, los campos esparcidos se ne-
cesitan calcular numéricamente y, a partir de estos resultados, es posible obtener los
coeficientes de la expansion multipolar utilizando la ecuacién (156). A continuacion,
presentamos resultados para particulas con secciones transversales no circulares y
discutimos las consecuencias de la ausencia de simetria de la particula con respecto

a la direccién de incidencia.

Consideramos ahora una particula con una seccién transversal cuadrada con esqui-
nas suavizadas y lados D = 300 nm. En la figura presentamos los resultados para
la eficiencia del segundo arménico. Como esperabamos, sélo se excitan las componen-
tes de la base antisimétrica en el segundo arménico, ya que la particula es simétrica

con respecto al plano x1-x>. En comparacién con el caso del cilindro, observamos que
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Figura 45. Eficiencia de la GSA para una particula dieléctrica cuadrada de lado de 300 nm. También

se muestran las primeras tres contribuciones multipolares a la eficiencia. Se ilustra el patrén angular de
cada resonancia.

la particula de seccion transversal cuadrada tiene una excitacion dipolar eléctrica re-
lativamente mas fuerte. Podemos apreciar que en su resonancia (A ~1052 nm), el
patrén angular de radiacién es de una forma claramente dipolar. Por otro lado, en la
resonancia cuadrupolar las otras contribuciones multipolares son insignificantes y, en

consecuencia, la distribucién angular es claramente de un caracter cuadrupolar.

En la figura mostramos un mapa de densidad del médulo del campo magnético
en A/2 = 1052 nm, que coincide con el maximo de la excitacién dipolar. Como espe-
rabamos del analisis de la eficiencia en 2w, el patron de campo cercano es dominado

por la contribucién dipolar.

Ahora consideramos un particula que no es simétrica con respecto al plano x1-x>.
En esta situacién es posible excitar las dos bases multipolares. La seccién transversal
de la particula tiene forma de un tridngulo equildtero y es iluminada en diferentes
orientaciones. Los lados del triangulo tienen una longitud de 285 nm y la iluminacién
tiene una longitud de onda de A = 1251 nm, que se eligié porque coincide con la

resonancia cuadrupolar de la particula a 2w (A/2 =626 nm).

La situacién se ilustra en la figura donde presentamos mapas del modulo del

campo magnético cercano con las cuatro orientaciones consideradas. El angulo o de-
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Figura 46. Mddulo del campo magnético en el campo cercano de la particula con seccién tranversal
cuadrada de la figura en A/2 = 1052 nm, que coincide con el maximo de la resonancia del dipolo
eléctrico a la longitud de onda del segundo arménico.

nota la rotacion con respecto a la orientacion original, mostrada en (a), la imagen
superior izquierda de la figura. Cuando a = 0°, la particula es simétrica con respecto
el plano x1-x2 y se espera que solo se excite la base antisimétrica. Como el cam-
po es antisimétrico, su modulo tiene que ser simétrico con respecto al plano x;-x»,
y esta propiedad se puede observar claramente en la figura. Otra forma de verificar
la propiedad de antisimetria del campo es calculando los coeficientes de la expansién
multipolar, que mostramos en la tabla[3] Observamos que para a = 0°, los coeficientes

de la base simétrica son idénticamente cero.

Continuando con la discusién de la figura[47}(a), observamos que el mapa del cam-
po cercano coincide muy bien con el que uno esperaria para un campo dominado por
una resonancia cuadrupolar, esto coincide con el hecho de que el coeficiente b, sea
el mas grande, como se muestra en la tabla[3]. Lo anterior era de esperarse, ya que
escogimos la longitud de onda que coincide con la resonancia del cuadrupolo eléctri-
co. A medida que giramos la particula triangular el patrén de campo cercano cambia
y, como se observa en la tabla, las contribuciones de la base simétrica dan valores

distintos de cero que crecen con el angulo de rotacion. También observamos que el
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Figura 47. Mddulos del campo magnético en el campo cercano de la particula de seccién transver-
sal triangular para diferentes orientaciones a 626 nm, que coincide con la resonancia del cuadrupolo
eléctrico. La orientacién simétrica de la particula se muestra (a), mientras (b), (c) y (d) corresponden a
rotaciones de 10, 20 y 30 grados.

Tabla 3. Valores de los coeficientes de la expansidn multipolar del campo esparcido en el segundo
armoénico (Figura a A/2=626 nm. Por simplicidad, el factor comin 1/(nge) se omitié de los valores
mostrados.

a 0° 10° 20° 30°

bt 0.0 -0.089 - 0.034i | -0.154 - 0.056i | -0.177 - 0.066i
b3 0.0 0.106 + 0.112i | 0.186 + 0.185i | 0.219 + 0.198i
b3 0.0 -0.030 + 0.009i | -0.043 + 0.022i | -0.037 + 0.036i
b7 | 0.131-0.083i | 0.120 - 0.062i 0.091 - 0.006i | 0.053 + 0.070i
b5 | 0.088 + 0.347i | 0.123 + 0.320i | 0.213 + 0.243i | 0.321 + 0.136i
b3 | -0.003 - 0.097i | -0.002 - 0.090i | 0.001 - 0.060i 0.014 - 0.036i
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campo a lo largo de la linea x3 = 0 ya no es cero.

Resumiendo, en este capitulo hemos presentado un método para estudiar y analizar
la generacion del segundo armoénico producido por particulas constituidas por medios
dieléctricos centrosimétricos. En particular, empleamos la descomposicién multipolar
para estudiar las resonancias del fundamental y del segundo armdénico. Ademas, estu-
diamos el efecto que produce la excitacién de los multipolos a la frecuencia fundamen-
tal en los del segundo armédnico. Dentro de los resultados mas relevantes presentados
se encuentra, la imposibilidad de excitar el dipolo magnético en la GSA para particulas
simétricas, lo cual se demostré usando argumentos fisicos simples. También, mos-
tramos que es posible sintonizar una resonancia multipolar especifica a través de la
eleccion de la geometria de la particula. Por ejemplo, empleando una particula de sec-
cién transversal cuadrada observamos que ésta poseia una clara resonancia dipolar
eléctrica en el segundo armdnico, a diferencia de una particula cilindrica cuya excita-
cién dipolar es opacada por la cuadrupolar eléctrica en 2w. Esto resulta interesante,
pues permite visualizar un método para realizar ingenieria de modos y, por ende, de

la distribucién angular de esparcimiento.

En el siguiente capitulo discutiremos los métodos desarrollados en este trabajo y
presentaremos las conclusiones generales del mismo. En particular, nos enfocaremos
en las principales aportaciones que son las resonancias de Fano en los cilindros die-
léctricos finitos, el espejo dieléctrico magnético y la GSA por particulas dieléctricas

centrosimétricas.
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Capitulo 7. Resumen y conclusiones

En esta tesis hemos abordado problemas de esparcimiento de luz por particulas
dieléctricas de alto indice de refraccion. De particular interés para nosotros ha sido la
excitacién del momento dipolar magnético en las particulas, su interacciéon con otros
multipolos y los detalles de su dependencia con la forma de la particula. Para tratar es-
tos problemas fue necesario desarrollar algunas herramientas teéricas y computacio-
nales. Por un lado, era esencial para el trabajo el desarrollo de técnicas numéricas
basadas en ecuaciones integrales de superficie, tanto para el caso 2D como el 3D. Se
utilizé también el software del dominio publico SCUFF-EM, que es muy eficiente y sirvio
para realizar comparaciones con nuestra implementacién. Utilizando estas herramien-
tas realizamos calculos de esparcimiento con particulas de formas distintas a la esfera
y el cilindro infinito. Asimismo, desarrollamos un método que nos permitié analizar el
campo esparcido en términos de sus contribuciones multipolares, tanto para particulas
2D como 3D. Aunque nos centramos en el caso de particulas dieléctricas, las técnicas
desarrolladas son generales y pueden emplearse para otro tipo de problemas, como

es el caso del esparcimiento por particulas metalicas.

Empleando el SCUFF-EM, estudiamos problemas de esparcimiento por cilindros die-
léctricos finitos, con radios del orden de cien nanémetros y largos del orden de media
micra. Nos enfocamos en una regidon de parametros que permite combinar las prime-
ras contribuciones multipolares de la solucion de Mie para un cilindro infinito con los
primeros érdenes de las resonancias de modo guiado de una cavidad Fabry-Perot. Esta
combinacién da origen a resonancias de Fano estrechas e intensas, que han sido de
interés en nanofoténica. La fuerte dependencia de estas resonancias con el entorno,
hace susceptible este tipo de sistema para la implementaciéon de varios tipos de sen-

sores.

La descomposicion modal fue utilizada para buscar formas de particulas que pro-
ducen un campo esparcido que esta en fase con el campo incidente. Utilizando estos
resultados, se propuso el disefio de metasuperficies que consisten de arreglos periddi-
cos de nanoparticulas dieléctricas y que se pueden comportar como espejos magné-
ticos. Para obtener un comportamiento de espejo magnético se requiere, ademas de
una alta reflectividad, que el campo incidente y el reflejado estén en fase sobre la su-

perficie del espejo. Dentro de los resultados mas interesantes del trabajo se encuentra
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el de que la condicién de espejo magnético de metasuperficie se debe a la excitaciéon
en fase del dipolo magnético y del cuadrupolo eléctrico en las particulas individuales.
Los resultados muestran que, en este caso, las propiedades dpticas de una particula
aislada se heredan a la estructura periddica infinita. De los calculos de campo cercano
se observa también que, al menos aparentemente, el campo dentro de la particula

parece no ser perturbado por la presencia de las particulas vecinas.

También se desarrollé un formalismo para tratar problemas de generacién de se-
gundo armoénico por particulas dieléctricas de medios centrosimétricos. Para esto, nos
enfocamos en el caso del silicio, modelando su respuesta lineal mediante un ajuste
basado en un oscilador de Lorentz y, la respuesta no lineal, en términos del modelo
conocido como el Dipollium. La descomposicion modal también fue utilizada para es-
tudiar las contribuciones de las diferentes excitaciones multipolares en la generacién
de segundo armdnico y, por otro lado, para visualizar el tipo de excitaciones que se
obtienen a la frecuencia del segundo arménico. Contrario a lo que se sugiere en al-
gunos articulos, nuestro trabajo muestra que para el caso de particulas de materiales
centrosimétricos que tienen simetria de inversion con respecto a la direccion de la on-
da incidente, no es posible excitar la contribucién del dipolo magnético del segundo
arménico. Asimismo, para el caso del cilindro infinito, mostramos que la contribucién
del dipolo magnético a la frecuencia fundamental no tiene ningun efecto en la sefal de
segundo armdnico, y que esta se origina en su mayoria por la contribucién del dipolo

eléctrico a la frecuencia fundamental.
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Anexo

A. Método de momentos

El método de momentos permite resolver una ecuacién con un operador lineal en
términos de una ecuacidon matricial. Para mostrar esto consideremos la siguiente ecua-
cién

L(f)=g9 (162)

donde L es un operador lineal, g es una funcion conocida y f es la funcién incognita.
En nuestro problema L puede representar los operadores D y K, f puede represen-
tar las corrientes equivalentes {J, M} y f puede representar los campos incidentes
{Eincl HinC}_

El MoM busca aproximar la incégnita f por una combinacién lineal de N funciones

base linealmente independientes, fn,

N
F)= > anfa, (163)
n=1

donde a, son los coeficientes de la expansién. Como L es un operador lineal, al sustituir

(163)) en (162) tenemos

N
>lanl(fa) ~ g, (164)
n=1

donde el error o residuo es N

R=g— > anl(fn) (165)
n=1

El método se basa en forzar el residuo a cero en algun promedio, definiendo N funcio-

nes de prueba o de peso {w,..., wy}, y proyectar en éstas

(Wm, R) =f wn(r)R(r) dS =0, (166)
A

dondeme][1l,...,N].

Sustituyendo el valor del residuo (165) en (166)

N
D an (W, L(fa)) = (Wi, 9), (167)
n=1
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obtenemos un sistema de N x N ecuaciones que podemos expresar Como una ecuacion
matricial Za = b, con elementos de matriz Zm, = (Wm, L(fn)) y con elementos del

vector by, = (wm, 9).

La funcién de prueba puede escogerse de manera arbitraria. En particular, en el

método de Garlekin se define la funcién de prueba como

Wnp =

aa,,f' (168)

Sustituyendo (168) en (163) obtenemos que la funcién de prueba es precisamente la

misma base
Wp = fp. (169)
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B. Fdérmulas de cuadratura gaussiana para tridngulos

Una manera de aproximar numéricamente el valor de una integral definida es em-
pleando el método de cuadratura gaussiana. Esto se hace al evaluar una funcién f en
un numero finito de puntos dentro del dominio de integracién. En particular, conside-
remos el caso 2D cuando el dominio de integraciéon S es un tridngulo T. Para este caso

tenemos

N
ff(r) dS = Ar > wif(r), (170)
T i=1

donde A7 es el area del tridngulo T, w; son los factores de peso y r; son puntos dentro

del triangulo.

Las posiciones r; se definen al multiplicar los nodos del tridngulo (p1, p2, p3) por las

llamadas coordenadas de area (&;, n;, ;) como

ri=&ip1+ Nip2 + 4ips. (171)

Esto se hace para cada permutacidn distinta de las coordenada de area y se les asocia
el mismo peso w;. Por ejemplo consideremos la regla de cuadratura de tres puntos.

Para este caso tenemos que (§;, ni, §i) = (2/3,1/3,1/3) con un peso de w; = 1/3. Estas

coordenadas de area tienen 3 permutaciones como se ilustra en la figura [48]

P2

(1/3,2/3,1/3)

(2/3,1/3,1/3) (1/3,1/3,2/3)

P P3

Figura 48. Regla de cuadratura gaussiana de tres puntos (2/3, 1/3, 1/3). A cada permutacién se le
asocia el mismo peso de 1/3. Como se ilustra en la tabla

En las tabla se muestran valores de w; y r; para diferentes ordenes de cuadra-

turas gaussianas que fueron tomadas de la referencia (Cowper, 1973).



Tabla 4. Regla de cuadratura gaussiana de un punto (punto medio).

i | &

ni

i

Wi

1| 0.33333333

0.33333333

0.33333333 | 1

Tabla 5. Regla de cuadratura gaussiana de tres puntos.

&i

ni

Gi

Wi

WNRP

0.66666667
0.16666667
0.16666667

0.16666667
0.66666667
0.16666667

0.16666667
0.16666667
0.66666667

0.33333333
0.33333333
0.33333333

Tabla 6. Regla de cuadratura gaussiana de siete puntos.

&i

ni

Gi

Wi

Noubh WN P~

0.33333333
0.05971587
0.47014206
0.47014206
0.79742698
0.10128650
0.10128650

0.33333333
0.47014206
0.05971587
0.47014206
0.10128650
0.79742698
0.10128650

0.33333333
0.47014206
0.47014206
0.05971587
0.10128650
0.10128650
0.79742698

0.22500000
0.13239415
0.13239415
0.13239415
0.12593918
0.12593918
0.12593918
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Tabla 7. Regla de cuadratura gaussiana de trece puntos.

&i

ni

Gi

Wi

OCoNOOULE WN -

0.333333333333333
0.479308067841923
0.260345966079038
0.260345966079038
0.869739794195568
0.065130102902216
0.065130102902216
0.638444188569809
0.638444188569809
0.312865496004875
0.312865496004875
0.048690315425316
0.048690315425316

0.333333333333333
0.260345966079038
0.260345966079038
0.479308067841923
0.065130102902216
0.065130102902216
0.869739794195568
0.048690315425316
0.312865496004875
0.048690315425316
0.638444188569809
0.312865496004875
0.638444188569809

0.333333333333333
0.260345966079038
0.479308067841923
0.260345966079038
0.065130102902216
0.869739794195568
0.065130102902216
0.312865496004875
0.048690315425316
0.638444188569809
0.048690315425316
0.638444188569809
0.312865496004875

-0.149570044467670
0.175615257433204
0.175615257433204
0.175615257433204
0.053347235608839
0.053347235608839
0.053347235608839
0.077113760890257
0.077113760890257
0.077113760890257
0.077113760890257
0.077113760890257
0.077113760890257
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C. Elementos de matriz en términos de la funcion de Green escalar

Los elementos Dﬁm podemos reescribirlos como (Kern, 2011)

'Di

mn

fm .
fm -

ff()r
mlr)-
. J
-
Jf()r

ml(r) -
” J
ff()r

mlF)-
” J

Sn

Sn

Sn

Sn

Jf()r
mlF)-
” J

Sn

Gi(r,r)-fa(r) ds ds,
_ W , ,
(1 + F) Gi(r,r)-f,(r) ds ds’,
i
/ /’ 1 r
Gi(r, r)f,(r) ds ds’ — — fm(r)-V
i /S5m JSn
/ /7 1 (‘
Gi(r,r)f,(r) dS dS’ + — fn(r)-v
ki Jsp, Jsn
/7 /7 1 r
Gi(r,r)f,(r) dS dS’ + — V-fm(r)
ki Jsp, Jsn

V' Gi(r,r)-f,(r') dS ds’,
Gi(r, ¥V -f,(r) dS dS’,

Gi(r, ¥ )V -f,(r) dS ds’,

(172)

donde se empleé que Vf-u = V- (fu)— u(V-u) y el teorema de la divergencia para

superficies.

Los elementos ICfm pueden reescribirse como

i
’Cmn

J.
J.

Sn

Sn

donde se empled que [V x Gi(r, r)] =[V' Gi(r,r)] x1.

fm(r)- | [V Gi(r, r)] x fa(r) ds ds,

fn(r)- | [V x Gi(r,r)]-fa(r) dS ds,

(173)
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D. Descomposicion multipolar caso 3D a la Bohren
La solucion de la ecuacidon de helmholtz escalar es
Wim ~ Zm(p)P. (cos ©)e™® (174)

Mientras que los vectores arménicos generados son

Mim = (imm(cos 6)&g — Tim(cos 8)é4) Zm(p)e'?, (175)
zZ . Z "
Nim = [({+1)P]"(cos 6) m(p)e”"’ér+ [ Tim(cOS 8)@¢+ imym(cos 0)é4] Me”‘p, (176)
o}
. [ pl dP! (cos9)
donde hemos usado la notacién m,(cos ) = um(cos 0) y Tim(cos0) = —2—

En términos de los vectores armdnicos esféricos (175)-(176) los campos esparcidos

fuera de una esfera virtual que contiene al objeto esparcidor situado en el origen son

Escar) = > > iEim(ae(l, m)Nim + am(l, m)Nym), (177)
m=1[=—m
1 e} m
Hoa(r) = — > > Eim(@m(l mNim + ag(l, mNim), (178)
0 m=1i=—m
(m—D!

donde Ejm = Eoi"(2m+ 1)——.
(m+ D!
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E. GSA por un cilindro infinito en incidencia normal

El problema del esparcimiento en 2w por un cilindro infinito en incidencia normal
puede resolverse analiticamente (Valencia et al., 2004). En la GSA las soluciones po-
seen la misma forma que el caso lineal con la excepcién que en el caso no lineal no

hay campo incidente.

[0.0]

VL 612w) = > biH} (K, )exp(il$), r>R,
[=—00

wg(r,9|2w) = IZ cJ{ (kY Yexp(ilp), r<R,

donde K‘;w = nr(2w)(2wr/c), los coeficientes de la expansién b; y ¢; se obtienen al
evaluar los campos en r = R e imponer las condiciones de frontera (127) y (128).

Realizando lo anterior, los coeficientes para el segundo armoénico son:

b mi (XlLL VI —XuiVe + NV + BV Ym(2n2we) + FEVI) (2n24p)
m = l , , ’
Jm(2n200)[ Hm(20)]1 = 5=/ (2n200)Hm(20)

[(C2V7 + 3V + CaVT + CsVT)Him(20) — CLVI [ Hin(20)]
Jm(2n20P)[Hm(20)]1" = 7., (2n200)Hm(20)

donde K = 8m|¢oc|/R, p = kR,

Vit = kikTZ(p)Uﬁq_k(p),

vy = Zﬁ k(m— k)2 TZ(0)Th,_, (o),
Vi = ki (m— K)UR(P)UN,_(0),
Vi = kz_:oo(m KTy (0),
Vg = ki(m—k)T;(p)T;_k(p),

dT (x)

y TP (x) =Ji) + agHL(x), Up(x) =
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Puede demostrarse que los coeficientes b,, cumplen la relacién b_pm, = (—=1)"*1b,,

por lo que la eficiencia esparcida en 2w estd dada por

2m 81 [}
Qpc(2w) = f Apc(B12w)d0 = ———— > |bm|?
pe 0 pclyocl* =24

donde
2

> (—=)™bmsin(me)| ,

m=1

16

Apc(Bl2W) = ————
P pclyozl*

representa el diferencial de intensidad de esparcimiento por angulo.
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F. Estructura de los cédigos

A continuacién presentamos la estructura general de los cédigos para su uso o im-
plementacion. Nos enfocaremos en describir brevemente los codigos de la ecuacion
integral de superficie y el cédigo para la descomposicién multipolar en 3D. En la no-
menclatura de los cédigos que se presentan a continuacién, se usé la nomenclatura

del lenguaje libre Julia[4

La idea es que una vez que optimicemos los cdédigos (paralelizaciéon, mejor condi-
cién para aplicar la sustraccion de la singularidad y uso de la funcion de Green dia-
dica), se encuentren documentados y disponibles en el repositorio de CICESE y en

https://github.com/mangelgm.

Estructura ecuacion integral de superficie

En general, el codigo de la ecuacidn integral de superficie consta de tres mddulos

principales

= La creacién de un objeto o estructura que contiene la informacién del mallado
de la superficie: esquinas, etiquetas de los triangulos, puntos medios, tridngulos

vecinos, normales, areas y perimetros.

m E| calculo de las corrientes equivalentes J y M. Esto se logra al encontrar los
pesos de las corrientes equivalentes para cada pareja de tridngulos dada por la
base RWG.

= El calculo de los campos esparcidos y las eficiencias.

Para la construccion del objeto o estructura que contiene la informacién de la super-
ficie nos basamos en el trabajo y los cédigos para el caso de una esfera de conductor
perfecto presentados en (Aas, 2012). Estos cédigos escritos para la formulacién EFIE
fueron adaptados para que eligieran un mallado creado por Netgen en formato Neutral
Surface Mesh lo que permitié usarlos para otras geometrias. La estructura de la malla

es de la forma:

lhttps://julialang.org
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surfacemesh # Nombre del formato

845 # Num. de esquinas

-1 -1 —1 # Coord. de las esquinas
-1 —1 —0.333333
-1 —1 0.333333
-1 -1 1
—1 —0.333333 -1
—1 0.333333 -1
-1 1 -1

1024 # Num de triangulos

1 152 153 # Esquinas o puntos que forman el triangulo
2 156 159
3 162 163
6 178 182
7 185 186

Este formato de mallado es procesado por una serie de subrutinas que crean un objeto

o estructura que contiene toda la informacion de la superficie.

# Mallado de la superficie y definicion de la base RWG

mesh_surf = tri_surface (make mesh(read data, radio_esc)...);

La estructura es de la forma

mutable struct tri_surface

po::Array{Float64,2} # puntos o esquinas de cada tri
tri::Array{Int64,2} # etiquetas de las coord (3xtri)
mid:: Array{Float64,2} # Coord. punto medio de cada tri

neigh::Array{Int64,3} # vecinos por tri
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normal:: Array{Float64,2} # normal del tri
area::Array{Float64,1} # area del tri
perimetro:: Array{Float64,1} # perimetro del tri

end

Esta estructura creada contiene informacion del area y de las normales de cada trian-
gulo, asi como la informacién de los vecinos que tiene cada tridngulo, es decir, el lado
que comparte cada pareja en las bases RWG. En particular, si el mallado se creo en un
formato STL estandar (sin juntas T), cumple con que el nUmero de lados N es igual a

3/2 el nimero de tridngulos N;.
En el cédigo anterior y siguiente, se usé la nomenclatura del lenguaje libre Julia E]

Una vez que termina el médulo anterior, se procede a la creaciéon de la matriz
de MoM para determinar las corrientes equivalentes. En particular, para el caso del
conductor perfecto sélo es necesario determinar la densidad de corriente superficial J
empleando los elementos de matriz D,%m, asi como el campo eléctrico incidente en la

superficie (Aas, 2012). Por lo que la matriz a resolver para este caso es de N x N.

Para el calculo de las integrales de los elementos de matriz se creo que un modulo
que de acuerdo a la cuadratura gaussiana que se elija determina los puntos dentro de
las parejas de triangulos (la pareja de observacién y la del fuente). En particular, para
los puntos singulares |[r—r'| = R — 0) usamos el método de sustraccién de singularidad

proporcionado en (Villa, 2007).

En general, en este trabajo nos interesé el caso de particulas dieléctricas, por lo que
fue necesario extender el cédigo empleando la formulacién PMCHW (Ecuacién (91))).
Con esto, por cada pareja de triangulos existen dos incégnitas que deben determinarse

(una para ) y otra para M). Por lo que la matriz a resolver es de 2N x 2N incognitas.

La funcién que hace lo anterior es

JM _coeff = JM gen(k, eps fun[j], k _hat, quad_points,
E_inc_0«E_inc_hat, mesh_surf, "PMCHW")

2https://julialang.org
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Para calcular los elementos de la matriz es necesario calcular las submatrices de la
ecuacion (91) dentro y fuera de la particula. Asi como los campos eléctrico y magnético

incidentes evaluados en la superficie.

elseif formulacion=="PMCHW"
b vec[l:n pairs] = —fE _vec][:]

b vec[n_pairs+1:2«n_pairs] = —fH _vec|[:]

MoM[1:n_pairs, 1l:n_pairs] = limxomegaxmu O«(D 1[:,:]1 + D 2[:,:1])
MoM[1:n_pairs, (1 + n_pairs):2xn_pairs] = —(K 1[:,:] + K2[:,:1])

MoM[(1+n_pairs):2xn_pairs, 1l:n _pairs] = (K 1[:,:] + K2[:,:])
MoM[(n_pairs+1):2«n_pairs, (n_pairs+1):2«n_pairs] = (
lim«omegaxeps O«(D 1[:,:] + eps_2«D 2[:,:]) )

end # if formulacion

JM _coeff = \(MoM, b _vec)

return JM_coeff

Una vez que se obtienen las corrientes equivalentes podemos obtener los campos

esparcidos sobre una esfera de referencia que encierra la particula.

# Lista del campo inc evaluado en los puntos de observacion
E inc_r_list = zeros(ComplexF64, (M _points, 3))
for i in 1:M_points
E inc_r_list[i,:] = E_inc_0xE_inc_hatxexp(lim«dot(k vec,
vec(r_list[i,:1)))

end

# Calculando el campo en los puntos de observacion
println("Calculando E en los puntos de obs. \n")
Total E =0

E result = EJM_calculation(k, quad _points, E _inc_r_list,
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JM _coeff, r_list, Total E, mesh_surf);

Con estos campos esparcidos pueden obtenerse las eficiencias o las secciones

transversales.

# Calculando la eficiencia esparcida
suma_cross_sca = 0.0
for i in 1:M_points
suma_cross_sca += mesh_surf_virtu.area[i]«xsum(abs2.(E _result[i,:]))
end

cross _scal[j] = suma_cross_sca
end

writedlm (" Fano_cross_sca_info.dat", [lambdas arr[:] cross scal:1], " ")

Estructura de la descomposicion multipolar

Los campos esparcidos eléctrico y magnético obtenidos sobre una esfera virtual
gue encierra la particula pueden emplearse también para el calculo de los coeficientes
multipolares. Para esto es necesario proyectar los campos en los armdnicos esféricos

e integrar sobre la esfera virtual.

(=D kr

[ =
ae(tm) h D (kr)Eo[ m(2(+ 1)I(L+ 1)]V/2

2n p,m
J f Yl*r‘nf- Es(r)sin6dod¢,
o Jo

donde

2l+1(l—m)!
4t ([+ m)!

Y,m(6, ¢) = \J P"(cos 6) exp™?

grado [y orden m.

Para facilitar esto, puede crearse unas funciones interpoladas para los campos eléc-
trico y magnéticos. Por ejemplo, para el campo eléctrico esparcido (parte real e imagi-
naria) tenemos que

Re ex = Spline2D(theta_arr, phi_arr,
transpose(reshape(rexv, (N_theta, N _phi))), kx=3, ky=3);



Re ey

Re_ez

Im_ex

Im_ey

Im_ez

Con esto, el coeficiente ag(1, 1) se obtiene como

aE nE =

Spline2D(theta_arr, phi_arr,
(N_theta,
Spline2D(theta_arr, phi_arr,

(N_theta,

transpose(reshape(reyv,

transpose(reshape(rezv,

Spline2D(theta_arr, phi_arr,
transpose(reshape(iexv, (N_theta,
Spline2D(theta_arr, phi_arr,
transpose(reshape(ieyv, (N_theta,
Spline2D(theta_arr, phi_arr,

transpose(reshape(iezv, (N_theta,

complex_quad((Theta, Phi) — (

sin(Theta)xcos(Phi)*(Re_ex(Theta,

N_phi))),

N_phi))),

N_phi))),

N_phi))),

N_phi))),

kx=3,

ky=3);

ky=3);

ky=3);

ky=3);

Phi) + lim«Im_ex(Theta,
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Phi))

+ sin(Theta)«sin(Phi)«(Re_ey(Theta, Phi) + limxIm_ey(Theta, Phi))
+ cos(Theta)*(Re_ez(Theta, Phi) + lim«lm_ez(Theta, Phi))

)«x(conj(py_sp.sph_harm(l, m, Phi, Theta)))xsin(Theta),
0.0, 2xpi, Theta—>0, Theta—pi)[1]

aE_ nE = aE_nEx(—1im)~(1+1)xx0/(h_sp(l, x0)«sqrt(pi*(21+1)xI«(1+1)))
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