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Resumen de la tesis que presenta Abimael Eliaguim Salcedo Garcia como requisito
parcial para la obtencién del grado de Doctor en Ciencias en Electrénica y Telecomuni-
caciones

con orientacién en Instrumentacién y Control.

Generacion de oscilaciones en sistemas de baja dimension mediante
retardos

Resumen aprobado por:

Dr. Joaquin Alvarez Gallegos
Director de tesis

En este trabajo de tesis se presentan algunas técnicas para inducir oscilaciones
periédicas o cadticas en sistemas de bajo orden. El primer método que se presenta
consiste en inducir oscilaciones caéticas en sistemas de segundo orden, tipo Lienard,
mediante un control retroalimentado lineal que depende del estado actual y del estado
retardado. Con las series de Taylor se obtiene un sistema aproximado, del sistema con
retardo, al truncar la serie del retardo al tercer orden. Después, el sistema aproximado
es igualado a un sistema caotico existente al ajustar los parametros introducidos en
el control. Asi, el sistema con retardo presenta drbitas cadticas. Otro método propues-
to utiliza la estructura de perturbaciones singulares para inducir 6rbitas periédicas o
cadticas en sistemas de cualquier orden. En este procedimiento, primero se lleva al
sistema a la estructura de perturbaciones singulares, para después acoplarlo a un sis-
tema de retardo puro ("pure shift") con la misma estructura que un sistema discreto
(mapeo); asi, el sistema en lazo cerrado produce dinamicas similares a las del mapa
utilizado en el algoritmo de control. Se propone una tercera técnica para generar os-
cilaciones periddicas o cadticas en sistemas de primer y segundo orden. Esta técnica
consiste en elegir una funcién no lineal del estado retardado con algunas propieda-
des de pasividad, y ajustar una ganancia para asegurar la inestabilidad de todos los
puntos de equilibrio del sistema en lazo cerrado, para después imponer condiciones
de semipasividad. Al cumplirse estas condiciones, el sistema en lazo cerrado produce
oscilaciones periodicas o cadticas. En cada una de estas técnicas se incluyen ejemplos
gue ilustran la efectividad de los métodos propuestos.

Palabras clave: anticontrol de caos, series de Taylor, perturbaciones singula-
res, semipasividad.



Abstract of the thesis presented by Abimael Eliaquim Salcedo Garcia as a partial re-
quirement to obtain the Doctor of Science degree in Electronic and Telecomunications
with orientation in Instrumentation and Control.

Generation of oscillations in low dimensional systems by means delays

Abstract approved by:

Dr. Joaquin Alvarez Gallegos
Thesis Director

This thesis presents some strategies to produce periodic or chaotic oscillations in
small order systems. The first method presented consists in inducing chaotic oscilla-
tions in second-order systems, Lienard type, by linear feedback control that depends
on the current state and the delayed state. With the Taylor series we get an appro-
ximation of the delayed system when truncating the delay series to the third order.
Then, the approximate system is matched to an existing chaotic system when adjus-
ting the parameters of the control. Thus, the delayed system exhibits chaotic osci-
llations. A second method is presented using the singular perturbation technique to
produce periodic or chaotic behavior in systems of any order. This technique consists
on representing the system in a singular perturbation form, then it is coupled to a
pure shift system with the same structure as a discrete-time system. Thus, the closed-
loop system displays similar behavior to that of the pure shift. A third technique to
generate periodic or chaotic oscillations in first and second-order systems is proposed.
This method consists on choosing a nonlinear function of the delayed state, with some
properties, tuning a gain parameter to ensure that all the equilibrium points of the
closed-loop system be unstable, then imposing conditions on the closed-loop system
to be semipassive. when these conditions are satisfied, the closed-loop system exhibits
periodic or chaotic oscillations. We included examples that illustrate the effectiveness
of each technique presented.

Keywords: anticontrol of chaos, Taylor series, singular perturbations, semi-
passivity
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Capitulo 1. Introduccion

La palabra caos generalmente se refiere a un fendmeno que es desordenado e
irregular. En sistemas dinamicos, el término caos se utiliza para referirse a sistemas
deterministicos que no presentan respuestas regulares, ordenadas, predecibles a lar-
go plazo; sino al contrario, su comportamiento parece aleatorio. El primer trabajo de
investigacion matematica sobre caos se remonta al menos a 1890, cuando el mate-
matico frances, Henri Poincaré, estudio la estabilidad del sistema solar (Peitgen et al.,
2006) y descubrié que aun en el caso de tres masas moviéndose bajo las leyes de
atraccién de Newton, y considerando que estos emergian de un conjunto de puntos
iniciales, estos podrian exhibir 6rbitas con comportamiento complicado, conocido aho-
ra como caos. Este trabajo revolucioné el estudio de sistemas de este tipo introdiciendo

técnicas geométricas y topoldgicas.

Después al trabajo realizado por Henri Poincaré surgieron otros trabajos importan-
tes que tuvieron gran aportaciéon en el conocimiento y entendimiento de la dinamica
cadtica. Uno de ellos es el de G. Birkhoff, en los afios veinte, propuso el proceso itera-
tivo como una manera mas simple de entender el comportamiento dindmico. También
en la década de los 60’s, el matematico Stephen Smale formuld un plan para calificar
todos los comportamientos dindmicos tipicos (Smale, 1967). Aqui el comportamiento
cadtico se consideré6 como un fendmeno normal dentro del comportamiento dinami-
co. Al mismo tiempo, el matematico y meteorélogo estadounidense Edward N. Lorenz,
tratando de simular el movimiento turbulento de la atmdsfera, observé que peque-
Aos cambios en las condiciones iniciales conducen a resultados muy diferentes en un
tiempo relativamente corto; a esta propiedad se le conoce como sensibilidad a las

condiciones iniciales.

Gracias a estos resultados, el control y sincronizacion del comportamiento cadtico
se ha convertido en un campo intensamente estudiado desde hace varios afios. Al-
gunas publicaciones sefialan el impacto que este campo puede tener en varias areas
de ciencia y tecnologia (Kuang, 1993),(Basso et al., 1997),(Ogorzalek, 1999),(Celka,
1999),(Yu et al., 2000),(Milton y Jung, 2003),(Pecora y Carroll, 2015),(Snaselova y Zbo-
ril, 2015). El anticontrol de caos, es decir, producir caos de una forma controlada en
un sistema no cadtico, también ha atraido la atencién debido a las posibles aplica-

ciones en sistemas mecdanicos, electrénicos, telecomunicaciones, dpticos, quimicos,



bioldgicos, entre otros (Yang y Chua, 1997),(Chen, 1999),(Ge et al., 2006),(Liu et al.,
2008),(Curry, 2012),(Luo et al., 2013b),(Luo et al., 2013a).

Algunas técnicas para generar caos en sistemas de tiempo discreto han sido pro-
puestas en (Chen y Lai, 1998), (Wang y Chen, 1999),(Wang y Chen, 2000). En estos
articulos, la idea fundamental es disefar un controlador para un sistema lineal de
tal forma que el sistema retroalimentado despliegue un comportamiento cadtico en
el sentido de Li y York (Li y Yorke, 1975). Su contraparte, en tiempo continuo, es un

problema mas complicado.

Por otra parte, en (Pyragas, 1992) se muestra que el comportamiento de un sistema
oscilatorio puede modificarse utilizando una sefial de control retardada en el tiempo.
En la teoria tradicional, las estrategias estan disefiadas de tal forma que los efectos
negativos de los términos con retardo en el tiempo, en el funcionamiento del sistema,
sean atenuados e incluso suprimidos. Por el contrario, los controladores con retardo
en el tiempo hacen uso del retardo para alcanzar algunos objetivos de control; por
ejemplo, estabilizar drbitas periddicas inestables incrustadas en un atractor caético,
entre otros (Basso et al., 1997),(Celka, 1999),(Yu et al., 2000),(Pyragas y Tamasevicius,
1993),(Tian y Gao, 1998). Uno de los primeros y principales trabajos sobre esta linea

de investigacion es el presentando por PyragasPyragas (1992).

Por otro lado, el control con retardo en el tiempo se ha propuesto para generar
oscilaciones. Una ventaja importante de utilizar retardos es que el sistema en lazo
abierto puede ser de bajo orden, incluso de primer orden. En (Hale y Huang, 1994),
(Chow et al., 1992), (Artstein y Slemrod, 2001) se utiliza la técnica de perturbaciones
singulares con retardo para establecer algunas condiciones bajo las cuales un sistema
de tiempo continuo reproduce bifurcaciones de duplicacién de periodo semejantes a la
de un mapa discreto. Sin embargo, establecer condiciones bajo las cuales un sistema
de tiempo continuo, con una entrada que dependa de una funcién del estado retar-
dado, despliegue un comportamiento cadtico, es una tarea mucho mas dificil y uno
debe confiar en resultados numéricos o experimentales para apoyar la investigacion.
Un ejemplo numérico muy conocido se presenta en (Lu y He, 1996), donde se describe
cdmo un sistema de tiempo continuo de primer orden, controlado con una funcién del
estado retardado lineal a trozos, despliega un comportamiento cadtico. Algunos otros

resultados que siguen la misma idea se presentan en (Wang et al., 2000), (Alvarez,



2000), (Wang, 2003), (Zhou et al., 2004) y utilizando la técnica de control difuso en
(Kim et al., 2005), (Q. Y. et al., 2010). También, en (Yalcin y Ozoguz, 2007) se propone
un modelo para generar cualquier cantidad de "scrolls"de un sistema de primer orden
retardado en el tiempo. Finalmente, en un estudio reciente y detallado de este proble-
ma se presenta en (Luo, 2016), en donde se utiliza las series de Fourier para analizar

la generacién de oscilaciones mediante el estado retardado en el tiempo.

1.1. Justificacion y planteamiento del problema

La generacién de érbitas cadticas, como se menciond anteriormente, es un tema
de amplio interés, por lo que se han desarrollado numerosas técnicas para inducir
esta dinamica en sistemas que no la presentan. Los resultados citados previamente
fueron obtenidos por medio de aproximaciéon u orientados a sistemas particulares, y
en general estan sustentados sobre resultados numéricos o experimentales. Ademas,
estos resultados han contribuido a establecer que es posible caotificar a un sistema
regular con funciones muy simples, las cuales dependen del estado retardado en el
tiempo. Sin embargo, desarrollar herramientas formales o procedimientos sistematicos

para producir comportamiento caético es un problema mucho mas complicado.

En esta tesis se propone utilizar algunas técnicas y metodologias para generar osci-
laciones periddicas o cadticas en sistemas de bajo orden, especificamente de primer
y segundo orden. Para lograr esto, se utiliza la aproximacién del estado retardado por
series de Taylor, el método de perturbaciones singulares y el concepto de semipasi-
vidad, con el cual se asegura que las trayectorias de un sistema estén acotadas, aln

cuando sus puntos de equilibrio sean inestables.

1.2. Objetivo

Contribuir al estudio de sistemas con dindamica caédtica y proponer un procedimiento
sistematico para producir oscilaciones periddicas y no periddicas en sistemas de bajo

orden.

1.2.1. Objetivos particulares

Se consideran los siguientes objetivos particulares



(i) Caracterizar a cierta clases de sistemas de primer orden y las funciones de con-
trol con retardo que puedan generar oscilaciones periddicas y no periddicas. En

particular, se estudiaran sistemas de la forma:
x(t) + f (x(t)) = g (x(t), x(t — 1), 0).

(i) Caracterizar a cierta clases de sistemas de sistemas de segundo orden y las fun-
ciones de control con retardo que puedan generar oscilaciones periddicas y no

periddicas. Especificamente, se considerarian sistemas de la forma:

x(t) + f (x(t), x(t)) = g (x(t), x(t—71), 6).

1.3. Organizacion de la tesis

Este trabajo de tesis esta organizado como sigue. En el Capitulo |2| se presenta las
definiciones y conceptos que se utilizan en este trabajo, como el de estabilidad de
puntos de equilibrio en sistemas dinamicos con retardos y el de semipasividad, los
cuales son importantes para el resultado principal. También, se da una definicién de
sistemas cadticos y se presenta algunas herramientas con las cuales se puede hacer

un analisis de estos sistemas.

En el Capitulo[3]|se presenta un método para producir oscilaciones caéticas en sis-
temas tipo Lienard con una sefial de control que depende del estado actual y del re-
tardado. Para evitar las dificultades de analisis de sistemas con retardos se hace una
aproximacién del estado retardado por medio de las series de Taylor. En el Capitulo [4]
se utiliza el método de perturbaciones singulares para inducir comportamiento caético

en sistemas dindmicos de primer, segundo y tercer orden.

En el Capitulo [5| se presenta una técnica para generar oscilaciones periédicas y
no periddicas en sistemas continuos de primer orden. En esta técnica se disefia una
sefal retroalimentada definida por una funcién no lineal que depende del estado re-
tardado, asegurandose que todos los puntos de equilibrio del sistema en lazo cerrado
sean inestables y con el concepto de semipasividad se garantiza que las trayectorias
permaneceran acotadas. En el Capitulo[6] se adapta la sefial de control presentada en

el Capitulo[5]a un sistema de segundo orden. Por Ultimo, en el Capitulo[7]se presentan



las conclusiones y se discuten posibles extensiones de este trabajo.



Capitulo 2. Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y conceptos que se emplean en
este trabajo de tesis. En la Seccién[2.1]se describe la representacion de funciones me-
diante series de Taylor. Al truncar esta serie hasta cierto orden se puede obtener una
aproximacién de la funcién. Esta técnica se utilizara para la aproximacién de funciones

con retardos de tiempo.

Una clase importante de sistemas con los cuales es posible modelar una gran can-
tidad de fendmenos fisicos y que son objeto de estudio en esta tesis son los sistemas
tipo Liénard, que se describen en la Seccién donde se presentan también algunas

condiciones bajo las cuales se genera un ciclo limite.

Un sistema discreto que ha sido importante en el estudio de dinamicas cadticas y
que es incluido en esta tesis es el mapa logistico, éste se describe en la Seccion

donde se presentan las diversas érbitas que puede presentar el sistema.

En la Seccidn se describen algunas condiciones de estabilidad de puntos de
equilibrio de sistemas dindmicos retardados en el tiempo. También, se presenta un
procedimiento para analizar la estabilidad local de equilibrios mediante una aproxima-

cién lineal de este tipo de sistemas.

Un método ampliamente utilizado para analizar sistemas de dimensién baja con
retardos es la técnica de perturbaciones singulares, que se describe en la Seccién [2.5]
Esta técnica permite analizar respuestas a diferentes escalas de tiempo y aproximar

el comportamiento del sistema a partir de este analisis.

Un concepto muy Util en este trabajo es el de semipasividad, que se describe en
la Seccién [2.6] Utilizando este concepto es posible encontrar algunas condiciones que
aseguran un comportamiento oscilatorio diverso, las cuales serdn aplicadas a sistemas

con retardos en tiempo.

En la Seccién se presentan los llamados diagramas de Feigenbaum, que ilus-
tran la aparicidon de bifurcaciones de duplicaciéon de periodo y la aparicion de com-
portamiento cadtico. Constituyen una herramienta numérica con la que se pueden

visualizar los estados estacionarios de un sistema dindmico y determinar su natura-



leza. Entre otras, esta herramienta serd utlizada para verificar los resultados tedéricos

obtenidos mediante el anélisis.

Por ultimo, aunque el objetivo de este trabajo es la generacién de oscilaciones de
diversa indole, la generacién de oscilaciones cadticas constituye un objetivo importan-

te, por lo que en la Seccion se presenta una definicién de sistemas caoticos.

2.1. Series de Taylor

Una serie de Taylor es una representacién en serie de potencias de funciones que,
entre otras propiedades, tienen derivadas de todos los érdenes en un elemento de su
dominio. Considere I Cc R un intervalo abierto y sea f : I — R una funcién cuya derivada
fD(x) estd definida en x = c € I para todo i € Z,. Se tiene la siguiente definicién de

serie de Taylor de esta funcion.

Definicidon 2.1 (LarsonR., 1999) Si una funcion f tiene derivadas de todos los érdenes

en x = ¢, se llama serie de Taylor de f (centrada) en c a la serie

(x—c)'+ (1)

o £() D(c
ST o f@+ = 4t O
! i!

i=0

El siguiente teorema ofrece una condicién para la representacion de una funcién en

su serie de Taylor.

Teorema 2.1 (Larson R., 1999) Si f admite una representacion en una serie de po-

tencias convergente f(x) = > a;(x— o) para todo x en un intervalo abierto I que

i=0
contiene a c, entonces a; = fO(c)/i! y

f”( ) f(‘)( )

F)=f(©)+f()(x—c)+ (x—c)’ + (x—c)+ (2)

Con estos resultados se puede afirmar que si una serie de potencias converge a
f(x), esta serie es una serie de Taylor. Pero no se puede afirmar que toda serie de Taylor
converge a f(x), ya que podria converger a una funcién distinta de f(x). Por ejemplo,
considere un intervalo abierto I, un valor ¢ € I, dos funciones distintas f1(x), f2(x)

€ c™ en I, que satisfacen: f(x) = f?(x) para x = c y fO(x) # £ (x) para x £ c € I.



Entonces ambas funciones tienen la misma serie de Taylor centrada en ¢c. Como se
sabe, esta serie converge para toda x €I, pero en este caso no se puede determinar
a que funcién converge y con ello no se puede saber a que funcién representa. Para
resolver este problema se establecié el siguiente teorema, que proporciona un criterio

para determinar si una funcién esta representada por su serie de Taylor.

Teorema 2.2 (Larson R., 1999) Si una funcidn f(x) tiene derivadas de todos los érde-

nes en un intervalo abierto I centrado en c, entonces la igualdad

(x—c)! (3)

o £(0)
f(x)=zf “(C)

i=0
es valida si y sdlo si existe algun z entre x y c tal que

(i+1)
lim Ry(x) = lim w(x—c)"” =0 (4)
i—00 i—»oo (i+ 1)!

para todo x €1.

En particular, si f : R — R es una sefial continua en tiempo y suave, que admite una
representacion en su serie de Taylor, la sefal retardada un tiempo T que satisface el

Teorema truncada al orden k, puede aproximarse por la funcion

O

f(t— T) %f(t)_f/(t)'l"l' e (_1)/( =

2.2. Ecuaciones tipo Liénard

Una gran cantidad de sistemas fisicos, donde el oscilador de van der Pol es el
ejemplo mas famoso (Van der Pol, 1926), pueden ser modelados por ecuaciones dife-
renciales del tipo

X(t) + FOx(t) + 9(x) =0, (5)

donde f(x) y g(x) son funciones reales polinomiales. Al tipo de ecuaciones como (5),
gue seran motivo de estudio en capitulos posteriores, se les conoce como ecuaciones
de Liénard, nombradas asi por el fisico Frances A. Liénard quien en 1928 realizd6 un

estudio de este tipo de sistemas. Este tipo de ecuaciones también aparecen en campos



como la quimica, biologia, astrofisica e ingenieria (Strogatz, 1994), (Poland, 1994),
(FitzHugh, 1961), (Salasnich, 1996). Bajo ciertas condiciones sobre las funciones f(-) y
g(-) se muestra que la ecuacion de Liénard tiene un ciclo limite. A este resultado

se le conoce como Teorema de Liénard, gue se presenta a continuacion.

Teorema 2.3 (Teorema de Liénard) (Perko, 1996) Suponga que f, g € C* y que sa-
tisfacen las siguientes condiciones

(i) g(x) es una funcién impar y xg(x) > 0 para x #0;

(ii) f(x) es una funcioén par;

(iii) existe una funcién F(x) definida como

F(x) = J f(s)ds,
0

tal que F(x) es una funcién impar, F(0) =0, F/(0) < O, F tiene un cero positivo en

X =ay F aumenta de forma mondtona a infinito para x > a conforme x — oo,

Entonces la ecuacidn del tipo Liénard (5) tiene un ciclo limite estable.

En el siguiente ejemplo se muestra cémo el oscilador de van der Pol, ejemplo tipico

de las ecuaciones tipo Liénard, satisface las condiciones del teorema anterior.

Ejemplo 2.1 Considere la siguiente ecuacion tipo Liénard, conocida como ecuacién
de van der Pol (Van der Pol, 1926),

X()—p[1—=x2(®)]x(t) + x(t) =0,

donde u > 0. Definase f(x) = u(x?>—1) y g(x) = x. Note que f, g € C*. Revisando las
condiciones del Teorema se observa que, g(x) = x es una funcién impar y que
xg(x) = x%2 > 0 para x # 0, por lo que se satisface la condicién (i). La condicién (ii)
también se satisface ya que f(x) es una funcién par. Para la condicidn (iii) se tiene

que

F(x) =f f(s)ds =uf (s—1)ds =u(lx3—x).
0 0 3
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Observe que F(x) es una funcidon impar, con F(0) =0 y F’(0) < 0. Ademas, F(x) tiene
un cero positivo en x = /3 y crece de forma mondtona conforme x — . De esta
manera se satisface la condicion (iii). En consecuencia, al satisfacerse las condiciones
(i)-(iii) del Teorema en la ecuacidn de van der Pol, como es bien sabido, existe un

ciclo limite estable. En la Figura [1] se muestra este ciclo limite para u = 0.8.

-3 -2 -1 0 1 2 3
z(t)

Figura 1. Ciclo limite estable de la ecuacién de van der Pol.

2.3. Mapa logistico

El mapa logistico es un sistema de tiempo discreto de dimensién uno que, a pesar
de su simplicidad, exhibe una dindmica compleja. Histéricamente ha sido uno de los
sistemas mas importantes en el estudio del caos deterministico. Este sistema modela,

de manera muy simplificada, el crecimiento poblacional de una especie.

El mapa logistico estd definido por la siguiente ecuaciéon (Devaney, 1992)
X(k+1)=pux(k)[1—x(k)],con k=0,1,2,3,---, (6)

donde x(k) representa a la poblacién al tiempo k y u € (0,4) es un parametro rela-

cionado con la velocidad de crecimiento. Dada una condicién inicial x(0) € [0, 1], se
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define a la érbita de x(0) bajo la iteracién del sistema (6) como la secuencia de puntos

x(0),
x(1) = ux(0)[1—x(0)],
x(2)=pux(1)[1—x(1)],

Dependiendo del valor del parametro u esta érbita puede tener diferentes comporta-
mientos, como estabilizarse en un punto fijo, en una 6rbita periédica o caética. En la
Figura [2| se muestran algunas érbitas del mapa logistico (grafica tomada de (Alvarez,

2003)), ecuacién (6)), para diferentes valores de p.

=z =3 n=3in6

0.8} ] 0.8 0.8
= 0.6 {1 0.6 ]"””Huu”uu ~06F
L3 [ % 3
= = =
0.4t ] 0.4 0.4t
0.2 1 0.2 0.2
0 0 0
1] 20 40 0 20 40 1] 20 40
k k k
: n =384 1 i =3.854 1 p=4
0.8} 0.8 0.8}
_ 08} _0.6 06t
= k™) =
4 r r = I ” = ”
04t 0.4 04t
0.2 | 0.2 it | 0.2 J
0 0 0
] 20 40 0 20 40 0 20 40
k k k

Figura 2. Orbitas del mapa logistico para diferentes valores de p.

Obsérvese que, para u = 2, la érbita se estabiliza en un punto fijo. Con u = 3 la
Orbita es periédica de periodo 2 porque el estado x vuelve al mismo valor después
de dos iteraciones. Para u = 3.6 se observa una 6rbita con comportamiento errtico
en estado estacionario; este movimiento no corresponde a una oscilaciéon periddica,
sino a una drbita cadtica. Una ligera modificacion del parametro u a 3.84 hace que

el comportamiento en estado estacionario vuelva a ser regular, ahora se trata de una
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Orbita periddica de periodo 3. Una modificacién aun mas pequeia de u a 3.854 cam-
bia el comportamiento dinamico regular de periodo 3 a periodo 9. Finalmente, otra
variacion del parametro u a 4 vuelve nuevamente cadtica a la érbita. Para cada una

de las drbitas el sistema fue inicializado en el valor x(0) = 0.1.

2.4. Puntos de equilibrio de sistemas con retardo

Considere el sistema

x(t) = f (x(t), x(t— 1)), (7)

donde x(t) e R, f(-) : R" xR" — R" es continuamente diferenciabley T > 0 es el tiempo

de retardo, con condiciones iniciales
xo(t) =¢(t) Vte[-T,0) (8)

ypeC=C([—T,0],R"). La solucién de para una condicion inicial ¢ € C es denotada
por x(t, ¢). Un punto de equilibrio del sistema es un punto x € R" que satisface

f(x,x) = 0. La estabilidad de un punto de equilibrio se define a continuacién.

Definicién 2.2 (Arino O., 2006) El punto de equilibrio x = 0 de (7)-(8) es

m estable si, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que para cada ¢ € C con ||®|lc < 6

implica que ||x(t, ¢)|| < € para todo t > —,

= asintéticamente estable si es estable y existe un 64 > 0 tal que ||p|lc < 64 implica

que ||x(t, ¢)|| = O conforme t — oo,

donde ||¢llc = maxte—,01ll@(OI y || - || es la norma euclidea.

Por conveniencia, la Definicién [2.2] fue expresada para el caso cuando el punto de
equilibrio es el origen, x = 0. No existe pérdida de generalidad ya que cualquier punto
de equilibrio puede ser llevado al origen con un cambio de variable. El comportamiento
cualitativo de un sistema no lineal alrededor de cualquier punto de equilibrio puede
determinarse por medio del sistema linealizado con respecto a ese punto (Arino O.,
2006).
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Sea x un punto de equilibrio de (7)-(8) y se desea conocer el comportamiento de

las trayectorias de este sistema alrededor de x. Considere el cambio de variable
y(t) =x(t) —x. (9)
Utilizando (9)), (7) puede expresarse como
y©)=x()=f(y()+ X, y(t—1) +X). (10)

Expandiendo en series de Taylor el lado derecho de alrededor de x y truncando

los términos de segundo y mayor orden, se obtiene

Fly@®)+x y(t—T1)+X) = f (X, X) + Dxt)f (-)Ixy (t) + Dxt—n)f () xy (t — T), (11)

donde Dy es la matriz jacobiana de f(-). En (11) se ha considerado que los términos de
segundo y mayor orden pueden ser despreciados y no se tomen en cuenta. Por ello, el

sistema lineal aproximado se puede definir como
y(t) =Ay(t) + Ary(t— 1), (12)
donde las matrices estan definidas por
A =Dxi)f()lx, A1 =Dxi-nf()lx (13)
y las condiciones iniciales estan dadas por
yo(t) =xo(t)—x, —T<t<O. (14)
El sistema es el mas comun para estudiar las propiedades y el comportamiento

de sistemas no lineales y términos del retardo en la vecindad de un punto de equilibrio
(Malek-Zavarei y Jamshidi, 1987).

La estabilidad de un sistema lineal, como (12), puede determinarse a partir de las

raices de la ecuaciéon caracteristica. La ecuacion caracteristica esta determinada por
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la ecuacién cuasipolinomial
det \I—A—A1e™*7| =0,
o también se puede representar como
det|(AI—A)e*"—A;|=0.

Una condicién necesaria y suficiente para la estabilidad asintética de un sistema como

(12), es que toda las raices de la ecuacién caracteristica tengan parte real negativa.

Pontryagin en (Pontryagin, 1955) proporciona condiciones necesarias y suficientes
para que todas las raices de la ecuacidn caracteristica tengan parte real negativa. El
resultado es el siguiente: Sea P(A, e*) = 0 la ecuacién caracteristica, la cual es una

ecuacién polinomial. Suponga que P(A, z) es una ecuacioén polinomial en A, z

r S
P()\, Z) = Z amn)\mzn, (15)
m=0n=0
donde al término a,sA"z° se le conoce como término principal de la ecuacién si a,s # 0.
Si z = e*, entonces P(), z) corresponde a la ecuacién caracteristica de un sistema
lineal retardado como

r S dm
> Zﬁx(t+n):o. (16)

m=0n=0
La ecuacién (16) puede llevarse a la forma matricial como la ecuacién (12). El

resultado principal de Pontryagin se basa en los siguientes teoremas.

Teorema 2.4 Sea A(\) = P()\, e)‘) y suponga que P(\, z) es una ecuacion polinomial
con el término principal arsA"z°. Todos los ceros de A()\) tienen parte real negativa si

y sélo si

(i) El vector A(iw) gira en direccién positiva con velocidad positiva para w en el

rango (—oo, 00).

(i) Para w € [—2km, 2kn], kK = 0 entero, existe un ¢ — 0 conforme k — oo tal que

A (iw) subtiende a un angulo 4kms + mr + &.
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Teorema 2.5 Sea A(A) = P(/\, e’\) donde P(\, z) es una ecuacidén polinomial con tér-
mino principal. Suponga que A(iw), w € R, es separada en su parte real e imaginaria,
A(iw) = F(w) + iG(w). Si todos los ceros de la ecuacion caraceristica tienen parte real

negativa, entonces los ceros de F(w) y G(w) son reales, simples, alternos y
G’'(W)F(w)— G(w)F'(w) > 0, (17)

para w € R. A la inversa, todos los ceros de A(A) tendran parte real negativa siempre

que se satisfaga cualquiera de las siguientes condiciones:

(i) Todos los ceros de F(w) y G(w) son reales, simples, alternos y la desigualdad

se satisface para al menos una w.

(ii) Todos los ceros de F(w) son reales y para cada cero, se satisface la desigualdad

.

(iii) Todos los ceros de G(w) son reales y para cada cero, se satisface la desigualdad

.

Otro resultado importante dado por Pontryagin, para asegurar que se tendran raices
reales en la ecuacidn caracteristica, es el que se expresa a continuacion. Suponga que
f(A, u, v) es una ecuacién polinomial en A, u, v con coeficientes reales, que tiene la

forma

fOuv)= 30 > A (U, v), (18)

m=0n=0
donde )\mqbfg)(u, V) es una ecuacién polinomial homogenea de grado n en u, v. El
término principal en f(A, u, v) es el término A"¢(u, v), y ¢'9(u, v) denota a los coefi-
cientes de A" en f(A, u, v),
S

¢, v) =D ¢"(u, v),

n=0

)(A) = 9% (cos(A), sen(N)).
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Teorema 2.6 Sea f(), u, v) una ecuacion polinomial con el término principal A"¢) (u, v).
Si € es tal que <I>(*5) (e+iw) # 0, w € R; entonces, para un k entero suficientemente
grande, la funcion F(A) = (A, cos(A), sen())) tendra exactamente 4ks + r ceros en la
franja —2km + € < Re(z) < 2km + €. A la inversa, la funcion F(\) tendra unicamente
raices reales si y sdlo si, existe un k entero suficientemente grande, la funcidn tiene

exactamente 4ks + r raices en la franja —2km + € < Re(z) < 2km + ¢.

A partir de los resultados de Pontryagin, Hale en (Hale y Lunel, 2013) establece

condiciones de estabilidad para sistemas de primer orden con retardos.

Teorema 2.7 (Hale y Lunel, 2013) Todas las raices de la ecuacién caracteristica (A + a) e* +

b =0, donde a y b son reales, tienen parte real negativa si y sdlo si

a>-—1,
a+b>0, (19)
b < Zsen(l)— acos(2),

donde leslaraizdel=—a-tan({),0<l<msia#0y =m/2sia=0.

En (Insperger y Stépan, 2011) también se realiza un estudio sobre la estabilidad de
sistemas de primer orden con retardos y presentan curvas de la regiéon de estabilidad
en el plano-(a, b). En la Figura |3| se presentan estas curvas (esta grafica se tomé de

(Insperger y Stépan, 2011)).

2.5. Perturbaciones singulares

En esta seccién se presenta la teoria de perturbaciones singulares en sistemas
sin retardos, para después utilizarla en sistemas dindmicos con retardos, bajo ciertas

suposiciones, en capitulos posteriores.

El modelo estandar de los sistemas dindmicos perturbados singularmente es el

siguiente:

x=f(t,x,z,¢&), x(to)=E§(e), (20)

ez2=9(t,x,z¢), z(ty)=n(e), (21)
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Figura 3. Curvas de la regién de estabilidad para el sistema x(t) = ax(t) + bx(t— T).

donde las funciones f y g son continuamente diferenciables con respecto a sus argu-
mentos (t,x,z,€) € [0,t1] x Dx x D, x [0,€&0], con Dx ¢ R" y D, ¢ R™ son conjuntos
conectados abiertos, §(¢) y n(€) dependen suavemente de €. Cuando € = 0, la ecua-

cion diferencial (21)) se transforma en la ecuacién algebraica

0=9(t x,z0). (22)

Se dice que el modelo (20)-(21) esta en la forma estandar si tiene k > 1 raices
reales aisladas
z=hi(t,x), i=1,2,---,k (23)

para cada (t,x) € [0, t1] x Dx. Esta suposicién asegura que cada modelo reducido, de
dimensién n, corresponde a una raiz de (23). Para obtener el i-ésimo modelo reducido,
se sustituye (23) en (20), cuando € = 0, para obtener

x =f(t, x, hi(t,x),0), x(to) =5 = E(0). (24)

Los sistemas dindmicos modelados en la forma de perturbacién singular, tienen
la caracteristica que el comportamiento de su respuesta se despliega en diferentes

escalas de tiempo, lo que origina un transitorio lento y uno rapido. El transitorio len-
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to es aproximado por el modelo reducido (24]), mientras que la diferencia entre las
respuestas del sistema (20)-(21) y del sistema reducido es el transitorio rapido.

Para observar lo expresado en el parrafo anterior, considere el sistema (20)-(21).
Sea (x(t, €), z(t, €)) la solucién del sistema (20)-(21) y x(t) la solucién del sistema redu-
cido (24). Se puede observar que en el sistema reducido se ha cambiado a la variable
z por el estado cuasi-estacionario h(t, x), por lo que la solucién de z puede conocerse

al resolver la ecuacion
z(t) = h(t, x(1)),

la cual describe el comportamiento del estado cuasi-estacionario de z cuando x(t) =
X(t). A diferencia de la variable original z(t), para la cual se puede elegir una condicién
inicial n (&), en el estado cuasi-estacionario z(t) esto no es posible, por lo que puede

existir una gran diferencia entre n (&) y z(to) = h(to, §9).

En consecuencia, es posible que z(t) no tenga una convergencia uniforme a z(t, €).

Lo mejor que se puede esperar es que
z(t,e)—z(t) = 0O(¢)

se satisfaga sobre un intervalo que no contenga a to; es decir, para t € [tp, t1], donde

tp > to. Por otra parte, es razonable esperar que
x(t, €)—x(t) = 0(¢)
se satisfaga uniformemente para todo t € [tp, t1], ya que
X(to, €) —X(to) = &(g) — £(0) = O(¢).

Si el error z(t, €) — z(t) es O(¢) en el intervalo [ tp, t1]; entonces, debera ser cierto que

durante el intervalo [ tg, tp] la variable z converge a Z.

Nota 2.1 Se dice que el error de aproximacion es de orden O(g) si existe k y €1,
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constantes positivas, tal que
lIx(t, &) —x(O)ll < klel, V]e| <e1, Vte[to, ta],
y esto se expresa como

X(t, ) —x(t) = O(¢).

Para probar la convergencia de z(t,&) a z(t) es necesario realizar un analisis de

estabilidad. Antes de ello, es conveniente realizar el cambio de variable
y=z—h(t, x) (25)

que recorre el estado cuasi-estacionario al origen. En las nuevas variables (x, y), el

sistema se expresa como

x =f(t,x,y + h(t,x),€), x(to)=E§(e), (26)

oh
gy =g(t, x, y + h(t, x), €)— EE

oh
- Eaf(t X,y +h(t,x), €), y(to) =n(e)— h(to, E(€)). (27)

Para el andlisis de (27), se debe observar que €y puede permanecer finito aln

cuando ¢ tiende a cero y y tiende a infinito. Fijando

dy dy dt 1
e— =—; entonces, —=-—
dt dt dt ¢
y usando T = 0 como el valor inicial en t = tp. La nueva variable del tiempo T =
(t—to) /¢ tiende a infinito si € tiende a cero, aln para t ligeramente mayor que tg. En
la escala de tiempo T, la ecuacion es representada por
Y gty + bt ), ) — e
— =9g(t,x,y+ h(t,x),e)—e—
at I Y ot
oh
- Eaf(t, X,y + h(t,x),€), y(0)=n(e)—h(to, §(¢)). (28)

Las variables t y x en la ecuaciéon anterior variaran lentamente ya que, en la escala de
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tiempo T, estas estan definidos como
t=to+eT, x=x(tg+e€T €).

Ajustando € = 0 las variables se congelan en t = tp y x = &, reduciéndose (28) al

sistema auténomo

dy .
ok 9(to, &g, ¥y + h(to, &), 0), y(0)=n(0)—h(to, &y) = no— h(to. &), (29)

el cual tiene un equilibrio en y = 0. Este punto de equilibrio es asintéticamente es-
table y y(0) pertenece a su regidn de atraccidén, por lo que es razonable esperar que
la solucién de alcanzard la vecindad O(¢) del origen durante el intervalo [to, tp].
Mas alla de este intervalo se necesita que se cumpla una propiedad de estabilidad
gue garantice que y(T) permanecera cercano a cero, mientras varian lentamente los
parametros (t, x) alejandose de sus valores iniciales (to, §y). Para realizar el analisis
de este caso, se considera que los parametros congelados toman valores en la regién
donde los parametros varian lentamente (¢, x). Suponga que la solucién x(t) del siste-
ma reducido es definida para t € [0, t1] y X(t) € Dx c R", para algin dominio Dx. Se

puede expresar a la ecuacién (29) como

dy
— =9g(t,x,y+ h(t, x),0), (30)
dt

donde (t,x) € [0, t1] x Dx son considerados como parametros fijos. La propiedad de
estabilidad que debe satisfacer el sistema (30) es la estabilidad exponencial del origen,

como se expresa en la siguiente definicion.

Definicion 2.3 (Khalil y Grizzle, 1996) El punto de equilibrio y = 0 del sistema (30),
llamado “sistema capa limite”, es uniformemente estable en (t,x) € [0,t1] x Dx, Si

existen constantes positivas k, v y p, tal que la solucién de (30) satisface

ly(DIl < klly(O)llexp(—=yT), VIy(0)ll <po, V(t,x)€[0,t1]xDx, VT=0. (31)

Se tiene entonces el siguiente teorema de aproximacién para los sistemas pertur-

bados singularmente.
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Teorema 2.8 (Khalil y Grizzle, 1996) Considere el sistema en la forma estandar de
perturbacion singular (20)-(21) y sea z = h(t, x) una raiz aislada de (22). Suponga que

las siguientes condiciones se satisfacen para todo
[t,x,z—h(t,x), €] €[0,t1] x Dx x D, x [0, €],

para algin dominio Dy ¢ R" y D, c R™, en el cual Dx es convexo y D, contiene al

origen:

m Las funciones f, g, sus primeras derivadas parciales con respecto a (x,z,€) y
la primera derivada parcial de g con respecto a t son continuas; son continuas
las primeras derivadas parciales con respecto a sus argumentos de la funcion
h(t, x) y del jacobiano [d9g(t, x, z, 0)/9z],; las condiciones iniciales E(€) y n(g) son

funciones continuas de &.

» £/ sistema reducido tiene una solucion unica x(t) € S, para t € [to, t1], donde

S es un subconjunto compacto de Dy.

m £/ origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema capa
limite (30), uniformemente en (t, x); sea Ry, C Dy la regién de atraccién de y

sea Qy un subconjunto compacto de Ry.

Entonces, existe una constante positiva €* tal que para todo ng— h(to, §y) € Q, y

0 <& <¢&* el sistema (20)-(21) tiene una solucién unica x(t, €), z(t, €) sobre [to, t1], ¥

x(t, £)—x(t) =0(¢) (32)
z(t, e)—h(t, x(t))—y (t/e) = O(¢) (33)

se satisfacen uniformemente para t € [to, t1], donde y(T) es la solucion del sistema

capa limite (30). Ademds, dado cualquier t, > to existe €** tal que
z(t, €)= h(t, x(t)) = O(¢) (34)

se satisface uniformemente para t € [ tp, t1] siempre que € < €**.

Hale en (Hale y Lunel, 2013) presenta un resultado importante cuando se aplica la
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técnica de perturbaciones singulares en sistemas con retardos de primer orden. Este

resultado se expone a continuacién.

Considere la ecuacién
ex(t) =—x(t)+ f(x(t—1)), (35)

donde € > 0 es un pardmetro y f € C*(R, R). Si se considera que € — 0, la ecuacién (35)

se transforma en una ecuacién de desplazamiento puro
x(t)=f(x(t—1)), (36)
la cual se puede considerar como un sistema dinamico discreto definido por el mapa

X — f(x). (37)

Mediante las siguientes proposiciones y teoremas se muestra como la dinamica de
la ecuacidon (35) puede reflejar la dindmica de la ecuacién en diferencia (36) o la del

sistema dindmico discreto (37)) cuando € es muy pequefo. Considere lo siguiente.

Para cualquier intervalo I c R, abierto o cerrado, existe X; = C([—1,0],I) y Te(t)

denota a un semigrupo en C.

Proposicion 2.1 (Invarianza positiva) Sil es un intervalo tal que f(I) c I; entonces,
Te(H)X; c Xy parat>0.

Si x es un punto fijo de f, entonces la funcién constante x € C es un punto de
equilibrio de la ecuacién (35)), y lo mismo sucede de forma inversa. Si X es un punto
fijo atractivo de f, se dice que un intervalo J es el intervalo maximo de atraccién de x
sixe/, f()) cJ, f"(x) = x conforme n — oo para cada x € J y no existe un intervalo

J/ D J con esta propiedad.

Proposicion 2.2 (Estabilidad) Si x es un punto fijo atractivo de f con | como inter-

valo méximo de atraccién; entonces, la solucién equilibrio X de la ecuacion es
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asintdéticamente estable y, para cada ¢ € X; con € > 0, se tiene que

tIl'm Te(D)o = x.

Con las proposiciones anteriores, se expone cémo los puntos de equilibrio de (35
corresponden a los puntos fijos de (36) o (37); ademas, éstos cuentan con las mismas
propiedades de estabilidad. Para soluciones periddicas de este tipo de ecuaciones, se

tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.9 (Hale y Lunel, 2013) Suponga que existe un intervalo I tal que 0 € I,
f(I) c I, f tiene retroalimentaciéon negativa en I y f’(0) < —1. Entonces, existe un
g0 > 0 tal que para 0 < € < g, existe una solucién periédica, xt, que oscila lentamente
correspondiente a la ecuacion que es continua en &.

Ademas, si f'(x) < 0 para x € I y si (a, b) es un punto dos-periddico de f en I, asin-
toticamente estable, entonces xt(t) tiene exactamente un maximo y un minimo en
un periodo y se aproxima uniformemente a una onda cuadrada en todos los conjun-
tos compactos de R\ {n=0,+1,+2,...} con los valores (a, b) de la onda cuadrada

correspondiente al punto dos-periddico del mapa f.

Cuando f no es mondtona en el intervalo I, la funcién x%(t) se aproxima a una
onda cuadrada uniformemente en el conjunto compacto R\ {n=0,+1,+2,...} con
los valores (a, b) de la onda cuadrada dos-peridodica correspondiente al mapa f. Sin
embargo, en los puntos de transicién cerca de los enteros, la funcién xé(t) empieza
a oscilar con la cantidad de oscilaciones incrementando a infinito conforme € — 0. La
amplitud de estas oscilaciones al rededor del punto a (resp. b) son acotadas, pero
no se aproximan a cero conforme € — 0. Por lo tanto, en el limite de este proceso
se exhibe un fendmeno de tipo Gibbs en los valores enteros. El fendémeno de Gibbs
tiene una simple interpretacién dinamica y geométrica. Si la funcién f es monétona,
entonces el valor propio dominante cerca de a (resp. b) es real y la transiciéon de curva
serd mondétona (Teorema [2.9). Por otro lado, si f no es monétona, entonces el valor

propio dominante es complejo y la transicion de la curva oscilara.

Si el mapa f esta en funcion de un parametro 6, los puntos 2-periodicos frecuente-

mente apareceran a través de una bifurcaciéon de duplicacién de periodo de un punto
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fijo. Por lo tanto, es de interés entender las implicaciones de una bifurcaciéon de du-
plicaciéon de periodo del mapa sobre la dindmica de la ecuacién (35) para € cerca de

cero. Esto se describe a continuacion.

Para £ > 0 y pequefio, con f € CK (R, R), k > 3, considere soluciones periddicas de la
ecuacion
ex(t)=—x(t)+f(x(t—1), 0), (38)

bajo la suposiciéon que el punto 6 = 0 corresponde a un punto de duplicacién de periodo

genérico para el mapa x — f(x, 0). Ademas, suponga que
f(x,0)=—(14+MN)x+ax? +bx>+0O(x3), conforme x—0, (39)

donde a, b son constantes tal que 8 = a2 + b # 0. Bajo esta suposicién sobre f, para
cada valor pequefio de 6 para la cual 68 > 0, existen constantes no ceros dig, dg,
d1g # dag, tal que f(dig, 0) = d2g, f(d26,0) = d1g. Ademas, dig, d2¢ — 0 conforme
6 — 0. Los puntos di1g, d2¢ son puntos peridédicos de periodo dos del mapa f(-, 8). Si

B > 0, se dice que la bifurcacidn es supercritica y si B < 0, se dice que es subcritica.

El siguiente teorema enuncia cémo la bifucacién de duplicacién de periodo del ma-
pa es reflejada en la bifurcacién con la que aparecen soluciones periédicas de la ecua-

cion de periodo aproximadamente dos.

Teorema 2.10 (Hale y Lunel, 2013) Suponga que f(x, 6) satisface (39). Entonces,
existe una vecindad U de (0, 0) en el plano-(6, €) y una regidn sectorial S en U tal que
si (6, €) € U, entonces hay una solucidn periddica Xg ¢ de la ecuacion con periodo
27(6,€) =2+2+0(l€| (]O] + |€])) conforme (6, €) — (0, 0) si y sélo si (6, €) € S. Ademas,
esta solucidn es unica. Si, ademas, f(x,0) = —f(—x, 0), entonces Xg ¢ (t+ T(6,€)) =

—ie,s(t)-

Es posible extender el resultado del Teorema para el caso de un sistema de

mayor orden. En el Capitulo [4] se presenta este resultado.
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2.6. Semipasividad de sistemas dinamicos

En esta seccién se describe una propiedad importante que se usara en esta te-
sis para asegurar que las trayectorias de un sistema permanezcan acotadas, tal que
se presentan oscilaciones sostenidas periédicas o no periédicas. Esta propiedad es
la llamada semipasividad, que proviene del concepto de pasividad, que se define a

continuacioén.

Definicidn 2.4 (Khalil y Grizzle, 1996) Considere un sistema sin memoria, variante en
el tiempo, modelado por
y=h(t u), (40)

donde h : RxR™ — R™ es continua a trozos en t y localmente Lipschitz en u. Supdngase

que existe una funcién ¢ : R™ — R™, tal que la siguiente desigualdad se cumple,
uUy>u"¢(u)=0 YueR”, (41)

para cualquier u acotada. Se dice que el sistema es

(i) sin pérdida si ¢(U)=0y tiene la forma u'y = 0;
(ii) pasivo si se satisface con ¢ (u) = 0.
Ahora considere un sistema dindmico con la forma
x=f(x,u), y=h(x u), (42)

donde f : R"xR™ — R" es localmente Lipschitz, h : R"xR™ — R™ es continua, f(0,0) =0

y h(0,0) = 0.

Definicidon 2.5 (Khalil y Grizzle, 1996) Considere el sistema y suponga que existe
una funcion continua no negativa S(x), con S(0) = 0, llamada funcién de almacena-

miento. Suponga que también existe una funcién H tal que

. oS
u'y>S+HXx) = af(x, u)+ H(x) VY(x,u)eR”xR" (43)
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para cualquier entrada u acotada. Se dice que el sistema es

(i) sin pérdida si H(x) =0y tiene la forma uTy = (85/3x) f(x, u);

(ii) pasivo si se satisface con H(x) = 0.
Se dice que el sistema es estrictamente pasivo si las desigualdades son estrictas.

Nota 2.2 Observe que para un sistema dinamico estrictamente pasivo x = f(x, u),
y = h(x), tal que f(0,0) =0 y con una funcion de almacenamiento definida positiva S,
el origen x = 0 es asintéticamente estable. En efecto, en este caso u'y > S+ H(x), por
lo que siu=0, S=(385/0x)f(x,0) < —H(x) < 0 para x # 0.

La siguiente definicidon describe el concepto de semipasividad de sistemas dinami-

Cos.

Definicidn 2.6 (Pogromsky y Nijmeijer, 2001) Considere el sistema y suponga
que existe una funcion continua no negativa S(x), con S(0) = 0, llamada funcién de

almacenamiento. Este sistema es semipasivo si existe una funcion H(x) tal que
) 0S
u'y>S+HX) = a—f (x, u)+ H(x) V(x,u)eR"x R", (44)
X

con H(x) = o(lIx|]) para x ¢ B, donde B es una bola de radio r > 0 que contiene al
origen, es decir, 0 € B;, y o es una funcion no negativa para ||x|| = r, donde || - || es la

norma euclidea.
El término estrictamente (semi)pasivo es usado si las desigualdades son estrictas.

Nota 2.3 Para un sistema dinamico semipasivo x = f(x, u) tal que f(0,0) = 0 y con
una funcién de almacenamiento definida positiva S, la bola B, es atractora. Obser-
ve que, en este caso, u'y > S+ H(x) para ||x]| > r. Por lo tanto, si u = 0, § =
(8S/9x)f(x,0) < —H(x) <—o(Ix]) < 0 para ||x|| > r.

Los siguientes ejemplos muestran las propiedades de pasividad y semipasividad en

sistemas dinamicos.
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Ejemplo 2.2 (Pasividad) (Slotine et al., 1991)

Considere el sistema

X1 = X2,
Xy =—ax! — bxixg +u,

y =Xz,

donde a y b son constantes positivas. También, considere la funcion de almacena-

miento

as., 1,
S(x) = §X1 + EXZ'

Derivando a S(x) con respecto al tiempo se tiene
- — v 7 — w23 — _hy24
S(x)= ax;xz + X2 ( ax; bx1x2 + u) = bx1x2 + uy.

Entonces, uy > S(x) + H(x), con H(x) = bxix‘z‘. Por lo tanto, el sistema es pasivo.

Ejemplo 2.3 (Semipasividad)

Considere a la ecuacion de Rayleigh, representada en las ecuaciones de estado

X1 = X2,
. 2 2
Xy =—W xl—a(xz—l)xz+u,

y =Xz,

donde a es una constante positiva y w € R. Sea S(x) la funcién de almacenamiento

definida como

W2 P 1 2
S(x) = 7X1 + EXZ.

Derivando a S(x) con respecto al tiempo

S(X) = w2x1x2 + X2 [—W2X1 —a (xg — 1)xz + u] =—qa (xg — 1)x§ + uy.
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Entonces, uy > S(x) + H(x) con H(x) = a(x% — l)xg, para x1 #0, y H(x) > 0 V|xz| > 1.
Por lo tanto, se tiene que la ecuaciéon de Rayleigh cumple con la condicién de semipa-

sividad.

Ejemplo 2.4 (Semipasividad) (Steur et al., 2009)

Considere al modelo de FitzHugh-Nagumo

. x3
X1 =X1—?—X2+U,

X2 = ¢ (x1+a—>bxz),
Yy =X,

donde a, b y ¢ son constantes positivas e I es un parametro acotado constante. La

funciéon de almacenamiento S(x) es

1,, 1,
S(X)==x2+ —x=.
21 2¢ 7

Aplicando la derivada con respecto al tiempo a S(x) se tiene
_ x3 x4
S(x) = x1 (xl— ?—xz + u) + X2 (X1 + a—bx3) :—?1 + X2 +Ix1— bx2 + ax; + uy.

Este sistema, también es semipasivo ya que cumple con la condicién uy > S(x) + H(x)

con H(x) = x‘1‘/3 — xi —Ix1 + bx% —axy y H(x) = 0 para ||x|| suficientemente grande.

2.7. Diagramas de Feigenbaum

Un diagrama de Feigenbaum es una herramienta grafica que muestra los posibles
estados estacionarios estables de un sistema dindmico, en funcién de un pardmetro
del sistema, llamado pardmetro de bifurcacién (Heinz-Otto et al., 2004). La posible

solucion a la que converge el sistema dependera de las condiciones iniciales.
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Por ejemplo, considere el mapeo logistico
Xk+1 = MXk (1 —Xxk), xx€[0,1],

donde u se escoge como el pardmetro de bifurcacién. En la Figura [4] se muestra un
ejemplo del diagrama de Feigenbaum de este sistema, cuando el pardmetro u varia

entre 2.4 y 4. El pardmetro de bifurcacidon u se muestra sobre el eje horizontal de la

1.0

0.8 -
06 4 —
0.4

02

0.0 | | I | | ! I | | | |

24 26 28 30 32 34 36
0

Figura 4. Diagrama de Feigenbaum del mapa logistico.

grafica, y el eje vertical muestra los posibles valores de la amplitud en estado estacio-

nario que puede tomar el estado x.

El despliegue de los estados estacionarios mediante este tipo de diagramas mues-
tra la variedad y riqueza que puede desplegar un sistema dindmico, por lo que ésta
es una herramienta frecuentemente utilizada para mostrar las condiciones para las

cuales puede exhibir un comportamiento complejo, eventualmente caético.

2.8. Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov son una generalizacién de los valores propios en un

punto de equilibrio y de los multiplicadores de Floquet en las érbitas periddicas.

Considere el sistema
x=f(x,t), x(to)=xo, (45)
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donde x e R”, f : R” x R — R", con ¢; (xo, tp) como la solucién; es decir,

de(xo0, to) =f (¢r(x0, to), t), By, (Xo, to) = Xo. (46)

Diferenciando a con respecto a xg se obtiene

Dxo ¢ (X0, to) = Dxf (¢¢(X0, t0), t) Dxo®¢(Xo, to), Dxodr, (X0, to) =1 (47)

Si ®t(xo, to) = Dx,9+(Xxo0, to), entonces (47) se convierte en
®¢(x0, to) = Dxf (¢:(x0, to), t) @e(x0, to), ®¢,(X0, to) =1, (48)

la cual es la ecuacidn variacional. A partir de la ecuacién variacional se pueden definir

los exponentes de Lyapunov.

Definicion 2.7 (Parker y Chua, 2012) Sea xo € R" una condicion inicial y sea A1(t),

A2(t), ..., An(t) los valores propios de ®+(xo). Los exponentes de Lyapunov de Xg son
1
5i£tl|’m ?Inl)\i(t)l, i=1,2,...,n (49)

siempre que el limite exista.

Entonces, se puede decir que los exponentes de Lyapunov ofrecen la siguiente

informacién sobre las trayectorias de los sistemas dindmicos.

Los exponentes de Lyapunov son una cantidad que describe la convergencia o
divergencia exponencial de las trayectorias que inician muy cercanas una de la otra.
El nimero de los exponentes de Lyapunov dependera de la dimension del sistema.
Si la suma del valor de todos los exponentes de Lyapunov es negativa, entonces el
sistema tiene un atractor. Si el exponente de Lyapunov mas grande es positivo, quiere
decir que el sistema no lineal presenta sensibilidad a las condiciones iniciales, una
condicion necesaria para caos. Si el exponente de Lyapunov mas grande es cero indica

una dinamica periddica o cuasi-periddica. Si todos los exponentes de Lyapunov son
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negativos, indica que el punto critico estable es un atractor. Entonces, los exponentes

de Lyapunov indican el comportamiento dinédmico del sistema.

2.9. Sistemas caoédticos

El término caos es utilizado habitualmente para referirse a lo impredecible o para
acontecimientos aparentemente aleatorios. Este término también se utiliza en siste-
mas dinamicos para referirse a sistemas cuyo comportamiento parece impredecible e

irregular.

Aungue no existe una definicién estandar de comportamiento o dindmica caética,
se puede describir como el comportamiento de un sistema dinamico en el cual los es-
tados estacionarios no corresponden a puntos de equilibrio, érbitas periédicas u érbtia
cuasi-periédicas. Cuando las trayectorias de estado estan acotadas, el estado estacio-
nario permanece entonces en una bola (de volumen finito) en el espacio de estado. El
estado estacionario de estos sistemas forman figuras geométricas muy complejas en

el espacio de estado, conocidas como atractores extrafios o atractores cadticos.

Se han propuesto tres propiedades fundamentales que deben exhibir los sistemas
dindmicos, que se utilizan frecuentemente para definir el comportamiento caético (De-
vaney, 1989): sensibilidad a condiciones iniciales, mezclado o transitividad topolégica
e infinitud de orbitas periddicas tipo silla. Estas propiedades se describen a continua-

cion.
Sensibilidad a las condiciones iniciales

Considere un sistema dinamico de tiempo continuo con dos condiciones iniciales
ligeramente diferentes, x1(0) = xo Yy Xx2(0) = X + €9, donde &g es un valor muy peque-
no. A partir de estas dos condiciones iniciales el sistema produce una trayectoria para
cada condicién inicial, x1(t) y x2(t), respectivamente. Considere también una funcién
de medicion g(t) = x2(t)—x1(t), con €(0) = £9. Si ||€(0)|| — 0 y si la funcién de medicidn
[le(t)|| crece en promedio conforme t aumenta y las trayectorias permanecen acota-
das, se dice que el sistema dindmico presenta sensibilidad a las condiciones iniciales.
En la Figura [5, se muestra la sensibilidad a las condiciones iniciales en un sistema
cadtico de Rossler. Se puede apreciar cdmo dos condiciones iniciales ligeramente di-

ferentes (xo =0y Xxo + €0 = 0.1) divergen entre si conforme aumenta el tiempo.
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15

Figura 5. Sensibilidad a las condiciones iniciales. Sistema de Rdssler para condiciones iniciales ligera-
mente diferentes.

Transitividad

La propiedad de transitividad se refiere a la capacidad del sistema de generar todo
su atractor a partir de cualquier regién arbitrariamente pequefa dentro de éste. O lo
que es equivalente, seleccionando dos regiones dentro del atractor (o dos puntos) y
tomando a uno de ellos como las condiciones iniciales del sistema, entonces, después
de un tiempo, la trayectoria del sistema intersectara la otra regién seleccionada (o la

distancia de la trayectoria al segundo punto sera arbitrariamente pequena).

Una definicién formal puede encontrarse en (Devaney, 1989), para un mapeo Xg+1 =

Fxx):

Definicidon 2.8 Se dice que f : ] — | es transitivo en | si para cualquier par de conjuntos

abiertos no vacios U, V c J, existe un entero k > 0 tal que fK(U)nV # @.

Densidad de drbitas periodicas

Otra caracteristica importante que presentan los sistemas caéticos es la presen-
cia de un numero infinito de érbitas periddicas. Esta caracteristica se refiere a que,
dado cualquier punto dentro del atractor siempre existe una 6rbita periddica arbitra-

riamente cercana a ese punto (Devaney, 1989). Formalmente se expresa diciendo que
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el conjunto de érbitas peridédicas en un atractor caético es denso, donde la densidad

de un conjunto se define como sigue (Devaney, 1989):

Definiciéon 2.9 (Densidad) Sea S un espacio topolégico, U c S y U la cerradura de

U. Entonces U es denso en S si U = S.

En los siguientes caitulos se expondran diferentes métodos para la generacién de

oscilaciones en alguna clase de sistemas dindmicos.
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Capitulo 3. Generacion de oscilaciones cadticas en sis-

temas tipo Liénard

En este capitulo se propone un método para producir oscilaciones caéticas en siste-
mas no lineales de segundo orden, tipo Liénard, por medio de un control retroalimen-
tado que depende tanto del estado actual asi como del estado retardado en el tiempo.
Debido a la dificultad del analisis de sistemas que contienen retardos, aqui se propone

el método siguiente:

1. Utilizar una sefial de control correspondiente a una combinacion lineal del estado

y del estado retardado en tiempo.

2. Expandir el retardo en su serie de Taylor y considerar su truncamiento al tercer

orden, obteniendo una aproximacién del sistema con retardo.

3. Reescribir el sistema aproximado en forma de variables de estado tipo “jerk”
(Schot, 1978).

4. De un catalogo de sistemas caéticos del tipo anterior, por ejemplo de los propues-
tos por Sprott (Sprott y Clinton, 2010), seleccionar uno con una estructura similar

al sistema aproximado.

5. Calcular los pardmetros introducidos en el control (retardo, ganancias) para igua-

lar el sistema cadtico seleccionado y el aproximado.

6. Comparar el comportamiento del sistema aproximado resultante con el sistema

con retardo original mediante algun criterio de comparacién.

Enseguida se presenta una descripcion detallada de este método.

3.1. Método

El método propuesto podria aplicarse, de manera general, a un sistema no lineal.
Sin embargo, conviene que el sistema en lazo abierto presente oscilaciones de ma-
nera natural. Por ello ilustramos la idea general considerando que el sistema en lazo
abierto sea un sistema tipo Liénard, que asegura la existencia de una oscilacién perié-

dica como un estado estacionario del sistema original. Considere entonces un sistema
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modelado por la ecuacion
X+ f(xX)x+9g(x)=u, (50)

donde f(x) y g(x) satisfacen las condiciones del Teorema [2.3] Considere también una

sefal de control de la forma
u=kix(t) + kox(t) + ksx(t— 1), (51)

donde k1, k2, k3 € Ry T > 0 es el tiempo de retardo. Aplicando la sefal de control (51))
en (50) se tiene

X(t) + FO)x(t) + g(x) = k1x(t) + kax(t) + k3x(t — T). (52)

El método propuesto consiste en expresar el término retardado x(t— 1) por su serie

de Taylor

[0¢]

1 o
x(t=1) =3, - (-0'xOW, (53)

i=0
por lo que el retardo convierte al sistema en un sistema de orden infinito. Se
propone entonces utilizar una aproximacién del retardo mediante un truncamiento de
(53). Puesto que el comportamiento cadtico puede obtenerse con un sistema no lineal
autéonomo de tercer orden, es suficiente truncar esta serie al 3" orden. Se utilizara
entonces la aproximacion

T2 73
x(t— 1)~ x(t)— tx(t) + ?X(t)—gx(t), (54)

y se propone analizar la diferencia en el comportamiento cualitativo del sistema (52
con respecto al sistema con el retardo aproximado (54)). El sistema con retardo aproxi-

mado se describe por la ecuacién

2 3
X(t) + FOOx(t) + g(x) = kix(t) + kox(t) + k3 | x(t) — ™x(t) + %X(t) - %')'('(t) , (55)

de donde se obtiene una representacién en ecuaciones de estado tipo “jerk” ( (x1, X2, x3) =
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(x, x, X)):
X1 =X2,
X2 =X3, (56)
X3 =axi + bxz + cx3—d[g(x1) + f(x1)x2],
6(k1+k3) 6(ka—k3T) kg 6
— 1 3 — 2—K3 —_ 2 —_ H H
con a = =-3%, b = oo = o Y d= Pt Una forma simple de asignar

valores a los parametros a, b, c y d, del sistema (56)), es empatarlo a un sistema

cadtico ya existente, como se menciona al inicio de este capitulo.

3.2. Comportamiento cadtico de un sistema tipo Van der Pol con retardo

Un caso particular de un sistema de Liénard es el oscilador de van der Pol controlado
(Perko, 1996)

X(t) + u[x2(t) — 1]%() + x(t) = u, (57)

donde u € R vy u es la entrada de control. Aplicando la sefal de control (51) al sistema
(57), como se establecié anteriormente, se llega a la siguiente ecuacién diferencial de

segundo orden retardada
X(t) + p[x2 () — 1]x(t) + x(t) = kax(t) + kax(t) + k3x(t — T). (58)
Por comodidad, el sistema se representa en ecuaciones de estado:

x1(t) =x2(t),

(59)
X2(t) == (1 — k1)xa(t) + (4 + k2) x2(t) — ux3 (£)x2(t) + kax1(t — 7).
Siguiendo con el método, se obtiene el sistema aproximado de al aplicar (54)
x1(t) = x2(t),
x2(t) = x3(1), (60)

x3(t) = —a’x1 + b'x2 — ’x3 — d'x2x3,
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k3T2

61—
r— 6(1—ki—k3) 47 _ 6(utke—k3T) s _ ( 2 ) r _ _6u i
cona = T Ge b’ = T oo c = TeT a = G En (Sprott Yy Clinton, 2010)

Sprott presenta una familia muy amplia de sistemas caéticos. Entre ellos se encuentra

uno el cual se puede empatar al sistema de referencia, (60), ya que ambos tienen la
misma estructura. El sistema de Sprott (sistema de referencia) es representado por las

siguientes ecuaciones de estado

x1(t) = x2(t),
x2(t) = x3(t), (61)

X3(t) =—5x1+ 9x> — x3 —Xin.

En la Figura[6]se presenta la dindmica del sistema de referencia, (61)), mientras que
en la Figura [7] se muestra el comportamiento del sistema aproximado, (60)), cuando
a’=5,b'=9,c"=d =1.Con k; =—-19932.5714, k; =199.3621, k3 = 19933.5548,
U = 3.3322x 1073 y T = 0.01 se obtienen los valores deseados de a’, b’, ¢’ y d’.
Dado que ambos sistemas son idénticos, la diferencia que puede observarse en los

atractores mostrados en las figuras [6] y [7] se debe a la diferencia en las condiciones

iniciales.
10 ‘ ‘ 30
20 t
5
10 t
e S
% x|
-10 +
_5 H
_20 L
-30
-10 ‘ ‘
0 100 200 300 -10 S 0 5 10
t x;®
(a) Estado xj vs t. (b) Diagrama de estados x1 Vs X»3.

Figura 6. Dindmica del sistema (61).

El comportamiento del sistema con retardo (59), con los valores de pardmetros
ki, k2, k3, 4y T calculados para el sistema aproximado (60), es comparado con el

comportamiento del sistema de referencia (61). De las figuras[7]y [8|se puede observar



38

10 w w 30

20 -

10 r

x, ®
X, (0

-10

20 +

10 ‘ ‘ -30 : :
0 100 200 300 -10 -5 0 5 10
t X 1 (t)

(a) Estado x7 vs t. (b) Diagrama de estados x31 Vs X»>.

Figura 7. Dindmica del sistema (60).

claramente que ambos sistemas presentan un comportamiento similar.

10 : : 30
20+
5
10+
= | =)
-10
5
_20 L
-10 | | -30 : : :
0 100 200 300 -10 5 0 5 10
t x2(t)
(a) Estado x1 vs t. (b) Diagrama de estados x1 vs Xx>.

Figura 8. Dindmica del sistema (59).

También, en la Figura [9] se muestra la sefial de control para el sistema con retardo

(59). Se puede observar que el esfuerzo de control es muy alto debido los valores de

las ganancias K1, K> y K3.

Una herramienta eficiente con la se puede comparar el comportamiento del sistema
aproximado con el del sistema con retardo original es por medio de los dia-
gramas de Feigenbaum, ya que se pueden visualizar los posibles estados estacionarios
al variar algun parametro del sistema. Para el diagrama de Feigenbaum del sistema

(60), ver Figura[10fa), se varia el parametro a’ en el intervalo [1, 5]. Como se mencio-
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Figura 9. Sefial de control para el sistema (59).

né anteriormente, el parametro a’ depende de ki, k3 y T; por lo que, para generar el
intervalo de a’ se varia a k1 en el intervalo [—-19932.5714,—19932.5581], mientras
gue el resto de los parametros permanecen fijos con los valores antes mencionados.
En la Figura[10(b) se muestra el diagrama para el sistema (59), donde también se varia
el pardmetro k1. La escala utilizada en el eje horizontal de la figura no corresponde a
los valores asignados a k1. Aqui, el valor de 1 corresponde a k1 =—19932.5581y 2.33
representa a k; =—19932.5714. De estos diagramas puede observarse que, al variar

el parametro k1, ambos sistemas presentan dindmicas cualitativamente iguales.

10 10

s N s

1

9]

-5 ‘ : : ‘ -5t : : ‘ : :
1 2 3 4 5 1 1.2 14 16 1.8 2 2.2
LL! kl
(a) Diagrama de Feigenbaum del sistema (60). (b) Diagrama de Feigenbaum del sistema (59).

Figura 10. Diagramas de Feigenbaum.
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Otra herramienta con la cual se puede comparar el comportamiento entre estos
dos sistemas es el espectro de frecuencias. En la Figura se puede observar las
componentes fecuenciales de la sefial del estado x;(t) tanto del sistema (60), Figura
[11fa), como del sistema (59), Figura [1I}b). Estas figuras muestran un continuo y am-
plio espectro de frecuencias, que es caracteristico de los sistemas caéticos. Aunque el
espectro de frecuencias del sistema con retardo original (59) no es idéntico al espectro
de frecuencias del sistema aproximado (60), se puede apreciar que las componentes
frecuenciales dominantes se encuentran dentro de un mismo rango de frecuencias y

la diferencia entre ellas es pequenia.

3 3
251 1 25
2+ 2
= =
— 15+t =
= =
l |
0.5 | 1
0 | MM)M_.‘..A.A hrs
0 05 1 15 0 0.5 1 15
f-Hz f-Hz
(a) Espectro de frecuencias del sistema . (b) Espectro de frecuencias del sistema (59).

Figura 11. Espectros de frecuencias.

Es importante considerar, al aplicar este método, que se debe prestar especial
atencidn al realizar una aproximacién por series de Taylor del retardo, ya que se pue-
den obtener conclusiones erréneas al analizar el sistema aproximado. Como ejemplo

de tal situacién, consideremos el sistema
x()+ax(t—1)=0, (62)
con a > 0, y su aproximacion por series de Taylor hasta el tercer orden
(3a/6) X (t)— (t?a/2) X(t) — (1 — Ta) x(t) — ax(t) = 0. (63)

El origen del sistema de primer orden retardado en tiempo (62) es estable, mientras

gue su aproximacion, sistema (63)), mediante la aplicacién del criterio de estabilidad
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de Hurwitz, resulta siempre inestable para T > 0, por lo que la diferencia entre ambos
estados crece exponencialmente para una condicién inicial diferente a cero. De aqui
se puede ver gue se llega a un resultado erréneo al analizar el sistema aproximado

para toda a # 0.

Lo anterior es un caso particular de un caso general descrito en (Garcia-Ramirez

et al., 2017). Considérese el sistema de orden n

an n—1 di di
—x(t) + ai—x(t) + ki—x(t— =0. 64
X ;[ldtl() X T)] (64)

Si k; es diferente de cero Vi= 0,1, 2,---, cualquier truncamiento de orden m de (64)

es inestable si

(65)

kn+1T}

m > max {n + 2,
n+2

Este resultado permite descartar aproximaciones de orden mayor o igual que {n+ 2,
kn+1T/kn+2}. Otro factor importante a considerar, para que la dindmica del sistema
aproximado se asemeje a la del sistema original, es la eleccién del parametro t. Co-
mo ejemplo, considere la aproximaciéon de segundo orden del estado retardado del
sistema

(T?a/2)%(t) + (L — Ta)x(t) + ax(t) = 0, (66)

donde la aproximacién no satisface (65). La estabilidad del sistema aproximado (66)
depende del valor de T y se puede observar que este sistema es estable cuando
T < 1/a. De aqui se puede decir, que T debe ser lo suficientemente pequefio para

tener una buena aproximacion.

Por ello, al considerar la desigualdad (65) y un retardo T suficientemente pequefio,
se consiguié que la dinamica del sistema aproximado y la del sistema (59) fueran

cualitativamente iguales.
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3.3. Conclusiones

En este capitulo se propuso un método para generar oscilaciones cadticas en siste-
mas de segundo orden tipo Liénard mediante un control retroalimentado que depende
del estado actual y del estado retardado en el tiempo. También, se mostrd que utili-
zando las series de Taylor, para aproximar al estado retardado, se puede obtener un
sistema aproximado sin retardos el cual puede ser comparado con algln sistema caé-
tico existente, y asi fijar los pardmetros del control para producir oscilaciones caéticas.
Mediante el oscilador de van der Pol se ilustré la aplicaciéon de este procedimiento. El
éxito de este método para obtener oscilaciones cadticas dependera en gran medida
de las funciones f(x) y g(x) del sistema tipo Liénard elegido, lo cual se puede ver co-
mo una desventaja. Sin embargo, debido a la sencillez del método, éste puede ser una
alternativa para producir oscilaciones cadticas en cierta clase de sistemas de segundo

orden, tipo Liénard.
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Capitulo 4. Método de perturbaciones singulares

El método de perturbaciones singulares ha sido utilizado para analizar sistemas
dinamicos con retardos. Mediante este método se han establecido condiciones de es-
tabilidad para cierto tipo de sistemas (Fridman, 2002; Xu y Jin, 2014; Bliman y Iwasaki,
2006; Hu y Wang, 2009). Igualmente, cuando un sistema con cierta estructura es aco-
plado a un sistema de retardo puro (“pure shift”) con la misma estructura que un
sistema discreto (mapeo), la aplicacion de esta metodologia ha conducido a estable-
cer condiciones de existencia de comportamientos dindmicos (oscilaciones periddicas
y bifurcaciones de duplicacién de periodo) similares a los exhibidos por el mapeo (Ha-
le y Huang, 1994; Artstein y Slemrod, 2001; Chow et al., 1992; Hale y Lunel, 2013).
Inclusive, en (Alvarez, 2000) se propone un procedimiento para generar oscilaciones

periédicas y cadticas llevando al sistema a la forma de perturbaciones singulares.

En este capitulo se propone utilizar el método de perturbaciones singulares para
inducir érbitas cadticas en sistemas que no las presentan, de manera similar a lo des-
crito anteriormente. En la primera seccién se plantea la idea general y en la siguiente

se muestran ejemplos para ilustrar el procedimiento propuesto.

4.1. Generacion de oscilaciones mediante el método de perturbaciones sin-

gulares

Considere un sistema continuo de primer orden

x=f(x)+u, (67)

donde x € R es el estado, u € R es la entrada de control y f : R — R es una funcién

suave. Suponga que se aplica la siguiente entrada de control,

u(x(t)) = y(x(t), x(t— 1)), (68)

donde 7y : R?2 - R es una funcién tal que la ecuacién diferencial retardada

x(t) =f(x(t)) + y(x(t), x(t—1)), t=0, x(t)=xo(t)parate[-1,0), (69)

tiene una solucién. Observe que, sin perder generalidad, se ha supuesto que el retardo

es unitario, ya que si T # 1, utilizando el escalamiento en el tiempo T = t/T el retardo
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se puede llevar a la unidad.

Ahora considere el sistema siguiente conocido como “desplazamiento puro” (“pure-
shift”) (Moog C. y A., 2000):

y®)=o(y(t—1),0), t=0, y(t)=yo(t)forte[-1,0), (70)

donde ¢ : R x R — R, R es un subintervalo de R y 6 es un parametro cuyo valor
determina el comportamiento de este sistema. Si la condicién inicial es una constante,

yo(t)=ce R parate [—1,0), entonces la solucién de este sistema serd
y(t)=¢X(c,0), k—1<t<k, (71)

donde ¢k es la k-ésima composicién de ¢ y k > 0 es un entero. Entonces, este sistema

estd relacionado con el sistema en tiempo discreto (mapeo)
z(k+1) = @(z(k),0), z(0)=c, (72)

de tal manera que y(t) = z(k) en cada instante de tiempo t = k. Por lo tanto, las so-
luciones de los sistemas (70) y (72) coinciden en t = k. Esto significa que cualquier
comportamiento dindmico desplegado por el sistema discreto en el tiempo (72)) tam-

bién sera exhibido por el sistema continuo en el tiempo (70).

Un problema interesante es investigar cémo un comportamiento dindmico, similar
al del sistema (70), puede ser inducido al sistema retroalimentado (69). Para ello,

considere que 7y tiene la forma
Y(X, X7) = —K[x— @(x<, )], (73)

donde K > 0 y x¢ es el estado retardado, es decir, x{(t) = x(t — 1), conduciendo al
sistema en lazo cerrado
X =f(x)—K[x—o(x<, 0)]. (74)

Si se define € = 1/K, entonces se puede describir al sistema (74) como

ex = ef(x)—[x— @(x+, 6)]. (75)
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Como se menciond al inicio del capitulo, desde hace tiempo se han realizado varias
aportaciones en el andlisis de sistemas con esta estructura. Un resultado interesante

es el teorema propuesto en (Hale y Huang, 1994), el cual se describe a continuacion.

Consideremos el sistema

ex(t) + Ax(t) = Af (x(t—1), 6), (76)
n(t) = x (x(t), n(t)), (77)
y(t) = x1(t),

donde x(t) e R, n(t) e R"", >0, O R,

A1 —A1 0
A= , (78)
0 Ar—1 —Ar-1
0 0 Ar
)=, -, 1) g(xa(t—1),6), (79)
con A\ =¢/g, i=1,2,---,r,g>0y g:RxR — R. Se tiene entonces el resultado

siguiente.

Teorema 4.1 (Bifurcacion de duplicacion de periodo (Hale y Huang, 1994))

Suponga que el mapa escalar y — g(y, 0) presenta una bifurcacion de duplicacion
de periodo en (y, 8) = (0, 0). Entonces el mapeo x — f(x, 8) (ec. (79)) presenta una
bifurcacién de este tipo en (x, ) = (0, 0). Ademas, existe una vecindad U de (0, 0)
en el plano (6, €) y un sector S c U tal que existe una solucion periddica unica x del
sistema con periodo 2T =2+ 2&/A1 + O (|€|(]0] + |€])) conforme (6, €) — (0,0) si, y

sélo si, (6,¢) €S.

A partir de este resultado se puede pensar que, si se puede llevar el sistema (67
a la forma (75) con un control como (73)), y si el mapa ¢ presenta una ruta al caos
a través de bifurcaciones de duplicacién de periodo, entonces (67) puede llegar a

presentar una dindmica similar a ésta.
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4.2. Ejemplos

En esta seccidn se muestran tres ejemplos para ilustrar lo propuesto en la seccion
anterior. El primer ejemplo es un sistema de primer orden estable, el segundo de
ellos es el oscilador de van der Pol modificado, reportado en (Roup y Bernstein, 2001),
(Orlov, 2008) y por ultimo, se presenta el sistema de Lorenz. En todos los casos se
utiliza un control retroalimentado como (73], donde el mapa ¢ tiene la forma del mapa

logistico.

Sistema de primer orden

Considere el sistema continuo de primer orden

X =—0X+ U, (80)
con

u=—K(x—uxs(1—x7)), (81)

donde a > 0 es el parametro del sistema en lazo abierto, K > 0 es la ganancia de la
sefal de control, u € [0, 4] es el parametro del mapa y T =1 es el tiempo de retardo.
Definiendo € = 1/K se puede expresar al sistema y (81) en la forma normal de

perturbaciones singulares
EX=—€EaX—X+ ux:(1—Xx7). (82)
De acuerdo a la teoria de perturbaciones singulares, si € — 0 entonces

X =pux7(1—x). (83)

En la Figura se muestran varias érbitas para diferentes valores del pardmetro u,
con K=20y a=1. El sistema converge a un punto de equilibrio cuando u = 2 (Figura
[12(a)), si u = 3.2 exhibe una érbita periddica (Figura [12|b)) y presenta oscilaciones
cadticas para u = 3.98 (Figura [12|c)). Las correspondientes sefiales de control para
las dérbitas mostradas en la figura anterior se pueden ver en la Figura [13] Se puede
observar que en cada una de estas sefiales, en algln instante de tiempo, tiene una

amplitud superior al promedio.
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Figura 12. Respuestas del sistema y (81) para diferentes valores de u.
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Figura 13. Sefal de control del sistema y (81) para diferentes valores de u.
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En la Figura [I4]se presenta el diagrama de Feigenbaum del sistema retroalimenta-
do (80)-(81) cuando el pardmetro u se varia en el intervalo [2,4], cona =1y K = 20.
El conjunto de valores mostrados sobre el eje vertical corresponden a los maximos de
x(t). Como puede apreciarse en el diagrama, el sistema presenta diversas érbitas para
diferentes valores de u. En este caso, se incluye la ubicacién de un punto de equilibrio
estable del sistema, puntos azules, éste aparece cuando u € [2,3.12]. También, para
cuando u > 3.12, puede verse la aparicién de 6rbitas periédicas y cadticas. Observe
que para este valor en la ganacia el diagrama, con respecto a u, del sistema continuo
(80)-(81) se asemeja al diagrama del mapa logistico (ver Figura [4), por lo que la di-
namica del sistema continuo se asemeja a la dinamica del mapa logistico. Entonces,
se puede esperar que conforme la ganacia K crezca mayor similitud habra entre estas
dindmicas. Un diagrama de Feigenbaum, de este mismo sistema, se presenta en la

Figura [28]del Capitulo 5] para cuando se varia el parametro K.

Figura 14. Diagrama de Feigenbaum del sistema retroalimentado (80)-(81).

Sistema de segundo orden

Considere el oscilador de van der Pol modificado (Roup y Bernstein, 2001; Orlov,

2008) )
7+ 5[22+;22—p2}2+ 0%z =6éu, (84)
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donde 0,0,6 € Ry éu es la entrada de control. Considere el siguiente cambio de

coordenadas x = %z, donde &€ > 0. Entonces el oscilador de van der Pol es descrito por
25 AN 2 | 2¢2
E°X+6p°|x +;x — &% | X+ 0 x=u, (85)

con u = (§3/p) éu. De esta forma, con el pardmetro & se podrd modificar la amplitud
de las orbitas periddicas del oscilador de van der Pol. Si € <€ 1, las érbitas periddicas
seran lo suficientemente pequefias de tal manera que domine la dindmica inducida por
la entrada de control. Explotando este hecho, se propone que u sea como el propuesto
en la ecuacién (81); es decir,

U=—K[x—pux¢(1l—xq)] (86)

Por conveniencia se representa en ecuaciones de estado al sistema (85]) -

X1 =X2 (87)

1
§°X2 =—§%0°x1 — 607 (Xi + ;% — Ez)xz — K[x1—ux17(1—X17)] (88)
Considere que K =1/& y que § — 0, se tiene que el sistema - se reduce a
X1 = uX17(1—X17). (89)

Con base en el resultado obtenido en el ejemplo anterior, se espera que este sistema

presente dinamicas cualitativamente iguales a las del mapa logistico.

En la Figura[15]se muestran distintas dindmicas del sistema - para algunos
valoresde u,cono=6=p=1yK =20 (§ = 1/K). En las figuras[15](a)-(c) se presentan
trayectorias del estado x;, mientras que en la Figura [15(d) se muestra el diagrama
de estado cuando u = 3.98. La forma de la sehal de control para cada una de las
respuestas del sistema - son mostradas en la Figura[16, Como en el sistema
(80)-(81) se tienen algunas amplitudes mas altas al resto de la sefial de control.

Dos diagramas de Feigenbaum correspendientes al sistema (87) y (88) se mues-
tran en la Figura[17] En la Figura [L7(a), se presenta el diagrama de Feigenbaum con

respecto al parametro u, con K = 20. En este diagrama se muestra tanto la ubicacién



0.6

05 ¢

04 r

~—~ 03 r

T

0.2 ¢

0.1}

(a) Para u=2.

0.8
0.6

o

0.2

x(t)

0 20 40 60 80
t
(c) Para u=3.98.

0.8 r

0.6 -

Il(t)

0.4 r

0.2 f

10 20 30 40 50 60
t
(b) Para u=3.2.

(d) x1(t) vs x2(t) para u=3.98.

Figura 15. Distintas respuestas del sistema li y 1) para varios valores de y.
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Figura 16. Sefial de control del sistema (87) y (88) para varios valores de u.
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de los puntos de equilibrio estables como las érbitas periddicas y caéticas. Por ejem-
plo, cuando u €[2,2.97] se tiene puntos de equilibrio estables, linea azul, y conforme
u crece, hasta el valor de 4, van apareciendo las 6rbitas peridédicas y cadticas. Este
diagrama también presenta una similitud al del mapa logistico. También, en la Figura
[17)b), se puede ver el diagrama de Feigenbaum cuando se varia el parametro K en
el intervalo [1, 5], con u = 4. En este diagrama se puede observar que cuando K =1
se tiene una érbita peridédica y que conforme se aumenta el valor de este parametro
van apareciendo 6rbitas de diferentes periodos hasta llegar a tener érbitas caéticas.
En el diagrama no se presentan las 6rbitas cuando K € (5, 20], pero contindan siendo

caodticas.

0 | | | | 03 | 1 | i
2 2.5 3 3.5 4 1 2 3 4 5
5 K
(a) Para cuando se varia u. (b) Para cuando se varia K.

Figura 17. Diagramas de Feigenbaum del sistema y (88).

En la Figura se presentan las dinamicas del sistema al volver a expresar al
sistema en su variable z, con los mismos valores paramétricos antes mencionados.
Las ecuaciones de estado que modelan estas dinamicas son

z1 =2, (90)

1 K &
. 2 2 2 2
Zy=—0 21—6(zl+;22—p )z —?[zl—uzh(l—[—)zh)]. (91)
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0 10 20

Z1 (t)

Zg(t)

15

10 ¢

60

40 ¢

20 -

20 +

-40

10 20 30 40 50 60
t
(b) Para u=3.2.
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(d) x1(t) vs x2(t) para u=3.98.

Figura 18. Respuestas del sistema y 1) para distintos valores de .
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Sistema de tercer orden (Alvarez, 2000)

Ahora considere el sistema de Lorenz

z1=0(—21+ 22),
Zy=p21— 22— 2123+ U, (92)

723 =—Pz3 + 2122,

donde 0, 3,0 € Ry u es la entrada de control, la cual tiene la siguiente forma

A1A2 A1+ A> A1+ Ao A1A2
u=—|0+p+—5—— Z1+l1+0—— |22+ 2123+ >V, (93)
&0 & & &0

con A1, A2, €L 1 €R positivos, v=uzi:(l—z17) paraue[0,4]yt=1. Cuandou=0
y 0 =10, B =8/3y p = 28, el sistema de Lorenz presenta un comportamiento

cadtico, como se muestra en la Figura (19|

20 w w w w 30

20
10
10 ¢

-10
-10 F
20 t

-20 : : : : -30 : : :
0 20 40 60 80 100 -20 -10 0 10 20

t Zl(t)

(a) Dindmica de z1(t). (b) Diagrama de estado.

Figura 19. Dindmica caética del sistema de Lorenz (92).

Con el control se realizan dos acciones sobre el sistema (77). La primera de
ellas es producir una dinamica rapida. Esto se logra utilizando un control de linealiza-
cién por retroalimentacién de estados, de tal manera que el sistema pueda ser llevado
a la estructura de perturbaciones singulares. La segunda accién, consiste en introducir
una funcién no lineal que dependa del estado retardado, tal que el sistema en lazo ce-
rrado despliegue las dinamicas de la funcién no lineal. Como se mencioné en el parrafo

anterior, esta funcién es el mapa logistico.
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Aplicando el cambio de coordenadas

X1=21,
(1 EO) &0
X2=\|\1l=-— |21+ —22
A1 A1
n=zs,

en el sistema retroalimentado (92)-(93)), éste puede expresarse como

ex1 =—A1(x1—x2),
Xy =—A1(x1 —Xx2) + (A1 + A2)(X1 — Xx2) — A2x1 + A2V, (94)

: A1) , A1
n=—-pn+{1—— X1+—X1X2.
&0 &0

Si € = 0, entonces
X1 =pHx17 (1 —X17),

y n estard acotada si x1 y x> también lo estan. En la Figura se muestran distintas
dindmicas del sistema (94) para diferentes valores de u, con A1 =X, =1,£=0.05y 0,
p, B toman los valores antes mencionados. En la Figura[21] se muestran las correspon-

dientes sefales de control para cada una de estas dinamicas.

Por ultimo, en la Figura se presentan dos diagramas de Feigenbaum correspon-
dientes al sistema (94). En la Figura [22fa), se ilustra la dindmica del sistema para
cuando se varia el pardmetro u en el intervalo [2, 4], con € = 0.05. En este diagra-
ma se muestra la ubicaciéon del punto de equilibrio estable, linea azul, para cuando
U €[2,3]. En el caso para u > 3, se tienen 6rbitas periddicas y cadticas. Como en el
caso de los diagramas de las figuras y[17)a), éste también presenta cierta simili-
tud con el diagrama del mapa logistico. En la Figura[22|(b) se presenta el diagrama de
Feigenbaum con respecto al parametro &, con u = 4. Aqui pueden observarse orbitas

periddicas y cadticas.

Como ilustra este ejemplo, aun cuando el objetivo de control es inducir dinamicas

cadticas en sistemas gue no las presentan, se puede ver gue es posible inducir otras
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Figura 20. Respuesta sistema (94) para diferentes valores de u.
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Figura 21. Sefal de control para el sistema 1) con diferentes valores de u.

x1(t)
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I €
(a) Para cuando se varia u. (b) Para cuando se varia ¢.

Figura 22. Diagramas de Feigenbaum del sistema (94).
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dindmicas a sistemas caodticos e inclusive introducir dindmicas cadticas distintas a las

propias del sistema.

4.3. Conclusiones

En este capitulo se propuso utilizar el método de perturbaciones singulares para in-
ducir oscilaciones caéticas en sistemas dindmicos que no las presentan. Se mostré que
realizando un cambio de variable y aplicando un control, es posible llevar a un sistema
a la estructura de perturbaciones singulares; y asi, al acoplarlo a una funcién no lineal,
con la misma estructura de un mapa discreto, que dependa del estado retardado, el
sistema retroalimentado presenta dinamicas similares a las que exhibe el mapa. Por
lo tanto, el sistema retroalimentado presenta orbitas periddicas o cadticas dependien-
do del mapa discreto seleccionado para acoplar al sistema dindmico. Esto se ilustra
mediante los ejemplos. Al aplicar este procedimiento a los sistemas, sin importar el
orden, estos fueron capaces de producir dinamicas similares a las del mapa logistico,
como lo muestran las trayectorias y los diagramas de Feigenbaum de los sistemas. Por
lo que, con este procedimiento se pueden induir érbitas caéticas en sistemas que no
las presentan e inclusive, en caso que el sistema sea cadtico, es posible inducir 6rbitas

cadticas no propias del sistema original.
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Capitulo 5. Generacion de oscilaciones en sistemas de

primer orden

En este capitulo se propone una técnica para generar, de manera sistematica, osci-
laciones periédicas y no periddicas en sistemas continuos de primer orden, por medio
de una funcién no lineal del estado retardado por un tiempo 7. Dado un sistema pasivo
de primer orden, esta técnica consiste en disefar una sefal retroalimentada definida
por una funcién no lineal del estado retardado, para después ajustar su ganancia de tal
manera que se asegure la inestabilidad de todos los puntos de equilibrio del sistema
en lazo cerrado. La propiedad principal de este procedimiento es que se puede inducir
en el sistema en lazo cerrado un comportamiento dinamico similar al comportamiento
desplegado por el mapa definido por la funcién no lineal del estado retardado. Si el
mapa muestra comportamiento cadtico, entonces el sistema en lazo cerrado también

puede exhibir esta dindmica variando algun parametro.

En la primera seccidn de este capitulo, se describe la clase de sistemas de primer
orden considerada en esta tesis y se propone la forma general de la sefial de control.
En la siguiente seccién, se examinan condiciones de existencia y estabilidad asintética
local de los puntos de equilibrio del sistema en lazo cerrado, en funcién de un para-
metro incluido en el control. Dado que estas condiciones de estabilidad asintética son
necesarias y suficientes, el no cumplimiento de alguna de dichas condiciones impli-
ca la inestabilidad del equilibrio del sistema original. Esto asegura que el sistema en
lazo cerrado no converge a ninguno de sus equilibrios. Posteriormente, mediante el
concepto de semipasividad, se establecen condiciones bajo las cuales se asegura que
las trayectorias del sistema en lazo cerrado permanezcan acotadas, produciendo 6r-
bitas periédicas o no periddicas. Finalmente, se incluyen varios ejemplos que ilustran
la efectividad del método propuesto. Uno de estos ejemplos corresponde a un circuito
electrénico que, después de aplicar esta técnica, despliega un comportamiento similar

al mapa logistico.

5.1. Sistema controlado de primer orden

La clase de sistemas de primer orden analizada en esta tesis esta descrita por la
ecuacion diferencial
XxX=f(x)+u, (95)
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donde x € R es el estado, u € R es la entrada de control, f: R - R es ¢! y f(0) = 0.

Suponga que la sefal de control estd dada por
u=-—K[x(t)—oex(t—1),6)], (96)

donde ¢ : R x R — R es una funcién no lineal, R es un subintervalo de R, 6 es un
pardmetro cuyo valor determina el comportamiento de la funcién no lineal, K > 0 es la
gananciay T > 0 es el tiempo de retardo. Excepto en el ejemplo del circuito electronico

incluido en este capitulo, se considera que el retardo es unitario, es decir, T=1.

El sistema controlado, o en lazo cerrado, queda entonces descrito por la ecuacién
X =f(x)—K[x—¢(xz, 0)] (97)

donde x.(t) = x(t— 1).
5.2. Existencia y estabilidad de puntos de equilibrio

Como se mencioné anteriormente, la primera etapa del método propuesto consiste
en asegurar la inestabilidad de los puntos de equilibrio del sistema en lazo cerrado,
dado por la ecuacién (97). En esta seccidn se analiza primero la existencia de puntos
de equilibrio de (97). Ademas, partiendo de las condiciones necesarias y suficientes
de estabilidad para sistemas lineales de primer orden y con retardo, descritas en el
Capitulo 2, se obtienen a su vez las condiciones para asegurar la estabilidad de todos
los puntos de equilibrio de este sistema en funcién de la ganancia K que interviene en

la sefal de control.

Considere el sistema y defina € = 1/K, por lo que adquiere la forma siguiente,
ex = ef(x)— [x— o(x+, 0)]. (98)

Los puntos de equilibrio de este sistema son los valores del estado x € R, que denota-

remos por X, que satisfacen 0 = ¢f(x) — [ X — ¢(Xx, 6)], de donde
X = @(Xx, 0) + f (x). (99)

Note que si K — oo entonces € — 0 y se satisface x = ¢(x, 6). Esto significa que los
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puntos de equilibrio del sistema controlado (97) corresponden a los puntos fijos del
mapeo ¢(x, 8). De hecho, dado que la funcién f es C!, es posible mostrar que los
equilibrios del sistema controlado (97) convergen de manera uniforme a los puntos

fijos de este mapeo cuando el pardmetro € converge a cero, es decir, cuando K — co.

Proposicion 5.1 Supdngase que la funcidn f del sistema es diferenciable. Su-
pongase también que para un valor dado del parametro 6, xo es un punto fijo del
mapeo @(x, 8) y la derivada con respecto a x, ¢’(x, 6), existe en x = Xg. Si ¢’(Xo, 0) #1
entonces existe un punto de equilibrio, denotado X¢, del sistema en lazo cerrado (97),
arbitrariamente cercano al punto fijo xo del mapeo ¢(-), para un valor del parametro

K suficientemente grande.

Prueba. Nétese, de la ecuacion (99), que un punto de equilibrio del sistema (97) debe

satisfacer la siguiente ecuacién,
0 =€f(Xe) — Xe + 9(Xe, 0) 1= Y(Xe, €, 0). (100)

Es decir, dados €y 6, los puntos de equilibrio de son las raices de y(-, &, 8). Puesto
gue Xo es un punto fijo de ¢, entonces ¢(xo, 0, 8) = 0. Dado que ¢’ esta definida en Xy,
existe una vecindad V de xo donde ¢ es diferenciable. También, dado que ¢’(Xo, 6) # 1,
entonces ay/ax:(Xo, 0, 8) # 0. En consecuencia, el teorema estandar de la funcién im-
plicita establece la existencia de una funcién g : U — R € C!, donde U es una vecindad
del origen, con U c V, tal que g(0) = Xxo y ¢(g(¢), €, 68) = 0 para toda € € U, por lo que
g(&) es un punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (97). De hecho, la conver-
gencia del equilibrio x. de este ultimo sistema al punto fijo del mapeo ¢, cuando ¢
converge a cero (o sea, cuando K tiende a infinito) es uniforme, dada la suavidad de

la funcién g. [

Mostrada la existencia de puntos de equilibrio del sistema en lazo cerrado, la apli-

cacién del teorema de Hale (Teorema [2.7) conduce al resultado siguiente.

Lema 5.1 . Sea X un punto de equilibrio del sistema (95)-(96). Suponga que la funcion
f es diferenciable y que la derivada de ¢(x, 8) esta definida en (x, 8). Entonces, el
punto de equilibrio x sera local y asintéticamente estable si, y sdlo si, se satisfacen las

siguientes tres condiciones
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(LS1) K > f'(X)—1,
(LS2) K[1—-9'(x,0)] > f'(X), ¥

(LS3) (a) SiK # f’(x), existe w € (0, m), w # /2, que satisface w+ Ke’(x, 8)sen(w) > 0,

(0]

(b) Si K =f’(x,8) entonces n/2 + K¢’(x, 6) > 0.

Prueba. Dado que la funcién f es diferenciable y la derivada de ¢ esta definida en X,
la aproximacién lineal del sistema en lazo cerrado alrededor de este equilibrio, consi-

derando el cambio de variable v = x — X, tiene la forma
v=av+ bvy, (101)

donde a=f'(X)—K, b=K@’(Xx,0) y vq4(t) = v(t—1). La aplicacién del teorema de Hale
descrito en el Capitulo 2, que establece condiciones necesarias y suficientes para la
estabilidad de equilibrios de sistema como (101) conduce directamente a las condicio-

nes (LS1-3) del lema. [ ]

Nota 5.1 . Observe que, dada la necesidad y suficiencia del teorema de Hale para
la estabilidad de un punto de equilibrio, basta que al menos una de las condiciones

(LS1-3) no se satisfaga para asegurar la inestabilidad del mismo.

Ejemplo 5.1 . Considere el sistema lineal f(x) = —ax y el mapa logistico ¢ (x, 0) =
6x(1—x),
X=f(x)—K[x— (X7, 6)] =—ox—K[x—60x(1—x7)], (102)

donde a > 0, K > 0 y @ > 1. Este sistema tiene dos puntos de equilibrio, X, = 0 y

X2 =1—(1+ a/K)/6. Las condiciones para la estabilidad local son

(1) Para xi1: (a) K>—a—1, (b) K<a/(6—1), y(c) siK+a=0 entonces K6 >—m/2,
0 KO >—w/sen(w) si K+ a # 0 para algun w € (0, M), w # 1/2.

(2) Para x3: (a) K>—a—1, (b) K> a/(6—1), y (c) si K+ a=0 entonces K(2—0) >
—2a—"1/2, 0K(2—0) > —w/sen(w)—2a si K+a # 0 para algun w € (0, m), w # n/2.
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5.3. Condicion de semipasividad

En esta seccidn, utilizando el concepto de semipasividad (Capitulo [2), se determi-
nan condiciones bajo las cuales las trayectorias del sistema retroalimentado (95)-(96)
permanencerdn acotadas, teniendo por resultado que estas trayectorias sean periddi-

cas, no periddicas o cadticas.

Considere una conexidn en retroalimentacion negativa de un sistema pasivo Z; y
de un sistema semipasivo Z, en el lazo de retroalimentacion, ver Figura 23] Suponga
que u;, X; € y; son la entrada, estado y salida del sistema Z;, respectivamente ( =
1,2. Ya que Z; es pasivo, existe una funciéon de almacenamiento S1(x1) y una funcién
Hi(x1) = 0 tal que uIyl > S1(x1) + Hi1(x1), y debido a que I, es semipasivo, existe
una funcién de almacenamiento S,(x2), un nimero positivo r y una funcidon Hx(x3)
que es no negativa para ||xz2|| = r, tal que ugyz > Sy(x2) + Ha(x2) para ||x2l| = r. Si u
es la entrada del sistema interconectado e y la salida; entonces u=uj; + y2, up =y €

y =y1. Por lo tanto
u'y >S1+ Hi(x1) + S2 + Ha(x2) = S + H(x), (103)

;
donde x = (X71— XD , S =S514+S5>, H(X) = Hi(x1) + H2(x2) y H(x) = 0 si ||x]| = 6 para

alguna0<é<r.

U 1Y
u_ [ 1 21 Y

Y2 22 U2

Figura 23. Conexidén en retroalimentacién negativa.

En resumen, una conexién retroalimentada de un sistema pasivo con uno semipa-
sivo es semipasivo. Observe que, las trayectorias estan acotadas ya que la conexién

es semipasiva. Con esto se puede expresar el siguiente resultado.
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Teorema 5.1 . Considere el sistema de primer orden
Zi:Xx=f(X)+u, y=x, (104)
donde f :R—Res !y f(0)=0, con la sefial de entrada
u(x) =—K[x—ox(t—1),0)], (105)
con K > 0 y suponga que se satisfacen las siguientes condiciones:

(AS1) Para cualquier x # 0, xf(x) < 0.

(AS2) Para un valor de 6 dado, el mapa ¢(x, 0) esta acotado, ¢(0,0) = 0, y satisface

que

(a) Su derivada ¢’(-, 8) esta definida en cualquier punto de equilibrio x del siste-
ma en lazo cerrado (104)-(105) y |¢’(x, 6)| > 1;
(b) Existen dos intervalos, ] = (a,d) eI = (b,c), cona < b <0 < c <d tal que
x(x,0) > x? para x €I\ {0}, xp(x,0) < x? parax €1, y ¢(x,0) = 0 para
Xé&].
(AS3) En cualquier punto de equilibrio X del sistema en lazo cerrado (104)-{105), se

satisface la siguiente desigualdad,

(a) Si ’(x,0) > 1, entonces

.
X
> —f( ? ; (106)
1-9'(x,6)
(b) Si ¢’(x, 8) <—1, entonces existe una w € (0, m) tal que
=0
(107)

> .
o’(x, 8)sen(w)

Entonces, existe un numero positivo Kmin tal que el sistema retroalimentado (104)-
exhibe soluciones oscilatorias acotadas para todo K > Kmin. Dependiendo de los
valores de la ganancia K y del comportamiento dinédmico definido por el mapa ¢ (z, 6),

estas soluciones pueden ser periddicas o no periédicas.

Prueba. Primero se probara la inestabilidad de los puntos de equilibrio del sistema
en lazo cerrado (104)-(105). Si ¢’(x, 8) > 1, de la condicién (AS3a) se observa que
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la desigualdad es lo opuesto a la condicién (LS2) del Lema (observe que
1—¢’(x,0) < 0), por lo que el equilibrio x serd inestable. Si ¢’(x, 8) < —1, observe
que de la condicion (AS3b) es lo opuesto de la desigualdad dada en la condicién
(LS3) del Lema [5.1] Por lo tanto, las condiciones (AS3a,b) garantizan la inestabili-
dad de los puntos de equilibrio del sistema en lazo cerrado, evitando que el estado x

converja a una constante.

Ahora defina al sistema

Z:v(y)=K[y—o(y: 0)] (108)

el cual tiene como entrada a y y como salida a v. El sistema en lazo cerrado (104)-(105)
estd compuesto por la conexiéon retroalimentada negativa (u = —v) de los sistemas
Y, y X,. Por lo tanto, estd conexién sera semipasiva si uno es pasivo y el otro es

semipasivo.

Considere ahora el sistema Z; (104) y la funcién de almacenamiento S(x) = x2/2.
Entonces, uy = (x— f(x))x =S —xf(x) =S + H(x), donde H(x) = —xf(x) > 0 para x # 0
por la condicion (AS1). Entonces, de la Definicion se concluye que el sistema X

es estrictamente pasivo.

Ahora se probara la semipasividad de Z,. Para esto, considere el sistema

V(y)=K[y—o(y, 0)]. (109)
Por la condiciéon (AS2b) se tiene

<0, V el\ {0},
yv=Ky[y—o(y, 6)] y e\ {0} (110)
>0, V yé&].

Observe que ¢ (y<) = @ (y + 8y) es un desplazamiento del mapa ¢ a lo largo del eje ho-
rizontal. También, observe que ¢ (y, 8) = 0 para y ¢ J (condicién (AS2b)). De esta ma-
nera, para cualquier y; = y+ 8y ¢/ se tiene que yv = Ky? > 0, llevando eventualmente
a y ¢ J, asegurando la semipasividad del bloque. Ya que y e y: no necesariamente

estan fuera de J al mismo tiempo, el intervalo donde Ky[y— ¢ (y+, 6)] > 0 puede ser
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variante en el tiempo, pero la desigualdad

yv=Kyly—o(y.,6)] >0, (111)

se satisface para y e y- fuera de algln intervalo J, y el sistema (108) serd semipasivo.

En consecuencia, ya que el sistema en lazo cerrado no puede converger a los pun-
tos de equilibrio (porque son inestables) y las trayectorias del sistema estan acotadas

(debido a la condicién de semipasividad), entonces deberdn ser oscilatorias.

Para conocer el valor de K minimo que asegure lo expresado en el parrafo anterior,
se hace el siguiente andlisis. Si ¢’(x) > 1, entonces 1 —¢/(x,0) <0y tiene la
forma K > f/(x)/[1—¢’(x,0)] = K1. En este caso, si K1 es positivo, se elige K > K3,
de lo contrario se toma a K > 0. Por otro lado, observe que, si ¢’(x) <—1, tiene
la forma K > —w/[¢’(X)sen(w)] = K> > 0. Suponga que hay m puntos de equilibrio
del sistema en lazo cerrado (104)-(105). Por lo tanto, para cada punto de equilibrio
X;, i=1,...,m, habra un valor minimo de K, denotado por K;, que hace inestable a
este punto de equilibrio. En consecuencia, para que todos los puntos de equilibrio sean
inestables, se elige

K > Kmin=max{K;,i=1,...,m}. (112)

Nota 5.2 . Observe que cuando x: & J, entonces ¢ (x-,0) = 0 y el sistema en lazo
cerrado queda como x = f(x) — Kx. Ya que x = f(x) es estrictamente pasivo y K > 0,
el sistema es atraido hacia x = 0 mientras x. € J; sin embargo, no converge al origen
porque éste es inestable. Si en cierto momento el estado esta cerca del origen, éste
sera repelido, eventualmente alcanzando la regién donde sera atraido de nuevo. Este
cambio de energia es el que genera el comportamiento oscilatorio del sistema en lazo

cerrado.

5.4. Ejemplos

En esta seccidn, se ilustra la técnica propuesta mediante algunos ejemplos numé-
ricos que muestran la relativa facilidad de generar oscilaciones en sistemas de pri-

mer orden. En particular, se considera que el sistema en lazo abierto es lineal, donde
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f(x) =—x, y el mapa ¢ estd descrito por el mapeo logistico, la funcién seno y la funcién
triangular, definidos en el intervalo / = (a, d), de acuerdo al Teorema con un valor

cero fuera de este intervalo. Por lo tanto, el sistema en lazo cerrado tiene la forma
X=—x—K[x—9(x7)], y=x, (113)

donde K > 0 y x(t) = x(t— 7). Observe que xf(x) = —x2 < 0 para x # 0; en conse-

cuencia, se satisface la condicién (AS1) del Teoremal5.1]

5.4.1. Mapa logistico

Para este ejemplo, el mapa logistico es modelado por

0(xs) = ux<(1—x¢), xz€J=(0_,1); (114)
0, Xt ¢j,

donde u > 1y 0_ es un niUmero negativo arbitrariamente pequefio. Se denota al para-

metro 6 por u, la cual es una notacion estandar para el sistema logistico.

Como se vi6 en el Ejemplo[5.1] de la Seccién el sistema en lazo cerrado tiene
dos puntos de equilibrio, x; =0y X, = 1—(1+1/K)/u. Por otra parte, ¢(x) esta acotada,
o’'(X1)=u, o'(X2) =u[—1+ 2(1 + 1/K)/u] estén bien definidas, ¢’(x) > 1 siu > 1 para
X1y ¢'(x) <—1siu> 3+ 2/K para X», satisfaciendo la condicién (AS2a). Para este

caso, /] =(0_,1),I=(0,x3), y es facil demostrar que se satisface la condicién (AS2b).

Se sabe que el mapa logistico presenta un comportamiento oscilatorio a partir de
u = 3, por lo que se considerara a u > 3. La condicién (AS3a) se satisface para x1 si
K>1/(u—1)=K;i,y (AS3b) se cumple para x> si K > 2+ w/sen(w) = K>, para alguna
w € (0, m). De hecho, el valor minimo que satisface esta Ultima desigualdad es para
w = 07", donde 0% es un nimero positivo arbitrariamente pequenfo, tal que K, = 3. Por
lo tanto, Kmin = max {1/(u—1), 3} = 3, porque u > 3; entonces, K deberd ser mayor
que 3. Esto significa que el comportamiento oscilatorio del sistema (113)-(114), con

M > 3, inicia con K = 3.

En la Figura [24] se muestran varias 6rbitas para diferentes valores del parametro K,
con u = 4. Observe que el comportamiento oscilatorio inicia en K = 3 (Figura [24](a)),

y el sistema exhibe comportamiento periédico para K = 5 (Figura 24[b)), érbita 2-
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periddica para K = 8 (Figura[24{c)), y un comportamiento irregular para K = 20 (Figura
[24)(d)). La sefial de la ley de control para cada una de las érbitas del sistema (113)-
(114)) se muestra en la Figura[25]

0.8 T T T 0.9
0.7r
0.8r
0.6r
05} 0.7+
8 8
0.4} 0.6-
0.3r
0.5r
0.2+
0-1 i i i 04 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1 x1
(a) K=3. (b) K=5.
1 1
0.9
0.8r
0.8r
0.7} | 0.6r
8 8
0.67 0.4f
0.5f
0.2
0.4r
i i i O i i i i
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xr1 xr1
(c) K=8. (d) K =20.

Figura 24. Respuesta del sistema (113) con el mapa logistico (114), para u = 4 y diferentes valores de
K.

En la Figura se resume el comportamiento de este sistema en funcién de Ky u
en alguna regién del plano (K,u). La zona azul corresponde a los puntos de equilibrio
estables, la zona verde al comportamiento periédico y la zona roja a las dindmicas no
periédicas y cadticas. Observe que el comportamiento cadtico inicia para valores de u

menores a 4, si K es lo suficientemente grande.

En la Figura se muestra el maximo exponente de Lyapunov como una funcién

del parédmetro K y u = 4. Observe que, para este valor del parametro u, el maximo
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Figura 25. Sefial de control para el sistema (113)-(114), con u = 4 y diferentes valores de K.
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Figura 26. Comportamiento del sistema (113) con el mapa logistico (114) en el espacio paramétrico-
(K, u). Puntos de equilibrio (azul), érbitas peridédicas (verde), ébitas no periddicas y cadticas (rojo).

exponente de Lyapunov es positivo para K > 9, el cual corresponde bien a los valores
(K, 1) mostrados en la Figura[26]

Finalmente, en la Figura[28|se muestra el diagrama de bifurcacién y la ubicacion de
uno de los puntos de equilibrio inestable cuando el pardmetro K varia en el intervalo
[4,20]. Observe que el punto de equilibrio inestable (x =1—(a/K+ 1)/u=0.72siK =
30) seacercaa 1—1/u=0.75 para K suficientemente grande. Se puede observar una
amplia gama de comportamientos dindmicos de este sistema. También, observe que

los valores para el comportamiento periédico y cadtico corresponden a los mostrados
en la Figura [27]

5.4.2. Mapa seno

Ahora considere al sistema lineal estrictamente pasivo (113), con la funcién seno
¢ (x7) = Asen(x¢), para x € (—m, m), y cero en otra parte. Entonces, f'(x) = -1y

@’(x) =Acos(x).

El origen x; = 0 es un punto de equilibrio. Debido a que ¢’(0) = A, entonces se
puede hacer mayor que uno si A > 1. Por lo tanto, de (106), K > 1/(A— 1) hace al

origen inestable. Bajo esta condicién (A > 1 + 1/K) el sistema en lazo cerrado tendra
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Figura 27. Maximo exponente de Lyapunov del sistema con el mapa logistico como una
funcién del pardmetro K.

y ubicacién del punto de equilibrio inestable del sistema (113) con
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otros dos puntos de equilibrio X, € (n/2,m) y X3 = —X>, soluciones de la ecuacién
Asen(x)/x = 1+ 1/K. Para estos dos ultimos puntos, ¢’ (x) = Acos(x); entonces,
¢’ (x) puede hacerse menor que —1 con A bastante grande, lo cual fijara a X2 en el
intervalo (n/2, m) haciendo negativo a cos(Xz). Por lo tanto, (107), se reescribe como
KA cos(x2) = —w/sen(w), que puede satisfacerse para alguna w € (0, ). De hecho, se
puede satisfacer esta condicién si KA > —1/cos(x2). Un andlisis similar puede hacerse

para X3, llegando a la misma condicién.

Por otro lado
yv=Kx(x—Asen(x;))>0 si x¢¢&(—m m), (115)

y todas las condiciones establecidas en el Teorema [5.1] se satisfacen.

La Figura muestra algunos atractores para diferentes valores de la ganancia
K. Cuando se satisfacen las condiciones dadas en el Teorema entonces el sistema
exhibe 6rbitas periddicas y cadticas, tal y como se muestran en las figuras[29)(a){29|d).
En la Figura [30|se puede observar la sefial correspondiente al control para cada érbita
mostrada en la Figura [29]

El espacio paramétrico (A, K) muestra la region donde el sistema exhibe puntos de
equilibrio estables, érbitas periddicas y cadticas; ver Figura[31] La Figura muestra
el diagrama de bifurcaciones y la ubicaciéon de un punto de equilibrio inestable del
sistema con respecto al parametro K, con A = 3, y la Figura muestra el maximo
exponente de Lyapunov como una funcién del pardmetro K. El punto de equilibrio
inestable del sistema en lazo cerrado converge al punto fijo del mapa ¢ (x, A) para una

K suficientemente grande.

Se pueden obtener otros atractores cambiando el intervalo donde el mapa ¢ (x:) es
diferente a cero. Por ejemplo, con A=5, K=10, x; € [—2m, 2m], el sistema despliega
la 6rbita mostrada en la Figura[34{a), y siA=—-5,K =10y x =[—2m, 27], el sistema
despliega la érbita mostrada en la Figura [34{(b).
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Figura 29. Respuesta del sistema (113) con el mapa seno, A= 3, ) =(—m, m), y varios valores de K.
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Figura 30. Sefal de control para el sistema (113) con el mapa seno, A =3,/ = (—m, m), y varios valores

de K.
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A

Figura 31. Comportamiento del sistema (113) con el mapa seno en el espacio paramétrico-(A, K). Puntos
de equilibrio (Azul), érbitas periddicas (verde), érbitas no peridédicas y cadticas (rojo).

Figura 32. Diagrama de bifurcaciones y ubicacién de un punto de equilibrio inestable del sistema (113)
con el mapa seno.
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Figura 33. Maximo exponente de Lyapunov del sistema (113) con el mapa seno.

y
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5,K=10, xr € [—-2m, 2m], (b) A=-5,

Figura 34. Atractores del sistema (113) con el mapa seno: (a) A

10, x¢ € [—2m, 27].

K=
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5.4.3. Mapa tridangular

Finalmente, considere al sistema (113)), donde

ax¢, Xr€(0_,0.5);
o(x:)=4a(l—x¢), x¢€[0.51); (116)
0, XT ¢ (0—, 1):

con 1 < a < 2. Este sistema es lineal por partes y tiene dos puntos de equilibrio, x; =0

Yy Xo = 1/(1 + ’%1) Para ambos puntos de equilibrio f/(x) = —1.

Ya que ¢ (x1) = a > 1, se satisface la condicion (AS2) y con (AS3a) se tiene que
K > 1/(a— 1). Ademas, se tiene que ¢ (Xx2) = —a < —1; entonces, se cumple (AS2)
y (AS3b) se satisface si K > 1/a (para w = 04). Dado que a > 1, entonces Kmin =
1/(a—1).

La Figura muestra diferentes respuestas del sistema (113)-(116) para distintos
valores de la ganancia K. También, en la Figura ? se puede apreciar las sefales de u(t)

para cada érbita presentada en la figura anterior.

Este sistema puede desplegar una variedad de comportamientos dindmicos como
puntos de equilibrio estables, drbitas periddicas y cadticas. Estas dinamicas pueden
observarse en el plano (a, K), como se muestran en la Figura [37] La Figura mues-
tra al maximo exponente de Lyapunov como una funcién del pardmetro K, con a = 2.
El diagrama de bifurcacién, mostrado en la Figura ha sido generado con los mis-
mos valores parametricos que el diagrama del maximo exponente de Lyapunov. En el
diagrama de bifurcaciéon también se muestra un punto de equilibrio inestable, el cual
converge al punto fijo correspondiente del mapa, para valores de K suficientemente

grandes.
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Figura 35. Respuesta del sistema 1) con el mapa tridngular 1D paraa=2.



80

0.7 0.8

0.6

0.5

T 04
3

0.3

0.2

0.1 : : ‘ :
0 20 40 60 80 100

20 40 60 80 100

(a) K=1.5. (b) K=2.

1.2 T T T T 10 T : . .

06 F =

04 r

0.2 i

0 L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t

(c) K=3. (d) K = 20.

Figura 36. Sefial de control para el sistema (113) con el mapa triangular (116)), con a = 2.
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a

Figura 37. Comportamiento del sistema (113) con el mapa tridngular (116). Puntos de equilibrio estables
(azul), érbitas periddicas (verde), érbitas no periddicas y cadticas (rojo).
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Figura 38. Maximo exponente de Lyapunov del sistema (113) con el mapa tridngular (116).
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Figura 39. Diagrama de bifurcacion y ubicacién del punto de equilibrio inestable del sistema (113) con

el mapa tridngular (116).
5.5. Circuito caético

Los comportamientos dindmicos mostrados en la seccién previa también se pueden
observar en un sistema fisico simple. En esta seccién se muestra la implementacién de
un circuito pasivo lineal con una sefal de entrada que depende del estado retardado,
el cual es procesado por una funcién no lineal, y estéd funcién es el mapa logistico. La

dindmica del circuito, mostrado en la Figura[40] es modelada por la ecuacién
RCx =—x+u, (117)

donde x es el voltaje a través del capacitor C, y la entrada esta dada por

—K(x—pux:(1—x7)), x:€(0_,1),
U= (118)
—Kx, x.¢(0_,1).

La sefial de entrada u es generada utilizando Simulink(©), y la interfaz usada entre la

computadora y el circuito es la tarjeta de adquisicion de datos CLP1104 de dSPACE(®©.

Eligiendo el valor de los componentes R = 1kQ y C = 1uF, se obtiene la constante

de tiempo RC = 1ms, la cual hace un escalamiento a la dindmica del circuito (117) por
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Parte lineal
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R ———

Parte no lineal

Figura 40. Circuito RC.

un factor de K, = 1/RC = 103; es decir,

X = Kp(—Xx + u). (119)

El circuito tiene la misma estructura que el ejemplo de la Seccién (mapa
logistico). El andlsis y aplicaciéon del Teorema son similares y es posible calcular
todos los pardmetros tal que se satisfagan las condiciones (AS1-3). Observe que, en
casos reales como éste, es necesario un escalamiento en el tiempo para poder aplicar

los resultados aqui descritos.

En lo que sigue, los resultados descritos a continuacién, se obtuvieron utilizando
U =4y 1= 0.1s. La ganancia K toma diferentes valores para mostrar los diversos
comportamientos del circuito. La Figura muestra la respuesta para cada valor del
parametro K (3, 3.5 y 4.5). Observe que, para k = 3, el circuito exhibe un compor-
tamiento periddico. Cuando K = 3.5 se tiene una 6rbita 2-periddica y con K = 4.5 se
observa un comportamiento irregular. La Figura [42] muestra la sefial de entrada aplica-
da al circuito, las cuales corresponden a las dinamicas mostradas en al figura anterior.
Observe que la magnitud de esta sefal esta contenida dentro del rango de voltaje que

maneja la interfaz D/A (£5V).

Debido a las limitaciones que tienen las tarjetas de adquisicion de datos en el tiem-

po de muestro y en la cantidad de datos que se pueden enviar, fue necesario realizar
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un escalamiento en el tiempo para la implementacién del circuito. Esto tuvo como con-
secuencia un reajuste en los valores de los parametros 7 y K de la sefial de control.
Como pudo observarse T se reajusto en 0.1s y los cambios en la dinamica del circuito

ocurrieron para valores de K distintos a los del ejemplo mostrado en la Secciéon |5.4.1|

5.6. Conclusiones

En este capitulo se propuso un procedimiento sistematico para inducir oscilaciones
periédicas y cadticas en sistemas continuos de primer orden, por medio de una funcién
no lineal del estado retardado por un tiempo T. Se mostré que se puede producir un
comportamiento oscilatorio imponiendo una condicion de pasividad sobre el sistema
en lazo abierto, ajustando la ganancia del controlador para forzar al punto de equili-
brio que sea inestable y asi garantizar la semipasividad del sistema en lazo cerrado.
Mediante algunos ejemplos, se ilustré la técnica propuesta, con lo que se pudo obser-
var una gra variedad de comportamientos oscilatorios. También, se incluy6 un ejemplo
fisico, un circuito electrénico en el que se indujo un comportamiento similar al mapa

logistico.
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Capitulo 6. Sistemas de segundo orden

En este capitulo, se aborda el problema de inducir oscilaciones, ya sean periddicas,
no periédicas o cadticas, en sistemas continuos de segundo orden por medio de una
funcién no lineal que depende de la salida del sistema retardada un tiempo T. Cabe
sefalar que se sigue la misma metodologia que en el capitulo anterior. En este caso, se
parte de un sistema de segundo orden, pasivo 0 semipasivo, y se propone un control
retroalimentado dado por una funcion no lineal que depende de la salida retardada,
para después fijar una ganancia con la cual se asegura que todos los puntos de equi-
librio del sistema en lazo cerrado son inestables. Con este control se desea imponer
condiciones de semipasividad. El sistema en lazo cerrado puede presentar dinamicas
similares a la del mapa definido por la funcién no lineal. Es importante mencionar que
las oscilaciones que presente el sistema en lazo cerrado serdn distintas a las oscilacio-

nes del sistema en lazo abierto, en caso de que existan.

Considere el sistema
X=f(x)+Bu, y=h(x), (120)

donde x € R? es el estado, u € R es la entrada de control, y € R es la salida, B=[0,1]"
es un vector constante, f(x) : R2 — R? es al menos ¢! (localmente Lipschitz), h(x) :
R? — R es continua, con f(0) = 0 y h(0) = 0. Como en los capitulos anteriores, se

propone que la sefal de entrada esté dada por

uly)=—K[ly—oey(t—1),0)], (121)

donde ¢ : R x R — R es una funcién no lineal, R es un subintervalo de R, 6 es un
parametro cuyo valor determina el comportamiento de ¢, K > 0 es la ganaciay 1> 0

es el tiempo de retardo. En este capitulo se considera que el retardo es unitario, T = 1.

6.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio

En esta seccidn se discuten algunas condiciones sobre la estabilidad de los puntos
de equilibrio. Al igual que en el capitulo anterior, se parte del hecho de que la esta-
bilidad local de un punto de equilibrio de un sistema no lineal se puede determinar

analizando su aproximacién lineal alrededor de ese punto.
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Sea el sistema (120)-(121) con x = (x1,x2)7 y f(x) = (fu(x), f2(x))". Aplicando el

método de linealizacion, visto en el Capitulo [2 alrededor del punto de equilibrio x, se

tiene
X=AX+A1X, (122)
donde x:=x(t—1) y
—Qo1 —Aao2 0 0
A= , A1= ,
—ap3 —dog4 —ai1 —ai2
con
of1 of1 oh af2 oh af2
dor=——|, Qu2=——|, a3=K—| ——| , Qua=K—| — —| ,
0X1 |% 21x 0X1|x OX1lx X2 |x  9X2|x

09 (h(x<), 6) L0, oh
ai1=—K ———| =—K — ,
X171 b 0h |hx) X1t %

o¢ (h(x<), 6 o] oh
a, = —k 222,00, 09 _
X217 x oh |hx) 9X2t %

La ecuacién caracteristica correspondiente al sistema (122) estd dada por

A2 + (@01 + @oa)A + (@01Q04 — A02Q03) + @126 2N + (@p1a12 — A02a11)e 2T =0. (123)

Las soluciones de esta ecuacion caracteristica determinan la estabilidad del siste-
ma lineal y con ello la estabilidad local del punto de equilibrio. En el Capitulo[2] se men-
cionan las condiciones necesarias y suficientes, establecida por Pontryagin Pontryagin
(1955), para que las raices de una ecuacién caracteristica tengan parte real negativa.
Partiendo de este resultado, (Marquez y Cuesta, 2019) establecen regiones de esta-
bilidad para sistemas lineales con retardo de segundo orden, desarrollando también
un software que permite visualizar las regiones de estabilidad a partir de los valores

parameétricos del sistema.

En este trabajo se utiliza el software desarrollado en (Marquez y Cuesta, 2019)
para determinar la estabilidad de los sistemas lineales relacionados con los puntos de

equilibrio del sistema no lineal.
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6.2. Condicion de semipasividad

Al igual que en la Seccién[5.3|del Capitulo[5] en esta seccién se determinan condi-
ciones bajo las cuales las trayectorias del sistema retroalimentado (120)-(121) perma-

necen acotadas.

La demostracidon de este teorema se omite ya que es similar a la del Teorema [5.1}

Teorema 6.1 . Considere el sistema de segundo orden

X1:X=f(x)+Bu,
(124)
y = h(x),

donde B=[0,1]7, f: R2 - R? es C1, h(x) : RZ — R es continua, con f(0) =0 y h(0) =0,

con una sefal de entrada

u(y) =—K[y—o(y(t—1),6)] (125)

con K > 0, y suponga que se satisfacen las siguientes condiciones

(i) El sistema (124) satisface la condicién de pasividad o de semipasividad.
(i) Para un valor de 6 dado, el mapa ¢(y, ) esta acotado, ¢(0, 8) =0, y satisface que

a) Las derivada a¢@/dy esta definida en cualquier punto de equilibrio x del siste-
ma en lazo cerrado ({124)-(125), y |a¢ (h(x), 6)/3y| > 1;
b) Existen dos intervalos, ] = (a,d) eI = (b,c), con a < b <0 < c <d tal que
yo(y, ) > y? paray €I\ {0}, yp(y,0) < y* para y ¢1, y ¢(y,0) =0 para y ¢].
(iii) Todos los puntos de equilibrio x del sistema retroalimentado (124)-{I25) son ines-

tables para una K > Knmin.

Entonces el sistema retroalimentado - exhibe soluciones oscilatorias aco-
tadas para todo K > Kmin. Dependiendo de los valores de K y del comportamiento
dinamico definido por el mapa @(z, 0), estas soluciones pueden ser periddicas o no

periddicas.
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6.3. Ejemplo

En esta secciéon se muestra la aplicacion de la técnica propuesta mediante un ejem-

plo. En particular, se considera al sistema de van der Pol controlado
X(t)+ o[x?(t)— 1]x() + x(t) = u, (126)

donde 0 € R, es un parametro del sistema. Representando a este sistema en la forma

de (124) se tiene que

X1 = X2,
>'<2=—x1—o(x§—1)xz+u, (127)
y = h(x),

donde u es la entrada de control y tiene la forma de (125) mientras que y = h(x) es
la salida del sistema. Observe que eligiendo a la funcién de almacenamiento S(x) =
%x‘l‘ + %(xl + x2)? con h(x) = x1 + x2, el sistema ) cumple con la condicion de

semipasividad

uy > S(x) + H(x),

o+2

>/ satisfaciéndose asi la

con H(x) = x2 — ox1x2 + (x%—o— 1)x§ > 0 para |x1]| >
condicién (i) del Teoremal[6.1]

El mapa ¢ de la entrada de control es descrito por el mapa logistico, el cual es
modelado por
,UYT(]-—YT)' Yt €j=(0—l 1):

o(y:) = (128)
0, Z2 I

donde u > 1, 0_ es un numero negativo arbitrariamente pequefo y y = y(t— 1), con

T=1.

El sistema en lazo cerrado tiene dos puntos de equilibrio x(1) = (0,0) y x(@ =
(1—(1+ 1/K)/u, 0). Ademas, ¢(y) estd acotada, ¢ (x(V) =, ¢ (x) =p[—1+2(1 + 1/K)/u]
estan bien definidas, ¢’(y) > 1 si u > 1 para x1 y ¢’(y) < —1si u > 3+ 2/K para x(2),

con lo que se satisface la condicién (iia). En este caso, J = (0-,1), I = (0,x?) y se
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puede demostrar que la condicidn (iib) se satisface.

Para determinar la ganancia Kmi, con la cual los puntos de equilibrio x(1) y x(2) del
sistema retroalimentado (127)-(128) sean inestables, condicién (iii) del Teorema

se hace uso del software mencionado en la Seccién [6.1l.

En la Figura[43]se pueden observar diversas érbitas para diferentes valores del pa-
rametro K, con u = 4. Para K = 1, la érbita presenta un comportamiento oscilatorio que
se apaga hasta converger al punto de equilibrio X = (0.5, 0) (Figura [43|a)). También,
exhibe un comportamiento periédico para K = 2 (Figura[43{b)), 6rbita 2-periddica para
K = 2.8 (Figura [43|c)), y comportamiento no periddico, que es cadético, para K = 5
(Figura [43(d)). En la Figura [44] se presenta la sefial de control correspondiente a cada
6rbita mostrada en la Figura [43]

Este sistema puede exhibir una variedad de comportamientos dindmicos como pun-
tos de equilibrio estables, érbitas peridédicas y cadticas. Estas dinamicas pueden obser-
varse en el espacio paramétrico-(u, K); mostrado en la Figura [45] La zona azul corres-
ponde a los puntos de equilibrio estables, la zona verde al comportamiento peridédico
y la zona amarilla corresponde a las dindmicas no periddicas y caéticas. Se puede ob-
servar que en la zona que corresponde a las dindmicas no periddicas y cadticas, para

ciertos valores de K y u, existen comportamientos periédicos.

La Figura[46/muestra el diagrama de Feigenbaum cuando el pardmetro K varia en el
intervalo [1,5], con u = 4. Se puede observar una amplia gama de comportamientos
dindmicos del sistema. Cuando 1 < K < 1.6 se tiene un punto de equilibrio estable,
y conforme se continla aumentando el valor de la ganancia K aparecen las érbitas
periddicas y cadticas. Por Ultimo, en la Figura[47] se muestra el méximo exponente de
Lyapunov como una funcién del parametro K y u = 4. Debido a que la dindmica del
sistema esta contenida en un atractor y como el maximo exponente de Lyapunov es

positivo, entonces el sistema es cadtico.
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Figura 45. Comportamiento del sistema (127) con el mapa logistico (128). Puntos de equilibrio (azul),
Orbitas periddicas (verde), ébitas no periédicas y cadticas (amarillo).
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6.4. Conclusiones

En este capitulo se adaptd el procedimiento utilizado para inducir oscilaciones pe-
riddicas y caodticas en sistemas de primer orden a sistemas de segundo orden. Al forzar
a que los puntos de equilibrio sean inestables mediante la variacién de un parametro,
e imponer condiciones de semipasividad en el sistema en lazo cerrado, se produce
un comportamiento oscilatorio de éste. También se observé que este comportamiento
oscilatorio depende de la ganancia de la entrada de control y de la dindmica del mapa

@ propuesto como la funcién no lineal. Esto se ilustr6 mediante un ejemplo.
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Capitulo 7. Conclusiones

En esta tesis se propusieron procedimientos sistematicos para inducir oscilaciones
periédicas y cadticas en sistemas de bajo orden, particularmente en sistemas de pri-
mer y segundo orden. Se planteron tres procedimientos, en los cuales se utlizé un con-
trol retroalimentado que depende del estado actual y del estado retardado un tiempo

T, y mediante algunos ejemplos se ilustré la efectividad que tiene cada uno de ellos.

En el primero de estos procedimientos se partié de un sistema de segundo orden ti-
po Lienard, en el cual se utilizé una sefial de control que depende de una combinacién
lineal del estado actual y del estado retardado. Con la finalidad de evitar la dificultad
del analisis de un sistema con retardos se utilizé las series de Taylor para expandir el
retardo hasta el tercer orden y obtener una aproximacion del sistema, para después
igualarlo con algun sistema caético existente. Para seleccionar el sistema cadtico con
el cual se iguala al sistema aproximado se utilizé un catalogo de sistemas caéticos pro-
puesto por Sprott Sprott y Clinton (2010). Como se vid, este método es facil de aplicar.
Una vez que se tiene el sistema al que se va a igualar el sistema aproximado, basta
con fijar las ganancias y el retardo del controlador para tener la igualdad de sistemas.
Una limitante de este método es que sélo es aplicable a sistemas de segundo orden
tipo Lienard y que depende de las funciones f(x) y g(x) del sistema, con lo cual se
podria tener dificultades para encontrar un sistema cadtico al cual igualar al sistema
aproximado. Sin embargo, a pesar de estas limitantes este método es una buena al-
ternativa para producir érbitas cadticas en cierta clase de sistemas de segundo orden

debido a la sencillez de aplicacion.

Otro método propuesto en esta tesis para inducir érbitas peridédicas o cadticas en
sistemas dinamicos se basa en perturbaciones singulares. Este procedimiento, a di-
ferencia del anterior, es aplicable a sistemas de cualquier orden. El procedimiento
consiste, como primer paso, en llevar al sistema a la estructura de perturbaciones sin-
gulares, ya sea con una ley de control o mediante un cambio de variables, para des-
pués acoplarlo a un sistema de retardo puro ("pure shift") con la misma estructura que
un sistema discreto (mapeo). Como resultado se tiene que el sistema en lazo cerrado
es capaz de producir dinamicas similares a las del mapa utilizado; esto pudo obser-
varse al aplicar este procedimiento en sistemas de primero, segundo y tercer orden,

teniéndose como resultado que cada uno de ellos presentaron dindmicas similares a
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las del mapa utilizado, en estos ejemplos se utiliza el mapa logistico. Estos resulta-
dos muestran que el método es aplicable a una amplia gama de sistemas dindmicos,
a diferencia del procedimiento donde se aplica la aproximacién por series de Taylor,
gue es aplicable so6lo a sistemas de segundo orden tipo Lienard. Un incoveniente de
este método es que, en la mayoria de los casos, se debe de eliminar la dindmica del
sistema original y podria llevar a tener un esfuerzo de control muy grande. A pesar de
ello, el método es confiable y cumple con el objetivo de inducir dindmicas periddicas

0 caobticas en sistemas dinamicos.

Por Ultimo, se propuso una técnica para generar oscilaciones periddicas y cadticas
en sistemas continuos de primero y segundo orden. En esta técnica se planteé disefar
un control retroalimentado definido por una funcién no lineal del estado retardado y
ajustando la ganancia del control se asegura la inestabilidad de todos los puntos de
equilibrio del sistema en lazo cerrado. Una vez que se cumple con la inestabilidad
de los puntos de equilibrio, mediante el concepto de semipasividad, se establecieron
condiciones bajo las cuales se asegurd que las trayectorias del sistema en lazo cerrado
permanecen acotadas, teniendo como resultado 6rbitas peridédicas o cadticas. Esto
pudo observarse en los ejemplos presentados en los capitulos 5]y [6l En el Capitulo
se aplicé esta técnica en un sistema pasivo de primer orden, utilizando como funcién
no lineal a los mapas logistico, seno y triangular, y en el capitulo [ se utilizé esta
metodologia en el oscilador de van der Pol, con el mapa logistico como la funcién no
lineal. En todos estos ejemplos fue posible producir drbitas periddicas o caéticas, el
tener una orbita u otra se logré ajustando tanto la ganacia del controlador como del
pardmetro correspondiente de los mapas utilizados. También pudo verse que no es
necesario aplicar una ganancia grande para lograr inducir este tipo de 6rbitas sobre
estos sistemas, a diferencia de lo que se establece en la técnica de perturbaciones

singlares, por lo que puede verse como una ventaja utilizar esta técnica.

7.1. Trabajo a futuro

Este trabajo de tesis se enfocd en generar oscilaciones periddicas y cadticas en
sistemas dindmicos de bajo orden, para ello se propusieron tres procedimientos, por

lo que se propone como trabajo a futuro lo siguiente.

Para el método de aproximacidn por series de Taylor se parte de un sistema tipo
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Lienard, con f(x) y g(x) definidas, para después igualar el sistema aproximado con
un sistema cadtico existente. Seria de interés poder establecer un procedimiento pa-
ra realizar el proceso de forma inversa, partir de un sistema cadtico sin retardos y
obtener un sistema de segundo orden con retardos. También, es de interés estudiar
las propiedades con las que deben de contar las funciones f(x) y g(x), para cuando
se aplique el control propuesto y al fijar las ganancias y el retardo de éste, tener un

sistema con 6rbitas cadticas.

Para la técnica en la que se aplica el concepto de semipasividad, un trabajo que
puede desarrollarse es establecer condiciones bajo las cuales se pueda asegurar la
inestabilidad de las érbitas periddicas y se tenga Unicamente érbitas caéticas; asi co-
mo las que se establecieron para la inestabilidad de los puntos de equilibrio y con las
gue se aseguraron, junto con la condicidn de semipasividad, la existencia de érbitas
periédicas y caéticas. Otro trabajo que puede hacerse es establecer un rango para el

retardo con el cual se siga conservando la propiedad de semipasividad del sistema.
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