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RESUMEN de Ila tesis que presenta Armando Reyes Serrato como
requisito parcial para obtener el grado de MAESTRO EN
CIENCIAS en FISICA APLICADA con opcion en ELECTRONICA Y

TELECOMUNICACIONES. Ensenada, B.C., México. Febrero de 1987.
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Los avances techoldgicos de las ultimas décadas en el campo
de los circuitos integrados, han permitido que la simulacidén
y sustitucion de un resistor por capacitores y conmutadores
sea Util y econdtmicamente costeable. Por tal motivo en la
década de los 70's se inicia la popularizacién de lo que

ahora se conocen como redes de capacitores conmutados.

La construccion de un resistor en circuito integrado, tiene
la desventaja de que ocupa mucho espacio, de que nho se puede
obtener con un valor muy preciso Yy de que es muy variable
con la temperatura. Todas I|las desventajas anterires se
eliminan cuando en lugar de integrar el resistor se integran

capacitores y conmutadores que sustituyen al resistor.



El objetivo del presente trabajo de tesis es: desarrollar un
metodo topoldgico para obtener las ecuaciones necesarias,
para el analisis de redes de capacitores conmutados, en una
forma facil, desarrollo que ayuda a simplificar el analisis

de tales redes.

Se propone primero un procedimiento sistematico para obtener
la ecuaciédn nodal, la de secciones de corte y la de lazos,
de una red de capacitores conmutados multifasica, que no

contiene elementos activos como parte de la red.

Posteriormente se establece el procedimiento sistematico
para obtener la ecuacidn nodal y la de lazos, de una red de
capacitores conmutados multifasica que contiene elementos
activos. Para esto ultimo, se hace uso de las equivalencias
nulator-norator del transistor Y del ampl i ficador

operacional.

El método propuesto en este trabajo de tesis tiene la
ventaja, con respecto a los ya existentes, de que no
requiere circuitos equivalentes en el dominio Z, tampoco
son necesarias operaciones matriciales complicadas para
obtener las ecuaciones que caracterizan a las redes de

capacitores conmutados en el dominio Z.

Mediante los ejemplos realizados para ilustrar el metodo

aqul propuesto se hace ver que éste es muy simple comparado



con los métodos desarrol lados en las referencias mencionadas

en el ejemplo correspondiente.
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METODO TOPOLOGICO PARA OBTENER LAS ECUACIONES DE

UNA RED DE CAPACITORES CONMUTADOS MULTIFASICA

PRESENTACION

I.1 Presentacion del problema

Aun cuando la utilizacién de un capacitor y conmutadores
para la simulacidén de una resistencia se reconocid hace ya
mucho tiempo [Maxwell, 1892], no fue sino hasta hace
relativamente poco que los capacitores conmutados recibieron
atencidén por parte de Ilos disefiadores de circuitos [Fried,
1972; Fettwels, 1981]; el progreso de la tecnologia MOS
(Metal Oxido Semiconductor) con la cual la integracion de
capacitores y conmutadores es practica y costeable, did el
impulso definitivo a los circultos de capacitores conmutados

[Caves, et al., 1977; Hosticka, et al., 1977].

Se origind entonces una serie de métodos de analisis para

este tipo de circuitos: algunos numéricos, disefados
especialmente para computadoras [Brglez, 1978; Liou y Kuo,
1979; Tsividis, 1979; etcéteral]; otros algebraicos para el

establecimiento de las ecuaciones [Kurth y Moschytz, 1979;
Hokenek y Moschytz, 1980; Lin, 1981; Bruton y Battachar jee,
1982; Tsividis y Fang, 1982; Bruton, et al.,1983] a partir
de las cuales es posible deducir los parametros que

caracterizan la red. Otros metodos son el desarrollo de



circulitos equivalentes [Laker, 1979; Moschytz, 1981], o la
extensidn de métodos de sefiales de flujo [Mulawka, 1980;

Brugger, et al., 1983].

De toda esta gran cantidad de trabajos queda la sensacidén de
que para los circuitos de capaclitores conmutados los métodos
de analisis nodal [Kurth y Moschytz, 1979; Hokenek vy
Moschytz, 1980; Bruton y Battachar jee, 1982], de lazos
[Bruton, et al., 1983] o de secciones de corte, son
diferentes a |os que se utilizan en el analisis de |los
circuitos lineales sin conmutadores Yy que son los métodos

comunes o normalmente usados.

El objetivo del presente trabajo, es proponer un método que
facilite el analisis de redes de capacitores conmutados,

badsandose en la topologlia de la red.

1.2 Solucion dada y su justificacion

En el presente trabajo se muestra que con la parte del
método de analisis desarrollado, que es el objetivo de esta
tesis, la diferencia mencionada en el punto anterior no
existe al plantear las ecuaciones en el dominio Z. Esto es,
el esquema gdgeneral para el analisis de redes Ilineales
invariantes en el tiempo y para el analisis de redes de

capacitores conmutados es exactamente el mismo, hecho que se



manifiesta en las ecuaciones que caracterizan a ambos tipos

de redes.

Las redes de capacitores conmutados que aqul se estudiaran,

tienen las siguientes caracterlisticas:

(a) Estan constituidas por capacitores, conmutadores
ideales y elementos activos; los conmutadores se abren y se
cierran mediante seflales periddicas (o de reloj) que no se

traslapan.

(b) La topologla de la red cambia en el tiempo en forma

periddica.

(c) Las sefiales que maneja la red son discretas.

La solucidén aqul presentada consiste en implementar parte de

un méetodo de analisis conocido como: analisis topoldgico.

El trabajo consiste en presentar y Jjustificar el método
topoldgico para la obtencién de las ecuaciones (nodal, de

secciones de corte y de lazos) que caracterizan a la red.

Los principales método existentes para el analisis de redes
de capacitores conmutados (red cc) requieren obtener primero
el circuito equivalente en el dominio Z y/o efectuar gran
cantidad de productos matriciales para obtener l|la ecuaciodn

que caracteriza a dichas redes.



I .3 Resumen del resto del escrito

En el Capltulo 2, se describe el método topoldgico para
escribir la ecuacidén de la red cc, sin elementos activos, en
el analisis nodal, de secciones de corte y de Ilazos,
proporcionandose los procedimientos correspondientes en cada

caso.

En el Capltulo 3 se analizan redes c¢c que contienen
elementos activos, presentandose el método topoldgico para
obtener las ecuaciones necesarias para el analisis nodal y
el de lazos, de dichas redes. Los elementos activos se han
sustituido por su equivalente nulor para aprovechar la
comodidad del analisis de redes con nulores, aunhado en este

caso, a la simplicidad del analisis topoldgico.

En el Caplitulo 4 se dan las conclusiones del trabajo y se
hacen algunas recomendaciones para quien desee continuar en

esta |lnea de trabajo.

En los apéndices | y Il se presentan algunos temas para
comp lementar y facilitar el entendimiento de algunos
conceptos utilizados en el texto; asl como también copias de

algunos artliculos relacionados con el tema de este trabajo

de tesis derivados de la misma.



CAPITULO 11

METODO TOPOLOGICO PARA OBTENER LAS ECUACIONES

DE UNA RED DE CAPACITORES CONMUTADOS (RED CC)

Il.1 Introduccion

En este capltulo se describe un método topoldégico para
obtener las ecuaciones de una red con capacitores conmutados
(red cc). Se obtienen las ecuaciones nodal, de secciones de
corte y de lazos, concretadndose a redes cc sin elementos
activos. EI meétodo para redes con elementos activos se

describe en el capltulo I11.

Se presenta primero un breve resumen del analisis de redes
lineales invariantes en el tiempo. Tal analisis esta
planteado en el dominio S. En seguida se efectua el analisis
en el dominio Z de las redes cc. Finalmente se muestra el
meétodo topoldgico para obtener las ecuaciones requeridas en

la descripcidn del estado de la red.



11.2 Analisis de redes invariantes

A continuacién se presenta un breve resumen del analisis
nodal, de secciones de corte y de lazos, para redes lineales
en el dominio S. Un desarrollo completo puede verse enh la

referencia Balabanian, et al., 1972.

Dada una red eléctrica de b elementos y n+1 nodos, las
relaciones voltaje-corriente de dichos elementos pueden

escribirse como:

Ir = Yr Vp (1)
Vi = Zp Ip (2)
en donde:
lp = [iq 02 .. iplT Vip = [V{ Vo .. VvplT
Yr = Diagly1 Y2 .. Ypl Zr = Diaglzq z2 .. zpl
siendo i, Vi, Yi Yy zZj la corriente, el voltaje, la
admitancia \Y la impedancia del i—-esimo elemento,
respectivamente.
Por otro lado, si A, B y F son, respectivamente, las

matrices de Iincidencia, lazos Yy secciones de corte, del
grafo dirigido del circuito, las Leyes de Kirchhoff se
expresan como:
A ly = Ip (3)
F Ip = Ig (4)

B Vp = V| (5)



Donde las ecuaciones (3) y (4) se I|llaman ley de corrientes y
la ecuacioéon (5) ley de voltajes; Ip, Ig y V| se dan por:
In = [Jn1 Jn2 .- JnnlT
lc = [Je1 Je2 JenlT
Vi = [E|1 Ej2 El(b-n)1T
con Jpn|y (Jegy) [Ep)]1 igual a la suma algebraica de Ilas
fuentes de corriente [voltaje] independientes que estan
conectadas al nodo (corte) [lazo] i-ésimo.
Las matrices A, B y F satisfacen las relaciones de
ortogonal idad, siendo éstas:
ABT =0 y F BT =0 (6)

De (6) es posible obtener

voltaje y de corriente:

las siguientes transformaciones de

Ve = AT vy (7)
Ve = FT Vg (8)
Ir = BT 1, (9)
en donde Vph, V¢ e || son las matrices columna de voltajes
nodales, voltajes de corte \Y corrientes de lazo,

respectivamente.

De (1),

|n=Yn Vn

(3) y (7) se obtiene

con

la ecuacion nodal:

Yn = A Y AT (10)



De (1), (4) v (8) se obtiene la ecuacidétn de secciones de

corte:

lec = Yo Ve con Yo = F Y FT (11)

De (2) (5) y (9) se obtiene la ecuacion de lazos:

V| = Z 1 con Z, =B z, BT (12)

Yn, Ye Y Z| se conocen como matriz de admitanclias nhodales,
matriz de admitancias de secciones de corte y matriz de
impedancias de lazo, respectivamente. Por la forma en la que
se obtienen (MNMT), tales matrices pueden interpretarse
topoldgicamente y obtenerse directamente del grafo de la red
por métodos ya conocidos, los cuales son los siguientes

(para redes sin inductancias mutuas):

Matriz de admitancias nodales
Sea Yh = [ y|) 1, entonces:
si i=], YIii es la suma de las admitancias que estan
conectadas al nodo i.
si i#J, Y|) es el negativo de la suma de las admitanclas

comunes a los nhodos | vy J.

Matriz de admitancias de secciones de corte

Sea Ye = [ y|) 1, entonces:
si I=], Y||] s la suma de las admitancias que pertenecen

al corte 1i.



si i#)J, Y|J es la suma algebralca de las admitancias
comuhes a los cortes i y J. La admitancia
tendra signo positivo si su orientaciéon es
la misma respecto a |I|os cortes en cuestion

Yy hegativo si esto no sucede.

Matriz de impedancias de lazo

Sea Z) = [ z|j 1, entonces:

si i=}j, rAN| es la suma de las impedancias que se
encuentran en el lazo i.

sl 1#]J, z|) es la suma algebralca de las Impedancias
comunes a los lazos i y J. La impedancia
tendra sigho positivo si su orientacidon es la
misma respecto a los lazos en cuestion

y negativo si esto no sucede.

Il1.3 Anadlisis de redes cc sin elementos activos

Una red de capacitores conmutados pasiva, es un arreglo de

capacitores y conmutadores, interconectados de alguna

manera.

En este trabajo se <considera aque las sefiales de reloj
(fases) que activan a los conmutadores no se traslapan (ver

Fig. 1). Los conmutadores no tienen asociado segmento alguno
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Fig. 1. m sefiales de reloj que no se traslapan.



del grafo; cuando uno de ellos se cierra |los hodos
conectados a él se superponen. De esta manera, a toda red cc
de m fases se |le asocia una sucesién periddica de m grafos
(por ejemplo la Fig. 2). Las Leyes de Kirchhoff se aplican

al circuito en cada una de las fases.

Las matrices de Incidencia, lazos y cortes, del i-ésimo
grafo se representan por A|, B} y F|, respectivamente. A
diferencia de los grafos de las redes invariantes, los de
las redes cc pueden tener nodos aislados Yy/o bucles
(autolazos); en este trabajo los nodos aislados no se toman
en cuenta, pero sl es indispensable considerar todos los
elementos, por |lo que si alguno forma un autolazo, su
columha correspondiente en A o F;| esta constituida
unicamente por ceros. En forma dual, una rama terminal tiene

su columna en B| igual a cero.

Como las redes cc estan formadas por puros capaclitores, es
conveniente trabajar con la relacién voltaje-carga y no con
la voltaje-corriente, ademas, la red trabaja con sefiales

discretas y por lo tanto se trabaja en el dominio Z.

Ahora bien, tomando como referencia el diagrama de tiempo
que se muestra en la Fig. 1, se tiene que en el n-ésimo
per lodo, en la k—-ésima fase y para el i-ésimo capacitor de

una red cc m-fasica, la relacion voltaje-carga es:

A K(nT+(k=1)7) = ¢ v K(nT+(k=1)7)=v K=T(nT+(k-2)5)1 (13)

11
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Fig. 2. (a) Red cc y las fases que activan sus conmu

tadores.
(b) Conjunto de grafos que definen la red cc.
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La transformada Z de (13) es (Apéndice 1):

aik(z) = ¢ tvikK(z) - z=1 v |k=T(z)]

Si la red esta formada por

b elementos y es de

m

entonces, se tienen m conjuntos de b ecuaciones (14).

Agrupandose en una ecuacion matricial, resulta:

Q11 [
I |
1Qr21 |
=1
| I |
o |
QM I

O en forma compacta:

cCr O

Cr Cr

(o) (o)

Qr = Cr Vpr

De (15a) es posible despejar la

voltajes de los elementos,

vt [ Dr
| | |
V21 | = 1D,
| | 11
| ([ p—— |
Io: 1 1-z~—M|
| 1 |
Ivem pz=km=1lp,

o en forma compacta:

z=(m=1)p,

Dy

2= (m-2)p,

~g=1 gul W]

I

0 I 1V.2]

I

I |

1 |
|

Crl 1v.M

matriz columna

quedando:

z=1or 1111
N |
272D, 1 1Qp2 1
I
NI

[ I I
o

Dr 1 1QFMI

de

(14)

fases

(15a)

(15b)

los

(16a)

13



V¢ = Dy Gp (16b)

En las ecuaciones anteriores:

Cr = Diagl[cq c2 .. cpl Dr = Diag[dqy do .. dpl
Qrk = [q1k q2k .. qbk]T Vrk = [v1k V2k . ka]T
siendo c|; (d}|) la capacitancia (elastancia) del i-ésimo
capacitor y Q|k y V|k la carga y el voltaje del [i-ésimo

capacitor en la k-ésima fase.

Las ecuaciones (15) y (16) son las relaciones voltaje-carga
de los <capacitores para wuna red cc multifasica de b

elementos.

Ahora bien, como ya se sefiald anteriormente, las Leyes de
Kirchhoff son aplicables en cada uno de los grafos de la red
cc. Agrupando en nhotacién matricial las ecuaciones de cada

grafo (para cada fase), se tiene:

1A 1!t 1Qpt
[ N TR T
I Ao I 1Qr21  1Qp2!
| Ll =1 . (17)
| I T I T
| N T T
| An! 1QMI 1QnMI
IF 4 1 1Qet Ty
| N T T T
I Fp I 1Qr21  1Qg21
[ N T TR B (18)
| R T T B
| N T T B
| Fm! 1QFMI 1QcM1

14



IB1 Loave vy

| [ T N R

| B | 1Ve2] V2]

| L. =1 . (19)

[ [ T N R

! A

I Bp! 1VMI IV M

en donde:

Qnk = [ JniK un2K ... uppK T
QcK = [ Jo1K Je2% ... Jdenk 1T

viK=r EREl2K ... Ejp-m® 1T

con Jn|k (Jc|k) [E|1k] igual a la suma algebraica de las

fuentes de carga [voltaje] independientes que estan
conectadas al nodo (corte) [lazo] i-ésimo, en la Kk-ésima
fase.

Las ecuaciones (17), (18) y (19) se representan en notacién

compacta, respectivamente como:

A Qr = Qp (20a)
FQ = Q¢ (20b)
B Vi = V| (20c)

Por las relaciones de ortogonalidad (6), validas para cada
grafo, se pueden escribir el forma compacta las
transformaciones de voltaje y de carga de unha red cc
multifasica, como:

Ve = AT vp, (21a)

(21b)

<
-
]
-
_|
<
0

(21c)

[»]
L
I
w
-]
[>)

15



en donde:
Vh = [ Vn1 Vn2 - Vnm ]T
Ve = [ VC1 VC2 ch ]T
Q =rq!' 2 ... qmMmT

De las ecuaciones (15), (20a) y (21a) se obtiene la ecuacidn

nodal de una red cc multifasica:

1Qn 1 ICh11 O ses  Cpiml [Pl
| | | I
1Qn21 ICh21 Cp22 ... O 1 1Vh2I
I | 1 |
L= 1. . ’ A (22)
| | | L.
| | | I |
QM 10 (o] Cnmm! 1VaMI
en donde Cp|j es:
/ AICrA;T si i=) con j=1,2,..,m.
|
-z=1 AjcpA)T s1 1=J-1 con Jj=2,..,m.
ChiJ) = (23)
—z=1 AqcrAnT sioi=1y j=m.
|
\ o para el resto de las i vy j.

La ecuacidén (22) puede escribirse en notacidn compacta como:

Qn = Ch Vn (24)

con
Cn = A € AT

De las ecuaciones (15), (20b) y (21b) se obtiene la ecuacion
de secciones de corte de una red cc multifasica, que en

notaciédn compacta es:

16



Qc = Cc Ve (25)

con
Cc = FCcr FT

La forma de (25) es similar a (22) sustituyendo Ilos
subindices "n" por "c", y los elementos de Cg estan dados en

forma analoga a (23) al sustituir A por F.

De las ecuaciones (16), (20c) y (21c) se obtiene la ecuacidn

de lazos de una red cc multifasica, que en notacidn compacta

es:
Vi = DI Q (26)
con
D, = B D BT
S| tomamos a D) = (1-z~M~-=1 Djjj 1, entonces, la submatriz
Dj|j es:
Dijj) = z7X B| Dy ByT (27)
con
m+i-j s i<}j
X = 0] si i=]
i=J si i>]

Por la forma en que las ecuaciones nodal, de secciones de
corte y de lazos, fueron deducidas, puede |lamarseles a las
matrices Cph, Cec Yy D), respectivamente, matriz de admitancias
nodales, matriz de admitancias de corte y matriz de
impedancias de lazo, para una red cc multifasica. Asl mismo,
como Yn, Ye Y Z| pueden escribirse directamente del grafo

gracias a la interpretacioéon topoldgica que se hace para los

e



productos AYrAT, FY,-FT y BZrBT, de igual manera Cp, Cc Yy D)
pueden obtenerse directamente del conjunto de grafos de la
red cc. Esta forma se manifiesta en (23) y (25) en donde las
submatrices respectivas se expresan en funcion de las
matrices topoldgicas. ElI método se proporciona en los puntos

siguientes.

Es Importante hacer notar que el meétodo topoldgico para
obtener cualquiera de las tres ecuaciones es exactamente el
mismo, basta con sustituir las palabras admitancia por
impedancia, y nhodo por <corte o lazo, para pasar de Ila
obtencidn de una ecuacién a la otra. Pero para hacer mas

expllcito el procedimiento, se dan de uno en uno.

I1.4 Método topologico para obtener la ecuacidon
nodal de una red cc multifasica

Observando (23) se ve que, Iighorando el factor —2‘1, la
forma general de las submatrices es: A;CrAJT. Este producto
tiene una interpretacion topoldgica sencilla, como se vera a

continuacion.

El método topoldgico para obtener la ecuacidon nodal de una

red cc multifasica (ecuacioéon (22)) es el siguiente:

Primero. Las submatrices de las matrices columnha de (22), se
obtienen directamente de 1los m grafos de la red sin

complicacion alguna y, significan lo siguiente:

18



(a) an es una matriz columna de ng filas, en donde la fila
i-ésima es |la suma algebraica de las fuentes de carga
independientes conectadas al nodo 1|, en el grafo de la red

cc correspondiente a la fase K.

(b) Vnk es una matriz columna de ng filas, en donde la fila
i-ésima es la variable correspondiente al voltaje del nodo

i, en el grafo de la red cc correspondiente a la fase kK.

ng es el numero de nodos del grafo correspondiente a la fase

K, sin tomar en cuenta los hnodos aislados ni el de

referencia.

Segundo. Las submatrices Ch|j de la matriz de admitancias

nodales de (22), se obtienen de la siguiente forma:

Sea A|CrAJT = [ Yk]| ]|J, con k=1,2,...,nJ; I=1,2,...,nJ;

i=)=1,2,%«.,M; Entonces:
[ oykl 11) = 2 LLy(K) € G(1)) N {y(1) &€ G(J)}]

en donde ({y(k) &€ G(i)} es el conjunto de las admitancias

conectadas al nodo k, en el grafo | de la red cc.

Ykl ©€s el elemento correspondiente la fila k y columna | de

la submatriz ij.

La suma es algebraica; la admitancia tendra sigho positivo
si tiene la misma orientacidn con respecto a los nodos en

cuestion y, sigho negativo si esto no sucede.
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Cuando i es diferente de J, la submatriz tiene de factor a
-z=1,

Cuando i es igual a J, la submatriz se refiere
exclusivamente al grafo i. Por lo tanto, el método para
escribirla es exactamente el mismo que para una red | ineal

invariante en el tiempo, cuyo grafo serla el grafo i de la
red cc. Esto es, para obtener las submatrices de la diagonal

principal, se procede como en las redes invariantes.

I1.4.1 Justificacion del método

La matriz de incidencia A} (Aj), contiene la Iinformacidn
relativa a los segmentos Yy su orientacidén, con respecto a
los nodos del grafo correspondiente a la fase | (J). La
matriz Cp, es una matriz diagonal formada por todos los
elementos de la red cc. Asl, el producto A|Cr es una matriz
que contiene la informacién de qué elementos y con qué
orientaciéon estan conectados a los nodos del grafo de la red
cc, en la fase i.

Esto es:

nodos -; 1 2 . . b ¢- elementos
1

>

0
s

I
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Ademas:

segmentos -y i 2 . . nj €- hodos
1 1. |
2 1. |
AT = L 1. |
I |
b I. |
Por lo tanto, de la operacién de multiplicacidn entre

matrices, multiplicando A |Cr con AJT, queda demostrado el

metodo topoldgico dado. En forma simbdlica resulta:

iz, .68 1

1 fs 2 2 « ol 11,

2 Ix x x x x| 21I.

AjceAT = . :. § & @ .: .:.
Bijle & « » «1 bBI,

nj 12..nJ

XX XXXDN
N =

11.4.2 Ejemplo

Para ilustrar el uso del método topoldgico, descrito en el
punto anterior, considérese la red cc 3-fases que se muestra
en la figura 3. EI conjunto de grafos necesarios para
definir el estado de la red, es el contenido de la figura 4.

La forma general de la ecuacién nodal para esta red, es:

lap't 1 cp1q O Cni3 | 1Vull
N T L
1Qn2! = | Ch21 Cp22 O I 1VRh21
N T I R
1Qp31 1 o Cn32 Cn33 | 1VR3I
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fi fa v |

A,
Cs \f
—__ Cs

f3 fl fZ f3

S R =1
V Y Vv
—__ G ___ G ____Cs Cn._F

Fig. 3.

Red cc tritdsica.
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T G(3)
Fig. 4. Conjunto de grafos de la red cc trifdsica



24

Tomando como nhodo de referencia el que se indica en los
grafos con la letra "r", resulta que, las submatrices
columna de las fuentes de carga Independientes y de los

voltajes nodales, son:

[do O 0 01T Vn! [va1! vi2! vn3! vna'laT

Qp !

[Vh12 vp2? vn32 vna21T
3

Qa2 = [0 0 0 017 V2

Qn® = [ag 0 0 0 01T vp3 = [vp13 vn2® vnz® vna® vps31T
La obtencion de las submatrices Ch|j se ilustra con dos de

ellas. La submatriz Cpoo se obtiene de la siguiente forma:

El grafo G(2) tiene 4 nodos al eliminarle el de referencia,
por lo tanto, Ch22 es de orden 4. Asl, los elementos de la

diagonal principal son:

[Yi11]l22=Ccqi+C5 (elementos conectados al nodo 1 en G(2))
[yo2]22=Co+C3+Cg (elementos conectados al nodo 2 en G(2))
[y33la2=c4 y [Y44]122=CH+Cg.

Algunos elementos fuera de la diagonal principal, son:

[Y12122=0 (porque no existe elemento comun entre los
hodos 1y 2 en G(2)).

[Y14122=-C5 (es el elemento comiun conectado a lo nodos
1y 4 en G(2)).

La submatriz completa es:



lcq1+cp o 0 -C5

I

| I

I O co2+c3+cg O -cg |

Ch22 = | '
I O 0 C4 o |

I I

I -cp -Cg 0O cp+cgl

La submatriz Ch13 se obtiene de la siguiente forma:

Se requieren los grafos 1y 3 [G(1) ¥ G(3)]. Sin contar el
nodo de referencia en cada grafo, el numero de nodos es,
respectivamente, 4 y 6. Por lo tanto, Ch13 es de 4x5.

Algunos elementos de esta submatriz son:

[Y11]l13=+Cq (esto es porque en el nodo 1 de G(1) estan
conectados c¢cqi Y c2, pero en el nodo 1 de
G(3) solo esta conectado cq1. Tiene signo

positivo, porque tiene la misma orientacion
respecto a los dos nodos).

[yi15113=0 (porque no existe elemento comun conectado
a los nodos 1 en G(1) ¥ 5 en G(3)).

[y33]113=+C4-Cg (porque los elementos comunhes conectados a
los nodos 3 en G(1) y 3 en G(3), son c4 ¥y
Cg; bero cg4 tiene la misma orientacidn
respecto a los dos nodos mas no asl cg,
por eso tienen signho positivo y negativo,
respectivamente).

[y3zsli3=-C5 (porque el elemento comiun conectado a los
nodos 3 en G(1) y 5 en G(3) es cp; pero
tiene orientacidon diferente con respecto
a dichos nodos, por lo cual es negativo).

Como i es diferente de j (i=1y Jj=3), la submatriz tiene de

factor a -z—1. La submatriz completa es:



lcqy c2 o] 0] o |
| |
10 o c3+Cg -Cg (Ol
Cni1z = -z-1 1 |
10 0 C4-Cg cCs+Cg -Cs5l
| |
10 0 o -C5 csl
Finalmente la matriz C, completa, en la cual se realzan las
submatrices y, por comodidad se escriben los numeros que
representan a los elementos, es:
| 1142 O 0] ol | | 112 O (o] oll
| I O 3+6 -6 ol | (o] I -z=110 0 3+6 -6 oll
| I O -6 4+5+6 =51 | | I0 O 4-6 5+6 =511
| I O O -5 4| | | 100 0 =5 511
| |
| 11 O -5 51 11+5 o] 0 =51 | Il
| -z=1)2 3+6 -6 Ol | O 2+3+6 0 -61 | (0] |
| I0 O -4 41 | O (0] 4 ol | Il
| I0 -6 5+6 =51 1-5 -6 0 5+61 | 11
| I
| | | 11 o] o] ol 11 0 0] O oIl
| | | 10 2 o} Ol 10 2 0] O Oll
| | o 1 -zzlto o 4 ol 10 O 3+446 -6 Ol
| | | IO -5 -6 ol I0 0O -6 5+6 -511
| | | 16 o] 0 =51 10 O o -5 511
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11.5 Método topoldégico para obtener la ecuaciéon de
secciones de corte de una red cc multifasica

La ecuacion de secciones de corte para una red cc

multifasica, tiene la siguiente forma:

(Gt ICc11 O cxs Compl P!l
| | | [ |
1IQc2!  1Ce21 Cg22 ... O 1 1Vg2l
| | = | [ | (28a)
I I 3 : | I I
| | | I |
Q"1 10 o Cemm! 1VeMI
en donde Cg| ) es:
( FicrF T si i=J, con Jj=1,2,...,m.
|
-z=1V FiceFyT si i=j-1 con j=2,3,..,m.
Cci) = (28b)
-z-1 F1CrFmT si I=1 y j=m.
|
N (o) para el resto de las i vy J.
De (28b) se observa que, ignorando el factor —z'1, la forma

general de las submatrices Cg|) es: F|CrFJT. Este producto
tiene una interpretacidon topoldgica sencilla, como se vera a

continuacion.

El método topoldgico para obtener la ecuacién de secciones

de corte de una red cc m-fasica, es el siguiente:
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Primero. Las submatrices de las matrices columna de (28a),
se obtienen directamente de los m grafos de la red cc, sin

complicacion alguna y, significan lo siguiente:

(a) Qck es una matriz columna de ng filas, en donde la flla
i-ésima, es la suma algebraica de las fuentes de carga
independientes que cruzan el corte i, en el grafo de la red

cc correspondiente a la fase k.

(b) Vck es uha matriz columnha de ng filas, en donde la fila
i-ésima, es la variable correspondiente al voltaje del corte

I, en el grafo de la red cc en la fase k.

ng es el numero de nodos del grafo correspondiente a la fase
k, sin tomar en cuenta |I|os nodos aislados ni el de

referencla.

Segundo. Las submatrices Cg| ) de la matriz de admitancias de

corte, se obtienen de la siguiente forma:
sea F|CrF)T = [ystl]), con s=1,2,...,n; t=1,2,...,n;
l=)=1,2, ..M. Entonces:

[ystli) = z:[(y(s) € G(1)Y N y(t) € G(J)}]

en donde ({y(s)& G(i)} representa el conjunto de las
admitancias de corte, pertenecientes al corte s, en el grafo

i de la red cc.
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Yst €s el elemento correspondiente a la fila s y columna t

de la submatriz ij.

La suma es algebraica; la admitancia tendra signho positivo
sl tiene la misma orientacidén con respecto a los cortes en

cuestion y, sigho negativo si esto no sucede.

Cuando | es diferente de j, la submatriz tiene como factor a
Ll

Cuando i es igual a Jj, la submatriz se refiere
exclusivamente al grafo I. Por lo tanto, el método para

escribirla es exactamente el mismo que para una red |ineal
invariante en el tiempo, cuyo grafo serla el grafo | de la
red cc. Esto es, para obtener las submatrices de la diagonal

principal, se procede como en las redes invariantes.

I1.5.1 Justificaciéon del método

La matriz de cortes F| (Fj), contiene la Iinformacion
relativa a los segmentos Y su orientacioén, con respecto a
los cortes del grafo correspondiente a la fase i (Jj). La
matriz Cyp, es una matriz diagonal formada por todos los

elementos de la red cc. Asl el producto F|Cy es una matriz
que contiene la informacién de qué elementos y con que

orientacion estan en los cortes del grafo de la red cc, en

29
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la fase i. Por lo tanto, de la operacién de multiplicacidn

entre matrices, se demuestra el método topoldgico dado.

11.5.2 Ejemplo

Para ilustrar el uso del método topoldgico, descrito en el
punto anterior, considérese la red cc que se muestra en la
figura 5. EI conjunto de grafos necesarios para definir el

estado de la red, se muestra en la figura 6.

Tomando como referencia las ramas del arbol que se indica en
cada grafo mediante segmentos con |linea gruesa, las
submatrices columna de las fuentes de carga independientes y

los voltajes de corte, son:

1 1 1 4T

Vel = [ ver! vea! ves

Q2 =1 qg0 017
2 2 4T

Ve? = [ vei Ve2

La submatriz Cgoo se obtiene de la siguiente forma:

El grafo G(2) tiene 2 nodos al eliminarle el de referencia,
por lo tanto, Cgo2 es de orden 2. Algunos elementos son los

siguientes:

[y11l22 = c1+Cg4 (elementos del corte 1 de G(2)).
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[Y12122 = -cg4 (elemento comin a los cortes 1y 2 en

G(2); tliene signo negatlivo puesto que
SuU orlentaclén es dlferente respecto a
los cortes en cuestion).

La submatriz completa es:

I c1+cy - C4 |
Cc22 = | I
I -cg4 Co+Cgz+Cyg |
£,
o L
Cu
Y A\ Y
90 €> T —— C2 Cs —

Fig. 5. Red cc bifdsica.



G(1)

T G(2)

Fig. ©. Conjunto de grafos
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La submatriz Cgq12 se obtiene de la siguiente forma:

Se requieren los grafos G(1) y G(2). Sin contar el nodo de
referencia en cada grafo, el numero de nodos es 3 y 2,
respectivamente. Por |o tanto, Cgi2 es de 3x2. Algunos

elementos de esta submatriz son:

[Y11]l12 = C1 (esto es porque en el corte 1 de G(1)
estan ¢4 y c2, pero en el corte 1 de
G(2) estan ci1 y c4. Por lo tanto, la
interseccion es cCi. Tliene signo
positivo porque tiene la misma orientacidn
respecto a los cortes mencionados).

[y32]112 = -Cc4 (porque el elemento comun en los cortes 3
en G(1) y 2 en G(2) es c4. Tiene signo
negativo, puesto que su orientacion es
diferente respecto a |los cortes en
cuestion).

Como i es diferente de j, la submatriz tiene de factor a

—z'1. La submatriz completa es:

I cq co |
I |
Cc12 = =z"1 [ @ c3 |
I I
| c4 -Cc4 |

Finalmente, la matriz Ce completa, es:
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I lci+c2 O o1 lcq col I
| | | | I |
| I o c3 O | -z-lio cs| |
| | | | | |
Cc = | Il o 0 cg4l lcqg -cg4l |
| |
| I cq 0 cy4l lci1+cy -C4 I
] —e=1] [ [ 1
| I co c3 =cg4l | -cg4 co+cg+cyl |

1.6 Método topoldgico para obtener la ecuacidn
de lazos de una red cc multifasica

La ecuacién de lazos para una red cc multifasica, tiene la

siguiente forma:

IV|1I ID|11 D12 5 ia D|1m||Q|1l
| 2| | Il 2I
Ivi=l 4 ID|21 Dj22 r Dionm! 1Q| <l
| I = (1-z"M=1 I I (29a)
o I - - e |
I I I Il I
IV M IDijm1 Dim2 e Dimm! Q™I

en donde D||j es:

m+i—-j si i<}
Dijj = z7X B|DB)T con x= 0 si I=] (29b)
-] si i>)

De (29b) se observa que, ignorando el factor z=X, la forma

general de las submatrices Dj||j es: B|DrBJT. Este producto



tiene una interpretacion topoldgica sencilla como se vera a

continuacidn.

El método topoldgico para obtener la ecuaciéon de lazos de

una red cc multifasica, es el siguiente:

Primero. Las submatrices de I|las matrices columna de |la
ecuacion (17a), se obtienen directamente de los m grafos de
la red ce, sin complicacién alguna vy, significan lo

siguiente:

(a) V|k es uha matriz columna de lk filas, en donde la fila
i-ésima, es la suma algebraica de las fuentes de voltaje
independientes que pertenecen al lazo i, en el grafo de la

red cc correspondiente a la fase k.

(b) Q|k es una matriz columna de lk filas, en donde la fila
i-ésima es la variable correspondiente a la carga circulante

del lazo i, en el grafo de la red cc en la fase k.

Ik es el numero de lazos |inealmente Independientes del

grafo correspondiente a la fase K.

Segundo. Las submatrices D|| ) de la matriz de Iimpedancias de
lazos, se obtienen de la siguiente forma:
Sea B|D¢B;T = [zyyl)} con u=1,2,...,17;

v=1,2,...,IJ ; I=J=1,2,...,m. Entonces:

[zgyll) = 2[€z(U) € G(1)) N {z(v) € G(J)I]
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en donde ({z(u)eG(i)) es el conjunto de las impedancias de

lazo, pertenecientes al lazo u, en el grafo i de la red cc.

Zyv €s el elemento correspondiente la fila u y columna v de

la submatriz ij.

La suma es algebraica; la impedancia tendrda signo positivo
si tiene la misma orientacién con respecto a los lazos en

cuestioén, y sigho negativo si esto no sucede.

Cuando | es diferente de j, la submatriz tiene como factor a

z=X (recuérdese la ecuacién (29b)).

Cuando i es igual a J, la submatriz se refiere
exclusivamente al grafo 1i. Por lo tanto, el método para
escribirla es exactamente el mismo que para una red |lineal

invariante en el tiempo, cuyo grafo serla el grafo | de la
red cc. Esto es, para obtener las submatrices de la diagonal
principal, se procede como en las redes lineales

invariantes.

11.6.1 Justificacidén del método

La matriz de lazos B| (Bj), contiene la informacion relativa
a los segmentos y su orientacioéon, con respecto a los lazos
del grafo correspondiente a la fase i (J). La matriz Dy, es

una matriz diagonal formada por todos Ilos elementos de la
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red cc. Asl, el producto B|Dr es una matriz que contiene la
informacién de qué elementos y con qué orientaclidn estan en
los lazos del grafo de la red cc, en la fase i. Por lo
tanto, de la operacion de multiplicaclon entre matrices,
multiplicando B|Dr con Bj, se demuestra el método topoldgico

dado.

11.6.2 Ejemplo

Para ilustrar el uso del método topoldgico, descrito en el
punto anterior, considérese la red cc bifasica que se
muestra en la figura 7. El conjunto de grafos necesarios

para definir el estado de la red, se muestra en la figura 8.

Tomando como referencia los lazos indicados en los grafos
(Fig. 8), las submatrices columna de las fuentes de voltaje

independientes y las cargas de lazos, son:

vil = [ Eg 1 Q' =1 a;q' 1

V|2 0 1 Q|2 L C1|12 ]

I
m

La submatriz D|j11 se obtiene de la siguiente forma:
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Fig. 7. Red cc bifisica.
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Fig.

8.

G(1)

G(2)

Conjunto de grafos de la red cc bifésica.
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El grafo G(1) tiene s6lo un lazo linealmente independiente,
por lo tanto, D|1q1 es de 1x1. El elemento que la constituye

es el siguiente:

[Zz11]111 = dq+d2 (son los elementos que pertenecen
al lazo 1 en G(1)).

La submatriz D|12 se obtiene de l|la siguiente forma:

se requieren los grafos G(1) y G(2). En cada uno sélo existe
un lazo |Iinealmente independiente. Por lo tanto, D|12 es de

1x1. El elemento que la constituye es el siguiente:

[Z11]112 = -d2 (esto es porque en el lazo 1 de G(1)
existen dji y do, pero en el lazo 1
de G(2) existen dp y dg; por lo
tanto, el elemento comun es ds. Con
signho negativo puesto que su
orientacion es diferente respecto a
los lazos en cuestion).

Como i es diferente de j, la submatriz tiene a z~X de

factor, con x igual a +1 en este caso (m+i-Jj=2+1-2).
La matriz D; completa es:

Il di+do | z=11 —dp |
D| = (1-z=2)=1 |
1 z=11 —ds | | do+ds|



En este capltulo se presentd y Jjustificd un metodo
topoldgico para obtener las ecuaciones de wuna red de

capacitores conmutados que no contiene elementos activos.

Se proporcionaron los procedimientos sistematicos para
obtener las ecuaciones nodal, de secciones de corte y la de
lazos de una red cc, Ilustrandose cada procedimiento con un

ejemplo.

SiI se hace una comparacién entre este método y el que se
describe en cada una de las referencias mencionadas en el
capltulo 1 seccidén 1, se encontrara que el que aqui se
presentd es mas simple y mucho mas general, y ademas, hace
ver que los métodos para analizar redes de capacitores
conmutados son los mismos que los metodos para analizar
redes lineales, hecho que no se observa en los
procedimientos presentados en las referencias antes

mencionadas.
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CAPITULO 111

METODO TOPOLOGICO PARA OBTENER LAS
ECUACIONES DE UNA RED DE CAPACITORES

CONMUTADOS QUE CONTIENE NULORES

Il1l1.1 Introduccioén

Se describe un meétodo topoldgico, para obtener las
ecuaciones nodal y de lazos, de una red de capacitores

conmutados activa (red cc con nulores).

Se inicia presentando el nulor y conceptos relacionados, asl
como su influencia sobre l|as ecuaciones de una red, cuando

tal elemento esta presente.

Se concluye el capltulo con los procedimientos para obtener
directamente, de la topologla de la red, las ecuaciones
nodal y de lazos, de una red de capacitores conmutados que

contiene nulores.

I11.2 Redes con nulores

El nulor es un elemento no muy conocido en nuestro medio,

pues es relativamente reciente [Carlin, 1964], aunque vya
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existen textos que lo mencionan [Balabanian,1981; Bruton,
19801 vy se han hecho algunos intentos por darlo a conocer
en nuestro pals [Palomera, 1981; Reyes, 1983], aun continua

siendo un elemento extrafio.

El nulor es un bipuerto cuyo simbolo y ecuacidén se muestra

en la figura 9.

Los antecesores Inmediatos del nulor son los elementos
conocidos como nulator y norator [Carlin y Youla, 19611
cuyos sIimbolos y ecuaciones se muestran en la Tabla 1, junto
con el sIimbolo y ecuacién de un corto circuito y un circuito
abierto, para resaltar la diferencia entre tales elementos

ya que es frecuente confundirlos.

Tabla 1
| BIPOLO I SIMBOLO | VOLTAJE I CORRIENTE |
| | | | I
)
I Nulator | | cero | cero |
| | | | |
I Norator | QO | arbitrario | arbitraria |
| | | | |
| Corto circuito | " | cero | arbitraria |
| | | | |
I Circuito abiero | | arbitrario | cero |
El nulator y el norator son conceptos matematicos sin
significado fisico [Tellegen, 19661, pero asociados a los

puertos del nulor y existiendo por lo tanto, como pareja



Fig. 9. Simbolo y ecuaci6n del nulor.

44



nulator-norator en alguna red eleéctrica, si tienen

significado flsico [Martinelli, 1965; Tellegen, 19661].

Posteriormente surgieron las equivalencias nulator-norator
(nulor) para los elementos activos como el transistor
[Braun, 1965] y para las fuentes controladas [Davies, 19671,
resultando lo que se muestra en la figura 10, para los casos
de idealizacién extrema del transistor y del amplificador

operacional.

También existieron intentos por construir al hulor como
elemento independiente en circuito Integrado [Huli jsing, et
al., 1977; Haslett, et al., 19801, pero hasta la fecha no

parece haberse industrializado.

Para anal izar las redes activas ideales, hormalmente se
obtienen primero las ecuaciones de |la parte pasiva vy
posteriormente, se toman en cuenta las restricciones
impuestas por los elementos activos presentes en la red,
para asl obtener finalmente Ila ecuacién que caracterice a

dicha red.

Un metodo simple para encontrar la ecuacidén de una red
activa, es sustituir los elementos activos por su
equivalente nulor. Lo anterior permite obtener la ecuacion
final, mediante simples operaciones con filas y columnas de

la matriz de las ecuaciones de la parte pasiva de la red.
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Fig.10. Equivalencias: (a) Transistor-nulor.
(b) Amplificador-Operacional-nulor.



I11.2.1 Analisis nodal

Al analizar una red eléctrica, constituida por r ramas y n+i1
nodos, esta demostrado que es suficiente conocer r-n
corrientes o n voltajes para caracterizar completamente el

estado de la red.

Cuando las variables por conocer son los n voltajes, medidos
en n de los n+1 nodos, con respecto al nodo restante, se
estda realizando lo que se llama analisis nodal de una red

eléctrica.

Supongamos por el momento, que tenemos unha red con un soélo
elemento activo y sin conmutadores, la cual nos interesa
estudiar mediante el analisis nodal. Por tal motivo se le ha
sustituido el elemento activo por su equivalente nulor y,
finalmente se ha dejado la parte pasiva desconectandole las

fuentes de corriente, el nulator y el norator.

El sistema de ecuaciones para la red descrita anteriormente,

escrita en forma matricial, es:

Fhql I'y11 Y12 .« « « ¥Yin | 1Vn1l
[ [ 11 [
Izl I 'y21 y22 . . . Ya2n | 1Vp2l
I [ Lo [
l: 1 =1 I P (30)
l: 1 | [
I | Lo [
Ilnl | Yni Yn2 o« e e Ynn | annl
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Si el nulator y el norator estan conectados como se indica
en la figura 11(a), el sistema de ecuaciones (30), se

modificara de la siguiente forma:

(a) Por la definicién de nulator (Tabla 1), los voltajes
nodales Vp| Yy Vpj (Fig.11(a)) deben ser iguales. Para
eliminar la variable redundante, por ejemplo la VnJ,
sumamos, en la matriz del sistema de ecuaciones, la columna

j ala i y cancelamos la j.

Si uno de los hnhodos es el de referencia (Fig.11(b)), la
operacion se reduce a cancelar la columna correspondiente al

otro nodo.

Notese que se tiene por el momento, un sistema de mas

ecuaciones que incoégnitas.

(b) Por la definicion de norator (Tabla 1), existira una
corriente Iy en tal elemento que, de acuerdo con la figura
11(a), saldra del nodo k y entrara al nodo |. Para cancelar
dicha corriente, se realiza la siguiente operacién con las
filas de la matriz del sistema de ecuaciones: se suma la

fila | a la k y cancelamos la | (o viceversa).

Si uno de los hnhodos es el de referencia (Fig.11(b)), la

operacion se reduce a cancelar la fila correspondiente al

otro nodo.
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Fig.11. Red eléctrica con un par nulator-norator.



El sistema de ecuaciones resultante, despuées de I|os dos
pasos anteriores, es uno con igual numero de ecuaciones que
de incdognitas. De donde se puede observar que, unha red con
diferente numero de nulatores dque de noratores, no tendrla

un sistema de ecuaciones compatible.

En resumen, la obtencidén de la ecuacidn nodal de una red con
nulores, se reduce a sumar y cancelar filas y columnas de la

matriz de la ecuacion nodal de l|la parte pasiva de la red.

Mas adelante se extenderda al caso de una red con capacitores

conmutados multifasica.

I11.2.2 Analisis de lazos

Consideremos de nhuevo que tenemos una red eléctrica sin
conmutadores y con un solo elemento activo. Ahora nos
interesa estudiarla mediante el andlisis de lazos, esto es,
las variables por determinar son las m=r-n corrientes
circulantes en los lazos de la red, para lo cual se ha
sustituido el elemento activo por su equivalente nulor vy,
finalmente se separa la parte pasiva cortocircuitando las

fuentes Iindependientes, el nulator y el norator.

El sistema de ecuaciones para el analisis de lazos, en forma

matricial, es el siguiente:
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I1Eq1 I z11 Z412 Zim | 1111
| | | 1 |
IE2 | I z91 z292 Zom | 1121
| | | 1 |
l: | = | 1 | (31)
l: 1 | (I |
| | | 1 |
Al considerar las restricciones impuestas por el par

nulator-norator, el sistema de ecuaciones (31) se altera de

la siguiente forma:

(a) Como el nulator estda compartido por los lazos i y J
(Fig.12(a)), las corrientes de lazo correspondientes, ||| e

I|J deben ser iguales. Para eliminar la variable redundante,

por ejemplo I|J, sumamos en la matriz del sistema de
ecuaciones, la columna jJ a la i 'y cancelamos la j. Si el
nulator pertenece a un solo lazo (Fig.12(b)), la corriente

de dicho lazo debe ser cero y por lo tanto, se procede a
cancelar la columnha correspondiente a dicha corriente (o

lazo) en la matriz del sistema de ecuaciones.

(b) Como el norator esta compartido por Ilos lazos k y |
(Fig.12(a)), la ecuacioén de cada uno de dichos lazos se vera

afectada por el voltaje Vyx del norator. Para eliminar la

incognita Vy, sumamos las ecuaciones de los lazos
mencionados, lo cual es equivalente a sumar, en la matriz
del sistema, la fila k a la | y eliminar la kK (o viceversa).
Si el norator pertenece a un solo lazo (Fig.12(b)), se

procede a eliminar la ecuacion de dicho lazo, o lo que es lo
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Fig.12. Red eléctrica con un par nulator-norator.
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mismo a eliminar la fila correspondiente en la matriz del

sistema.

Podemos observar, que obtener la ecuacién de lazos de una
red con nulores, es semejante a obtener la ecuacidén nodal,
esto es, realizar sumas y cancelaciones de filas y columnas

de la matriz de la ecuacidén de lazos de la parte pasiva de

la red.

111.3 Procedimiento para obtener la ecuacién nodal

En el punto anterior encontramos la ecuacidén nodal y de
lazos de una red sin conmutadores y con un nulor, es facil
observar que si la red tuviese mas de un nulor, la obtencidn

de dichas ecuaciones se harla realizando las operaciones

indicadas para cada par nulator-norator (nulor), hasta

terminar con todos los que contenga la red.

En la secciéon 3 del capltulo 2, se presentd el método para
obtener la ecuacion nodal de una red cc multifasica siIn

elementos activos, en este punto lo extenderemos a redes cc

mutifasicas con nulores.

La ecuacién nodal de wuna red cc sin elementos activos de m

fases, tiene la siguiente forma:



1an't 1cphq1 O cvs  Cpim! Wn!l
! I o1 [
1Qn21 ICh21 Cp22 ... O 1 1Vh21
[ L o [
I = 1 =1 : : [ I | (32)
lo: o | :o [
| I o |
QM1 10 o Chmm! 1vnMI

en la que cada submatriz Cp|) se obtiene de los grafos | y |

de |la red cc, como se describido en el capltulo 2 seccidn 4.

Consideremos por el momento que la ecuacién anterior, es la
ecuacion de la parte pasiva de una red cc con nulores que ha
sido preparada para el analisis nodal (Ill.2.1), entonces,
so6lo falta tomar en cuenta las restricciones impuestas por
los pares nulator-norator para obtener finalmente Ila

ecuacion nodal de una red cc con nulores.

De acuerdo con |a forma de obtener la ecuaciéon (32),
analizando la matriz de admitancias nodales Cp, podemos
observar que la KkK-eésima columna de submatrices, esta
relacionada con los voltajes nodales de la red en la k-ésima
fase y que la k-ésima fila de submatrices, esta relacionada
con las fuentes de <carga de la red en |Is k-ésima fase. Por
lo tanto, las restricciones impuestas por los pares nhulator-
norator, en el k-ésimo estado de la red, implican sumar y
cancelar columnas y filas en la Kk-ésima columna y fila de

submatrices, respectivamente.
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De acuerdo a lo anterior, el procedimiento para obtener la
ecuacioén nodal de una red cc con nulores, puede resumirse de

la siguiente forma:
(a) Se desconectan los nulatores y noratores de la red cc.

(b) Se obtiene la ecuacioéon nodal para la red resultante del
paso anterior, siguiendo el procedimiento dado en el

capltulo 2 seccidn 4.

(c) Conectamos los nulatores y noratores en cada uno de los

grafos de la red correspondientes a cada una de las fases.

(d) Procedemos a modificar la fila y columna de submatrices
correspondiente a cada una de las fases, apl icando las
restricciones impuestas por la presencia de los nulatores y

noratores, de acuerdo al procedimiento dado en el capltulo 3

seccién 2.1.

111.3.1 Ejemplo

Para ilustrar el procedimiento descrito en el punto
anterior, considérese |a red bifasica que se muestra en la
figura 13 y su equvalente nulor en la figura 14. Tal red
puede encontrarse en la referencia Mulawka y Moschytz, 1985,

en donde se analiza utilizando otro metodo diferente al aqul

propuesto.
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Fig.13. Red cc bifédsica con un elemento activo.
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Fig.14. Red cc bif4sica con un par nulator-norator
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La matriz de admlitancias nodales Cp de

la parte pasliva de

red es, de acuerdo a los grafos de la fig.15:

..... fase 1 ............. ====—= fase 2 ——————eeu—-
I ¢y 0 —cq o) z=1cq o) o If
I la
I O C2+C3 o o -z 1c2 -z 1C3 o I's
| le
I cq o C1+C4 —-C4 —Z_1C1 2-104 —Z_1C4I

I I1
I O o -C4 C4 (o] —z‘104 Z_1C4|
| | f
lz‘1c1 —z'1c2 —z‘1c1 o c{+C2 o o la
I Is
I O —z‘1C3 _1C4 —Z_1C4 o C3+C4 -C4 le
| I
I O (o] —2'1C4 z_1C4 o —-C4 cq4 |2

Fig.15.

Grafos de la red cc de la Fig.

14

la
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En este ejemplo el nulator y el norator estan conectados
entre un nodo y el de referencia, por lo tanto se procedera
a cancelar las columnhas Yy filas correspondientes. En G1 el
nulator esta conectado al nodo 4 y el norator al nodo 3, por
lo tanto eliminamos la columna 4 y la fila 3 de la matriz en
sSu parte correspondiente a la fase 1; en G2 el nulator esta
conectado al hodo 2 y el norator al nodo 3, por lo tanto
eliminamos la columna 2 y la fila 3 de la matriz en su parte

correspondiente a la fase 2.

De lo anterior obtenemos que la matriz C, para nuestra red

cc con un elemento activo es:

I cq o -C1 z" 'cq o |1
| |
I O C2+C3 o —Z_1C2 o
| |
) o) —c4 o) z=lcyl
| |
Iz‘1c1 ~-Z 1c2 —z'1c1 cCi{+C2 o |
| |
| |

o —2_1C3 Z_1C4 0] —-C4
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111.4 Procedimiento para obtener la ecuacion de lazos

La ecuacidén de lazos de una red cc multifasica sin elementos

activos, tiene la siguiente forma:

v IDj11 Dji2 ... Diim! 1Q;11

| I | Il I

v 21 IDj21 Dj22 ... DIZm: :le:

[ [ |

| ¢ | = (1=z=My=1 1 , : PR B PR (33)
| | | : : | I |

| I | I I

I g IDIm1 DPim2 --- Dimm! 1Q™I

El procedimiento para obtener cada uno de los elementos de
la ecuacioén anterior se presentd en la seccidtn 6 del

capltulo 2.

Consideremos por el momento que la ecuacién anterior, es la
ecuacion de la parte pasiva de una red con nulores que ha
sido preparada para el analisis de lazos (l11.2.2), por lo
tanto, para obtener la ecuacidén de lazos de una red cc con
nulores, s6lo nos falta realizar las operaciones en las
filas y columnas de la matriz, indicadas éstas por la
presencia de |os nulatores Yy noratores en cada uno de los

grafos de la red.

Por el nulator debe circular cero corriente, entonces, si
dos lazos comparten un nulator en una red cc, las cargas de
lazo circulantes en cada lazo deben ser iguales, esto se
refleja en el sistema de ecuaciones sumando la columna de un

lazo a la del otro y cancelando la primera.
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Si el nulator pertenece a un solo lazo, la carga circulante
por dicho lazo es cero, por lo tanto se debe cancelar la
columna correspondiente a dicho lazo, en la matriz del

sistema de ecuaciones.

La presencia del norator en la red se refleja con la
aparicion de wuna nueva variable (Vx), dque la eliminamos
sumando la ecuacién de un lazo a la del otro y cancelando la
del primero, cuando los lazos comparten el norator; o
simplemente se elimina la ecuaciéon cuando el norator

pertenece a un sdélo lazo.

De acuerdo a lo anterior, se puede resumir el procedimiento
para obtener la ecuacién de lazos de una red cc con nulores,
de la siguiente forma:

(a) Se cortocircuitan los nulatores y noratores de la red.

(b) Se obtiene la ecuacidén de lazos de la red resultante del
paso anterior, de acuerdo al procedimiento descrito en la

seccion 6 del capltulo 2.

(c) Se identifican los hulatores Yy noratores

cortocircuitados en cada uno de los grafos de la red.

(d) Se procede a modificar la fila y columna de submatrices
correspondiente a cada una de las fases, aplicando Ilas
restricciones impuestas por la presencia de los nulatores y
noratores, de acuerdo al procedimiento dado en el capltulo 3

seccion 2.2.
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111.4.1 Ejemplo

Para ilustrar el procedimiento anterior, considérese la red
que se muestra en la figura 16 y, su equivalente nulor en la
figura 17. Tal red puede encontrarse en la referencia L.T.

Bruton, et al, 1983, en donde se analiza por otro meétodo.

La matriz de impedancias de lazo D) de la parte pasiva de la

red es, de acuerdo a los grafos que se muestran en la fig.18

fase 1 fase 2
I dy o z ldy 0o If
: o) do 0 z'1d2:;
:z'1d1 0 dq o) :f
: o) z=1lds o do :é

De acuerdo con la figura 18, el nulator esta compartido por
los lazos 1 y 2 mientras que el norator pertenece al lazo 2,
todo esto en ambos grafos. Por |lo tanto, se suma la columna
2 a la 1 de la matriz en su parte correspondiente a la fase
1 y también en la correspondiente a la fase 2; flnalmente se

cancela la fila 2 de la matriz en su parte correspondiente a

las fases 1 y 2.
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Fig.16. Red cc bitdsica con un elemento activo.

X X 0
f, fa

—_—
—

|

Fig.17. Equivalente nulor de la red de la Fig.16.
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Fig.18. Grafos de la red de la Fig.1l7

De las operaciones anterlores se obtiene que la matriz D) de
la red cc que se muestra en la flgura 16, es:
diq 2_1d1 |
(1-z=2)=1 | [
I z=1d; dq |
En este capltulo se presentd un método para anallzar redes

cc que contlenen elementos actlivos llineales lIdeales.

Se presentaron los métodos slistematicos para obtener las
ecuaclones nodal y de lazos de dlichas redes, |lustrandose
cada uno de ellos con un ejJemplo, Indicandose la referencla
en la que se encuentra y en la que es anallzado por otra
método dilferente al que aqul se propone. Podra comprobarse,
haclendo uso de tales referenclas, que el método propuesto
simpliflca y uniflica los criterlios para efectuar el anallslis

de redes de capacltores conmutados.
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CAPITULO 1V

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

IV.1 Conclusiones

En este trabajo se presentd un meétodo topoldgico para
obtener las ecuaciones nodal, de secciones de corte y de
lazos de una red de capacitores conmutados multifasica. Esto
es, un método que permite obtener las ecuaciones
directamente de la topologla (grafo) de Ila red, de una

manera sencilla.

Se anallizaron primero las redes cc sin elementos activos,
dandose para eéstas los procedimientos sistematicos que
permiten obtener la ecuaclidn nodal, la de secciones de corte
y la de lazos, directamente de la topologla de la red, que
en este caso, resulto un conjunto de m grafos, puesto que

la red es de m fases.

Finalmente se analizaron las redes cc con elementos actlvos,
dandose los procedimientos sistematicos para obtener las
ecuaciones nodal y de lazos, directamente de la topologla de

la red de una manera rapida y eficiente.

Las redes con elementos activos se analizaron mediante el

uso de las equivalencias nulator-norator de los elementos



activos, hecho que simplificd la obtencidén de las ecuaciones

que caracterizan la red.

De las secciones 2 y 3 del capltulo 2, puede observarse que
las ecuaciones (nodal, de secciones de <corte y de lazos)
necesarias para el andlisis de redes lineales invariantes y
las ecuaciones correspondientes para el analisis de redes de
capacitores conmutados son completamente similares, cuando
las primeras se escriben en el dominio S y las segundas en

el dominio Z.

Debido a la gran similitud que existe en la forma de las
ecuaciones para redes cc Yy redes lineales invariantes, es
posible construlr un programa para el anadlisis de redes cc,
basandose en los programas existentes disefiados para el
analisis de redes lineales invariantes en su topologla, como

por ejemplo, el programa SPICE.

I1V.2 Recomendaciones

Para obtener las funciones de transferencia o cualquier
parametro que caracterice a una red c¢c dada, es hecesario
evaluar los determinantes y menores de la matriz
correspondiente al sistema de ecuaciones planteado. Para
obtener el procedimiento sistematico necesario para evaluar
los determinantes y menores directamente de la topologla de

la red, se recomienda:
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(a) Trabajar con un sistema de cdmputo que sea capaz de

hacer calculos matematicos en forma simbdlica;

(b) Trabajar la matriz de admitancias como |la matriz de una
red que contiene ademas de inductancias mutuas,

"inductancias unilaterales".
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APENDICE |

REDES DE CAPACITORES CONMUTADOS

Una red de capacitores conmutados es aquella en la cual, de
los tres elementos clasicos, resistores, Inductores vy

capacitores (R L C), s6lo contiene: los capacitores, que son

acompaflados por conmutadores.

Los resistores pueden simularse mediante capacitores vy
conmutadores, los inductores mediante capacitores,

conmutadores y amplificadores operacionales.

Una red de capacitores conmutados puede obtenerse de una red
clasica sustltuyéndole los elementos que no son capacitores,
por capacitores y conmutadores. También es posible obtener
la red cc, sintetizando la funcion deseada, mediante bloques
basicos constituldos por capacitores, conmutadores y

amplificadores operacionales.

En las redes cc, los conmutadores se construyen con
transistores de efecto de campo (FET's) activados mediante
sefiales de reloj (fases); a estos transistores no se les

considera como elementos activos dentro de la red cc.

Si la red c¢c contiene amplificadores operacionales y/o

transistores (que no estén operando como conmutadores),
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éstos si son considerados como elementos activos dentro de

la red de capacitores conmutados.

El andlisis de la equivalencia resistor-capacitor conmutado,
puede encontrarse en muchos articulos o el analisis de todas
las equivalencias, en el libro "Switched Capacitor Circuits"
[Allen P.E. and Sanchez-Sinencio E., 1984], pero tuve la
fortuna de descubrir la referencia mas insdélita en "A
Treatise on Electricity and Maghetism" de James Clerk
Maxwell [IEEE Circuits and Devices magazine, Vol.1, num.6,

Nov. 1985, p.33]; dejemos que sea el mismo Maxwell quien nos

describa tal equivalencia:

" Corriente Intermitente

775.] Si el alambre del circuito de una baterlia se corta en
cualquier punto y las dos puntas se conectan a las
terminales de un condensador, la corriente fluira hacia el
condensador con uha Intensidad que disminuye conforme Ila
diferencia de potencial de las terminales del condensador se
incrementa, de tal forma que cuanhdo el condensador ha
recibido la carga completa correspondiente a la fuerza
electromotriz que actua sobre el alambre la corriente cesa

comp letamente.

Si las terminales del condensador ahora se desconectan de
las terminales del alambre Yy se conectan de nuevo en ellas
pero ahora en orden inverso, el condensador se descargara
por si mismo a través del alambre y se recargara en la forma
opuesta, de tal forma que una corriente transitoria fluira
por el alambre, en una cantidad total que es igual a dos
cargas del condensador.

Mediante una pieza mecanica (comunmente denominada
conmutador o contacto deslizante) la operacioén de invertir
las conexiones del condensador puede repetirse a intervalos
regulares de tiempo, cada intervalo siendo igual a T. Si
este intervalo es suficientemente largo tal que permita la
descarga completa del condensador, la cantidad de
electricidad transmitida por el alambre en cada Iintervalo
sera 2EC, donde E es la fuerza electromotriz y C la

capacitancia del condensador.



Si el magnheto de un galvandmetro incluido en el circuito se
carga, de tal forma que oscile tan lentamente, que una gran
cantidad de descargas del condensador ocurran en el tiempo
de una oscilacion |libre del magneto, la sucesidén de
descargas actua sobre el magneto manteniendo una corriente
estacionaria cuya medida es 2EC/T.

Si ahora el condensador se elimina Yy un carrete de
resistencia se substituye por ¢l, y se ajusta hasta que la
corriente estacionaria que pasa por el galvandtmetro produzca

la misma deflexidn como con las descargas sucesivas y si R
es la resistencia del circuito completo cuando esto es el

caso,

E/R = 2EC/T (1)
o R = T/2C (2)
Podemos entonces comparar el condensador Junto con el
conmutador en movimiento con un alambre de clierta
resistencia eléctrica y podemos hacer uso de los diferentes
métodos para medir resistencias descritos en los artliculos
345 a 347 para poder determinar esta resistencia. "

James Clerk Maxwel |

"A Treatise on Electricity and Magnetism"
Volumen |1, Capltulo XIX

En la referencia [ Hokenek E., and Moschytz G.S., 1980] se
obtiene el conjunto de ecuaciones que describen la relacidn
voltaje-corriente de un capacitor conmutado en una red cc de
m fases, tanto en el dominio del tiempo como en el dominio
Z. Aqul se transcribe dicho analisis haciéndole una ligera
modificacidon para trabajar con la relacion voltaje-carga y

no con la de voltaje-corriente.

La relacion voltaje-corriente de un capacitor en un sistema

continuo es:

i(t) = ¢ [dv/dt] (34)
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sl el capacitor estd en una red cc Ideal multifasica, la
relacioén voltaje-corriente se basa en la carga instantanea
del capacitor, en este caso el voltaje en el capacitor
permanece constante durante el intervalo de tiempo 4. Por Ilo
tanto, la relacién (34) para el instante de tiempo t=nT

puede reemplazarse por la de diferencias finitas:

= C ————- (35)

en donde A Vv = v(nT) - v(nT-7)

y At =7.

De donde podemos obtener
i(nT) = ¢c [v(nT) - v(nT-71/7
o por comodidad

a(nT) = c [v(nT) v(nT-7)] (36)

Conslideremos ahora que el capaclitor estd en una red cc
multifasica como se muestra en la figura 19. Suponiendo que
el periodo de muestreo T de la red cc multifasica tiene m
fases que no se traslapan de duraciéon ¥, esto es T=m7T,
entonces suceden m estados de la topologla de |la red en un
periodo T. Si denotamos el voltaje y la carga del capacitor
en el estado J (fase J), por vl y gl respectivamente vy
utilizando la ecuacién (36) para las m fases en un periodo
T, obtenemos
al(nT) = c [vl(nT) - VM(nT-71

a2(nT+7) = ¢ [v3(nT+7) - vI(nT)]
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Fig.19. Capacitor en una red cc multifdsica.
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a3(nT+29) = ¢ [v3(nT+27) = v2(nT+7)1

d"(nT+(m=-1)7) = ¢ [V(nT+(m=-1)T) - v~ (nT+(m-2)7)1

La transformada Z de por ejemplo q3(nT+27) es:

Q3(Z) e2$7‘= c I VS(Z) eZST _ V2(Z) eST 1

que puede escribirse como:
Q3(z) =c [ V3(z) - z=1 v3(z) 1

en donde z-1 = e—S7,

Por lo tanto, la transformada Z del conjunto de ecuaciones

anterior, puede escribirse como:

Q1 c I V1 _2—1 Vm ]
Q2 =c [ v2 _z—1 V1 ]

Q3 = c [ V3 —z-1 v2 3

que son las ecuaciones en el dominio Z que describen la

relaciédn voltaje-carga de solamente un capacitor en una red

cc multifasica.
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"DEDUCCION TOPOLOGICA PARA EL - ANALISIS KODAL

. DE REDES CON CAPACITORES CORMUTADOS

Afmﬁndo Re&es Serrato y Rogelio 2510m§ra Garcfa
CICESE/Divisidn de Fisica Aplicada
Apdo, Postal. 2732, Ensenada, B,C.,, 22800

RESUMEN
Fa -
En el presente trabajo se describe un método
topolbgico simple para obtener 1la matriz de

admitancias de una red com capacitores conmutados,

tanto para redes pa51vas como activas, utilizando en
las redes activas las. ‘equ1va1enc1as nulator-norator

(nulor) para sus elementos activos.

1. INTRODUCCION

A prlncxplos de los 70 8 aparece en la literatura la realizacibn de
filtros que requiren Gnicamente capac1tores,' transistores HOS y
generadores de pulsos. Inicialmente s8e les 11amb filtros
analbdgicos de muestreo [l] y, actualmente se conocen <como filtros
de capacitores conmutados (cc)e. La importancia de éstos es que
pueden integrarse completamente, que sus constantes de tiempo estan
en funcidén de razones de capacitancias y que el valor del resistor
simulado puede alterarse mgdxflcando la frecuencia de conmutacibn.

Este tipo de circuitos se originaron al sustituir 1los resistores

por capacitores y conmutadores en una red RC, En las Figs.l y 2 se
muestra un ejemplo, Cabe aclarar que Maxwell ys habfia analizado 1la
equivalencia entre unm capacitor coomutado y un resistor [2], mas es
probable que por <cuestiones tecnolbdgicas no se le haya dado 1la

importancia que actualmente tiene.

Una red cc pasiva estd compueata por capacitores y conmutadores;
8i adem@s tiene elementos activos, se le llama activa,

A mediados de los.70"s fue posible integrar completameﬁte un filtro
de cc [3,4), creindose asf la necesidad de métodos de anfilisis para
este tipo de redes, A finales de esa década surgieron varios

métodos, no publicandose algunos sino hasta hace poco
[5,6,7,8,9,10)]. Estos se caracterizan por tener muchos productos
matriciales y/o analizar 1la red de cc mediante circuitos

Hokenek y Hoschytz se.

equivalentes, En particular el método de
basa en 1la matriz de sdmitancias nodales indefinida y utiliza los

procesos de contraccibn de polos [9,1Q]).
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Figel.- (a) Red original, (b) Red con cc,
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Fig.2.~ Réd implementada con transistores MOS.
En este trabajo se describe- un método topoldgico simple para
obtener la matriz de -admitancias de wuna red con <capacitores
conmutados, Consiste este en obtemer las stdhmatrices que componen
a la matriz de admitancias, directamente de la topologfa de la red
en cada una de las fases, tanto para redes pasivas como activas,

En el caso de redes activas, se limita a redes cc con nulores, ya

que todo elemento activo pude ser modelado mediante nulores [11] y

capacitores,.

2. ANTECEDENTES

En la Referencia .[12] se encuentra unm desarrollo completo para el
anidlisis nodal de redes -lineales, asf <como 1la interpretacibn
topolbdgica de la ecuacidn nodal; aqui se da un breve resumen,

A toda red eléctrica se le puede asociar un grafo direccionado., En

este grafo, las direcciones de los segmentos pueden asociarse a las

de 1las corrientes de los
muestra en la Fig.3.

elementos de 1la red, Un ejemplo se

Fig.3.- Red eléctrica y su grafo direccionsdo.



Dada una red eléctrica con b elementos y n+l nodos, las relaciones

voltaje-corriente de dichos elementos pueden escribirse como:
Iy = Y¢ V. d (1)
en donde: s :
e ' i
' Vo = Iy, v, .. v‘]t Yo = stg(y‘ Yoy oo ’b]

Aquf, i;, v, ‘e y; son, respectivamente, la corriente, el voltaje y
la admitancia del i-&simo elemento, - Iy y Vy s8e conocem como
vectores de corrientes y voltajes de rama, respectivamente,

o
La Ley de corrientes de Kirchhoff puede expresarse como:

Ay Ly = Ty (2)
eﬂfdonde:. f“t = [1I, Tag, se I““+'] » con I, igual a 1la suma
algebraica de. las fuentes de <corriente independientes que estén
conectadas al nodo k (+ si entra y - si sale), y A¢ es la matriz de
incidencia de los segmentos en los nodos del grafo, abreviadamente

matriz de incidencia, definida como:
sale del nodo i,

entra al nodo i,
no toca al nodo 1i.

. +1 Si el segmento
Ay=lai;] = 9-1 sSi el segmento
: 0 Si el segmento

e Lo s

que cada columna contiene finicamente
las n+l ecuaciones
son linealmente

Ay tiene la particularidad de
un +1 y un -1 y el resto son ceros por lo que,
son linealmente dependientes; sdlo n
independientes. = = = & -

a

Si se define A (I,) como la matriz que se obtiene de Ay (I ) al

eliminar una fila, entonces:

A I, = Ty (3)

g . ) ° 4 >
representa un sistema de n ecuaciones com b incognitas,

Por otro lado, se sabe [12] que 1los voltajes de los elementos
pueden expresarse en funcién de los voltajes nodales, de 1la

siguiente forma: ]
T 7 .
Ve = AV, : (4)

en donde

Va=[{Va, Vuy eee vaul , con vy, igual al voltaje del nodo k con

respecto al nodo de referencia,

Sustituyendo la Ec.(4) en la (1) y el resultado en la (3), se

obtiene:
v (5)
en donde v

Y, = A Yy A, _ (6)

El producto AY‘KT se define como la matriz de admitancizs nodales y
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La forma en la que Y,, estf relacionada con
interpretacibn topologica y poder obtenerla
directemente del grafo de la red, el procedimiento es.el siguiente
(para redes sin acoplo mutuo): Si Ya=[y(;) entonces, y; es la
sucza de las admitancias conectadas al nodo i; y;; es el negativo
de 1a suma de las admitancias comunes a los nodos i y j.

se representa por Yy,.
A, permite darle  una

La Ec.(5) se 1lama ecuacibn nodal y se utiliza para efectuar el
andlisis nocdal de una red eléctrica, :

A manera de ejemplo, supéngase que la red de 1la Fig.3 tiene
conectada una fuente de corriente independiente de valor Io en
paralelo con el elemento 1 (entrando al nodo 1 y saliendo del 4), y
que el nodo 4 se toma como referencia, entonces la ecuacifém nodal

de dicha red es:

ITol  lyl+ys _ -yb. 0 | lva, |
I O0F = | -y& - y2+yb+y5 =y5 | v, |
fol 1 o . -y5 y3+y51 lv,l.

3. ANALISIS NODAL DE REDES CON CC

3.1 Génerhlidhdsg.'
Se considera para este anélisis que los® conmutadores estén
activados por sefiales de reloj (fases) que no se traslapan (Fig.4).

En cada una de ellas, ciertos conmutadores se cierram y otros
permanecen abiertos. A los conmutadores no se les asocia ninguna
rama; cuando un conmutador se cierra los nodos conectados por el

se superponen, De esta manera, a toda red cc de m fases se le

sucesidon periddica de m grafos (por ejemplo, la Fig.5).
cada uno de ellos en

red «cc, toda 1la

asocia wuna
Las leyes de Kirchhoff son validas para

particular.. Para _analizar topoldgicamente una
inforzacidon se obtiene de estos grafos.
I T=wgy ——

Fy

B

G(2)

Fig.5.~ Red bifisica y sus grafos.
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La matriz de incidencia del i-Esimo grafo se denota por A;. Sin
embargo, a diferencia de 1as redes 1lineales invariantes en el

tiempo un grafo enm particular ‘puede temer wun bucle y/o nodos
aislados, en este .trabajo se ignoran los nodos aislados pero la

columna correspondxente a un bucle contiene lnicamente ceros. Esto
se hace con el objeto de mantener compatibilidad en las
multiplicaciones matriciales que se desarrollan mis adelante,

En el caso de redes cc es conveniente trabajar con 1la ralacidn
voltaje-carga (la equivalente a la relacibn voltaje-corriente) ya
que la red estd constituida exclusivamente por capacitores,

2

3.2 Redes pasivas.
. Dada una red con b capacitores connutados multifésica y

-consideri@ndose la conexidn general ©para los capacitores, como la

que se muestra en la Fig.6 [10].

'F' / - / F‘
F‘L > -~ P F'-
e Ci ®
‘_Fi_/_._'J s B
e -

Fig.6 .- Capacitor conmutado multifisico.
La relacidn voltaje-carga para el i-&simo elemento emn la k-&sima
fase es: -

q?(nT+(k—1)T)-ci[yf(nT+(k-l)T) - v:q(uT+(k-2)T)] (7)

La Transformada Z de esta ecuacidn es:

q:(z) = ci[v:(z) - z"va(z)I. . (8)

Como la red tiene b elementos y es de m fases, existen por 1lo
tanto, m conjuntos de b ecuaciones que indican 1la relacidn
voltaje~carga de 1la red en un perfodo completo, Agrupando estas

I3 22 ° . . .
ecuaciones en notacion matricial, se obtiene:

lQ'l | Ce 0 .. =z7'Cel [V
IQ“' l—z-‘Cy CY ‘e e o ' 'vt\'l
’c ' = l ° o’ ° l lo ' (9)
'o ‘ ' [ ] e o ' 'o,
Q! I o G TIR cy | IVH

en donde cada fila representa el conjunto de ecuaciones para la
fase correspondiente, Cyr es la matriz diagonal de capacitancias.
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La ecuacibn (9) puede abreviarse como:

Qy = Cyp VY¢o

Puesto que en cada una de 1las fases se cumplen las

Kirchhoff, se tiene:

> . K- :
Ay Qﬁ = Qw . k"lozi ee Mo
Agrupando las m ecuaciones en notacibon matricial, queda:

A, Qe 1.l
I A, I 1% el

P J . e | = 0. |
| e 1 1e le |
i Al 1QV 1QY.

La ecvuacibén (12) puede abreviarse como:

A Q¢ = Q“o

En el k-&simo grafo, la relacidn que existe entre los

los elementos y los voltajes nodales, es:
T b

Agrupando las m ecuaciones, se obtiene:

IVl 1A% 1 1v'al
Ivil 1 AT, I 1vy]
1o 1 =1 " ] I}
{. 1 I ’ i e '}
1v3l ] Al IVRL

La Ec, {(15) puede abreviarse como:
Ve = & ¥,

De las ecuaciones 110); (13) y (16), se obtiemne la que

a la red en el anf8lisis nodal,

Qw = Cy Vn

en donde . ' - £ o
: B, & Cu &',

La matriz Cy conocida como matriz de admitancias nodales de la
por submatrices perfectamente definidas, En

cc, est@a constituida

84

(10)

Leyes de

(li’

(12)

(13)

voltajes de

(14)

(15)

(16)

céracteriza
Para lo anterior, se sustituye la
Ec.(16) en 1a (10) y el resultado en la (13) obteniéndose:

(17)

. (18)

red

efecto, al realizar las operaciones indicadas la,Ec.(17) es:

| Q‘“l I Cun 0 L) C\\\m | v ‘\\l
l Q‘“l le\'L‘ C“q_’_ e e ' ‘ v1nl ';
l L ‘ L= L [ ] L] ' 1 L] ' ’
lo | ] « e « 1 1.1
IdWw 1o o0 v Canad 17%1

(19)

Vi ——— w4
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. en donde

A Co X3 si i=j, ‘con j=1,2,..,m. g
Cuigzg = 9—2"' AL Cr A% "si i=j-1, con j=2,3,..,m. (20)
-z=1 A, Cv &Ku' si i=1 y j=m, _ )
0 para el resto de las i y j.

En este punto es importante hacer notar la similitud que existe
entre el par de Ecs.(5) y (6) con (17) y (18). Por uma parte &sto
justifica el nombre dado a Cw ya que, formalmente, se tienen las
mismas ecuaciones, * Por otro -lado la matriz Y. en (5) se puede
escribir directamente:del grafo, y esto es posible gracias a la
ihterpfetaci6n topolégica de (6). La similitud de (18) con (6),
expresada mds en detalle en (20) permite proceder de una manera

- similar para Cpa

3.5.1 Cohentatig.,'

Es importante hacer notar que las similitudes formales expuestas en
este comentario fueron pasadas por alto en los trabajos anteriores

[3-10].

-

3.2.2 Método_topoldgico para escribir la _ecuacidn_nodal.
(1) Las submatrices de las matrices colummna de la Ec.(19), se
obtienen directamente de 1los m grafos sin ninguna complicacidn,

Significan lo siguiente:
[ 4

(a)- Q“ = Matrlz columna de ny, filas, en donde la i- €sima fila es la
suma algebraica de las fuentes de carga xndependlentes conectadas
al nodo i, en el grafo correspondiente a la fase k.

en donde la i~&sima fila es la

(b) V: = Matriz columna de ny filas,
el grafo

variable’ correspondxente al voltaJe nodal del nodo i, en
de la fase k, :

nx = Nimero de nodos del grafo correspondiente a la fase k, sin
tomar en cuenta los nodos aislados ni el de referencia,

) o € /
(11) Las submatrices Cnij

de 1a matriz de admitancias mnodales, se
obtienen de la siguiente forma: ;

Sea AiC}A} = [yk4]i3 » con k=1,2,,.,n; ¥y r f=1 32,004,033 entonces:

lyy diy = 235 [(yN(k)élG(l)}ﬂ(yN(l)éG(J))]

en donde {yN(k)€&EG(i)} es el conjunto formado por las admitancias
conectadas al nodo k que pertenece al grafo <correspondiente a 1la
fase i, La sumatoria es algebraica; 1a admitancia tendrda signo
positivo si tiene la misma orientacidn con respecto a los nodos en
cuestidon y signo negativo en caso contrario. Si i?j, la submatriz

tiene como factor a: — 2~

Obsérvese, que para i=j, C.i, se escribe exactamente igual que la
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matriz Yy de 12 Ec.(6) pavrs redes lineales, En otrass palebras Cui:

llanamente, la mwmatrizx de adoitancise nodales del
As{ wismo, para redes biffesicas Cw es simétrics,

es, simple ¥
i-gsimo grafo.
For ejemplo, psra la Fig,(5) se tiene:

1 -!c1+ci‘: o 0-1 [ el " ez |l
| I 0 cd4chk =cb|  —z-l)-ch  c3+ck]]
Cu ™ : i 0 . -c& c4l I c& ¢4 l;
lez-t]el} il ® ch| lelech -ch 1}
] fe2 c¢3+ch ~-cbl | -cé& c2+c3+ct ]

3.3 Redesg 59‘&!55'

Una forma de anslizar redes activae ee obtener priwmero la ecuacibu
de la parte pasiva y Dposteriormente agregarle las restricciones
impuestse por les elenentos. activos, Un método simple pars
encontrsr la ecuacidén de -tales redes, es sustituir los elementos
activos por ‘su equivalente nulor. Lo anterior permite obtener 1la
ecuacibébn final, mediante simples operaciones con las filas y
columnae, de las matrices de las ecuaciones de la parte pasiva de
la red [11]. En la Referencia [13] se encuentrs un desarrolle
detallado de esto; a continuaciOn se presents lo necesario,
: . >
or un par nulator~norator

El nulor [14) es un bipuerto constituido p
{151 [13]. El sinmbolo y la caracteristica de estos OGltimos se

muestra a contimuacidn:

El efmbolo y las dos ecuaciones qué definen al nulator som:

El simbolo y la caractristica del norator sonm (cero ecuaciones):

< o N = LTS, & o

. 4; £y, .
ki _(:Ej

v € 1 arbitrarics,

=
.
L o md
°
- L
-

De las definiciones anteriores se obtiene lo siguientes: si uo
nulator (norator) se encuentra conectado entre loz nodos J Yy k, una
de las - cplumnes (filas) de 1a matriz de admitenciés de la parte
- pssiva de la red, correspondientes a dichos nodos, se sustituye por
‘1le sume de 1ls¢ dos y la otre se elimimg. Si uno de los nodos es el
“de referencia, la columna, (fila) correspondiente 21 otro rode

.simplgmente se elimina {13}.- - . s o=

Para obtener le& ecuzcibn de una red con nulores [16}, se procede de
ls siguiente formasi: (1) se desconmectern lecs bnuletores y noratores
" d¢é la red;: {(2) se. obtienme: 14 matrizr de admitancias de l& red
tesultante-de acuerdo a2l método ys descrito; (3) se conectan los
nulatores y ' noratores y -  se &plican 1lsz operaciones indiczdas

arvibe, -
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3¢3e1 Eiemelg,

Dada la siguiente red y su equivalente nulor {13}

(a) u,j

Fig.7.~ Integrador c¢¢ y su equivalente nulor,

Los grafos de la parte pasiva de.la red son:

@6 = @ 0 @ @

€ . $r -

1= @

Ca Ca

Y C\ C.‘

ol aw el 6O

Fig.8.~ Grafos de la red sin nulatores y noratores,

De acuerdo con el procedimfento dade y tomando 8l @wpodo 5 como

referencia, C\ es:

1,2 3 4 2,3 4
1,21 Jel o 0 | I ¢1 0 |1
3 10 c2 -¢2] ~z-%1 c2 -c2}l
Cy= & 0 -c2 c¢2f - {-c2 CZJ%
' ;
2,3l-2""]cl €2 =c2} lel+c2 -=c2}}
4| [0 =c2 c2] | =c2 c2ll

7

De le Fig.7(b) se obtiene:

@6 | @ o @ @

C Caz

G(1). : ® Q(2)

Fig.9.,~ Grsfos del integrador cc con nulores.

Efectuendo las opersciones peceszriss en cads uns de las fases,

resvite:



244
Sk

| cl 0 o |
c, = | 0 -c2 z-tec2 |
[-z=L1cl z-l¢c2 -¢2 |

que es la matriz de admitsncias nocales de la red de la Fig.7.

4, CONCLUSIONES
Se ha descrito un método topoldbgico simple que permite obtener la
ecuacidn nodel de ups red con capacitores conmutados pasive ©
activa., Tal método es extremadamente simple comparado «con los
hasts ehora 'en 1la literatura y lo que es =«is
que pares analizar redes con capacitores
existentes para circuitos lineales son

presentados
importante, muestra
conmutadoe los métodos ya

aplicables,
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-the kth phase, the voltage-charge equation in the z-domain is q}(z)=Cj(v,‘

LISLICTLCS .
362 CIC ES I LETTERS TO 100 1 DITOR )

ON THE LOOP EQUAT!ON FORMULATION FOR SWITCHED
CAPACITOR NETWORKS

ROGELIO PALOMERA-GARCIA AND ARMANDO REYLS-SERRATOT

Division de Fisica Apllcada Cenitro de Investigacion Crentifica y de Educaciin Superior de Ensenada (CICCSE) Espinoza 8§43, Erserade
B.C. 22500 Méxicol

INTRODUCTION

The loop analysis method for switched capacitor networks (SCN) was introduced recently.! The algorithm
given in this reference, however, applies only to meshes and planar networks. In this letter another
approach is given, which is general and simpler than the one in Reference 1, yielding an extension for
any network or any set of loops and a topological description for the loop 1mpedance matrix.

The approach follows the same derivation as the loop analysis for linear time invariant networks, giving
rise to similar formal expressions, deriving from them a rclahonshlp with the nodal admittance matrix of

SCN (this one can be derived in a similar way).

DERIVATION: PASSIVE CASE

C... For each capacitor C,, during

Let the SC network be a p-phase network with m capacitors ¢, C,,, ..
(2)-z""v)* "(2)), k=

1,2,...p, where the super-indices (k) standing for the phases are integers module p. If C=
diag (C,,.:., C,,), then the p xm capacitor relations can be expressed in matrix form as
T q' C 0o 0 —z7'c] [v
| q’. -z7'C C 0 ... 0 v
; q |= 0 -z7'c C ... 0 v {1j
! [qr_ 0 0 o0 ... C ||
or
Q=C)YV {2)

Here, ¢* =[g}(2), g3(2),...,q%(2)) for k=1,2,...p, Q=[q'", q*",...,¢""]", and similarly for v* znd
Y. Equation (2) can be rewritten as

A
~

Y=C;'0=08,0

+ Now wth the Instituta de Fisica de la UNAM. Division Ensenada B.C.. Ensenada Baja California, Meaico
1 Po<tal Address: CICESE-Fisica Aplicada, P.O. Box 4944, San Ysidra, CA 92073, U.S.A

Received 29 May 1984 ° Revised 7 March 1985
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with '
D 27 r"Vp g7r-2p :'D
27'D D z7r"Yp ... 7D

z7r-Yp ) ) .

Here D= C ' =diag (d,, d,..., d,) is the matrix of elastances of the capacitors (d,=1/C,).

Now, for each phase k, B.v' =¢', q' =B/ Q] where By is the loop matrix of the k-graph, obtained by
‘shori circuiting the switches closed during the kth phase, e* is the vector of the loop voltage sources for
that phase, and Q7 is the vector of ‘loop-charges’. Hence we obtain from (3), using B = diag (B,, B,,...B,),

. BV=E, = (BD,B")Q,= ZQ, (s)
where . '
< 7 l I)ll [);2 cee I)]P '
Z:BD'BT_-:-(-I—:—;F—) Dll Dzz e sz (6)

D,y Dys ..o Dy

is the loop impedance matrix of the switched capacitor network. Each block in (6) is given by

D;=2"*B,DB] B (7)
with
0, ifi=j
xX=1i-j, ifi>j . (8)

p=(j—i), ifj>i

Notice that for i =j, D, is simply the usual loop impedance matrix for the circuit during the ith phzse.
For i# j, in B,DB, the elastance d appears in the row corresponding to the kth loop of the ith graph znd
the column corresponding to Ith loop of the jth graph ifl the capacitor is in both loops; it has a sign *+'
if the relative direction is the same in both graphs, and ‘=" if it is different.

Thus (7) gives a topological description for each of the blocks that constitute the loop impedance mztrix
and 1t yields a simple algorithm to write the matrix, as shown in the example below. Notice that the
(1-z77)7"! factor appearing in (6) comes from the ‘branch’ equations (3) and (4).

Example _
Consider the 3-phase circuit of Figure 1, with the Ist, 2nd and 3rd graphs given in Figure 2. For tis

circuit, the loop impedance matrix is

d,+d, +d, L -2, | z7'd,
+d, dytdi+ds | =z7(ds+d) ) =27 (dy+d))
______________________ LA o b I T b
(1-27%)"" | =z, -z d,+d,) | d.+d, I 272,
______________________ = N RTINS R N DI A <.
7%, -2'2’(d3+d4) V%27, - | dy+ditd,

The matnx in this example has been pantitioned for easy identification of the blocks (7) in it.

From (7) and (&), it 1s seen that the Joop impedance matrix for SCN is symmetrical in the case of t=0
phases, and symmetrical for = =1 in any case. '

It is aiso worth noting that the form Z= BD,B” is formally similar te that of the loop impecdznce ma:rix
for linear time invariant networks.” This similarity was not evident in Reference 1. Also, the loops can »e
chosen independently in each phase; this-can help in the analysis, since it yields more freedom whzn

setting up the equations.
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-
dzT d4j: | |
Figure 1
s
’

NETWORKS CONTAINING NULLORS

o
Since active SC networks may always be modelled with the use of m.llors, only this type of circuit is
~ considered. The nullors arc taken into consideration using Davxcs rules,* as has been done in either the
loop or nodal analysis.’” g

Owing to the lopologmal description that foﬂows from (7) the constrained matrix can usually be
obtained directly from the network.

Figure 2
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Example
The hlter in Figure 3 was analysed with the nodal method in Reference 6. The first and second graphs
are shown in Figure 4; the Joop impcdance matrix after operations, is

1 3 4 5
1 [ 4, 0 t-27'd, -z7'd,
2 0 -8 ¢, 0
4 |=z7'd, 0o Cdi4d,  d

'
I
6 |-27'd, 27'(d;+d) | d,  d+dy

against three sixth order determinants required in nodal analysis. Moreover, owing to the generality of
the algorithm derived, meshes were not chosen as the set of independent loops, simplifying the analysis.
ol

A RELATION BETWEEN DETERMINANTS |Z| AND [Y,]
The form (6)
(%)

B
&

<
Lrssraeal FessauE
Ly
!
{
NS
1] f——‘y__

Figure 4
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of the loop impedance matrix is formally similar to the loop impedance matrix of lincar time invariant
networks.” Similarly, the nodal admittance matrix for SCN can be shown 1o be of the form®
Y,=ACrAT (10)
where )
A=diag (A, ..., A,)

A, being the node to branch incidence matrix of the jth gr.aph. Hence, from known results in graph
theory,” one has

|Z||C,[=]v.| (11)
or, after operations,
[Yal=(1=27")"(csc5... €a)"|2Z] (12)
7
A _ CONCLUSIONS

The Joop impedance matrix for switched capacitor networks was derived from topological considerations,
yielding a simple algorithm for writing the equations and putting in evidence the formal similarity between
the loop analysis for SCN and linear time invariant networks. Also, the derivation was general, extending
the applicability of loop analysis beyond the limitations of the algorithm derived previously. '
Following the form of the equations, a relation between the determinants of the nodal admittance and

the loop impedance matrices was derived.
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