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Se investiga, numéricamente, un problema fisico escasamente estudiado que consiste
en la generacién de conveccién en un flufdo con estratificacién estable. Por simplicidad
se analiza el caso cuandoel fluido se encuentra confinado dentro de un tubo de longitud
infinita con seccién transversal cuadrada. Las variaciones de densidad que provocan el
movimiento convectivo se inducen a través de una disposicién conveniente de paredes
aislantes y conductoras.

El algoritmo numérico que se utiliza es un esquema compacto, escrito en diferencias
finitas de cuarto orden de precisién, que resuelve la ecuacién general de difusidn-
conveccién para un fluido viscoso e incompresible en condiciones estacionarias a través
de un proceso iterativo de sobrerelajacién sobre una celda cuadrada. El algoritmo,
disefiado originalmente para densidad homogénea (Gupta et al., 1984), se generaliza en
ésta tésis al incluir densidad variable con difusién sobre una celda rectangular.
Los parémetros que determinan las soluciones son el mimero de Rayleigh y la
inclinacién del tubo pues el nimero de Prandtl se mantiene constante. Los célculos que
se efectiian corresponden a nitimeros de Rayleigh menores o iguales a 100 000 y a
inclinaciones variadas. Las soluciones para una pared horizontal aislante y las otras tres
conductoras, y para dos fronteras aislantes vecinas presentan, respectivamente, dos y una
celdas de circulacién cuando el tubo se encuentra en posicién horizontal. En ambos
casos la inclinacién del mismo induce cambios hacia una o dos celdas. Cuando el tubo
tiene dos paredes verticales aislantes opuestas, no se produce conveccién, y en cuanto se
inclina, se forman de una a cuatro celdas convectivas. Soluciones para tres fronteras
aislantes s6lo tnuestran una o dos celdas cuandoel tubo se inclina. También, se resalta
la no unicidad de las soluciones con el caso de un fluido con estratificacién inestable
contenido en un tubo con dos paredes verticales aislantes y opuestas, donde se pueden
provocar una o més celdas simétricas.

Para estimar el error involucrado en las soluciones, se utilizan integrales de
contorno sobre circuitos cerrados cuyo resultado debe ser nulo.
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CONVECCION GENERADA EN RECIPIENTES HERMETICOS

CON PAREDES AISLANTES Y CONDUCTORAS.

I. INTRODUCCION.

En la Dinémica de Fluidos Geofisicos es comtin considerar que los procesos

convectivos se generan con forzamientos que, en ausencia de adveccién y con difusién

pura, producirfan una distribucién de densidad inestable, es decir, densidades menores

por debajo de densidades mayores. La conveccién ocurre porque en tal situacién es

imposible mantener perturbaciones infinitesimales y el reposo desaparece. No obstante,

también es posible impulsar celdas de circulacién estacionarias en un tubo hermético de

longitud infinita y seccién transversal cuadrada con forzamientos que, sin adveccién,

provocarian una estratificacién estable. Lo anterior es posible porque la permanencia del

estado de reposo en un fluido sin rotacién requiere que el gradiente de densidad sea

paralelo a la aceleracién gravitatoria, esto es, que no existan variaciones laterales de

densidad. Para el caso de la presente investigacién, se provocan variaciones laterales de

densidad mediante combinaciones apropiadas de paredes aislantes y conductoras, aunque

el tubo se enicuentre o no inclinado respecto a la horizontal. Las paredesaislantes acttan

como un forzamiento para las isopicnas, en el sentido de inducir gradientes horizontales

de flotabilidad. Las paredes conductoras juegan el papel de fijar la densidad a valores

especificos con la existencia de flujos a través de ellas. Ya que el origen detales

variaciones es extertio, las celdas de circulaci6n son celdas convectivas libres.

Los trabajos de Phillips (1970) y Wunsch (1970) representan un ejemplo del estudio

de la conveccién en un fluido con una distribucién de densidad estable. En tales trabajos

se considera una sola frontera de longitud infinita, inclinada, rigida, impermeable y



aislante en un medio con estratificacién en densidad uniforme y estable. La principal

condicién en la frontera que se satisface es que no hay flujo de sal o de calor a través de

ella. Comoel flujo advectivo es nulo a través de la frontera, el flujo difusivo sédlo puede

ser paralelo a ésta y, por consiguiente, las isopfcnas se desvian de la horizontal en el

interior del fluido e intersectan la frontera en dngulos rectos. Asi, en un marco de

referencia rotado respecto a la horizontal, una componente del flujo difusivo de sal o de

calor que es hacia arriba (inverso al gradiente de densidad) en el interior se cancela en la

frontera, Para ello, Ja densidad en la capa Ifmite disminuye respecto a posiciones

horizontales en el interior del fluido. En conjuncién con lo anterior, por flotabilidad, se

produce un gradiente de presién que ocasiona un flujo cerca de la frontera con transporte

neto de volumen pendiente arriba. La solucién de Phillips (1970) y Wunsch (1970) es

estacionaria y conecta el interior del flufdo, donde el reposo prevalece, con la frontera,

en cuya vecindad o capa limite sélo ocurre adveccién paralela a ésta.

Phillips (1970) también reprodujo experimentalmente el flujo descrito en el paérrafo

anterior con una sal disuelta provocando la estratificaci6n. En cambio, con dos

substancias disueltas no necesariamente se alcanza un estado estacionario pero se forman

capas de fluido adyacentes a la frontera inclinada las cuales se extienden hacia el

interior (Turner y Chen, 1974). Experimentos de laboratorio para un flujo turbulento en

la vecindad de la frontera inclinada fueron realizados por Phillips et al. (1986) y Salmun

y Phillips (1992). Un rasgo interesante de sus resultados consiste en la generacién de una

intrusién de fluido, desde la capa limite hacia el interior del mismo, en presencia de una

picnoclina y de estratificacién no uniforme.

El estudio dé los flujos que se producen cerca de una frontera inclinada cuando la

estratificacié6n es estable ha seguido dos direcciones. La primera se concentra en



investigar cé6mo la mezcla que se genera por turbulencia en fronteras no horizontales

afecta la regién interior, tanto en el océano (Garrett et al., 1993; MacCready y Rhines,

1993) como en lagos (Imberger e Ivey, 1993). La segunda, escasamente analizada,

adiciona fronteras, algunas de ellas conductoras, para formar un recipiente cerrado en el

cual se estudian celdas convectivas en diferentes Angulos de inclinacién. Este trabajo se

enfoca en la segunda direccién y generaliza los experimentos numéricos que inicié Quon

(1976).

Quon (1976) comparéd, con resultados favorables, soluciones tedricas y numéricas

para un tubo de seccién transversal cuadrada, hermético y con fronteras aislantes

opuestas. Sus soluciones mmuestran celdas convectivas y los pardmetros que las

determinan son el nimero de Prandtl (Pr), el nimero de Rayleigh (Ra) y el angulo de

inclinacién (a). En particular, estudié soluciones con Ra = 1.37 x 10’, Pr = 7.14 y

Angulos de inclinacién de 0.1°, 5.0°, 45.0°, 80.0° y 90.0°. Para tal valor de Ra, la

velocidad de los flujos que se desarrollan en las capas lites es muy intensa.

El objetivo del presente trabajo es investigar la formacién de celdas convectivas con

forzamientos que, al omitir adveccién y con sdélo difusién, producirian una estratificacién

estable. Las celdas que se analizan son bidimensionales (0 rollos) sin componente de

velocidad ni variacién de las otras componentes a lo largo del tubo. Se obtienen

soluciones, por medio de un modelo numérico, para Ra menores que los usados por

Quon (1976) con la misma ordenacién de paredes (Caso I) y ademés con paredes

aislantes vecinas (Caso II). Asimismo, se muestran ejemplos que tipifican el

comportamiento de los flujos para los otros casos posibles: una pared aislante y tres

conductoras (Caso III) y viceversa, una pared conductora y tres aislantes (Caso IV). El

modelo numérico fué proporcionado por Murli M. Gupta, investigador de la Universidad



George Washington, y resuelve la ecuacién general de difusién-conveccién para un

fluido viscoso e incompresible en condiciones estacionarias a través de un proceso

iterativo de sobrerelajacién sobre una celda cuadrada. El algoritmo fué originalmente

desarrollado para un fluido con densidad homogénea (Gupta et al., 1984), y en el

presente trabajo se generaliza al incluir densidad variable con difusién sobre una celda

rectangular. Aparentemente, sdlo el Caso I ha sido reportado en Ja literatura. Por ultimo,

en los Casos I y II se mapean resultados integrales o globales en el espacio de

pardmetros (a , Ra).

En el siguiente capitulo se establecen las ecuaciones a resolver y sus expresiones

adimensionales. La solucién numérica de las ecuaciones se comenta en el Capitulo III.

Los célculos basados en el algoritmo numérico para todos los casos ya descritos y los

ejemplos clésicos de conveccién con estratificacién inestable se ubican en el Capitulo

IV. En los Capitulos V y VI se tratan las discusiones y conclusiones, respectivamente.



I, ECUACIONES Y CONDICIONES DE FRONTERA.

Las ecuaciones de movimiento en forma convectiva (no conservativa o advectiva)

para un flujo précticamente incompresible y viscoso son,

Du
Pa = Vp +pg + V-(uVu) (1)

De _ wvpe 7 KVP (2)

Vu=0 (3)

donde p es la densidad del fluido, u es el vector velocidad, p la presién, g la aceleracién

de la gravedad, [J es el coeficiente dinémico de viscosidad, « es el coeficiente de

difusién térmica y ¢ es el tiempo. Al considerar la ecuacién de conservacién de masa

 

a + pV-ui -0| las ecuaciones (2) y (3) solo tendrian sentido si el campo de

densidad fuese arménico, sin embargo, esto no es necesario pues (2) es la aproximacién

del comportamiento termodinfmico y (3) es la aproximacién de la ecuacién de

conservacién de masa. El comportamiento termodinémico incluye la validez de la

primera (conservacién de energia interna) y de la segunda (conduccidn de calor) ley de

la termodindémica, y de una ecuacién de estado (linealizacién de la dependencia entre

densidad y temperatura), todas ellas unidas en una aproximacidn tratada ampliamente en

la literatura (v.gr. Pedlosky, 1987, Sec. 1.4; Landau y Lifshitz, 1989, Sec. 49; Gill, 1982,

Sec. 4.4). A diferencia de la exhibicién clfsica de estas ecuaciones, la temperatura se

expresa por su equivalente en términos de la densidad. Es importante resaltar que en (2),

el término «Vp no implica un flujo difusivo de masa sino las variaciones de la densidad

debidas a la conduccién de calor. Por consiguiente, el sistema (1-3) representa una

aproximacién en donde las variaciones de densidad actian dinémicamente por el término



de flotabilidad en (1) pero su contribucién en la ecuacién de conservacién de masa es

insignificante frente al que término que incluye la divergencia del campo de velocidad.

El sistema (1-3) se modifica dividiendo la densidad y la presién ‘en,

p= 4] 1+ tee) | » Po = Cte. (4)

P =DPo@) + pz) (5)

donde p,, y p, definen un estado basico hidrostatico en el cual,

VPo —Po8S = 0 (6)

y tanto p’ como p’ definen sus perturbaciones. Nétese que p’ contiene parte del estado

basico, esto es, una variacién en la vertical de p y una perturbacion debida, por ejemplo,

a un flujo.

Al substituir (6) en (1) se obtiene,

Du
Pop, =o Vp’ + p’g + V-(uVu) (7)

donde, ademds, se ha hecho la aproximacién de Boussinesq pues se elimina el término

 p’ ok frente al término p, A vélido cuando 2- «1. Al evaluar el rotacional
Dt Dt Ba

de (7), se encuentra que la ecuacién de vorticidad es,

D ;po oe = C-Vu + Vx(p’z) + VIVO) (8)

en donde € = Vxu, [1 es constante y en donde seutiliz6 (3). El término ¢-Vu representa

una contribucién debida al alargamiento e inclinacién de lineas vorticales y desaparece

en un flujo bidimensional pues el vector vorticidad { = (0,C,0) permanece perpendicular



a la velocidad, esto es, [ = 2a aie y u=(u,0,w). Es de esperar que el campo de
Oz Ox

vorticidad presente signo inverso al acostumbrado en Oceanografia porque se emplea C j

en lugar de ¢ k, donde j y k son vectores unitarios en las direcciones respectivas a lo

largo y a lo alto del tubo. El término Vx(p’g) = Vp’xg es la aproximacién del vector

baroclinico | Hoste que es consistente con la aproximacién de Boussinesq y
p

representa la contribucién "baroclinica" a la razén de cambio de vorticidad. Este

término hace notar que el reposo sélo puede permanecer cuando el gradiente de p’ es

nulo o paralelo a la gravedad. Si el campo global de densidad es estable (con la

densidad aumentando con la profundidad), una variacién lateral de densidad provoca que

las particulas de fluido al ascender o descender tiendan a una configuracién sin variacién

lateral. Tal movimiento se debe a las fuerzas de flotabilidad y puede considerarse como

un par alrededor de un eje horizontal. Entonces, (8) indica que las fuerzas viscosas (no

pg
oO

 conservativas) y la componente horizontal del gradiente de flotabilidad | | generan

vorticidad, en tanto que los términos advectivos expresan que el movimiento del fluido

redistribuye la vorticidad de un lugar a otro.

Para un flujo bidimensional, estacionario y con ejes de referencia inclinados (Fig. 1)

se tiene que la ecuacién vectorial (8) se convierte en la ecuacién escalar,

 og og g_ Op’ dp’vWF -|u = +w 2 |= | © sena-
wt | ox dz Po oz ° ax )

donde v = 5 es la viscosidad cinematica, pues las otras componentes del vector
oO

vorticidad son idénticamente nulas.



 
Fig. 1. Sistema de coordenadas y esquema del tubo de seccién transversal cuadrada con

fronteras aislantes (lados sombreados) y conductoras. La aceleracién de la
gravedad se indica por el vector g y el dngulo de inclinacién por a. En esta
figura o * 20.0°.

Una adimensionalizacién de (9) se puede efectuar definiendo las nuevas variables:

wou r>H ph pt z+ ts ee en las cuales se ha
m7? Ap P? * and L’

evitado la distincién entre variables adimensionales y variables fisicas, y donde Ly Ap

son escalas de longitud y de variacién de densidad respectivamente. La substitucién de

tales variables en (9) da,



 

 

Vv7e - = (u:-VC) = Ra ~ sen a- = COs O (10)

yy 27 4

donde Pr = — & el nimero de Prandtl, Ra = es el nimero de Rayleigh y

N2= ;= es el pardmetro de estabilidad estética. En la definicién de N? se utilizan
oO

diferericias finitas en vez de gradientes, de modo que Ap > 0 implica estratificacién

estable y Ap <O estratificacién inestable. Turner (1981) ha empleado la convencién

precedente para el nimero de Richardson. Entonces, Ra es un calificativo global que

involucra estratificacién, difusién y viscosidad. Dado Pr = 7.14, correspondiente al agua,

los tinicos pardmetros libres son Ra y a.

Una ecuacién adimensional para la perturbacién de la densidad se obtiene al

sustituir (4) y las definiciones precedentes en (2). Para un flujo estacionario, ésto es

V2p’ — u-Vp’ =0 (11)

la cual indica un equilibrio entre difusiébn y adveccién de densidad. Nétese que la

adimensionalizacién de la velocidad implica el equilibrio precedente.

Debido a (3) se puede utilizar la funcién corriente w tal que: u =— ~ y
Zz

oy
“Ox.

en la direccién hacia adentro de la seccién transversal mostrada en la Fig. 1, y al

w= . Con lo anterior se puede expresar u = VXx(wj), donde j es un vector unitario

considerar el rotacional de u se encuentra

Vya-t (12)

la cual expresa la definicién de vorticidad para un flujo bidimensional.
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Definiendo la variable adimensional y —> - w, la versién adimensional de (12)

mantiene la misma forma. Notar que para introducir yw, es requisito que el flujo sea no

divergente o solenoidal, y es por ello que se puede reducir el ntimero de variables y de

ecuaciones en el sistema (1-3).

Cada una de las ecuaciones del sistema (10-12) es de tipo eliptico y para resolverlas

se necesitan ciertas condiciones en la frontera como las del tipo Dirichlet (cuando la

funcién esta prescrita) o del tipo Neumann (cuando sus derivadas normales a la frontera

estén establecidas) 0 una combinacién de ambas en la frontera 0D del dominio D de la

funcién solucién.

Las condiciones en la frontera surgen directamente, para w, de las condiciones

fisicas de impermeabilidad y no deslizamiento, y para p’, de la imposicién de valores en

las fronteras conductoras y de ausencia de flujos a través de las fronteras aislantes. Para

la velocidad o funcién corriente se emplea: y = 0 y oy = 0 (la derivada de yw a lo largo
on

de la normal a la frontera), debido a las condiciones de frontera impermeable y de no

deslizamiento (u = w =0) sobre las cuatro paredes del recipiente. También se usa la

Op’

dn

frontera aislante implica que el flujo por conduccién (— «Vp’) no tenga componente en

 condicién del tipo Neumann = 0 sobre las paredes aislantes, pues la condicién de

la direccién perpendicular a ésta.

Pata ser explicito, se enumeran las condiciones en la frontera sobre la densidad en

cada caso. Asi, en el Caso I se tienen (Fig. 1),
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p’=1-—(x sen at+z cosa) sobre AB y CD

(13)

i = 0 sobre AD y BC
“Ox

para el caso II (Fig. 1),

p’=1-(x sina+z cosa) sobre BC y CD

(14)

op’
a = 0 sobre AD y AB

para el CasoIII(Fig. 2),

p’=1-(x sen at+z cosa) sobre AB, BC y AD

(15)

a = 0 sobre CD
Zz

y, por tiltimo, para el Caso IV (Fig. 2) son,

p’=1-(x sina+z cosa) sobre AB

(16)

Op’
ts =0 sobre AD, BC y CD

Se debe hacer notar que, independientemente de la inclinacién, si las cuatro paredes

fueseii rigidas, coriductoras y se impusiera la condicién de una funcidén lineal y creciente

en profundidad para la densidad, la tinica solucidén posible es el reposo hidrostatico para

Ra >O (implica N?>0), es decir, el fluido adquirirfa las caracteristicas de la

estratificacién estable y uniforme, También, podria obtenerse conveccién con Ra < 0

una vez rebasado un valor critico, en forma andloga al problema de conveccién de
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    ss C: (1,1)

Fig. 2. Idem Fig. 1.

Rayleigh-Benard. En cambio, si el recipiente tuviese cuatro fronteras aislantes la solucién

correspondiente es la de un fluido homogéneo. Asi, la imposicién de fronteras aislantes y

conductoras es el ingrediente esencial para la existencia de conveccién con Ra > 0. Es

interesante mencionar que se ha dado poca atencién a la conveccién en un fluido con

estratificacién estable (Ra > 0) si se incluyen paredes aislantes y conductoras, y por ello

éste es el tépico a investigar en el presente trabajo.
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I. ALGORITMO NUMERICO.

Consideremos la ecuacién diferencial eliptica,

2, 2,

n(xz)2% +02) % + pez) ® 4 quez)Harwsb=fez) A)
ax2 dz2 Ox Oz

donde » = o(x,z) es el campo a encontrar y n =n(x,z), 0 =o(%,z), p =p(%,z),

q=q(x,z), r=r(@,z) y f =f(@.z) son funciones dadas. Las ecuaciones de Navier-

Stokes, la ecuacién de difusién-conveccién, la ecuacién de Helmholtz y la ecuacién de

Poisson son casos particulares de (17). Por ejemplo, sid=y,n =o =1,p =q=r=0

y f =-C se tiene (12), pero, en el problema a resolver, [ es una funcién a encontrar.

Gupta (1983) elaboré un algoritmo de cuarto orden de precisién para resolver (17)

con n =o =1 por sobrerelajacién, mientras que Gupta et al. (1985) lo desarrollaron

para la ecuacién completa.

La ecuacién de difusién-conveccién se obtiene haciendo n =o = 1 yr =O, y dicha

expresién es dada por

V2 + pez) LD + G62) P= ree2) (18)

Para resolver el sistema (10-12) se utiliza un esquema compacto en diferencias

finitas basado en la solucién numérica de (18). Tal algoritmo fue obtenido por Gupta et

al. (1984) y su adaptacién a las ecuaciones de Navier-Stokes, escritas en el formalismo

funcion corriente-vorticidad con el campo p totalmente nulo, fue hecha por Gupta

(1991). El algoritmo se fundamenta en el desarrollo en series truncadas de potencias de

(18), obteniéndose un conjunto de restricciones que dependen de los coeficientes de las
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series. El Apéndice A muesira la generalizaci6n del método de Gupta et al (1984) a una

malla rectangular (Fig. 3).

 

 

    

(i-1, j#1) (i, j+1) (I+1, j+1)
6 2 5

(1, ai Veit 1)

9g —_———_—_—— h -_

7 | 4 8

(i-1, j-1) (i,f-1) (i+1, j-1)

Fig. 3.  Celda Computacional. Notar la correspondencia de indices de localizacién(i,j)
con la notacién de un solo indice (0-8).

El esquema de diferencias resultante satisface en forma local a (18), y para una

celda cuadrada (g = h) es dado por,

8
Nobo = x ed, —b (19)

donde,

No =- | 20 +hr(p§ +46) + hy -P3) +h - 44) |

2h., . h
Ws4+ z (470 + 3p1 + P2- p3 + pa) + = | 4p4 + poi ~P3) + 4P2 Pa) |

h h?
Mma4t 7 (440 + 41 + 392 +93 - 94)+ | 498 + polai— 43) + 40(a2 - 44)|
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h h
3 =4- a (4p9 — Pi + Po + 3p3 + pa) + 2 | 48 — Pos - ps) ~ 4002 ~ pa) |

Wh
M4 = 4-7 Go + 41-42 + 93 + 344) + 3 | 448 ~ polai- 43) - olan - 44)|

]
Ns=1+ > Wot ao) +e (20)

h
Ne = 1-5 @o- 40) -¢

h
Wy =1- 7 ot dtc

hNg = 1+ > @o~40) ~¢

h? h3
b =—y Cfot fit fat fst fa) + 7 | polfi -F3) + aolf2 - Fa)|

h h?
cae (qi+P2-93-Pa) + 7 Podo

El algoritmo (19) junto a los términos (20) pueden interpretarse como una

aproximacién en diferencias de cuarto orden del método de los coeficientes

indeterminados, en donde se utilizé una combinacién lineal ponderada a nueve puntos

discretos seleccionados "a priori" (Lapidus y Pinder, 1982). En esta forma, (19) indica

como reelegir el valor de t en base a sus aledaiios y se emplea, una y otra vez, en

todos los nodos o vértices (i,j) interiores hasta que el proceso obtenga una buena

aproximacién numérica de un problema eliptico con condiciones en la frontera de

Dirichlet.
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Casos particulares del esquema (19) y (20) se usan para (10), (11) y (12). Por

ejemplo, para la ecuacién de Poisson se tiene

8
NoWo= DY Me We - 0

k=l

con los siguientes coeficientes: Ng = 20, Ny = Nz = 13 =W4 = 4, Ns = N6 = 17 = Ng = |,

2

b= 5 Booth t ttt lyyc =0,

La solucién de (18) se obtiene iterativamente por relajacién sucesiva para que los

errores en las estimaciones iniciales de  disminuyan, o se relajen, en cada iteracién

subsiguiente. Para esto p,q y f son funciones ya establecidas.

El procedimiento inicia con alguna solucién tentativa o aproximacion inicial, la cual

puede estar lejos de la solucién final, que se mejora paso a paso ya sea con sobre o

subrelajacién. Tal mejorfa depende de la facilidad o dificultad de converger a una

"solucién" y se efectia hasta que la diferencia mayor en valor absoluto entre

aproximaciones sucesivas sea menor que cierto pardmetro de tolerancia. Tal pardémetro lo

escoge el usuario en base a la precisién deseada, del algoritmo numérico, de la

computadora que se use, del tiempo disponible de CPU y de otras limitantes.

Entonces, cada iteracién n = 1,2,... se lleva a cabo en todos los puntosinterioresi,j

de una malla (x;,z;). La renovacién de cada punto se da mediante (19) y una

modificacién extra de acuerdo a la siguiente férmula

oe = 5H + (1-8) Ge) (21)

donde & és un pardmetro de relajacién o sobrerelajacién. Un valor apropiado de 8 se

utiliza para lograr la convergencia del procedimiento iterativo o para acelerar la rapidez
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de convergencia (Gupta y Manohar, 1980). El campo $es una solucién sobrerelajada

si 6>1 0 relajada si O<85< 1. El proceso de relajacién (21) indica que, dada la

solucién tentativa par), se calcula 5p” de (19), con lo cual la solucién tentativa se

reemplaza por b) en cadaiteracién n hasta que o) y 6) cumplan el criterio de

convergencia max; ; |p) — p@-) | < ¢, obteniéndose Ja solucién numérica aproximada

de (18). Aqui el parametro de tolerancia es ¢ = 10. La falla del proceso o divergencia

de las soluciones se considera cuando max; j | ge —o@-) | > 103, en cuyo caso se

detienen los c4lculos.

Una consecuencia del caracter eliptico de (18) es que la solucién depende

univocamente de las condiciones en la frontera. Si se establecen condiciones de

Dirichlet, éstas permanecen desde la solucién tentativa sin cambio alguno durante todo el

proceso iterativo. Como los problemas particulares a resolver presentan las condiciones

de frontera mixtas (13-16), se requiere renovar en la frontera algunos campos con un

algoritmo diferente a (19). Para el Caso I, los valores tentativos de p’ se cambian

continuamente en las paredes AD y BC, en el Caso II sélo se renuevan en las paredes

AB y AD,y en el Caso III solamente se modifican en la pared CD. Para el Caso IV, la

Gnica pared en donde no ocurren cambios es la AB. En cada iteracién los valores

tentativos de € se renuevan en todas las paredes y en todos los casos estudiados. En

cambio, los valores de u, w, y w nunca se alteran en ninguna de las paredes del

recipiente.

Si el problema fuese una sola ecuacién del tipo (18) se podrian permitir iteraciones

sucesivas hasta lograr la convergencia; ya que el sistema (10-12) esté acoplado, parece

apropiado limitar él ntimero de iteraciones y formar lo que se llamael ciclo interior. Este

ciclo consta de un maximo de 15 iteraciones y se aplica a cada una de las ecuaciones del
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sistema (10-12). La aproximacién que se obtiene en el ciclo interior se vuelve a

amortiguar una sola vez (interpolacién lineal) con la solucién tentativa por un proceso de

relajacién como el descrito por (21) en lo que se denomina ciclo exterior. Este

procedimiento también se repite en cada uno de los tres campos p, C y w hasta que los

tres cumplan con el criterio de convergencia.

Para el ciclo interior se encontr6, por prueba y error, adecuado fijar 6 = 0.9 para p’ y wy,

y para C un valor de 1.7 (Caso I) y de 1.9 (Caso Il) para 8. Posteriormente, el factor de

amortiguamiento de ( para ambos casos se disminuye o se incrementa en funcién del

numero de iteraciones sin lograr convergencia y de los pardmetros Ra y a. En el ciclo

exterior, se fij6 5 = 0.5 para w y C, y 8 = 0.6 para p’ en los casos I y II.

Una esquema simplificado o diagrama de flujo que resume el método iterativo que

se emplea en la solucién numérica del sistema (10-12) a través de (19) y (20) se muestra

en la Fig. 4. Antes de empezar las iteraciones, se fijan los pardmetros adimensionales

que determinan las soluciones y las mallas en donde se inicializan todos los campos, lo

cual implica establecer las condiciones en la frontera (13) y (14) para los Casos I y II, 0

las correspondientes para los Casos II y IV. Luego, se aproximan los campos u y w en

el interior de sus mallas (ver la seccién II.1) y los campos p’ y € en las fronteras de las

mallas respectivas (vet seccidén III.2). Hecho lo anterior, se procede a expresar (11) en

la forma (18) con p =— u(x,z), q =—w(,z) y f =O para resolver p’ por medio de

(19) y (20). Aqui es donde se usa la relajacién sucesiva, primero con los ciclos interiores

y después con el ciclo exterior. Una vez que se renueva p’, se estiman sus derivadas en

la malla interior (ver seccién II.1) y en las fronteras con diferencias hacia adelante y

hacia atrés de segundo orden. Al igual que en p’, para resolver (10) es necesario

expresarla en la forma (18). Esto se logra al efectuar las siguientes substituciones:
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Fig. 4. Diagrama de flujo del método iterativo con que se resuelve el sistema (10-12).

f

p=- = uG@z), @ =- x w(x,z), y f =Ra ES sen O- cos «| mientras 
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que para (12) sdélo se substituye p = q =0 y f =—€. En cada uno de estos campos

también se emplea relajacién o sobrerelajacién sucesiva en los ciclos interiores. El

procedimiento finaliza sin llegar a resultados, si las soluciones divergen o si se excede

cierto numero de iteraciones; en caso contrario, se prueba el criterio de convergencia. Si

no se cumple tal criterio se repite el proceso precedente hasta alcanzar convergencia, en

cuyo caso se escriben resultados y el procedimiento termina.

V1.1. Aproximaciones a las Derivadas.

Para calcular la solucién numérica de b(x,z) por medio de (19) y (20) se necesita

conocer el término de forzamiento en (10) y los campos p y q en (10) y (11). En

particular, se necesitan las derivadas de p’ y, para el campo de velocidad, las derivadas

de yw. Ya que el algoritmo (19) es de cuarto orden de precisién, es conveniente estimar

tales derivadas al mismo orden de precisién. Las estimaciones de las derivadas son un

resultado exira del procedimiento con que se llega al algoritmo (19) y son consistentes,

es decir, toman en cuenta la ecuacién diferencial que cumple la funcién a derivar. Para

una celda rectangular, las aproximaciones de cuarto orden para las derivadas de p’ y w

sé muestran en al Apéndice B. En el caso de una celda cuadrada, dichas expresiones se

reducen a

op’ 1 (u3 — Wy) 1
= — + ——_—_ oy os pal _ / / =n 9) /

| Ay | | 3h 7A (p’; p’3) F ug(p’; + p’3 2p’o)

1 7 / 1 / / / /

+ D7 3 — WlP'2 ~ P's) = Sy WolP’s — P's + PT — P's)

 

1 4+ —— (p’5 — P’6 — P’7 + P’:) tO(hion 5 P’6 P’7 p’g) (h")

(22)
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dp’ i Wa-w) |, 4. 4 a as ,

| * |aa"lootwatt 94-200

/ yf 1 / / / /

aq (4 ~ M20, ~ P's) — Dy HolP’s ~ P's + P'7 — P's)

1 /ap (P's + P'6 ~ P'7 ~ P's) + OCH")

  

* Dn

y>

0 1 I
5 Ss 3h (Wy - W3) + =a (Ws - Wo ~ Wy + Wa) + - (Cy - C3) + O(h*)

(23)

ow apS27 Ya + Top (we + W — ys)+7 C4) + O(h*)az 0 2 4 os 5 6 8 2 %4

  

donde las expresiones (22) y (23) son casos particulares de las expresiones mds generales

desarrolladas por Gupta (1983).

WI.2. Aplicacién de Condiciones en la Frontera.

Una caracteristica de la solucién iterativa de sistemas elipticos es que las

condiciones en la frontera determinan los flujos en el interior de la malla, asf que es

conveniente que estén bien especificadas. Un inconveniente que se origina para resolver

las ecuaciones acopladas (10-12) es que no se conoce C en las fronteras. Por ello, es

necesario aproximar € en la frontera durante cada paso iterativo mediante alguna

formula. En el presente trabajo se utiliza una férmula de segundo orden, conocida como

férmula de Jensen 6 férmula (2,1), que depende de los valores de w en la frontera y en

dos puntos interiores. La formula de Jensen da resultados muy exactos, al menos para la

ecuaci6n biarménica y para el formalismo funcién corriente-vorticidad con densidad

homogénea, pero es costosa en términos del ntimero de iteraciones que se requieren para
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coniverger (Gupta y Manohar, 1979). Dicha férmula es dada por (Apéndice C),

1 1
bo=— 75 (Avi 9 We) (24)

de acuerdo a los indices de localizacién que se muestran en la Fig. 5. En este sentido

(12) determina C. Al igual que para C, en las fronteras aislantes también se necesita

aproximar p’ para calcular sus gradientes en el interior y en algunas de las fronteras de

la malla. La formula de segundo orden que se usa es (Apéndice C),

/ 2 / | / / ¥

Po= 77 (AP 5 P22 + Pa + Pa) (25)

En (24) se ha aplicado las condiciones de no deslizamiento y de frontera rigida e

impermeable, y en (25), las condiciones de no deslizamiento y de frontera rigida y

aislante.

 

 

Fig. 5. Notacién para célculos en fronteras

Problemas adicionales surgen cuando se adjudican valores de € y p’ en las esquinas

del recipiente pues las expresiones (24) y (25) no se puedenutilizar. Como en los casos

que se consideran las fronteras del recipiente son estacionarias o inméviles, la vorticidad
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en las esquinas es nula y por ello no es necesario buscar algtin tipo de aproximacién.

Cabe hacer notar que, por ejemplo, si la frontera CD se moviera con cierta velocidad

uniforme entonces se tendria una discontinuidad en u, con lo cual =— quedaria
0

indefinido y la vorticidad seria infinita en las esquinas C y D (puntos singulares). En las

ou

Ze

fronteras no conductoras de los Casos I y IU, los valores de p’ en las esquinas no se

modifican, es decir, se quedan fijos los valores dados que resultan de aplicar la condicién

en la frontera sobre paredes conductoras. Esto mismo ocurre para los Casos II y IV,

excepto en la unién de los dos fronteras aislantes donde se asigna a p’ el valor del

primer punto del interior. Por ultimo, en los Casos I-IV se utilizan diferencias hacia

adelante y hacia atrés de segundo orden para aproximar las derivadas de p’, que no estén

determinadas como condiciones en la frontera, en todas las fronteras de las mallas

respectivas.
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IV. RESULTADOS.

Los calculos numéricos para los Casos I y II que se presentan en este capitulo

corresponden a una matriz (n = 42, m= 42) y nimeros de Rayleigh en el intervalo

5.0 x 10° < Ra < 1.0x 10° con wn incremento de 5.0 x 10°. Las inclinaciones del

recipiente son variables, pues en el Caso I se efectuaron célculos de 0.0° a 90.0° y en el

Caso If enire — 50.0° y 50.0° respectivamente. En ambos casos se presentan contornos

de los valores maximo y minimo de y como una forma de caracterizar las soluciones

numéricas. En los Casos II y IV se emplean las mismas dimensiones de la matriz

precedente pero con Ra = 1.0 x 10*. Las inclinaciones que se utilizaron para el Caso II

son: 0.0°, — 5.0°, — 45.0°, — 135.0°, — 175.0° y — 180.0° pues en a = — 90.0° no se

forman celdas. En el Caso IV se emplearon los siguientes dngulos: — 5.0°, — 45.0°,

— 90.0°, — 135.0°, y — 175.0° porque las soluciones para a =0.0° y a=-— 180.0°

corresponden a un fluido homogéneo en reposo y por la simetria es innecesario calcular

4ngulos positivos. En todos los casos se consideré Pr = 7.14 para poder comparar con

las soluciones obtenidas por Quon (1976). La Fig. 6 muestra un esquema de los casos

investigados.

IV.1 Caso I.

En la interpretacién de las soluciones hay que tener en mente que el estado bdsico

es hidrostdtico. Entonces, isopicnas e isébaras son paralelas en el recipiente hermético

para « = 0.0° y por ello el vector Vx(p’g) es nulo. Al inclinar el recipiente se forman

gradientes de densidad a lo largo de x (Pdenx) que rompen la estructura barotrépica del

fluido y se produce movimiento porque un fluido con variaciones laterales de densidad

no puede permanecer en reposo. Al considerar fronteras conductoras se estén imponiendo



 
Fig. 6. Esquema de referencia de las cuatro combinaciones de paredes aislantes y

conductoras estudiadas en este trabajo.

variaciones de densidad (temperatura) que también inducen cambios en el fluido.

Asi por ejemplo en la Fig. 7 se puede apreciar que en a = 4.5°, la inclinacién de

las isopicnas respecto a la configuracién horizontal que tendrian en el estado basico,

forma zonas de fiuido ligero y fluido pesado adyacentes a las fronteras aislantes AD y

BC, respectivamente. Tal inclinacién es practicamente nula en el interior y sdlo ocurre

en la proximidad de las fronteras aislantes como consecuencia de la condicién de no

flujo a través de éstas. De aqui que las isopicnas deban ser localmente perpendiculares

exactamente en las fronteras aislantes, con lo cual el flujo difusivo sélo puede ser

paralelo a tales fronteras. En conjuncién con la inclinacién de isopicnas se tiene una
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Fig. 7. Soluciones estacionarias pap el Caso I con a = 4.5° y Ra = 1.0 x 10°, donde
| pPdenx = 22 y Pdenz = —.
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celda de conveccién que gira en el sentido de las manecillas del reloj (celda positiva)

como lo muestran las lineas de corriente. El espaciamiento de éstas indica que el fluido
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se mueven més répido a lo largo de las fronteras aislantes que sobre las fronteras

conductoras, y que el fluido interior se encuentra prdcticamente en reposo.

También, en la Fig. 7 y en las andélogas subsecuentes, se ha escogido que la

diferencia entre los valores de los contornos graficados de w sea constante y con ello el

transporte de. volumen entre cada contorno resulta constante. Los contornos cerrados de

. w indican que la circulacién no es cero, esto es, el flujo no es irrotacional. Sin embargo,

por ser soluciones estacionarias la circulacién para cualquier contorno no varia en el

tiempo. En la capa limite el movimiento de las part{culas de flufdo es contra el sentido

de las manecillas del reloj (vorticidad negativa), mientras que en el interior del recipiente

el giro locales en el sentido horario (vorticidad positiva). Nétese que tales signos son

inversos respecto a la convencién que generalmente se acostumbra en la Fisica del .

Océano. Los valores més altos de los contornos de vorticidad se encuentran en la capa

limite adyacente a las fronteras aislantes, donde la rotacién local de las particulas de

fluido es mas intensa que en las fronteras conductoras.

En muchas de las figuras se indica el dngulo de inclinacién, pero se muestran las

graficas desde el marco de referencia rotado (x ,z) como el presentado en las Figs. 2 y 3.

En la mayoria de los casos, en particular para los mayores Ra usados,el lector se puede

reorientar répidamente inclinando la figura hasta observar las isopicnas del interior en

posicién horizontal.

A los 45.0° de inclinacién, los gradientes de densidad a lo largo de z (Pdenz) ya no

son tan uniformes y se concentran en la vecindad de las esquinas A y C del recipiente

(Fig. 8), las cuales se definen en las Figs. 2 y 3. Lo anterior ocasiona que sdlo en éstas

esquinas el flujo siga las isopicnas y que el fluido interior tienda a separarse en dos
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Fig. 8. Idem que Fig. 7, pero con a = 45.0°.
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dos celdas de circulacién con el reloj. Nétese que en la Fig. 7 el flujo sigue

aproximadamente las isopicnas a la largo de las fronteras conductoras.
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Conforme el recipiente se sigue inclinando, el movimiento de la mayor parte del

fluido no continda en contra de la estratificacién sino que tiende a fluir paralelamente a

las isopicnas, en el interior y sobre las esquinas A y C. En la Fig. 9 las lineas de

corriente delimitan cinco "celdas" de circulacién, a saber: dos celdas con vorticidad

negativa préximas a las esquinas B y D, y dos celdas interiores con vorticidad positiva

inscritas en una celda orientada diagonalmente que se mueve en el sentido de las

manecillas del reloj. Es claro que las particulas de fluido siguen trayectorias cerradas y

ademas cambian su orientacién en el espacio. Las dos "celdas" interiores estén asociadas

a la formacién de Pdenx negativos a lo largo de las fronteras conductoras. En las

esquinas B y D, los movimientos convectivos contra el reloj se deben al cambio de signo

de Pdenz ocasionado por el curvamiento, hacia las fronteras conductoras, de las

isopicnas interiores. Esto también induce cambios de signo en la vorticidad que se

genera en tales esquinas.

A una mayor inclinacién del recipiente, las dos celdas interiores (simétricas) se

contraen en tamafio y se separan hacia sus esquinas préximas, mientras que las dos

celdas con vorticidad negativa (antisimétricas) aumentan de tamafio, hasta que se forman

cuatro celdas simétricas en a = 90.0° (Fig. 10). Se puede observar que, en el interior

del fluido, los gradientes de vorticidad més intensos coinciden con las esquinas en donde

las lineas de corriente siguen el contorno de las isopicnas (Figs. 8-10).

Aunque pata a= 67.5° el campo de velocidad es relativamente intenso, el

movimiento del fluido puede ser imperceptible. Si el flufdo que contiene el recipiente es

agua a una temperatura aproximada de 293.1K (20.0°C), entonces

«=1.41x107 ms! y v=1.007x10%ms!. Para un recipiente con

L=50x10%m, las velocidades adimensionales u =w =8 corresponden a
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Fig. 9. Idem que Fig. 7, pero con a = 67.5°.

2.3 x 10° m s~!. Bri estas condiciones el coeficiente de expansién térmica del agua es

de 24x 107K"! y, dado Ra=10x10° y g=98ms, el incremento

correspondiente de temperatura es de 5.5x 10-*K. El parémetro de estratificacién
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Fig. 10. Idem que Fig. 7, pero con a = 90.0°.
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correspondiente es 2.3 x 1073s". Para un incremento de temperatura de 10.0 K es

necesario un Ra del orden de 10’, en cuyo caso N? = 0.2 s™”. Tal Ra fué el que utilizé

Quon (1976) y nétese que, al aumentar L, las velocidades dimensionales disminuyen.



La distribucién de los minimos y mfximos de y como funciones de Ra y a se

muestra en la Fig. 11. En la gréfica para w minimo, se observa poca variacién al

aumentar Ra y, aproximadamente para oa <40.0°, la zona en blanco indica la

inexistencia de celdas de circulacién contra el reloj y con vorticidad negativa. En tales

dngulos, la variacién principal del méximo de w ocurre en Ra <2.0 x 10°. También,

puede notarse que el intervalo de déngulos que cubren los transportes de volumen maximo

se estrecha conforme se incrementa Ra. En la Tabla I se muestran los valores del

minimo y méximo de y correspondientes a las Figs. 7-10.

A continuacién, se evaltian ciertas integrales para mostrar, en el espacio de

pardmetros (Ra,a), cémo varian las contribuciones advectiva y difusiva del transporte de

densidad y también para tener una idea del error involucrado. Ya que el flufdo es

incompresible, (11) se puede teescribir como:

VF=0 (26)

donde,

F = p’u — Vp’ (27)

es el vector flujo de densidad que consta de un término advectivo y de otro difusivo. Por

el teorema de la divergencia, de (26) se encuentra que el transporte de densidad a través

de una superficie cetrada S es nulo,esto es,

$ F-nds=0 (28)
5

donde m es un vector unitario normal a S y ds es un diferencial de S. Dado queel flujo

es bidimensional el resultado anterior se traslada a simples integrales de contorno, y se

denomina transporte al resultado de tales integrales. Estimaciones de F que no cumplan

con (28) dan una idea del error de las soluciones numéricas. Debido a las condiciones en
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Fig. 11. Contornos de los valores minimo y maximo de y para el CasoI.

la frontera de no deslizamiento y de no flujo, en las fronteras aislantes tanto los

transportes de densidad advectivos como los transportes de densidad difusivos son nulos,

mientras que en las fronteras conductoras sdlo los transportes de densidad difusivos no lo

son. Es importante resaltar que para los propdsitos del presente trabajo la denominacién

del transporte de densidad es respecto a la perturbacién de la densidad p’ y no respecto a

la densidad total dada por(4).

Consideremos la mitad superior del recipiente hermético definida por las esquinas

AD BC7 Ym? localizadas a una altura con indice correspondiente de 7 y las esquinas C

y D situadas a una altura con indice m. Las contribuciones de (28) se calculan a lo largo

del segmento ae y sobre la frontera conductora CD (Fig. 12). De hecho, la

integral de contorno, desde un punto cualquiera en una frontera aislante hasta otro punto

cualquiera situado en la otra frontera aislante, deber ser la misma independientemente del

contorno seleccionado, no siendo asi para las contribuciones advectiva y difusiva pues

dependen de los puntos y contornos escogidos. A una altura 3 el transporte de
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Tabla I. Valores de 1a inclinacién del recipiente, del minimo y méximo de w, y nimero
de celdas correspondientes al Caso I.

 

 

a (°) Wmin Wows No. de Celdas
Antihorarias Horarias

45 0.0000 0.0931 - 1
45.0 0.0000 0.9186 - 1
67.5 -0.0704 1.3102 2 2
90.0 ~1.0072 1.0072 2 2

 

densidad es dominantemente difusivo y varia poco al aumentar Ra, pero en el intervalo

Ra < 2.0 x 10* el transporte se incrementa a medida que Ra tiende a cero. El transporte

de densidad advectivo presenta los valores maéximos entre a =50.0° y a= 70.0°,

aproximadamente. En el segmentoa el transporte de densidad es totalmente

difusivo para a= 4.5°, es principalmente difusivo en a = 45.0°, dominantemente

advectivo en a = 67.5° y para a = 90.0°, por simetria, ambos transportes son nulos. La

integral de contorno es la diferencia entre el transporte de densidad total en = y el

transporte de densidad total en m, e indica que las mayores diferencias ocurren

aproximadamente entre 4.0 x 10*< Ra < 1.0 x 10° y 40.0° < a < 80.0°. Una medida del

error asociado a los célculos numéricos es el valor absoluto de la integral de contorno

(que debiera ser nula) dividida por el transporte total en T y muestra en general,

valores menores del 1.0 % para a < 50.0°.

Para finalizar esta seccién sélo resta mencionar el problema de unicidad y resultados

anexos al problema clésico de conveccién, con "calentamiento" en la frontera inferior

AB (N2<0). Recordemos que las condiciones en la frontera son sobre y, ow p’ y
on
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Fig. 12. Transportes de densidad y error asociado a los célculos numéricos sobre las
fronteras de la mitad superior del recipiente hermético para el CasoI.

Op’

on
 . En el caso homogéneo (Ra =0 y sélo las ecuaciones 10 y 12), con C prescrita y
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las condiciones en la frontera sobre 0D: y = constante y oy = 0, donde nmindica un
on

vector normal a 0D, la unicidad de la solucién queda determinada (Chorin y Marsden,

1990). Sin embargo, como en el sistema (10-12) no hay condiciones de frontera

explicitas para C, y el algoritmo numérico requiere de tales, los valores de © en la

frontera misma se evaliian de (12). Adicionalmente, también se necesita aproximar la

densidad en las fronteras aislantes de (11). Lo anterior sugiere la posibilidad de buscar

soluciones diferentes que cumplan con las mismas condiciones de frontera enunciadas en

(13), esto es, que las aproximaciones numéricas de C y p’ se ajusten a valores diferentes

dependiendo de cual sea la aproximacién tentativa inicial o que simetrias se impongan a

la solucién. La Fig. 13 muestra evidencia de la no unicidad de las soluciones, para

| Ra | = 3.0 x 104 y a=0.0° pero con Nr< 0, mediante soluciones con una o mas

celdas de circulacién que cumplen con (13), o sea, las mismas condiciones en la

frontera. En la Fig. 13, si la densidad se imicializa con ceros 0 con un campo

correspondiente a la estratificacién estable, las soluciones que se obtienen son,

respectivamente, dos celdas elongadas a lo largo de las fronteras aislantes y una sola

celda de circulacién. En cambio, si en cada iteracién se obliga al campo de densidad a

repetirse, por ejemplo, en la mitad inferior del recipiente (condiciones de simetria), la

solucién final son cuatro celdas. Si ademés de lo anterior se establecen condiciones de

simetria para la funcién corriente en cada iteracién, se obtienen, dos celdas elongadas a

lo largo de las fronteras conductoras. Por prueba y error se encontré que

aproximadamente para |Ra|<2.0x 10? no se forma ninguna celda (no hay

conveccién), pata 2.0 x 10?<1|Ra|1<6.5 x 10° sdlo se desarrolla una celda y para

6.5 x 10? < | Ra | sé pueden formar una o dos celdas. En este caso el Ra critico para

conveccién libre con N? <0 y a=0.0° (aproximadamente de 2000) es mayor que el

4
tedrico sin paredes laterales (Ra, = om * 657.5, v.gr. Stern, 1975) precisamente 
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Fig. 13. Soluciones estacionarias que muestran evidencia de la no unicidad de las
solucioties para el Caso I con | Ra |=3.0x 10* y a=0.0°, pero con
N?2 <0.0. Los ntimeros en la base del recipiente indican, respectivamente, el
transporte de densidad en la mitad del mismo y el error que resulta de estimar
(28). Las isopicnas se indican en color azul y las lineas de corriente en color
rojo.

porque las paredes laterales inhiben mas la adveccién por la condicién de no

deslizamiento.
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I[V.2 Caso IL

A diferencia del Caso I, en a = 0.0° el fluido no puede estar en reposo pues al

ajustarse las isopicnas a las condiciones en la frontera (14), se forman Pdenx no nulos

(Fig. 14). El curvamiento de las isopicnas adyacentes a la frontera aislante AB da lugar a

una zona de fluido més ligero en la proximidad de A que a la misma altura en la

proximidad de B. Lo anterior produce movimientos ascendentes y descendentes en las

vecindades de A y B,respectivamente, que forman unacelda de circulacién con el reloj

(positiva). La separacién de los contornos de corriente indica que el flujo es mds rApido

a lo largo del trayecto CBA que en el trayecto ADC. Debido a los flujos tangenciales

que se desarrollan, la celda de circulacién presenta vorticidad negativa (contra el reloj)

en la capa limite y vorticidad positiva (con el reloj) en el interior del recipiente.

Observar que a lo largo de la frontera conductora CD, el gradiente de densidad se

encuentra casi en la misma direccién que la gravedad y el fluido permanece

practicamente estético. La imagen especular de la Fig. 14 ocurre en a = 90.0° y en

oa = — 90.0°. En tal situacién las soluciones numéricas tienen las mismas caracteristicas

que las soluciones en « = 0.0°, sdlo que los signos son inversos y por ello la celda de

circulacién es contra el reloj (negativa). Asimismo, la solucién en a = 180.0° es la

misma de la Fig. 14.

La continua inclinacién del recipiente ocasiona modificaciones notorias en los

campos solucién. La pendiente de las isopicnas disminuye, la celda de circulacién se va

elongando diagonalmente hacia la esquina D, las isol{neas de Pdenz, con signo negativo,

se van alejando de la frontera conductora AD y el campo de velocidad aumenta su

intensidad. Ademés, el curvamiento de Jas isopicnas hacia las fronteras conductoras
*

provoca cambios de signo en los gradientes de densidad y el flujo tiende a seguir las
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Fig. 14. Soluciones estacionarias para el Caso If con a = 0.0° y Ra = 1.0 x 10°, donde
Pdenx y Pdenz se definen en la Fig. 7.

isopicnas donde la celda convectiva da vuelta (esquina B). El fluido cuasiestético que

en o& = 0.0° sé encuentra en la vecindad de CD, deja de serlo al inclinar el recipiente

porque el gradiente de densidad ya no es paralelo a la direccién de la gravedad,
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produciéndose un flujo hacia la esquina D. Asi, los gradientes Pdenx < 0 a lo largo de

CD y Pdenz > 0 en la esquina D inducen una celda de circulacién contra el reloj con

vorticidad negativa. Tal celda es muy incipiente en medio de la frontera CD desde

a =0.0°, es visible hasta aproximadamente a= 10.0°, y luego se traslada hacia la

esquina D. El campo de velocidad y el transporte de volumen alcanzan valores maximos

en a = 30.0°, y en a = 35.0° éste tiltimo va disminuyendo (Fig. 15). Para un recipiente

lleno de agua a temperatura ambiente con L = 5.0 x 10~* m, la velocidad del flujo

u =w =18 es de 5.1 x 10° mspara Ra = 1.0 x 10° y el incremento correspondiente

de temperatura es de 5.5 x 10° K.

En a = 45.0° la solucién es simétrica y las dos celdas convectivas son del mismo

tamafio (Fig. 16). Nétese que los flujos tangenciales en la cercania de la esquina D

ocasionan que en la capa limite las particulas de fluido presenten vorticidad positiva.

Entonces, las grdficas de las componentes de la velocidad (Fig. 16) indican que las

particulas de fluido siguen trayectorias rectas a lo largo de una porcién de las fronteras

del recipiente, y la gréfica de vorticidad (Fig. 16) muestra que, ademds, van cambiando

su orientacién en el espacio en tal trayectoria.

Cuando a < 0.0°, las isopicnas incrementan su pendiente respecto a las isopicnas en

a =0.0° (Fig. 14) y el movimiento del fluido es distinto al flujo que describen las

soluciones anteriores. En la esquina D, la celda de circulacidn negativa es visible

débilmente desde a = — 5.0°, posicién donde aproximadamente el campo de velocidad y

el transporte de volumen presentan valores méximos. Estos son menores a la velocidad y

al transporte de volumen para a > 0.0°. En a = — 15.0° tal celda es bien evidente (Fig.

17). En este caso, la celda con el reloj muestra que el gradiente de vorticidad positivo es

intenso en la esquina B, sitio donde ywy p’ siguen el mismotrayecto.
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Fig. 15. Idem que Fig. 14, pero con a = 35.0°.
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Al seguir inclinando el recipiente, los contornos de Pdenz se extienden hacia el

interior del recipiente desde la esquina D. También, los transportes de volumen y la

velocidad de la celda de circulacién positiva (horaria) disminuyen, mientras que la celda
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Fig. 16. Idem que Fig. 14, pero con a = 45.0°.

negativa (antihoraria) aumenta de tamajio e intensidad. En a = — 45.0°, ambas celdas son

simétricas y el flujo es paralelo a las isopicnas, en el interior y en las esquinas B y D

(Fig. 18).
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Fig. 17. Idem que Fig. 14, pero con a = — 15.0°.

La distribucién de los minimos y mdximos de w (Fig. 19) muestra valores més

grandes, gradientes mas intensos y una mayor variacién respecto a Ra en comparacién

con la distribucién correspondiente para el Caso I (Fig. 11). En valores altos de
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Fig. 18. Idem que Fig. 14, pero con a = — 45.0°.

 

  
 

  
Ra (Ra > 10°), la celda de circulacién negativa tiende a estar presente en todo el

intervalo de 4ngulos de inclinacién, en tanto, que los mdximos transportes de volumen

tienden a ubicarse en un intervalo estrecho de a. La Tabla II resumeel tipo de celdas
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Fig. 19. Contornos de los valores minimo y maximo de w para el Caso IL.

que presentan las Figs. 14-18.

Para el Caso I, (28) sélo se calculé con la componente z de F,, porque su

coinporiente x no contribuye a la integral de contorno. Como el Caso II posee dos

fronteras conductoras consecutivas, los contornos no son semejantes y las integrales

correspondientes incluyen las componentes en x y z de los diferentes flujos (Fig. 20).

/

 Por ejemplo, en la frontera CD de la malla (42,42) w =O y F-k = 2 (Transporte
Z

x, /

Total-z = Transporte Difusivo-z), y en la frontera BC u =0, por lo cual Fi = dp    

ox

(Transporte Total-x = Transporte Difusivo-x). Lo anterior explica los titulos de las

graficas que aparecen en la Fig. 22. La integracién de estos transportes debe sumar cero,

de acuerdo a (28), pues el resto del contorno corresponde a las fronteras aislantes AB y

AD. En las Figs. 21 y 22 se presentan tales célculos en los contornos con esquinas en la

submalla (21,21) y en la malla (42,42). Para un Ra fijo, los transportes de densidad

totales pueden presentar el mismo valor en dos dngulos de inclinacién especificos. Por

ejemplo, la Fig. 21 revela que en Ra = 9.1 x 10* la componente z del transporte total
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Tabla II. Valores de la inclinacién del recipiente, del minimo y maximo de y, y nimero
de celdas correspondientes al Caso II.

 

 

a (°) Wrmin Wmax No. de Celdas
Antihorarias Horarias

-45.0 -0.9140 0.9139 1 1
-15.0 -0.2649 1.7133 1 1
0.0 -0.0012 2.1812 - 1

35.0 -0.2659 2.9434 1 1
45.0 -1.7646 1.7646 1 1

 

presenta el mismo valor de 1.5, aproximadamente, en a = 10.0° y en a = 30.0°. El

dominio de los transportes de densidad advectivos y difusivos es alternante. En conjunto,

el transporte en la Fig. 21 es principalmente advectivo y en la Fig. 22, es totalmente

difusivo. En particular, para a = — 45.0° (Fig. 18) y a = 45.0° (Fig. 16) el transporte

difusivo es dominante en la submalla (21,21), en cambio en a =— 15.0° (Fig. 17),

a = 0.0° (Fig. 14) y a = 35.0° (Fig. 15) predomina el transporte advectivo. También, la

simetria de las soluciones en o = 45,0° (Fig. 16) produce que en la submalla (21,21)

tanto los transportes difusivos para las componentes x y z asi como los transportes

advectivos en atnbas componentes sean iguales.

La diferencia entre las componentes x y z de los transportes de densidad totales

mostrados en las Figs. 21 y 22 y los errores fraccionales correspondientes se encuentran

en la Fig 23. Los errores, en valor absoluto, resultan de dividir el resultado de la integral

de contorno entre el valor de la componente z del transporte total de densidad. Errores

mayores al 10% en la submalla (21,21) se localizan en el  intervalo

— 50.0° < a < — 20.0° aproximadamente. Ya que sdédlo en las fronteras de la malla

(42,42) se efecttian aproximaciones de segundo orden para C, p’ y sus derivadas, los
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ay (42, 42)
 

(21, 21) ,
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Fig. 20. “Bsquenid que define los contornos que se usan para calcular la integral (28).

Estos corresponden a las fronteras ge la submalla (21,21) y de la malla
(42,42). La componente x de F es Fi y se denota por Transporte Total-x. La
componente z de F es F-i y se denota por Transporte Total-z.

errores son grandes (Fig. 23). Solamente en el intervalo — 50.0° < a < — 34.0°, los

errores son menores del 1.0 % para todos los Ra considerados.

IV.3 Casos Lil y IV.

En las Figs. 24 y 25 se encuentran los campos de p’ y y, con diferentes 4ngulos de

inclinacién, para los Casos III y IV.

En a = 0.0° (Fig. 24a) la presencia de la frontera aislante, en su pared superior,
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Fig. 24. Contornos de p’ y yw para el Caso III con Ra = 1.0 x 10*. Las isopicnas se

muestran en color azul y las lineas de corriente en color rojo. La inclinacién
de one gtafica es: (a) 0.0°; (b) —5.0°; (c) —45.0°; (d) —135.0°; (e) -175.0° y
(£) —180.0°.

fuerza algunas isopicnas a intersectarse con ésta en dngulos rectos. Como consecuencia,

la formacién de Pdenx negativos y positivos en las esquinas C y D, respectivamente,
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produce dos celdas convectivas simétricas. La inclinacién subsiguiente del recipiente en

el sentido de las manecillas del reloj provoca la disminucién del tamafio de la celda

negativa (Fig. 24b) y el crecimiento de la celda positiva (Fig. 24c), que a su vez

desaparece en a = — 90.0°. Tal sucesién se repite con el inicio de una celda negativa

(Fig. 24d) y termina con el nuevo surgimiento de las dos celdas simétricas en

ao = — 180.0° (Fig. 24f). En términos de los gradientes de densidad, la desaparicién de la

celda negativa al pasar de la Fig. 24b a la Fig. 24c se relaciona al cambio de signo de

Pdenx en la esquina C mientras que el crecimiento de la celda positiva (Fig. 24c) se

debe a que los contornos positivos de Pdenx en la esquina D se distribuyen a lo largo de

la frontera AD. Los contornos de Pdenz, que en a = 0.0° se localizan a lo largo de CD,

sdlo se angostan en o& = — 45,0°. Las isolineas de Pdenx son positivas y se ubican en la

vecindad de la esquina D y a lo largo de la frontera BC para a =— 135.0°. La

disminucién de tamafio que se observa en la celda negativa, al pasar de la Fig. 24d a la

Fig. 24e, se asocia al acortamiento de Pdenx hacia la esquina C y, la aparicién de la

celda positiva (Fig. 24e), a Pdenx < 0 en la esquina D. La distribucién de Pdenx y Pdenz

para o = — 180.0° es la misma que la correspondiente a «= 0.0° pero con signos

inversos, es decir, Pdenz >0 y Pdenx positivos en la esquina C y negativos en la

esquina D. Para a = + 90.0° la solucién es el reposo absoluto porque las isopicnas

horizontales cumplen las condiciones en la frontera (15). Por otra parte, cuando el

movimiento del flufdo es en contra de la estratificacién su velocidad es mayor que

cuando sigue el contorno de las isopicnas. La velocidad mayor, en valor absoluto, es de

aproximadamente u = w = 2.5 y se observa en las Figs. 24c y 24d. La Tabla II resume

el minimo y maximo de w para cada celda y el transporte de densidad en la mitad del

recipiente para el Caso IIL.

A diferencia del Caso III, en a = 0.0° y a = — 180.0° no ocurre conveccién cuando
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Tabla Ill. Valores de la inclinacién del recipiente, del minimo y maximo de yw, del
numero de celdas, del transporte de densidad en la mitad del mismo y del
error asociado, correspondientes a la Fig. 24.

 

a (°) Win Wimax No. de Celdas i} F-K ds Error
Antihorarias Horarias

 

0.0 -0.3430 0.3430
-5.0 -0.2590 0.4265

-45.0 -0.0006 0.5839
~135.0 -0.5844 0.0006
-175.0 -0.4270 0.2595
-180.0 -0.3435 0.3435

0.8987 0.0076
0.8427 0.0083
0.4891 0.0405
-0.4961 0.0009
-0.8518 0.0028
-0.8579 0.0028a

e
n
e

a

 

el recipiente presenta tres paredes aislantes y una conductora. Esto se debe a las

condiciones en la frontera de no deslizamiento y de frontera aislante, pues a lo largo de

la pared conductora AB sdlo puede entrar un flujo difusivo de calor. Ya que el papel de

la difusién es el de disminuir cualquier gradiente, en el estado estacionario el fluido se

homogenizaraé al valor de la densidad impuesto en la frontera conductora. Una ligera

inclinacién del recipiente producité conveccién porque la densidad en la pared

conductora ya no seré constante (Fig. 25a). Es facil determinar el sentido de la celda si

uno se guia por él resultado de Phillips (1970) y Wunsch (1970). El fluido préximo a la

frontera aislante tendrd adveccién paralela a ésta, y seguird pendiente arriba cuando se

encuentre por "encima" de la celda y pendiente abajo cuando quede por "debajo" deella.

Por ejemplo, en a = — 45.0° (Fig. 25b) el fluido que est4 por arriba de la celda se mueve

pendiente arriba (a lo largo de AD), y el flufdo que se ubica debajo de ella se mueve

pendiente abajo (a lo largo de BC), lo cual ocasiona una celda horaria. Para a = — 90.0°

(Fig. 25c), en lugar de una celda convectiva, se tienen dos celdas simétricas. En este

caso los contornos de Pdenx son positivos, inician en la esquina A y terminan en la
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(c) (d)

Fig. 25. Contornos de p’ y w para el Caso IV con Ra = 1.0 x 10*. Las isopicnas se
indican en color azul y las lineas de corriente en color rojo. La inclinacién de
cada grafica es: (a) -5.0°; (b) —45.0°; (c) -90.0° y (d) —135.0°.

esquina B, y se distribuyen en todo el fluido interior. Los contornos de Pdenz son

positivos para la celda horaria y negativos para la celda antihoraria, y muestran una

distribucién similar a las isopicnas (Fig. 25c). La inclinacién subsiguiente del recipiente

repite las Figs. 25a y 25b pero con signo inverso. Asi, en «© = ~— 135,0° (Fig. 25d) se

tiene una celda antihoraria y en o& = —175.0° se tendria el negativo de la Fig. 25a. Otra
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caracteristica de las Figs. 25a a 25d es que el movimiento del fluido es més répido en

contra de la estratificacién que a favor de ésta. La velocidad maxima, en valor absoluto,

es de aproximadamente u = w =4.0 y se observa en a =— 45.0° (Fig. 25b) y en

a = — 135.0° (Fig. 25d). En la Tabla IV se resumen los valores del minimo y maximo

de w para cada celda asi como el transporte de densidad en la mitad del recipiente para

el Caso IV.

Los transportes de densidad en la mitad del recipiente son dominantemente

difusivos en el Caso ILL. En el Caso IV,el transporte de densidad es dominantemente

difusivo en a =— 5.0° y a=— 135.0°, dominantemente advectivo en a =— 45.0° y

a =— 175,0°, y totalmente advectivo en a = — 90.0°. La integral de contorno (28) se

evalia en las fronteras de la mitad inferior del recipiente para los Casos III y IV. Con

excepcién de la Fig. 24c, en el Caso II los errores involucrados son menores del 1.0 %

(Tabla III). En el Caso IV, los transportes de densidad tanto difusivos como advectivos

sori del orden de 10-2 y al obtener el error previamente definido, se tiene que dividir el

resultado de la integral de contorno por una cantidad muy pequefia. Es por ello que en la

Tabla IV los errores son grandes. La Tabla IV también presenta las estimaciones de la

integral de contorno (28), las cuales tienen valores casi nulos. Esto indica que los

resultados son favorables pero la definicién de error utilizada no es adecuada.
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Valores de la inclinacién del recipiente, del minimo y méximo de y, del
ndmero de celdas, del transporte de densidad en la mitad del mismo, de la
estimacién de (28) en su mitad inferior y del error asociado, correspondientes

 

 

a la Fig. 25.

a (°) Wmnin Wax No. de Celdas pk ds f Fnds  Firor
Antihorarias  Horarias Ss

-5.0 0.0000 0.2964 1 0.0019 0.0012 0.6262
-45.0  -0.0217 1.0459 1 -0.0049 0.0151 3.1074
-90,.0 -0.5114 0.5089 1 -0.0110 0.0117 1.0682

-135.0 -1.0515 0.0214 - -0.0056 0.0029 0.5185
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V. DISCUSION.

La supresi6n de las celdas convectivas se logra a través de una disposicién

conveniente de fronteras aislantes y conductoras que anulen la generacién de vorticidad

debida a la aproximacién del término baroclinico. Por ejemplo, para a = 0.0° (ver Figs.

1 y 2) tal término es nulo en los Casos I y IV (no ocurren celdas), pero en el Caso II se

forma una celda positiva y en el Caso III dos celdas simétricas estén presentes. Es por

ello que la inclinacién del recipiente no es una condicién necesaria para producir celdas

de circulacién pero sf el hecho de tener fronteras aislantes no verticales. Entonces, las

celdas se originan porque las isopicnas se curvan para satisfacer la condicién de frontera

/

op
ox

fluido que al ascender y descender dan vuelta alrrededor del recipiente en el sentido

 aislante, formandose principalmente . Estos gradientes ocasionan capas flotantes de

horario o antihorario. De manera adicional la inclinacién sucesiva del recipiente genera,

fundamentalmente, Pdenz en las esquinas que provocan, por ejemplo, la aparicién de

celdas antihorarias. El crecimiento de una celda antihoraria es una funcién de a y en

parte se debe al confinamiento de las esquinas y a la difusién de momento por parte de

la celda horaria.

Aunque con cuatro fronteras aislantes no se produce conveccién, ésta puede

inducirse mediante una distribucién horizontal de fuentes y sumideros (Patterson, 1984),

pero en tal situacién pueden generarse celdas de circulacién independientemente del tipo

de fronteras o dngulo de inclinacién. También, el Caso I sin inclinaci6n y con una

fuente local origina dos celdas simétricas 0 una celda simétrica con un ligero aumento de

Ra (Desrayaud y Lauriat, 1993). En general, una caracteristica comtin en todos los casos

estudiados es que el movimiento del fluido es mds répido cuando las isopicnas y las
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lineas de corriente no son paralelas que cuando si lo son. Los flujos en la capa limite

para el Caso I con Ra * 10’ son muy intensos a la largo de las fronteras aislantes, en

donde el fluido asciende o desciende (Quon, 1976). El comportamiento del fluido en

movimiento en los Casos II-IV, puede ser similar en intensidad al Caso I para Ra > 10°.

También, para valores altos de Ra en un medio con una frontera aislante horizontal y

ninguna conductora, se genera un flujo tipo chorro adyacente a la frontera y un gradiente

de presién adverso que por flotabilidad induce un flujo en direccién contraria al de la

capa I{mite, la cual es estdticamente estable (Daniels y Gargaro, 1993). Este tiltimo flujo

tiene un efecto dominante, de manera que el flujo chorro no puede mantenerse a menos

que exista una corriente externa que lo transporte corriente abajo.

Unacaracteristica interesante de los flujos convectivos es su tendencia a no fluir en

contra de la estratificacidn en las esquinas del recipiente donde los gradientes de

vorticidad son interisos. Para el Caso I, lo anterior ocurre principalmente en las esquinas

A y C, en la esquina B para el Caso II, en las esquinas C o D para el Caso III y en las

esquinas A o B para el Caso IV. En éstas esquinas el movimiento del flufdo es

relativamente mds intenso que en el resto de ellas. Para el Caso I, Quon (1983)

desarroll6 soluciones analiticas para tales flujos con a = 45.0° y a = 90.0°, Pr > ~ y

Ra -»© pero sin dar una explicacién fisica al respecto. El hecho que los flujos

estacionarios sigati el contorno de las isopicias puede estar relacionado a un equilibrio

entre la velocidad, el gradiente de densidad y al gradiente de la rotacién local de las

particulas de fluido, de manera similar al equilibrio geostréfico y a la definicién de |

funcién corriente.

Analogias entre un sistema en rotacién y otro estratificado han sido analizadas por

Veronis (1970), por ejemplo, a través del "spin-up". Un fluido encerrado entre dos
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cilindros rectos se ajusta a un equilibrio geostréfico cuando uno de éstos rota a una

velocidad ligeramente mayor que el otro. Tal ajuste puede ser similar al que sucede

cuando la inclinacién del recipiente se incrementa. Incluir rotacién con el eje respectivo

paralelo a la gravedad implica resolver una modificacién al sistema (10-12) e incluir otra

ecuacién correspondiente a la componente de velocidad a lo largo del tubo. Entonces, si

el sistema estratificado se pone en rotacién, tal vez se inhiba la conveccién pues la

accién de la gravedad podria equilibrarse con la accién de la rotacién.

Experimentos numéricos para el Caso I también fueron efectuados por Quon (1976),

pero sdélo sus soluciones numéricas con o = 80.0° y a=90.0° son cualitativamente

similares a las que se calcularon en el presente trabajo. Las diferencias se deben a que

las soluciones de Quon (1976) corresponden a Ra * 10’, a la utilizacién del término

« Pr°? como w catacteristico y al uso de un algoritmo de segundo orden. El algoritmo

empleado en éste trabajo fue incapaz de converger directamente a valores altos de Ra,

digamos Ra > 10°, pues para lograrlo se necesitan utilizar soluciones precedentes que

implican un gran nimero de iteraciones. El ntiimero de iteraciones que se necesitan para

alcanzar convergencia es funcién del pardmetro de relajacién y una razén porla cual la

rapidez de convergencia fué lenta se asocia a la no estimacién de un 8 6ptimo. En

general, un valor é6ptimo o cuasidptimo de 5 depende de la geometria del problema, del

tamatio de la malla, de las aproximaciones que se usen en las fronteras y de los

pardmetros adimensionales que definen el problema (Gupta y Manohar, 1979, 1980), asi

que encontrar tal valor para el sistema (10-12) puede resultar tan caro comoresolverel

problema sin conocerlo.

En los Casos I y Il, la mayor parte de las estimaciones de los transportes de

densidad presentaron errores menores al 30.0 %. Aunque los errores pueden disminuirse
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con una malla més fina, existen otros factores que influyen en la exactitud de los

cflculos numéricos. Algunos de los factores consisten en la manera de escribir las

ecuaciones, ya sea eri forma convectiva o divergente, y en el tipo de aproximacidén de los

campos solucién en las fronteras de la malla.

Para un fluido homogéneo (Ra = 0.0), es tema de discusién si la forma convectiva

de (10) y (12) es mejor o no a su versién divergente pues hay una dependencia del

algoritmo numérico. En esta situacién el parfmetro importante es el nimero de Reynolds

(Re). En valores grandes de Re, la forma conservativa o divergente obtiene mejores

resultados si el algoritmo se discretiza en diferencias centrales de segundo orden (Gupta

y Manohar, 1980; Gupta, 1981). Como el sistema (10-12) corresponde a la versién

convectiva donde Re = * y Pr = 7.14 (constante), se tiene un valor pequefio de Re; de.

aqui que la forma convectiva pudiera ser adecuada. Sin embargo, como se tiene un

fluido inhomogéneo es incierto si la versién conservativa de (10-12) obtenga mejores

resultados o pueda converger directamente a valores grandes de Ra.

Las aproximaciones para los camposC,p’, apt y en las fronteras de la mallaax 7 Oz
son de segundo orden, en tanto que las soluciones en el interior de la malla son de

cuarto orden. Esto indica que las fronteras introducen, al menos, un error de segundo

orden a la malla interior. En particular, se emplean diferencias hacia adelante y hacia

/

 Op’ op
atraés para ae y ay

puntos. En tal aproximacién pueden utilizarse puntos externos a las fronteras, como por

» y una mejor aproximacién de segundo orden requiere de mas

ejemplo en Choo y Schultz (1992). La aplicacién de aproximaciones de orden superior

también considera mds puntos y su ventaja sobre aproximaciones de menor orden sdélo es

notoria en mallas finas, lo cual implica un mayor costo computacional (Fletcher, 1991),
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La rapidez de convergencia puede aumentarse con esquemas alternativos a la formula de

Jensen, pero son ligeramente menos exactos (Gupta y Manohar, 1979). Otro problema

que se presenta es la estimacién de p’ en las esquinas de la malla. El valor de p’ se

mantuvo fijo con la suposicién que los errores que se transmiten a las soluciones se

suavizan hacia el interior, es decir, que su efecto en la malla interior es pequefio, sin

embargo, no se conoce la validez de tal suposicién (Gupta et al, 1981). Siguiendo a

Ache (1987), una posible estrategia consiste en usar una p’ bivaluada en las esquinas

para calcular gradientes; por ejemplo a lo largo de las fronteras AD y CD. Otra

posibilidad es obtener en las esquinas aproximaciones de segundo orden para p’ que

dependan de valores en las fronteras de p’ por medio de un métodosimilar al descrito en

el Apéndice C, pero desde un punto de vista computacional es mas practico asignarle el

primer valor de p’ en el interior pues es una aproximacién de cuarto orden. Tal

procedimiento solo se siguié en la unién de dos paredes aislantes en los Casos II y IV.

En el sistema (10-12), la no unicidad de las soluciones numéricas involucra

satisfacer alguna de las condiciones (13-16) con valores distintos de C, p’, Pdenx y

Pdenz en las fronteras. Por ejemplo, si en el Caso I con N? <0 seinicializa p’ en las

paredes AD y BC con ceros 6 con una funcién lineal se encuentran dos soluciones

diferentes que satisfacen (13). Por otra parte Fromm (1965) presenta soluciones,

similares a las que se muestran en la Fig. 13, en donde pueden existir hasta ocho celdas

convectivas en un tecipiente rectangular con Ra del O(10°).
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VI. CONCLUSIONES.

La investigacién efectuada muestra que la disposicién conveniente de fronteras

aislantes y conductoras en un tubo de longitud infinita con seccién transversal cuadrada,

en posicién horizontal, que se encuentra leno con un fluf{do establemente estratificado

origina celdas de conveccién. Las fronteras aislantes, ya sea inclinadas u horizontales,

actian como un forzamiento que obliga a las isopicnas a intersectarse con éstas en

fngulos rectos, ocasionando gradientes de densidad que inducen el movimiento

convectivo del fluido. Entonces, cuando el fluido permanece en reposo para cierto

ordenamiento de fronteras aislantes y conductoras, las celdas de conveccién se forman

girando el tubo, Es del conocimiento del autor que el estudio de la microestructura de

mezcla en un fluido con estratificacién estable es un problema fisico al que se le ha dado

poca atencidén.

Una frontera aislante horizontal o dos fronteras aislantes vecinas generan,

respectivamente, dos celdas de circulacién simétricas y una celda horaria cuando el

récipiehte hermético se encuentra en posicién horizontal con la distribucién de paredes

que definen las Figs. 1 y 2. En ambos casos la inclinacién del mismo impulsa de una a

dos celdas, Dosfronteras aislantes opuestas no producen convecciénsi el recipiente no

est4 inclinado. En cuanto se inclina, por ejemplo, en contra de las manecillas del reloj, se

crean desde una celda horaria hasta dos pares de celdas simétricas, siendo un par horario

y el otro antihorario. Tres fronteras aislantes causan una o dos celdas, ya sea horarias o

antihorarias, cuando el recipiente se halla con cierta inclinacién. En todos los casos

analizados existen soluciones intertnedias con celdas convectivas asimétricas.

El algoritmo numérico para la solucién de problemas estacionarios, bidimensionales,
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viscosos, incompresibles y de densidad homogénea, tratado con el formulismo funcién

corriente-vorticidad, requiere la solucién de dos ecuaciones elipticas acopladas (Gupta,

1991). Este algoritmo se ha empleado admitiendo un tercer campo, el de densidad

variable gobernado por la ecuacién de difusién y una modificacién correspondiente en la

ecuacién de vorticidad. El conjunto de tres ecuaciones elipticas describe problemas

bidimensionales y estacionarios de difusién-conveccién. Aqui se demuestra la efectividad

de tal esquema numérico con casos de interés fisico escasamente o no tratados en la

literatura. Aunque los casos resueltos consideran una celda cuadrada, la ampliacién del

algoritmo también involucré una generalizacién a celdas rectangulares (Apéndice A).

El algoritmo numérico empleado es una herramienta util para obtener soluciones

con valores bajos y moderados del niimero de Rayleigh, pero resulta

computacionalmente muy costoso para valores altos porque se requieren soluciones

precedentes y gran ntimero de iteraciones para lograr convergencia. No hay una razén

que explique la incapacidad del algoritmo para encontrar soluciones con numerosaltos

de Rayleigh (> 10°); sin embargo, es evidente que la conexién del flujo interior con las

fronteras se produce en una capa cuyo grosor disminuye a medida que Ra aumenta. Es

por ello que tal capa limite tiende a presentar toda su estructura en un ntimero menor de

celdas, al grado que éstas serdn insuficientes para reproducir la curvatura de los campos.

Atin cuando los "errores" en los célculos de los transportes de densidad son en

términos generales altos, las soluciones son favorables pues al considerar mallas més

finas para disminuirlos las soluciones no van a cambiar su comportamientocualitativo.
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APENDICE A

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE DIFUSION-CONVECCION.

A continuacién se presenta la extensié6n del esquema de cuarto orden desarrollado

por Gupta et al. (1984) a una celda rectangular. El método consiste en utilizar

desarrollos en series de potencias de la solucién b(,z) y las funciones p (x,z), q(x,z), y

f(z), y obligar a que satisfagan (18) en cualquier punto (x,z) de una celda rectangular

de nueve puntos (Fig. 3). Considerar como hnotacién,

00,2) = yay jxt ad q(x,z) = ¥, By jx! 24
ij ij

(Al)

P(xz)= Ayjpxtzd fez)=Y oe jx'2/
ij i,j

Las expresiones (Al) se substituyen en (18), conservando sdélo los términos

constantes, lineales y cuadréticos. Esto se logra al mantener términos x'z/ que

cumplan con 0 <i , j < 2, de manera que se obtienen seis restricciones, con subindices

O<i+j<2, que garantizan que la solucién de (18) sea de cuarto orden. Tales

restricciones son (Gupta et al., 1984),

C09 = 2(429 + 499) + Ap02 1,0 + Boo20,1

C19 = 6439 + 2aj49 + 2Agga79 + Aq0410 + Boo@1,1 + Bi 0701

Co= 2a24 + 6093 + 2Ag9411 + Ag1410 + 2B90402 + Bo1201

C29 = 12a49 + 2472 + 3X9943.9 + 2A4,042,0 + Az,041.0 + Boot2,1 + Bi041,1 + B2,0401
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(A2)

C92 = 2d72 + 12ag4 + Agotia + Agia+ A02410 + 3800203 + 2801402 + Bo240,1

C11 = 6434 + 6043 + 2Aggaes + Atodia + A11410 + 2800412 + Boi411 + Biido,1

donde las restricciones Cg, C19, 0,1, 2,0 Cor Y C1, estén asociadas, respectivamente,

a los términos constante, x, y, x2, y2 y xy. Notar que el coeficiente agq se pierde en los

desarrollos para las derivadas de o(x,z).

En su forma general, o sea al agregar (x,z) a la ecuacién eliptica (18), las

restricciones (A2) son un sistema de seis ecuaciones con quince incdgnitas a; ; con tal

que 0 <i + j <4. Relaciones adicionales se obtienen al evaluar la expansién de (x ,z)

en los puntos 0 a 8 de la celda rectangular de lados g y ht (Fig. 3),

bo = 400

b; = 09 + ayoh + Ayyh” + a3yh? + aygh4 +...

2 = 9 + agi8 + ay28* + ay38° + agg’ +

3 = 9 — aygh + aggh? — agoh? + agg’ + ...

b4 = 9 — 4918 + 49287 ~ a938° + aoag’ + -. (A3)

b5 = 2 + 1-9 + (ayig + ay297 + .4139°)h + (A218 + a228%h? + azigh? +...

6 = 3 + bo — bo — (11g + 1287 + 4139°)h + (aig + a228)h? — aggh? +...

7 = 04 +03 — 9 + (ay18 — 41287 + 4439 °)h — (an18 — a228*)h? + a318h? +...

bg = ba + 01 — 9 — (4118 — 44287 + 2438 °)h — (18 — a728%)h? - az18h? +...

donde por simplicidad se usan las expresiones anteriores $9, $1, 2, 63 y $4. En forma
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andéloga a Gupta et al (1985), se puede aprovechar la simetria inherente a (A3) para

eliminar, en términos de la solucién , algunos de los coeficientes a; ; con las siguientes

combinacioneslineales,

(6) — 63) = 2a; gh + 2a3 9h? + Oh?)1 3 1,0 3,0

(by — 4) = 2a9i8 + 2aq3g° +O (g°)

(by + 3 — 2b) = 2ag,gh? + 2aggh4 + O(n

(by + 4 — 29) = 2ag.227 + 2agag’ + Og
(A4)

(5 — 6 + 7 — g) = 4ayigh + O(e*)

(bs — 6 — 7 + bg) — 200 — 3) = 4ay287h + O(E°)

(5 + bg ~ 7 — g) — 22 — 4) = 4aygh? + O(e°)

(ibs + bg + 7 + bg) — 20, + by + 3 + 4) + 49 = 4a2287h? + OCE®)

donde e indica productos gh tales que la suma de sus exponentes dan el exponente de

e. Por ejemplo, el orden del término 4(a, 3g 3h + a3gh?) es O(e*). El sistema (A4) es

equivalente al sistema (A3). Observar que existe una dependencia de los coeficientes

conocidos B; ;, Aj ;, cj, del sistema (A2), con los desconocidos a; ; y ;; del sistema

(A4).

El propésito central del método es el resolver "localmente", o en una celda, el

problema eliptico con condiciones en la frontera de Dirichlet, o sea, escoger una oq

dadas ; a $g y las funciones conocidas que definen los coeficientes B; ;, Ajj y ¢j,j-

Para lograr lo anterior y resaltando que sdlo el sistema (A2) contiene la informacién de
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la ecuacién eliptica, la solucién de (x,z) se forma de una combinacién lineal de (A2),

por ejemplo,

Pighcoy + Pog he 19 + Paghcqy + Pag?hcy + Psg 2h eq9 (A5)

2 2

donde al imponer los coeficientes, P; = 6, Py = s Ago P3= - Boo P4a= a y
§ , 8

Ps5= 5 se eliminan los coeficientes 439, 493, 449 y 49,4. Ademés, permite llegar a

una restriccién solamente entre los coeficientes ; ;, Bj; y cj,;, pues no contiene ningtin

coeficiente a; ;. Notar que en (A5) no se involucra la restricci6n c;, pues en tal caso se

necesitarfa que el coeficiente P¢ asociado a a3; y a; 3 fuese nulo.

Después de la substitucién de (A2) y los coeficientes precedentes en (A5), y luego

de usar (A4) se encuentra que (A5) puede expresarse como,

8
Dy Ne de (A6)
k=0

en la cual,

20
=—- __ Ry - ghRTio ah 0 Siu,

n= ehhy+ 2 Ret 4st roo Ir1=8 3 Q 6 he ay 0,0 7

h 1.1
Ta = BhRy + = Rs + gt x Poo Rg

1 1=ghR,-2& Re+ —-Ns ghR3 5 Re I x M00 Ry  



 
 

  

 

Ty = ghRy- 2 R54 =~ 7 Boo Rg

Ns = ES x aoe Ban [Po4

ne= oy ag 00 + a5 Boo JRo~ 3 Ro

17 = gi ag M0 ~ a Boo Rot 3 Ra

Ng = get ag 20 a Bao to

donde,

roe 4

R1 =ASo + Bho + 2A1,9 + 2Bo,1

Ry = h?By9 + 87Ag,1 + RoAo,o600

1
R3= > Ago + M0

1
R4= zx Boo + Bos

1
Rs = h? | Boo + z \o0P1.0 | +g?

 

Bor + > Bo,0Bo,1 |
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(A7)

(A8)
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1 1
Re=h? A290 + = Aood10 + 9? tor + Boo

2_ 42
R,= 28oN

&

2_ 92
Rye

h

y de manera semejante a (A4), también se puede obtener un esquema adicional a (A6) y

(A7). Tal esquema es,

: gh gh
Je, Mei = nage (8fot fit fot ist fy + 5 | nol — f3) + sqolfo - fa) fa

donde,

20No = an Rot shoo +46) +8(1-P3) +h(q2 - 44)

1
N= Gz Rit 5Ro Pot 31+ P2~P3 + p4)

+ §] anp§ + toi -Ps) + s4002- Pa) |

j h
Ma= = Rat | Rio do + 41 + 342 + 93 ~ 4a)

h
+ z | 4eqé + hpo(qi - 93) + 890(92 - 94)

1
13 = Ry - F(Ro Po~ Pi + po + 3p3 + pa)

+ + | Avg — hp oP, — P3) — 89402 - Pa) |
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j h
Ma= = Ra~ | Rio do + 11 — 42 + 43 + 34a)

I ,

+2 | Aeqé — hpolai — 93) — 89042 - 94)

  

8

1 2 1 1 1
Ns =z Ro ght yo | 10% x Poto +R yy (A10)

(

4 5

1 2 1 1 1
=_Ryj| — - + — —RN6 7 “0 gh OB Po i 70 7 P00 11

1 | 2 1 1 1
= _R,| — - — pyn- — t+ — +R17 7 °| ah Po h 70 7 P00 ll

1 2 1
= _Ry,| — + = —- -RNig 0 ah Z 07 F q0 Poo 11

con,

Ru=>a — 43) + 8(P2 - Pa) |

donde el lado izquierdo de (A9) se encuentra al expresar R, a R¢ en términos de los

valores de p(x,z) y q(x,z) en los nodos 0-8 de la celda rectangular. De igual forma se

procede con f(x,z), pero con el uso de las restricciones c; ;, para el lado derecho de

(A9).

Asi, (A9) representa una restriccién que proviene de la ecuacién diferencial con la
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cual, siempre y cuando Tig no sea "muy pequefio", se puede despejar bg en funcidén de >,

ads y de p,q yf en todos los puntos de la celda. El orden de este esquema es O (e*),

o bien, es el mayor de O (n*) o O(g 4). Para una celda cuadrada (g=h), los esquemas en

diferencias (A9) y (A10) se reducen a (19) y (20), respectivamente.
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APENDICE B

ESQUEMA DE CUARTO ORDEN A LAS DERIVADAS

DE LA ECUACION DE DIFUSION-CONVECCION.

Los desarrollos en series de potencias para las derivadas de (x,z), se obtienen de

(Al) como,

0ct sss x ia; jxjxi7“lyf

i,j
(B1)

ap wf— = ye ja; ,x'zd~
Oz ii td

y para potencias x'z/ conO<i , j <2 setiene

ap | 2 2
Ox = 210 + 2a49% + a42 + 343x + a492 + 20 4XZ

(B2)

ap 2 2
an =aq1 + 29 92 + Ay 4X + 3a 32 + 2a | Xz + Ay {xi y ; , j : ,

de donde,

ob |
a = 410

| Ox |q

(B3)

[3 |= ao

Una combinacién lineal de cuarto orden para (B3) que sdlo depende de las
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restricciones gh3c 1.0 Y grheg4 es,

2 72
cel 2 | =| G=18 thpy (01 — 3) + ghpo (dy + 3 - 2,5)x |o g

h? h?
+ (91 — 93)(2 — 4) + 1. Jobs — 6 + 07 — og)

h? h?+ 3e Os V6 7 +9) ~ 2 Fi Fa) + 0%)
(B4)

2 g2

sn] 3 =|a2 4 th ego (by — 4) + ghd (bo + 4 - 25)
2 Jo

2 92
+ (P2 — Palo, — $3) + “T Polos — V6 + 7 — Og)

2 2
+ & (bs + 6-7-8) - 5" a -Fa) + OC)

Estas aproximaciones no solo dependen de oo a bg, es decir, de la funcién, sino que

también de la ecuacién diferencial que cumple la solucién . Las derivadas de p’ se

obtienen de (11) y (B4) con, b=p’, p =-u, q =-—w y f =0. Las ecuaciones que

resultan son,

cil oe I = | oh) + ae (uz — Wy) |(P— Pg) — ghug(P’s + P’3 — 2p’o)

h2 / / / h? , / / /+ (w3 — WiN(P’2 = p’4) — —F- WolP’s — P's + P'7 ~ P's)
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h? / / 4 /+ 35 ©'s—P’6- 07 + P's) + OC")

(B5)

dp’ 3h? - a h / , / , 7cen2 | -| Gi=aPB) BP Oy, — wo) |(pg — p's) — ghwolo’n + P44 — 20%0)
Zz |g h 4

ge2
+ ‘¢ (ug — Uo)(P4y — P’3) - 4 Ug(P’s — P’6 + P’7 — P's)

2

+ s (p’5 + p’6 — P’7 — P’g) + Oe’)

Las derivadas de ¢ se obtienen de (12) y (B4) con,u =y,p =q =Oyf =-C, de

    

donde

6gh| OR HH) MW) +E (¥5s~ve~ v1 + Wo

+ a (C1 - 3) + O(e")
(B6)

6gh _ lB) a0|ys eye va Wo

   

2

+ a (Gy - ) + O(e4)

con las cuales se calculan las componentes de velocidad u y w. Para g =/h, (B5) y (B6)

se reducen a (22) y (23) respectivamente.
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APENDICE C

ESQUEMA DE SEGUNDO ORDEN PARA VORTICIDAD

Y DENSIDAD EN FRONTERAS.

La ecuacién de Poisson expresada en la notacién de la Fig. 5

      

o ay
=— ~ | (Cl

‘0 ax? Jy dz” Jo

Una representacién en diferencias finitas para los dos téminos entre paréntesis

resulta en

1 ow 7 1 1
== — 3h -—— Wot 4, - =~ = — 2Wo + +Co | ox |, x Vot Avi = Wa gS Wot W3+ Wa) (C2)

donde

oy _ 1
a 0 = Oh (wo Wo)

  

y para una celda cuadrada (g =h), (C2) cambia a (24) después de aplicar las

condiciones de no deslizamiento y de frontera impermeable.

En el caso de p’, se expresa (11) como

op’ _ 2p’ 0p’ _ dp’

uae’ |=|2 | | Be : W ; (C3)

y en términos de una expansién en series de Taylor similar a (C1) se tiene que,
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Op’ 1 op’ 7 1
= — 3h _ 4, +407, — ,

nae. | | |2 | x PorePt 1% |

1 / / F 1 / 7

* ox (P90 + p3 + Pa’) ~ 5 WolPs ~ Pa) (C4)

y despejando p’p resulta

 

2g7h2 1 Op’fea — (3 + hug) + 4p/) — p’
PO” ig? + 4h) |<. | o| » i aP?

+ ry p’3 + pA ~ 5 W(p’3 ~ p’4) | (C5)

 

Para una celda cuadrada se obtiene (25) después de considerar condiciones en la

frontera para paredes aislantes y de no deslizamiento.

En muchos problemas, incluyendo los que aqui se tratan, las fronteras son rigidas e

inmoéviles y tanto Wo, W3 y W4 como Ug y Wo son nulos. Por ello, (C4) y (C5) se

reducen a relaciones mas simples.




