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CONVECCION EN RECIPIENTES HERMETICOS CON
PAREDES AISLANTES Y CONDUCTORAS.

Resumen aprobado por: |
~ > .
/ Dr. José Luis Ochoa de la Torre.
Director de Tésis.

Se investiga, numéricamente, un problema fisico escasamente estudiado que consiste
en la generacién de conveccién en un fluido con estratificacién estable. Por simplicidad
se analiza el caso cuando el fluido se encuentra confinado dentro de un tubo de longitud
infinita con seccién transversal cuadrada. Las variaciones de densidad que provocan el
movimiento convectivo se inducen a través de una disposicién conveniente de paredes
aislantes y conductoras.

El algoritmo numérico que se utiliza es un esquema compacto, escrito en diferencias

finitas de cuarto orden de precisién, que resuelve la ecuacién general de difusi6én-
conveccién para un fluido viscoso e incompresible en condiciones estacionarias a través
de un proceso iterativo de sobrerelajacién sobre una celda cuadrada. El algoritmo,
disetiado originalmente para densidad homogénea (Gupta et al.,, 1984), se generaliza en
ésta tésis al incluir densidad variable con difusién sobre una celda rectangular.
- Los pardmetros que determinan las soluciones son el mimero de Rayleigh y la
inclinacién del tubo pues el nimero de Prandtl se mantiene constante. Los célculos que
se efectian corresponden 4 niimeros de Rayleigh menores o iguales a 100 000 y a
inclinaciones variadas. Las soluciones para una pared horizontal aislante y las otras tres
conductoras, y para dos fronteras aislantes vecinas presentan, respectivamente, dos y una
celdas de circulacién cuando el tubo se encuentra en posicién horizontal. En ambos
casos la inclinacién del mismo induce cambios hacia una o dos celdas. Cuando el tubo
tiene dos paredes verticales aislantes opuestas, no se produce conveccién, y en cuanto se
inclina, se forman de una a cuatro celdas convectivas. Soluciones para tres fronteras
aislantes sélo iruestran una o dos celdas cuando el tubo se inclina. También, se resalta
la no unicidad de las soluciones con el caso de un fluido con estratificacién inestable
contenido en un tubo con dos paredes verticales aislantes y opuestas, donde se pueden
provocar una o mds celdas simétricas.

Para estimar el error involucrado en las soluciones, se utilizan integrales de
contorno sobre citcuitos cerrados cuyo resultado debe ser nulo.
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CONVECCION GENERADA EN RECIPIENTES HERMETICOS
CON PAREDES AISLANTES Y CONDUCTORAS.

L. INTRODUCCION.

En la Dindmica de Fluidos Geofisicos es comiin considerar que los procesos
convectivos se generan con forzamientos que, en ausencia de adveccién y con difusién
pura, producirfan una distribucién de densidad inestable, es decir, densidades menores
por debajo de densidades mayores. La conveccién ocurre porque en tal situacion es
imposible mantener perturbaciones infinitesimales y el reposo desaparece. No obstante,
también es posible impulsar celdas de circulacién estacionarias en un tubo hermético de
longitud infinita y seccién transversal cuadrada con forzamientos que, sin adveccién,
provocarian una estratificacién estable. Lo anterior es posible porque la permanencia del
estado de reposo en un fluido sin rotacién requiere que el gradiente de densidad sea
paralelo a la aceleraci6n gravitatoria, esto es, que no existan variaciones laterales de
densidad. Para el caso de la presente investigacién, se provocan variaciones laterales de
densidad mediante combinaciones apropiadas de paredes aislantes y conductoras, aunque
el tubo se encuentre o no inclinado respecto a la horizontal. Las paredes aislantes actian
como un forzamiento para las isopicnas, en el sentido de inducir gradientes horizontales
de flotabilidad. Las paredes conductoras juegan el papel de fijar la densidad a valores
especificos con la existencia de flujos a través de ellas. Ya que el origen de tales

variaciones es externo, las celdas de circulacién son celdas convectivas libres.

Los trabajos de Phillips (1970) y Wunsch (1970) representan un ejemplo del estudio
de la conveccién en un fluido con una distribucién de densidad estable. En tales trabajos

se considera una sola frontera de longitud infinita, inclinada, rigida, impermeable y



aislante en un medio con estratificacién en densidad uniforme y estable. La principal
condicién en la frontera que se satisface es que no hay flujo de _sal o de calor a través de
ella. Como el flujo advectivo es nulo a través de la frontera, el flujo difusivo sélo puede
ser paralelo a ésta y, por consiguiente, las isopicnas se desvian de la horizontal en el
interior del fluido e intersectan la frontera en édngulos rectos. Asi, en un marco de
referencia rotado respecto a la horizontal, una componente del flujo difusivo de sal o de
calor que es hacia arriba (inverso al gradiente de densidad) en el interior se cancela en la
frontera, Para ello, la densidad en la capa limite disminuye respecto a posiciones
horizontales en el interior del fluido. En conjuncién con lo anterior, por flotabilidad, se
produce un gradiente de presién que ocasiona un flujo cerca de la frontera con transporte
neto de volumen pendiente arriba. La solucién de Phillips (1970) y Wunsch (1970) es
estacionaria y conecta el interior del fluido, donde el reposo prevalece, con la frontera,

en cuya vecindad o capa limite s6lo ocurre adveccién paralela a ésta.

Phillips (1970) también reprodujo experimentalmente el flujo descrito en el pdrrafo
anterior con una sal disuelta provocando la estratificacién. En cambio, con dos
substancias disueltas no necesariamente se alcanza un estado estacionario pero se forman
capas de fluido adyacentes a la frontera inclinada las cuales se extienden hacia el
interior (Turner y Chen, 1974). Experimentos de laboratorio para un flujo turbulento en
la vecindad de la frontera inclinada fueron realizados por Phillips et al. (1986) y Salmun
y Phillips (1992). Un rasgo interesante de sus resultados consiste en la generacién de una
intrusién de fluido, desde la capa limite hacia el interior del mismo, en presencia de una

picnoclina y de estratificacién no uniforme.

El estudio de los flujos que se producen cerca de una frontera inclinada cuando la

estratificacién es estable ha seguido dos direcciones. La primera se concentra en



investigar como la mezcla que se genera por turbulencia en fronteras no horizontales
afecta la regién interior, tanto en el océano (Garrett et al., 1993; MacCready y Rhines,
1993) como en lagos (Imberger e Ivey, 1993). La segunda, escasamente analizada,
adiciona fronteras, algunas de ellas conductoras, para formar un recipiente cerrado en el
cual se estudian celdas convectivas en diferentes dngulos de inclinacién. Este trabajo se
enfoca en la segunda direccién y generaliza los experimentos numéricos que inicié Quon

(1976).

Quon (1976) compard, con resultados favorables, soluciones teéricas y numéricas
para un tubo de seccién transversal cuadrada, hermético y con fronteras aislantes
opuestas. Sus soluciones muestran celdas convectivas y los pardmetros que las
determinan son el nimero de Prandtl (Pr), el nimero de Rayleigh (Ra) y el 4ngulo de
inclinacién (o). En particular, estudié soluciones con Ra = 1.37 x 107, Pr =7.14 y
dngulos de inclinacién de 0.1°, 5.0° 45.0° 80.0° y 90.0°. Para tal valor de Ra, la

velocidad de los flujos que se desarrollan en las capas lites es muy intensa.

El objetivo del presente trabajo es investigar la formacién de celdas convectivas con
forzamientos que, al omitir adveccién y con sélo difusién, producirian una estratificacién
estable. Las celdas que se analizan son bidimensionales (o rollos) sin componente de
velocidad ni variacién de las otras componentes a lo largo del tubo. Se obtienen
soluciones, por medio de un modelo numeérico, para Ra menores que los usados por
Quon (1976) con la misma ordenacién de paredes (Caso I) y ademéds con paredes
aislantes vecinas (Caso II). Asimismo, se muestran ejemplos que tipifican el
comportamiento de los flujos para los otros casos posibles: una pared aislante y tres
conductoras (Caso III) y viceversa, una pared conductora y tres aislantes (Caso IV). El

modelo numérico fué proporcionado por Murli M. Gupta, investigador de la Universidad



George Washington, y resuelve la ecuacién general de difusién-conveccién para un
fluido viscoso e incompresible en condiciones estacionarias a través de un proceso
iterativo de sobrerelajacién sobre una celda cuadrada. El algoritmo fué originalmente
desarrollado para un fluido con densidad homogénea (Gupta et al, 1984), y en el
presente trabajo se generaliza al incluir densidad variable con difusién sobre una celda
rectangular. Aparentemente, s6lo el Caso I ha sido reportado en la literatura. Por tltimo,
en los Casos I y Il se mapean resultados integrales o globales en el espacio de

pardmetros (o ; Ra).

En el siguiente capitulo se establecen las ecuaciones a resolver y sus expresiones
adimensionales. La solucién numérica de las ecuaciones se comenta en el Capitulo III.
Los célculos basados en el algoritm6 numérico para todos los casos ya descritos y los
ejemplos cldsicos de conveccién con estratificacién inestable se ubican en el Capitulo

IV. En los Capitulos V y VI se tratan las discusiones y conclusiones, respectivamente.



II. ECUACIONES Y CONDICIONES DE FRONTERA.

Las ecuaciones de movimiento en forma convectiva (no conservativa o advectiva)

para un flujo prcticamente incompresible y viscoso son,

Du _
Py =~ Vp +pg+ V-(WVu) (1)
Dp _ .

s =~ KVP (2)
Vu=0 (3)

donde p es la densidad del fluido, i1 es el vector velocidad, p la presién, g la aceleracién
de la gravedad, || es el coeficiente dindmico de viscosidad, k es el coeficiente de

difusién térmica y ¢ es el tiempo. Al considerar la ecuacion de conservacién de masa

%—tp— +pV-u =O], las ecuaciones (2) y (3) solo tendrian sentido si el campo de

densidad fuese arménico, sin embargo, esto no es necesario pues (2) es la aproximacién
del comportamiento termodindmico y (3) es la aproximacién de la ecuacién de
conservacién de masa. El comportamiento termodindmico incluye la validez de la
primera (conservacién de energia interna) y de la segunda (conduccién de calor) ley de
la termodindmica, y de una ecuacién de estado (linealizacién de la dependencia entre
densidad y temperatura), todas ellas unidas en una aproximacion tratada ampliamente en
la literatura (v.gr. Pedlosky, 1987, Sec. 1.4; Landau y Lifshitz, 1989, Sec. 49; Gill, 1982,
Sec. 4.4). A diferencia de la exhibicion cldsica de estas ecuaciones, la temperatura se
expresa por su equivalente en términos de la densidad. Es importante resaltar que en (2),
el término «Vp no implica un flujo difusivo de masa sino las variaciones de la densidad
debidas a la conduccién de calor. Por consiguiente, el sistema (1-3) representa una

aproximacién en donde las variaciones de densidad actian dindmicamente por el término



de flotabilidad en (1) pero su contribucién en la ecuacién de conservacién de masa es

insignificante frente al que término que incluye la divergencia del campo de velocidad.

El sistema (1-3) se modifica dividiendo la densidad y la presién .en,

p=po[l+ﬂl(gx-’z—)—} sy Pg =Ele 4)
P =ps)+p(xz) (5)

donde p,, y p, definen un estado bédsico hidrostdtico en el cual,
Vpo L 0 (6)

y tanto p’ como p’ definen sus perturbaciones. Nétese que p’ contiene parte del estado
bésico, esto es, una variacién en la vertical de p y una perturbacion debida, por ejemplo,

a un flujo.

Al substituir (6) en (1) se obtiene,

Du

Po T, =~ VP'+pB+V-(UVU) (7

donde, ademsds, se ha hecho la aproximacién de Boussinesq pues se elimina el término

p’ 21 frente al término p, Qll, vélido cuando °— < 1. Al evaluar el rotacional
Dt Dt Po
de (7), se encuentra que la ecuacién de vorticidad es,
D /
poﬁ— = {-Vu + Vx(p'g) + V-(LVT) (8)

en donde { = VXu, | es constante y en donde se utiliz6 (3). El término {‘Vu representa
una contribucién debida al alargamiento e inclinacién de lineas vorticales y desaparece

en un flujo bidimensional pues el vector vorticidad { = (0,(,0) permanece perpendicular



a la velocidad, esto es, { = ok _ o y u= (u,0,w). Es de esperar que el campo de

0z  Ox
vorticidad presente signo inverso al acostumbrado en Oceanografia porque se emplea U j
en lugar de ( k, donde j y k son vectores unitarios en las direcciones respectivas a lo

largo y a lo alto del tubo. El término Vx(p’g) = Vp'xg es la aproximacién del vector
baroclinico [V_px_V_p] que es consistente con la aproximacién de Boussinesq y
p

representa la contribucién "baroclinica" a la razén de cambio de vorticidad. Este
tériino hace notar que el reposo 86lo puede permanecer cuando el gradiente de p’ es
nulo o paralelo a la gravedad. Si el campo global de densidad es estable (con la
densidad aumentando con la profundidad), una variacién lateral de densidad provoca que
las particulas de fluido al ascender o descender tiendan a una configuracién sin variacién
lateral. Tal movimiento se debe a las fuerzas de flotabilidad y puede considerarse como
un par alrededor de un eje horizontal. Entonces, (8) indica que las fuerzas viscosas (no
P'e

o

conservativas) y la componente horizontal del gradiente de flotabilidad { ] generan

vorticidad, en tanto que los términos advectivos expresan que el movimiento del fluido

redistribuye la vorticidad de un lugar a otro.

Para un flujo bidimensional, estacionario y con ejes de referencia inclinados (Fig. 1)

se tiene que la ecuacién vectorial (8) se convierte en la ecuacién escalar,

2% _ 9L 9 | _ g | 9 _ 9’
- vV [u ax+w % _Po E sen o » cos o ()]

donde v =" es la viscosidad cinemédtica, pues las otras componentes del vector
Po

vorticidad son identicamente nulas.



Fig. 1. Sistema de coordenadas y esquema del tubo de seccién transversal cuadrada con
fronteras aislantes (lados sombreados) y conductoras. La aceleracién de la
gravedad se indica por el vector g y el dngulo de inclinacién por o. En esta
figura o = 20.0°.

Una adimensionalizacién de (9) se puede efectuar definiendo las nuevas variables:

u——>-L—‘u C—)AZ—C ’—)——Lp’ \t—)ix z—>iz en las cuales se ha
K g =P Ap " E* 7 L™

evitado la distincién entre variables adimensionales y variables fisicas, y donde L y Ap
son escalas de longitud y de variacién de densidad respectivamente. La substitucién de

tales variables en (9) da,



V& - 7)17 (u'VT) = Ra _aapz_ sen o — %'1_ Ccos o (10)
v 2y 4
donde Pr = = B el nimero de Prandtl, Ra = es el nimero de Rayleigh y
N?= i AE es el pardmetro de estabilidad estética. En la definicién de N? se utilizan
0

diferencias finitas en vez de gradientes, de modo que Ap > 0 implica estratificacién
estable y Ap < 0 estratificacién inestable. Turner (1981) ha empleado la convencién
precedente para el nimero de Richardson. Entonces, Ra es un calificativo global que
involucra estratificacién, difusién y viscosidad. Dado Pr = 7.14, correspondiente al agua,

los tnicos pardmetros libres son Ra y o

Una ecuacién adimensional para la perturbacién de la densidad se obtiene al

sustituir (4) y las definiciones precedentes en (2). Para un flujo estacionario, ésto es
V2’ —uVp’ =0 (11)

la cual indica un equilibrio entre difusién y adveccién de densidad. Nétese que la

adimensionalizacién de la velocidad implica el equilibrio precedente.

Debido a (3) se puede utilizar la funcién corriente y tal que: u =-— %ﬂ y
Z

dy
ox

en la direccién hacia adentro de la seccién transversal mostrada en la Fig. 1, y al

w = . Con lo anterior se puede expresar u = Vx(wj), donde 3 es un vector unitario

considerar el rotacional de u se encuentra
Viy=-( (12)

la cual expresa la definicién de vorticidad para un flujo bidimensional.
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Definiendo la variable adimensional y — —i— y, la versién adimensional de (12)

mantiene la misma forma. Notar que para introducir y, es requisito que el flujo sea no
divergente o solenoidal, y es por ello que se puede reducir el nimero de variables y de

ecuaciones en el sistema (1-3).

Cada una de las ecuaciones del sistema (10-12) es de tipo eliptico y para resolverlas
se necesitan ciertas condiciones en la frontera como las del tipo Dirichlet (cuando la
funcién esta prescrita) o del tipo Neumann (cuando sus derivadas normales a la frontera
estfin establecidas) o una combinacién de ambas en la frontera dD del dominio D de la

funcién solucién,

Las condiciones en la frontera surgen directamente, para y, de las condiciones
fisicas de impermeabilidad y no deslizamiento, y para p’, de la imposicién de valores en
las fronteras conductoras y de ausencia de flujos a través de las fronteras aislantes. Para

la velocidad o funcién corriente se emplea: y =0y 9y = 0 (la derivada de y a lo largo

on

de la normal a la frontera), debido a las condiciones de frontera impermeable y de no

deslizamiento (4 = w = 0) sobre las cuatro paredes del recipiente. También se usa la
dp’
on

frontera aislante implica que el flujo por conduccién (— «Vp’) no tenga componente en

condicién del tipo Neumann = 0 sobre las paredes aislantes, pues la condicién de

la direccion perpendicular a ésta.

Pata ser explicito, se enumeran las condiciones en la frontera sobre la densidad en

cada caso. Asi, en el Caso I se tienen (Fig. 1),
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p’=1-(x sen o+ z cos o ) sobre AB y CD
(13)
il =0 sobre AD y BC
ox
para el caso II (Fig. 1),
p’=1—-(xsina+2zcosa) sobre BC y CD
(14)
ap’
= 0 sobre AD y AB
para el Caso III (Fig. 2),
p’=1-(x sen o+ z cos o) sobre AB, BC y AD
(15)
%p_ =0 ' sobre CD
z
y, por tltimo, para el Caso IV (Fig. 2) son,
p’=1-(x sin o+ z cos o) sobre AB
(16)
op’
= =0 sobre AD, BC y CD

Se debe hacer notar que, independientemente de la inclinacién, si las cuatro paredes
fuesen rigidas, conductoras y se impusiera la condicién de una funcién lineal y creciente
en profundidad para la densidad, la tnica solucién posible es el reposo hidrostético para
Ra >0 (implica N2> 0), es decir, el fluido adquirirfa las caracteristicas de la
estratificacién estable y uniforme, También, podria obtenerse conveccién con Ra < 0

una vez rebasado un valor critico, en forma andloga al problema de conveccién de
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\\\\gxi\ C:(1,1)

Fig. 2. Idem Fig. 1.

Rayleigh-Benard. En cambio, si el recipiente tuviese cuatro fronteras aislantes la solucién
correspondiente es la de un fluido homogéneo. Asi, la imposicién de fronteras aislantes y
conductoras es el ingrediente esencial para la existencia de conveccién con Ra > 0. Es
interesante mencionar que se ha dado poca atencién a la conveccién en un fluido con
estratificacion estable (Ra > 0) si se incluyen paredes aislantes y conductoras, y por ello

éste es el tépico a investigar en el presente trabajo.
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M. ALGORITMO NUMERICO.

Consideremos la ecuacidn diferencial eliptica,
2 2
162) T 06) L apen) L v gen) Rarwayp=rea  an
ox? 0z2 ox 0z

donde ¢ = ¢(x,z) es el campo a encontrar y n =n(x,z), o =o(x,z), p =px,z),
q=qx,z), r=rx,z)y f =f,z) son funciones dadas. Las ecuaciones de Navier-
Stokes, la ecuacion de difusién-conveccidn, la ecuacién de Helmholtz y la ecuacién de
Poisson son casos particulares de (17). Por ejemplo, si¢ =y, n =0 =1,p =g =r =0

y f = - se tiene (12), pero, en el problema a resolver, { es una funcién a encontrar.

Gupta (1983) elabor6 un algoritmo de cuarto orden de precisién para resolver (17)
con n =0 =1 por sobrerelajacién, mientras que Gupta et al. (1985) lo desarrollaron

para la ecuacién completa.

La ecuacién de difusién-conveccién se obtiene haciendon =0 =1y r =0, y dicha

expresién es dada por

Vo 4p02) 4 ga) = rwa) (18)

Para resolver el sistema (10-12) se utiliza un esquema compacto en diferencias
finitas basado en la solucién numérica de (18). Tal algoritmo fue obtenido por Gupta et
al. (1984) y su adaptacién a las ecuaciones de Navier-Stokes, escritas en el formalismo
funcion corriente-vorticidad con el campo p totalmente nulo, fue hecha por Gupta
(1991). El algoritmo se fundamenta en el desarrollo en series truncadas de potencias de

(18), obteniéndose un conjunto de restricciones que dependen de los coeficientes de las
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series. El Apéndice A muestra la generalizacién del método de Gupta et al (1984) a una
malla rectangular (Fig. 3).

(i-1,j+1) (i,j+1) (I+1,j+1)
6 2 5
(-1, )i T UL Wit 1)
g g h oo
7 L 4 8
(i-1,j-1) (i,j-1) (i+1,j-1)

Fig. 3. Celda Computacional. Notar la correspondencia de indices de localizacién (i ,j)
con la notacién de un solo indice (0-8).

El esquema de diferencias resultante satisface en forma local a (18), y para una
celda cuadrada (g = h) es dado por,

8
Moo = kZI Mede — b (19)

donde,

Mo =— [20 +h¥pd +qd) +hp;-p3) +h(‘12“14)]

2

. h . h* |
T\1=4+7;‘(4P0+3P1+P2-P3 P+ o _41’02 +Po@1—P3) +do2—Pa) |

2

h h* [ 1
=4+ g0+ q1+3q2+q3- 9+ _46102 P01~ q3) + 402~ 4q4) |
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, h h2 [
M3 =4- 7 @Apo—p1+pay+3p3+py+ 'y _41)3 -po@1=P3)—qo2—Pra)

h h? | . [
My=4-7 @do+q1-92+93+390) + 5 | 446 ~Pold1 — 93— 90(d2 — 94)

/

n5=1+51(p0+q0)+c (20)
h

116—1"5(100‘610)—6

/7
T]7=1—51([)0+q0)+6‘

h
ﬂ8=1+§(l’o—f10)“c

h? . h3
b =—{(8f0+f1+f2+f3+f4)+74- [po(fl—f3)+QO(f2—f4)}

h h?
B =g Gi1+pPr2—q3-pp+ 2 Podo

El algoritmo (19) junto a los términos (20) pueden interpretarse como una
aproximacién en diferencias de cuarto orden del método de los coeficientes
indeterminados, en donde se utiliz6 una combinacién lineal ponderada a nueve puntos
discretos seleccionados "a priori" (Lapidus y Pinder, 1982). En esta forma, (19) indica
como reelegir el valor de ¢ en base a sus aledafios y se emplea, una y otra vez, en
todos los nodos o vértices (i,j) interiores hasta que el proceso obtenga una buena
aproximacién numérica de un problema eliptico con condiciones en la frontera de

Dirichlet.
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Casos particulares del esquema (19) y (20) se usan para (10), (11) y (12). Por
ejemplo, para la ecuacién de Poisson se tiene

8
Mowo = Y, MkWr — b
k=1

con los siguientes coeficientes: Mg =20, Ny =Ny =Nz =My =4, N5=Ng=N;=TNg =1,

h?

b=-7(8C0+C1+52+C3+C4),YC=0-

La solucién de (18) se obtiene iterativamente por relajacién sucesiva para que los
errores en las estimaciones iniciales de ¢ disminuyan, o se relajen, en cada iteracién

subsiguiente. Para esto p, ¢ y f son funciones ya establecidas.

El procedimiento inicia con alguna solucién tentativa o aproximacién inicial, la cual
puede estar lejos de la solucién final, que se mejora paso a paso ya sea con sobre o
subrelajacién. Tal mejoria depende de la facilidad o dificultad de converger a una
"solucién" y se efectia hasta que la diferencia mayor en valor absoluto entre
aproximaciones sucesivas sea menor que cierto pardmetro de tolerancia. Tal pardmetro lo
escoge el usuario en base a la precision deseada, del algoritmo numérico, de la

computadora que se use, del tiempo disponible de CPU y de otras limitantes.

Entonces, cada iteracién n = 1,2,... se lleva a cabo en todos los puntos interiores i,j
de una malla (x;,z;). La renovacién de cada punto se da mediante (19) y una

modificacién extra de acuerdo a la siguiente férmula
" =8 ¢ + (1 - 8) ¢V (21)

donde & és un pardmetro de relajacién o sobrerelajacion. Un valor apropiado de & se

utiliza para lograr la convergencia del procedimiento iterativo o para acelerar la rapidez
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de convergencia (Gupta y Manohar, 1980). El campo ¢") es una solucién sobrerelajada
si 6> 1 o relajada si 0 <d < 1. El proceso de relajacién (21) indica que, dada la
solucién tentativa ¢(""1), se calcula 6¢(") de (19), con lo cual la solucidn tentativa se
reemplaza por ¢®) en cada iteracién n hasta que ¢ y ¢V cumplan el criterio de
convergencia max; ; | ™) — =D | < ¢, obteniéndose la solucién numérica aproximada
de (18). Aqui el pardmetro de tolerancia es € = 107™. La falla del proceso o divergencia
de las soluciones se considera cuando max; ; | @™ — o@D | > 103 en cuyo caso se

detienen los célculos,

Una consecuencia del caracter eliptico de (18) es que la solucién depende
univocamente de las condiciones en la frontera. Si se establecen condiciones de
Dirichlet, éstas permanecen desde la solucién tentativa sin cambio alguno durante todo el
proceso iterativo. Como los problemas particulares a resolver presentan las condiciones
de frontera mixtas (13-16), se requiere renovar en la frontera algunos campos con un
algoritmo diferente a (19). Para el Caso I, los valores tentativos de p’ se cambian
continuamente en las paredes AD y BC, en el Caso II sélo se renuevan en las paredes
AB y AD, y en el Caso III solamente se modifican en la pared CD. Para el Caso IV, la
tinica pared en donde no ocurren cambios es la AB. En cada iteracién los valores
tentativos de { se renuevan en todas las paredes y en todos los casos estudiados. En
cambio, los valores de u, w, y y nunca se alteran en ninguna de las paredes del

recipiente.

Si el problema fuese una sola ecuacién del tipo (18) se podrian permitir iteraciones
sucesivas hasta lograr la convergencia; ya que el sistema (10-12) estd acoplado, parece
apropiado limitar el nimero de iteraciones y formar lo que se llama el ciclo interior. Este

ciclo consta de un méximo de 15 iteraciones y se aplica a cada una de las ecuaciones del
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sistema (10-12). La aproximacién que se obtiene en el ciclo interior se vuelve a
amortiguar una sola vez (interpolacién lineal) con la solucién tentativa por un proceso de
relajacion como el descrito por (21) en lo que se denomina ciclo exterior. Este
procedimiento también se repite en cada uno de los tres campos p, { y y hasta que los

tres cumplan con el criterio de convergencia.

Para el ciclo interior se encontré, por prueba y error, adecuado fijar & = 0.9 para p’ y v,
y para § un valor de 1.7 (Caso I) y de 1.9 (Caso II) para d. Posteriormente, el factor de
amortiguamiento de { para ambos casos se disminuye o se incrementa en funcién del
nimero de iteraciones sin lograr convergencia y de los pardmetros Ra y a. En el ciclo

exterior, se fij6 & = 0.5 para y y {, y O = 0.6 para p’ en los casos I y IL.

Una esquema simplificado o diagrama de flujo que resume el método iterativo que
se emplea en la solucién numérica del sistema (10-12) a través de (19) y (20) se muestra
en la Fig. 4. Antes de empezar las iteraciones, se fijan los pardmetros adimensionales
que determinan las soluciones y las mallas en donde se inicializan todos los campos, lo
cual implica establecer las condiciones en la frontera (13) y (14) para los Casos 1y II, o
las correspondientes para los Casos IIl y IV. Luego, se aproximan los campos u y w en
el interior de sus mallas (ver la seccién II1.1) y los campos p’ y C en las fronteras de las
mallas respectivas (ver seccién III.2). Hecho lo anterior, se procede a expresar (11) en
la forma (18) con p =—u(x,z), q =—w(,z) y f =0 para resolver p’ por medio de
(19) y (20). Aqui es donde se usa la relajacién sucesiva, primero con los ciclos interiores
y después con el ciclo exterior. Una vez que se renueva p’, se estiman sus derivadas en
la malla interior (ver seccién IIL1) y en las fronteras con diferencias hacia adelante y
hacia atrds de segundo orden. Al igual que en p’, para resolver (10) es necesario

expresarla en la forma (18). Esto se logra al efectuar las siguientes substituciones:



Fig. 4.

p =- }17 ux,z), q =-

Inicializacién de
Ra,

ryo

Inicializacion de
, 9p" 9p’
p 9 ax 9 az 9

Coywyu yw

v
Iter «— 0
v
| Iter <— Iter+ 1]
v

Calcula
uyw

v

Calcula p’ y ¢
en fronteras

Resuelve p’

I‘

Calcula
| dp"  9p’
No ax | oz

Resuelve

Divergencia
No

Iter > 6000
No ¥

Convergencia

¥ Si
Escritura de
Resultados

L W) v f =Ra

P’
Pr 0z

:

sen o —

dp

'

ox

19

;

— ()

Diagrama de flujo del método iterativo con que se resuelve el sistema (10-12).

cos O ], mientras
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que para (12) s6lo se substituye p =q =0y f =— . En cada uno de estos campos
también se emplea relajacién o sobrerelajacién sucesiva en los ciclos interiores. El
procedimiento finaliza sin llegar a resultados, si las soluciones divergen o si se excede
cierto nimero de iteraciones; en caso contrario, se prueba el criterio de convergencia. Si
no se cumple tal criterio se repite el proceso precedente hasta alcanzar convergencia, en

cuyo caso se escriben resultados y el procedimiento termina.

L1, Aproximaciones a las Derivadas.

Para calcular la solucién numérica de ¢(x,z) por medio de (19) y (20) se necesita
conocer el término de forzamiento en (10) y los campos p y g en (10) y (11). En
particular, se necesitan las derivadas de p’ y, para el campo de velocidad, las derivadas
de y. Ya que el algoritmo (19) es de cuarto orden de precisién, es conveniente estimar
tales derivadas al mismo orden de precisién. Las estimaciones de las derivadas son un
resultado exira del procedimiento con que se llega al algoritmo (19) y son consistentes,
es decir, toman en cuenta la ecuacién diferencial que cumple la funcién a derivar. Para
una celda rectangular, las aproximaciones de cuarto orden para las derivadas de p’ y
se muestran en al Apéndice B. En el caso de una celda cuadrada, dichas expresiones se

reducen a

ap’ 1 (3 —uy) 1
= —f TP 2y o il = / / _2 /
[ o ]0 [ 3 ) P’1—p3) p up(p’y + p’3 — 2p’p)
& o w3 =w)(py—py - i wolp’s = p’s + P7 — P’p)
24 4 B LR

1 / 7 / /
+—Eh—(Ps_P6—P7+Ps)+0(h4)

(22)
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p’ 1 wg=wy f 0 1 o /
[ > ]f[ﬁ*T}(‘”’p“'E’”0("2“’4'2"“)
/7 7 1 / / / /
—4(1,!4—112)([)1"[)3)—24 llO(DS—p6+p7—p8)

1 ,
o5 (P's + 0’6 = p'7 = p'g) + O (h')

1
¥,
) 1 h
*5\;’— ]0 =gy V1wt 12h (w5 = wg = w7+ wg) + 15 (€ = Tp) + o)
(23)
dy . . + — o (h*
g . 3,1 Wy — Wa) 12h (w5 + yg — — WYg) (Cz C4) + O (h7)

donde las expresiones (22) y (23) son casos particulares de las expresiones méds generales

desarrolladas por Gupta (1983).

II1.2. Aplicacién de Condiciones en la Frontera.

Una caracteristica de la solucién iterativa de sistemas elipticos es que las
condiciones en la frontera determinan los flujos en el interior de la malla, asi que es
conveniente que estén bien especificadas. Un inconveniente que se origina para resolver
las ecuaciones acopladas (10-12) es que no se conoce { en las fronteras. Por ello, es
necesario aproximar { en la frontera durante cada paso iterativo mediante alguna
férmula. En el presente trabajo se utiliza una férmula de segundo orden, conocida como
formula de Jensen 6 féormula (2,1), que depende de los valores de y en la frontera y en
dos puntos interiores. La férmula de Jensen da resultados muy exactos, al menos para la
ecuacién biarménica y para el formalismo funcién corriente-vorticidad con densidad

homogénea, pero es costosa en términos del nimero de iteraciones que se requieren para
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converger (Gupta y Manohar, 1979). Dicha férmula es dada por (Apéndice C),

1

1
Co=—ﬁ(4\|!1—5\lfz) (24)

de acuerdo a los {ndices de localizacién que se muestran en la Fig. 5. En este sentido
(12) determina {. Al igual que para U, en las fronteras aislantes también se necesita
aproximar p’ para calcular sus gradientes en el interior y en algunas de las fronteras de

la malla. La férmula de segundo orden que se usa es (Apéndice C),

/ 2 A~/ l / / /7
Po=ﬁ(4p1—502+93+04) (25)

En (24) se ha aplicado las condiciones de no deslizamiento y de frontera rigida e
impermeable, y en (25), las condiciones de no deslizamiento y de frontera rigida y

aislante.

Fig. 5. Notacién para célculos en fronteras

Problemas adicionales surgen cuando se adjudican valores de { y p’ en las esquinas
del recipiente pues las expresiones (24) y (25) no se pueden utilizar. Como en los casos

que se consideran las fronteras del recipiente son estacionarias o inméviles, la vorticidad



23

en las esquinas es nula y por ello no es necesario buscar algin tipo de aproximacién.

Cabe hacer notar que, por ejemplo, si la frontera CD se moviera con cierta velocidad

uniforme entonces se tendria una discontinuidad en u, con lo cual —— quedaria

d

indefinido y la vorticidad seria infinita en las esquinas C y D (puntos singulares). En las

ou
2

fronteras no conductoras de los Casos 1 y III, los valores de p’ en las esquinas no se
modifican, es decir, se quedan fijos los valores dados que resultan de aplicar la condicién
en la frontera sobre paredes conductoras. Esto mismo ocurre para los Casos II y IV,
excepto en la unién de los dos fronteras aislantes donde se asigna a p’ el valor del
primier punto del interior. Por ultimo, en los Casos I-IV se utilizan diferencias hacia
adelante y hacia atrds de segundo orden para aproximar las derivadas de p’, que no estédn
determinadas como condiciones en la frontera, en todas las fronteras de las mallas

respectivas.
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IV. RESULTADOS.

Los célculos numéricos para los Casos I y II que se presentan en este capitulo
corresponden a una matriz (n =42 , m = 42) y nimeros de Rayleigh en el intervalo
50x 103 < Ra £1.0x 10° con un incremento de 5.0 x 10°. Las inclinaciones del
recipiente son variables, pues en el Caso I se efectuaron célculos de 0.0° a 90.0° y en el
Caso II enire — 50.0° y 50.0° respectivamente. En ambos casos se presentan contornos
de los valores méximo y minimo de y como una forma de caracterizar las soluciones
numéricas. En los Casos III y IV se emplean las mismas dimensiones de la matriz
precedente pero con Ra = 1.0 x 10%. Las inclinaciones que se utilizaron para el Caso I
son: 0.0° —5.0°, —45.0° - 135.0°% - 175.0° y — 180.0° pues en o = — 90.0° no se
forman celdas. En el Caso IV se emplearon los siguientes dngulos: — 5.0°, — 45.0°,
—90.0", —135.0° y - 175.0° porque las soluciones para o =0.0° y o =— 180.0°
corresponden a un fluido homogéneo en reposo y por la simetria es innecesario calcular
dngulos positivos. En todos los casos se consideré Pr = 7.14 para poder comparar con
las soluciones obtenidas por Quon (1976). La Fig. 6 muestra un esquema de los casos

investigados.

IV.1 Caso 1.

En la interpretacién de las soluciones hay que tener en mente que el estado bésico
es hidrostdtico. Entonces, isopicnas e is6baras son paralelas en el recipiente hermético
para oo = 0.0° y por ello el vector Vx(p’g) es nulo. Al inclinar el recipiente se forman
gradientes de densidad a lo largo de x (Pdenx) que rompen la estructura barotrépica del
fluido y se produce movimiento porque un fluido con variaciones laterales de densidad

no puede permanecer en reposo. Al considerar fronteras conductoras se estdn imponiendo



Fig. 6. Esquema de referencia de las cuatro combinaciones de paredes aislantes y
conductoras estudiadas en este trabajo.

variaciones de densidad (temperatura) que también inducen cambios en el fluido.

Asi por ejemplo en la Fig. 7 se puede apreciar que en o = 4.5°, la inclinacién de
las isopicnas respecto a la configuracién horizontal que tendrian en el estado bésico,
forma zonas de fluido ligero y fluido pesado adyacentes a las fronteras aislantes AD y
BC, respectivamente. Tal inclinacién es practicamente nula en el interior y sélo ocurre
en la proximidad de las fronteras aislantes como consecuencia de la condicién de no
flujo a través de éstas. De aqui que las isopicnas deban ser localmente perpendiculares
exactamente en las fronteras aislantes, con lo cual el flujo difusivo sélo puede ser

paralelo a tales fronteras. En conjuncién con la inclinacién de isopicnas se tiene una
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%arla el Caso I con oo =4.5° y Ra = 1.0 x 10°, donde
p

Fig. 7. Soluciones estacionarias

Pdenx = R Pdenz = 3,

celda de conveccién que gira en el sentido de las manecillas del reloj (celda positiva)

como lo muestran las lineas de corriente. El espaciamiento de éstas indica que el fluido
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se mueven mds répido a lo largo de las fronteras aislantes que sobre las fronteras

conductoras, y que el fluido interior se encuentra précticamente en reposo.

También, en la Fig. 7 y en las andlogas subsecuentes, se ha escogido que la
diferencia entre los valores de los contornos graficados de y sea constante y con ello el
transporte de.volumen entre cada contorno resulta constante. Los contornos cerrados de
v indican que la circulacién no es cero, esto es, el flujo no es irrotacional. Sin embargo,
por ser soluciones estacionarias la circulacién para cualquier contorno no varia en el
tiempo. En la capa limite el movimiento de las particulas de flufdo es contra el sentido
de las manecillas del reloj (vorticidad negativa), mientras que en el interior del recipiente
el .giro local es en el sentido horario (vorticidad positiva). Nétese que tales signos son
inversos respecto a la convencién que generalmente se acostumbra en la Fisica del .
Océano. Los valores mds altos de los contornos de vorticidad se encuentran en la capa
limite adyacente a las fronteras aislantes, donde la rotacién local de las particulas de

fluido es m4s intensa que en las fronteras conductoras.

En muchas de las figuras se indica el dngulo de inclinacién, pero se muestran las
gréficas desde el marco de referencia rotado (x,z) como el presentado en las Figs. 2 y 3.
En la mayoria de los casos, en particular para los mayores Ra usados, el lector se puede
reorientar rdpidamente inclinando la figura hasta observar las isopicnas del interior en

posicién horizontal.

A los 45.0° de inclinacién, los gradientes de densidad a lo largo de z (Pdenz) ya no
son tan uniformes y se concentran en la vecindad de las esquinas A y C del recipiente
(Fig. 8), las cuales se definen en las Figs. 2 y 3. Lo anterior ocasiona que s6lo en éstas

esquinas el flujo siga las isopicnas y que el fluido interior tienda a separarse en dos
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Fig. 8. Idem que Fig. 7, pero con o = 45.0°.

dos celdas de circulacién con el reloj. Nétese que en la Fig. 7 el flujo sigue

aproximadamente las isopicnas a la largo de las fronteras conductoras.
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Conforme el recipiente se sigue inclinando, el movimiento de la mayor parte del
fluido no continda en contra de la estratificacién sino que tiende a fluir paralelamente a
las isopicnas, en el interior y sobre las esquinas A y C. En la Fig. 9 las lineas de
corriente delimitan cinco "celdas" de circulacién, a saber: dos celdas con vorticidad
negativa proximas a las esquinas B y D, y dos celdas interiores con vorticidad positiva
inscritas en una celda orientada diagonalmente que se mueve en el sentido de las
manecillas del reloj. Es claro que las particulas de fluido siguen trayectorias cerradas y
ademds cambian su orientacién en el espacio. Las dos "celdas" interiores estdn asociadas
a la formacién de Pdenx negativos a lo largo de las fronteras conductoras. En las
esquinas B y D, los movimientos convectivos contra el reloj se deben al cambio de signo
de Pdenz ocasionado por el curvamiento, hacia las fronteras conductoras, de las
isopicnas interiores. Esto también induce cambios de signo en la vorticidad que se

genera en tales esquinas.

A una mayor inclinacién del recipiente, las dos celdas interiores (simétricas) se
contraen en tamafio y se separan hacia sus esquinas préximas, mientras que las dos
celdas con vorticidad negativa (antisimétricas) aumentan de tamafio, hasta que se forman
cuatro celdas simétricas en o = 90.0° (Fig. 10). Se puede observar que, en el interior
del fluido, los gradientes de vorticidad més intensos coinciden con las esquinas en donde

las lineas de corriente siguen el contorno de las isopicnas (Figs. 8-10).

Aunque para o = 67.5° el campo de velocidad es relativamente intenso, el
movimiento del fluido puede ser imperceptible. Si el fluido que contiene el recipiente es
agua a una temperatura aproximada de 293.1 K (20.0°C), entonces
k=141x10"m?2s! y v=1007x10%m?s!. Para un recipiente con

L=50x 1072 m, las velocidades adimensionales © =w =8 corresponden a
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23 x 10 m §™1. Bn estas condiciones el coeficiente de expansién térmica del agua es
de 21x10%K"! y, dado Ra=10x10° y g =98ms™? el incremento

correspondiente de temperatura es de 5.5 x 1072 K. El parfmetro de estratificacién
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correspondiente es 2.3 x 1073 §72, Para un incremento de temperatura de 10.0 K es

necesario un Ra del orden de 107, en cuyo caso N2 = 0.2 s2. Tal Ra fué el que utilizé

Quon (1976) y nétese que, al aumentar L, las velocidades dimensionales disminuyen.



La distribucion de los minimos y méximos de y como funciones de Ra y o se
muestra en la Fig. 11. En la gréfica para y minimo, se observa poca variacién al
aumentar Ra vy, aproximadamente para o < 40.0° la zona en blanco indica la
inexistencia de celdas de circulacién contra el reloj y con vorticidad negativa. En tales
dngulos, la variacién principal del mdximo de Wy ocurre en Ra < 2.0 x 10*. También,
puede notarse que el intervalo de dngulos que cubren los transportes de volumen méximo
se estrecha conforme se incrementa Ra. En la Tabla I se muestran los valores del

minimo y méximo de \ correspondientes a lag Figs. 7-10.

A continuacién, se evaldan ciertas integrales para mostrar, en el espacio de
pardmetros (Ra,o), como varian las contribuciones advectiva y difusiva del transporte de
densidad y también para tener una idea del error involucrado. Ya que el fluido es

incompresible, (11) se puede reescribir como:

VF=0 (26)
donde,
F =pu - Vp’ @7

es el vector flujo de densidad que consta de un término advectivo y de otro difusivo. Por
el teorema de la divergencia, de (26) se encuentra que el transporte de densidad a través

de una superficie cerrada S es nulo, esto es,

<f F-nds=0 (28)
S

donde n es un vector unitario normal a S y ds es un diferencial de S. Dado que el flujo

es bidimensional el resultado anterior se traslada a simples integrales de contorno, y se

denomina transporte al resultado de tales integrales. Estimaciones de F que no cumplan

con (28) dan una idea del error de las soluciones numéricas. Debido a las condiciones en
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Fig. 11. Contornos de los valores minimo y méximo de y para el Caso L.

la frontera de no deslizamiento y de no flujo, en las fronteras aislantes tanto los
transportes de densidad advectivos como los transportes de densidad difusivos son nulos,
vmientras que en las fronteras conductoras sélo los transportes de densidad difusivos no lo
son. Es importante resaltar que para los propésitos del presente trabajo la denominacién
del transporte de densidad es respecto a la perturbacién de la densidad p’ y no respecto a

la densidad total dada por (4).

Consideremos la mitad superior del recipiente hermético definida por las esquinas

—1}—22 y B , localizadas a una altura con indice correspondiente de %‘—, y las esquinas C

2

y D situadas a una altura con indice m. Las contribuciones de (28) se calculan a lo largo

del segmento %BC—: y sobre la frontera conductora CD (Fig. 12). De hecho, la

integral de contorno, desde un punto cualquiera en una frontera aislante hasta otro punto
cualquiera situado en la otra frontera aislante, deber ser la misma independientemente del

contorno seleccionado, no siendo asi para las contribuciones advectiva y difusiva pues

dependen de los puntos y contornos escogidos. A una altura %, el transporte de
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Tabla I. Valores de la inclinacién del recipiente, del minimo y méximo de v, y nimero
de celdas correspondientes al Caso 1.

a (®) Whisiin Wosnax No. de Celdas
Antihorarias Horarias
4.5 0.0000 0.0931 - 1
45.0 0.0000 0.9186 - 1
67.5 -0.0704 1.3102 2 2
90.0 -1.0072 1.0072 2 2

densidad es dominantemente difusivo y varia poco al aumentar Ra, pero en el intervalo
Ra < 2.0 x 10* el transporte se incrementa a medida que Ra tiende a cero. El transporte

de densidad advectivo presenta los valores méximos entre o =50.0° y o = 70.0°,

aproximadamente. En el segmento %%, el transporte de densidad es totalmente

difusivo para o =4.5° es principalmente difusivo en o =45.0°, dominantemente

advectivo en o = 67.5° y para o = 90.0° por simetria, ambos transportes son nulos. La
integral de contorno es la diferencia entre el transporte de densidad total en %1— y el
transporte de densidad total en m, e indica que las mayores diferencias ocurren

aproximadamente entre 4.0 x 10* < Ra < 1.0 x 10° y 40.0° < o < 80.0°. Una medida del

error asociado a los célculos numéricos es el valor absoluto de la integral de contorno

(que debiera ser nula) dividida por el transporte total en %1—, y muestra en general,

valores menores del 1.0 % para o < 50.0°.

Para finalizar esta seccién sélo resta mencionar el problema de unicidad y resultados

anexos al problema cldsico de conveccién, con "calentamiento" en la frontera inferior

AB (N2 <0). Recordemos que las condiciones en la frontera son sobre v, a—w, p'y

on
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Fig. 12. Transportes de densidad y error asociado a los cédlculos numéricos sobre las
fronteras de la mitad superior del recipiente hermético para el Caso 1.

op’

e En el caso homogéneo (Ra =0 y sélo las ecuaciones 10 y 12), con { prescrita y
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las condiciones en la frontera sobre dD: y = constante y 2% =0, donde n indica un

on

vector normal a dD, la unicidad de la solucién queda determinada (Chorin y Marsden,
1990). Sin embargo, como en el sistema (10-12) no hay condiciones de frontera
explicitas para {, y el algoritmo numérico requiere de tales, los valores de U en la
frontera misma se evalian de (12). Adicionalmente, también se necesita aproximar la
densidad en las fronteras aislantes de (11). Lo anterior sugiere la posibilidad de buscar
soluciones diferentes que cumplan con las mismas condiciones de frontera enunciadas en
(13), esto es, que las aproximaciones numéricas de { y p’ se ajusten a valores diferentes
dependiendo de cual sea la aproximacién tentativa inicial o que simetrias se impongan a
la solucién. La Fig. 13 muestra evidencia de la no unicidad de las soluciones, para
| Ra | =3.0x 10* y o =0.0° pero con N? <0, mediante soluciones con una o mds
celdas de circulacion que cumplen con (13), o sea, las mismas condiciones en la
frontera. En la Fig. 13, si la densidad se inicializa con ceros o con un campo
correspondiente a la estratificacién estable, las soluciones que se obtienen son,
respectivamente, dos celdas elongadas a lo largo de las fronteras aislantes y una sola
celda de circulacién. En cambio, si en cada iteracién se obliga al campo de densidad a
repetirse, por ejemplo, en la mitad inferior del recipiente (condiciones de simetria), la
solucién final son cuatro celdas. Si ademds de lo anterior se establecen condiciones de
simetria para la funcién corriente en cada iteracién, se obtienen, dos celdas elongadas a
lo largo de las fronteras conductoras. Por prueba y error se encontré que
aproximadamente para | Ra | <20x 10> no se forma ninguna celda (no hay
conveccién), para 2.0 x 10 < | Ra | < 6.5 x 10° sélo se desarrolla una celda y para
6.5 x 10> < | Ra | se pueden formar una o dos celdas. En este caso el Ra critico para
convecci6én libre con N2 <0 y o = 0.0° (aproximadamente de 2000) es mayor que el

4
tedrico sin paredes laterales (Ra, = 274n ~ 657.5, v.gr. Stern, 1975) precisamente
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Fig. 13. Soluciones estacionarias que muestran evidencia de la no unicidad de las
soluciones para el Caso I con |Ra | =3.0x 10* y a=0.0° pero con
N? < 0.0. Los nimeros en la base del recipiente indican, respectivamente, el
transporte de densidad en la mitad del mismo y el error que resulta de estimar

(28). Las isopicnas se indican en color azul y las lineas de corriente en color
rojo.

porque las paredes laterales inhiben més la adveccién por la condicion de no

deslizamiento.

37
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1V.2 Caso 11

A diferencia del Caso I, en o = 0.0° el fluido no puede estar en reposo pues al
ajustarse las isopicnas a las condiciones en la frontera (14), se forman Pdenx no nulos
(Fig. 14). El curvamiento de las isopicnas adyacentes a la frontera aislante AB da lugar a
una zona de fluldo més ligero en la proximidad de A que a la misma altura en la
proximidad de B. Lo anterior produce movimientos ascendentes y descendentes en las
vecindades de A y B, respectivamente, que forman una celda de circulacién con el reloj
(positiva). La separacién de los contornos de corriente indica que el flujo es mds répido
a lo largo del trayecto CBA que en el trayecto ADC. Debido a los flujos tangenciales
que se desarrollan, la celda de circulacién presenta vorticidad negativa (contra el reloj)
en la capa limite y vorticidad positiva (con el reloj) en el interior del recipiente.
Observar que a lo largo de la frontera conductora CD, el gradiente de densidad se
encuentra casi en la misma direccibn que la gravedad y el fluido permanece
pricticamente estdtico. La imagen especular de la Fig. 14 ocurre en o =90.0° y en
o. = —90.0° En tal situacién las soluciones numeéricas tienen las mismas caracteristicas
que las soluciones en o = 0.0° sélo que los signos son inversos y por ello la celda de
circulacién es contra el reloj (negativa). Asimismo, la solucion en o = 180.0° es la

misma de la Fig. 14.

La continua inclinacién del recipiente ocasiona modificaciones notorias en los
campos solucién. La pendiente de las isopicnas disminuye, la celda de circulacién se va
elongando diagonalmente hacia la esquina D, las isolineas de Pdenz, con signo negativo,
se van alejando de la frontera conductora AD y el campo de velocidad aumenta su
intensidad. Ademds, el curvamiento de las isopicnas hacia las fronteras conductoras

A

provoca cambios de signo en los gradientes de densidad y el flujo tiende a seguir las
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Fig. 14. Soluciones estacionarias para el Caso Il con o = 0.0° y Ra = 1.0 x 10°, donde
Pdenx y Pdenz se definen en la Fig. 7.

isopicnas donde la celda convectiva da vuelta (esquina B). El fluido cuasiestitico que
en o = 0.0° se encuentra en la vecindad de CD, deja de serlo al inclinar el recipiente

porque el gradiente de densidad ya no es paralelo a la direccién de la gravedad,
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produciéndose un flujo hacia la esquina D. Asi, los gradientes Pdenx < 0 a lo largo de
CD y Pdenz > 0 en la esquina D inducen una celda de circulacién contra el reloj con
vorticidad negativa. Tal celda es muy incipiente en medio de la frontera CD desde
o = 0.0% es visible hasta aproximadamente o = 10.0°, y luego se traslada hacia la
esquina D. El campo de velocidad y el transporte de volumen alcanzan valores médximos
en o =30.0% y en o = 35.0° éste tltimo va disminuyendo (Fig. 15). Para un recipiente
lleno de agua a temperatura ambiente con L =5.0x 102 m, la velocidad del flujo
u=w=18esde51x 105 ms! para Ra = 1.0 x 10° y el incremento correspondiente

de temperatura es de 5.5 x 1072 K.

En o = 45.0° la solucién es simétrica y las dos celdas convectivas son del mismo
tamafio (Fig. 16). Nétese que los flujos tangenciales en la cercania de la esquina D
ocasionan que en la capa limite las particulas de fluido presenten vorticidad positiva.
Entonces, las grificas de las componentes de la velocidad (Fig. 16) indican que las
particulas de fluido siguen trayectorias rectas a lo largo de una porcién de las fronteras
del recipiente, y la gréfica de vorticidad (Fig. 16) muestra que, ademds, van cambiando

su orientacién en el espacio en tal trayectoria.

Cuando a < 0.0% las isopicnas incrementan su pendiente respecto a las isopicnas en
o =0.0° (Fig. 14) y el movimiento del fluido es distinto al flujo que describen las
soluciones anteriores. En la esquina D, la celda de circulacién negativa es visible
débilmente desde o = — 5.0° posicién donde aproximadamente el campo de velocidad y
el transporte de volumen presentan valores méximos. Estos son menores a la velocidad y
al transporte de volumen para o > 0.0°. En o = — 15.0° tal celda es bien evidente (Fig.
17). En este caso, la celda con el reloj muestra que el gradiente de vorticidad positivo es

intenso en la esquina B, sitio donde y y p’ siguen el mismo trayecto.
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Al seguir inclinando el recipiente, los contornos de Pdenz se extienden hacia el

interior del recipiente desde la esquina D. También, los transportes de volumen y la

velocidad de la celda de circulacién positiva (horaria) disminuyen, mientras que la celda
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Fig. 16. Idem que Fig. 14, pero con o, = 45.0°.
negativa (antihoraria) aumenta de tamafo e intensidad. En o0 = — 45.0° ambas celdas son

simétricas y el flujo es paralelo a las isopicnas, en el interior y en las esquinas B y D

(Fig. 18).
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Fig. 17. Idem que Fig. 14, pero con o0 = — 15.0°.

La distribucién de los minimos y mdximos de y (Fig. 19) muestra valores més
grandes, gradientes mds intensos y una mayor variacién respecto a Ra en comparacién

con la distribucién correspondiente para el Caso I (Fig. 11). En valores altos de
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Fig. 18. Idem que Fig. 14, pero con o = — 45.0°,

Ra (Ra > 10°), la celda de circulacién negativa tiende a estar presente en todo el
intervalo de dngulos de inclinacién, en tanto, que los mdximos transportes de volumen

tienden a ubicarse en un intervalo estrecho de o. La Tabla II resume el tipo de celdas
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Fig. 19. Contornos de los valores minimo y méximo de y para el Caso II.

que presentan las Figs. 14-18.

Para el Caso I, (28) sélo se calculé con la componente z de F,, porque su
compornente x no contribuye a la integral de contorno. Como el Caso II posee dos
fronteras conductoras consecutivas, los contornos no son semejantes y las integrales

correspondientes incluyen las componentes en x y z de los diferentes flujos (Fig. 20).

/

Por ejemplo, en la frontera CD de la malla (42,42) w =0 y Fk=- dp

= (Transporte

op’
ox

(Transporte Total-x = Transporte Difusivo-x). Lo anterior explica los titulos de las

Total-z = Transporte Difusivo-z), y en la frontera BC u =0, por lo cual Fi=-—

grificas que aparecen en la Fig. 22. La integracion de estos transportes debe sumar cero,
de acuerdo a (28), pues el resto del contorno corresponde a las fronteras aislantes AB y
AD. En las Figs. 21 y 22 se presentan tales cdlculos en los contornos con esquinas en la
submalla (21,21) y en la malla (42,42). Para un Ra fijo, los transportes de densidad
totales pueden presentar el mismo valor en dos dngulos de inclinacién especificos. Por

ejemplo, la Fig. 21 revela que en Ra = 9.1 x 10* la componente z del transporte total
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Tabla II. Valores de la inclinacién del recipiente, del minimo y méximo de y, y nimero
de celdas correspondientes al Caso II.

a (9 Wnin Whrrms No. de Celdas
Antihorarias Horarias
-45.0 -0.9140 0.9139 1 1
-15.0 -0.2649 1.7133 1 1
0.0 -0.0012 2.1812 - 1
35.0 -0.2659 2.9434 1 1
45.0 -1.7646 1.7646 1 1

presenta el mismo valor de 1.5, aproximadamente, en o = 10.0° y en o = 30.0°. El
dominio de los transportes de densidad advectivos y difusivos es alternante. En conjunto,
el transporte en la Fig. 21 es principalmente advectivo y en la Fig. 22, es totalmente
difusivo. En particular, para o =— 45.0° (Fig. 18) y o = 45.0° (Fig. 16) el transporte
difusivo es dominante en la submalla (21,21), en cambio en o = - 15.0° (Fig. 17),
o = 0.0° (Fig. 14) y o = 35.0° (Fig. 15) predomina el transporte advectivo. También, la
simetria de las soluciones en o = 45.0° (Fig. 16) produce que en la submalla (21,21)
tanto los transportes difusivos para las componentes x y z asi como los transportes

advectivos en ambas componentes sean iguales.

La diferencia entre las componentes x y z de los transportes de densidad totales
mostrados en las Figs. 21 y 22 y los errores fraccionales correspondientes se encuentran
en la Fig 23. Los errores, en valor absoluto, resultan de dividir el resultado de la integral
de contorno entre el valor de la componente z del transporte total de densidad. Errores
mayores al 10% en la submalla (21,21) se localizan en el intervalo
- 50.0° < a0 £ - 20.0° aproximadamente. Ya que sélo en las fronteras de la malla

(42,42) se efectiian aproximaciones de segundo orden para {, p’ y sus derivadas, los
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Fig. 20. Esquema que define los contornos que se usan para calcular la integral (28).
Estos corresponden a las fronteras gle la submalla (21,21) y de la malla
(42,42). La componente x de F es Fi y se denota por Transporte Total-x. La
componente z de F es F- ik y se denota por Transporte Total-z.

errores son grandes (Fig. 23). Solamente en el intervalo — 50.0° € o < — 34.0°, los

errores son menores del 1.0 % para todos los Ra considerados.

IV.3 Casos Il y 1V.

En las Figs. 24 y 25 se encuentran los campos de p’ y y, con diferentes 4ngulos de

inclinacién, para los Casos Il y IV.

En o = 0.0° (Fig. 244) la presencia de la frontera aislante, en su pared superior,
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Fig. 21. Transporte de densidad en las fronteras de la submalla (21,21) en donde
Transporte Total-x = Transporte Advectivo-x + Transporte Difusivo-x y
Transporte Total-z = Transporte Advectivo-z + Transporte Difusivo-z.
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Fig. 23. Integrales de contorno y errores asociados a los transportes de densidad para la

submalla (21,21) y la malla (42,42) del Caso II.
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Fig. 24. Contornos de p’ y y para el Caso IIl con Ra = 1.0 x 10%. Las isopicnas se
muestran en color azul y las lineas de corriente en color rojo. La inclinacién
de ceida g(r)éﬁca es: (a) 0.0% (b) —5.0% (c) —45.0°% (d) —135.0% (e) —-175.0° y
(f) —180.0°.

fuerza algunas isopicnas a intersectarse con ésta en dngulos rectos. Como consecuencia,

la formacién de Pdenx negativos y positivos en las esquinas C y D, respectivamente,
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produce dos celdas convectivas simétricas. La inclinacién subsiguiente del recipiente en
el sentido de las manecillas del reloj provoca la disminucién del tamatio de la celda
negativa (Fig. 24b) y el crecimiento de la celda positiva (Fig. 24c), que a su vez
desaparece en o = — 90.0°. Tal sucesion se repite con el inicio de una celda negativa
(Fig. 24d) y termina con el nuevo surgimiento de las dos celdas simétricas en
o = — 180.0° (Fig. 24f). En términos de los gradientes de densidad, la desaparicién de la
celda negativa al pasar de la Fig. 24b a la Fig. 24c se relaciona al cambio de signo de
Pdenx en la esquina C mientras que el crecimiento de la celda positiva (Fig. 24c) se
debe a que los contornos positivos de Pdenx en la esquina D se distribuyen a lo largo de
la frontera AD. Los contornos de Pdenz, que en o = 0.0° se localizan a lo largo de CD,
s6lo se angostan en o = — 45.0°. Las isolineas de Pdenx son positivas y se ubican en la
vecindad de la esquina D y a lo largo de la frontera BC para o =-— 135.0°. La
disminucién de tamafio que se observa en la celda negativa, al pasar de la Fig. 24d a la
Fig. 24e, se asocia al acortamiento de Pdenx hacia la esquina C y, la aparicién de la
celda positiva (Fig. 24e), a Pdenx < 0 en la esquina D. La distribucién de Pdenx y Pdenz
para o = — 180.0° es la misma que la correspondiente a o = 0.0° pero con signos
inversos, es decir, Pdenz > 0 y Pdenx positivos en la esquina C y negativos en la
esquina D. Para o =1 90.0° la solucién es el reposo absoluto porque las isopicnas
horizontales cumplen las condiciones en la frontera (15). Por ofra parte, cuando el
movimiento del fluldo es en contra de la estratificacién su velocidad es mayor que
cuando sigue el contorno de las isopicnas. La velocidad mayor, en valor absoluto, es de
aproximadamente u =w = 2.5 y se observa en las Figs. 24c y 24d. La Tabla III resume
el minimo y méaximo de y para cada celda y el transporte de densidad en la mitad del

recipiente para el Caso IIL

A diferencia del Caso III, en o = 0.0° y a0 = — 180.0° no ocurre conveccién cuando
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Tabla III. Valores de la inclinacién del recipiente, del minimo y méximo de w, del
nimero de celdas, del transporte de densidad en la mitad del mismo y del
error asociado, correspondientes a la Fig. 24,

a () Whots Winngs No. de Celdas I Fis ds Error
Antihorarias Horarias

0.0 -0.3430 0.3430
-5.0 -0.2590 0.4265
-45.0 -0.0006 0.5839
-135.0 -0.5844 0.0006
-175.0 -0.4270 0.2595
-180.0 -0.3435 0.3435

0.8987 0.0076
0.8427 0.0083
0.4891 0.0405
-0.4961 0.0009
-0.8518 0.0028
-0.8579 0.0028

Y = T =
e e e

el recipiente presenta tres paredes aislantes y una conductora. Esto se debe a las
condiciones en la frontera de no deslizamiento y de frontera aislante, pues a lo largo de
la pared conductora AB sélo puede entrar un flujo difusivo de calor. Ya que el papel de
la difusién es el de disminuir cualquier gradiente, en el estado estacionario el fluido se
homogenizard al valor de la densidad impuesto en la frontera conductora. Una ligera
inclinacién del recipiente producird conveccién porque la densidad en la pared
conductora ya no serd constante (Fig. 25a). Es fécil determinar el sentido de la celda si
uno se guia por el resultado de Phillips (1970) y Wunsch (1970). El fluido préximo a la
frontera aislante tendrd adveccién paralela a ésta, y seguird pendiente arriba cuando se
encuentre por "encima" de la celda y pendiente abajo cuando quede por "debajo" de ella.
Por ejemplo, en o = — 45.0° (Fig. 25b) el fluido que estd por arriba de la celda se mueve
pendiente arriba (a lo largo de AD), y el fluido que se ubica debajo de ella se mueve
pendiente abajo (a lo largo de BC), lo cual ocasiona una celda horaria. Para o = — 90.0°
(Fig. 25c), en lugar de una celda convectiva, se tienen dos celdas simétricas. En este

caso los contornos de Pdenx son positivos, inician en la esquina A y terminan en la
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(©) (d)

Fig. 25. Contornos de p’ y y para el Caso IV con Ra = 1.0 x 10*. Las isopicnas se
indican en color azul y las lineas de corriente en color rojo. La inclinacién de
cada gréfica es: (a) —5.0% (b) —45.0% (c) —90.0° y (d) —135.0°.

esquina B, y se distribuyen en todo el fluido interior. Los contornos de Pdenz son
positivos para la celda horaria y negativos para la celda antihoraria, y muestran una
distribucién similar a las isopicnas (Fig. 25c). La inclinacién subsiguiente del recipiente
repite las Figs. 25a y 25b pero con signo inverso. Asi, en o = — 135.0° (Fig. 25d) se

tiene una celda antihoraria y en o = —175.0° se tendria el negativo de la Fig. 25a. Otra
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caracteristica de las Figs. 25a a 25d es que el movimiento del fluido es més rdpido en
contra de la estratificacién que a favor de ésta. La velocidad méxima, en valor absoluto,
es de aproximadamente u =w =40 y se observa en o =-—45.0° (Fig. 25b) y en
o =— 135.0° (Fig. 25d). En la Tabla IV se resumen los valores del minimo y méximo
de y para cada celda asi como el transporte de densidad en la mitad del recipiente para

el Caso IV.

Los transportes de densidad en la mitad del recipiente son dominantemente
difusivos en el Caso III. En el Caso 1V, el transporte de densidad es dominantemente
difusivo en aa=-5.0° y a = - 135.0°, dominantemente advectivo en o =—45.0° y
o =—175.0° y totalmente advectivo en o = —90.0°. La integral de contorno (28) se
evalda en las fronteras de la mitad inferior del recipiente para los Casos III y IV. Con
excepcion de la Fig. 24c, en el Caso III los errores involucrados son menores del 1.0 %
(Tabla III). En el Caso 1V, los transportes de densidad tanto difusivos como advectivos
sont del orden de 1072 y al obtener el error previamente definido, se tiene que dividir el
resultado de la integral de contorno por una cantidad muy pequefia. Es por ello que en la
Tabla IV los errores son grandes. La Tabla IV también presenta las estimaciones de la
integral de contorno (28), las cuales tienen valores casi nulos. Esto indica que los

resultados son favorables pero la definicién de error utilizada no es adecuada.
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Valores de la inclinacién del recipiente, del minimo y méximo de w, del

nimero de celdas, del transporte de densidad en la mitad del mismo, de la
estimacién de (28) en su mitad inferior y del error asociado, correspondientes

a la Fig. 25.
a. (%) Winin Winax No. de Celdas [ Fk ds 5{5 Puds THrror
Antihorarias  Horarias S
-50 0.0000 0.2964 1 0.0019 0.0012 0.6262
450 -0.0217 1.0459 1 -0.0049 0.0151 3.1074
-900 -0.5114 0.5089 1 -0.0110 0.0117 1.0682
-135.0 -1.0515 0.0214 - -0.0056 0.0029 0.5185
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V. DISCUSION.

La supresién de las celdas convectivas se logra a través de una disposicién
conveniente de fronteras aislantes y conductoras que anulen la generacién de vorticidad
debida a la aproximacién del término baroclinico. Por ejemplo, para o = 0.0° (ver Figs.
1y 2) tal término es nulo en los Casos I y IV (no ocurren celdas), pero en el Caso II se
forma una celda positiva y en el Caso III dos celdas simétricas estdn presentes. Es por
ello que la inclinacién del recipiente no es una condicién necesaria para producir celdas
de circulacién pero si el hecho de tener fronteras aislantes no verticales. Entonces, las
celdas se originan porque las isopicnas se curvan para satisfacer la condicién de frontera

/

dp
ox

fluido que al ascender y descender dan vuelta alrrededor del 1'ecipiehte en el sentido

aislante, formédndose principalmente . Estos gradientes ocasionan capas flotantes de

horario o antihorario. De manera adicional la inclinacién sucesiva del recipiente genera,
fundamentalmente, Pdenz en las esquinas que provocan, por ejemplo, la aparicién de
celdas antihorarias. El crecimiento de una celda antihoraria es una funcién de o y en
parte se debe al confinamiento de las esquinas y a la difusién de momento por parte de

la celda horaria.

Aunque con cuatro fronteras aislantes no se produce conveccién, ésta puede
inducirse mediante una distribucién horizontal de fuentes y sumideros (Patterson, 1984),
pero en tal situacién pueden generarse celdas de circulacién independientemente del tipo
de fronteras o dngulo de inclinacién. También, el Caso I sin inclinacién y con una
fuente local origina dos celdas simétricas o una celda simétrica con un ligero aumento de
Ra (Desrayaud y Lauriat, 1993). En general, una caracteristica comin en todos los casos

estudiados es que el movimiento del fluido es mds répido cuando las isopicnas y las
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lineas de corriente no son paralelas que cuando si lo son. Los flujos en la capa limite
para el Caso I con Ra # 107 son muy intensos a la largo de las fronteras aislantes, en
donde el fluido asciende o desciende (Quon, 1976). El comportamiento del fluido en
movimiento en los Casos II-IV, puede ser similar en intensidad al Caso I para Ra > 10°.
También, para valores altos de Ra en un medio con una frontera aislante horizontal y
ninguna conductord, se genera un flujo tipo chorro adyacente a la frontera y un gradiente
de presion adverso que por flotabilidad induce un flujo en direccién contraria al de la
capa limite, la cual es estdticamente estable (Daniels y Gargaro, 1993). Este dltimo flujo
tiene un efecto dominante, de manera que el flujo chorro no puede mantenerse a menos

que exista una corriente externa que lo transporte corriente abajo.

Una caracteristica interesante de los flujos convectivos es su tendencia a no fluir en
contra de la estratificacién en las esquinas del recipiente donde los gradientes de
vorticidad son intensos. Para el Caso I, lo anterior ocurre principalmente en las esquinas |
A y C, en la esquina B para el Caso II, en las esquinas C o D para el Caso III y en las
esquinas A o B para el Caso IV. En éstas esquinas el movimiento del fluido es
relativamente mds intenso que en ‘el resto de ellas. Para el Caso I, Quon (1983)
desarrollé soluciones analiticas para tales flujos con o =450° y o =90.0°% Pr —» o y
Ra — o pero sin dar una explicacién fisica al respecto. El hecho que los flujos
estacionarios sigan el contorno de las isopicnas puede estar relacionado a un equilibrio
entre la velocidad, el gradiente de densidad y al gradiente de la rotacién local de las
particulas de fluido, de manera similar al equilibrio geostréfico y a la definicién de |

funcién corriente.

Analogias entre un sistema en rotacién y otro estratificado han sido analizadas por

Veronis (1970), por ejemplo, a través del "spin-up". Un fluido encerrado entre dos
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cilindros rectos se ajusta a un equilibrio geostréfico cuando uno de éstos rota a una
velocidad ligeramente mayor que el otro. Tal ajuste puede ser similar al que sucede
cuando la inclinacién del recipiente se incrementa. Incluir rotacién con el eje respectivo
paralelo a la gravedad implica resolver una modificacién al sistema (10-12) e incluir otra
ecuacién correspondiente a la componente de velocidad a lo largo del tubo. Entonces, si
el sistema estratificado se pone en rotacién, tal vez se inhiba la conveccién pues la

accién de la gravedad podria equilibrarse con la accién de la rotacién.

Experimentos numéricos para el Caso I también fueron efectuados por Quon (1976),
pero s6lo sus soluciones numéricas con o =80.0° y o =90.0° son cualitativamente
similares a las que se calcularon en el presente trabajo. Las diferencias se deben a que
las soluciones de Quon (1976) corresponden a Ra = 107, a la utilizacién del término
i Pr% como v caracteristico y al uso de un algoritmo de segundo orden. El algoritmo
empleado en éste trabajo fue incapaz de converger directamente a valores altos de Ra,
digamos Ra > 10° pues para lograrlo se necesitan utilizar soluciones precedentes que
implican un gran nidmero de iteraciones. El nimero de iteraciones que se necesitan para
alcanzar convergencia es funcién del pardmetro de relajacién y una razén por la cual la
rapidez de convergencia fué lenta se asocia a la no estimacién de un d 6ptimo. En
general, un valor 6ptimo o cuasiéptimo de O depende de la geometria del problema, del
tamafio de la malla, de las aproximaciones que se usen en las fronteras y de los
pardmetros adimensionales que definen el problema (Gupta y Manohar, 1979, 1980), asi
que encontrar tal valor para el sistema (10-12) puede resultar tan caro como resolver el

problema sin conocerlo.

En los Casos I y II, la mayor parte de las estimaciones de los transportes de

densidad presentaron errores menores al 30.0 %. Aunque los errores pueden disminuirse
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con una malla mds fina, existen otros factores que influyen en la exactitud de los
célculos numeéricos. Algunos de los factores consisten en la manera de escribir las
ecuaciones, ya sea en forma convectiva o divergente, y en el tipo de aproximacién de los

campos solucién en las fronteras de la malla.

Para un fluido homogéneo (Ra = 0.0), es tema de discusién si la forma convectiva
de (10) y (12) es mejor o no a su versién divergente pues hay una dependencia del
algoritmo nuimérico. En esta situacién el pardmetro importante es el nimero de Reynolds
(Re). En valores grandes de Re, la forma conservativa o divergente obtiene mejores
resultados si el algoritmo se discretiza en diferencias centrales de segundo orden (Gupta

y Manohar, 1980; Gupta, 1981). Como el sistema (10-12) corresponde a la versién
convectiva donde Re = Flr_ y Pr =17.14 (constante), se tiene un valor pequeiio de Re; de

aqui que la forma convectiva pudiera ser adecuada. Sin embargo, como se tiene un
fluido inhomogéneo es incierto si la versién conservativa de (10-12) obtenga mejores

resultados o pueda converger directamente a valores grandes de Ra .

Las aproximaciones para los campos (, p’, 9 o 907 en las fronteras de la malla

o 7 o
son de segundo orden, en tanto que las soluciones en el interior de la malla son de

cuarto orden. Esto indica que las fronteras introducen, al menos, un error de segundo

orden a la malla interior. En particular, se emplean diferencias hacia adelante y hacia
dp’ . dp’
o ¥ oz

puntos. En tal aproximacién pueden utilizarse puntos externos a las fronteras, como por

atrds para , y una mejor aproximacién de segundo orden requiere de més

ejemplo en Choo y Schultz (1992). La aplicacién de aproximaciones de orden superior
también considera méds puntos y su ventaja sobre aproximaciones de menor orden sélo es

notoria en mallas finas, lo cual implica un mayor costo computacional (Fletcher, 1991).
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La rapidez de convergencia puede aumentarse con esquemas alternativos a la férmula de
Jensen, pero son ligeramente menos exactos (Gupta y Manohar, 1979). Otro problema
que se presenta es la estimacién de p’ en las esquinas de la malla. El valor de p’ se
mantuvo fijo con la suposicién que los errores que se transmiten a las soluciones se
suavizan hacia el interior, es decir, que su efecto en la malla interior es pequetio, sin
embargo, no se conoce la validez de tal suposicién (Gupta et al, 1981). Siguiendo a
Ache (1987), una posible estrategia consiste en usar una p’ bivaluada en las esquinas
para calcular gradientes; por ejemplo a lo largo de las fronteras AD y CD. Otra
posibilidad es obtener en las esquinas aproximaciones de segundo orden para p’ que
dependan de valores en las fronteras de p” por medio de un método similar al descrito en
el Apéndice C, pero desde un punto de vista computacional es méds préctico asignarle el
primer valor de p’ en el interior pues es una aproximacién de cuarto orden. Tal

procedimiento solo se siguié en la unién de dos paredes aislantes en los Casos II y IV.

En el sistema (10-12), la no unicidad de las soluciones numéricas involucra
satisfacer alguna de las condiciones (13-16) con valores distintos de {, p’, Pdenx y
Pdenz en las fronteras. Por ejemplo, si en el Caso I con N2 < 0 se inicializa p’ en las
paredes AD y BC con ceros 6 con una funcién lineal se encuentran dos soluciones
diferentes que satisfacen (13). Por otra parte Fromm (1965) presenta soluciones,
similares a las que se muestran en la Fig. 13, en donde pueden existir hasta ocho celdas

convectivas en un recipiente rectangular con Ra del O(10).
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VI. CONCLUSIONES.

La investigacion efectuada muestra que la disposicién conveniente de fronteras
aislantes y conductoras en un tubo de longitud infinita con seccién transversal cuadrada,
en posicién horizontal, que se encuentra lleno con un fluido establemente estratificado
origina celdas de conveccién. Las fronteras aislantes, ya sea inclinadas u horizontales,
actdan como un forzamiento que obliga a las isopicnas a intersectarse con éstas en
fingulos rectos, ocasionando gradientes de densidad que inducen el movimiento
convectivo del fluido. Entonces, cuando el fluido permanece en reposo para cierto
ordenamiento de fronteras aislantes y conductoras, las celdas de conveccién se forman
girando el tubo. Bs del conocimiento del autor que el estudio de la microestructura de
mezcla en un fluido con estratificacién estable es un problema fisico al que se le ha dado

poca atencion.

Una frontera aislante horizontal o dos fronteras aislantes vecinas generan,
respectivamente, dos celdas de circulacién simétricas y una celda horaria cuando el
recipiente hermético se encuentra en posicién horizontal con la distribucién de paredes
que definen las Figs. 1 y 2. En ambos casos la inclinacién del mismo impulsa de una a
dos celdés. Dos fronteras aislantes opuestas no producen conveccion si el recipiente no
estd inclinado. En cuanto se inclina, por ejemplo, en contra de las manecillas del reloj, se
crean desde una celda horaria hasta dos pates de celdas simétricas, siendo un par horario
y el otro antihorario. Tres fronteras aislantes causan una o dos celdas, ya sea horarias o
antihorarias, cuando el recipiente se halla con cierta inclinacién. En todos los casos

analizados existen soluciones intermedias con celdas convectivas asimétricas.

El algoritmo numérico para la solucién de problemas estacionarios, bidimensionales,
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viscosos, incompresibles y de densidad homogénea, tratado con el formulismo funcién
corriente-vorticidad, requiere la solucién de dos ecuaciones elipticas acopladas (Gupta,
1991). Este algoritmo se ha empleado admitiendo un tercer campo, el de densidad
variable gobernado por la ecuacién de difusién y una modificacién correspondiente en la
ecuacién de vorticidad. El conjunto de tres ecuaciones elipticas describe problemas
bidimensionales y estacionarios de difusién-conveccién. Aqui se demuestra la efectividad
de tal esquema numérico con casos de interés fisico escasamente o no tratados en la

literatura. Aunque los casos resueltos consideran una celda cuadrada, la ampliacién del

algoritmo también involucrd una generalizacion a celdas rectangulares (Apéndice A).

El algoritmo numérico empleado es una herramienta itil para obtener soluciones
con valores bajos y moderados del nimero de Rayleigh, pero resulta
computacionalmente muy costoso para valores altos porque se requieren soluciones
precedentes y gran nimero de iteraciones para lograr convergencia. No hay una razén
que explique la incapacidad del algoritmo para encontrar soluciones con nimeros altos
de Rayleigh (> 10%); sin embargo, es evidente que la conexién del flujo interior con las
fronteras se produce en una capa cuyo grosor disminuye a medida que Ra aumenta. Es
por ello que tal capa limite tiende a presentar toda su estructura en un nimero menor de

celdas, al grado que éstas serdn insuficientes para reproducir la curvatura de los campos.

Ain cuando los "errores" en los cédlculos de los transportes de densidad son en
términos generales altos, las soluciones son favorables pues al considerar mallas mé4s

finas para disminuirlos las soluciones no van a cambiar su comportamiento cualitativo.
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APENDICE A

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE DIFUSION-CONVECCION.

A continuacién se presenta la extensién del esquema de cuarto orden desarrollado
por Gupta et al. (1984) a una celda rectangular. El método consiste en utilizar
desarrollos en series de potencias de la solucién ¢(x,z) y las funciones p (x,z), q(x,z), y
f(x,z), y obligar a que satisfagan (18) en cualquier punto (x,z) de una celda rectangular

de nueve puntos (Fig. 3). Considerar como notacién,

¢(x,Z)=iai,jxiZj Q(x,z)=§;[3i,jxizj
i.J i.J
(A1)
p(x,z)=£7»,-'jx"zj f(x,z):ic,-'jx"zj
i i.J

Las expresiohes (A1) se substituyen en (18), conservando sélo los términos
constantes, lineales y cuadrdticos. Esto se logra al mantener términos x'z/ que
cumplan con 0 < i , j €2, de manera que se obtienen seis restricciones, con subindices
0<i+j <2, que garantizan que la solucién de (18) sea de cuarto orden. Tales

restricciones son (Gupta et al., 1984),

coo=2ayg +agy) + Ao+ BooZoa
c10=06a39+2ayy+2Ngpas0+ Moarg + Booai1 + Bro2oa
co1 =2ay; +6ags+ 2M0gpay 1+ Ay a0+ 2B o202 + Po1a01

C90= 12a40 +2a,, + 3Nggasg + 20 gasz0 + M@0 + Booaai + Broair + Baodo
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(A2)
Cop = 2a99 +12a04 + Aggajg + Agpay g + Ag2a10+ 3Bopaos + 2Po1a02 + Po2a0,1

c11=6a3; +6ay3+20gas; + Agay+Aa10+ 2Boearn + Boiara + Bridon

donde las restricciones cq g, €10, €91, €20, Co2. ¥ €1, estdn asociadas, respectivamente,
a los términos constante, x, y, x2, y2 y xy. Notar que el coeficiente a se pierde en los

desarrollos para las derivadas de ¢(x,z).

En su forma general, o sea al agregar ¢(x,z) a la ecuacién eliptica (18), las

restricciones (A2) son un sistema de seis ecuaciones con quince incognitas a; ; con tal

que 0 <i + j < 4. Relaciones adicionales se obtienen al evaluar la expansion de ¢(x,z)

en los puntos 0 a 8 de la celda rectangular de lados g y /i (Fig. 3),
Po = agp

by =¢g+tajoh + a2,0h2 + a3‘0h3 + a4,0h4 + ..

0y =g+ agig +agag?+agsg® +aguet+ ..

03 =g — aoh +agoh? —azghd +asoh® + .

d4 =g — ag1g +agpe? — aga’ +agagt + .. (A3)
05 =y + by — o + (@118 +ago8? +asgdh + (a8 +argdh? +asgh® + .

O =3+ hy— dg— (ay18 +ay8% +aagh + (ay8 +azg®h?—azgh’ + ..

07 =4+ b3~ do + (a1,18 — ayp8” +a138°h — (ay18 — azpghHh? +asz gh’ + ..

Pg = a+ 1~ o= (@118 —ay8? +aysghh —(@y18 — arsgdHh® —aszgh’® + ..

donde por simplicidad se usan las expresiones anteriores ¢g, ¢y, ¢3, ¢3 y ¢4. En forma
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andloga a Gupta et al (1985), se puede aprovechar la simetria inherente a (A3) para
eliminar, en términos de la soluci6n ¢, algunos de los coeficientes a; ; con las siguientes

combinaciones lineales,

(b1 — d3) = 2a; gh + 2a39h3 + O (h°)

by — bg) = 2aq,8 + 2a938> + 0 (g”)

(b1 + b3 — 20g) = 2ay0h% + 2a4h* + O (1)

(W + g = 20) = 2ag28% + 2agy8* + 0 (%)
(A4)

@5 = b6 + b7 — bg) = 4ay 1gh + O (e*)
(b5 — b6 — b7 + bg) — 2(d; — h3) = 4a;,8%h + 0 ()
(5 + dg — b7 — bg) — 2(hy — bg) = 4ay 1gh? + 0 (e”)

(b5 + g + b7 + bg) — 201 + by + by + dy) + 4y = 4ay 87 + 0 (%)

donde e indica productos gh tales que la suma de sus exponentes dan el exponente de
e. Por ejemplo, el orden del término 4(a 38 3+ asgh 3) es O (e*). El sistema (A4) es
equivalente al sistema (A3). Observar que existe una dependencia de los coeficientes
conocidos B; j, A; j, ¢; j del sistema (A2), con los desconocidos a; ; y ¢;; del sistema

(A4).

El propésito central del método es el resolver "localmente”, o en una celda, el
problema eliptico con condiciones en la frontera de Dirichlet, o sea, escoger una ¢
dadas ¢; a ¢g y las funciones conocidas que definen los coeficientes B; ;, A;; y ¢; ;.

Para lograr lo anterior y resaltando que sélo el sistema (A2) contiene la informacién de
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la ecuaci6n eliptica, la solucién de ¢(x,z) se forma de una combinacién lineal de (A2),

por ejemplo,
Pighcgg + Pzgzhc 10+ P3ghzc0'1 + P4g2h2c2’0 + Psg 2 200'2 (A5)

2 2
donde al imponer los coeficientes, P; =6, P, = _]21_ Mo P3= % Boo P4 = _h_, y
g ' 8

Ps= %, se eliminan los coeficientes a3, ags3, a4 y ag4. Ademés, permite llegar a
1 , ; ; j

una restriccién solamente entre los coeficientes ¢; ;, B; ; y ¢; j, pues no contiene ningiin
coeficiente a; ;. Notar que en (A5) no se involucra la restriccién ¢y pues en tal caso se

necesitaria que el coeficiente P g asociado a as; y a; 3 fuese nulo.

Después de la substitucién de (A2) y los coeficientes precedentes en (A5), y luego

de usar (A4) se encuentra que (A5) puede expresarse como,

8
> M (A6)
k=0
en la cual,
20
=—""Ry—ghR
Mo 2h 0 — 8hicy
Ty = ghly + B Bk | 2 % g B
1 =8 3 bl 6 L_h— —2'“ 0,0 7
h 1 1
112=811R4+7R5+ —g—+750,0 Rg
1 1
=phRs—~3 Ret | =2
g =gty ~ - R 7 27\0,0R7




h , 1
=ghRy - — Rs+
Ny = ghicy 5 105 2
1 1 1
= | e P see Apg ¥ wy
N5 gh 2g )
1 1 1
= e = = .
Mo | gh g hoo * 75
1 | 1
=| - __ Aop— —
7 gh 2g 00 2h
1 1 |
= | e e Agilh ™ e
s gh 2g 00 7
donde,
2 2
_8“+h
Ry = 5

Boo

Bo,o

Bo,o

Ry =M+ Bdo + 2M0 + 2By,

Ry=h?By o+ 82N + RohooBoo

1

R3= 5 Ao + Mg

R4=

1
Rs=h? [ By + ol Ao.0B10 ] + g2

1
o Béo + Bo.1

1
Bo,o

Boa + % Bo,0Po,1 ]
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(A7)

(A8)



71

1 1
Rg=h? Mo+ 5 Aot + g 7&0,2+7130,07\0,1]
2 _ 42
R7=u
8
2.2
Hye 5h g

h

y de manera semejante a (A4), también se puede obtener un esquema adicional a (A6) y

(A7). Tal esquema es,

: gh gh
X Mk = = @fo+f1+fatfa+fa+ T ["Po(fl —f3)+8q9(fy—fa) ](AQ)
k=0

donde,

20
Mo = g_hR0+gh(p3 +q8)+g@1—p3)+higy—4qs)

1
Ny = 7R7+ ji—(RgPo*'E"m4’1!)2‘173 +py)

+ g[ dhpd + hpo 1 — p3) + 8402 — P4) ]

1 h
112=?R8+Z(R10610+41+342+613—f14)

h
.y T [ 4gqd + hpo(gy — q3) + 890(d2 — q4) ]

1
N3 = FR7 - %(R91’0“P1 +py+3p3+py

+ & | g ~hpoo1 - p9 - 83002~ o) |



1

h
n4=?R8_Z(RIOQO+‘11—C]2+‘13+3CI4)

8
ﬂ5=%RoL§E+%P0+%
T\6=%R0\~£ﬁ—%l’o 711—
n7=—;—R0L§271—‘—;—P0 —,ll—
ﬂ8=éR0r—;ﬁ~+% 07 5

con,

2

1
qo+ = Podo

R11=% [’1(611 ~q3)+8Wy-1ra) ]

I e
+ 2 [ 4gq¢ — hpo(q1 — a3) — 89002 — 44) ]
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(A10)

donde el lado izquierdo de (A9) se encuentra al expresar R; a R en términos de los

valores de p(x,z) y q(x,z) en los nodos 0-8 de la celda rectangular. De igual forma se

procede con f(x,z), pero con el uso de las restricciones ¢; ;, para el lado derecho de

(A9).

Asi, (A9) representa una restriccién que proviene de la ecuacién diferencial con la
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cual, siempre y cuando 1y no sea "muy pequefio”, se puede despejar ¢g en funcién de ¢y
adgydep,qyf entodos los puntos de la celda. El orden de este esquema es O (e o
o bien, es el mayor de O (h4) 00(g 4). Para una celda cuadrada (g=h), los esquemas en

diferencias (A9) y (A10) se reducen a (19) y (20), respectivamente.
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APENDICE B

ESQUEMA DE CUARTO ORDEN A LAS DERIVADAS
DE LA ECUACION DE DIFUSION-CONVECCION.

Los desarrollos en series de potencias para las derivadas de ¢(x,z), se obtienen de

(A1) como,
d
(I) - Z ml J z 1
4
(B1)
0P -1
—+ = Z]a xiz)-
0z it i
y para potenciaé xiz/ con0<i,j <2 se tiene
¢ - 2 2
—a; = al,o + 2612’036 + ai\z + 3613'07(? + aioz + 2612’1)62
(B2)
L) 2 2
—é—z—' = do’l + 200,22 + al.lx + 300'32 + 2(11,27(72 + 612'136
de donde,
T ]
S T 4210
[ x|
(B3)

[%3]0:“0’1

Una combinacién lineal de cuarto orden para (B3) que sélo depende de las



75

restricciones gh3c 109 g3hco,1 es,

2 _ 12
6gh.{%%] =[M+gjh0)1‘P3) (b1 = 03) + ghp, (by + b3 — 2¢,)
X o g

h? h?
+ e (@1 = q3)(hy — dg) + rE qolds — b6 + ¢7 — bg)

h? h?
+ 50 s = b=+ = 5= (F1 - f3) +0(e)
(B4)

2 a2
68"{%(1)‘} =[(—3”—hg—)+%’i<qz—q4) (s — a) + ghgy by + g — 20)
Z Jo

g? g?
T @2 =P — d3) + e Polds — g + ¢y — dg)

2 2
+g—h(¢5+¢6_¢7“¢8)_%£(fZ"f4)+0(95)

Estas aproximaciones no solo dependen de ¢ a ¢g, es decir, de la funcién, sino que
también de la ecuacién diferencial que cumple la solucién ¢. Las derivadas de p’ se
obtienen de (11) y (B4) con, ¢ =p’, p =—u, g =—w y f =0. Las ecuaciones que
resultan son,

58’1[ %‘;—/ L = [ (3—82;,:@ F %fl (w3 —uy) |(p't — p3) — ghuo(p’y +p3 — 2p%))

112 _ / ’ /12 ’ ’ / /
+T(W3—w1)(pz—p4)—TWo(ps-pﬁm—ps)
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112 / / i /
+§g(Ps‘Pe—P7+P8)+0(6’4)

(B5)
dp’ 3/2— . h 7 ’ ’ ’ ’
6gh{ apz ] =[ ( . 5 8 ) + 84 (W4'—'W2) (p2"'p4)"‘g’lW0(p2+p4"‘2po)
0
. 2 g’
Y (g —ux)p’y = p3) = e ug(p’s = P’ + 7 = P’p)

2
+ —g—,; (p’s + p's — P’7 — P'g) + O (e*)

Las derivadas de ¢ se obtienen de (12) y B4) con, u =y, p =q =0y f =-1(, de

donde
6h| 5- = Cg7 =0 v +12’;2(w5—w6—w7+w8)
* 53’2—’2 (€1 =Ty + 0
(B6)
6h| 5 0=(3112—g2) @L%(Wﬁ%—w—w)

2
¥ 87” (Cy— Cp) + 0 (e

con las cuales se calculan las componentes de velocidad u y w. Para g = h, (B5) y (B6)

se reducen a (22) y (23) respectivamente.
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APENDICE C

ESQUEMA DE SEGUNDO ORDEN PARA VORTICIDAD
Y DENSIDAD EN FRONTERAS.

La ecuacién de Poisson expresada en la notacién de la Fig. 5
Lo == 82‘l’ - az‘l’
’ %7 o

e (c)

0

Una representacién en diferencias finitas para los dos téminos entre paréntesis

resulta en
1 oy 7 1 1
o= [—3/1 5 Wotdyi— 5w |- — (=2yp+ w3+ (C2)
¥ x|, 2 2 ry
donde
0 1
% . = o (wy — wo)

y para una celda cuadrada (g =h), (C2) cambia a (24) después de aplicar las

condiciones de no deslizamiento y de frontera impermeable.

En el caso de p’, se expresa (11) como

ap/ B aZPI aZP/ ~ ap/
[u_gx—}o—{w]o-‘- 57 ! w_az_ . (C3)

y en términos de una expansién en series de Taylor similar a (C1) se tiene que,
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o’ 1 p’ 7 1
= — 3 - pan+4p’y — _ D’
[u_a_x ]0 = [ 1[3}_]0 290 P1 292}

1 /7 / / 1 4 /
+?(-2po +p3 +p4)—@wO(ps—p4) (C4)

y despejando p’( resulta

, 28 %h? 1 ; op’ , 1,
- ~h@+ +apy - L
o= Gemvany | | M ""’)LTE el

+
?

p'3+py— —g— wo(ps = p’y) (C5)

Para una celda cuadrada se obtiene (25) después de considerar condiciones en la

frontera para paredes aislantes y de no deslizamiento.

En muchos problemas, incluyendo los que aqui se tratan, las fronteras son rigidas e
inmdviles y tanto y, Y3 y Y4 como ugy y wg son nulos. Por ello, (C4) y (C5) se

reducen a relaciones més simples.






