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Conel propésito de recuperar la informacion almacenada en una red neuronal, se

evalua el tamafio de las cuencas de atraccién en dosdiferentes redes tipo Hopfield.(a) La
primera de ellas consiste de una red compuesta de N neuronas con dos estados posibles
modeladosporlos espines de Ising. En dicha red se almacenan p patrones de acuerdo con

la regla de Hebb modificada y se estudia el tamaiio relativo de las cuencas de atraccién

comofuncion del peso asignado a cada una de las memorias y como funcién del parametro
de ruido T. Este estudio se lleva a cabo iterando numéricamentelas ecuaciones deflujo o
traslapes entre un estado almacenadoy el estado dinamico del sistema. Se encuentra que
un cierto tipo de memorias (memorias espurias) aparecen abruptamente y que dependen

de los valores especificos de los pesos asignados a cada memoria. De igual manera se

encuentra que el porcentaje de recuperacion de las memorias espurias disminuye con-

siderablemente con la temperatura. (b) La segunda red consiste de una red neuronal
compuesta por dos subredes tipo Hopfield, las cuales estan conectadas unidireccional-
mente, es decir, cada neurona de la primera subred envia informacion exclusivamente a

una neurona de la segunda subred. Eneste sistema se almacena informacién compuesta

que consta de una parte para cada unadelas subredes. Se estudia la recuperabilidad de

la informacion de la segunda subred, como funcidn del estadoinicial de la primera, desde
los puntos de vista micro y macroscdpico.



BASINS OF ATRACTION OF A HOPFIELD NEURAL

NETWORK AND IT DYNAMICS.

The basins of attraction associated to the stored information, in a Hopfield neural net-

work, are studied for the case of a network composed of long range Ising spins. A finite

numberof p patterns are stored according to the modified Hebb rule, each one having a

different weight, w, (# = 1,...,p), and the size of the basins of attraction is studied by

varying, in a systematical way, w, and the noise parameter T. This is done by iterat-

ing numerically the flux equation for the overlaps between the stored patterns and the

dynamical state of the system. Wefind that, in w, space, there are two qualitatively

different kinds of behaviour, divided by a line of the form w2 + w3 = c(T), with c(0) = 1.
The dynamical behaviour of a neural network composed of two Hopfield subnet-

works interconnected unidirectionally is also studied by means of numerical simulations.

The connections are such that each one of the neurons on thefirst subnet sends infor-

mation to, exclusively, one of the neurons on the second. A pattern, consisting of two

subpatterns, is stored in the subnets using a Hebb-like rule, and the recovery of a par-

ticular subpattern in the second subnet is studied as a function of the initial state of

the first one. Our microscopical approach was complemented by a macroscopic study, in

which the flux equations for the overlaps were derived.
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TAMANO DE LAS CUENCAS DE ATRACCION DE UNA

RED NEURONAL TIPO HOPFIELD Y DINAMICA DE

DICHA RED

I. INTRODUCCION

Recientemente hemossido testigos de la creacién de una nueva ramadela ciencia,

la cual quizd sea centro de atraccién para un gran numero decientificos del siglo XXI.

A ésta se le conoce comola fisica de los sistemas complejos (SC). No se puede decir

que el estudio de los sistemas complejos forme parte de alguna de las disciplinas ya

conocidas. Esta nueva rama surgid como resultado de Ja convergencia de varias ramas

tradicionales de la ciencia, tales como la biologia, las ciencias computacionales,la fisica

y las matematicas. También, como consecuencia de nuevas ideas, nuevas preguntas y

técnicas. Para su entendimiento si se requiere de conocimientos y técnicas provenientes

de dichas areas.

Es diffcil llegar a una definicion satisfactoria, y de aceptacién general, de sistema

complejo basandonos solamente en su composicién. Para el propédsito de nuestro trabajo

definiremos sistema complejo en términos del tipo de comportamiento que presenta, pues

existen algunos sistemas muy simples que exhiben un comportamiento sumamente com-

plicado. En nuestro caso, consideremos a un SC como aquel que esta compuesto por

un numero muy grande de elementos y que muestra diversos comportamientos colectivos

teniendo un nimero considerable o infinito de soluciones o evoluciones posibles.

Ahorabien, cuandoel propésito principal de estudio de estos sistemas es encontrar

la mejor solucién dentro de todas las posibles, se dice que nos hemos topado con un

problema de optimizacién [Martinez,1989]. El problemaclasico de optimizacién es



el problema del “agente viajero” (traveling salesman problem), que presentaremos a

continuacién: supongamos que un agente viajero debe visitar N ciudades sin pasar por

ninguna de ellas en mas de una ocasidén, hasta llegar finalmente al lugar de partida.

iCual es la secuencia que debe seguir el viajero de tal manera que su recorrido sea el

mas corto posible? De la misma manera, se pueden mencionar una gran cantidad de

problemas de optimizacion que tienen aplicaciones tanto tecnolédgicas como econdmicas.

Sin embargo, quizas uno de los problemas masfascinantes es el de las redes neuronales,

en el que un sistema compuesto por muchos elementos simples, interconectados, es capaz

de funcionar como una memoria asociativa (a la que nos referiremos mas adelante) al

almacenar, reconocer y recuperar informacion.

Las redes neuronales (RN) son sistemas que estan formados de un niimero muy

grande de elementos simples operandoen paralelo; a estos elementos se les llama “neu-

ronas” por analogia con las neuronas bioldgicas. El funcionamiento de estas redes es de-

terminadoporla topologia de las conexiones entre las neuronas, por la “fuerza” de dichas

conexionesy porel tipo de proceso que desarrollan los elementos. Aunque el proceso lle-

vado a cabo porcada uno de los elementos es muysencillo, el sistema completo es capaz

de realizar funciones muy complicadas tales como: almacenaje de informacién por con-

tenido, clasificacién, optimizacién, generalizacion, etcetera. Todas estas caracteristicas

constituyen lo que llamamos memoria asociativa. También a las redes neuronales seles

puedever desde diferentes puntos de vista. Por un lado, constituyen modelosidealizados

para esclarecerlos principios porlos cuales el cerebro de un sistemabioldgico funciona,

y por otro, estos modelos pueden ser implementados comocircuitos electronicos con el

fin de ejecutar algiin procesamiento especifico de datos sin tomar en cuenta que, origi-

nalmente, se tom6 comoreferencia a los sistemas bioldgicos, i.e., en principio se podrian

construir maquinas capaces de resolver problemas que para una maquina convencional

no son tarea sencilla.



I. 1 Redes neuronales

Comose mencion6 anteriormente, las RN constituyen modelos idealizados y utiles

para esclarecer los principios por los cuales un sistema bioldgico funciona. Bajo este

aspecto, el cerebro ha sido objeto de estudio de diversas disciplinas como son, entre

otras, la anatomia, que se refiere a cémo estan distribuidos los diferentes elementos del

cerebro; la fisiologia, que estudia cémo funcionan las partes que involucra el cerebro y la

manera en la que éstas interacttian; la psiquiatria, que estudia y trata las desviaciones

de la conducta de individuos con respecto a la conducta promedio, asi como la psicologia

que analiza el modo de razonar y pensar. Sin embargo, a pesar de que se tiene gran

conocimiento del cerebro, no se sabe a ciencia cierta el proceso porel cual se almacena

y recupera la informacién. Es aqui donde recientemente se ha visto que los modelos

utilizados por la Fisica Estadistica pueden jugar un papel muysignificativo, ya que

estos ofrecen un procedimiento para estudiar, desde un punto de vista estadistico, el

comportamiento colectivo de las neuronas para almacenar y procesarla informacién.

Como comportamiento colectivo entendemos que debe haber un mecanismo en el que

no es relevante la contribucioén individual especifica de cada una de las neuronas; en

esta medida, es posible hacer un tratamiento estadistico de la actividad neuronal de un

conjunto muy grande de neuronas.

El cerebro esté compuesto de células nerviosas o neuronas altamente especializadas

y cuyo numeroes del orden de 10!°. Una neuronatipica consiste de un cuerpo,del cual

emanan el axén y las dendritas. Las senales de entrada de informacién, provenientes de

un nimero muy grande de otras neuronas, son recibidas a través de las dendritas; estas

sefiales son sumadas o promediadas en el cuerpo de la célula de tal manera que si la

intensidad del estimulo recibido es mayor que el umbral caracteristico de dicha neurona,

ésta generara y emitirad una senal de respuesta; dicha respuesta, a su vez, sera enviada a
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Figura 1: Dibujo esquematico de una neurona comtin.

través de unafibra largallamada axon, que eventualmente se ramifica terminando enlas

junturas sindpticas de otras neuronas(figura 1).

En el cerebro existen dos tipos de senales: eléctricas y quimicas. La senal trans-

portada por el axén es un impulso eléctrico, pero la sefal es transmitida de célula a

célula por moléculas de substancias neurotransmisoras quefluyen a través de las uniones

sinapticas. Una sindpsis sera inhibidora o excitadora, dependiendo de la presencia de

diferentes tipos de receptores y transmisores en la membranacelular. Por otro lado, se

ha comprobado experimentalmente en organismos simples conocidos como aplysia [Kan-

del, 1979], que tanto el aprendizaje comola informacién genética son determinantes de

la eficiencia sinaptica.

El interés por modelar el comportamiento colectivo de un conjunto de neuronas

interconectadas data de la primera mitad del siglo XX. En elarticulo publicado en 1943

por Warren McCulloch y Walter Pitts, se establecen las bases matematicas para modelar

una red de neuronas. En particular, ellos propusieron una teoria general (lejos de la

realidad biolédgica) para el procesamiento de informacién, basados en la suposicién de

que el cdédigo de las respuestas de las neuronas es binario. Como respuestas binarias



entendemos: que cada elemento de la red 2 = 1,..., N puede tomarlos valores de salida

a; = 0,1, donde o; = 0 representa el estado de reposo y o; = | representa el estado de

actividad dela i-ésima neurona. Ahora bien, esta respuesta sucede cuando cada neurona

ajusta su estado de acuerdo con la sumade senales que ésta recibe del resto de las

neuronas, es decir, que la suma sea mayor 0 menor que un cierto umbral p;. Asi, la

evolucion de la red esta determinada por:

oi(t + 1) = A(hi(t) — 1) (1)

donde @(z) es la funcién escalon o la funcién Heaviside dada por:

ag" t= (2)
0 otro caso,

y h; representa la sumade senales del resto de las neuronas sobre la neurona 2, y esta

dada por:

hi = Yo Jijo;(t). (3)
J

En esta expresion Jj; representa la sinapsis que conecta a la neurona ? con la neurona

J, y ésta puedeser de tipo excitadora (J;; > 0), inhibidora (Ji; < 0) 0 es cero si no hay

sindpsis entre las neuronas. El parémetro p; en la ecuacidn (1) representa el umbral de

la neurona 7; esto es, la suma de las senales de entrada debe alcanzar o exceder dicho

valor para que la neuronase active. Finalmente, el tiempo t se considera discreto.



Otro avance muysignificativo fue cuando William Little (1974), mostré la similitud

entre la red neuronal propuesta por McCulloch y Pitts y un sistemafisico constituido por

elementos con momentos magnéticos diferentes de cero denominadosespines (los cuales

se caracterizan por su magnitud y la direccién en la que estan orientados) (figura 2). La

interaccién entre los espines es generada por diversos mecanismos,porlo cualsus efectos

pueden ser muy variados, sin embargo, uno de los efectos mas importantes que originan

dichas interacciones es que la orientacidn final de los espines sera aquella en donde la

energia libre del sistema sea minima. Esto significa que cada par de espines tratara

localmente de orientarse de la forma mas natural posible, es decir, de tal manera que la

energia de ese par sea minima. Como consecuencia de este resultado tenemos que hay una

gran diversidad de comportamientos en los diferentes materiales magnéticos que existen

en la naturaleza dependiendo de la interaccion entre cada parde espines (ferromagnéticos,

diamagnéticos, paramagnéticos, vidrios de espin, etcetera) [Viana, 1988]. Existen varios

modelos paradescribir los espines magnéticos, uno de ellos es el llamado modelo deIsing,

segtin el cual el espin 5; puede tomar dos orientaciones diferentes, hacia arribao hacia

abajo, denotadas por S; = 1 6 S; = —1 respectivamente. Laanalogia con la red neuronal

se lleva a cabo cuando se identifica cada espin con una neurona, asocidndole el valor

positivo S; = 1 si la neurona o; = 1 esta en estado activo, y el valor negativo S; = —1 si

la neurona o; = 0 esta en estado de reposo.

Posteriormente, Hopfield (1982) estudid cémo la red neuronal o sistema de espines,

propuesta por Little, puede almacenar y recuperar la informacion. El modelo de Little

y el de Hopfield difieren en la forma en que el estado del sistema cambia. Es decir, en

el modelo de Little todas las neuronas (espines) cambian sincronizadamente de acuerdo

con la ecuacién (3), mientras que en el modelo de Hopfield las neuronas se actualizan

secuencialmente (asincronicamente), ya sea en un ordenfijo o al azar.



Figura 2: Correspondencia uno a uno entre los espines de Ising y la red de Mc Culloch-

Pitts. Un espin apuntando hacia arriba (abajo) es identificado por una neurona activa

(inactiva).

I. 2 Modelo de Hopfield

Una vez hecha la analogia entre los sistemas magnéticos y una red de neuronas,

sin olvidar que la interaccién (sindpsis) entre las neuronas puede ser de tipo excitadora

(Ji; > 0) o inhibidora (Jj; < 0), Hopfield mostré que es posible establecer una analogia

matematica, con la cual se expresarian los estados del sistema. Dicha analogia consistidé

en proponerparala red neuronal el hamiltoniano de interaccidn de Heisenberg:

1
H= “3 So Jig SiS5 _ So hiSi, (4)

ij i

en donde el primer términoincluye la suma sobre los N elementosde interaccién Jj; entre

las neuronas S$; y S; modeladaspor los espines deIsing (5; = +1), y el segundo término,



el acoplamiento de las neuronas con una senal de entrada h; que varia de lugar a lugar,

comoseriapor ejemplo,el sistema sensorial. Tal funcién de energiaexiste inicamente si

las conexiones sinapticas son simétricas, i.e., Jj; = Jj; . En una red de neuronas reales

esto no tiene sentido.

Ahora bien, para entender un poco mas acerca del papel que juega el ya men-

cionado hamiltoniano, conviene dar un enfoque mecanico-estadistico del problema, esto

es asi ya que nuestro sistema de interés posee un ntimero muy grande de elementosy las

propiedades que se calculan provienen de promedios sobre ensambles.

La mecdanica estadistica data de principios de siglo con las contribuciones indepen-

dientes de Einstein y Gibbs (Einstein 1902, 1903, 1904, Gibbs 1902). Ambosdesarrollos

llegaron a los mismos resultados, pues son generalizacidnes dela teoria cinética de Boltz-

man, pero por caminosdiferentes (Boltzman 1896,1898). En particularel planteamiento

de Gibbs introduce el concepto de ensemble de sistemas. Este consiste de una coleccién

de un ntiimero muy grande de sistemas que son una réplica macroscdpica del sistema en

estudio, sin embargo, a nivel microscépico no son necesariamenteiguales entre ellos. Por

otro lado, el ensemble debe cumplir con el principio de igual probabilidad a priori, esto

es que todos y cada uno de los estados microscépicos estén igualmente representados en

el ensemble.

Consideremos un sistema aislado de N componentes contenido en un volumen V

y con energia constante. El estado de este sistema quedara definido por z = (Gees Ins

Pi, --, PN) donde (@, ..., Pw) son las coordenadas y momentosgeneralizadosde la 7-ésima

componente. Ahora bien, la solucién de las ecuaciones de movimiento, que consideran las

coordenadas generalizadas, determinan la trayectoria del sistema. Dicha trayectoria se

estudia en el espacio fase, el cual es un espacio de 2N dimensiones con ejes ortogonales,

uno para cada coordenada gq; y otro para cada momento p; . De aqui que cada estado

microscépico de un ensemble esté representado por un punto en el espacio fase. La

mecanica estadistica para un sistema como el antes mencionado considera la hipdtesis



 

 

 

Figura 3: Representacién esquematica del espacio de configuraciones con tres estados

memorizados.

ergédica, que nos dice que es equivalente dejar evolucionar a un sistema en el tiempo y

promediar sobre esta evolucidon, a hacer n copias macroscépicamente iguales que reflejan

todos los microestados posibles del sistema y promediar sobre éstas.

En el caso de los sistemas magnéticos, se sabe que existen ciertas configuraciones

o estados que reducen la energia del sistema. Asi, suponemos queel sistema en contacto

térmico con el exterior va a evolucionar o cambiar su estado hasta quellegue a un estado

de energia libre minima. Masespecificamente, en el caso de los vidrios de espin, en

donde existe una “competencia” entre las interacciones J;; tenemos que no hay una, sino

muchas configuracionesde energialibre minimadel sistema. Lo mismosucedeen las redes

neuronales, donde dichos minimosacttian como atractores dindmicosdel sistema,esto es,

dado un estadoinicial del sistema, éste se relaja llevando una trayectoria “cuesta abajo”

hasta alcanzar un estado estacionario del espacio de las energias. Como consecuencia de

esto, los minimos pueden ser considerados como estados memorizados de la red (figura

3), ya que actlian comoatractores de la dindmica de la red. Por esto entendemos que es

posible almacenar informacién de manera “asociativa”.
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I. 2.1 Memoria asociativa

Como memoria asociativa entendemos la posibilidad de almacenar y recuperar la

informacion a partir de una parte de esta misma informacion almacenada previamente.

En una computadoratradicional, la recuperacion de la informacién almacenada

requiere de la direccién o localizacién precisa del lugar en que ésta se encuentra. Es claro

que el cerebro no esta organizado de esta manera; si nosotros tratamos de recordar el

nombre decierta persona, no sirve de nada saber que esta persona fue la ntiimero 797

que conocimos durante nuestra vida, sin embargo,sf es Util recordar varios hechos como:

color de pelo, altura, trabajo, familia, etcetera. Estas caracteristicas de alguna manera

son combinadas en nuestra mente para formar la memoria del individuo. Porotro lado,

a veces se da el caso de que estos datos no son suficientes para relacionar a quien le

pertenecen, entonces seria necesario otro tipo de fuente, como por ejemplo, escucharla

voz, la cual quizds es una caracteristica mas fuerte para recordar a la persona.

De esta manera, podemosdefinir la memoriaasociativa comosigue: Si almacenamos

en la red informacién codificada en términos de neuronasactivas e inactivas a las cuales

llamaremos patrones (atractores dindmicos de la red) y los denotamos por {€/} con

w=1,..,p yt =1,...,N ,de tal forma que cuando le presentamos a la red un estado

inicial 56 = (SP, ..., S%), ésta va a responder produciendoel patron almacenado que mas

se asemeje a él. El traslape nos proporciona una medida de qué tan cerca o lejos nos

encontramos de un estadoy se define por:

1 N

w= LES. (5)
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siendo €# el patron almacenadoenla red y $9 el estado dindmico de la misma. También,

este traslape es equivalente al parametro de orden que representa el espacio de configu-

raciones de un sistema magnético.

Ahorabien, es necesario cuantificar de alguna forma la cantidad de ruido permitida

para que sea aceptable la informacién recuperada. Una manera de “medir” el parecido

que existe entre el patron almacenado a (minimolocal dela energia y el estadoinicial 3

de la red (de entrada) es por medio de la distancia entre el estadoinicial 3 y el patron

= . . . se x

modelo €,. Dicha distancia, que cuantifica la fraccién de errores, esta dada por:

dag = —te0) (6

en donde gag representa el traslape entre los estados a y £.

I. 2.2 Regla de Hebb

Hasta el momento no hemosdicho nadaacerca de la forma que tomanlas interac-

ciones J,;;. La manera explicita de escoger las interacciones es una delas caracteristicas

que distingue a cada modelo, pues esto equivale a especificar la posicién de los minimos

en el espacio de las energias.

El modelo de Hopfield esta basado en la regla de Hebb (1949), quien propuso

una hipdétesis de cémo las conexiones sindpticas en el cerebro cambian en respuesta al

aprendizaje. Mediante el uso de esta regla es posible almacenar informacion en la red y

esta dada por:
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J iC (7)&

a
l
e

ii
t
t

ey
Aqui, p es el ntiimero de patrones €/ (conjunto €/ = +1) por almacenar.

Del hecho de que los minimos del sistema estan definidos por las interacciones, y

que éstos a su vez actilan comoatractores dinamicos 0 patrones almacenados,es posible

considerar como puntos de interés los siguientes:

e Proponer y evaluar diferentes reglas de aprendizaje para {Jj;}.

e Dada unaregla de aprendizaje, evaluar la capacidad maxima y éptima de almace-

namiento.

Hasta el momento hemos mencionadoque es posible formar atractores en el sistema

al almacenar la informacion utilizando la regla de Hebb. A dichos atractores se les

conoce como estados almacenados, memorias puras 0 estados nominales y correspondena

minimoslocales de la funcin de energia. Sin embargo, dichos minimos nosonlos unicos.

Se sabe que en este modelo [Amit et al., 1985] ademas de los estados almacenados a

propésito, aparecen estados mixtos estables ¢7"* llamados estados espurios. Estos estados

no nominales resultan de la combinacién de la informacién proveniente de un ntiimero

impar de memorias puras y, deterioran ei funcionamiento de la red, ya que entorpecen la

recuperacion de la informacidn al actuar como atractores adicionales.

Otro parametro que juega un papel importante dentro de la teoria de las redes

neuronales, es el que se asocia a la temperatura T. Es importante tener muy claro que

este pardmetro no necesariamente representa la temperatura real de una red neuronal,
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es mas bien un paradmetro que introduce estocasticidad a la red y que se denomina

temperatura por la analogia que juega ésta en los sistemas fisicos.

Analicemos ahora el funcionamiento de una red neuronal en el régimen de T' = 0.

En este caso la evolucién del sistema sdlo acepta descensos en la energia, por lo que

el sisterna evoluciona hacia el minimo local mas cercano. Poroto lado, a T # 0, se

aceptan incrementos en la energia del sistema con una probabilidad dependiente de T’

de acuerdo con el factor de Boltzmann de la mecanica estadistica. Esto quiere decir que

al evolucionar el sistema puede salirse de un minimolocal pequefio para caer en uno

mas profundo. En este sentido, la temperatura puede ser vista como agente util para

eliminarel efecto de los estados espurios, lograndose la recuperacién de la informacion

almacenada en la red con mayorfacilidad.

También se tiene que un pardmetro muy importante en el funcionamiento de una

memoria asociativa es la razon que existe entre el nimero de memorias almacenadas en

la red p y el numerototal de neuronas N, i.e.,

(8)2
|
s

a esta cantidad se le conoce como parametro de capacidad de almacenamiento de la

red. Este parametro puede interpretarse como una medida de qué tanta informacion es

posible almacenar en la red de tal manera que ésta puedaser extraida sin errores, 0 al

menos, sin un numero apreciable de éstos. Simulaciones numéricas, asi como analisis

estadisticos, han mostrado que dicho pardmetro juega un papel similar a la temperatura.

Con ésto se quiere decir que, mientras mas patrones se almacenan enla red la calidad

de reconocimiento se deteriora. Esto es, cuando @ se aproxima a un valor critico a,

(a- © 0.138 en el limite termodindmico), la red stibita y catastréficamente dejara de
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reconocerlos patrones almacenados. En otras palabras, la red saltara de manera abrupta,

de un reconocimiento casi perfecto (con menos del 3% de errores), a estados de confusién

completa. Para el caso de p finita y N— oo (a = 0), tenemos que los minimoscoinciden

con los patrones almacenados (€ = S;, para toda i), cosa que para valores finitos de

a, 0 < a < a, no sucede, ya que los minimos tienden a desplazarse con respecto a su

valor deseado, lograndose de esta manera que patrones se recuperen con algunos bits

equivocados.

I. 3 Estructura del trabajo

La estructura de este trabajo es la siguiente: en el capitulo II se presenta un

problema especifico de una red neuronal tipo Hopfield. El propdsito principal en dicho

problema, es calcular el tamano de las cuencas de atraccioén desde el punto de vista

macroscopico, es decir, por medio de la iteracién de las ecuaciones de flujo o traslapes.

Estos traslapes dan una medida de el parecido queexiste entre el estado dinamico presente

en el sistema y uno de los patrones almacenadosenla red.

Un problema novedoso de redes neuronales es el que concierneal capitulo II. Este

consiste en una red neuronal compuesta por dos subredes conectadas unidireccionalmente,

de tal manera que cada una de las neuronas de la primera subred mandainformacion

solamente a una de las neuronas de la segunda subred. Eneste sistema la primera subred

funciona comounared neuronaltipo Hopfield por lo tanto, su evolucion es independiente

de la segunda subred. Igual que en el capitulo II, se estudia el tamano de las cuencas

de atraccién, pero esta vez, también desde el punto de vista microscépico. El aspecto

microscépico conciernealvalor especifico que toma cada unodelos espines 5; del sistema.



II. RED NEURONAL TIPO HOPFIELD

II. 1 Introduccién

En el capitulo anterior vimos que se puedevisualizar el espacio de configuraciones

de una red neuronal (RN) como un espacio compuesto de valles y montanas, donde los

valles acttian como atractores de la dindmica del sistema. Este hecho ha causado gran

interés dentro de la comunidad cientifica, ya que este tipo de sistemas pueden funcionar

como memorias asociativas. Es decir, permiten el almacenamiento de configuraciones

0 patrones que corresponden a minimos en la energia del sistema. De esta manera es

posible recuperarla informacién contenidaen la red a partir de senales con ruidoo fallas.

Por analogfa a la forma en que la mecanica estadistica trata a los sistemasfisicos,

las redes neuronales también pueden ser tratadas desde dos puntos de vista distinto,

el microscépico y el macroscépico. En el primer caso se considera una RN compuesta

de N elementos en donde p patrones han sido almacenados, y exploramosel espacio de

configuraciones con simulaciones tipo Monte Carlo a partir de un estado inicial, en el

espacio microscdpico $;. En el segundo caso, quese refiere al tratamiento macroscépico,

se estudia al sistema en términos del traslape q, cuyas componentes q, constituyen una

medida de la semejanza entre el estado dindmico S; del sistema y el patrén p-esimo €#

almacenado en la red. El procedimiento consiste en encontrar las ecuaciones de flujo o
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evolucién paralos traslapes a partir de un estadoinicial. A continuacién presentamos una

revision bibliografica de algunos de los trabajos en el area mas relevantes para nuestro

estudio.

En general, se han realizado estudios analiticos y numéricos que han comprobado

la existencia de estados espurios como configuraciones estables de la red (minimos que

entorpecen la recuperacion de los patrones aprendidosenel sistema). Amit et al. (1985)

encontraron que para una red grande (NV — oo), en el caso de la regla de Hebb (men-

cionada en el capitulo anterior), todos los estados espurios corresponden a la mezcla de

varios patrones almacenadosa propédsito. Este resultado lo obtuvieron estudiandoel espa-

cio de configuraciones de una RN en formasistematica, haciendo uso de las herramientas

de la mecanica estadistica y de la simulacién computacional. En sus estudios, ellos en-

contraron que para 0 < T < las energias de los estados base estaban relacionadas con

memorias puras; donde T = 1 es el nivel critico de ruido abajo del cual aparecen los

estados ordenados. Para 0.461 < T <1 los estados puros son los tinicos minimos; sin

embargo, en tanto que el nivel de ruido decrece, los estados espurios aparecen. Estos

minimos espurios corresponden a la mezcla de un ntimero impar de memorias puras y

puedenser caracterizados como estados simétricos o asimétricos. Los estados simétricos

(asimétricos) son minimos equidistantes (no equidistantes) con respecto a los patrones

puros. Para T < 0.461 algunos de los estados simétricos son estables y asf mientras

T — 0 todos los minimos se vuelven minimos locales. Los estados asimétricos aparecen

por debajo de T ~ 0.57 y ningunodeellos se encontré que fuera estable, al menos para

0.461 < T < 0.57.

Los resultados antes mencionadoshansido utilizados como base para estudiar otros

modelos tipo Hopfield. Este estudio nos da informacionsobrela existencia y la estabilidad

de los atractores, sin embargo no nos permite evaluar su importancia relativa, es decir, no

es posible cuantificar el tamanode las cuencas de atraccién. Para esto, ha sido necesario

hacer otro tipo de estudios.
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Vale la pena senalar que un punto fijo puede ser un atractor o un repulsor de la

dinamica del sistema, los minimos son atractores y los méximos son repulsores. Para

estudiar la importancia de las memorias puras (atractores) en el espacio de configura-

ciones, se han usado diferentes aproximaciones. Esto con el fin de evaluar el tamafio

de las cuencas de atraccién en diversos modelos. Como ejemplo, podemos mencionarel

trabajo realizado por Gardneret al. (1989). En éste se encontré que es posible recuperar

un patron en casi un 100% si utilizamos una RN dilufda con interacciones éptimas (cons-

truida de acuerdo conel llamado algoritmo de Edinburgo), siempre y cuandoeltraslape

(sobre éste hablaremos mas adelante) entre el estado inicial del sistema y el patron a

recordar sea macroscépico y a = § < a, = 0.42. Por otro lado, Kepler y Abbott (1988)

calcularon el tamafio de las cuencas de atraccién de una red entrenada también con el

algoritmo de Edinburgo pero conectada completamente, suponiendo dos puntos: a) que

el efecto dinamico del traslape microscépico inicial con patrones no definidos puede ser

despreciado; b)si el estado “viaja” al menosla mitad de la distancia a un punto fijo en su

primer actualizacion, entonces eventualmente alcanzara el puntofijo. Encontraron que la

dinamica del sistema tiene el mismo comportamiento que el modelo de un tinico patrén.

Sin embargo, posteriormente se encontré que el efecto acumulativo de estos traslapes mi-

croscépicos no puedeser despreciado, ya que cuando a aumenta, éstos juegan un papel

importante en la dindmica de una red neuronal. También en 1988, Cottrell aproximé el

problema calculando el radio maximo de unahiperesfera alrededor de un estado estable

en el espacio de configuraciones. Esta esfera se define de manera queel patrén correspon-

diente al estado estable va a ser recuperadosi el estado inicial de la red esté dentro de

la esfera. Este andlisis no tiene sdlo aplicaciones en el modelo de Hopfield sino también

en un gran nimero de modelos de RN totalmente conectadas. Krauth, et. al (1988),

propusieron un modelo para un tnico patron y estudiaron la simetrfa de las interacciones

y la estabilidad de los patrones.

Es importante tener en mente que el pretender determinarel tamaiio de las cuencas

de atraccién de una red neuronalinvolucra también un problema dindmico. Forrest (1988)



realiz6 una aproximacién numérica para el modelo de Hopfield (para el caso a = 0) que

consistié en generar estados con ruido, consigiendo de esta manera untraslape inicial mo

con los estados nominales (almacenados). Estudié su evolucién de manerasincrénica y

consideré que un patrén habia sido recuperado con éxito si el estado final de la red no

diferia del patron almacenado en mas de N/16 neuronas.

Un métododiferente y mas directo, en el que este problema ha sido aproximado,

consiste en calcular la fraccidn promedio f,(j4) de microestados 5; que evolucionanal p-

ésimo patron almacenado en la red. Esta evaluacién se ha hecho de diferentes maneras,

una deellas consiste en simular la dindmica de una RN compuesta de N elementos S;

(¢ = 1,..., N) donde p patrones €? (4 = 1,...,p) han sido almacenados, empezando de un

estadoinicial generadoal azar [Vianaet al, 1993]; sin embargose ha visto que hay efectos

de tamanio finito, por lo que no es tan sencillo extrapolaral limite termodinamico.

Otra manerade evaluar el tamafio de las cuencas de atraccién consiste en estudiar

la evolucién dindmica del sistema a nivel “macroscdépico”, esto es, considerandolas ecua-

ciones de flujo, que describen la evolucién del valor de los traslapes en el tiempo. Estos

pardmetros de orden o traslapes dan una medidaentre el parecido que existe entre el

estado dinamico presente en el sistema y uno de los patrones almacenadosen la red. Un

sistema con p patrones almacenadosen la red va a estar caracterizado por p parametros

de orden o traslapes. En particular si el estado de la red no esta correlacionado conal-

guno delos patrones, el pardmetro correspondiente va a ser de orden cero, mientras que

si esta correlacionado con algtin patron el traslape en particular tendra un valor cercano

a uno.
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II. 2. Introduccién al problema

Anteriormente se mencioné un poco sobre el trabajo que se harealizado, tanto

analitico como numérico, para medir el tamafo de las cuencas de atraccién en redes

neuronales tipo Hopfield. En esta seccién nos enfocaremos a estudiar los tamanos de

las cuencas de atraccién en una red neuronal en particular, también tipo Hopfield. Nos

referimos a una red en donde cada patrén ha sido almacenado de acuerdo a la regla de

Hebb modificada (la que veremos posteriormente), de manera que noses posible aumentar

o disminuir el tamano de los dominios de atraccién aumentando o disminuyendo el peso

w,(con pz = 1,...,p) asociado a cada una de las memorias.

El andlisis que llevaremos a cabo es en funcién del nimero p de patrones almace-

nados en la red, del peso w, asignado a cada memoria y de la temperatura T, ya que

ésta es un parametro que mideel nivel de ruido. Se tendra mayorénfasis en el espacio

ocupadoporlas memorias espurias, ya que comose ha mencionado,éstas entorpecen las

capacidades de recuperacién de la red en cuestion.

Algunos de los puntos mas relevantes en los que se basa este modelo, de tal manera

que se simplifique, son los siguientes:

e Las neuronas son discretas, i.e., toman sdlo dos estados posibles $; = +1.

e La red esta totalmente conectada, i.e., cualesquiera dos neuronas de la red estan

conectadas.

e La red esté compuesta de un nimero muy grande de neuronas (N — oo).

e La conexién sinaptica es simétrica (Jj; = Jji), i.e., la influencia de la neurona j

sobre la neurona 7 es igual a la influencia de la 7 sobre la 7.
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II. 2.1 Antecedente analitico

Consideremosel hamiltoniano dado por:

1 N

H = —5)) JisSiSi (9)
ij

donde éste describe a un sistema de N neuronas interactuantes, que pueden ser vistas

comoespines de Ising S; +1. Suponemos queen esta red ha sido almacenado un ntimero

finito p de patrones {€/'} (4 = 1,...,p) a través de la interaccién Jj;, simétrica y de largo

alcance, entre los espines 5; y S;. La interaccién Jj; esta dada por la expresién:

1 P

Ji = W YS wieret (10)
w=1

Los patrones {/} = +1 estan distribuidos de acuerdo con la probabilidad:

P(E) = 56(€t 1) + 6(6! +) (11)

y {w,} es un factor de peso quese introduce con elfin de simular entrenamiento ya que

como se mencion6 anteriormente es posible aumentar o disminuir el tamamo de las cuencas

de atraccién. Sin pérdida de generalidad,esto se logra considerando un conjunto {w,}
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de p diferentes w’s para cada estado almacenadotales que 1 = w, > w2 >... > wy > 0.

En el caso en que w, = | para toda pu se reduce a la regla de Hebb.

Para este sistema la funcién de particién esta dada por:

Z =Trexp {-6H}, (12)

en donde H esta dado porla ecuacién (9), T'r es la traza o sumasobrelosvalores posibles

de los estados y 8 = 1/T esta relacionado con el nivel de ruido T de la red neuronal,

donde T pequena corresponde a bajos niveles de ruido. Sustituyendo la ecuacién (9) en

la expresion (12) llegamos a que la funcion de particién queda expresada de la forma

siguiente (ver apéndice A):

Z = Trexp{B/2N > w,(d. €S:)"}, (13)
i

Como podemosapreciar, en esta expresién, es imposible tomarla traza sobre los posibles

valores de S; debido a que estos aparecen en un término cuadratico.

Con el fin de linealizar la expresién (13) hacemos uso de la transformacion de

Hubbard-Stratonovich [Hubbard, 1959], y obtenemos:

Z= [Teguexel-Ws{ash) (14)
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donde f {q,} acttia como una funcién de energia efectiva dada por:

F {qu} = (B/2N) 9) wag — Nt YT In Trexp{B Y) wetSig}, (15)

en la que {q,} es un conjunto de p variables auxiliares introducidas conel fin de linealizar

el término (30; €/'5;)? , y que acttian como pardmetros macroscépicos del sistema.

Las propiedadesde equilibrio de este sistema estan caracterizadas a nivel macroscé-

pico porla existencia de p parametros de orden q, , que miden el parecido entre un

estado estable microscépico del sistema y el patrén y-ésimo. En el limite termodinamico

(N — oo), la integral de la ecuacioén (14) esta dominada por el minimo de f{q,} por lo

que es posible hacer un desarrollo en serie de Taylor alrededor de estos puntos. De esta

manerael valor de los términos auxiliares o parametros de orden estan determinados por

las condiciones os = 0 la cual, después de tomar la traza, da lugar a un conjunto de p

ecuaciones acopladas dadas por:

Qu = (EF tanh{8 >> wiqe? }ye con by =1,2,...,p (16)

en donde ahora la funcién de energia efectiva esta dada por:

F{au} = (8/2N) > wud. _ (In[2 cosh B> wyeFqu])e (17)
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Enestas expresiones hemos usadola notacion(...). para indicar el promedio sobre

las variables al azar {€/'} dadas por la ecuacidn (11). En este limite (N — 00) se puede

aplicar un autopromedio [Van Hemmen, 1986], que consiste en no considerar un prome-

dio sobre las variables aleatorias {€/'} sino un promedio sobre variables macroscépicas

icorrespondientes a 7, = +1 con & = 1,...,2?~' sobre 2? esquinas de un hipercubo (para

mayor entendimiento ver apéndice B). De aqui que esta ecuacién queda escrita como:

du = (My tanh{}> WGN}))a (18)

dondeel doble paréntesis ((...))» indica que se esta promediandosobrelas 2? esquinas del

hipercubo alrededor de 7 = 0. Esta descripcidn estatica tiene una contraparte dinamica;

para un sistema con dindmica paralela sincronizada, la evolucién en el tiempo de los

traslapes esta dada por la expresién [Coolen, 1989].

4

qn + 1) = F(qn)) (19)a
.

donde F(@) esta representada por la expresién:

F(Q) = ((ftanh{}| w,4,n4}))a (20)

De esta manera los puntos fijos (atractores) de la dindmica, i.e., los puntos que
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satisfacen F"(q) = F"~'(q), para algtin valor de n, corresponden a puntos estables dados

por la ecuacion (18).

Las ecuaciones (19) y (20) tienen puntosfijos, de los cuales algunos acttian como

atractores dinamicos del sistema. Para el modelo de Hebb,se ha visto que para N — oo

y un numerofinito de patrones p almacenadosen la red, existen puntos fijos relacionados

con las p memorias puras, y algunos que resultan de la combinacion de dichas memorias

(espurias). En lo subsecuente, se tendrd mayor énfasis en el espacio ocupadoporlas

memorias espurias.

II. 3. Red tipo Hopfield: Dependencia en T

El tamano de las cuencas de atraccién puede verse como la fraccién de estados

que evolucionan al p -ésimo patron. Una de las formas en que puedellevarse a cabo

este estudio es a través del mapeo del espacio de configuraciones a nivel microscépico,

realizando simulaciones tipo Monte Carlo. En particular se han efectuado estudios para

el modelo de la regla de Hebb modificada antes descrita [Martinez, 1989, Martinez etal.,

1990] a T = 0 comofuncién de a = p/N. Enla figura (4) se muestra el porcentaje de

memorias espurias recuperadas como funcién de a. Comparandolosresultados obtenidos

para la regla de Hebb (pA) con los de la regla de Hebb modificada (pB), se observa que

el porcentaje ocupado por las memorias espurias es menor en el segundo caso. También

observamos que, el tamaiio de las cuencas de los patrones nominales depende del peso

asignado a cada memoria, y por ende podemos suponer que existe una tendencia muy

fuerte al entrenamiento. De igual manera,en la figura (4) ndtese que para amboscasos,

si el valor de N aumentael porcentaje ocupado por las memorias espurias en el espacio

de configuraciones aparentemente tiende a unlimite.
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Figura 4: Porcentaje de recuperacién de las memorias espurias como funcidén de a para

valores de p = 3 hasta p = 7, tanto para la regla de Hebb comoparala regla de Hebb
modificada. Amboscasos estan indicados por (pA) y (pB) respectivamente.

Otra manerade evaluar el tamano de las cuencas es mediante un estudio de caracter

macroscépico, que involucra a los traslapes q’, cuyas componentes qu constituyen una

medida de la semejanza entre el estado dindmico {S;} y el patron almacenado {€/} en

la red. En seguida nos enfocaremos a un analisis de este tipo como funcidn de los pesos

{w,} asignados a cada una de las memorias, del ntimero p de patrones almacenados en

la red y de la temperatura T.

II. 3.1 Antecedentes y motivacién

En 1993, Viana y Coolen realizaron un estudio sistematico a nivel macroscépico a

T = 0, con el fin de medir el tamano de las cuencas de atraccién de una red neuronal en

la que la informacién se almacené de acuerdo a la regla de Hebb modificada. Algunos

resultados de este estudio se pueden ver en la figura (5), en la que se muestra que por

debajo de la linea wz + w3 < wi = 1 todos los atractores corresponden a memorias
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Figura 5: Representacién del espacio de las w’s para p = 3 a T = 0. El comportamiento

de esta red en el espacio de las w's esta separado en dos regionesporla linea w2 + w3 =

w, = 1. Las lineas de contorno en la parte clara indican el porcentaje de microestados

que conducen hacia las cuencas de atraccién de las memorias puras.

puras, es decir, no existen memorias espurias en esta regidn. Dentro de esta zona, las

ecuaciones de flujo convergen a un punto estable después de una o dositeraciones de las

ecuaciones (20) mostrandose con las lineas de contorno punteadas,el porcentaje de veces

que esto sucede. Si la linea w2 + w3 = w, = 1 es cruzada, entrando en el régimen de

w2 + w3 > w; = 1 ocurre unatransicién abrupta hacia una region en la que empiezan

a aparecer memorias espurias, es decir, cuando las ecuacines de flujo convergen a la

primera iteracidén el punto de convergencia siempre esta relacionado con memorias puras

en cambio, si la convergencia tarda mas de unaiteracion se refiere a memorias espurias.

Las lineas de contorno sdlidas muestran el porcentaje de recuperacién de las memorias

puras.

Cuandoun sistema se encuentra a JT’ = 0, se espera queal evolucionaren el espacio

de las energias (compuesto por valles y montaiias), quede atrapado dentro de la cuenca

en que se encuentra, ya que las barreras de ésta son tan altas que le es imposible pasar



de una a otra. Sin embargo, si en el sistema se permite un poco de ruido (T # 0), puede

disminuir la altura de dichas barreras haciendo que el sistema explore otras regiones

de minima energia. En este sentido el ruido puede desempefar un papel favorable en

la recuperacién de la informacién; tal efecto tiene limitaciones para valores grandes de

ruido (T' > T,.).

Para extenderlos resultados de Viana y Coolen, se considera el caso de tempera-

turas finitas y su efecto sobre la recuperacion dela informacion. Se pondra mayorénfasis

en las memorias espurias que como ya se ha mencionado entorpecen la recuperacién de

la informacion.

II. 3.2 Método

El procedimiento utilizado para evaluar el tamafio de las cuencas de atraccioén

en el sistema mencionado, es por medio de la iteracién de las ecuaciones de flujo, o

traslapes, dadas por la ecuacién (16), a partir de un estado inicial al azar que obedece

una distribucién gaussiana con dispersién a ~ WE En este método se considera que

el nimero de patrones almacenados en la red es pequenio comparadocon el niimero de

neuronas, y que el traslape entre patrones es de orden cero con elfin de eliminar algunos

efectos de tamanofinito.

Se realizaron dos estudios diferentes para medir el tamafio de las cuencas de

atraccién: a) el primero deellos consistié en un estudio sistematico de las cuencas de

atraccién de las memorias puras y las memorias espurias como funcién de los pesosasig-

nados a cada memoria {w,} para p = 3, y como funcidn de T. b) El segundo estudio

tuvo la finalidad de analizar la evolucién de un punto en dicho espacio como funcién de

T; para esto, se considerdé un conjunto de pesos {w,} fijo .
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En los estudios anteriores, cada red memoriza p estados en base a la regla de

Hebb modificada, ecuacién (10). En el caso a), esto se hizo como funcién de los pesos

asignados {w,} a cada memoria con la convencién de que wy = 1 y 0 < wu; < wj, Wi >

, y considerando incrementos en los pesos de Aw = 0.04. En el caso b), se fijaron los

valores para las w’s tales que (w,) = 0.7. En amboscasos, se varié la temperatura en un

rango de0<T <1.

II. 3.3 Resultados

Como se menciono con anterioridad en este trabajo se estudid el espacio de con-

figuraciones. Mas especificamente, se midid el tamafio de los dominios de atraccién en

términos del porcentaje de microestados recuperados de una red neuronal cuyos patrones

p fueron almacenadosde acuerdo la regla de Hebb modificada. Los resultados de ambos

estudios se representan en las graficas de las figuras 6 y 9 respectivamente.

La figura 6 corresponde al primer caso, en el cual se fijé el valor de p = 3 y

se estudiaron las cuencas de atraccidn como funcién de los parametros T y w, para

o = 1x 1075, lo cual corresponde a un valor de N = 1 x 10!°. En esta figura pueden

observarse dos comportamientos diferentes en la red neuronal, que estan divididos por

una linea que se desplaza coforme aumenta la temperatura T en el rango 0 < T < 1

y esta dada por w2 + w3 = c(T); debajo de esta linea no existen puntos fijos asociados

a memorias espurias. Para distintos valores de o se encontré que el parametro C(T)

varia como se muestra en la figura (7) por lo que nos permitimos concluir que el valor

de C(T) no es un efecto de tamanofinito. Es interesante notar que para el caso de la

regla de Hebb se ha visto que el porcentaje de recuperacién de las memorias espurias es

independiente de o (figura 8).
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Por otro lado, se encontré que un pequeno porcentaje de memorias espurias que se

desplaza y crece, en el espacio de los pesos {w,}, conforme se incrementa el valor de T’.

Esto se muestra enla figura (9). para o = 1x 107! (N = 100). Con el objeto de entender

a qué se debe este comportamiento variamosel valor de o entre 1 x 10-7 y 1 x 107! y

se observé que mientras mas pequenoes el valor de a mas pequenio es dicho porcentaje

de memorias espurias. Aunque esto no nos permite dar una explicacién clara y precisa

de este fendmeno, nos permite concluir que se debe a efectos de tamano finito pues en

el tratamiento de las ecuaciones de flujo el tamano dela red serefleja en el tamano de

1lao = Zy. Finalmente notese que, independientemente del valor de o (figura.10) el

porcentaje de memorias espurias disminuye conforme aumenta la temperatura.

En el segundo estudio se consideran tres memorias almacenadas (p = 3) asi como

o=1x 107° (a~ 107") yo = 1x 107! (a = .03). Se estudid al sistema en la region

wa + w3 = e(T) consigiendo siempre valores para los pesos {w,} tales que < w, >= 0.7,

es decir, wy) = 1, w2 = 0.7 y w3 = 0.4.

Los resultados estén representadosen la figura (11) que muestra el porcentaje de

memorias espurias en funcién de T . Se observa que al aumentar la temperatura hay

un punto en el que ocurre una caida abrupta en el porcentaje de las memorias espurias.

Arriba de este valor critico de T el porcentaje de dichas memorias es cero. Con esto puede

decirse que el 100% de la informacién almacenada en ese punto puede ser recuperada.

Para valores de T arriba de .9 el porcentaje de memorias espurias esta relacionado con

ruido.
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Figura 6: Porcentaje de recuperacién de las memorias espurias en el espacio de las w’s
para p = 3, 0 = 1 x 10-5 y desde T = 0 hasta T = .9. En esta grafica se pueden
visualizar dos comportamientos divididos porla linea w2 + w3 = c(T’). A medida que la
temperatura aumentala linea w2+w3 = c(T’) se desplaza y el porcentaje de las memorias
espurias disminuye.
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Figura 8: Porcentaje de recuperacién de las memorias espurias como funcién de Ino para

el caso dela regla de Hebb w, = 1 y para T = 0 hasta T = .3.
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Figura 9: Porcentaje de recuperacién de las memorias espurias en el espacio de las w's
para p = 3, 0 = 1x 107! y desde T = 0 hasta T = .9. En esta grafica se pueden

visualizar dos comportamientos divididos porla linea w2 + w3 = c(T'). A medida que la

temperatura aumentala linea w2+w3 = c(T’) se desplaza y el porcentaje de las memorias
espurias disminuye.
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Figura 10: Porcentaje de recuperacién de las memorias espurias en el espacio de las w’s

para p = 3,0 =1%x10-° y T =0 (negro), T = .2 (azul), 7’ =.3 (rosa), T = .4 (verde) y
T = 5 (rojo).
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Figura 11: Porcentaje de recuperacién de las memorias espurias como funcién de T para

la regla de Hebb modificada con p = 3 y w, =.7. Lafigura (a) considera el caso de
o = 1x1075 mientras que la figura (b) el caso con o = 1x 107!. En ambas,en el extremo
superior derecho se muestra una amplificacién de la zona comprendida entre T = 0 hasta
T=0.1.



II. 3.4 Conclusiones

Antes del presente trabajo, y del realizado por Viana y Coolen [1993], se consideraba

que el tener tres (p = 3) o mds memorias almacenadas en una red neuronal implicaba

la existencia de memorias espurias. Esto es cierto en el caso de la regla de Hebb, sin

embargoparael caso de ]a regla de Hebb modificada, se comprobé que la aparicién de las

memorias espurias depende de los valores asignados a las w's y que esto es valido para

cualquier temperatura por debajo de la temperatura critica.

Conlos resultados obtenidos, se comprobé que para el modelo considerado el por-

centaje de recuperacién de las memorias espurias disminuye conforme aumenta la tem-

peratura, de lo que podemosafirmar que al permitirle un poco de ruido externoa la red,

se favorece la recuperacién de los estados nominales (puros). Sin embargo, el hecho de

que no aparezcan memorias espurias para ciertos valores de w’s no significa que se haya

eliminando totalmente el ruido en la red y se haya recuperadola informacién perfecta de

los patrones almacenados,ya queel valor final del traslape q no siempre es uno. Del hecho

de que el valor de q sea cercano a la unidad seinfiere que a T = 0 la posicién del minimo

se encuentra desplazada con respecto al minimo almacenado, o sea, que la informacion

se ha recuperado con una pequeiia fraccién de errores dada por d = $(1 — q). Porotro ”

lado, para T # 0 tenemos que dentro de la cuenca existe una cierta dinamica del sistema

entre estados microscépicos compatibles con un valor macroscopico g. En particular el

valor de q # 1 lo que quiere decir que el sistema no esta en un estado fijo microscdpico,

como ocurre a T' = 0, sino que esta fluctuando entre estados con ese valor g. De aqui

que, un punto de estudio para recuperar en su totalidad la informacién almacenada, es

por medio del enfriado lento (simulated annealing) que consiste en bajar la temperatura

lentamente para ir alcanzando estados de equilibrio dentro de la misma cuenca.



Ill. REDES ACOPLADAS

III. 1 Introduccién

El reconocimiento de patrones por medio de memoriaasociativa es un problema

que ha recibido mucha atencién y que esta relativamente bien estudiado. En particular,

en el capitulo anterior estudiamos el tamano de las cuencas de atraccién de una red

neuronal tipo Hopfield en Ja que Ja informacion fue almacenada asignandole un peso

estrictamente diferente a cada una de las memorias, esto con el fin de simular diferentes

niveles de reforzamiento para diferentes memorias. El estudio se realizé como funcidn del

peso asignado a cada memoria {w,}, del ntimero p de patrones y de la temperatura T.

En este capitulo estudiaremos una red neuronal (RN) compuesta por dos subredes

tipo Hopfield interconectadas. Uno de los objetivos a alcanzar ahora es encontrar una

forma en la cual éstas trabajen acopladamente. Con el propdsito de estudiar la recupe-

rabilidad (tamano de las cuencas) de la informacion en la segunda subred como funcién

del estado inicial de la primera, el estudio se hace desde dos puntos de vista diferentes,

microscépico y macroscépico. En particular, este tipo de sistema permite estudiar otra

clase de problemas, comoesel caso de los patrones compuestos, es decir, aquellos patrones

que se pueden descomponeren segmentosconsignificado propio, por ejemplo, una palabra

en letras. De esta manera, es posible reconocer a una palabra por segmentos, es decir, el
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reconocimiento asociativo se lleva a cabo letra por letra, en pares tales que cada subred

almacena a una deellas.

Con el fin de ejemplificar lo anterior supongamos que tenemos una red neuronal

compuesta por dos subredes tipo Hopfield (figura 12). En dicha red se almacenan patrones

que son palabras tales como: si, no, el, etcetera, de tal manera que la primera letra de

la palabra queda almacenada en la primera subred y la segunda letra en la segunda

subred, en amboscasos de acuerdo con la regla de Hebb. Ahora bien, si consideramos

entre las dos subredes conexiones tipo Hebb, pero unidireccionales, de tal manera que

cada una de las N neuronas de la primera subred mande informacién solamente a una

de las NV neuronas de la segunda subred. En estas circunstancias, esperariamos que si

se presenta a la primera subred unestado inicial tal que coincida con una delas letras

almacenadas, ésta a su vez mande informacion a la segunda subred de tal forma que esta

ultima responda con el patron correspondiente a la letra con la que esta asociada. Es

decir, si el estado inicial coincide con la letras en la primera subred,ésta va a influiren el

proceso dindmico de la segunda subred de manera que éstarecupela letra i. Sin embargo,

en principio esto no quita la posibilidad de recuperar otro patrén que corresponda a otra

letra.

En este sistema la primera subred es una RN tipo Hopfield pues su evolucién, a

partir de un estado inicial, es independiente de la segunda subred. Se han realizado

varios estudios referentes a la precision con la cual es posible recuperar la informacion en

una red de este tipo. En particular, Forrest [1988] calculé numéricamente la fraccidén de

estados f(go) que pueden ser recuperados con un niimero de espines equivocados menor

que N/16 para a = p/N paravarios traslapesiniciales gg . Este criterio es equivalente a

considerar un traslapefinal q; > Z, En general, se ha visto que para una red totalmente

conectada es posible recuperar la informacién almacenada a partir de cualquier estado

inicial go tal que go > qc (el traslape critico), consiguiéndose de esta manera un traslape
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Figura 12: Representacién esquematica de una red neuronal compuesta por dos subredes.

final qf de orden uno entre el estadoinicial y el estado almacenado. Por otrolado, el

estudio realizado en el capitulo anterior, junto con el trabajo de Viana y Coolen [1993]

es una manera alternativa de estudiar este tipo de redes.

Ill. 2 Modelo

Consideremos una red neuronal compuesta de dos subredes, tal que cada una de

ellas consta de N neuronascon estados S; = +1 (i = 1,2,...,N). La interaccidn Jj; entre

las neuronas 5; y S; , en cada unade las subredes, es a través de conexiones simétricas

tipo Hebb y esta dada por:

Ji=UE: (21)
u=1
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donde hemos almacenado p patrones {€} con p = 1, » y € = +1 con la misma

probabilidad.

 

Consideremos que las dos subredes constan de N elementos, la primera con i =

1,...,.N, y la segunda con? = N +1,...,2N. Supongamos que existen interacciones

unidireccionales que conectan a ambas subredes de manera que la primera subred envia

informacion a la segunda por medio de conexiones dadaspor:

Pp

wing =neon, (22)
u=1

con 2 =1,...,N. Asi tenemos que cada neurona de la primera subred envia informacién

exclusivamente a una neurona de la segunda, siendo entonces que las conexiones entre

ambas subredes no sean simétricas (wj,+v = 0). Es importante mencionar que cada

subred tiene N neuronas, por lo que el nimero total de conexiones internas en cada una

de las subredes es N?. Por otro lado, hemos escogido conectar cada unade las N neuronas

de la primera subred con una de las N neuronas de la segunda subred de manera que,

el ntimero de interacciones entre las subredes es de orden N. Porlo anterior, nos vemos

obligados a normalizar el peso a la regla de aprendizaje indicada en la ecuacidén (22), de

lo contrario, en el limite termodindmico (NV — oo) las subredes se desconectarian.

Para medir el tamafio de las cuencas de atraccién de la RN compuesta porlas

dos subredes, es posible hacer el estudio deseado desde dos puntos de vista diferentes:

a nivel microscépico y a nivel macroscépico. El primero deellos parte de considerar la

evolucién temporal del estado S(t) de la red neuronal, que consiste en un vector de NV

dimensiones,tal que la i-ésima componente S; representa el estado de la 7-ésima neurona y

tiene una probabilidad de transicién asociada. En cambio,el nivel macroscépico consiste



44

en estudiar la evolucion temporal del traslape q,,(t) (o parametro de orden) del estado

dinamico microscépico de la red, con el ju-ésimo patrén almacenado.

En el caso de la descripcién microscépica lo apropiado es llevar a cabo una simu-

lacién tipo Monte Carlo para analizar el tamanode las cuencas de atraccién, mientras que

para el nivel macrosc6pico se requiere obtener primeramente p ecuaciones de evolucién

temporal para los traslapes q,(t), las cuales resultan acopladas no lineales, de modoP a ’ ’

que su solucién no es posible de manera simple. En consecuencia se recurre a un método

de iteracién computacional. Para el caso que es nuestro objeto de estudio en el presente

capitulo, se describen ambos enfoques a continuacién.

IIf. 2.1 Estudio macroscépico de las redes acopladas.

Enesta seccién haremosun estudio para medir el tamanodelas cuencas de atraccién

de la RN antes mencionada. Dicho estudio es desde el punto de vista macroscépico y

consiste en obtener unaexpresién analitica para los parametros de orden o traslapes, que

miden el parecido entre un estado dindmico microscépico del sistemay el -ésimo patrén

de la red. Es importante recordar que esta version del tratamiento sdlo es valida para el

caso a = 0.

Ahorabien, nos interesa dar una descripcién analitica del sistema compuesto por

dos subredes conectadas unidireccionalmente. Para esto consideramos que cada una de

las subredes que constituyen a la RN estan compuestas por N elementos interconectados

entre ellos, con conexiones simétricas de tipo Hebb. Con el objeto de cargar el menor

numero de indices durante el cdlculo consideraremos la convencién de que la primera

subred consta de i = N +1,...,2N elementos mientras que la segunda de z = 1,...,.N

elementos. Porotro lado, para que estas subredes trabajen acopladamente se propone que



la conectividad entre ellas no sea simétrica, es decir, que sea unidireccional de tal manera

que cada una de las N neuronas de la primera subred mande informacién exclusivamente

a una de las N neuronas de la segunda subred.

Dado que la conexion entre las subredes es unidireccional, enviando informacién de

la primera hacia la segunda, podemosdecir que el comportamiento de la primera subred

no se ve afectado por la presencia de la segunda. Esto implica que podemosver a la

primera subred como unared neuronal tipo Hopfield. Por esto entendemos que, dado

un estado inicial en dicha subred, ésta va a evolucionar hacia a uno de los atractores

de la misma independientemente del proceso que se lleve a cabo en la segunda subred

(Martinez et al., 1990, Viana et al., 1993]. Sin embargo, la segunda subred si se vera

afectada por la primera. Una vez que la primera subred recupere el estado almacenado

mandara unasenal persistente a las N neuronas de la segunda subred. Como veremos

mas adelante, estas senales acttian como umbral para las neuronas de la segunda subred

logrando, colectivamente, que el proceso dinamico que se lleva a cabo en dicha subred

recupere la informacion relacionada con la primera subred.

Del hecho que la primera subred se comporte como una tipica RN tipo Hopfield,

la cual esta relativamente bien estudiada, nos permite centrar nuestra atencién en la

segunda subred. Por otro lado, consideramos que la primera subred se encuentra en

un estado estable {5;,.~ = &4} en el espacio de las energias, de tal manera que la

informacién que ésta envia a través de la sinapsis a la segunda subred, es constante.

A unared con conexiones asimétricas no se le puede asignar una funcidn de energia

ya que éstas no permiten queel sistema alcance un estado de equilibrio. Para nuestro caso,

es importante tener en mente que se considera para la segunda subred un hamiltoniano

condicionado a que la primera red |legue a estado de equilibrio y que la sefal que ésta

envia (asimétrica), funja como un campo externo para la segunda subred.

Sea el hamiltoniano en la segunda subred, dado por:
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1 N

Hy = ~p du Jig Sey om YS wit niSignSi. (23)

ij i

Aqui el primer término de la expresién incluye la interaccién entre cada par de

neuronas de la segunda subred,de tal manera que estan almacenados un nimerop finito

de patrones fijos {&'} al azar de acuerdo con la regla de Hebb dada porla ecuacién

(21). El segundo término incluye la interaccién que existe entre las dos subredes. Esta

interaccién dada porla ecuacién (22), como ya se mencioné con anterioridad, es unidi-

reccional, es decir, cada neuronade la primera subred envia informacidén exclusivamente

a una neurona de la segunda subred, siendo esta una sefal persistente, esto es, que no

cambia, en el tiempo.

Sustituyendo las expresiones de ambasinteracciones en la ecuacién (23) y supo-

niendo que el estado dindmico de la primera subred se encuentra en la memoria uno

Sitn = &n, se tiene que el Hamiltoniano que describe a la segunda subred queda

expresado por:

l N
A, =3FiSiS; — DO AiS;, (24)

ij i

en donde h; es la senal persistente que actua como umbralpara las neuronasde la segunda

subred y esta dada por:

S il n=1 6CNG

&f + Gyn Dane PEEw-
(25)

ll
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Ahorabien, haciendo un andlisis semejante al del capitulo anterior con el fin de

obtener una expresion analitica para los parametros de orden o traslapes, consideramos

la funcién de particién dada por:

Z = Trexp{—BH>}, (26)

en donde ahora H2 esta dado por la expresién (24) y @ = 1/T esta relacionado con el

nivel de ruido T de la red neuronal.

Procediendo en la formausual, con el fin de linealizar, hacemos uso de la identidad

de Hubbard-Stratonovich [Hubbard, 1959], dada por:

exp{a?/b} = (b/4n)' [™ exp{—T2? + ax}, (27)

en donde, para nuestro caso, a y b estan representadaspor:

a = BLES:)

b = 2NB ,

de esta manera, antes de calcular la traza, la funcidn de particidn queda expresada por:
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Z = (RBpr pee. exp{-M2 yr?_, P}x
(29)

Trs, Ii exp{B yer EPS; q+ BhiS;} dq,

en donde {q,} es una variable auxiliar introducida con el fin de linealizar el término

(0 €:S;)? (apéndice A).

Calculando la traza de la ecuacién (29), podemos expresarla funcidn de particién

como:

Z=C|” expl-NBfe;ldé, (30)

en donde f.; es una funcidn efectiva dada por:

12

fes= 350
pol

7 - Hp2eosh8E+Bh) (31)

Recordemos que para unsistemadeeste tipo, las propiedades de equilibrio a nivel

macroscépico estan caracterizadas por los parametros de orden q,, que miden el parecido

entre el estado dindmico del sistema y el  -ésimo patrén. Enel limite termodinamico

(N — oo), la integral de la ecuacién (30) esta dominada por el minimo de f.; ,por lo

que es posible hacer un desarrollo en serie de Taylor alrededor de estos puntos. Asi

los pardmetros q,, estan determinados por las condiciones i = 0. Considerando esto

obtenemos:
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i diel tanh {6 (5, Eq, + hi)}
=  (éf tanh {6 (5, éfg, + hi) })

Ilqu (32)

en donde h; esta dada por(25). La notacién(...), se refiere al promedio sobrelas variables

al azar €}' con probabilidad:

1
PR) = gl6 (Gr — 1) + 6+ 1). (33)

Si recordamos que nos encontramos en un espacio p dimensional entonces, como

se consideré en el capitulo anterior, es posible aplicar un autopromedio [Van Hemmen,

1986] (apéndice B) a la ecuacién (32). Este consiste en no considerar un promedio

sobre las variables aleatorias {é/} sino un promediode variables macroscépicas n, = +1

con « = l,...,2?-! sobre 2? esquinas de un hipercubo que incluye todas las posibles

realizaciones de los p patrones. Con esto pondremosatencién en las variables &' y fy,

Definamos:

ty = NGA, (34)

De esta manera la expresion (32) queda expresada por:

a= (sam {9 Co+lot edn|) (35)
nhae
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Es importante tener claro que las variables n“ y x“ también estan distribuidas

de acuerdo con la expresién (33). Ndtese, que en tal caso el problematiene simetria

qu © —q, para toda pu, . Por lo que de aqui en adelante nos restringiremos al caso

Q. = 9. q, es la coordenadap -ésima del vector ¢.

La expresién (35) es una ecuacién que tiene un gran numero desoluciones, siendo

algunas de éstas puntos fijos de la dindmica del sistema. Para un numerofinito de

patrones p almacenadosen enel limite termodnadmico (N -> oo), existen puntos fijos

relacionados con cada una de las p memorias puras almacenadasenla red, sin embargo,

como se mencioné en el capitulo anterior, también existen los puntos fijos relacionados

con cualquier combinacion de s memorias puras, donde 3 < s < p.

Procediendo de la manera usual (apéndiceA ), para el caso de dos y tres memorias

almacenadas en cada subred se obtuvieron las siguientes expresiones para los parametros

de orden:

e Dos memorias almacenadas:

a = 4[tanh {B(q + q2)} + tanh {8(q + q2 + 2)} +

tanh {8(q1 — ga)} + tanh {8(q1 + G2 + 2)}]

q = {tanh {B(q + q2)} + tanh {8(q + g2 + 2)}-

tanh {8(q — q2)} — tanh {8(q1 ~ 92 + 2)}]

© Tres memorias almacenadas:



a = 3 (tanh A+ tanh B + tanhC + tanh D]+

igltanh E + tanh F + tanh G + tanh H+

tanh J + tanh J + tanh & + tanh L]

42 = {tanh A+ tanh B—tanhC — tanh D]+

4[tanh E+tanh F — tanhG — tanh H+

tanh J + tanh J — tanh K— tanh L]

q3 = 3[tanh A— tanh B—tanhC + tanh D]+

4 [tanh E — tanh F — tanh G + tanh H+

tanh J — tanh J — tanh K + tanh L]

En donde A, B,C, D, FE, F,G,H,I, J,y L estan dadas por:

Bl + g2 + 93 + 1)

B(q + G2 — 93 + 1)

ll R
w

(

(

(1 — G2 - 43 +1)

Bln — 2 + 93 + 1)

Bln + a2 + 93 — 1)

(

(

(

ll B(n + 92-93 — 1)

B(n — G2 — 93 — 1)

Bin — a2 + 93 — 1)

Bln + a2 + 43 +3)

B(u + 92 — 93 + 3)

Bin — G2 — 93 + 3)

B(q — G2 + 93 + 8)

Q
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Hasta aqui, los pardmetros de orden obtenidos nos dan unaidea de la fraccién

de espacio ocupada porlos patrones. Sin embargo, si se desea medir el tamano de las

cuencas de atraccion es necesario hacer un estudio dindmico del problema. Para esto se

considera la evolucién en el tiempo de las parametros q,es decir:

q(n +1) = F(q(n)) (37)

en donde

y=?
F(q) = (1 tanh {9 GC +1)+ y (qu + sae \) . (38)

De esta manera los puntos fijos (atractores) de la dindmica, i.e., los puntos que

satisfacen F"(q) = F®-1(q), para algun valor de n, correspondena puntos estables dados

por la ecuacién (35).

III, 2.1.1  Solucién de las ecuaciones de flujo (método iterativo).

En la seccién anterior encontramos las expresiones de los pardmetros de orden o

traslapes para los casos de dos y tres memorias almacenadas en cada una delas subre-

des respectivamente. Como es de notarse éstas involucran la solucién de p ecuaciones

trascendentales, correspondientes a cada una de las coordenadasdel vector ¢, por lo que
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es necesario recurrir a un método alternativo tal que nos permita tener una idea mas

clara de lo que sucede en el espacio de configuraciones. Un ejemplo seria localizar un

punto fijo en dicho espacio a partir de un estado inicial.

Debido a lo anterior, se considerd iterar las ecuaciones con los siguientes procedi-

mientos:

e Enfriado stbito; de acuerdo con una distribucién de probabilidad uniforme entre

+1 y ~1 a temperatura T = 0. Se generaron valores al azar paralas q's iniciales.

Se iteraron las ecuacionesde flujo, tanto para dos como para tres memorias, hasta

que el valor de gq no cambiara. Se observé que independiente del valor inicial de q

el traslape final era el mismo para cualquiera de los casos, sin embargoel traslape

final relacionado con la memoria uno era mucho mayor quelos traslapes finales

relacionados con el resto de la memorias.

e Enfriado lento; éste consistid en empezarla iteracion a partir de un estado inicial

para las q's entre +1 y —1 a temperatura relativamente alta T = 0.3. Una vez que

se llegé a un punto fijo, es decir, que el traslape final a la temperatura inicial se

mantuviera constante, se bajaba la temperatura y se consideraba como inicialel

traslape final anterior, esto se hizo hasta llegar a T = 0. En 100 redes diferentes se

observé, por un lado, que al descender la temperatura la calidad de recuperacién

del patrén uno en la segunda subred era mayor con respecto a los otros, y por el

otro, que independientemente del estado inicial el traslape final era el mismo.

TJ. 2.1. 2 Conclusiones

En esta seccién se encontraron, principalmente, dos resultados de suma importan-
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cia. El primero de ellos es que, al menos para los casos considerados, el traslape final q,

no dependedelvalorinicial de g; para cualquier valor de T, y el segundo (comose espera-

ba) es que invariablemente la segunda subred recupera el patrén uno. Sin embargo,éste

se encuentra desplazado obteniendo,para el caso de p = 3, un traslape final del orden de

qs = 0.5, es decir, con el 25 por ciento de los espines volteados, mientras que el traslape

con otras memorias es tipicamente menor que.1.

Hasta aqui hemosrealizado un estudio que concierneal caso de p finita N — oo. En

general, nos hemos topado con limitaciones de tipo analitico para encontrarlas ecuaciones

de flujo para p > 3. Conel fin de extender el nimero de memorias almacenadas y poder

compararcon los resultados obtenidos en esta seccién procederemosa hacer un estudio

microscépico de este problema.

III. 2.2 Estudio microscépico de las redes acopladas.

El objetivo principal en este capitulo es estudiar el tamano de las cuencas de

atraccién para el caso de las redes acopladas, pues esto nos permite visualizar el compor-

tamiento conjunto de ambas redes para almacenar y recuperar la informacién. Coneste

proposito se hace un estudio a T’ = 0 del comportamiento dinamico de una red neuronal

compuesta de dos subredes tipo Hopfield con conexiones unidireccionales que llevan la

informacién de la primera subred a la segunda. Retomando la covencidn original, se

considera que en cada una de las subredes hay N elementos cuyos estados dinamicos

estan descritos por S; = +1, de manera que para la primera subred tenemos ? = 1,...,N

mientras que para la segunda 1 = N +1,...,2N. El estado de cada neuronaal tiempo t

estaé gobernado porla dindmica siguiente:
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Si(t+1) = sgn {ht (t)}, (39)

en donde h; es el campo local que siente cada neurona 7 causado por el resto de las

neuronas que la rodean en la k-ésima subred. Para la primera subred este campo esta

expresado dela siguiente manera:

N

hi = i555, (40)
j=l

mientras que para la segunda subred se escribe comosigue:

2N N

bP= YD F555 +) wigSiSj4mir (41)
j=ltN j=l

en donde la interaccion J;; es simétrica y esta dada por la regla de Hebb (ecuacidn 21) y

w;; es la interaccién existente entre las dos subredes (ecuacidn 22) siendo ésta unidirec-

cional mandando exclusivamente informacidén de un elemento de la primera subred a un

elemento de la segunda. Cabe recordar que son las interacciones las que determinan los

minimosen el espacio delas energias.

Una manera de caracterizar la recuperabilidad de la informacién en cualquiera de

las subredes, es estudiando al sistema en términos de los traslapes microscépicos, los

cuales miden el parecido o la diferencia entre el estado dinamico de cada una de las

subredesy el p-ésimo estado nominal, y estan dados por:
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1 N+l

mio = Dy Sith, (42)
i=1+4l

aqui S; es el estado dinamico y €! es el patron almacenado en la red. Para | = 0 nos

referimos a la primera subred, mientras que para | = N nosreferimos a la segunda. En

esta expresion el traslape mij.) se refiere al patrén p-ésimo de la primera o la segunda

subred ademas, éste ha sido normalizado a la unidad para cada subred por lo que la

fraccién de unidades (bits), que coinciden con el subpatrén pu, esté dada por $(1 + mt).

En este trabajo nos referiremos a la recuperabilidad de la memoria uno, por lo que

nos ahorraremos el indice que indica pp = 1. Cuando consideremos otros traslapes, lo

mencionaremos explicitamente. De igual manera parareferirnos a los traslapes iniciales

,
o finales usaremos como subindices “0” 6 “f” respectivamente.

III. 2.2.1  Simulacién numérica.

Es importante tener en mente que el comportamiento de la primera subred no se

ve afectado porla presencia de la segunda, por lo que escogemos queel estado inicial en

la primera subred sea S$; = €} para i = 1,..., N. Una vez que esta subred haya alcanzado

dicho estado mandara unasefial persistente hacia la segunda subred, lograndose que

el estado final alcanzado por la misma esté relacionado con el estado recuperado en la

primera.

Dentro de la simulacién se efectuaron dos diferentes estudios. (a) El primero de
=>

ellos consistié en almacenar p patrones €; en la red de acuerdo con las reglas dadas por

las expresiones (21) y (22). Ahora bien, con el fin de medir el tamario de las cuencas de

atraccion en la segunda subredse vario el traslape inicial m2 y se estudid la recuperabili-
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dad como funcién de dicho traslape. Se vid que casi para toda p y N el estado final (my)

de la memoria uno es independiente del estado inicial. Mas adelante explicaremos a qué

nos referimos con “casi para toda p y N”.(b) El segundo estudio llevé como propdsito

determinar la existencia del desplazamiento de la “posicién” de los estados de minima

energia, ya que se observ6 tanto en el estudio macroscépico comoelestudio arriba men-

cionado, que dicha senal persistente tiende a mover en la segunda subred la posicién de

los minimoscon respecto al estado almacenado £1. Se encontré que efectivamente ocurre

este fenédmeno cuando varian los parametros a y p. Para mostrar esto, se realizé la

simulacién que se describe a continuacién:

y
Se almacenaron p patrones €} de acuerdo a la regla de Hebb (21) , para que de

esta manera estos fueran puntos fijos de la dindmica (39):

=

Gi = ( Bey EN CNL oy CON)» (43)

aqui los primeros N elementosserefieren a la primera subredy los restantes a la segunda.

Posteriormente se generé un estado inicial tal que tuviera un traslape m}, = 1 con la

memoria uno de la primera subred,y con traslape arbitrario mo2 > 0 con la segunda

subred. De esta forma, cuando la primera subred se encuentra en estado de equilibrio,

una vez que ha recuperado la memoria uno, mandara una sefal persistente hacia la

segunda subred. En este punto se midié el traslape inicial de la segunda subred con la

memoria uno definido por:

1 N

Mo2 = N YS Sitnélins (44)
i=1
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para después permitir que el sistema completo evolucione sincrénicamente de acuerdo

con la ecuacién (39) hasta que la segunda subred alcance un estado de equilibrio. Por

ultimo se midieron los traslapes finales, con cada una de las memorias, para ver si la

memoria uno fue recuperada.

III. 2.2.2 Resultados y discusién.

Conel fin de evaluar el tamano de las cuencas de atraccién en la segunda subred

se tom6 comocriterio de recuperabilidad que el traslape final my del patrén uno en la

segunda subred fuese considerablemente mas grande queelvalor del traslape con respecto

a los otros patrones de la misma. El nimero de patrones almacenados de acuerdo con

las expresiones (21) y (22) varid desde p = 3 hasta p = 120 para diferentes RN tomando

valores para N = 32 hasta N = 1024.

El desplazamiento del patrén uno en la segunda subred esta relacionado con la

senal persistente proveniente de la primera subred, cuando ésta ha alcanzado su estado

de equilibrio es decir, S; = €} parai =1,...,N. El efecto que ejerce dicha senal sobrela

segundasubred,es el de conducir al estado dinamico de la mismalo mascerca posible de

la cuenca queesta relacionada con el patrén uno (patrén nominal) de la primera subred.

Dicho desplazamiento de los patrones almacenados en la segunda subred con respecto a

los patrones nominales de la primera se muestra en la figura (13), que es una muestra

representativa para el caso N = 100 y distintos valores de p. En estas graficas se observa

el porcentaje de veces para el cual se obtiene un traslapefinal m; en 1000 redes diferentes

con mismotraslape inicial mp. También vemos quese presenta un comportamiento que

depende dela paridad de p, es decir, cuando p es par se presenta un corrimiento hacia

la derecha mientras que para valores nonesde p el corrimiento es hacia la izquierda. Por

otro lado, es interesante notar que tanto el porcentaje de recuperacién comola calidad
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de la misma es mayorpara valores pares de p (p = 4,6,...) que para valores impares de

p (p=3,5,...) figuras (14) y (15) respectivamente.

Los valores del traslape final para casi la totalidad de las redes eran los mismos

independientemente del estado inicial en la segunda subred. Esto lo podemos ver en

la figura (16) en la que se muestra la relacidn entre los traslapesiniciales y finales de

la segunda subred considerando 20 redes distintas para valores de p = 4 y N = 64.

Notese (figura 16(a)) que para valores del traslape inicial m, = —1 el sistema evoluciona

a un valorfinal con el mismo traslape my que los estados con traslapeinicial m, = 1.

También existen otros casos en los que la informacion es recuperada para cualquier estado

inicial, sdlo que la calidad de la informacidn recuperada dependedel traslapeinicial figura

(16(b),(c),(d)) en estos casos al parecerla cuenca de atraccidn relacionada conel patrén

uno esta compuesta a su vez de pequefias cuencas que no permiten al sistema recuperar

en su totalidad la informacién. Este comportamiento se encontr6é para cualquer valor de

N pero unicamente para valores pares del numero de patrones almacenados.

Los resultados obtenidos en esta seccidn, en particular para p = 3 enlas figura

(15) nos da un punto de concordancia con respecto al estudio macroscépico. Esto es, la

calidad de recuperacién, para ambosestudios, es de < my >= 0.5 independientemente

del estado inicial. Por otro lado, para p = 3 en la figura (13), se puede observar el

desplazamiento de la memoria uno en la segunda subred con respecto a la memoria uno

(my, = 1) de la primera subred.

Finalmente la cantidad de informacién necesaria para recuperar la informacién

almacenada en una red neuronal comola descrita a lo largo del capitulo, es menor que

para unatipica RN tipo Hopfield. Esto es debido a la existencia de la sefial persistente

que va de una de las subredes a la otra, actuando como umbral para las neuronas de la

subred quele sigue.

Conesto y con los resultados obtenidos en este capitulo se sugiere la posibilidad
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de formar una cadena compuesta de varias subredes, de tal manera que éstas trabajen

acopladamente al almacenar y recuperar la informacién. Un estudio alternativo a seguir

es medir la recuperabilidad de la informacién en la segunda subred una vez que la senal

persistente proveniente de la primera subred sea desconectada, es decir, cuando dicha

sefial haya colocado a la segunda subred en un estado cercano a la cuenca en cuestién.
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Figura 13: Porcentaje de recuperacién de la segunda subred como funcién del traslape
final my sobre un conjunto de 1000 redes con N = 100 y distintos valores de p. En el

extremo superior derechose indica el porcentaje total de veces que se recupero un estado

con traslape macroscépico my con valores distribuidos de acuerdo conlas figuras.
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Figura 16: Relacién entre el traslape inicial mo y el traslape final my para la segunda
subred (N = 64 y p = 4) cuandola primera subred se encuentra en un estado estable.

La grafica (a) muestra casos tipicos, sin embargo existen pocos casos como los mostrados
enlas graficas (b), (c) y (d) en los que el traslape final dependedel traslapeinicial. Este
comportamiento sdlo tiene dependencia en p par.
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A. ECUACIONES DE FLUJO

El propésito de este apéndice es exponer en detalle la manera de obtener la expresién

analitica para las ecuaciones deflujo o traslapes, que miden el parecido entre un patrén

almacenadoenla red y el estado dinamico de la misma.

El estudio sistematico consiste, primeramente, en calcular la funcidén de particién, ya

que ésta nos permite obtener las cantidades deseadas después de ciertas consideraciones
como son: el suponerqueel sistema se encuentra a volumen V, numero de elementos NV

y energia fijos.

Z =Trexp {-6H}, (45)

en dondela traza, T'r, se refiere a la suma sobre todos los estados posibles {S; = +1} y

Af la funcion de energia:

1 N

H = 5d) IjSiS (46)
iZj

En esta expresion J,; esta dada por la regla de Hebb modificada,

1 P

Ji == > weres (47)

NS

donde é = +1 son patrones escogidos al azar con la misma probabilidad.

Sustituyendo (47) en (46) y analizando esta expresién obtenemos:
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12. < ’
H= "ON SS wy DOPESiS}.

pal wy

Manipulando ésta de la siguiente manera:

Ho phy Dhan Wy [DMs EEF SES; — Di (EF)? (Si)?|

= ADPw, (Diets: Dy 5; + 8]

obtenemosel Hamiltoniano:

i

_ nel
H=—sy [re s| , (48)

en donde la constante § ha sido eliminada.

Dado que nuestro punto de partida es calcular la funcién de particién, nos permitimos

sustituir la expresion (48) en (45) obteniendo:

a = TrewFm(Sets) \ (49)

esta expresiOn seria facil de evaluar si el término de la exponencial fuera lineal en S; ,
asi, la traza seria el producto de N términos independientes, uno para cada z. Desafortu-

nadamente esto no es asi, ya que como vemosel término de la exponencial es cuadratico,

lo que nos leva a hacer uso de la identidad de Hubbard-Stratonovich (Hubbard, 1957]
para linealizar dicho término:

2 CO

gia (2)? [ exp {-az}, + bay} dz, (50)
qT —00
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en donde a y 6, para nuestro caso, estan dadas por:

a= 5NBuw,

b= Bw, Diets;

Al hacer uso de la identidad (50) es necesario introducir las variables auxiliares z, . En
nuestro caso vamos a tener p términos de este tipo, uno para cada pu :

 

i

NBw,\? se 1
Z = Tray ( oe s) I. exp {phOsa + Bwyty mers} dz,. (51)

Definamosla constante como:

Nou?
ct = (“) (52)

Separando cada término de la expresién (51) en sus respectivas componentes:

Z = TrC} (sel dnematsoines Heth} dayx... x fel—ENoemhtaut N85} dey)

= TrOPff dordeydes,elHNoustrouiss D5-bNBuahme Ty B81}
_ TrC# f... f daydag...et-2NO{wiaituari+..}+0{4uizi DbSitwoza 0; 2sit} }

2 =ee {-1NeD, me 40D, mE Eats}
= TrC} fdzje

2

-4NBY>, waBy \ {° Tes}
= sssre part ; Hp glee

-4+ w, a w,dpets;_ att card 3NBY), Walp bnel?D tretssh



71

para finalmente obtener:

2

{-avedwnt {oS tues}2=CH | dize retiel (53)

en donde z,, es un vector de p componentes. Si observamos la expresion (53) vemos que

el término cuadratico ha desaparecido por lo que ahora si es posible calcular la traza

sobre S;, es decir:

eC, mmuers| {eE,mmetl {-°E, mer}
e +erite

= T[];2cosh {B on wtnet}

en donde hemos utilizado la identidad: 2 cosha = e” + e~”.

Sustituyendo la expresién obtenida después de aplicar la traza en (53) tenemos:

Z = Cf f depexp{-Nf(a,)}, (54)

en donde:

f(t.) =oe_ wy Din 2eosh {ex wre} (55)

La integral de la ecuacién (54) puede resolverse por el método de descenso por el camino
mds abrupto. Este método es posible utilizarlo ya que por un lado, tenemosel caso de

N — oo y por el otro, que la integral queda dominada por el valor minimo que toma

el integrando. Dado esto, es posible desarrollar en serie de Taylor alrededor del punto

que minimiza la expresién, de esta manera el valor de los parametros auxiliares queda

determinadoporla condicién on = 0 , es decir:
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feu) = Bw,5, — # DjBw,E! tanh {8Dw,Fae")

= 0

Obteniendofinalmente un conjunto de p ecuaciones acopladas dadas por:

=Lypugetannaware},ne ;

0 lo que es lo mismo:

a= (suet tanh {er v.met} . (56)
é

BL

En esta expresion hemos usado la notacién (...), para indicar el promedio sobre las

variables al azar {€/'} dadas por la ecuacién:

P(e) = 516(Gf -1) +6(@ +) (57)

Ahora bien, una vez que hemos obtenido la expresién analitica para los traslapes (56)

proseguimosa calcular explicitamenteel valor del traslape para cada memoria. Para esto
tengamos en mente que el promedio de una funcidn esta dado por:

(f) =f Pla)fla)de, (58)

en donde para nuestro caso la P(x) esta dada porla expresién (57) y f(a) por la ecuacién

(56).

Finalmente después de un tedioso calculo llegamos a las expresiones siguentes:
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Para 2 q’s diferentes de cero tenemos:

qn = z(tanhB {qwy + q2w,} + tanh B {qiwy — q2w,})

g = 7(tanhB {qw, + qwy} — tanh B {qwy — q2w,})

De igual manera paratres q's diferentes de cero se obtiene:

m = f(tanhA + tanh B+ tanhC + tanh D)

@ = i (tanh A+ tanh B — tanhC — tanh D)

qs = 4(tanh A—tanh B + tanhC — tanh D)

en donde A, B, Cy D estan dadas porlas expresionessiguientes:

A = B{qiwi + q2we + q3ws}

II B{qw, + mw. — q3w3}

B{qwi — gave + qaws}

Ss
AQ

Bb

|

= B {nvr — q2W2 — G33}



B. AUTO PROMEDIO

Un punto importante a tratar en la teoria de las redes neuronaleses el del autopromedio,

ya que este nos permite pasar de una representacién en el espacio N-dimensional a una

en el espacio de 2? dimensiones.

Consideraremos unared neuronal compuesta de N neuronas con p memorias alma-

cenadas de acuerdoa la regla de Hebb:

il P

y= y Dee (59)
p=

en donde p es el ntimero de patrones por grabar, y {&} es un patrén escogido al azar

donde cada uno de los términos tiene probabilidad 1/2 igual a +1.

Sea un arreglo de p vectores (que representan los estados almacenados de la red

neuronal) dados por:



a O
r

=

€ = (8,8, arb nth)»

Fm (EE EB aay Os ees EM)

EF = (EE, 0EPs on ER)

Ahora bien, si consideramos la i-ésima componente de cada uno de los estados,

tendremos N vectores de la formasiguiente:

=(EnGlrn), (60)

con i = 1,...,N. Cada uno de estos vectores (de p dimensiones) corresponden a puntos

de un hipercubo con 2? esquinas, de tal forma que cada una deellos, en el limite ter-

modinamico, tiene una probabilidad P(€) de alcanzar una de dichas esquinas. En el caso
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en que las memoriasestén distribuidas al azar, con P(é*) = P(—€") para toda 2, p, cada

esquina ocurrira con una probabilidad de 1/2”.

Si se considera el limite cuando N — oo y p comoel numero depatronesfijos

entonces, el promedio sobre todas las neuronas puede ser remplazado por un promedio

sobrela distribucién de las variables * . En este caso la frecuencia con la que €# toma

los valores +1 estd determinadaporla distribucién de probabilidad P(€) . Todo esto se

puede expresar de la siguiente manera:

Sea G(f) una funcidn de variables aleatorias entonces,

WEA) >DPA = 5HE) = (GEN) (61)
t=1

en donde ({...)) indica el promedio sobre la distribucién al azar de los p patrones {€/'}

patrones.

En la expresion (61) la suma sobre todas las neuronas de unarealizacién dada de

la variable aleatoria, contiene la mismas propiedades estadisticas que ofrece un promedio

sobre todoslos diferentes sistemas, cada uno con unarealizacién diferente de las €/.

Se debe tener en cuenta que si el nimero de variables aleatorias aumenta, en este
> =}

caso los patrones €”, no es posible considerar un autopromedio pues el ntiimero p de €"

ya no permite que cada uno deellos aparezca una cantidad suficientemente grande de

veces en unarealizacién dada.

 


