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Resumen de la tesis que presenta Marco Antonio Dominguez Bureos como requisito
parcial para la obtencién del grado de Maestro en Ciencias en Ciencias de la Tierra
con orientacién en Sismologia.

Propagacion de ondas en medios viscoelasticos en el dominio de la
frecuencia con una Q exactamente constante con respecto a la frecuencia

Resumen aprobado por:

Dr. Jonas de Dios De Basabe Delgado
Director de tesis

El estudio y entendimiento del fenémeno de propagacién de ondas sismicas en el
subsuelo es una labor desafiante al considerar que éste no es un medio ideal, que
existe una gran diversidad de fases sismicas, fendmenos de amplificacién, atenuacién
y defasamiento que surgen por consecuencia de la heterogeneidad y anelasticidad del
medio. Con el objetivo de analizar las variaciones de amplitud y fase por el fenémeno
de atenuacion de sefnales sismicas, se desarrolld una serie de cdédigos computaciona-
les de modelado numérico de la ecuaciéon de onda viscoelastica en dos dimensiones
con diferencias finitas. Estos programas consideran el factor de calidad del medio (Q)
constante en la banda de frecuencias de la sismica haciendo uso de técnicas de calcu-
lo fraccionario (DF) en el dominio de la frecuencia y una discretizacién con mallado
intercalado en el dominio espacial. Los resultados son comparados con otra solucién
numérica basada en una técnica alternativa y de amplio uso en problemas de mode-
lado e inversién sismica conocida como mddulos complejos (MC). Ambas soluciones
son comparadas utilizando un método de estimaciéon de Q conocido como método de
razon espectral mostrando resultados favorables para DF; sin embargo, comparando
las soluciones de DF y MC para valores de Q elevados con el caso puramente elastico,
la soluciéon de MC mostré mejor ajuste.

Palabras clave: viscoelasticidad , diferencias finitas, derivadas fraccionarias,
factor de calidad Q, atenuacidn sismica



Abstract of the thesis presented by Marco Antonio Dominguez Bureos as a partial
requirement to obtain the Master of Science degree in Earth Sciences with orientation
in seismology.

Frequency-domain seismic wave propagation in viscoelastic media with
constant-Q theory

Abstract approved by:

Dr. Jonas de Dios De Basabe Delgado
Thesis Director

The study of seismic wave propagation in the subsurface is a challenging task con-
sidering that the propagation medium is not ideal, and that there are many seismic-
phases, amplification, attenuation and time-shifting phenomena that arise as a con-
sequence of the heterogeneity and anelasticity of the real medium. In order to analy-
ze the amplitude variations and time shifting related to the attenuation phenomenon
in the seismic signals, we develop a computer code package for the numerical mo-
deling of the 2-D viscoelastic wave equation using the finite-difference method; the
frequency-independent Q model is considered in the seismic frequency band by using
fractional calculus (DF) in the frequency domain and a staggered grid in the spatial
domain. The results are compared with another numerical solution widely used in both
seismic modeling and inversion problems known as complex-modulus (MC). Both so-
lutions are tested with a Q-estimation method known as spectral-ratio method where
DF showed better results; nevertheless, comparing both the DF and MC solution for
high-Q values with the purely elastic case, MC fits better.

Keywords: viscoelasticity, finite-differences, fractional derivatives, quality
factor Q, seismic attenuation
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Capitulo 1. Introduccion

Con la finalidad de describir con mayor exactitud los fenémenos fisicos que gobier-
nan la dinamica terrestre, se desarrollan modelos matematicos que intentan reprodu-
cir o predecir su comportamiento con el paso del tiempo, estos modelos matematicos
funcionan a través de variables que toman valores dependiendo de la composicién del

medio y ubicacidn en la que se pretende estimar el campo estudiado.

Particularmente nos referimos a un campo de ondas sismicas en el que se pretende
estimar el desplazamiento de una particula en un medio que por naturaleza es ate-
nuante; el decaimiento de la energia sismica es un fenédmeno de particular interés
dentro de la sismica de exploracién y la sismologia de terremotos, para la sismica de
exploracién el encontrar medios de propagacién con caracteristicas anelasticas nos
habla de la posible presencia de yacimientos de hidrocarburos, acumulaciones de gas
o cualquier otro material que se encuente en un estado fisico de la materia diferente
a la del medio circundante y que tenga potencial como recurso natural. Para la sis-
mologia de terremotos el encontrar medios en los que, por su propia composicion, las
ondas sismicas se atenlen o amplifiquen, ayuda a la creacién de mapas de riesgo
sismico mediante efectos de sitio e incluso de elaboracién de normas locales para la

construccion de infraestructura y desarrollo urbano.

En la primera seccidn de este trabajo se reconoce el origen y desarrollo del modelo ma-
tematico de la ecuacién de onda elastica, asi como las diferentes técnicas numéricas
gue se usan para resolver este problema. Se aclara también que existe una limitante
al emplear este modelo en el estudio de la pérdida de energia sismica en medios na-
turalmente disipativos y la forma de superarla incluyendo un comportamiento viscoso,

abriendo paso a una ecuacién de onda viscoelastica.

Existen diversas formas de hibridar el comportamiento viscoso y el comportamiento
elastico de un material, se hace una breve descripcidon de cada uno de ellos (sin abor-
dar modelos reoldgicos) y la forma en la que se cuantifica y mide la atenuacién sismica
neta. La atencién se centra en el uso reciente del cdlculo fraccional, en este caso en
el dominio de Fourier, como una herramienta para incorporar el efecto de atenuacién
sismica de una forma funcional y econdmica en términos computacionales en el mode-

lado numérico; en el capitulo [2] se detallan sus implicaciones dentro de la teoria base



de este trabajo.

Ya conocido el modelo matematico, toca abordar el esquema de solucién numérica y
se propone el uso de diferencias finitas con mallado intercalado en el dominio de la
frecuencia, en el capitulo [3| se describen los pormenores de la metodologia y algunas
técnicas que se emplearon para obtener una solucién eficiente. Para tener un punto
de comparacién de la solucién propuesta, en el capitulo [4 se desarrolla la solucién
numeérica de la ecuacion de onda en medios con velocidad de onda compleja que ha

sido ampliamente utilizada en técnicas de imagen sismica.

En el capitulo |5/ se exponen las pruebas a las cuales fueron sometidas ambas meto-
dologias y los resultados obtenidos para ser comparados y discutidos en el capitulo [6]
Las conclusiones y trabajo a futuro se muestran en el siguiente capitulo, terminando

con la bibliografia empleada en el desarrollo de este trabajo y los anexos pertinentes.

1.1. Antecedentes
1.1.1. Modelado en medios elasticos

Los alcances del modelado directo de fendmenos fisicos como un punto de partida
para la descripcion cuantitativa del mismo han crecido de una forma acelerada. La
continua evolucién computacional promueve el desarrollo de modelos que requieren
cada vez mas de recursos computacionales haciendo posible una descripcién mas

precisa del fendmeno en cuestion.

Los primeros avances en el modelado directo de la propagacién de ondas sismicas
se dan considerando que la tierra se comporta como un cuerpo eldstico y que, por lo
tanto, se rige por la ley de Hooke generalizada la cual establece que la deformacion
observada en un cuerpo (€(x)), bajo una carga aplicada, es directamente proporcional
al esfuerzo (o) que la carga ejerce sobre el cuerpo y que la deformacién resultante se

puede observar instantaneamente. Se representa matematicamente como:

our(x, t)
oj(x, t) = Cusz = CijkiEki(X, t). (1)
[

En general la constante de proporcionalidad cijx es un tensor simétrico de cuarto or-



den independiente del tiempo y es conocido como tensor de rigidez, u; = d(x, t) =
{ux(x, t), uy(x, t), uz(x, t)} es el vector de desplazamiento del cuerpo, con densidad
P, de su posicién de equilibrio a un estado deformado por los esfuerzos en un tiem-
po t (Silva Avalos, 2015). La ecuacién de onda se obtiene a partir de la ecuacién de
movimiento de Newton (F = ma), en donde las componentes de las fuerzas son repre-
sentadas por las componentes del tensor de esfuerzos T de la siguiente manera (lkelle
y Amundsen, 2018)

azui 90 f 2)
—=—4f,
otz ax;

combinando las ecuaciones 2] y [1} obtenemos la ecuacién de elastodindmica para la

propagacién de onda para desplazamiento, obteniendo

%u; 9 duk(x, t)
jkl————

B 0X|

atZ a_x, =fl" (3)

Jo)

Para un medio isotrépico el tensor de rigidez se puede expresar como:

Cijkt = A6j0k1 + H(S6ikbjt + 6idjk), (4)

donde A = A(x) y u = u(x) son los parametros de Lamé. Sustituyendo (4| en la

ecuacién de elastodindmica se puede escribir como:

pafui = ()‘uf'f),i + ([.l (ui,,- + Uj,[)),j +F. (5)

Resolver numéricamente ecuaciones diferenciales parciales bajo ciertas condiciones
iniciales y valores en la frontera es un problema que se aborda con técnicas numé-
ricas. En la década de los 70’s surgen las primeras contribuciones para el modelado
de forma de onda elastica aplicando técnicas de diferencias finitas (Alford et al., 1974,
Kelly et al., 1976) y una de sus variantes mdas importantes, el mallado intercalado, cu-
yas ecuaciones fueron establecidas por Madariaga (1976) y aplicadas para modelado
de formas de onda sismica (Virieux, 1984, 1986; Levander, 1988; Graves, 1996; Pitar-



ka, 1999; Moczo et al., 2000; Kristek et al., 2010). Aflos después surgieron esquemas
puramente numéricos basados en aproximaciones de Elementos Finitos de la ecuacién
de onda elastica (Cohen, 2002; De Basabe y Sen, 2007).

Como ya se comentd, en los esquemas de modelado anteriores se considera que el
medio de propagacién tiene comportamiento puramente elastico, en contraste con el
analisis de datos adquiridos en campo que demuestran que el subsuelo no tiene un
comportamiento puramente elastico al paso de las ondas sismicas. Muchos sismélo-
gos que analizan ondas superficiales han medido amplitudes de datos obtenidos en
dos estaciones sismicas a lo largo de la misma ruta circular de un terremoto y encon-
traron que, incluso después de realizar correcciones por instrumental, la amplitud de
una fase en particular es mayor en la estacién mas distante; similarmente los sismo-
logos dedicados al analisis de ondas de cuerpo han sido cuidadosos sobre los efectos
severos que los gradientes de velocidad y las zonas de baja velocidad pueden tener en
las amplitudes de onda (Mitchell y Romanowicz, 1999) . La idea de que tales efectos
se puedan adjudicar a un comportamiento anelastico abre paso al desarrollo de mo-
delos que sean capaces de considerar dicho comportamiento en el medio. Lo anterior
se puede lograr al introducir un factor de atenuacién dentro de la ecuacién de onda

elastica.

1.1.2. Modelado en medios viscoelasticos

Si consideramos la ecuacidén |5/ para modelar el campo de ondas sismicas en el sub-
suelo, estamos asumiendo que la energia continuara esparciéndose en el medio de
propagaciéon indefinidamente una véz iniciada la fuente sismica, hasta que por efecto
de la distancia esta se vea atenuada espacialmente mientras mas lejos se encuentre
de la ubicacidn de la fuente. Este es un comportamiento muy idealizado que no refleja
por completo la complejidad del medio de propagacién; existen muchos mecanismos
gue causan atenuaciéon en la amplitud de las ondas sismicas, como lo son la divergen-
cia esférica, reflexidon de la energia, scattering y friccidn interna (Toks6z et al., 1979),

este trabajo solo trata de modelar el fenomeno de atenuacién intrinseca.



1.1.2.1. Atenuacion sismicay Q

Una relacién basica entre la atenuacién y la amplitud de las ondas es establecida
considerando una onda sismica con amplitud inicial, Ag, viajando através del medio.
Después de viajar cierta distancia x, su amplitud decrece a una cantidad A, la cual

estd relacionada con la distancia mediante la siguiente expresién:

A(x) = Ag exp(—ax), (6)

o bien

_[In(A/Ao)] (7)

X

donde a es conocido como coeficiente de atenuacién y usualmente es medido en dB.
Es necesario reconocer que este término puede ser dependiente de la frecuencia y por
lo tanto esta definicién no es Unica. El efecto neto de la atenuacidn intrinseca se ve
resumido en una cantidad adimensional denominada factor de calidad Q, y es definido
como la razén entre la energia inicial y la energia medida después de una oscilacién,

y queda resumido en la siguiente expresién:

1 20k (w)Cphase(w) - 20k (wW)Cphase(w) _ A(w)

Q(w) B w— [O{k(w)cphase(w)]z/w ) w m

(8)

donde ay es el factor de atenuacién proporcional a la frecuencia w = % asi también
la velocidad de fase cphase. Hay algunas otras definiciones de Q y son mencionadas a

continuacion:

= Midiendo el dngulo de fase entre el esfuerzo y la deformacién (Jackson y Ander-
son, 1970)
1
— =tan(¢) (9)
Q

= Usando mddulos complejos para definir la conformidad del medio, M = R(M) +
(3(M) (Emmerich y Korn, 1987)
3I(M)

1
—=—", (10)
Q R(M)



Existen algunas otras definiciones que son abordadas en Holm (2019) con mayor de-

talle y que estan relacionadas a otras ramas de la fisica.

La relacién entre a y Q puede ser establecida en dos dominios diferentes, en el

tiempo y el espacio, de la siguiente manera (Aki y Richards, 2002):

= Q temporal: atenuacién de ondas estacionarias. Considerar una onda monocro-
matica estacionaria cuya amplitud disminuye debido a la pérdida de energia en
forma de calor cuando las particulas friccionan una con otra durante la vibracion.

Usando la definicién (ecuacion [8]) de Q podemos ver que:

1 1 AE 1AA
—— ==, (11)

Qw) 2mE TA
entonces, después de un periodo T, la amplitud puede escribirse como A(t+T) =
A(1—7/Q). Y después de n ciclos A(t+nT) = Ag(1—1/Q)". Finalmente para n — o

obtenemos:

wt
A(t) =Ag exp(—%). (12)

= Q espacial: atenuacion de ondas que se propagan. Considerar una onda monocro-
matica que viaja y pierde energia debido a la incapacidad del medio de transferir
la energia total. La onda viaja cierta distancia x y su amplitud reduce. La am-
plitud total perdida en viajar una distancia igual a una longitid de onda A es,
AA = %’\ = g-ﬁ%. Usando la definicién de factor de calidad Q podemos reescri-

birla de la siguiente forma:

1 1 dA2nV

— = (13)
Q MAdX w
cuya solucién sera:
AG) = A ( “’X) A ( “t) (14)
X)=Apexp|——— |=Aoexp|——].
0 €XP 2V0 0 €XP 20

De acuerdo a la ecuacién [6| podemos deducir que:



w

Desde hace tres décadas, mucho trabajo ha sido realizado para simular el efecto de
atenuacién sismica. Basicamente estos enfoques de modelado directo son divididos

en dos categorias:

1 Implementar la atenuacién en el dominio de la frecuencia haciendo uso de velo-
cidades de onda complejas (Aki y Richards, 2002; Liao y McMechan, 1996).

2 Introduciendo Q en una ecuacién de onda en el dominio del tiempo. Este enfoque
comuUnmente hace uso de la supersposicién de elementos mecanicos (por ejem-
plo el sélido lineal estandar (SLS)) para describir el comportamiento de Q y son
conocidos como modelos de Q casi constante (NCQ por sus siglas en ingés) (Liu
et al., 1976).

Es necesario reconocer el extenso trabajo realizado con modelos de NCQ (Emmerich
y Korn, 1987; Carcione, 2007; Zhu et al., 2013); sin embargo los requerimientos de
memoria y tiempo de cémputo necesarios para desarrollar estos modelos son un obs-
taculo para ser empleados en esquemas de migracion e inversidn sismica. En lugar de
utilizar modelos de NCQ, el empleo de modelos que consideren que el factor de cali-
dad Q no varia en el rango de frecuencias sismico, es decir, un modelo de Q constante
(Kjartansson, 1979) es atractivo y practico computacionalmente hablando ya que es
preciso en producir un comportamiento Q constante deseable en todas las frecuencias
en la banda de interés (Zhu, 2014).

Los modelos de Q constante fueron desarrollados para aproximar el efecto de ate-
nuacién sismica en la exploraciéon sismica, uno de los esquemas mas populares es
el modelo de Kjartansson de Q constante (Kjartansson, 1979) ya que es matemati-
camente simple implementar en el dominio de la frecuencia (labor que se aborda en
este trabajo), sin embargo también se ha incluido en el dominio del tiempo (Carcione,
2007, 2008).



1.2. Hipoétesis

La técnica de derivadas temporales fraccionarias llevadas al dominio de la frecuen-
cia permite incluir el factor de atenuacion exactamente constante con respecto a la
frecuencia en el modelo matematico de la ecuacién de onda eldstica, abriendo paso
a una ecuacién de onda viscoelastica, cuya solucién numérica es estable y converge

bajo ciertas condiciones.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Desarrollar una implementacién de propagaciéon de ondas viscoelasticas en dos di-

mensiones en el dominio de la frecuencia con derivadas fraccionarias.

1.3.2. Objetivos especificos

= Obtener soluciones numeéricas de la ecuacion de onda para medios viscoelasticos
en dos dimensiones usando el método de mallado intercalado en el espacio y

derivadas fraccionarias en el dominio de la frecuencia.
= Validar la implementacion.

= Comprobar la eficiencia computacional y precisién del método.



Capitulo 2. Esquema de Q constante

Es entonces la ecuacién de onda para medios elasticos (ecuacién |5) sobre la cual
tenemos que incluir el efecto de atenuacién mediante la teoria de Q constante (Kjar-
tansson, 1979). El primer paso es aclarar cdmo es que los esfuerzos se relacionan con

las deformaciones en un medio anelastico en donde la ley de Hooke pierde utilidad.

2.1. Funcidn de relajacion

En 1979, Kjartansson propuso una forma de describir el comportamiento de la ate-
nuacién de una forma lineal manteniendo una Q constante en la frecuencia. Su formu-
laciéon hace uso de derivadas fraccionarias que son base de una funcién de relajacién
de la forma t=27, en lugar de una potencia entera. La funcidn de relajacién estd dada

por:

Wi o (t)= L (i)_sz(t), t>0, (16)
Fr(1—2y) \to

donde My = pocg cos?(my/2) es un mdédulo aneldstico, T es la funcién Gamma, p,

es la densidad del medio, y tp es un tiempo de referencia (también definido como

to = 1/wq). El pardmetro y estd directamente relacionado con el factor de calidad Q

y es adimensional, de esta expresidon podemos notar que 0 < y < 0.5 para cualquier

valor positivo de Q. H(t) es la funcién escalén Heaviside.

Podemos notar que solo necesitamos de una velocidad de onda cg, una frecuencia
de referencia wg y el factor de calidad Q para describir por completo el mecanismo
de pérdida, en lugar de varios tiempos de relajacién y mdédulos complejos necesarios
en los modelos de Sdlido Lineal Estandar (Carcione, 2007). La funcién de relajacion
relaciona a los esfuerzos y las deformaciones en materiales viscoelasticos de la

siguiente forma:

o(t) =W(t) * €(t), (17)

en donde el simbolo * denota una convolucién en el tiempo, y el punto sobre la va-
riable € indica una diferenciacion respecto al tiempo. Se considera la trasformada de
Fourier de la ecuacién[17]



10

G(w) =7 (Y(1)) ((w)é(w)

0(w) = (iw).7 (V(1)) E(w)

6(w) =7 (V(D)) é(w)
0(w) = M(w)é(w), (18)

Z es el operador de la trasformada de Fourier que opera sobre la la derivada temporal
de la funcién de relajacién, M(w) es un modulo complejo y la tilde denota transformada

de Fourier. Después de algunos célculos se obtiene (Rodriguez, 2017):

iw\2Y w \2Y .
M(w) =My (—) = Mo (—) exp'™, (19)
wo wo

la relacion esfuerzo-deformacién del modelo de Q constante queda definoda en la

frecuencia como:

iw\2Y
0(w) =My (—) - €(w) (20)
Wo
En la figura[l] se observa el comportamiento de la derivada temporal de la funcién de
relajacién en el dominio de la frecuencia (ecuacién [20) sometido a diferentes valores
de Q a una frecuencia de referencia wg = 27nfo en donde fo = 100Hz., y un méddu-
lo de referencia Mg = 1Gpa. Dicha frecuencia de referencia establece el punto en el
gue el material deja de comportarse como un cuerpo anelastico, es decir, todos los
arménicos menores que 100Hz se veran amortiguados; por esta razén esta frecuen-
cia de referencia serd considerada como frecuencia del limite elastico. Analizando el
comportamiento de cada una de las curvas graficadas podemos ver que para valores
bajos de Q, por ejemplo Q = 1, el valor del médulo de referencia se ve disminuido para
frecuencias menores, sin embargo conforme la frecuencia incrementa y se acerca a la
frecuencia del limite elastico, el médulo complejo también se acerca al valor original
del médulo de referencia en donde My = 1Gpa. Por otra parte cuando Q = 1000 pode-
mos ver que el mdédulo es pobremente atenudo en los arménicos menores a 100Hz.,

en este punto la frecuencia del limite elastico no juega un papel importante.
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M(w) con f, = 100Hz

T Q=1
——-0=10
77777 Q=100 ||
———0Q=1000

Esfuerzo (GPa)
-
|

0 20 a0 60 80 100 120 140 160 180 200
Frecuencia (Hz)

Figura 1. Médulo complejo con teoria de Q constante.

2.2. Velocidad de fase y coeficiente de atenuacion

La velocidad de fase se puede estimar considerando una velocidad de onda com-

pleja :

V= , (21)

donde p es la densidad. La velocidad de fase crqse €S la frecuencia w dividida por la

parte real del nimero de onda complejo (Carcione et al., 2002) k = (w/Cfase) — IO =

kg + ik;, entonces obtenemos:

C = — = = el — .
Ja¢ = Re(k)  Re(9) v
Substituyendo las ecuaciones[20]y [21] en obtenemos

v
, (23)

w

Cfase = Co o
0

con cp como una velocidad de referencia o bien una velocidad de fase a una frecuencia

w = wo dada por:
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Co= % [cos (g)]_l . (24)

El factor de atenuacién estd dado por la parte imaginaria de la velocidad de onda

compleja (ecuacién21) como:

1
o=—wlm (—) (25)
v

a partir de la ecuacion se puede calcular el factor de atenuacién Q~1 utilizando la
definicién:
. Yy
1 _ Im(M(w)) _ sin(5
Re(M(w)) cos(F)

Yy w
=tan (—)sgn(w) , (26)
2 Cphase

de donde es posible despejar v de la siguiente forma:

1 1 1
y=%tan_ (6) (27)

Observando las ecuaciones [26]y [27] se puede decir que el factor de calidad Q es inde-

pendiente de la frecuencia y que y parametriza el nivel de atenuacion.

Vamos a analizar el comportamiento de la relacion de dispersién de la teoria de Q cons-
tante; se considera un modelo homogeneo con una velocidad de fase co = 2500m/s a
una frecuencia de referencia fo = 1000HZz (limite elastico). Empleamos las ecuaciones
23|y [26| para predecir la velocidad de fase y el factor de atenuacién. La figura[2lmuestra
las curvas de velocidad de fase (a) y el factor de atenuacién (b) a valores de Q =500
(linea continua) y Q = 5 (linea discontinua). Cuando Q = 500 la velocidad de fase es
poco dispersa y muy cercana al valor inicial (co = 2500m/s). Mientras que para cuan-
do Q =5, la velocidad de fase varia respecto a la frecuencia, yendo de co = 1692m/s
a 2Hz hasta cop = 2163m/s a 100Hz. En los dos casos, el comportamiento del factor
de atenuacién es lineal con el aumento de la frecuencia (Q independiente de la fre-

cuencia). Cuando Q =5, lo cual significa atenuacién fuerte, la pendiente es grande y
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Figura 2. Curvas de velocidad de fase (a) y de factor de atenuacién (b) para valores de Q = 200 (linea
continua) y Q = 5 (linea discontinua) para derivadas fraccionarias.

la disperisén mucho mas significante; cuando Q = 500, la pendiente es pequefia y la

dispersién es mucho mas débil.

2.3. Decuccion de la ecuacion de onda viscoelastica

Este apartado se dedica a conocer cémo se acoplan la funcién de relajacién anali-
zada en el apartado anterior y la ecuacidon de onda en dos dimensiones pero estruc-
turada mediante un sistema de ecuaciones que describen la velocidad de la particula
en el medio en funcién de las deformaciones. Cabe aclarar que la ecuacién de onda
viscoelastica con derivadas fraccionarias en el dominio del tiempo ya fue establecida

(Carcione, 2008) como se muestra a continuacion.

2.3.1. Ecuaciones dinamicas
Las condiciones iniciales son:
ui(0,x) =0:ui(0,x) =0, ui(t,x)=0, para t<O, (28)
donde x es el vector posicion. Consideramos la relaciéon esfuerzo-deformacién expre-

sada en la ecuacién[17]y reescribiendola de la siguiente manera:

Oij = Wijk * dt€xk, (29)
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Wik son los componentes del tensor de relajacion de cuarto orden, y €, son los com-
ponentes del tensor de deformacién, el cual puede obtenerse en términos de los com-

ponentes de desplazamiento de la siguiente forma:

1
Ekl = > (Okur+ dyux). (30)

La representacion isotrépica mas general del tensor de relajacién de cuarto orden esta

dada como sigue (Christensen, 2012):

Wiik((t) = [(t) — 2u(t)] 66k + H(t) (6ibji + Subjk ). (31)
donde € y u corresponden a los médulos ligados alaondaP(e=A+2u)yalaonda$s
o moédulo de rigidéz u (recordando que A y u son las constantes de Lamé en un médio

sin pérdida de energia). Substituyendo la ecuacién en la ecuacién constitutiva

obtenemos:

Ojj = &(t) * 9t€xkdij + 2u(t) * [ate,-j— atekké,-,-]. (32)

2.3.2. Ecuaciones constitutivas con derivadas fraccionarias

La ecuacion convolutiva puede ser calculada en términos de derivadas fraccio-

narias (Podlubny, 1998; Caputo y Mainardi, 1971) de la siguiente forma:

o=CD?%e, (33)

donde D?Y es una derivada fraccional en el tiempo de orden 2,

C = Mowy”". (34)

Ahora, en términos de derivadas fraccionarias, la ecuacién constitutiva se expresa

de la siguiente forma:
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gj= CeDZYPGkk(SU + ZCIJDZYS (E[j — ekkéi,-), (35)

donde:

Ce=0wy ", Cu=powy?", (36)

con g Y Mg como médulos de referencia definidos a una frecuencia de referencia wo
(Como ya se comenté en la teoria general). Mas adelante se dara detalle de los super

indices Py S.

2.3.3. Ecuaciones de movimiento en un espacio 2D en el dominio del tiempo

Siguiendo las ecuaciones de la seccion anterior, podemos obtener una ecuacién de
onda en forma explicita (en funcién de los esfuerzos o y la posicidon de la particula u)

como sigue:

9Z,ur =0 (31011 + 33013 + f1) (37)

9%u3 =p " (91013 + 33033 + f3)

en donde

011 = CeD?*P (€11 + €33) — 2C,D* " €33, (38)
033 = CeD?*"P (€11 + €33) — 2C,D*" €11,

013 = 2CuD275613,

Al referirnos a una ecuacién de onda en un medio de propagacién aneldstico debemos
de suponer una solucién numérica dividida en dos fases sismicas, una onda P y una

onda S, ambas amortiguadas respecto a su correspondiente factor de calidad Qp y Os;



16

de esta forma tenemos que cada fase sismica cuenta con su velocidad de fase y su
coeficiente de atenuacién y son definidos de acuerdo a la ecuacién[27]de la siguiente

manera:

1 (1 1 (1
yp=%tan (Q—p) ys=%tan (Q_) (39)

La velocidad de onda compleja para cada fase sismica se da de forma analoga a la

ecuacién 21
e(w w
N B C DN e C 2% (40)
p o

y de forma similar a la ecuacién 20| se obtienen los mddulos complejos € y u

iw 2" w2
g(w) =¢€o (—) , H(w) =Ho (—) , (41)
w w

0 0

la velocidad de fase para onda P y onda S también se define como la parte real del

numero de onda complejo (ecuacién[22)), entonces

1 -1 1 -1
P — _ S — _
TN S P T U

simplificando las expresiones anteriores obtenemos

p B w Yp s B w Vs
Cfase =cCp (U_O ’ Cfase =Cs (A)_O ’ (43)

y los factores de atenuacion se obtienen de forma similar a la ecuacion

1 mTYp w
ap=—wIm| — | =tan|{ — |sgn(w)— (44)
Vp 2 fase
I (1) p (ms) (@)~
as =—wim| — | =tan| — |sgn(w )
3 Vs 2 )%9 s

fase
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T Tz = B

Figura 3. Relacién entre el orden de la derivada fraccionaria y la atenuacién (figura tomada de Rodriguez
(2017))

Para analizar el papel que juega el factor y dentro del sistema de ecuaciones [37]y [38]
es necesario observar el comportamiento de la ecuacidn en la figura |3| en donde
se grafica y en funcién de Q; en el sistema de ecuaciones la cual es la relacion
esfuerzo-deformacién para el modelo de Q constante en el dominio del tiempo, la de-
formacién € tiene una derivada temporal de orden 2. Podemos observar que cuando
Q va a cero (atenuacién infinita), y tiende a 1/2 y la derivada temporal fraccionaria
92Ye/at2Y se reduce a 9€/at, siendo el caso puramente viscoso. Por otra parte, cuando
Q es infinito (practicamente sin atenuacién), y tiende a 0, por lo que la deformacién
no sufrird cambios a con el paso del tiempo, es decir 0 = Mge, lo cual se refiere al caso

pUramente elastico.

Cuando Q esta entre cero e infinito, la derivada temporal fraccionaria depende de es-
tos dos pasos (el puramente elastico y el viscoso), por lo que la solucion en el dominio
del tiempo depende de los estados y de pasos de tiempos previos, esto es, el esfuerzo
debe ser calculado a partir de la historia temporal de la deformacién, resultando en
gue la evaluacién numérica del operador de la derivada temporal fraccionaria reque-
rira de mucha memoria y tiempo de cOmputo para almacenar y usar la historia tem-
poral (Carcione et al., 2002). A pesar de gque existen inconvenientes computacionales
de resolver este sistema de ecuaciones en el dominio del tiempo, ya se desarrollaron
algoritmos que resuelven el problema de derivadas fraccionarias en este dominio ha-
ciendo uso de dos esquemas explicitos de integracién en el tiempo, estos se basan en

el algoritmo de Grunwald-Letnikov y aproximaciones por diferencias finitas centradas
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(Carcione, 2008).

2.3.4. Ecuaciones de movimiento en un espacio 2D en el dominio de la fre-

cuencia

Como se comentd en la seccién anterior el problema de resolver este sistema de
ecuaciones en el dominio del tiempo ya fue abordado con anterioridad aunque compu-
tacionalmente sea impractico. Debido a esto resulta atractiva la idea de observar una
soluciéon de este problema en el dominio de la frecuencia; otra ventaja es que una
derivada fraccionaria en el dominio del tiempo se puede expresar como una potencia
no entera en el dominio de la frecuencia (Chen y Holm, 2004; Mainardi, 2010; Treeby

y Cox, 2014) de la siguiente forma :

Fo = {aYu(x, t)

e } = (—iw") 0 (x, w), (45)

asi, aplicando el operador de la transformada de Fourier sobre el dominio temporal
de la ecuaciéon de onda viscoeldstica (ecuaciones [37]y [38), se obtienen las siguientes

expresiones:

aOXX aO-XZ

—wqu - p_l [ + FX:| (46)

+
0X 0z

—wuy =

aO-XZ ao-ZZ
p‘l[

+
oX 0Z

)

2 . auX auZ 2 i auZ
OXX = CE(A) Ype[an - ZCH(A) 'Yselﬂ"}’s +fxx (47)
90X 0z 0z
ouUx Juyz

0% = Cew?Yre!™» (— +

0X

_) —2C wz'YseiT[’Ysai +fZZ
3z g X

. ou ou
0% = CyszselT[Ys [( ‘ + X)i| +fXZ

0X 0z

Es este el sistema de ecuaciones que en su conjunto decriben la ecuacién de onda en

el dominio de la frecuencia para un medio viscoeldstico.
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Capitulo 3. Modelado numérico de la ecuacidon de onda

viscoelastica

La ecuacién de onda viscoelastica puede resolverse numéricamente en el dominio
del tiempo (ecuaciones[37]y[38) o en el dominio de la frecuencia (ecuaciones[46]y [47)
dependiendo de la aplicacién que se le dara a la solucién. Para imagen sismica, el mo-
delado directo tiene que resolverse para cada fuente diferente. Resolver esta ecuacién
empleando el dominio temporal incrementa la complejidad computacional linealmen-
te con respecto al nUmero de fuentes, mientras que en el dominio de la frecuencia
es posible realizar un Pre calculo antes de modelar el campo de ondas sismicas para
cada fuente (Virieux et al., 2012). Considerando esta ventaja y la facilidad de tratar
con derivadas fraccionarias en el dominio de Fourier, se decide resolver el problema

en el dominio de la frecuencia.

En el dominio de la frecuencia, la ecuacién de onda se reduce a un sistema lineal de
ecuaciones, en donde el lado derecho de la ecuacién corresponde a la fuente sismica.

Este sistema se escribe de forma compacta de la siguiente manera

B(X, w)u(X, w) = F(X, w), (48)

donde B es conocida como matriz de impedancia (Marfurt, 1984). B es una matriz dis-
persa y compleja y tiene un patrén simétrico pero debido a las condiciones de frontera
absorventes, no lo es (Hustedt et al., 2004). La solucién del sistema de ecuaciones
lineales puede obtenerse realizando una descomposicién triangular LU de la ma-
trix B mediante técnicas de solucién directa. La ventaja de este enfoque es que una
vez que la descomposicién es realizada, la ecuacién es eficientemente resuelta
para multiples fuentes usando sustituciones adelantadas y atrasadas (Marfurt, 1984).
Este enfoque ha mostrado ser funcional para problemas 2D (Hustedt et al., 2004; Jo
et al., 1996; Stekl y Pratt, 1998). A pesar de las bondades de trabajar con una solu-
cién exacta, es necesario reconocer que el tiempo y memoria computacional para la
factorizacién LU, y su limitada escalabilidad para plataforma de memoria distribuida a
larga escala son una desventajas al usar técnicas de solucién directa para problemas
3D (Operto et al., 2007).



20

3.1. Aproximacion con diferencias finitas
3.1.1. Esfuerzos explicitos

Independientemente de la estrategia que utilicemos (tiempo o frecuencia) para re-
construir el campo de ondas u;, tenemos que discretizar el medio de propagacién, en
este trabajo lo haremos basados en un enfoque simple e intuitivo como lo son las di-
ferencias finitas. Para la discretizacién espacial, consideramos operadores de segundo

orden de la forma:

Vi+1/2,z7— Vie—1/2,z
DXVXi,Zj = ]AX J, (49)

en donde V pueden ser desplazamientos o esfuerzos, asi como la direccién de la deri-
vada puede ser para x 0 z (para un caso 2D); la configuraciéon de la ecuacién nos
facilita el uso del esquema de mallado intercalado en el cual algunas cantidades se
encuentran calculadas en puntos intermedios del mallado como se ilustra en la figu-

ra [4] De esta forma, la ecuacién se expresa en su forma discreta de la siguiente

manera:
x v*
Tij i+%,j
[ | A |
: A+2p
v’ 4
Lj+y Ty
' ...................... XZ’ ......................... v
pno1.1 P
Lo Uity
A+2p p
| A 7, . .
i+1,j+1

Figura 4. Mallado intercalado usado para resolver la ecuacién de onda viscoeldstica
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b. 1. 1 b, 1. 1
i+5.) +3.J
2u?+1 T ex ( i(-l)-(lj_ i(jx) z (aifl '_,_l_o;:_zl -_1)+bi+%,jFx (50)
24 Ei+l Ax ’ g Ej Az 24%3 2473
2
b .1 1 b.. 1 1
Lj+5 Lj+3
—w? | = t 0% 0% |+ (07, =07 ) + by Fe
Lj+5 EX Ax \ #3+3 —5,j+5 E? | Az Lj+1 Lj J*3
L ]+7
con b1,y b;;, 1 siendo el inverso de la densidad calculado en los puntos medios del
27 2

mallado. Recordando que:

—2Ys

27p
Cu = HoWwg

en donde & y Uy son los médulos de referencia definidos para una frecuencia de

referencia wo, por lo tanto:

2Yp 0 -2
Cl.l_[u]l+%,j+%wo ’

Ce= [/\+2u]§ng

para los esfuerzos (expresién [47) las ecuaciones discretas resultan de la siguiente

forma:

2y A
in P X X z V4
s u —-u u —-u
we? i+3, i~ Lj+3 ij—%
XX 0 27 27 ’ 2 , 2
o =[A+2ul = = (51)
: 4\ wo &, Ax F;'j Az
in Z‘YS z _ 12 T
—2rm0 | 25 hs S
Ul wo EJ.ZAZ
in 27p uX ¢ z T4 7]
> 1. L1 ce 1
077 = [A + 2110 | 22 e e
(f if X zZ
b Y\ wo E7AX Ej Az
i\ 2Ys X X T
n u —u
2001 == o
b wo ETAX
m\ 2Ys T — U u~ —uX
> . .1 .1 L1 .01 .
le = [IJ]O o we i+1,j+5 Lj+5 i+3,j+1 i+3.J
i+3.+3 +30+3 | wo EX [ Ax EZ Az

l+5 j+§



22

los elementos E;‘, E/.Z son funciones de amortiguamiento relacionadas con las condicio-

nes de frontera (descritas en la seccidon|3.2)).

De esta forma las ecuaciones 50|y [51]se encuentran casi completamente descritas en
funcién de las caracteristicas fisicas del medio y las Unicas variables a calcular son los
desplazamientos y los esfuerzos a diferentes posiciones del medio discreto. Debido a
gue en este sistema de ecuaciones la relacién entre la fuente y el campo de ondas
de desplazamiento u*, u? y esfuerzos 0**, 0% y 0*4 es lineal, podemos expresarla de

forma compacta de la siguiente manera:

B(x, w) [uX(x, w), U*(x, w), 0™ (x, w), 0%%(X, ), (X, W) ] = F(X, w). (52)

La matriz de impedancia B es el resultado de combinar la matriz de masa mas la
matriz de rigidez (para el caso eldstico) o la matriz de amortiguamiento (para el caso
viscoelastico); recordando que B es una matriz cuadrada, compleja, no simétrica y dis-
persa cuyas dimensiones son el niUmero de nodos totales del dominio computacional
(nx x nz) multiplicado por el nimero de campos a calcular (para el caso de esfuerzos
explicitos se requieren calcular dos campos de desplazamiento y tres campos de es-
fuerzo). La figura 5] es una representacion grafica de la matriz B en donde se observa

la distribucién espacial de sus valores.

Ux UZ O-.X'JC O-ZZ J.X'Z
~~ | 1 1 1 +
N, x N, N ! : !
| | | i
________ N s s
L
AN BN
KO T [
G| N '
, | | 0
N N \\EL :
_________ Ny NN N ]
N | A !
| \\ | | \ i
N | \
| i | i AN
| | | HRNE P

¢

Figura 5. Representacién gréfica de la matriz de impedancia B para solucién de ecuacién de onda
viscoelastica con esfuerzos explicitos
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Como observamos, las dimensiones de B incrementan de forma rdpida conforme au-
mentamos la discretizaciéon del medio y por consecuencia requerimos de mayor ca-
pacidad de memoria computacional. Considerando como ejemplo un medio discreto
de 600 nodos en direccidon x y 600 nodos en direccién z, en total tendriamos 360000
nodos activos para calcular 5 campos dinamicos resultando en 1800000 ecuaciones
lineales por resolver; el nUmero de elementos de B serd igual al cuadrado del nimero
de ecuaciones lineales, es decir, 3.24 x 1012 de los cuales el nimero de elementos no

cero sera de 8994000 lo que corresponde al 0.000278 % de la matriz de impedancia.

La idea de almacenar en memoria un elevado porcentaje de elementos cero resulta
impractica ya que ese recurso computacional podria ser dirigido a aumentar el domi-
nio computacional. Para superar este problema se proponen dos soluciones; la primera
de ellas va dirigida a optimizar el sistema de ecuaciones que se emplea, es decir, re-
solver y almacenar Unicamente las variables que describen el movimiento de particula
del medio dejando de lado los esfuerzos. La segunda solucién se refiere a aproximar la
solucién de la ecuacion utilizando un programa computacional optimizado en don-
de los datos de entrada no incluyan los elementos cero de la matriz de impedancia, en
este trabajo consideramos el programa PARDISO de Math Kernel Library que pertenece
a Intel®); PARDISO es un software robusto de alto rendimiento para resolver grandes
sistemas de ecuaciones lineales simétricos o estructuralmente simétricos dispersos
en multiprocesadores de memoria compartida (Schenk et al., 2001), la configuracién

empleada se detalla en el anexo A.

3.1.2. Esfuerzos implicitos

Este enfoque fue descrito por Luo y Schuster (1990) como Parsimonious staggered
grid differencing scheme y se enfatiza su eficiencia compuitacional ya que necesita
Unicamente el 66 % de la memoria requerida en el esquema clasico de diferencias
finitas con mallado intercalado, ademas de ser estable y preciso para medios con con-
tactos fluidos-elasticos y para un amplio rango de razones de Poisson. La idea basica
de este esquema de esfuerzos implicitos es eliminar el campo auxiliar del sistema
discreto (los esfuerzos en el caso de la ecuacion de onda elastica) (Operto y Virieux,
2006).
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La labor entonces es eliminar las ecuaciones que resuelven los esfuerzos en todas
direcciones 0*X, 0%? y 0*? colocandolas dentro de las ecuaciones que resuelven los
desplazamientos y obtener un sistema compacto de dos ecuaciones, es decir, tomar
las ecuaciones [51]y ponerlas dentro de 50| Observando el sistema de ecuaciones

podemos ver que necesitamos definir cuatro componentes de esfuerzos adicionales a

los tres obtenidos en |51}, estos cuatro componentes son X ., 0%, ., 0%, ,y0%? _,
F1j" T+ 5,3 T i—50+5 Lj+1

y su forma discreta se presenta a continuacién:

: 2Y X X P > -
in P
= u’ —u , u’ , —u. ,
% — Tt 2110 we?2 i+3,] i+3, i+1,j+3 i+1,j-3 53
0i+1'_[ + 'u]i+1' X + z (53)
2 A AT l.+1Ax f:jjAz
i\ 27s z z
in —
we?2 Ui 1j+3 Uit 1,j—1
—2[ul} 2 g
i+1,j E.ZAZ
j -
. 2ys 1 z z x x -
z u —u —u
Xz 2[ ]o we 2 1 i+1,j—5 -3 i+3. i+3,j—1
O 1. 1=2H] 1. 1 =
+5.Jj-3 32| wo 2 E;:_;LAX EJZ Az
L 2 -2 .
m\ 2Ys T z z X X .
L u —u u —u
Xz 2[u1° we?z 1%l el i—Lj+1 Tiel
O 1. 1=21H]l 1., 1 -
=3J+3 =30+ wo 2 Ei‘ 1 Ax Ejz+1Az
L —2 2 .
. 2y -
in P X X V4 V4
> u —u u —Uu
22 [+ 2ul° we:? 341 T3+l i3 T ij+s
0% = ul’.
iLj+1 iLj+1 Wo Ei(Ax jz+1AZ
i 275 X X
in —
we? ui+l,j+1 ui—l,j+1
—2[u]] : 2
ij+1 EXAX

El resultado de sustituir [51]y [53]en 50| seréan dos expresiones correspondientes a los

desplazamientos u* y u®:
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g1 Az [A+2u]; wli ity Y w1 U
j+3 7\ wo g : =
XAX Z
; YAV 4
weg 2Ys % X ]
2 i -
—2[u1?, e i ¥
J\ w
0 EXAx
+b; . 1F;.

25

(54)

(55)
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las expresiones [54] y [55] solo dependen de las propiedades fisicas del medio, de los
desplazamientos vecinos y de una fuente sismica para ser descritas completamente.
La representacién grafica del operador se aprecia en las figuras|[6]y [7] para las compo-

nentes X y Z respectivamente.

[
x

88— & & > u*,p
1 1 1 1 z
| 1 1 | v us,p
i 1 1 |
¢ - —-f-—-@-— - Y- ——@-—-F-———-@—-—-¥ * U
l i i | w420
. L (> Lo )

g L L L e L

. I 1 g/ 1

J I 1 1 ! 1
I 1 1 1
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I 1 I 1
I 1 I 1
v———?———v———?——— ———?———i———?———v
] 1 ] 1
I 1 I 1
" - - [ - - - -

Figura 6. Sténcil para el componente Uy
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Figura 7. Sténcil para el componente U,
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Cada uno de los desplazamientos vecinos en ambos stencils estd multiplicado por una
0 mas elementos relacionados a la composiciéon del medio, a la distancia entre nodos

y a la frecuencia para la cual estamos resolviendo el sistema de ecuaciones; dichos

factores se enlistan en las tablas [I]y 2]

Tabla 1. Tabla de factores para el sténcil Uy

. o1 Iae2u1l ek 2Yp
ui+§,j E 1E,+1 Wo
i \ 2 0 m\2Yp  2b, 0 im \ 2Y
r _bu1 [A+2u]t+1] (weg) P by, 3 ,IA+2015; (we‘%’) P 1 [“]t+21+§ (welg) s
L1 X X Z
i+1,) E 15 wo B8 wo 2«*;‘,#5],+7 wo
[u] V11 in \27s
l+7j = = 2
cont - T2l (we — w22
ZE.ZE, wo
i\ 2 o 2 2b, 0 o\ 2
2 . e, we \7TP _ Pty (08 )T Pedi g (et )T
i+1,j+1 EH 1 & wo E:l &7 Wo ZE?EX wo
2
2Y 0 i 2y i 2y
o by 2l (8 P+ T s [“] 21m (we T\
i+1,j-3 E. 1 & Wo E" 1 & Wo ZE-ZE’.‘ Wo
i35 7 3 i+5 J 1+7
0 .
N bi+%,j[)\+2u]i,j we% Yp
Yy e E Wo
2" i+5 !
2
] by IA+2015, (we‘? )va b1 f2m1 [ EN\DYs a1 20
u. 1 - Z + X Z - Z X
Lj+ 5 El+ % E wWo ‘SH_%E] wWo ZEJ Ei+7 Wo
N\ 27 0 im \2Ys 2b, 1 [u]° i\ 2Y
o bi+% '[)\+2H]U we% p _ bi 1 .[2[1].. we% s N l+%rl['u]i+%,j—% we% s
ij-3 €1 & Wo E 1 & wo 28787 1 wo
1+2/ i+5 5
2b1+1 [u]0 1 i\ 2Ys
ux + 21 2 | we?
i+3,j+1 2«‘5,Z<Ej+7 Wo

2b. 1 [u 0 i\ 2
X 1+%,][ ]l+%,j—% ()e% s
l'+%,j—1 ZEJZ‘S]Z 1 wWo
2
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Tabla 2. Tabla de factores para el sténcil U,

2
uz l]+1[IJ] 2,j+% wez ‘YS
i+1,j+% 25"‘53
2y 0 i\ 2Y o\ 2Y
U B l/+1[/\+2u],,+1(wegr) p_bi,j+§[)‘+2“]w(we’§) p_ U+1[u] 1l (we‘f) s
.1 Z Z Z Z X =X
l,j+§ E 3 j+1 wo g]+%(§l “o 25‘ El’+j wo
U+1[H]Ol/+l we%n 2, -
27%2 _
cont ZE-XE’.‘ o w-A
2 i 2 i 2
uX ll+l[)\+2“]‘/+1 we% Yp 1[2'“]u+1 we% ¥s + t/+1[u]+2,/+7 we% ¥s
i+3,j+1 +1 EX Wo +1 EX Wo 25’-‘52 Wo
0 2 0 2 i\ 2
X _ tJ+1[)\+2IJ] (a,)e%r yP 1[21—1],1 eg ¥s _ lJ+1[H]z+2 /+% we% ¥s
i+1,) 1 & wo 1 &f wo 28787 1 wo
2
> 1/+1[N]0% % we 25
Uipjr ¥ 2% wo
2 o\ 2 2b.. 0 i\ 2
UX _ 1J+1[)‘+2IJ]U+1 wez YP+ ’l+l[2H]U+1 we% 'YS_ l[ﬂ]. %J‘F% we% Ys
i—%,j+1 ‘E 1EX wWo ‘E 1&? wWo 2‘5)(52 L1
+2
i 2 i 2 2
s ,/+1[A+2u] wek Yp U+1[ 2u17; wek Ys+ 2b,,+1[u]l 11 % ¥s
i1 & 15’.‘ wo E & wo 257E”
2 3 s
Z . U+1[)\+2u]u+1 ek 2Yp
u
ij+3 E 1 Wo
/+2E]+1
, ”+1 [)\+2u] weZ 2Yp
U, .1 + Z
ij—5 & & wo
J 2 ]+% ]

Para usos practicos de este trabajo solo se consideran mallas regulares en donde
Ax = A, por esta razdn se colapsan ambos elementos como A?, ademads, es nece-
sario mencionar gue los signos en acada elemento obedecen al lado izquierdo de la
ecuacion por lo que son considerados como tal. Si utilizamos estos factores o bien
las ecuaciones [54]y 55| para llenar la matriz de impedancia B, tendremos de igual for-
ma una matriz cuadrada, no simétrica, compleja y dispersa pero con menos elementos
no cero, lo que promueve un ahorro en memoria significativo. La distribucién espacial

de los elementos de la matriz de impedancia se observa en la figura [8]
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Figura 8. Distribucién espacial de la matriz de impedancia para un enfoque de esfuerzos implicitos.

Para observar el beneficio de este esquema vamos a considerar un medio discreto de
600 nodos en direccién x y 600 nodos en direccién z (que es el mismo caso analizado
en el método explicito), el nUmero de ecuaciones lineales se reduce a 720000 y el
nimero de elementos de B serd igual a 0.5184x1012 de los cuales 2514240 son ele-
mentos no cero y corresponde al 0.000485 % de la matriz de impedancia. De acuerdo
al porcentaje de elementos no cero, la matriz de esfuerzos implicitos es significativa-
mente menos dispersa en comparacién al enfoque anterior sin embargo sigue tenien-

do un nivel de elementos cero muy alto.

3.2. Condiciones de frontera absorbentes: implementaciéon de PML

Un ingrediente importante para las ecuaciones[50]y [51]son las condiciones de fron-
tera absorbentes ya que no se puede prescindir de ellas cuando en el dominio de la
frecuencia se trabaja debido a que para una frecuencia fija la enegria se encuentra vi-
brando en todo el dominio computacional y al mismo tiempo rebotando en sus limites;
en este trabajo se utilizé una implementacién de tipo Perfectly-matched layer (PML
por sus siglas en inglés) descritas por primera vez con el propésito de ser aplicadas en
absorcién de ondas electromagnéticas (Berenger, 1994). El método de PML consiste
en usar dos funciones de amortiguamiento para suprimir el valor del campo de presion
o de desplazamiento en los bordes del dominio computacional, y,(x) y v,(z). Esta téc-

nica es similar a las condiciones de frontera absorbentes como esponja (Cerjan et al.,
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1985) pero la atenuacidén se produce a cada dimensién de forma independiente.

En nuestro caso, simplemente extendemos el dominio computacional O de Ny * N,
Yy Nzpm( SoNn el nimero de nodos extra para la condicién de frontera (figuras[9]y[10). En

la regidon expandida las funciones de amortiguamiento tienen la siguiente forma:

1+f[%] Z < Zpml
E,(Xw)=1{ 1 Zpmi <Z <Lz+ Zpmi, (57)

1+i|:—mol;zpm[:| Z>me[+Lz

en donde §, y §, son los mismos elementos vistos anteriormente en las expresiones
y como E;‘ y Ejz respectivamente, mg es un parametro que cambia con la frecuencia
y toma un valor que hace decaer la amplitud de la onda en la frontera por debajo de

un limite dado. Para las funciones kx(x) y k-(z) podemos ver que:

X T
COS(mE) X < Xpml
Kxpmi(X) =1 0 Xpmi < X < Lx + Xpm1, (58)
-
(1 —cos (X;p—n:fp"”g)) X > Xpm( + Lx
Z T
COS(%E) Z < Zpml
Kzpmi(Z)=1{ 0 Zoml < Z<Lz+ Zpmi, (59)

Z—L—Zpmi
(1 — COSs (Ti)) Z>Zpml + L,
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considerando Xpm( Y Zpm: como el ancho de la zona de PML correspondiente al espacio
60. La funcién kpm; es cero en la interfaz entre la zona de PML y el medio no absor-
bente. En esta ocasion determinamos el valor de mg por prueba y error (Operto y
Virieux, 2006) sin embargo existen técnicas que cambian el valor de mq, Nxpmt Y Nzpmi

en funcidn de la frecuencia (Avendaio, 2017)

K
A X X
I Zpml aU
U Xpml
() [ = oo o o st o o o v . o o] =
Kxpml K Kxpml
Lx i
Zy

Figura 9. PML para el dominio computacional y zona de frontera para la solucién numérica en X

e
N
Ei
8
A
N
=
S
i
1
v

Lz

=
b

< ) fo N NN NN BN N NN N R S e

Zv

Figura 10. PML para el dominio computacional y zona de frontera para la solucién numérica en Z

En las expresiones discretas [54|y 55| se puede observar que los valores &y &7 nece-

sitan ser calculados en nodos intermedios de tal forma que:
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3.3. Implementacion de la fuente

Para usos practicos de este trabajo se emplea una forma de onda de tipo Ricker

como fuente sismica expresada en el dominio de la frecuencia como:

R(w)=Ro—=—=e 7, (61)

en donde Ry es la amplitud del pulso, f = w/2m es la frecuencia y fp es la frecuencia de
maxima amplitud o frecuencia pico. En la figura [11] se presenta la forma de la fuente
en el dominio de la frecuencia (a) y en el dominio del tiempo (b).

Ondll'cu_la_ Rlcker en |_a| c!cl_'n_ir_li_cln_de la _frelcqe_n_c_i_a”

Ondicula Ricker en el dominio del tiempo
3.5 T T T T T T T T i
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Figura 11. Fuente sismica tipo Ricker en el dominio de la frecuencia (a) y en el dominio del tiempo (b).

La funcién Ricker es ponderada espacialmente con una funcién Gausiana en dos di-

mensiones (X, z), de tal forma que la fuente se define como:

_ (X—Xo)2+(z—20)2)) 2 f2 _f
FZ(X,w)=e(( 2% 23 Ro—f—e 7 (62)

Xo Y Zo denotan la posicion de la fuente cuya contribucién sera suavizada cuando es

calculada en las coordenadas X, z; cf( = c§ = 02 y se refiere a la varianza de la fun-
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ciéon. Como ya mencionamos, la fuente sismica ocupa el lado derecho de la ecuacién
polarizada en el componente de desplazamiento u;, por lo que para uy la fuente
Fx(X, w)=0.
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Capitulo 4. Viscoelasticidad con un esquema de Q casi

constante

El uso de derivadas fraccionarias como una herramienta para caracterizar atenua-
cién en ondas sismicas dentro del modelado numérico se ha enfatizado en los ultimos
anos con el desarrollo del laplaciano fraccionario y las derivadas temporales fracciona-
rias, sin embargo muchas alternativas con el mismo propésito fueron implementadas
y ampliamente utilizadas en la académia e incluso en la industria. Una de estas alter-
nativas es abordada por Aki y Richards (2002) se implementa en este trabajo con la
finalidad de ser comparada con el esquema de derivadas fraccionarias en el dominio

de la frecuencia; su base tedrica se decribe en este capitulo.

El efecto de atenuacién de un medio complejo arbitrario puede ser facilmente imple-
mentado dentro de la ecuacién puramente eldstica utilizando valores complejos de
velocidad de onda dando lugar a médulos elasticos complejos, gracias al principio
de correspondencia que transforma una convolucién en el dominio del tiempo a una
multiplicacién en el dominio de la frecuencia: en el dominio de la frecuencia tenemos
gue reemplazar los coeficientes elasticos por su correspondiente médulo viscoelastico
complejo considerando un comportamiento viscoelastico (Bland, 1960). La deduccién

del médulo complejo se muestra a continuacion.

Considerar una funcién escalén de esfuerzo o = ggH(t) aplicada a un sélido que ini-
cialmente se encuentra en estado de reposo (cero estrés y cero deformacién). Para un

medio lineal, la deformacién resultante €(t) se representa como:

Mue(t) =001+ ¢(t)], (63)

donde M, es un moédulo elastico y ¢(t) es conocida como una funcidon de carga lenta.
Para un medio isotrépico y eldstico, ¢ = 0 con M, = u para ondas trasnversales, y u =
A + 2u para ondas longitudinales. La relaciéon esfuerzo-deformacion es facilmente

generalizada para el caso de una carga feneral o = o(t) de la siguiente forma:
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t

Mye(t) = [o(t) + f o(T)¢(t—1)dT|, (64)

—00

y, debido a que ¢(t) = 0 para t < 0, la expresidn se puede escribir conveniente-

mente en una convolucion,

Mye(t) = o(t) + o(t) * @(t). (65)

Ahora, considerar la situaciéon en la que o y € son son consecuencia de una onda plana
propagadndose con una frecuencia fija w en direccidon x: 0 = ggexpi(Kx — wt), siendo
K un nimero de onda complejo relacionado a la velocidad de fase c(w) y al factor de

atenuacién a(w). La relacién esfuerzo-deformacién se convierte en:

Mue(t) — eri(Kx—wt) + eri(Kx—wif) * ¢(t)
[0 0)
— ooei(Kx—wt)_l_f ooei(Kx—w(t—‘r))d)(t_T)dT
—00
o0
— ooei(Kx—wt) + eri(KX_wt)J eind)(t._ T)dT
—00
w .
= o(t)[l+f ¢(T)e(‘m)dr]. (66)
0

Considerando que en el dominio de la frecuencia el esfuerzo se relaciona con la defor-

macion a través de un mdédulo complejo 6 = M(w)E.

= @ . (lwT) :|
M, = < [1+JO ¢(De at

= M(w)[1+J d)(T)e(in)dT:|,
0

se deduce que
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My
[1+ [ d(m)etwndr]

M(w) =

De la ecuacién de movimiento pil = 90/9x = Ma?u/dx?, obtenemos pw? = K?M(w),
de la cual, si sustituimos el médulo complejo M(w) (expresion [67), obtenemos las

siguientes relaciones.

2 ia(w) =w P2 [1 + foo (,b(t)e("‘*’t)dt]% . (68)
c(w) Mw) ¢ 0

Ahora tenemos la expresién que nos permite utilizar varias leyes de funcién de
carga y trasnformarlas en leyes de atenuacion y dispersiéon (Aki y Richards, 2002). Se
emplea una funcién de carga lenta obtenida de observaciones de laboratorio en rocas

igneas y resumida en una ley logaritmica de la siguiente forma (Lomnitz, 1956):

0 ift<o
o(t) = , (69)
glog(l+at) ift<O0

en la cual a es un factor directamente relacionado con la frecuencia de vibracién del
instrumental de medicién. Si tomamos la transformada de Fourier de ¢(t), la coloca-

mos dentro de [68]y reducimos la expresion, resulta:
w , w q w
—+/a(w)=—{1——[y+log(—)]}, (70)
c(w) Coo 2 a

en donde la parte real de esta expresién esta relacionada a la velocidad de fase (c(w))y

la parte imaginaria al factor de atenuacién (a(w)).
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w1
c(w)=coo{1+—log(—)}, (71)
A w?
_ 2 Coo 72
CX((A)) = %m (72)

En la figura se observan las curvas de velocidad de fase (ecuacion y el fac-
tor de atenuacién (ecuacion CoNn Ce = 2500m/s a una frecuencia de referencia
fo = 1000Hz. a valores de Q = 500 (linea continua) y Q = 5 (linea discontinua).
Cuando Q = 500 la velocidad de fase es poco dispersa y muy cercana al valor ini-
cial (ceo = 2500m/s). Mientras que cuando Q = 5, la velocidad de fase varia respecto

a la frecuencia, yendo de ¢c(w) =1745m/s a 2Hz. hasta c(w) =2195m/s a 100Hz..

Velocidad de fase Factor de atenuacién

2600 [ "
[——0o=500]
2500 | ——_0Q=5

2400 -

[

w

=1

=]
T

2200
2100 F -7
2000 -

1900 -
4 0.05}

Velocidad de fase (m/s)
\
\
\
!
Factor de atenuacion

-
oo
=1
=]
-

1700

——q=500] |

1600 __3s:

1500 L L L i L ) |
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)

(a) (b)

Figura 12. Curvas de velocidad de fase (a) y de factor de atenuacidn (b) para valores de Q = 500 (linea
continua) y Q = 5 (linea discontinua) para médulos complejos.

Es suficiente entonces modelar el campo de ondas para el caso puramente eldstico
(haciendo uso de diferencias finitas con mallado intercalado tal y como se explicd en
la seccién anterior), pero considerando velocidades de onda V, y Vs complejas de
acuerdo a las ecuaciones [71]y[72]
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Capitulo 5. Resultados y Discusidn

En este apartado se presentan los resultados 1D y 2D de la implementacién de los
métodos de derivadas fraccionarias y modulo complejo; se describen los experimen-
tos a los cuales fueron sometidos y se comparan para puntualizar sus diferencias y

similitudes de forma cualitativa y cuantitativa.

5.1. Modelo de derivadas fraccionarias (DF)
5.1.1. Resultados de modelo homogeneo

En la primera prueba del programa de modelado se considera un medio viscoelasti-
co con los parametros de la tabla |3, para comparar la solucidn entre medios con altos
y bajos factores de calidad. Los datos corresponden a observaciones realizadas cerca
de Limon, Colorado por McDonal et al. (1958) y utilizados por Carcione (2008).

Tabla 3. Lista de pardmetros para primer modelo.

Medio
Parametro Valor
Vp 2164 m/s
Vs 802 m/s
o 2300 kg/m3
Nodos en x 1000
Nodos en z 1000
Distancia en x 2000 m
Distancia en z 2000 m
Fuente
fp 15 Hz
Posicion X 1000 m
Posicién Z 1000 m
Cx =Cz 5 nodos
PML
Espesor 20 nodos
Frecuencia 0.1 Hz
Amplitud 1
Parametros adicionales para caso 1 VE
Qp 1200
Qs 1000
fo 100 Hz
Parametros adicionales para caso 2 VE
Qp 50
Qs 25
fo 100 Hz
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En la figura se muestra la solucién de la ecuacion de onda para el caso donde
Qp = 1200 Qs = 1000 (parte a) y para Qp = 50 Qs = 25 (parte b) del componente de
desplazamiento uy, de la misma forma en la figura[14] para el componente u; para un
armonico Unico de 8 Hz. Estas soluciones estan normalizadas con la maxima amplitud
del caso 1 y no se observan cambios en fase ni forma de onda, sin embargo existe una

diferencia de amplitudes entre ambas soluciones.

Componente U_caso viscoelastico a f = 8Hz.

0 1 0
1000 | @ 1000
1500 .
2000 - |

1)

1500
2000
500 1000 1500 2000 1] 500 1000 1500 2000
Distancia en X (m.) Distancia en X (m.)

@ (b)

Distanciaen Z (m.)
Distanciaen Z (m.)

Figura 13. Componente X de la solucién de ecuacién de onda viscoelastica para caso 1 (a) y caso 2 (b)
a una frecuencia de 8 Hz

Componente Uz caso viscoelastico a f = 8Hz.

0 0 .

1000 10) 1000 10) |

1500 1500

2000 - 2000 .
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

Distancia en X (m.) Distancia en X (m.)

@) (b)

Distanciaen Z (m.)
Distanciaen Z (m.)

Figura 14. Componente Z de la solucién de ecuacién de onda viscoelastica para caso 1 (a) y caso 2 (b)
a una frecuencia de 8 Hz

A pesar de gue la solucién de la ecuacion de onda es de mucha utilidad en el dominio
de la frecuencia, es mas intuitivo observarla en el dominio del tiempo; si hablamos

de un caso acustico en donde la solucién de la ecuacidon se reduce a una fase sismica
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(onda P), es suficiente el resultado en el dominio de la frecuencia ya que se comporta
como una onda monocromatica (si el espacio es homogeneo) que cambiard sus carac-
teristicas dependiendo de las propiedades de los materiales en los cuales se propague.
Sin embargo, si hablamos de un caso elastico la solucién de la ecuacién involucra dos
fases sismicas (ondas P y S) e identificarlas en el dominio de la frecuenci no es una
labor trivial. En las figuras anteriores no es posible identificar las dos fases sismicas
mencionadas y por lo tanto se complica hacer un andlisis directo por pérdida de am-
plitud en cada una de ellas, asi que es importante pasar al dominio del tiempo. Se
trata entonces de extender los alcances del programa para resolver la ecuacién en un
rango de frecuencias cuidadosamente elegidas y equiespaciadas para después aplicar
una transformada inversa de Fourier sobre cada punto del medio para ambos compo-
nentes de desplazamiento (ux y u;) y obtener sismogramas de longitud temporal L,
pero, écOmo elegir el intervalo de frecuencias df?. La discretizacidon en el dominio de
la frecuencia con una cadencia de muestreo de df da lugar a una sefal periodica en el
dominio del tiempo de periodo T = 1/df, por lo tanto, el teorema de muestreo requiere

que:

1
df < T (73)

Si fmin Y fmax denotan las frecuencias minima y maxima del ancho de banda de la

fuente respectivamente, el nimero de frecuencias a resolver nf esta dada por:

nf=fmaxc;ffmin. (74)

Vamos a considerar ahora la frecuencia maxima del espectro la serie de tiempo resul-

tante (sismograma) fu, tal que:

fm > fmax, (75)
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esto da lugar a un numero total de frecuencias de nf: = fu/df; vamos a considerar
también un nUmero Af: que es la potencia mas pequeia de 2 que sea mas grande que
nf:. La frecuencia méxima del sismograma sera ahora fu = ff:df (Operto y Virieux,

2006). La razén de muestreo de la sefal de salida en tiempo estara dada por:

1
2fm
A
o)
2
=3
g fr
\dfl H | ‘
fmin fmax fM = -ﬁftdf
Frecuencia

Figura 15. Ubicacién de las variables en el espectro de frecuencias. La linea color verde especifica el
ancho de banda de la fuente sismica con frecuencia pico fp; la linea azul represena el ancho de banda de
la sefial sismica resultante.

En este trabajo se considerd una fmin = 0.4 Hz con un numero total de 80 arménicos,
lo que nos permite llegar hasta una frecuencia fmax = 32 Hz abarcando de forma su-
ficiente el contenido energético de la fuente sismica, el nUmero de armdnicos totales
Af: = 4096 y la informacién de la serie entre fmax Y fu (figura ) fue rellenada con
ceros. Tenemos un total de 2000000 nodos y cada uno con informacién 4096 arméni-
cos; debido a la gran cantidad de informacién a manejar para pasar de la frecuencia
al tiempo fue necesario utilizar algoritmos paralelizados que calculan la transformada
inversa de Fourier en una dimensién, este programa pertenece a las rutinas optimiza-
das de Fourier Transform Functions de Math Kernel Library, en el anexo B se detalla la

forma en la que se emplearon. El resultado de este proceso se observa en las figuras

[16]y[17]
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Figura 16. Propagacién de ondas en el espacio para el componente ux y u; a tres diferentes tiempos
para el caso Qp = 1200 Qs = 1000, vista en planta
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De acuerdo con la figura observamos un comportamiento adecuado de la pro-
pagacién de ondas en el espacio y las condiciones de frontera ya que no se observan
reflexiones en las fronteras ni dispersién numérica. Simulamos colocar tres sensores
de movimiento (sismdégrafos) en el medio de propagacién posicionados como se indi-
ca en la figura [17]y reconocidos como Estacion 1 ubicada a 282 metros de la fuente,
Estacion 2 a una distancia de 565 metros y Estacion 3 a 848 metros; en las series de
tiempo se observan las dos fases sismicas y su posicién en el tiempo de acuerdo a la
ubicacién de cada estacién sismica concuerdan con la velocidad de onda de los datos
de entrada (tabla [3). Un fenémeno que también se observa en las trazas es que la
amplitud de las ondas decae conforme la distancia a la fuente, este fenomeno se debe
a que la misma cantidad de energia es repartida en un drea mayor conforme la onda
se aleja de la fuente y es conocido como divergencia esférica (geometrical spreading
en inglés). Las amplitudes registradas en cada estacion se reporta en la tabla 4]

Estacion 1 a 282 metros

Componente UK caso viscoelastico a f = 8Hz. 054

T
————Qp=1200 Qs=1000
Qp=50Qs=25 .

L L 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Estacion 2 a 565 metros

L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Distancia en Z {metros)
Amplitud
o

Estacion 3 a 848 metros
05) 1
0 j\f— w[)Q‘

L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 038 1 1.2
Tiempo (s.)

200 400 600

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Distancia en X (metros)

Figura 17. Series de tiempo obtenidas en las posiciones sefialadas en el espacio discreto, para el caso
Qp =1200 Qs = 1000 (linea continua negra) y el caso Qp =50 Qs = 25 (linea continua azul).

Tabla 4. Amplitud medida a diferentes estaciones normalizadas con la amplitud maxima de la estacién

1.
Estacién Amplitud caso 1 | Amplitud caso 2
Onda P | OndaS |Onda P | Onda S
1 0.2463 | 1.0 0.2282 0.5479
2 0.1568 | 0.7129 | 0.1329 0.2260
3 0.1231 | 0.5818 | 0.09656 | 0.1123
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5.1.2. Resultados de modelo heterogeneo

El segundo ejercicio consiste en utilizar valores de factor de calidad de la roca Qp
y Qs que cambian espacialmente de forma significativa. Consideramos practicamente
las mismas caracteristicas empleadas en la primera prueba (tabla (3) pero la distribu-

cién espacial de Q obedece a la figura

Valores de Qp vy (les en el espacio
— 1200

<1100

- 1000

700

Distancia en Z (metros)

200

2000
0

500 1000 1500 2000
Distancia en X (metros)

Figura 18. Distribucién espacial de Qp y Qs

En la figura [19] se muestran resultados en el dominio de la frecuencia a 4.8Hz., pode-
mos observar que existe correlacion entre la zona con valores de Qp y Qs mas bajos
(parte superior izquierda de la imagen) y las amplitudes observadas en esta misma
zona, que son menores con respecto al resto del medio en ambos componentes de

desplazamiento.



Componente U, caso viscoeldastico a f = 4.8Hz.
0

1000

Distancia en Z {metros}

1500

2000
1] 500 1000 1500 2000

Distancia en X (metros)

45

Componente U, caso viscoeldstico a f = 4.8Hz.
1]

1000

Distancia en Z {metros)

1500

2000
0 500 1000 1500

Distancia en X (metros)

Figura 19. Resultados a 4.8Hz para un medio heterogéneo (componente uyx del lado izquierdo y compo-

nente u; del lado derecho)

U, a t=0.0003 seg.

2000

U _at=0.3662 seg.

2000

U, a t=0.2441 seg.

U, a t=0.7324 seg.

Figura 20. Propagaciéon de ondas en el espacio para el componente ux a cuatro diferentes tiempos, vista

en perspectiva.
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Figura 21. Propagacién de ondas en el espacio para el componente ux a cuatro diferentes tiempos, vista
en planta.

En el dominio del tiempo, analizamos el componente uy en las figuras [20] (vista en
perspectiva) y[21] (vista en planta); se muestran cuatro imagenes a diferentes tiempos
en donde es evidente la pérdida de amplitud por consecuencia de valores de factor de
calidad bajos (lo que implica atenuacién alta), en efecto la zona mas atenuada es la
de Qp =30y Qs =15 y aumenta gradualmente hasta llegar a la zona menos atenuada
con valores de Qp, = 1200 y Qs = 1000.



Componente U _ caso viscoelastico a f = 4.8Hz.
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Figura 22. Series de tiempo obtenidas para diferentes valores de Qp y Qs a diferentes distancias.

Tabla 5. Amplitudes medidas en la estacidon 1 normalizadas con la amplitud maxima de la estacién 1.

L L L L L L
0.34 0.36 0.38 0.4 0.42 0.44
Tiempo (s.)

L | 1 L
1.02 1.04 1.06 1.08
Tiemoo (s.)

L L L
11 112 1.14

Valores de Q

Amplitudes en estacion 1

Onda P Onda S
Qp=30,0s=15 0.2170 0.3696
Qp =120, Qs =50 0.2391 0.8128
Qp =500, Qs =300 0.2450 0.9653
Qp =1200, Qs =1000 | 0.2463 1.0

Tabla 6. Amplitudes medidas en la estacidon 2 normalizadas con la amplitud maxima de la estacién 1.

Valores de Q

Amplitudes en estacion 2

Onda P Onda S
Qp=30,0s=15 0.1197 0.1116
Qp =120, Qs =50 0.1468 0.4747
Qp =500, Qs =300 0.1557 0.6613
Qp=1200, Qs =1000 | 0.1568 0.7109

Tabla 7. Amplitudes medidas en la estacidon 3 normalizadas con la amplitud maxima de la estacién 1.

Valores de Q

Amplitudes en estacion 3

Onda P Onda S
Qp=30,0s=15 0.0800 0.0467
Qp =120, Os =50 0.0942 0.3405
Qp =500, Qs =300 0.1220 0.5190
Qp=1200, Qs =1000 | 0.1231 0.5787
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Para realizar un analisis més intuitivo del efecto de Q sobre la propagacién de ondas
se analizan sismogramas obtenidos en tres posiciones diferentes en cada una de las
4 zonas descritas en la figura las posiciones y distancias se detallan en la figu-
ra [22] Para una misma distancia hay cambios de amplitud significativos y retrasos
en la fase de onda mientras los factores de calidad decrecen. Los sismogramas color
azul experimentan un un comportamiento practicamente elastico y no hay diferencia
significativa respecto a los sismogramas color naranja. Los cambios considerables se
experimentan en las trazas sismicas de color amarillo que corresponden a un medio
cuya capacidad de conservar energia mecanica se ve disminuida por consecuencia
de multiples factores como saturacién o fracturamiento, y que en su conjunto dismi-
nuyen su factor de calidad. Existen cambios de amplitud y ligero desfasamiento con
respecto a los sismogramas azules y naranjas. Para las zonas con factores de calidad
bajos existe un evidente desfase y pérdida de energia (sismogramas color morado).
Las amplitudes registradas se consignan en las tablas[5] [6] y [7] en donde para cada

estacion se reportan 4 valores de amplitudes correspondientes a las 4 zonas.

5.1.3. Verificando la solucién numérica con valores tedricos de Q

Para validar la solucién numérica de la ecuacién de onda viscoeldstica se tomaron
los sismogramas obtenidos, se estimaron los factores de calidad de onda Py onda S
usando un metodo conocido como cociente espectral (Q observados) y se comparan
con aquellos factores de calidad que fueron utilizados para el modelado del campo de
ondas (Q tedricos), esta forma de validacién es también utilizada por Zhu (2017). El
método de los cocientes espectrales para estimar atenuacién es descrito a detalle en
Toks6z et al. (1979) y extendido por Cheng y Margrave (2012) para incluir el fenédmeno
de reflexién sismica. La metodologia consiste en comparar la amplitud espectral de
una traza sismica de referencia con baja atenuacidon (caso elastico) con otra traza
resultado de la propagaciéon de ondas en un medio atenuante y de esta forma estimar
su factor de calidad. Esencialmente se realizan dos mediciones usando procedimientos
idénticos, la primera es sobre una muestra de referencia y la segunda sobre el medio

de interés. Las amplitudes de la onda sismica de referencia y de interés se expresan
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como sigue:

AO(f) — GO(X)e—ao(f)xei(erft—kor)’ (77)

Al(f) = Gl(X)e_al(f)xei(Zﬂft—klr)’

respectivamente, donde A = amplitud, f = frecuencia, r = distancia, k = Z%C

= ndmero
de onda, v = velocidad, G(x) es un factor que incluye el efecto de divergencia esférica,
reflexiones, etc., y a(f) es el coeficiente de atenuacién dependiente de la frecuencia;

de esta forma se asume que:

a(f) = ¢f, (78)

donde ¢ es una constante relacionada al factor de calidad Q de la siguiente forma

Q=—--. (79)

Cuando la traza de referencia y la traza de interés son adquiridas bajo las mismas
condiciones de geometia, entonces G1 y G> son factores escalares independientes de

la frecuencia. El cociente de las amplitudes espectrales es:

Ao _ G0 —go-currr, (80)
A Gy
0 bhien
Ao Go
Inl — | = — rf+In{—1, 81
(Al) (G1—Go)rf (Gl) (81)

Cuando Go/G1 es independiente de la frecuencia, ({; — ) se obtiene de la pendiente
de una recta ajustada a [(n(A1/A2) en funcién de la frecuencia. Si Q de la onda de
referencia es conocida, ¢; de la onda de interés puede ser determinada. Cuando Q
de la onda de referencia es muy alto (Qp — ), entonces {, =0, y {; es determinado
directamente de la pendiente. Para fines practicos consideramos los datos grabados en

la estacién 2 de la figura[22] en donde la onda de referencia sera el caso viscoelastico
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con Qp, = 1200 y Qs = 1000 (linea continua negra), y la onda de interés sera aquella
de color gris. En la figura se observa el espectro de amplitud de ambas trazas, asi

como el espectro de onda P y onda S identificadas en cada una de ellas y su ajuste

lineal.
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Figura 23. Espectros de amplitud de los sismogramas del caso viscoelastico con factores de calidad altos
(color negro) y del caso viscoelastico con factores de calidad bajos (color gris), asi como el logaritmo
natural del cociente espectral de onda P y onda S en funcién de la frecuencia y su ajuste lineal, para
derivadas fraccionarias.

Los resultados obtenidos se muestran en la tabla [8/en donde se comparan los valores

de Q, y Qs tedricos con los valores de Qp y Qs numéricos.

Tabla 8. Valores de Qp y Qs del modelo, valores estimados con el método de cocientes espectrales y el
error RMS del ajlste para los resultados de derivadas fraccionarias.

Factor de calidad

Q tedricos

Q observados

RMS de ajuste

Q

30.0

30.9864

0.00032

Qs

15.0

15.6352

0.0091
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5.2. Modelo de médulos complejos (MC)
5.2.1. Resultados de modelo homogeneo

En el tercer ejercicio se resolvid el caso viscoelastico con el esquema de médulo

complejo utilizando los valores de la tabla[3]
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t = 0.0003 seg. t = 0.0003 seg.

T
£ 500 500
o
E
]
£ 1000 1000
m
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o
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2
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T
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Figura 24. Propagacién de ondas en el espacio para el componente ux a tres diferentes tiempos con la
metodologia de médulo complejo (Qp = 1200, Qs =1000 y Qp =50, Qs = 25.) , vista en planta.
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Figura 25. Series de tiempo obtenidas para valores de Qp y Qs altos (linea continua) y bajos (linea
discontinua) en propagacién de ondas en medios complejos.

En la figura se muestra los resultados del componente uyx de tres ventanas de

tiempo para dos configuraciones de Qp y Qs diferentes.

En la figura se muestran los sismogramas para ambos casos, y en la tabla [9] se

reportan las amplitudes medidas por estacién sismica.

Tabla 9. Amplitudes medidas en las estaciones sismicas, normalizadas con la amplitud maxima de la
estacién 1; médulo complejo.

Estacién Amplitud caso 1 | Amplitud caso 2
Onda P | OndaS | Onda P | OndasS
1 0.4459 | 1.0 0.2935 | 0.2365
2 0.2772 | 0.6934 | 0.1190 | 0.0612
3 0.2128 | 0.5484 | 0.0618 | 0.0228

De la misma forma que en derivadas fraccionarias, estos resultados fueron sometidos
al andlisis espectral para determinar el factor de calidad de las trazas sismicas simu-
ladas de una forma préctica, los resultados se consignan en la tabla[10]y los espectros

y ajustes en la figura [26]
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Tabla 10. Valores de Qp y Qs del modelo, valores estimados con el método de cocientes espectrales y el
error RMS del ajlste para los reultados de médulo complejo.

Amplitud

Amplitud

Factor de calidad | Q teoricos | Q observados | RMS de ajuste
Qp 50.0 39.3606 0.00024
Qs 25.0 19.8073 0.0405
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Figura 26. Espectros de amplitud de los sismogramas del caso viscoelastico con factores de calidad altos
(color negro) y del caso viscoelastico con factores de calidad bajos (color gris), asi como el logaritmo
natural del cociente espectral de onda P y onda S en funcién de la frecuencia y su ajuste lineal, para
mddulos complejos.

Los resultados observados con la metodologia del cociente espectral difieren de los

datos tedricos, en este caso los valores de Q observados son subestimados a pesar de

que el RMS es considerablemente bajo en ambos casos (Qp y Qs).
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5.3. Comparacion, modelo de derivadas fraccionarias y médulos complejos

En esta seccion se expone la funcionalidad de ambas metodologias comenzando
con el analisis de las relaciones de dispersion. La figura es una combinacién de las
figuras 2] y [12] para contraponer las velocidades de fase de DF (lineas negras) con las
de MC (lineas rojas) en la parte (a), asi mismo para los factores de atenuacién en la

parte (b).

m Respecto a la velocidad de fase:

e para valores elevados de Q observamos que no hay diferencia significativa
entre ambas metodologias, lo que nos indica que todos los armdnicos viajan
a una velocidad cercana a la velocidad de referencia, se espera que el tiempo

de arribo de las fases sismicas sea similar para ambos modelos.

e para valores bajos de Q, existe una diferencia notoria entre ambas metodo-
logias ya que para MC los armdnicos viajan a una velocidad de fase mayor,
con respecto a los de DF, esto permite esperar cierto retrazo en la llegada de

la seflal sismica cuando se utiliza la metodologia de DF.
m Respecto al factor de atenuacion:

e para valores elevados de Q, existe una ligera separacion entre las curvas
de DF y MC, sin importar el valor de Q ambas curvas no se juntan en bajas
frecuencias, lo que da lugar a esperar diferencias entre las amplitudes de

ambas metodologias.

e para valores bajos de Q, se acentla la diferencia entre MC y DF. Por un lado
tenemos un comportamiento lineal de DF que aumenta hacia las altas fre-
cuencias, sin embargo para MC los valores del factor de atenuacién aumen-
tan considerablemente, su comportamiento es casi lineal (comportamiento
caracteristico de la técnica de Q casi constante), en donde para bajas fre-
cuencias la atenuacién disminuye considerablemente. Observando esta dife-
rencia, podemos esperar mayor atenuacion en los resultados obtenidos con

MC, con respecto a los de DF.
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Comparacion; factor de atenuacion
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Figura 27. Comparacién de relaciones de dispersiéon de las teorias de derivadas fraccionarias (color
negro) y médulo complejo (color rojo); se analizan la velocidad de fase (a) y el factor de atenuacién (b)
para una velocidad de referencia de 2500m/s a valores de Q =500y Q = 5.

La segunda comparacion se observa en la figura 28| en donde se exponen los resulta-

dos de DF y MC para valores de Q, = 1200 y Qs = 1000 con la soluciéon puramente

elastica recordando que valores altos de Q hacen referencia a un comportamiento

practicamente eldstico del material.

Estacion 1 a 282 metros
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Figura 28. Comparacién entre el caso puramente elastico (linea continua negra) y los

L L
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casos practica-

mente eldsticos de DF (linea punteada gris) y MC (linea discontinua azul).
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Se estimé el error cuadratico medio para las trazas registradas en la estacién 1. Entre
el caso elastico y DF se obtuvo un RMSe_pr = 0.2742 y entre el caso eldstico y MC se
obtuvo un RMSe_yc = 0.000784, de esta forma se hace evidente que la teoria de MC

con Q elevados tiene mayor similitud con el caso elastico.

Como ultima comparacién se realizaron simulaciones empleando DF y MC bajo dos
escenarios de atenuacion sismica adicionales al caso practicamente elastico, los re-
sultados se muestran en las figuras y a un tiempo de t = 2441s. En la vista
en perspectiva de la figura se percibe que la solucién de DF (columna del lado iz-
quierdo) conserva mayor amplitud con respecto a MC; refiriendonos ahora a la vista
en planta en la figura[30] centramos la atencién en las figuras de MC con valores bajos
de Q, en donde observamos que la longitud de onda tiende a aumentar respecto los
resultados de DF lo que nos habla de diferencias de fase sismica. Para analizar mas
a detalle estas diferencias de amplitud y fase se realiza la comparacién directa en-
tre trazas sismicas obtenidas a la misma distancia de la fuente y con valores iguales
de Q. Las amplitudes de las fases sismicas de resumen en las tablas y[13] A

continuacién se describen las principales diferencias:

m Qp =1200 Qs =1000. Se observa una diferencia en las amplitudes de onda P de
0.1204 unidades siendo MC la de mayor amplitud; mientras que para la fase de
onda S la diferencia entre ambas disminuye a 0.00169 unidades favoreciendo a
DF.

m Qp = 120 Qs = 50. Respecto a la fase de onda P la diferencia entre MC y DF
disminuye, en esta ocasién es de 0.0733 unidades siendo mayor MC, mientras

que para la fase de onda S la diferencia aumenta a 0.1833 a favor de DF.

m Qp =50 Qs = 25. Para este caso la diferencia de amplitudes en la fase P es de
0.0011 unidades a favor de DF; para la onda S la diferencia entre ambas técnicas

disminuye en donde DF es mayor que MC por 0.1648 unidades.
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t = 0.2441 seg. t = 0.2441 seg.
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Figura 29. Propagacién de ondas en el espacio para el componente ux a tal tiempo t = 2441seg. con
las metodologias de derivadas fraccionarias (DF) y médulo complejo (MC) para tres diferentes valores
de factor de calidad (Qp = 1200, Qs = 1000 parte superor, Qp = 120, Qs = 50 parte media y Qp = 50,
Qs = 25 parte inferior), vista en perspectiva
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Figura 30. Propagacién de ondas en el espacio para el componente uy al tiempo t = 2441seg. con las
metodologias de DF (columna izquierda) y MC (columna derecha) para tres diferentes valores de factor
de calidad (Qp = 1200, Qs = 1000 parte superor, Qp = 120, Qs = 50 parte media y Qp = 50, Qs = 25
parte inferior), vista en planta.
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Figura 31. Series de tiempo obtenidas en una estacén con la técnica de DF (linea punteada) y MC (linea
continua) con Qp = 1200 Qs = 1000 (parte superior), Qp = 120 Qs = 50 (parte media), Qp =50 Qs = 25

(parte inferior).

Tabla 11. Comparacién de amplitudes medidas en la estacién 2 utilizando DF y MC; Qp = 1200, Qs =

1000.

, Amplitudes
Metodologia Onda P | Onda S
Derivadas fraccionarias | 0.1568 | 0.7109
Médulo complejo 0.2772 | 0.6934

Tabla 12. Comparacién de amplitudes medidas en la estacién 2 utilizando DF y MC; Qp =120, Qs =50 .

, Amplitudes
Metodologia Onda P | Onda S
Derivadas fraccionarias | 0.1468 | 0.4747
Médulo complejo 0.2201 | 0.2914

Tabla 13. Comparacién de amplitudes medidas en la estacién 2 utilizando DF y MC; Qp =50, Qs =25 .

, Amplitudes
Metodologia Onda P | Onda S
Derivadas fraccionarias | 0.1201 | 0.2260
Médulo complejo 0.1190 | 0.0612

Es evidente la diferecia entre ambas soluciones, sin embargo ambas caracterizan un

efecto de pérdida de energia por atenuacién intrinseca basadas en diferentes leyes; el

origen de MC yace en el andlisis de pruebas de laboratorio de rocas saturadas y secas
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(Lomnitz, 1956; Aki y Richards, 2002), mientras que DF surge como una ley de ate-
nuacién general que describe el comportamiento viscoelastico lineal en sélidos (Bland,
1960), y también es acoplada por Jonscher (1977) para describir la cualidad dieléctrica

de materiales sélidos; tiempo después es llevada a la sismologia.

5.4. Resumen de recursos computacionales

La codificacién y ejecucién de los algoritmos de propagacién de ondas en medios
viscoelasticos se realizé en una estaciéon de trabajo con 20 procesadores Intel Xeon
a 2.50 GHz. y memoria RAM de 128 Gb., utiliza compiladores Intel de lenguaje de
programacién C y C++. Los tiempos de ejecucién (TE) y memoria utilizada para los
diferentes valores de Q se resumen en la tabla [14] Existen algunas diferencias entre

los recursos solicitados, sin embargo no son significativas.

Tabla 14. Recursos computacionales empleados en la ejecucién de los programas de modelado.

DF MC

Q TE (min.) | Memoria (Gb.) | TE (min.) | Memoria (Gb.)
30-15 29.05 123 29.32 124
50-25 29.3 122 29.83 124
120-50 29.67 122 30.01 123
500-300 29.97 121 31.01 122
1200-1000 | 30.92 121 31.85 122




61

Capitulo 6. Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

Se desarrollé un software para simular propagacién de ondas sismicas en medios
viscoelasticos basado en dos teorias diferentes, derivadas fraccionarias temporales en

el dominio de la frecuencia (DF) y médulos eldsticos complejos (MC).

Se lleg6 a las siguientes conclusiones:

» E| efecto de atenuaciéon de ondas sismicas puede incorporarse facilmente en la
ecuacion de onda en el dominio de la frecuencia a través de relaciones de dis-
persién obtenidas de cualquier funcién de carga lenta o su inverso, la funcién de

relajacion.

= E| efecto de desfasamiento en la propagacidon de ondas sismicas en medios anelas-
ticos esta directamente relacionado con la curva de velocidad de fase, mientras

que la pérdida de amplitud se relaciona con la curva de factor de atenuacion.

= La técnica de DF en el dominio de la frecuencia es Gtil para describir la cualidad
de pérdida de energia sismica por atenuacion intrinseca; sus modelos son mas
precisos al someterse a pruebas practicas de estimacion de Q en comparacién
con MC.

m La técnica de MC es util para describir la cualidad de pérdida de energia sismica;
sus modelos para valores elevados de Q se ajustan mejor al caso elastico en

comparacion con DF.

= Pese a la funcionalidad de ambas técnicas, se obtienen resultados diferentes ha-
ciendo enfasis en que la base tedrica de cada técnica es diferente una de otra,
mientras que una de ellas nace en observaciones de carga y descarga de esfuer-
zos sobre rocas igneas (modulo complejo), la otra es desarrollada para materiales

viscoeldsticos lineales en general (derivadas fraccionarias).

m Los recursos computacionales utilizados para cada técnica son similares tanto en

tiempo de cédmputo como en memoria utilizada.
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Trabajo futuro

Desarrollar una solucién analitica para la ecuaciéon de onda viscoelastica que con-

sidere la teoria de Q constante con respecto a la frecuencia.

Comparar la solucidon numeérica de la ecuaciéon de onda viscoelastica utilizando
derivadas fraccionales en el dominio de la frecuencia con la solucién numérica

empleando el método del Laplaciano fraccionario.

Incluir este esquema de modelado dentro de un flujo de trabajo de inversién de

forma de onda completa del caso viscoelastico en el dominio de la frecuencia.
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Anexo A: Configuracion de PARDISO

PARDISO es una funcidn que pertenece a Intel Math Kernel Library y su tarea es
calcular la solucién de un sistema de ecuaciones lineales el cual puede ser disperso
o tener uno o multiples elementos en el lado derecho del sistema de ecuaciones. En
esta seccidon se puntualiza la configuracién que se utilizdé para resolver el sistema de
ecuaciones lineales en el domino de la frecuencia, sin embargo esta configuracién no

es Unica y puede ser modificada para diferentes usos.

Se emplearon dos funciones; la primera se encarga de inicializar las variables ade-
cuadas que hacen referencia a la direccién de memoria que el programa va a utilizar

durante su ejecucién, esta funcién es conocida como pardisoinit.

m Sintaxis
void pardisoinit(_ MKL _DSS HANDLE t pt, const MKL_INT *mtype, MKL_INT *iparm);

= Argumentos

e pt es un arreglo de 64 elementos con valor cero en todas las posiciones

e mtype es un escalar que indica el tipo de matriz que vamos a resolver, en

este caso mtype = 13 ya es una matriz compleja y no simétrica.

e iparm es un arreglo de 64 elementos que se usa para pasar varios parametros
a Intel MKL PARDISO y para devolver informacién util después de la ejecucién
del programa. En este caso iparm[0] = 0 y esto indica que el programa

tomara valores preestablecidos.

La segunda funcién es el solucionador y se encarga de obtener la solucuén del

sistema de ecuaciones, su sintazis y configuracién se muestran a continuacién

m Sintaxis
void pardiso(_MKL_DSS_HANDLE_t pt, const MKL_INT *maxfct, constMKL_INT *mnum,
const MKL_INT *mtype, const MKL _INT *phase, const MKL_INT *n, const void *a,
const MKL_INT *ia, const MKL_INT *ja, MKL_INT *perm, const MKL_INT *nrhs, MKL_INT

*iparm, const MKL_INT *msglvl, void *b, void *x, MKL_INT *error);

= Argumentos
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pt: arreglo de 64 elementos, debe de ser inicializado en cero y no ser modifi-

cado después. Es definido y utilizado desde la primer funcién.
maxfct: nUmero maximo de factores en memoria, maxfct =1.
mnum: numero de matrices a resolver, mnum = 1.

mtype: tipo de matriz a resolver, mtype = 13.

phase: controla la ejecucién del solver, en este caso phase = 13 y esto in-
dica que la funcién realizara tres etapas, analisis, factorizacién numérica y

solucién de la matriz.

n: nUmero de ecuaciones en el sistema lineal disperso, n =2 * (Nx * N;)
a: es un arreglo que contiene los coeficientes no cero de la matriz B

ia: es un arreglo que contiene el indice de fila

ja: arreglo que contiene un contador-columna para cada elemento no cero de
la matriz.
nota: los elementos a, ia y ja describen a la matriz B en un formato conocido

como Three Array Variation of CSR Format. Para mas informacién consultar:

perm: Es un vector de permutacién de tamanfio n = 2 % (Nx * N), se utilizé

el valor preestablecido en donde cada elemento de perm es igual a cero.

nrhs: es un escalar que contiene el nUmero de vectores solucion del sistema
de ecuaciones (nimero de lados derecho de la ecuacién [48). Este elemento
es de gran utilidad cuando necesitamos resolver mas de una fuente sismica,

en esta ocasion nrhs = 1.
iparm: definido y utilizado desde la primer funcion.

msglvl: Brinda informacién estadistica del proceso y solucidon del sistema.

Para no generar el reporte msglvl= 0.

b: es el vector que contiene los elementos del lado derecho del sistema de
ecuaciones, su longitud es de n = 2 x (Nyx * N,) y si existe mas de un lado

derecho, entonces serd n =2 x (Nyx * N;) * nrhs.

X: es un vector de dimensiones n =2 *x (Nx * N,) que guarda la solucién del

proceso.

error: es un entero que indica cédigos de error si es que existe alguno, como

variable de entrada error = 0.
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Anexo B: Configuracion de librerias DFTI

Intel Math Kernel Library proporciona una interfaz para calcular la transformada
de Fourier discreta a través del algoritmo de la transformada rapida de fourier. Dicha
interfaz estd conformada por funciones que funcionan en sistemas de un procesador o
de memoria compartida (en este caso no empleamos las funciones para arquitecturas

de memoria distribuida).

Se utiliza una configuracién simple empleando las siguientes tres funciones; la primera
de ellas es conocida como DftiCreateDescriptor, esta funcién crea una variable que al-
macena la configuracién de almacenamiento y ejecucion de la transofrmada de fourier

(sea directa o inversa).

= Sintaxis
status = DftiCreateDescriptor(&desc_handle, precision, forward domain, dimen-

sion, length);

= Argumentos

e &desc_handle es la variable sobre la cual se carga la configuracién, conocida

como descriptor, su valor inicial es igual a cero.

e precision indica la precisidon deseada para los datos de salida, esto es DFTI_SINGLE
o DFTI_DOUBLE. En este caso se eligi6 la opcién de DFTI_DOUBLE.

e forward_domain especifica si los datos de entrada son valores complejos o
reales, esto es DFTI_ COMPLEX o DFTI_REAL. En este caso se eligid la opcién
de DFTI_COMPLEX.

e dimension es una variable que indica la dimensién de la transformada de

Fourier, dimension = 1.

¢ length es la longitud de la transformada, MKL_LONG length = 8192.

Las variables de salida seran status y &desc_handle.

La segunda funcién actualiza e inicializa los elementos necesarios para el célculo

de la transformada de Fourier.
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m Sintaxis
status = DftiCommitDescriptor(desc_handle);

= Argumentos

e desc_handle es el descriptor.

Las variables de salida seran status y &desc_handle

La dltima funcién empleada realiza la transformada de Fourier inversa

m Sintaxis

status = DftiComputeBackward(desc_handle, x_inout);

= Argumentos

e desc_handle es el descriptor.

e X_inout es el vector de entrada de 8192 valores complejos, la transformada
de Fourier inversa sera calculada y el resultado sera guardado sobre la misma

variable.

la variable de salida sera x_inout.



	Resumen en español 
	Resumen en inglés 
	Dedicatoria 
	Agradecimientos 
	Lista de figuras 
	Lista de tablas 
	Capítulo Introducción
	Antecedentes
	Modelado en medios elásticos
	Modelado en medios viscoelásticos
	Atenuación sísmica y Q


	Hipótesis
	Objetivos
	Objetivo general
	Objetivos especificos



	Capítulo Esquema de Q constante
	Función de relajación
	Velocidad de fase y coeficiente de atenuación 
	Decucción de la ecuación de onda viscoelástica
	Ecuaciones dinámicas
	Ecuaciones constitutivas con derivadas fraccionarias
	Ecuaciones de movimiento en un espacio 2D en el dominio del tiempo
	Ecuaciones de movimiento en un espacio 2D en el dominio de la frecuencia



	Capítulo Modelado numérico de la ecuación de onda viscoelástica
	Aproximación con diferencias finitas
	Esfuerzos explícitos
	Esfuerzos implícitos

	Condiciones de frontera absorbentes: implementación de PML
	Implementación de la fuente


	Capítulo Viscoelasticidad con un esquema de Q casi constante
	Capítulo Resultados y Discusión
	Modelo de derivadas fraccionarias (DF)
	Resultados de modelo homogeneo
	Resultados de modelo heterogeneo
	Verificando la solución numérica con valores teóricos de Q

	Modelo de módulos complejos (MC)
	Resultados de modelo homogeneo

	Comparación, modelo de derivadas fraccionarias y módulos complejos
	Resumen de recursos computacionales


	Capítulo Conclusiones y trabajo futuro
	Conclusiones
	Trabajo futuro

	Literatura citada 
	Anexo A: Configuración de PARDISO
	Anexo B: Configuración de librerias DFTI


