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Resumen de la tesis que presenta Janz Felix Esquer como requisito parcial para la obtencion del grado de
Maestro en Ciencias en Nanociencias.

Estudio por simulacion numérica de nanoestructuras plasmoénicas basadas en Origami de ADN

Resumen aprobado por:

Dr. Enrique Cuauhtémoc Samano Tirado
Director de tesis

En este trabajo se estudié la interaccidén de luz visible con un arreglo de tres nanoparticulas metalicas
colocados en los vértices de un triangulo equildtero de tamafio nanométrico por medio de cdlculos
tedricos y por simulacidén numérica. Para esto se analizaron varios casos para lograr el objetivo general.
Primero se analizé el caso de una sola particula esférica utilizando un modelo de COMSOL Multiphysics e
implementando la teoria de Mie, que proporciona una solucién exacta para el campo eléctrico de la onda
dispersada, con el fin de comparar ambos resultados. Con esto es posible tener una idea de cdmo se lleva
a cabo la interaccién con arreglos de varias nanoparticulas. Para encontrar la solucién en los distintos
arreglos que se analizaron, se utiliz6 COMSOL Multiphysics y los resultados obtenidos se compararon con
el método de la Matriz T. Este método consiste en que el campo dispersado del arreglo se escribe como la
suma de los campos dispersados por cada una de las particulas que lo componen y, ademas, al analizar la
dispersion de cada una de las particulas, se deben considerar los campos dispersados por cada una de las
particulas restantes del arreglo (Daniel W. Mackowski, 1994). Finalmente, una vez comprobada la
fiabilidad del modelo, se investigd la configuracion éptima que maximiza la intensidad total del campo
dispersado variando el tamafio, la separacion y la composicion de las nanoparticulas.

Palabras clave: Plasmdnica, Nanoestructuras, COMSOL, Matriz T, Teoria de Mie
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Abstract of the thesis presented by Janz Felix Esquer as a partial requirement to obtain the Master of
Science degree in Nanoscience.

Study by numerical simulation of plasmonic nanostructures based on DNA Origami

Abstract approved by:

Dr. Enrique Cuauhtémoc Samano Tirado
Thesis Director

In this work, the interaction of visible light with an array of three metal nanoparticles placed at the vertices
of an equilateral triangle of nanometric size was studied by means of theoretical calculations and
numerical simulation. For this, several cases were analyzed to achieve the general objective. First, the case
of a single spherical particle was analyzed using a COMSOL Multiphysics model and implementing the Mie
theory, which provides an exact solution for the electric field of the scattered wave, in order to compare
both results. With this it is possible to have an idea of how the interaction with arrays of several
nanoparticles is carried out. To find the solution in the different arrangements we analyzed, COMSOL
Multiphysics was used and the results obtained were compared with the T-Matrix method. This method is
that the scattered field of the array is written as the sum of the scattered fields of each of the particles
that compose it and, in addition, when analyzing the scattering of each of the particles, the fields scattered
by each of the remaining particles of the array must be considered (Daniel W. Mackowski, 1994). Finally,
once the reliability of the model was checked, the optimal configuration was found which maximizes the
total intensity of the dispersed field by varying the size, separation and composition of the nanoparticles.

Keywords: Plasmonic, Nanostructure, COMSOL, T-Matrix, Mie Theory
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Capitulo 1. Introduccion

Tal vez de manera fortuita, sin saber por qué y cdmo, el hombre ha utilizado las propiedades que presentan
las pequenas particulas metalicas cuando estas interaccionan con luz desde los albores de la civilizacién.
En la antigliedad, estas propiedades se empleaban de manera empirica para la coloracidn de vidrios con
fines artisticos en utensilios y vitrales. Probablemente, el ejemplo mas famoso de esto es la copa de Licurgo
(Figura 1) del siglo IV que presenta un color rojizo si se ilumina desde el interior y un color verdoso si se
hace desde el exterior. En la Edad Media, el desarrollo de procesos de elaboracién de vidrio aumenté el
uso de particulas metalicas para la coloracién e indujo avances tecnolégicos sobresalientes en la
fabricacion de vitrales que adornan cientos de capillas y catedrales (Sciau, 2012), como los que se aprecian
en Sainte-Chapelle del siglo Xl en Paris (Figura 2), cuyos magnificos colores y efectos visuales se deben

en gran parte a tales suspensiones coloidales (M. I. Stockman, 2011).

Figura 2. Detalle de la capilla de Sainte Chapelle.



2
Como ya se menciond, todos estos desarrollos se lograron sin tener un conocimiento previo y razonado
de como estos procesos producen efectos dpticos espectaculares ocasionados por introducir pequenas
particulas metalicas en el vidrio. Sin embargo, no fue sino hasta inicios del siglo XX que Gustav Mie publicé
en su trabajo seminal sobre el estudio del origen de estos efectos al explicar las propiedades dpticas de
sustancias coloidales conformadas por pequefias particulas metalicas. La teoria de Mie no se pudo
confirmar ni aprovechar en su momento debido a que estos efectos dpticos se presentan a escalas
nanométricas. Esto se debid a que no era posible sintetizar y manipular las particulas a estas escalas de
manera controlada dada la limitada capacidad tecnolégica con la que se contaba en esa época. No fue sino
hasta el desarrollo de la nanotecnologia a finales del siglo XX que el estudio de estos efectos se extendid

rapidamente en muchos campos debido a una diversidad de aplicaciones (Garcia, 2011).

En primer lugar, es importante sefialar que es posible estudiar las particulas metalicas desde un marco de
referencia clasico sin importar que nos encontremos en escalas nanométricas, que son regidas
principalmente por la mecanica cudntica. Esto se debe a que, a pesar de presentar niveles discretos de
energia, las separaciones entre estos niveles son tan pequeiias dada la alta densidad de portadores de
carga (electrones) que incluso una excitacion térmica (ksT) a temperatura ambiente es suficiente para que
existan transiciones entre estos niveles (Stefan A. Maier, 2007). Esta cualidad permite considerar los
niveles energéticos de un metal como continuos, lo que a su vez permite recurrir a modelos clasicos para
su analisis. Por lo tanto, como primera aproximacidon podemos usar el modelo cldsico de Drude para
describir el comportamiento eléctrico de un metal. Este modelo nos dice que un metal se compone de un
arreglo de iones positivos fijos y que los electrones se mueven libremente dentro del metal como si fuera
un gas (Ashcroft y Mermin, 1976). El entendimiento de la interaccion de los metales con luz esta dado en

gran medida por este gas de electrones libres, o gas de Fermi.

Segun este modelo, los electrones libres oscilan alrededor de su posicidn de equilibrio al interaccionar con
una onda electromagnética debido al campo eléctrico que esta posee, esto se traduce en una fuerte
dependencia de los metales con la frecuencia de la onda incidente. Lo que a su vez explica los distintos
comportamientos que los metales poseen segun la regidn del espectro electromagnético con el que se
iluminen. Estas propiedades son descritas por una permitividad eléctrica compleja e(w). A frecuencias
Opticas, la mayoria de los metales poseen una permitividad negativa que causa, entre otras cosas, una alta
reflectividad; es decir, no permite que las ondas electromagnéticas se propaguen a través de ellos y que
sean opacos (Stefan A. Maier, 2007). Sin embargo, si nos trasladamos a escalas nanométricas, el gas de
electrones libres del metal puede mantener oscilaciones debido a densidades de carga superficial y

volumétrica llamadas plasmones de superficie (PS) (Novotny y Hecht, 2009). La existencia de los plasmones
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de superficie es caracteristica de la interaccidon de la luz con nanoestructuras metalicas y se dividen en dos
categorias principales segun el tipo de nanomaterial: los plasmones polaritones de superficie (PPS) y los
plasmones localizados de superficie (PLS) (Murray y Barnes, 2007). Los PLS dispersan luz principalmente
en el rango visible del espectro, por lo que es posible observar este fenédmeno a simple vista cuando haya
una alta concentracidn de particulas metalicas. La gran variedad de colores brillantes en los vitrales y

utensilios ahora se puede explicar por la existencia de PLS.

Los PPS se asocian al acoplamiento de la luz con las oscilaciones de densidad de carga en la interfaz entre
un metal y un dieléctrico que dan lugar a campos cercanos épticos muy intensos que viajan y estan
confinados espacialmente en la interfaz, como se aprecia en la Figura 3. Estos pueden existir en cualquier
interfaz y rango de frecuencias donde la parte real de la permitividad de los medios que la constituyen
sean de signo contrario (Camacho B., 2012). De manera similar, si el gas de electrones esta confinado en
tres dimensiones, como es el caso de una nanoparticula, el desplazamiento de los electrones de su posicién
de equilibrio con respecto a los iones positivos fijos debido al campo eléctrico de la onda incidente genera
una fuerza restauradora que da lugar a resonancias especificas o PLS. La intensidad de los PLS depende,
entre otras cosas, de la geometria de la particula y del medio dieléctrico que la rodea (Novotny y Hecht,
2009). Igual que en el caso anterior estas resonancias dan lugar a campos dpticos muy intensos con la
diferencia de que estas ondas son excitaciones localizadas; es decir, estan confinadas a la vecindad de la

superficie de la particula (Figura 4).

Z'“ z‘
.\\
\\
Dieléctrico 2
E b
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8
(a) (b)

Figura 3. (a) llustracidon esquematica de una onda electromagnética y las cargas superficiales en la interfaz entre
el metal y el material dieléctrico. (b) EIl componente del campo eléctrico local se intensifica cerca de la superficie
y decae exponencialmente con la distancia en una direccidon normal a la interfaz. Imagen modificada de Zhang et
al. (Zzhang et al., 2012).
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Figura 4. Esquema de la interaccién de la luz con una NP metalica. El campo eléctrico de la luz induce el movimiento
de electrones de conduccidn que se acumulan en la superficie NP creando un dipolo eléctrico. Esta acumulacion
de carga crea un campo eléctrico opuesto al de la luz incidente (Garcia, 2011).

La resonancia del plasmdn de superficie (PS) es la propiedad éptica mas relevante de las nanoestructuras
metadlicas. El estudio de los fendmenos épticos relacionados con la respuesta electromagnética de los
metales en la nanoescala se denomina plasmdnica o nanoplasménica (M. I. Stockman, 2011). Este campo
se encarga principalmente de aprovechar las propiedades resonantes de los plasmones con el fin de
manipular la radiacion a frecuencias épticas, ya que permiten amplificarla y concentrarla en escalas por
debajo del limite de difraccién, dimensiones nanométricas, lo que no es posible con métodos
convencionales (Garcia, 2011). Ademas, un comportamiento similar no puede reproducirse simplemente
en otros rangos espectrales ya que los pardmetros caracteristicos de los metales, como el indice de
refraccion, son funcién de la frecuencia. Esto significa que los resultados obtenidos con nanoestructuras
metadlicas a frecuencias dpticas no pueden obtenerse a distintas escalas, aun si la relacidn entre el tamafio
de la estructura y la longitud de onda son las mismas, ya que un cambio en la longitud de onda involucra
un cambio en la frecuencia y, como ya se menciond, el comportamiento de los metales depende en gran

parte de la misma (Novotny y Hecht, 2009).

Los efectos de confinamiento e incremento en la intensidad de la luz que presentan los PLS pueden ser
utilizados en una amplia gama de aplicaciones tales como biomédicas, de energia, biosensores y de
tecnologia de la informacidn (Garcia, 2011). El desarrollo de nuevas capacidades tecnoldgicas en la
fabricacidon y manipulacién de nanomateriales han permitido predecir que los efectos de confinamiento y
aumento en la intensidad de la luz se realzan considerablemente si se colocan dos o mas particulas. Esto

se debe a que ocurre un acoplamiento de los modos plasmodnicos individuales semejante al enlace y
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antienlace de d4tomos en la formacién de una molécula (Camacho B., 2012). Por lo que se vislumbra la
construccién de nano antenas (Biagioni et al., 2011) o guias de onda en el rango de luz visible (S. A. Maier
et al., 2001) y nos abre las puertas al estudio de un sinfin de configuraciones posibles. Por esta razén, es
de gran importancia el analisis numérico y por simulacion de la interaccién de ondas electromagnéticas
con distintos arreglos de particulas metalicas. Esto con el fin de obtener algin modelo que nos permita
predecir los distintos pardmetros fisicos (tamafio, separacidn entre particulas, medio, etc.) y visualizar los
distintos comportamientos de una manera rapida y confiable antes de llevar a cabo algin experimento.
Por lo tanto, el propdsito de este trabajo es encontrar la respuesta plasmdnica de un arreglo de tres
particulas metalicas dispuestas en forma de tridangulo equilatero colocadas en los vértices utilizando un
modelo matematico y realizando una simulacién por computadora. Esto con el fin de encontrar los
pardmetros 6ptimos que maximicen los efectos dpticos como la intensidad y el confinamiento para, de

ese modo, obtener los mejores resultados en futuras aplicaciones.



Capitulo 2. Antecedentes

La comprension de los fendmenos relacionados con plasmones de superficie localizados (LSP) y sus
aplicaciones estd directamente relacionado con la manera en la que se da la interaccién de una onda
electromagnética con una particula o grupo de particulas. Se puede considerar como un obstaculo al papel
gue toman la particula(s) durante esta accidn. Esto conduce a que pueda ocurrir reflexién, fluorescencia,
efecto Raman, absorcién y dispersion (scattering) de la luz incidente dependiendo de la longitud de onda,
polarizacidon, medio dieléctrico y, en general, de las caracteristicas fisicas y geométricas de la(s)
particula(s). Como se menciond en la introduccién a esta tesis, si una particula es iluminada por una onda
electromagnética, los electrones de conduccién en la particula oscilan debido al campo eléctrico de la onda
incidente. Este movimiento armodnico de los electrones hace que se aceleren e irradien energia
electromagnética en todas direcciones. A esta radiacién secundaria se le llama radiacion dispersada por el
obstaculo. Ademas de irradiar energia electromagnética, las cargas excitadas pueden transformar parte
de la energia electromagnética incidente en otras formas; por ejemplo, energia térmica en un proceso

llamado absorcién (Bohren, Craig F, Huffman, 1983) (Figura 5).

Campo Dispersado

Campoincidente (Ez, Hy)
(B Hy)
5 /

il
®
/|

Figura 5. Dispersidn por una particula.
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Una manera de entender el origen del campo electromagnético dispersado por una particula es recordar
que, a escalas atdmicas, la materia se compone de cargas elementales discretas, electrones “libres” e iones
positivos, pero neutra en general. El campo electromagnético de una onda incidente hace oscilar a los
electrones a la misma frecuencia del haz, y, como ya se menciond, estos irradian ondas electromagnéticas
secundarias. La superposicién de todas las ondas secundarias resulta en el campo total dispersado (Figura
6). Si las cargas no oscilan exactamente en fase con el campo incidente, entonces hay una disipacion de
energia electromagnética en el objeto. Esto significa que el objeto estd absorbiendo energia (Mishchenko

et al., 2006).

Campo incidente
(B, H)

individuales

Figura 6. El campo dispersado total en el punto P es la superposicién de los campos individuales dispersados por
las regiones en las que se divide la particula.

La dispersion electromagnética es un fendmeno extremadamente complejo porque una onda secundaria
generada por una de estas cargas oscilantes también estimula a su vez las oscilaciones de todas las demas
cargas que forman el objeto, lo que modifica sus respectivas ondas secundarias. Como resultado, todas las
ondas secundarias se vuelven interdependientes. Ademads, el cdlculo del campo total dispersado debido a
la superposicidn de ondas secundarias debe tener en cuenta las diferencias de fase entre estos centros
dispersores, que cambian cada vez que se modifica la incidencia y/o la direccién de dispersion. Por lo tanto,
el campo total dispersado depende de la forma en que las cargas estdn dispuestas en el interior del objeto

con respecto a la incidencia y direcciones de dispersién.
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Dado que la cantidad de electrones que forman un objeto puede ser extremadamente grande, la solucién
directa del problema de dispersién mediante el calculo y la superposicién de todas las ondas secundarias
es practicamente imposible incluso con la ayuda de las computadoras modernas. Afortunadamente, el
problema de la dispersién también se puede resolver utilizando los conceptos electromagnéticos a escala
macroscépica, que tratan a la gran coleccidén de cargas como uno o varios cuerpos macroscépicos con una
distribucidn especifica de una constante de permitividad. En consecuencia, el campo disperso se puede
calcular resolviendo las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético macroscépico sujeto a las
condiciones de frontera apropiadas. Es este enfoque en el que se fundamenta la teoria moderna de la

dispersion electromagnética de los objetos macroscdpicos.

Las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético macroscépico en el interior de materia

homogénea e isotrdpica en el sistema Sl son las siguientes:

V . D = p’ (2.1)
OB

__o9® 2.2

VXE 3 (2.2)

V-B=0, (2.3)
oD

H = —_ 2.4

V X J+o (2.4)

donde t es el tiempo, E el campo eléctrico y H el campo magnético, B la induccién magnética, D el
desplazamiento eléctrico y p y J las densidades de carga y corriente, respectivamente, asociadas a las
llamadas cargas "libres". Todas las cantidades en las ecuaciones (2.1) - (2.4) son funciones de tiempo y
coordenadas espaciales en general. Implicita en las ecuaciones de Maxwell se encuentra la ecuacion de

continuidad

dp
T = 2.5
6t+v J=0, (2.5)

que puede derivarse combinando la derivada temporal de la ec. (2.1) con la divergencia de la ec. (2.4).

Existen relaciones constitutivas para D y H, dados en las ecuaciones (2.1) y (2.4), expresados por

D=¢E+P, (2.6)



H=—-M, (2.7)

donde P es la polarizacién eléctrica (momento dipolar eléctrico promedio por unidad de volumen), M es
la magnetizacién (momento dipolar magnético promedio por unidad de volumen), & y uy son la
permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética en el vacio. Las ecuaciones (2.1) - (2.7) son
insuficientes para una determinacion Unica de los campos eléctrico y magnético a partir de una

distribucidn dada de cargas y corrientes, y deben complementarse con otras relaciones constitutivas:

J = oE, (2.8)
M = poxmH, (2.9)
P = &yx.E, (2.10)

donde o es la conductividad eléctrica, x,, ¥ X. la susceptibilidad magnética y eléctrica del medio,
respectivamente. Los coeficientes fenomenoldgicos o, x,, Y X dependen del medio considerado, pero se
asumira que son independientes de los campos (el medio es lineal), la posicidn (el medio es homogéneo)
y la direccion (el medio es isotrépico). Sin embargo, no se asume que los coeficientes fenomenoldgicos son
independientes de la frecuencia de la onda incidente. Ademas, los coeficientes fenomenoldgicos no estdn
restringidos a ser reales, si la parte imaginaria de cualquiera de los coeficientes fenomenoldgicos de un
medio es distinta de cero, entonces la amplitud de los campos disminuird a medida que se propaga a través
de dicho medio debido a la absorcion de energia electromagnética. Por lo tanto, los coeficientes
fenomenoldgicos complejos o, alternativamente, una diferencia de fase entre P y E (0 B y H) se

manifiestan fisicamente por absorcidn (Bohren, Craig F, Huffman, 1983).

Utilizando la herramienta matematica de las transformadas de Fourier, podemos comprobar que cualquier
funcién real arbitraria dependiente del tiempo, puede expresarse como la superposicion de funciones
armonicas en el tiempo con frecuencia positiva. Esto se aprecia en la expresion para la transformada de

Fourier inversa

1 (* .
F(t) = %j F(w)e Wdw. (2.11)
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En la naturaleza, no todos los campos electromagnéticos deben ser armdnicos en el tiempo. Sin embargo,
la expresidn (2.11) nos indica que sélo es necesario considerar los campos armdnicos ya que el campo
dependiente del tiempo general puede construirse posteriormente. Por lo tanto, si se supone una
—iwt

dependencia temporal e para todos los campos, asumimos que no hay cargas libres ni corrientes y las

relaciones constitutivas (2.8) - (2.10) se sustituyen en (2.1) — (2.4), obtenemos:

V-E=0, (2.12)
VX E = iwuH, (2.13)
V-H=0, (2.14)
VX H = —iweE, (2.15)
donde la permitividad es compleja y dada por
£=eo(1+x) + i%. (2.16)

Las ecuaciones (2.12) - (2.16) generalmente son el punto de partida en los problemas de dispersién de

ondas electromagnéticas.

En 1908, Gustav Mie desarrolld la teoria de la dispersion de la luz por una particula con forma esférica, en
un esfuerzo por comprender los variados colores en absorcién y dispersién exhibidos por pequefias
particulas coloidales de oro suspendidas en agua (Bohren, Craig F, Huffman, 1983). Este desarrollo
matemadtico se conoce como teoria de Mie y es de fundamental importancia en el tratamiento de
problemas de absorcién y dispersion debido a que brinda una solucidén exacta. A pesar de sus limitaciones
para describir otras geometrias, esta teoria describe correctamente muchos efectos de particulas
pequefias que no son intuitivos y proporciona una descripcidon a primer orden de los efectos dpticos en
particulas no esféricas. Por estas razones, la teoria de Mie puede tomarse como una base sdlida para

explicar los fendmenos relacionados con resonancias plasmodnicas.

La Teoria de Mie es una solucidon de las ecuaciones de Maxwell aplicable a la dispersion de una onda plana

incidente por una particula esférica, isotrépica y no magnética en un medio isotrépico no absorbente. A
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partir (2.12) —(2.15), se puede mostrar que un campo electromagnético variable en el tiempo (E, H) debe

satisfacer las ecuaciones de onda de Helmholtz:

V2E + k%E = 0, (2.17)
VZH + k*H = 0, (2.18)

donde
k? = w?pe. (2.19)

Aprovechando la simetria de la esfera, los campos E y H se expresan en términos de armdnicos esféricos

vectoriales M y N que estan definidos de la siguiente manera (Anexo A):

Mpp =V X (rlpemn)' M,pn =V X (rlpomn)'

_VXMemn _VXMomn

emn k ) omn k )

(2.20)

donde

Wemn = cosmae P (cos 0)z, (kr),
(2.21)
Yomn = sinme P (cos 0)z, (kr),

z, (Kr) es cualquiera de las funciones de Bessel esféricas j,, yn, h,(ll), hflz) y los subindices e y o0 denotan
la solucién par e impar de la parte azimutal de la ecuaciéon de Helmholtz (Anexo A), respectivamente.
Debido a que las funciones cos m¢, sinmg, P;"* (cos 8), z,, (kr) forman un conjunto completo ortonormal,
cualquier solucidn a las ecuaciones de campo se puede expandir como una combinacidn lineal de las
funciones M y N. A su vez, esto nos indica que los campos M y N son soluciones fundamentales; es decir,
son los modos normales electromagnéticos de nuestra particula esférica. Para cada par de subindices m y
n existen dos de estos modos: uno para el que no existe componente radial en el campo magnético
llamado modo transversal magnético o TM y otro para el que no existe componente radial en el campo
eléctrico llamado modo transversal eléctrico o TE. En general, un campo electromagnético es una
superposicion de estos modos normales. Siguiendo las consideraciones anteriores, Gustav Mie realizé una

expansion para una onda plana polarizada linealmente en x (Anexo B), de la forma
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> 2n+1
_ : D _ @
E; = E, E lnm(Mm —iN$y,) (2.22)

n=1

donde el campo H; asociado se obtiene de la expresidn (13) de modo que

-k~ . 2n+1
_ : @ e
H,=—E, 21 " (ME, +iNGD,). (2.23)

En la expresidn anterior, los superindices (1) indican que se estan utilizando las soluciones de Bessel del

primer tipo j,. Utilizando las condiciones de frontera

(E;+E;,—E))xé =(H;+H,—H,)x&, =0, (2.24)

donde los subindices i, s y 1 corresponden a los campos incidente, dispersado e interno, respectivamente,
como se aprecia en la Figura 6, la cual nos dice que las componentes tangenciales de los campos dentro y
fuera de la particula deben ser continuos, las expresiones para los campos interno (E, H;) y dispersado

(Es, Hg) son

E, = z En (MY, — ido NS, (2.25)
n=1
—k; O @ .. o)
Hy=—1% E,(d,M3, +ic,NS3,) (2.26)
Wiy bryr]
E, = Z En (ia,N$), — baMS)), (2.27)
n=1
K", (i N ®)
H, = w_#z En (ibuNSD, + a,M$),), (2.28)
n=1

donde E,, = E5 i" (2n+ 1)/n(n+ 1), ky y 44 son el nimero de onda y la permeabilidad de la esfera,

respectivamente. Ademas, los superindices (3) indican que se estan utilizando las soluciones de Bessel del

. oee 1 . 7. . . s . s0e
tercer tipo, especificamente hg ) que describe ondas esféricas que emergen segun la expansidn asintética
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de las funciones de Hankel (Anexo A). Realizando un poco de Algebra, Gustav Mie pudo encontrar

expresiones para los coeficientes a,,, b, c,, d,. Estos tienen la forma siguiente

— P‘mzjn(mx) [xjn(x)], - :uljn(x) [mxjn(mx)],
"2 (mo) [P0 — s hSD () g ()]

(2.29)

b = Mljn(mx) [xjn(x)], — Wn (x) [mxjn (mx)]’
" i) [ )]~ kD @m0l (230)

11jn() [P @) = 1S 0L )

¢, = 1 : (2.31)
ajn(ma0) [xh P ()] = uh () iy (ma))
1imj () [xhL ()| = pymhD @) [ ()

n (2.32)

 pmjp(m) [xhP )] - i h ) fmj (ma))

2nNa o k N. T .. .
donde x = ka = —es el factor de tamafioy m = f = Fl es el indice de refraccion relativo. Podemos

apreciar que toda la informacién de nuestra particula y medio circundante se encuentra en los
coeficientes. Por lo tanto, cambios en el radio a de la particula, su composicidn N;, o cambios en el medio
ocasionan variaciones en la intensidad de los campos. Podemos apreciar que el denominador en a,, es
idéntico al de d,, y lo mismo para b,, y ¢,. Esto nos indica que si, para una n determinada, la frecuencia es
tal que el denominador de alguno de estos coeficientes es muy pequefio entonces el modo normal
correspondiente sera el dominante en el campo dispersado. Podemos apreciar de las expresiones (2.25) —
(2.28) que el coeficiente a,, (y, por lo tanto, d,,) esta asociado al modo TM, mientras que el coeficiente b,
(y, por lo tanto, c,) estd asociado al modo TE. Aunque, en general, como ya se menciond, el campo

dispersado es una superposicién de estos modos normales.

Estos coeficientes, a veces llamados coeficientes Lorentz/Mie, son los que explican las propiedades de
absorcién o dispersion de la luz por particulas esféricas. Aunque se considera solo la dispersiéon de la luz
polarizada en x, el campo dispersado para luz incidente con polarizacién lineal arbitraria, y por lo tanto
cualquier estado de polarizacion, se deduce de la simetria de la particula. Por lo tanto, una vez calculados
los coeficientes, es posible determinar todas las cantidades medibles asociadas con la dispersion y la

absorcién, como las secciones transversales y los elementos de la matriz de dispersion o los pardmetros
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de Stokes, entre otros, que, a su vez, nos ayudan a definir usos o aplicaciones para estos fendmenos segun

los resultados obtenidos.

A pesar de que la teoria de Mie se conoce desde su desarrollo en 1908, no fue posible, en su momento,
comprobarla debido al gran nimero de términos de las expansiones que se pueden requerir. En la
actualidad, debido a las grandes capacidades computacionales ya no es dificil demostrarlo. Ademas, el
rapido aumento de estas capacidades ha permitido formular métodos computacionales que permitan
analizar no sélo una particula sino arreglos de estas. Una de estas técnicas se conoce como método de la
Matriz T. Esta fue desarrollada por Peter Waterman (Waterman, 1965) como una técnica para calcular la
dispersion por una particula con forma arbitraria basada en el principio de Huygens. Este método ha
demostrado ser una herramienta muy poderosa y eficiente para calcular las propiedades de dispersién de
arreglos conformados por hasta miles de particulas (D. W. Mackowski y Mishchenko, 2011), lo que ha
ampliado sus usos y aplicaciones en muchas areas (Mishchenko et al., 2004) y lo ha convertido en una de

las mas utilizadas en la actualidad.

La teoria detras de este método ha sido descrita en detalle por D. Mackowski (Daniel W. Mackowski, 1994)
pero, en general, la construccién de la matriz T sigue un procedimiento similar al de la teoria de Mie
apoyado en el principio de superposiciéon. Siguiendo este principio, se tiene que el campo total dispersado

es la suma de los campos dispersados por toda las particulas que conforman el arreglo, de modo que

N
E, = Z Ei, (2.33)
i

donde el superindice i indica el campo dispersado por la esfera i, N el nimero de esferas en el arregloy
la expresion correspondiente para los campos EX de las esferas individuales estan dados en la expresion
(2.27). Aplicando las condiciones de frontera (2.24) a cada esfera, se puede obtener un sistema de

ecuaciones que en forma matricial se escribe

j
Ng Ni l 2

amnpi = Z Z Z Tmnpquijpqujr (2.34)

J=11=1 k=—1g=1
ji
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donde N; corresponde al nimero de particulas, los subindices m y n son los correspondientes a los campos
M y N de la expansion en armonicos esféricos, el subindice p en amnpi indica el coeficiente de expansion
I bmni del campo dispersado por la esfera i, de acuerdo con (2.27) y en pquj los coeficientes de
expansion del campo incidente (pmni, qmni), los cuales se definen inicialmente de acuerdo a su direccidn
de propagacion y estado de polarizacidn. La expresidon (2.34) nos indica que existe una relacion lineal entre
los coeficientes de expansidn del campo incidente pquj y los coeficientes del campo dispersado amnpi

que esta definida por la matriz de transicién (o matriz T) Tmnpquij.

La matriz T tiene toda la informacién de los campos dispersados por las particulas individuales y la relacién
(2.34) nos permite determinar los coeficientes del campo dispersado por la esfera i tomando en cuenta la
contribucién de los campos dispersados por las otras esferas j en la vecindad de i. Una vez obtenida la
forma de los coeficientes de cada una de las esferas del ensamble, es posible obtener toda la informacion

gue necesitemos del campo dispersado.

La ventaja clave de la técnica de la Matrix T es que los elementos de la matriz T dependen sdlo del indice

de refraccion relativo de la particulam = Fl (N7 es el indice de refraccidon complejo de la particula, N es

T . s . . ~ 2nNa .
el indice de refraccidén del medio circundante), el factor de tamafio x = 0 (a es el radio de la esferay 4

es la longitud de onda en el vacio), y la orientacién de las particulas con respecto al sistema de
coordenadas, por lo que una vez que se ha determinado, los campos dispersados se pueden calcular para

cualquier orientacidn de particulas sin tener que resolver el problema desde cero.

Toda la teoria mostrada anteriormente contiene la informacidon necesaria para el estudio de arreglos
arbitrarios de particulas metalicas y nos proporciona la manera de determinar la distribucién del campo
dispersado total. Esto con el fin de encontrar las regiones de maxima intensidad; que son zonas donde los
campos dispersados por las particulas individuales interfieren constructivamente. Ademas, nos permitira
manipular todos los parametros posibles, con el fin de obtener las condiciones que maximicen el

confinamiento y resulte la mayor intensidad posible.
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2.1 Justificacion

Es indudable que una de las preocupaciones en la actualidad del ser humano es el aprovechamiento de
distintas fuentes de energia limpia o renovable como alternativa a los combustibles fdsiles. Esta inquietud
se ha acentuado debido a las aterradoras consecuencias del calentamiento global en nuestro planeta con
el incremento de CO; en la atmdsfera, siendo el consumo de energéticos convencionales uno de los
responsables. Entre estas se destaca el uso del Sol debido a la gran cantidad de energia que libera cada
dia, aproximadamente 4000 veces el consumo de energia eléctrica en todo el mundo. Asi mismo, por la
facilidad con la que se puede cosechar su energia a través de una gran variedad de técnicas como la
fotovoltaica, fotoquimica o fototérmica. Actualmente, los dispositivos fotovoltaicos representan la forma
gue mas se explota en la cosecha solar. Sin embargo, aun los dispositivos mds modernos alcanzan una
eficiencia de aproximadamente el 25%. Esto debido a las grandes pérdidas en los procesos de absorciény
conversion de la luz. Ademads, para incrementar la eficiencia se requieren grandes grosores en las celdas
gue permitan absorber mas luz lo que ocasiona mayores costos de produccién. Por lo tanto, aun las celdas
solares de ultima generacidon no son econdmicamente viables y la busqueda de nuevos métodos que

mejoren la eficiencia de estos dispositivos sigue siendo un problema abierto en la actualidad.

Las capacidades de concentracion y amplificacién de la luz debido a plasmones localizados de superficie
(LSP) podrian ser una solucion para mejorar la eficacia de los dispositivos fotovoltaicos. Estos dispositivos
estan basados en el efecto fotoeléctrico que indica que un electron puede ser liberado de un material si
absorbe la energia de un fotén con determinada longitud de onda. Mientras mayor sea la intensidad de la
luz, mayor sera el nimero de fotones por lo que la cantidad de electrones libres aumenta. Por lo tanto, si,
por ejemplo, se coloca un arreglo de nanoparticulas metalicas que maximice la resonancia plasmdnica en
la cercania de una celda solar y que, ademas, la luz dispersada se encuentre en direccion normal a la
superficie de la celda, provocaria un incremento significativo en la eficiencia del dispositivo. Sin embargo,
el problema que surge es el de encontrar un arreglo de nanoparticulas ad-hoc que cumpla con estas

condiciones y, de encontrarlo, cdmo podria fabricarse.

Una forma de enfrentar esta dificultad es recordar que el arreglo de un par de nanoparticulas metalicas
colocadas muy cerca una de la otra es uno de los arreglos mas estudiado en la actualidad en el campo de
plasmodnica. Estos arreglos se conocen como nanoantenas, o antenas dpticas (Bharadwaj et al., 2009). La
fuerte interaccion entre las cargas superficiales inducidas en cada una de las particulas da como resultado
modos plasmadnicos acoplados que permiten capturar y enfocar la luz en regiones localizadas entre la

separacion de las nanoparticulas. A estas regiones se les llama “hot spots” (M. Stockman et al., 1996) y
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pueden llegar a ser de apenas un par de nanémetros, por lo que existe la posibilidad de que los efectos
plasmodnicos de arreglos de nanoparticulas sean mayores que los de las particulas individuales (Biagioni
et al.,, 2011). Debido a que estas regiones en las que se confina la luz son del orden nanométrico, las
nanoantenas pueden ser utilizadas para detectar la presencia de gases o particulas (Li et al., 2015). El
problema que presenta este tipo de arreglos es que se requiere hacer incidir luz linealmente polarizada a
lo largo de la direccidn colineal del arreglo. Este es un inconveniente significativo cuando se tiene una
coleccién muy grande de nanoantenas, ya que se requeriria que todas estuvieran alineadas en la misma
direccién, como se tendrian en una celda solar. Por lo tanto, para poder aprovechar al maximo las
propiedades de los plasmones de superficie localizados en cosecha solar, se requiere encontrar un arreglo
de nanoparticulas metalicas cuya respuesta de la luz dispersada sea invariante al estado de polarizacién
de la luz. Dada la naturaleza misma de los plasmones localizados, podemos deducir que cualquier arreglo
conformado por lo menos de dos nanoparticulas requerird de un estado de polarizacion especifico. Por lo
tanto, el punto inicial para este trabajo seria considerar arreglos mas complejos conformados por mas de

dos nanoparticulas.

Los modos plasmdnicos de una nanoparticula individual, que corresponden a varios érdenes multipolares
de la solucién de Mie para la interaccidon con un campo electromagnético, son andlogos a los estados
electréonicos de un atomo. Cuando las particulas se disponen en un arreglo, estos modos interactdan
fuertemente para formar nuevos modos acoplados o hibridizados correspondientes, en analogia con los
orbitales moleculares formados por una combinacién lineal de orbitales atémicos. Al igual que los orbitales
moleculares, los modos plasmdnicos pueden designarse como de enlace o antienlace, dependiendo de si
la carga inducida se distribuye en la configuracién de baja o alta energia. Por lo tanto, la disposicidn exacta
de las nanoparticulas dentro de un arreglo tiene un impacto esencial en la simetria de los estados

plasmdnicos resultantes.

En un trabajo realizado por L. Chuntonov et al. (Chuntonov y Haran, 2011) se presenta un estudio tedrico
y experimental, usando espectroscopia de plasma e imagenes TEM, de arreglos conformados por
nanoparticulas de plata con un didmetro aproximado de 60 nm cada una. L. Chuntonov et al. lograron
visualizar por TEM ensambles formados por tres nanoparticulas con una separacién entre estas de
aproximadamente un nanémetro, como se muestran en la figura 7. El arreglo bidimensional de tres
nanoparticulas metalicas con mayor simetria resulté ser el de un tridangulo equildtero donde las
nanoparticulas se encontrarian en los vértices de este. De los resultados obtenidos los autores
encontraron que, para un arreglo con forma de tridngulo equilatero, la respuesta plasmodnica es

practicamente invariante al estado de polarizacidn. Sin embargo, al variar el angulo en los vértices de las
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nanoparticulas a un valor distinto a 60°, se rompe esta simetria y ocurre que el estado de polarizacién

depende de cdmo se encuentren dispuestas geométricamente las nanoparticulas (Figura 7).

El alto grado de simetria de un arreglo de nanoparticulas con forma de tridngulo equilatero podria dar
solucidn a los problemas de eficiencia en celdas solares. Esto debido a que solo se requiere que el campo
eléctrico se encuentre en el mismo plano en el que se encuentra el arreglo, sin importar el estado de
polarizacidn de la luz incidente. Por lo tanto, solo haria falta encontrar un método que permita construir

estos arreglos de manera controlada y con precision.

arb. u.

Intensidad dispersada.
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Figura 7. Imagen modificada de (Chuntonov y Haran, 2011). Espectro de dispersion de un trimero de
nanoparticulas de plata que muestra la separacién de los modos resonantes debido al incremento gradual del
angulo del vértice. Las lineas negras delgadas son datos experimentales sin procesar; las lineas en color son el
resultado después de filtrar la sefial. Los grupos se excitan con luz no polarizada (verde) o luz linealmente
polarizada a lo largo de las direcciones longitudinal (roja) y transversal (azul) (que se indican mediante flechas de
colores coincidentes). Los espectros polarizados se normalizan a los picos correspondientes de los espectros no
polarizados. Las imagenes TEM de los grupos se muestran en las inserciones (la barra de escala es de 50 nm). Las
distribuciones calculadas de la carga superficial de los modos de enlace selectivamente excitados se muestran
debajo de los espectros correspondientes.

Un esquema practico alternativo al descrito por L. Chuntonov et al. para construir nanoestructuras
plasmodnicas con caracteristicas “hechas a la medida” es Nanotecnologia basada en ADN (Xavier y
Chandrasekaran, 2018). La tecnologia moderna ha impulsado a lo largo de los afios la tendencia de realizar
dispositivos cada vez mas pequefios y poderosos. En el afio 1982, Nadrian Seeman cred una técnica de
autoensamblado llamada Nanotecnologia basada en ADN (Seeman, 1982, 2004) para construir
nanoestructuras. Esta técnica, como su nombre lo indica, utiliza el ADN como material de construccion

para formar diferentes estructuras a escala nanométrica gracias a las dimensiones mismas del ADN.



19
Posteriormente, Paul Rothemund conceptualizd, desarrolld y probd una novedosa y sencilla técnica para
fabricar nanoestructuras usando acidos nucleicos denominada Origami de ADN (Rothemund, 2006). A su
vez, estas estructuras pueden servir como andamios o soportes para unir u organizar todo tipo de
componentes inorganicas de manera muy precisa en sitios programados y localizados en la estructura
misma. De esta manera, se pueden crear conjugados ADN: nanoparticulas metdlicas, nanoestructuras con
arreglos predisefiados de nanoparticulas metdlicas, muy especificos con separaciones de unos pocos

nandémetros (Samano, 2012).

Dicho lo anterior, es posible y deseable realizar un analisis numérico y por simulacién del arreglo antes
mencionado que sirva como una herramienta para estimar los pardmetros fisicos que optimizan la
respuesta plasmdnica que maximice la intensidad de la luz dispersada. Esto brindaria una idea mas clara
sobre los materiales y dimensiones requeridas en la nanoestructura plasmadnica, lo que ayudaria a predecir

el disefio y fabricacién de los arreglos que garanticen la mejora en eficiencia de dispositivos fotovoltaicos.

2.2 Objetivos

2.2.1 Objetivo General:

Determinar la distribuciéon e intensidad del campo de la luz dispersada por un trimero de nanoparticulas

metadlicas colocadas cada una en los vértices de un tridangulo equilatero bajo diferentes condiciones.

2.2.2 Objetivos especificos:

Calcular la distribucion e intensidad del campo eléctrico de una onda electromagnética debido a absorcion

y dispersion para los siguientes casos:

e (Caso 1: Una sola particula con forma esférica.

e (Caso 2: Dimero de nanoparticulas esféricas.
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e Caso 3: Trimero de nanoparticulas esféricas colocadas en los vértices de un triangulo

equiladtero.

En los casos anteriores, se variard la composicidn, didmetro de las nanoparticulas, asi como la longitud y

polarizacidn de la onda incidente.
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Capitulo 3. Metodologia

El primer paso para lograr los objetivos propuestos es crear un modelo que permita el andlisis del arreglo
propuesto. Para esto utilicé el programa COMSOL Multiphysics; una herramienta computacional que
permite analizar un sinfin de fendmenos fisicos utilizando el método numérico de elementos finitos (FEM,
por sus siglas en inglés). El método de elementos finitos se basa en resolver el problema de dispersién de
una onda electromagnética por una particula en el dominio de la frecuencia discretizando la ecuacién de
onda (ecuaciones 2.17 y 2.18 del capitulo de antecedentes) en el espacio. Posteriormente, el problema en
cuestion se resuelve numéricamente para encontrar los campos que satisfagan las condiciones de frontera
(ecuacion 2.24 en antecedentes). Los parametros del material se introducen a través del vector de onda,
cuya magnitud se muestra en la ecuacién (2.19) de los antecedentes. La regidn del espacio del problema
general a solucionar se divide en muchas regiones pequefias (mallado), que a menudo son de forma
tetraédrica. Los campos eléctrico y magnético dentro de cada regién se describen mediante una funcion
local. Dado que los tetraedros tienen caras planas, no pueden representar exactamente la superficie de
un objeto curvo, como una esfera, pero al reducir su tamafio (mallado mas fino) y usando un nimero
grande de estos es posible obtener una aproximacion bastante razonable de su geometria, como se
aprecia en la Figura 8. Sin embargo, esto implica principalmente un aumento considerable en los tiempos
de cdmputo. Un punto clave en el enfoque FEM es que debe evitarse que los campos dispersados se
reflejen en el limite del dominio computacional y se conviertan en dispersiones secundarias ficticias. En
COMSOL, esta reflexidn interna no deseada se evita utilizando un método llamado PML (Perfect Match
Layer, por sus siglas en inglés). Este consiste en una capa externa que cubra el dominio computacional y

hecha de un medio hipotético que sea 100% absorbente.
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Figura 8. Mallado o discretizacion espacial realizada con COMSOL para una particula esférica de 100nm con
elementos de tamafio “normal” (izquierda) y “extremadamente fino” (derecha) de acuerdo a la nomenclatura
usada por el programa.
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Las respuestas plasmdnicas en nanoparticulas ocurren principalmente en el rango visible; sin embargo, es
parte de la solucién del problema determinar la frecuencia (o longitud de onda) exacta a la que esto ocurre.
De aqui que es necesario realizar los calculos para un cierto rango de frecuencias para determinar la que
maximice la respuesta plasmdnica. COMSOL cuenta con la informacion de un amplio repertorio de
materiales, que ademadas permite crear interpolaciones con datos experimentales, por lo que es posible
construir una funcién que cubra el rango de frecuencias necesario si tenemos un nimero grande de
mediciones. Para este trabajo utilizamos los datos del indice de refraccién obtenidos por P.B. Johnson et
al. (Johnson y Christy, 1972) para oro y plata. En la Figura 9 se aprecia la interpolacion hecha en COMSOL

para la parte real e imaginaria del indice de refracciéon para oro y plata.

a) i) (1) Al (1) @

) et 9 ] 13
. y it SRS el 1 12 .

1z i 11 -, 4

CL ! 4 05

04 ! 1 0.3
03 \ ‘ 1 02
0.2 A 4 1 01

Figura 9. (a) Interpolacién lineal de la parte real del indice de refraccién de oro (izquierda) y plata (derecha). (b)
Interpolacion lineal de la parte imaginaria del indice de refraccién de oro (izquierda) y plata (derecha). Datos
obtenidos de (Johnson y Christy, 1972).

El interés en este caso es la dispersidn por una particula esférica, isotrépica y no magnética en un medio
isotréopico no absorbente cuando incide una onda plana, por lo que solo los datos anteriores para el indice
de refraccion son suficientes para lograr el objetivo. En este tipo de estudios, los resultados se expresan

normalmente en términos de las llamadas secciones transversales de dispersion y absorcion y la suma de
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ambas que llamaremos de extincién, por su traduccién literal del inglés extinction, que representa la
cantidad total de energia absorbida y dispersada por la particula. Si se ilumina una o mds particulas con
una onda electromagnética, la energia electromagnética recibida por un detector colocado detras de estas
seria U. Ahora bien, si la o las particulas son removidas, la energia recibida por el detector es U, (la energia
del campo incidente), tal que U, > U. Por lo tanto, si el medio en el que estdn las particulas no es
absorbente, la diferencia Uy — U indica que la presencia de una o mas particulas provoca absorcién y
dispersidn por las particulas cuando incide un haz. La disminucién de la energia incidente (extincién)
depende, en general, de la composicidon quimica de las particulas, tamafo, geometria, orientacién, el
medio envolvente, el nUmero de particulas, distancia entre ellas, el estado de polarizacién y la frecuencia

del haz incidente, entre otros parametros.

Es posible obtener expresiones exactas para las secciones transversales de una esfera calculando la
potencia neta W, a la que la energia electromagnética incidente cruza la superficie A de una esfera
imaginaria centrada en la particula dispersora (Bohren, Craig F, Huffman, 1983). Si el medio circundante
no absorbe, W, es independiente del radio de la esfera imaginaria por lo que por conveniencia podemos
elegir que sea lo suficientemente grande como para poder utilizar la aproximaciéon de campo lejano.

Siguiendo esto, W, puede escribirse como la suma de 3 términos: W, = W; — Wy + W,,,, donde

W; = _jﬁ S;-e.dA, W, =3§ Sg-e,dA, W,y = —f Sext " €,dA.
A A A

tal que §; es el vector de Poynting asociado a la onda incidente e independiente de la posicién debido a
que el medio no absorbe; S, es el vector de Poynting del campo dispersado; y podemos interpretar a S,
como el término que surge debido a la interaccidn entre las ondas incidente y dispersada. La contribucion
de W; es nula en una superficie cerrada si el medio no absorbe, por lo que podemos determinar que W,

es la suma de la tasa de energia absorbida y la tasa de energia dispersada:

Wexe = Wy + W

Dividiendo todo entre la irradiancia incidente I;, que es la magnitud de S;, obtenemos:

Cext = Cq + Cs, (3.1)

donde C,,; es la seccion transversal de extincidn y, para una esfera, esta dada por
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21 -
= EZ(Zn + 1)Re{a, + b,}, (3.2)
n=1

C, es la seccidn transversal de dispersidn, cuya expresion es

W, _2r 2y g2
Crea =72 = 17 @1+ Dllanl? + by ]?) 33)
l n=1

C,, la seccidn transversal de absorcion, se determina mediante (3.1) y los coeficientes a, y b,

corresponden a los coeficientes de Lorentz/Mie mencionados en el capitulo de antecedentes.

Para este trabajo decidimos utilizar COMSOL como la herramienta principal, sin embargo, era necesario
asegurar primeramente que el modelo fuera verosimil. Con el fin de comprobar que el modelo de COMSOL
arrojaba resultados confiables se analizé el caso de una sola particula esférica. Con la informacién anterior
fue posible calcular las secciones transversales de una particula esférica sustituyendo las expresiones para
los coeficientes a,, y b,, en (3.2) y (3.3) por los de la teoria de Mie, ecuaciones 2.29 y 2.30, desarrolladas
en el capitulo de Antecedentes. Posteriormente se prosiguid a realizar el modelo en COMSOL para una
particula esférica y se compararon los resultados obtenidos con ambos métodos. Para ir acorde a la
literatura, los resultados se expresaron en términos de las eficiencias @, que corresponden a las secciones
transversales de extincion, dispersidon o absorcién divididas entre la seccién transversal geométrica de la
particula (mr? para una esfera). En la Figura 10 se muestra la comparacién entre los resultados obtenidos
para las eficiencias de extincién, dispersidon y absorcién de una particula esférica de oro con un radio de
10 nm en aire iluminadas por una onda plana polarizada en x, donde se aprecia la similitud de las curvas
en estas graficas. Otros resultados donde se aprecia la misma semejanza para distintos radios y para plata

se presentan en el Anexo C.
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Figura 10. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersién y c)
absorcién. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de oro con forma esférica de 10 nm de radio en aire.

Los resultados mostrados anteriormente, permitieron considerar como cualitativamente adecuados a los

resultados obtenidos por el modelo realizado en COMSOL. Esto da certidumbre y confianza a los casos que

involucran a mas de una particula. Para esto se agregd una segunda particula al modelo en COMSOL, lo

cual no presenta ninguna dificultad y solo fue necesario modificar algunas secciones que no afectan la
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fisica del problema. A partir de este momento, el analisis mediante la teoria de Mie no fue posible debido
a la complejidad presentada en casos con mas de una particula. Por esta razén, fue necesario el método
de la Matriz T, introducido en el capitulo de Antecedentes, para los analisis posteriores. Para lograr esto,
se uso el cddigo de un programa realizado por Mackowski et al. (D. W. Mackowski y Mishchenko, 2011)
qgue permite calcular la magnitud del campo eléctrico dispersado y las secciones transversales, entre otras

cantidades de interés. En la Figura 11 se muestra la comparacion de la magnitud del campo eléctrico

|Es|?
|E;|2

dispersado obtenido usando COMSOL y el calculado con el método de la matriz T, donde el cociente

indica que la magnitud del campo dispersado se normaliza con respecto al incidente. La amplitud mostrada
se obtuvo usando una amplitud incidente de 1 V/m para un par de particulas esféricas idénticas
compuestas de oro con un radio de 29nm y una separacion de 2nm entre sus superficies. Las particulas en
la Figura 11 se colocaron de manera tal que sus centros son colineales a lo largo de la direccion x e
iluminadas por una onda plana polarizada en la misma direccidon con una longitud de onda de 548 nm en

aire.

a) b) Amplitud del campo eléctrico normalizada: %;
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Figura 11. Intensidad del campo eléctrico dispersado por un par de particulas idénticas de oro con un radio de 29
nm en aire con una separacidn entre particulas de 2 nm iluminadas por una onda plana polarizada en x con una
longitud de onda de 548 nm. Los datos fueron obtenidos con a) COMSOL y con b) el método de la matriz T.

Una vez logrado lo anterior, fue posible proceder a realizar los modelos para analizar y simular un arreglo
de tres nanoparticulas colocadas en los vértices de un tridngulo equilatero, siendo éste el objetivo principal

de este trabajo. Los resultados obtenidos se muestran en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4. Resultados

A continuacidn, se presentan los resultados obtenidos del andlisis de resonancia plasmdnica de un arreglo
de tres nanoparticulas dispuestas en forma de triangulo equildtero colocadas en los vértices para
particulas compuestas de oro y plata, dos distintos radios, 28 y 29 nm, en un rango de longitudes de onda
de aproximadamente 380 a 700 nm y dos estados de polarizacion distintos siendo aire, no absorbente, el
medio en que se propagan las ondas electromagnéticas. Para los resultados obtenidos por el método de
la matriz T se escogieron longitudes de onda correspondientes al espectro visible seglin los datos
experimentales de Johnson et al. (Johnson y Christy, 1972). En la tabla siguiente se muestran estos datos
junto con la parte real e imaginaria de los indices de refraccién, n y k respectivamente, correspondientes

para oro y plata:

Tabla 1. Mediciones experimentales de los indices de refraccion de oro y plata para las longitudes de onda dentro
del espectro visible. (Johnson y Christy, 1972)

Plata Oro

eV Q A n k N k
1.88 2.85622262E+15 6.59012073E-07 0.05 4.483 0.14 3.697
2.01 3.05372737E+15 6.16389402E-07 0.06 4,152 0.21 3.272
2.13 3.23603945E+15 5.81663238E-07 0.05 3.858 0.29 2.863
2.26 3.43354421E+15 5.48204734E-07 0.06 3.586 0.43 2.455
2.38 3.61585629E+15 5.20564159E-07 0.05 3.324 0.62 2.081
2.5 3.79816837E+15 4.95577079E-07 0.05 3.093 1.04 1.833
2.63 3.99567313E+15 4.71080874E-07 0.05 2.869 1.31 1.849
2.75 4.17798521E+15 4.50524617E-07 0.04 2.657 1.38 1.914
2.88 4.37548996E+15 4.30188437E-07 0.04 2.462 1.45 1.948
3 4.55780205E+15 4.12980899E-07 0.05 2.275 1.46 1.958
3.12 4.74011413E+15 3.97097019E-07 0.05 2.07 1.47 1.952
3.25 4.93761888E+15 3.81213138E-07 0.05 1.864 1.46 1.933

Los resultados se dividen en varios casos escogidos en base a ciertas restricciones propuestas donde nos
limitamos a cambiar los radios de las particulas sin modificar su posicién. Esto es posible ya que el arreglo
esta restringido a un tridngulo equildtero con una longitud de 60nm por lado, por lo que la distancia entre
los centros de las nanoparticulas es menor a 100nm que es el limite para la existencia de resonancias en
el rango de luz visible (Stefan A. Maier, 2007). Por esta razdn se estudiaron dos radios: 28 y 29nm, siendo
29nm como el maximo radio posible sin que las particulas se toquen. Esto ocasiona separaciones entre las
superficies de las particulas de 4 y 2nm, respectivamente. Los resultados del presente trabajo se
obtuvieron por medio del software COMSOL que, con la finalidad de corroborarlos, se compararon con los

gue se consiguieron por analisis numérico usando el método de la Matriz T en conjunto con los valores
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dados en la Tabla 1. Es importante seiialar que, ademas de los 8 casos aqui mostrados, se realizaron varios

calculos y simulaciones mds pero las aqui mostradas son las mds representativas.

4.1 Caso 1: Trimero de particulas de oro con 28nm de radio y una separacion de
4nm entre las superficies de particulas contiguas iluminado con una onda plana

polarizada linealmente a lo largo del eje-x:

4.1.1 Intensidad del campo eléctrico dispersado:

a) b) Amplitud del campo eléctrico normalizada: %ﬁ-
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Figura 12. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 548nm calculada con a)
COMSOL Yy b) Matriz T.

Figura 13. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 547.5nm calculada con
COMSOL.



4.1.2 Calculo de las secciones transversales como funcidn de la longitud de onda incidente:

a)

b)

C_ext (m?)

C_sca (m?)

C_abs (m?)

%10
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I . I . I I I .
5 5.2 5.4 5.6 5.8 6.2 6.4 x107
1da_0 (Longitud de onda en el vacio.) (m)
Seccion transversal de dispersion o
. . . . . . . .
5 5.2 5.4 6 6.2 6.4  x107
Ida_0 (Longitud de onda en el vacio.) (m)
Seccion transversal de absorcion o
. . . \ . . . .
5 5.2 5.4 6.2 6.4 x107

5.6 5.8
Ida_0 {Longitud de onda en el vacio.) (m)
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Figura 14. Calculo con COMSOL de las secciones transversales de extincion, dispersion y absorcidn para un trimero
de nanoparticulas de oro dispuestas en forma de tridngulo equilatero iluminado por una onda plana polarizada en

X.



30
4.2 Caso 2: Trimero de particulas de oro con 28nm de radio y una separacion de
4nm entre las superficies de particulas contiguas iluminado con una onda plana

polarizada linealmente a lo largo del eje-z:

4.2.1 Intensidad del campo eléctrico dispersado:

- 2
a) b) Amplitud del campo electrico normalizada: %
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Figura 15. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 548nm calculada con a)
COMSOL Yy b) Matriz T.

Figura 16. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 547.5nm calculada con
COMSOL.



4.2.2 Calculo de las secciones transversales como funcidn de la longitud de onda incidente:

a)

C_ext (m?)

€ _sca (m?)

C_abs (m?)
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Figura 17. Calculo con COMSOL de las secciones transversales de extincion, dispersidn y absorcion para un trimero
de nanoparticulas de oro dispuestas en forma de triangulo equilatero iluminado por una onda plana polarizada

en z.
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4.3 Caso 3: Trimero de particulas de oro con 29nm de radio y una separacion de
2nm entre las superficies de particulas contiguas iluminado con una onda plana

polarizada linealmente a lo largo del eje-x:

4.3.1 Intensidad del campo eléctrico dispersado:

. 2
a) b) Amplitud del campo electrico normalizada: %
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Figura 18. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 548nm calculada con a)
COMSOL Yy b) Matriz T.

Figura 19. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 567.5nm calculada con
COMSOL.



4.3.2 Calculo de las secciones transversales como funcidn de la longitud de onda incidente:

a)
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Figura 20. Calculo con COMSOL de las secciones transversales de extincion, dispersidn y absorcion para un trimero
de nanoparticulas de oro dispuestas en forma de triangulo equilatero iluminado por una onda plana polarizada

en Xx.
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4.4 Caso 4: Trimero de particulas de oro con 29nm de radio y una separacion de
2nm entre las superficies de particulas contiguas iluminado con una onda plana

polarizada linealmente a lo largo del eje-z:

4.4.1 Intensidad del campo eléctrico dispersado:

- 2
a) b) Amplitud del campo electrico normalizada: %
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Figura 21. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 548nm calculada con a)
COMSOL vy b) Matriz T.

Figura 22. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 567.5nm calculada con
COMSOL.
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4.4.2 Calculo de las secciones transversales como funcidn de la longitud de onda incidente:

a ) Seccién transversal de extincion
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b) Seccion transversal de dispersion
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C) Seccion transversal de absorcion
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Figura 23. Calculo con COMSOL de las secciones transversales de extincion, dispersion y absorcidn para un trimero
de nanoparticulas de oro dispuestas en forma de triangulo equilatero iluminado por una onda plana polarizada
enz.
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4.5 Caso 5: Trimero de particulas de plata con 28nm de radio y una separacion
de 4nm entre las superficies de particulas contiguas iluminado con una onda

plana polarizada linealmente a lo largo del eje-x:

4.5.1 Intensidad del campo eléctrico dispersado:

. 2
a) b) Amplitud del campo electrico normalizada: %
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Figura 24. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 430nm calculada con a)
COMSOL Yy b) Matriz T.

Figura 25. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 420nm calculada con
COMSOL.



Figura 26. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 427.5nm calculada con
COMSOL.
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4.5.2 Calculo de las secciones transversales como funcién de la longitud de onda incidente:
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Figura 27. Calculo con COMSOL de las secciones transversales de extincion, dispersidn y absorcion para un trimero
de nanoparticulas de oro dispuestas en forma de tridngulo equilatero iluminado por una onda plana polarizada

en Xx.
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4.6 Caso 6: Trimero de particulas de plata con 28nm de radio y una separacion
de 4nm entre las superficies de particulas contiguas iluminado con una onda

plana polarizada linealmente a lo largo del eje-z:

4.6.1 Intensidad del campo eléctrico dispersado:

. 2
a) b) Amplitud del campo electrico normalizada: %
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Figura 28. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 430nm calculada con a)
COMSOL Yy b) Matriz T.

Figura 29. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 420nm calculada con
COMSOL.



Figura 30. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 427.5nm calculada con
COMSOL.
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4.6.2 Calculo de las secciones transversales como funcién de la longitud de onda incidente:
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Figura 31. Calculo con COMSOL de las secciones transversales de extincion, dispersidn y absorcion para un trimero
de nanoparticulas de oro dispuestas en forma de tridngulo equilatero iluminado por una onda plana polarizada

en z.
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4.7 Caso 7: Trimero de particulas de plata con 29nm de radio y una separacion
de 2nm entre las superficies de particulas contiguas iluminado con una onda

plana polarizada linealmente a lo largo del eje-x:

4.7.1 Intensidad del campo eléctrico dispersado:

- 2
a) b) Amplitud del campo electrico normalizada: %
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Figura 32. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 451nm calculada con a)
COMSOL Yy b) Matriz T.

Figura 33. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 445nm calculada con
COMSOL.



Figura 34. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 475nm calculada con
COMSOL.
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a4
4.7.2 Calculo de las secciones transversales como funcidn de la longitud de onda incidente:

a ) Seccién transversal de extincion
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Figura 35. Calculo con COMSOL de las secciones transversales de extincion, dispersidn y absorcion para un trimero
de nanoparticulas de oro dispuestas en forma de triangulo equilatero iluminado por una onda plana polarizada
enx.
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4.8 Caso 8: Trimero de particulas de plata con 29nm de radio y una separacion
de 2nm entre las superficies de particulas contiguas iluminado con una onda

plana polarizada linealmente a lo largo del eje-z:

4.8.1 Intensidad del campo eléctrico dispersado:

- 2
a) b) Amplitud del campo electrico normalizada: %
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Figura 36. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 451nm calculada con a)
COMSOL Yy b) Matriz T.

Figura 37. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 445nm calculada con
COMSOL.



Figura 38. Intensidad del campo eléctrico dispersado para una longitud de onda de 475nm calculada con
COMSOL.
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4.8.2 Calculo de las secciones transversales como funcién de la longitud de onda incidente:
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Figura 39. Calculo con COMSOL de las secciones transversales de extincion, dispersidn y absorcion para un trimero
de nanoparticulas de oro dispuestas en forma de tridngulo equilatero iluminado por una onda plana polarizada

en z.
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Capitulo 5. Discusion

En este capitulo se analizardn y compararan los resultados obtenidos en el capitulo anterior. Para ello, se
discutiran primeramente los resultados obtenidos para oro (caso 1, 2, 3y 4) y después se hard lo mismo
para los correspondientes a plata (caso 5, 6, 7 y 8). Para facilitar el analisis, se resumen en la siguiente

tabla los valores maximos de las secciones transversales y la longitud de onda correspondiente.

Tabla 2. Recopilacion de los resultados obtenidos para las secciones transversales en todos los casos de estudio.

Casos Polarizacién Cext - max. | Desviacion | (C.,-max. | Desviacion | Cabs- max. | Desviacion
(x10'5m?) estandar (x10'5m?) estandar (x10'°m?) estandar
Eje-x 22 grande > grande 17.5 grande
Oro — (A=530nm) (A=547.5nm) (A=530nm)
4nm Eje-z 22 grande > grande 17.5 grande
(A=527.5nm) (A=547.5nm) (A=527.5nm)
Eje-x 29 grande 79 grande 22 grande
Oro — (A=555nm) (A=567.5nm) (A=555nm)
2nm Eje-z 29 grande 7-9 grande 22 grande
(A=555nm) (A=567.5nm) (A=555nm)
Eje-x /8 grande >7 pequefia 24 grande
Plata — (A=427.5nm) (A=420nm) (A=427.5nm)
4nm Eje-z ’8 grande >7 pequeia 24 grande
(A=427.5nm) (A=420nm) (A=427.5nm)
Eje-x 9 grande 67 pequeia 20 grande
Plata — (A=445nm) (A=445nm) (A=475nm)
2nm Eje-z 79 grande 67 pequefia 20 grande
(A=445nm) (A=445nm) (A=475nm)

De acuerdo con los datos de la tabla anterior, se observa que en los arreglos compuestos de oro domina
la absorcion, lo que implica que la mayor parte de la energia se disipa en la particula. En la plata, por el
contrario, la mayor parte de la energia se dispersa. Ademas, los valores de las secciones transversales son
practicamente independientes del estado de polarizacion de la luz incidente para todos los casos. Esto
indica que la resonancia para este tipo de arreglos no depende del estado de polarizacién del material del
que se conformen las particulas. Otro dato importante que se muestra en la tabla 2 es el hecho de que las
graficas de secciones transversales para oro y plata presentan una desviacién estandar grande, es decir,
las graficas muestran un pico ancho, lo que implica una mayor incertidumbre en los resultados obtenidos.
Hay que recordar que los datos para la parte real e imaginaria del indice de refraccion utilizados en este
trabajo se obtuvieron mediante una interpolacidn lineal de los datos experimentales de la tabla 1. Como
en cualquier andlisis, el grado de fluctuacién de los valores promedio obtenidos, como la posicion de los

maximos, esta relacionado con la interpolacién de datos, como lo considerado en la Tabla 1, para los
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calculos hechos en el presente trabajo. Por lo tanto, en las observaciones posteriores tomaremos las
longitudes de onda correspondientes a los valores maximos de las secciones transversales Unicamente
como punto de referencia. Ahora procedemos a analizar la distribucidn espacial del campo eléctrico para

cada uno de los casos para conocer las regiones de maxima intensidad y su valor relativo.

El estudio de la intensidad del campo eléctrico para todos los casos se realizd para las longitudes de onda
dadas en la Tabla 1 utilizando el método de la Matriz Ty COMSOL. A partir de los resultados exhibidos en
las figuras del capitulo anterior, se observa una gran similitud entre la distribucién de los campos eléctricos
obtenidos por el método de la Matriz T con los obtenidos con COMSOL para todos los casos. Por esta
razon, procedemos a analizar los campos eléctricos asociados Unicamente a la longitud de onda alrededor

de la cual ocurre resonancia plasménica, dados en la Tabla 2:

i) En el caso 1 se aprecia un incremento en la intensidad del campo eléctrico dispersado, |Eqis|, de
aproximadamente 40 veces con respecto a la intensidad del campo incidente, | Einc|, para una longitud de
onda de 547.5 nm, como se muestra en la Figura 13. Sin embargo, como se observa en la Figura 14, se
observa una gran anchura en los picos en las curvas por lo que en este caso se estima que la resonancia se
encuentra aproximadamente + 20 nm alrededor del maximo indicado. A su vez se observa que el mayor

confinamiento o “hot spot” se encuentra entre las particulas 2 y 3, como se muestra en la Figura 13.

ii) En el caso 2 la resonancia se encuentra a la misma longitud de onda que en el caso 1, 547.5 + 20
nm. En la Figura 16 podemos observar que el cociente | Eais|/ | Einc| aqui es aproximadamente de 35 veces.
Sin embargo, se puede ver que la regidon de mayor intensidad se encuentra ahora entre las particulas 1y
2, lo que nos indica que el estado de polarizacién, a pesar de no cambiar la longitud de onda a la que
ocurre la resonancia, cambia la ubicacion del “hot spot”. Esto es de esperarse ya que el estado de

polarizacidn de la onda incidente es distinto a la del caso anterior.

iii) Para los casos 3 y 4 podemos ver respuestas similares a la de los casos 1y 2, respectivamente. Sin
embargo, dada la menor separacion entre particulas se observa un corrimiento hacia el rojo en la posicidn
de la resonancia, como se muestra en la Tabla 2. Es decir, la longitud de onda aumenta para el valor
maximo de las secciones transversales. Ademas, se aprecia un incremento en los valores de las secciones
transversales tanto de absorcion como de dispersidon. Para los casos 3 y 4, analizando las figuras 19 y 22,
se tiene un incremento de | Eqs| aproximadamente de 115y 102 veces, respectivamente, mayor que | Einc|
para una longitud de onda de aproximadamente 567.5 + 20 nm. En ambos casos también se estd

considerando que la incertidumbre de la posicién del valor maximo es igual al dado en i) y ii) ya que la
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forma de las curvas obtenidas en estos cuatro casos es similar. Ademds, podemos ver también de las
figuras 19 y 22 que la distribucidon del campo eléctrico dispersado en los casos 3 y 4 concuerda a las
descritas anteriormente para los casos 1y 2, respectivamente. De esta informacion podemos deducir que
el oro sigue un comportamiento muy parecido independientemente del radio de las particulas, mostrando
Unicamente incrementos en su intensidad y un corrimiento al rojo al disminuir la separacidn entre las
mismas, tendencia semejante a lo que ocurre para dimeros de oro (Coronado etal., 2011,

Myroshnychenko et al., 2008).

Para nanoparticulas compuestas de plata se observan comportamientos distintos a los de oro. En primer
lugar, existen dos picos para las secciones transversales, como se ve de las graficas correspondientes en el
capitulo de resultados. En los valores de la tabla 2 para plata estd indicado solo el mayor de estos picos.

Asi como se hizo para oro, a continuacién se hardn las observaciones para los diversos casos de plata:

iv) De la Tabla 2, observamos que la maxima dispersion para el caso 5 se encuentra a una longitud de
onda de 420 nm aproximadamente. En este caso se aprecia una incertidumbre de + 15 nm, valor menor
gue en los casos anteriores, alrededor del pico maximo. Por otra parte, la maxima absorcion se encuentra
en 427.5 £ 10nm. Por lo anterior, no es de extrafiar que a pesar de que |Eqi|/|Einc| aparentemente sea
mayor para una longitud de onda de 427.5nm, ver figura 26, que para una longitud de 420nm, ver figura
25, es dificil afirmar que esto ocurre asi ya que las curvas de seccidon transversal correspondientes para
ambos casos son anchas alrededor del valor maximo. Por lo tanto, se conjetura que el valor maximo debe
encontrarse en un rango aproximado de 415 a 435 nm debido a la incertidumbre en la posicién de ambos
picos. De la figura 26 se observa una distribucion parecida a la del caso 1, donde la maxima intensidad se
encuentra entre las particulas 2 y 3. Para el caso 6 tenemos algo similar al caso 5, de acuerdo a los datos
mostrados en la Tabla 2. Sin embargo, la ubicacion del “hot spot”’, se encuentra en la separacion entre las

particulas 1y 2.

V) En el caso 7 y 8 observamos un comportamiento semejante a los casos 5 y 6, respectivamente.
Agui también vemos que ocurre un corrimiento hacia el rojo en los maximos de las secciones transversales
y un incremento en la intensidad de | Egis| dada la menor separacidn entre particulas. En estos casos, los
picos en las gréficas de las secciones transversales se aprecian mas definidos en comparacion con los picos
de los casos 5 y 6. Esto se debe a que, en el estudio con plata, la interaccién multipolar (cuadrupolos,
octupolos, etc.) se vuelve mas importante conforme se reduce la separacién entre particulas (Coronado
et al.,, 2011). Dicho lo anterior, podemos asociar los distintos picos en las graficas de secciones

transversales a resonancias multipolares. Para estos casos se supone que el maximo se encuentra en un
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rango aproximado de 435 a 455 nm debido a la anchura de las curvas de secciones transversales, ver Figura
35. Finalmente, podemos notar que la maxima intensidad de | Egs| se encuentra entre las particulas 2y 3

para el caso 7 y entre las particulas 1y 2 para el caso 8 al observar las Figuras 34 y 38, respectivamente.
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Capitulo 6. Conclusiones

Se realizd el estudio del analisis numérico y simulacidn por medio de la matriz T y COMSOL,
respectivamente, de la resonancia plasmdnica de un arreglo de tres nanoparticulas colocadas de
manera tal que conforman un triangulo equilatero con nanoparticulas de dos materiales distintos. Los
radios de las nanoparticulas se variaron desde su tamafio original, 5nm, hasta aquellos valores que
hicieron que la interferencia constructiva de los plasmones del arreglo fuera maxima bajo el limite de
gue la distancia entre los centros no fuera mayor a 60 nm. Esta restriccidén en el tamano del triangulo
hizo que el estudio presente tuviera sentido cuando el rango de longitudes de onda fuera en el visible,
380 a 700 nm aproximadamente, si las ondas electromagnética se desplazan en un medio no
absorbente, aire, e inciden bajo dos estados de polarizacidn distintos. A continuacién se enlistan las
conclusiones mas relevantes:

e Se encontrd que los resultados mas destacables para oro y plata se obtuvieron cuando las
separaciones entre particulas eran de 4 y 2nm correspondientes a radios de 28 y 29nm,
respectivamente. Por lo tanto, una menor separacién implica campos dispersados mas intensos y
concentrados en regiones mas pequefas. A su vez, esto ocasiona un corrimiento en la resonancia
que ocurre hacia el rojo en ambos materiales.

e Los resultados muestran que la interaccion dipolar es la dominante cuando las particulas estan
compuestas de oro, incluso para separaciones pequefas. Por otra parte, al reducir la separacién
entre particulas compuestas de plata la interaccién multipolar se vuelve mas significativa. Esto en

gran parte debido a que la plata presenta una mayor polarizabilidad eléctrica que el oro.

e Debido a la mayor polarizabilidad eléctrica, se observa que los arreglos de nanoparticulas
compuestas de plata presentan un campo eléctrico dispersado mas intenso que el

correspondiente a oro.

e Paratodos los casos, la maxima intensidad | Esis| depende del estado de polarizacién. De manera
tal que es ligeramente menor cuando el campo incidente esta polarizado en z que aquel en que
esta polarizado en x.

e En los arreglos hechos con plata la dispersidn es la que domina, mientras que absorcion es el

fendmeno principal para oro en todos los casos.

e Los resultados aqui obtenidos concuerdan con el estudio reportado en la literatura por Lev
Chuntonov et al. (Chuntonov y Haran, 2011) para determinar que las resonancias plasmdnicas

para un arreglo triangular son independientes del estado de polarizacion de la luz incidente.
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De acuerdo con los resultados obtenidos, podemos afirmar que el estudio por simulacion
numérica de un arreglo conformado por tres nanoparticulas colocadas en los vértices de un
tridngulo equildtero es una guia confiable para confirmar posteriormente que este arreglo tiene
las propiedades aqui mostradas en un estudio experimental. Esto debido a que proporciona la

ubicacidn de las regiones de mdxima intensidad, o “hot spots”, con una incertidumbre pequefia.

Finalmente, concluimos que una aplicacién sobresaliente para este arreglo es el mejoramiento en
la eficiencia de celdas solares debido la invariancia que presenta con respecto al estado de
polarizacidn, lo que seria una gran ventaja recordando que el sol es un claro ejemplo de una fuente

de luz no polarizada.
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Anexos

Anexo A: Construccion de los armonicos esféricos vectoriales

Un campo electromagnético armédnico en el tiempo fisicamente realizable (E, H) en un medio lineal,
isotropico y homogéneo debe satisfacer la ecuacién de onda
VZE + k%E = 0, V2H + k*H =0, (1)
donde k = a)zus, y estar libre de divergencias
V-E=0, V-H=0. (2)
Ademas, E y H no son independientes:
VXE = iwuH, VX H = —iwsE. 3

Supongamos que, dada una funcidn escalar 1 y un vector constante arbitrario ¢, construimos una funcién

vectorial M:
M =V x (cy). (4)
La divergencia del rotacional de cualquier funcién vectorial es igual a cero, por lo tanto
V-M=V-[VX(cyp)] =0. (5)
Si usamos algunas identidades vectoriales, obtenemos
VZM + k2M =V x [¢(V*Y + kK2y))]. (6)
Por lo tanto, M satisface la ecuacién de onda vectorial si Y es una solucién a la ecuacién de onda escalar
V2 + k%P = 0. @)

También podemos escribir M = —c X (Vi), que muestra que M es perpendicular a ¢. Construyamos a

partir de M otra funcion vectorial
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- y (8)
con divergencia igual a cero, que también satisface la ecuacién de onda vectorial
V2N + k2N = 0. 9)
También tenemos
VXN = kM. (10)

Por lo tanto, M y N tienen todas las propiedades requeridas de un campo electromagnético: satisfacen la
ecuacion de la onda vectorial, estan libres de divergencia, el rotacional de M es proporcional a N y el
rotacional de N es proporcional a M. Por lo tanto, el problema de encontrar soluciones a las ecuaciones
de campo se reduce al problema relativamente simple de encontrar soluciones a la ecuaciéon de onda
escalar. Llamaremos a la funcién escalar 1 una funcién generadora para los armdnicos vectoriales My N;

el vector ¢ a veces se llama el vector guia o piloto (Bohren, Craig F, Huffman, 1983).

La eleccion de las funciones generadoras estd dictada por cualquier simetria que pueda existir en el
problema. Nos interesa la dispersidn por una esfera; por lo tanto, elegimos las funciones Y que satisfacen
la ecuacién de onda en coordenadas polares esféricas 1, 8, ¢. La eleccién del vector piloto es algo menos

obvio. Podriamos elegir algiin vector arbitrario c¢. Sin embargo, si tomamos
M =V x (ry), (11)

donde 7 es el vector de radio, entonces M es una solucién a la ecuacién de onda vectorial en coordenadas
polares esféricas. En problemas que involucran simetria esférica, por lo tanto, tomaremos M dada en (11)
y el N asociado como nuestras soluciones fundamentales para las ecuaciones de campo. Tenga en cuenta
gue M estd en todas partes tangencial a cualquier esfera |r| = constante (es decir, r-M = 0). La

ecuacion de onda escalar en coordenadas polares esféricas es

1i(rza¢) 1 a< 61/))+ 1 9%y

rZ =)+t F oo (sinb oo )| + o F K = 12
r2or or/) r2sinf a6 sin rzsin296¢2+ ¥=0 (12)

00

Utilizando el método de separacion de variables, buscamos soluciones particulares a (12) de la forma
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Y(r,0,¢9) = R(r)6(6)®(4), (13)

Si sustituimos (13) en (12) tenemos

+k2P =0. (14)

0(6)2(p) 9 ( ,0R() N R)®($) 9 (. ,9000) N R(r)0(0) 8°®(¢)
r? or or r2sinf 090 20 r2sin?0 d¢?

El siguiente paso es dividir la ecuacidn (14) entre (13), con esto dejamos cada termino dependiente de una
de las funciones que conforman (13) y a su vez nos indica que nuestras soluciones no pueden ser igual a

cero. Al realizar este paso la ecuacién resulta

1 9 ( ,0R() 1 o (  00(00)
—|r + - —|(sinf———
r2R(r) or or r2sin0 O©(0) 06 00

1 2D (¢)
* r2sin? 6 d(¢p) dPp?

(15)

+k?=0.

De la ecuacién (15) podemos apreciar que los tres primeros términos deben ser iguales a —k? que es una
constante, por lo que cada uno de estos debe ser, a su vez, una constante, lo que permite resolver cada
una de estas partes de manera individual. Si nos centramos en el tercer término de (15) vemos que
requerimos multiplicar toda la ecuacién por el factor r2 sin? 6 para que todas sus componentes dependan

Unicamente de la variable ¢, de modo que (d) resulta en

sin% 0 9 (rz 6R(r)> sing 0 < . 0@(9)) 1 azq)((p)_l_kzrz sin26 = 0. (16)

— + —(sin® +
Ry ar\' ar ) 0@aa\""" a0 ) o(p) 042
Si analizamos el tercer término de (16) vemos que la ecuacion a resolver es de la forma

1 d?o(p)

B@) dg? (17)
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donde D es una constante. Esta es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de segundo orden. Las

soluciones linealmente independientes son

o, = cosmg, ®, = sinmg,

donde los subindices e y o denotan pares e impares. Requerimos que i sea una funcién de un solo valor

del angulo azimutal ¢:

Tim (@ +v) = P(@)

para todos los ¢. La condicion anterior requiere que m sea un nimero entero o cero; Los valores positivos
de m son suficientes para generar todas las soluciones linealmente independientes de (17). La solucion
general para (17), entonces, es de la forma ®(¢) = Asinm¢ + B cosme. El primer paso es calcular

d2d(¢).
gz

d’®(¢) do(¢)| d
do? dqb[ dqb 2 (A51nmq§+Bcosm¢)
2 2 (18)
d¢ — (Am cosm¢ — Bmsinm¢) = —m*=A sinm¢p — m*B cos m¢
= —m?(Asinm¢ + B cosm¢p) = —m?d(¢)
Si sustituimos (18) en (17), observamos que
= -m@) _
B
por lo tanto
m2 =D. (19)

Ahora sustituimos (19) en (18)
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sin6 @ ( ,OR(r)\ sing a [ 00(6)
—|r + —|sinf ——
R(r) or or 0(0) 06 06

> —m? +k?r?sin?6 = 0. (20)

Hacemos un analisis similar ahora con el segundo término de (20) y notamos que el siguiente paso es

dividir la ecuacién entre sin? 8, lo que nos da

1 9 ( ,0R(M) N 1 d _96(&)(9) m? K27 = 0 21)
" or sin0 ©(0) 96 S50 sin2 0 reu

Tomando el segundo término de la expresién (21), la ecuacidn a resolver es de la forma

1 d [/ dod) m?
N6 0(0) a0 <Sm a0 ) “sne - E 22)
Si realizamos un cambio de variable donde
X =cosf; dx = —sinfdo,
y lo sustituimos en (22), la ecuacién adquiere la forma
1 d(_ , do) m?
@a(sm o dx ) T sinZ@ £ (23)
Si utilizamos la identidad trigonométrica
sin? 6 + cos? 6 = 1; sinf@ =1 —cos?6 =1—x?,
la ecuacion (23) resulta
@(9) - [( —x?) d@(@)] a—- & (24)

Si desarrollamos el primer termino de (24), tenemos
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| —x?) d@(e) de(6) 2d®(9)
G(B)d (1-x @(e)dx dx

1 (d*e(®) d[ ,de(s)

_@{ dx? _E[" dx }

1 (d*e(e) ,d*e(o) ) de(s)

_8(9){ dx?  © Tdxz ¥ dx}
1 d?0(6) de(s)
@(9){(1_ x*) dx? - dx }

Si ahora sustituimos el resultado anterior en (24) y multiplicamos todo por ©(8), obtenemos

d?0(6) de(s) m? B
(1—x2) P 2x iy x2)®(9) = —E0(6).

Reagrupando términos semejantes, la ecuacion adquiere la forma siguiente

(1-x%)

d?0(6) de(s) m?

-2 E————10(8) =0. 25
dx? X dx (1—x2) ) (25)
Las soluciones a (25) que son finitasen 8 = 0y 8 = m requieren que E = n(n + 1) y se conocen como las
funciones asociadas de Legendre del primer tipo P (x) de grado n y orden m, donde n es un entero al

menos igual o mayor que m y de la misma paridad, es decir, n = m. Estas funciones son ortogonales:

PPy (Wdp = 8,

J‘l 2 (n+m)!
1 n "Moan+1(n—m)’

donde u = cos @ y 6,,,, la delta de Kronecker es la unidad sin = n' y cero en caso contrario. La forma

explicita para las By (x) es

m

m P, ().

PPGO =~ - x)7

Cuando m = 0, las funciones de Legendre asociadas son los polinomios de Legendre, que se denotan con

P,. Dicho lo anterior, tenemos entonces que
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1 d 1 5 do(e) m? B 1 26
s@ax | T A | A MY, o
Al sustituir (26) en (21) obtenemos
1 d( ,dR(r) B
‘mﬁ(r ar >_"("+1)+k2r2 -0 7

Si introducimos la variable adimensional p = kr y definimos la funcién Z = R\/_, (p) se convierte en

1

e 2]} = 28
Z(kr) dp {pzdp [Z(kT)P 2]} n(n+1) + p? = 0. (28)

Como en los casos anteriores, primero debemos desarrollar el primer término de la ecuacién anterior

1 1
2 d d 2 d dZ(k 1
st sl ) - g bt

Zkr)dp " d Z(kr) dp dp
1
_op2 d(3dZkr) 11
_Z(kr)_p{p2 dp —EpZZ(k)
1
2 (3d?Z(kr) 3 1dZ(kr) 1 1dZ(kr) 1 _1
pr(ad20) 3 1d20) 1 Adz(e) 11
Z(kr) dp? 2 dp 2 dp 4
1 d?z(k 1 dZ(k 1
- pr2Ur) (1 d2Gn) 1ol
Z(kr) dp? 2 dp 4

Sustituyendo el resultado anterior en (28) y multiplicando todo por Z(kr) la ecuacién adquiere la forma

d?Z(k 1 dZ(k 1
p? d;zr) 5P d(pr) —ZZ(kT) + [p?2 —n(n+ 1)]Z(kr) = 0.

Agrupando términos y haciendo un poco de algebra obtenemos
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d2Z(kr) 1 dZ(k 1y?
p? —d;gzr) +5p d(pr) + [pz - (n + 5) ]Z(kr) = 0. (29)

La ecuacion (29) es la ecuacion de Bessel de orden semi entero n 4+ 1/2. Las soluciones linealmente

independientes de (29) son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo J,, y Y,, donde el orden v =
1 . . . . . .
n+ S es semientero. Por lo tanto, las soluciones linealmente independientes de (29) son las funciones de

Bessel esféricas

/A

O P (O (30)
wip) = %Yn%(p)- (31)

T . . . . . .z . .
donde el factor constante \/; se introduce por conveniencia. Cualquier combinacidn lineal de j, y v,

también es una solucién para (29). Por lo tanto, podriamos tomar como soluciones fundamentales para
(29) dos combinaciones linealmente independientes. Dos de estas combinaciones serdn de gran utilidad
mas adelante por lo que vale la pena mencionarlas, estas son las funciones esféricas de Bessel del tercer

tipo (a veces llamadas funciones esféricas de Hankel):

h$P(p) = jn(p) + iyn (), (32)
WP (p) = jn(p) — iyn(p). (33)

Las funciones esféricas de Bessel satisfacen las relaciones de recurrencia

2n+1

Zp_1(p) + Zp41(p) = zn(p), (34)

d
2n+1) %Zn(p) =nz,_1(p) — (n + Dzp41(p), (35)
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donde z, es cualquiera de las soluciones Bessel. Los valores asintéticos de j,, v, h,(ll) y hﬁf) pueden
obtenerse a partir de las formas asintéticas de las funciones de Bessel correspondientes (Arfken vy

Mathews, 1972). De aqui encontramos

jn(p)~%sin (=),
1 nm
Ya(p)~ =7 cos (p—=),

2

eiP .ei( _nZ_T[)

n(n+1)
2

La condicidon para estas formas esféricas de Bessel es que p > . De estos valores asintéticos vemos

que j, Y ¥, son apropiados para describir ondas esféricas estacionarias; h,(f) y h,(f) corresponden a ondas
esféricas que viajan. Si se considera que la dependencia del tiempo para las ondas viajeras es e "¢t
entonces h,(il) produce una onda esférica viajera saliente y h,(f) una onda entrante. La teoria de la radiacion
en el electromagnetismo y la teoria de la dispersién en la mecdnica cudntica proporcionan muchas

aplicaciones.

Ahora hemos hecho suficiente trabajo para construir funciones generadoras que satisfagan la ecuacion de

onda escalar en coordenadas polares esféricas:

Wemn = cosme B (cos 6)z, (kr), (36)

Yomn = sinme B (cos 6)z, (kr), (37)

. . - . 1) 5 (2 . .
donde z, (kr) es cualquiera de las cuatro funciones esféricas de Bessel j,,, vy, hfl ), h,(1 ), Ademas, debido
a que las funciones cosm¢, sinme, By*(cos®), z,(kr) forman un conjunto completo ortonormal,
cualquier funcidon que satisfaga la ecuaciéon de onda escalar en coordenadas polares esféricas puede

expandirse como una serie infinita de las funciones (36) y (37). Los armdnicos esféricos vectoriales

generados por Yemn Y Yomn SON
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Moy =V X (rl/)emn); Mymn =V X (rl/)omn)'

VX Moy, VX Moy,

emn — k ) omn — k )

qgue, en forma de componentes, puede escribirse

_m . ~
Memn = 5 sinme Py (cos 8)z, (p)&y

dP"(cos 6) (38)

— cosmg Tzn(p)é(p,

m ~
Momn = 5 cosme B (cos )z, (p)eg N
dP*(cos 0) (39

—sinm¢ a0 zn(p)ey,

z
Nepn = #cos men(n + 1)P*(cos0)ée,

dP™(cos8)1 d R
+ cosme nT;% [pzn(p)]&g (40)
PM™(cosB)1 d

— msinme “sné  pdp oz, (p)]ey,

zn(p)

sinmgn(n + 1)B*(cos 0)é,

Nomn =

dP™(cosf)1 d
deo pdp
PM™(cosB)1 d

+ mcosmg W;% [PZn(P)]écp'

+sinmé [pzn(p)]eg (41)

donde el componente r de N,,,, se ha simplificado utilizando el hecho de que B" satisface (23). Cualquier
solucidn a las ecuaciones de campo ahora se puede expandir en una serie infinita de las funciones (38) -

(41).
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Anexo B: Expansion de E en armdnicos esféricos vectoriales

El problema que nos preocupa es la dispersién de una onda plana polarizada en x, escrita en coordenadas

polares esféricas como

E; = Eoeikrcosﬂéx’ (1)

donde

ey =sinfcosp e, +costcospeg—sing ey, 2)

por una esfera arbitraria. El primer paso hacia la solucidn de este problema es el de expandir |la expresion

(1) en armadnicos esféricos vectoriales (Anexo A):

Ei = Z (BemnMemn + BomnMomn + AemnNemn + AomnNomn)- (3)
0n=m

El siguiente paso es encontrar las expresiones para los coeficientes de la expansion Bemn, Bomn, Aemn Y
Aomn- Estos coeficientes nos indican que fraccidon del campo total esta compuesto por el armdnico
vectorial correspondiente. Por lo tanto, los coeficientes se determinan calculando la magnitud total del
armonico vectorial correspondiente a lo largo de todas las direcciones en todo el espacio y dividiendo esa
cantidad entre la magnitud total de este igualmente en todo el espacio, por lo que la forma general de los

coeficientes es

B _ (Memn' Momn) + (Memn' Nemn) + (Memn' Nomn) + (Memn' El) 4
emn — (M M ) 4 ( )
emn» emn

B _ (Moan Memn) + (MOmTl’ Nemn) + (Momn! Nomn) + (MOmn’ El) 5
omn — (M M ) ) ( )
omn’ omn

_ (Nemru Memn) + (Nemn: Momn) + (Nemn' Nomn) + (Nemnr El)
Aemn - ) (6)
(Nean Nemn)

_ (Nomn' Memn) + (Nomn: Momn) + (Nomn' Nemn) + (Nomn' EL)
Aomn - ) (7)
(Nomn: Nomn)
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Como sinma es ortogonal a cosma@ para todos m y m’, se deduce que M M son ortogonales
emn omn

en el sentido de que

2w T
(M orns M omn) = f f M Moy sinf dode = 0, (8)
0 0

para toda m,m’,n,n’. Del mismo modo, (N ymn Nemn), Momn Nomn) Y (M emn, Nemn) son conjuntos

de funciones mutuamente ortogonales, es decir,

2T T

(NomnvNemn) = f f Nom'n' * Nemp Sin 6 dod¢ = 0, C))
0 0
2w pm

(M s Nomn) = f j M, - Nomp sin6 déd¢ = 0, (10)
0 0
2T T

(Memn, Nemn) = f f M, " Nemnsin6 dfd¢ = 0. (11)
0 0

Las propiedades de ortogonalidad de cosmg y sinmg implican que todos los armdnicos vectoriales de
diferente orden m son mutuamente ortogonales, por lo que debemos considerar Unicamente los casos
donde m = m'’ en las expresiones restantes. De los productos escalares (M g1, Nomn) Y (Nemn, Momn),

obtenemos la siguiente integral

m o gpm  gpm
pn—n 4 pm_T . 12
mfo(n d9+nd0>d9 (12)

De la expresidn para la derivada de un producto tenemos

d(uv) dv du
_ . 13
dx u dx Tv dx (13)

Por lo tanto, de (13) tenemos que

m
P

p m AP d(PTPT)
7 .

+ P

= 14
do ™ do do (14)
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Sustituyendo (14) en (12) obtenemos

" d(PyP) —
mfo —gg 40 =mA Pl (15)

La funcién de Legendre asociada P estd relacionada con la derivada m-ésima del polinomio de Legendre

P, correspondiente,

PG = (1 - 12)2 %,ff‘) (16)

donde u = cos 8, de lo que se deduce que P desaparece para 6§ = 0y 8 = 1 excepto cuando m = 0.

Por lo tanto, (15) desaparece para todos m, nyn’, lo que, a su vez, indica que

2w T
(M emn, Nomn) = j j M, - Nomn sin6 dode = 0, 17)
0 0

2T T
N o Momn) = f f Nyt - Mo 5in 6 d0dp = 0, (18)
0 0

En los productos de (Memn, Memn), (Momn Momn), (Nemn, Nemn) ¥ (Nomn, Nomn) cuando n #n'y

m # 0, nos topamos con una integral de la forma

f” aprdpy} e P,?’"P:[}
o \ do dé sin? 0

> sin6 do. (19)

Debido que tanto B como P:} satisfacen la relacién

d/ do m?
—<51n9—)+ n(n+1)—s_—

10 10 -~ 9] Osinf =0, (20)

podemos escribir @ = anP:l’}, donde tenemos



2

] PP sinf = 0,

sin2 @

d [ dP,{”PT’;’}
E(sm@ 70

>+[n(n+1)—

Desarrollando el primer término de (21) obtenemos

d/ dPmP™\ d [ aPm dPm
E(sm@ d9n>:E sin B dg +sin@ P} 70
m

d?P"t  dP™dP™ dapr™
L n n)+cos€Prf’l n

202 T a0 a0 a0
d2pm dP,{"dP,Z’f) dpm

= sin 6 <P,{”

+ 0P ——.
cos 6 Py —7

+sin9<Pfl’} 102 + 70 o

Reagrupando términos tenemos

dPM dP™
do do

bl
sind 402 do 402 0

aprdpy d ary d ap"
:2 : n Pm _ . n Pn,l _ . n
sinf 40 do + B Lw(sm@ a0 + P, a0 sin 6 70

De la relacion (20) observamos que

2

sinZ @

] PPl sin 6,

2
nn+1)— o PP™sin 6.
sinzg| ™ "

d dP
mi___ i n = —
Pnl [dQ(SIHH a0 )]

Sustituyendo (23) y (24) en (22) tenemos

2

d dpmpt dP™ dP}
—<sin9 nn > = 2 sin L n —
sin“ @

a6 a6 a6 a6 ° ["(" -

] PPy sin 6.

Introduciendo (25) en (21) y agrupando términos nos resulta que

d?p™ dp™ d’pm dPm
+P,{"<sin9 %+ cos@ ”)+P1’Z}<sin9—n+c050—n

)
)

70

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)



z_ngWﬂﬁ_ 1 mzzmﬁn'e— d _ewwﬁ}
sin 0 do - nn+1) snZo| 7 Sinf = 70 sin 0 )
Ademas, de (21) podemos obtener
m? d mpm
ZﬂnestQR?Pﬂf:235<ﬁn9 20”)—Fmﬂn4—DRFP$sm9.
Por lo tanto, usando (26) y (27) encontramos que
dpm™dpr’ pmpT d dpmprt
2si - 2 ) =2 1)PI'P si — | si n’ ),
51n9< 10 40 +m Y n(n+ VPP, sm9+d9 sin 10

Sustituyendo (28) en (19) tenemos

1 ™
2,

gue se puede separar en las dos integrales siguientes

. d (. _apmpm
2n(n+ 1)P"P) sin 6 + 0 <sm ] T *1|de,

T
nn+1) f PP sin 6 d6,
0

1f”d AR
2), ae\°*™" " ap '

De las relaciones de ortogonalidad para las B;"* (Anexo A),

2 (m+m)!
n"non 1 (n—m)!

1
| Praorpaode =
-1

donde u = cos 0y 8,1, la delta de Kronecker es la unidad sin = n' y cero en caso contrario.
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(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

Por lo tanto,
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i
—n(n + 1)[ PP sinfdf = 0, (33)
0
paran # n'. La integral (31) resulta

T

= 0. (34)

1("d PP dPmP™:
Efo —(sine 29”>d9=sin9 Zw"

Por lo tanto,

™ (AP dPyt PP}
fo ( TR S’i‘nz’;>sin9d9 = 0. (35)

La expresion (35) demuestra las relaciones de ortogonalidad restantes

2w T 2T T
f j Mopmn Mg sSinf dode = f f Mypmn M, sin@ déde = 0,
0 0 0 0

2T T 2T T
f f Nopn * N gy Sin 6 d0dep = f f Nomn * Nomp' sin@ déde = 0,
0 0 0 0

cuandon #n'ym # 0. Cuandom = 0, Ny, Y My, desaparecen; la ortogonalidad de Moy, ¥ Nemn

cuando m = 0 también se deduce de (35).

La ortogonalidad de todos los armdnicos esféricos vectoriales, que se establecié anteriormente, implica

que los coeficientes en la expansion (3) son de la forma

B ST [ E; + My sin 6 d8d¢
emn fozn: f0n|Memn|2 sino d@dd) )

(36)

ST [T Ei * My sin 6 d6de
fozn Jo 1M 3| sin 6 dOd '

(37)

omn
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2T [T E; * Ny sin 6 d6d¢
fozn Jy IN ey |? sin 6 dOd¢p '

(38)

emn

fozn fon E;-N,py,sin6dode

= : (39)
I3 I3 INoml? sin 6 dod¢p

omn

De (2) y las expresiones correspondientes para Mo, Y Nymn junto con las relaciones de ortogonalidad

entre senos y cosenos podemos ver facilmente que

2w T
f j E;-M,,,sin8d0d¢ =0,
0 0

2T T
f f E;-N,nnsin6 dfdg = 0.
0 0

Por lo tanto, Ben = Aomn = 0 para todos m y n. Ademads, los coeficientes Bymn, Aemn restantes
desaparecen a menos que m = 1 por la misma razén. El campo incidente es finito en el origen, lo que
requiere que j, (kr) sea la funcidn de Bessel esférica apropiada en las funciones generadoras ¥,1, Y Yein
(Anexo A); se rechaza y, por su mal comportamiento en el origen. Se anexa el superindice (1) a los
armonicos esféricos vectoriales para los cuales la dependencia radial de las funciones generadoras este

especificada por j,. Por lo tanto, la expansion para E; tiene la forma

E, = 2 (Bo1nMSy, + Ae1nNY,). (40)

n=1

La integral en el denominador de B,1,, es
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2w T
f f M ,1,|% sinf dOd¢
o Jo

271' TL'dP1 dPl*
= —_— 0do 41
PRI dBRldPY
d — in6do.
+J"‘]”f0 cos® ¢ d)f <sin2 o do do )"

El resultado de las integrales de la parte azimutal es el siguiente

21 d) 1 21
f cos?pdp ==+-sin2¢| =m, (42)
0 2 4 0
21
d = ¢|3" = 2m. (43)
0
De la relacidn (26) y (34) tenemos que
ndpldpl 0do = f dPl 1 infddfé =0 (44)
NFTRFT: sin = a0 sin 8 sin =0.
De (26) y (27) obtenemos que
1(™_(PPY" dPldBRY
—j ————>—= |sin0do
2 Jy sin6 do do
. (45)
—Bfnd i edp’}P’} in6 do + n( +1)fnP1P1* ing do
_20d9 sin 10 sin n(n ; 0w Pr sin .
De (32) y (44) podemos determinar facilmente que
1 (™ (BIBY dpldp¥ 2n%(n+1)?
—f 2= ——+—- |sin6d L (46)
2 Jo sin“6 df dof 2n+1

Por lo tanto (41) resulta



2n?(n + 1)?

21
]n]nf f |M01n| sinf d0d¢ = Tjyjn o+ 1

La integral en el numerador de B,1,, €s

21
f f E;-M,,sin0dodo
o Jo

2 d
= EO]nf f (cos ¢ cos O Bl + sin? ¢ sin 6 7 ) ikreosbagdeg,

usando definicién (13) junto con la identidad trigonométrica

cos?¢ +sin?¢p =1

podemos escribir (48) de la forma

' 2w T d . e 0
onnf j {cos2 ¢ cosB Pl + (1 — cos? ¢) % (sin@ Pl) — cos 6 Pnl]} ekreosbdgde,
o Jo

Desarrollando la expresion (50) y agrupando términos semejantes tenemos

T

2T T ] d '
Eojn { [ cos*gae [ f 2 cos 6 B30 — E(sin@ﬂ%)e‘k”osede]
0 0

277.' T
+ d¢ [f — (sin@ BH)etkreosfqg — f cos  Plekr Cosede]}.
0
Sustituyendo las expresiones (42) y (43) en (51) la expresidn resulta
Td .
onnnf — (sin@ PNetkrecosfqp,
o df

De (32) tenemos
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(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)
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dP,
Pl = _d_Gn' (53)

donde los polinomios de Legendre de grado n satisfacen (20):

d dP,
0 (sin 0 d_0n> = —n(n+ 1)PB,sinb. (54)
Por lo tanto, (52) es
7-[ .
Egjporn(n + 1) f P, sin@ ekrcosfqg, (55)
0

De la generalizacion de Gegenbauer de la integral de Poisson (Watson, 1995):

i—n

i T
jn(p) == f e?cosfp sing de, (56)
0
tenemos que la integral (55) resulta

2 2w T
Egjpmn(n+ 1) l,_—njn = f f E;-M,,,sin6 dodg. (57)
o Jo

Finalmente, de los resultados (47) y (57) determinamos que los coeficientes de expansién B,;,, son de la

forma

2n+1

Boyin = i"Ey Y

(58)

Para encontrar los coeficientes de expansién A,q, seguimos un procedimiento similar. La integral en el

denominador es



2n T
f f INoin|?sin 6 d6d¢
o Yo

=]nj—:ln2(n + 1)2f
pp

0

2T

Vs
cos? ¢ d¢p f P1PY"sin6 do

™ dpl dpl

2T
(p]n) (p “Jn) f cos? ¢ dep N sin6 do

pp ae

2T 1
(P]n) 10 (p*]‘;’kl)f sin qbd(,bf Zn sin 8 d6.

pd9

Utilizando (32) y (42) podemos ver facilmente que la primera integral de (59) es

. e 27T T . %
]TL]TL 2 Zf 2 f 1pl* . ]n]n 2 2 Zn(n+1)
— 1 d PP, 6do =—— +1)'m——.
pp*n(n+ ) . cos“ ¢ qSO By sin pp*n(n )em T 1
De (44) vemos que la segunda integral de (59) es
1 d 4. ) ( )jzﬂ p Tdpldpl 0do =0
o ds P gg(PTin) | - cos®pdg | o qp Sn0d0=

Finalmente, utilizando la relacidn (21) podemos escribir la tercera integral de (59) de la forma

2m Tp 1 1*
-[ sin q,’)dq,’)J sdeG
0

21 T/d dpl 1*
:fo sinqudqu;) (E<sin9 70 >+n(n+1)P pY smB)dG

Donde, usando los resultados de (60) y (61) junto con

21

— —sin2¢ =T,
0

¢
2

2T 1
i 2 d — -
_[0 sin“ ¢ d¢ 2

se aprecia que el resultado para (62) es
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(59)

(60)

(61)

(62)

(63)



2m dpipt* .
f sin gbd(,bj [ (smB n P >+n(n+1)P,}P,} sinf|do

2n(n+1)

=nn(n+1) ot

Por lo tanto, usando (60), (61) y (64) obtenemos que

2w T
f f INo1n|? sin 6 dod¢
0 0

Zn(n ) ]n]n

=nmn(n+1) 1

La integral en el numerador de A, es

2T Vs
f f E; Ny, sin6 dode
0 0

d ~.d .
dg P g5 i)

P 2 b
=E, {n(n + 1)]—nj coszd)dd)f sin@ PLe’kT <058 sin g dg

(p]n) Uzncos (,bdd)f cos@

lkT‘ cos 6 sin® do

21
+f sin gbdqbf p— ‘k”"sgsinedé?]},
0

Usando (42) y (63) podemos simplificar (66) y obtenemos

21 s
J -[ E; N, ,sin6dodo
o Jo

7 T
=E, {n(n + 1)71%] sin @ Plercosf sin g dg
0

md (" dPy P}
0 df  sinf

Nos enfocamos en la primera integral de (67)

) gtkrcost gip g dé?}.
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(64)

(65)

(66)

(67)



Y
f sin @ PLe®"c0s0 sin g do.
0

Integrando por partes podemos ver que si

d
U=sinfP}; dU= E(sinGPr})dG,

elk?" cos @

V:W; dV:eikrcosesinOdB,

La expresion (68) segun

fUde UV—deU,

esigual a

m T

sin @ Pnleikr cos @ 1
+— e
o krljg

—ikr

T
j sin B Plekrcossing do =
0

Del desarrollo (52) — (57) podemos determinar qué (72) es

2n(n+ 1)j,i"

T
: 9P1 ikr cos 6 ; 0do =
.fo Sin n € Sin kr

La siguiente integral por resolver es

m dhy B\
f cos  —2 + —2 | gtkrecost gin g dg.
0 df  sinf

Usando la expresién (20) podemos escribir (74) de la siguiente forma

™ dpl d ([  dp} L e cos O s
f COSQE-FE sm@w +n(n+ 1)B; sinfB| e %% sin 6 d6.
0

. d
ikr cos 6 =5 (sin6 B1)do.
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(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)



De la relacion (53), (75) resulta

P i 9d2p 1) P sin g etkreoso ging g
cos d92 20 sin 152 n(n )—sm sin .
Usando (13) podemos escribir
d( QdPn>_ , 0d2P+ QdP
70 sin 10 sin@— o+ cos6—g

Si sustituimos (77) en (76), esta resulta

(" 1 . dB,\ cos6dP,
B ,[0 {_ cosd [Sln 0 do ( d_> sin @ E]
d 1 d P,\ cosOdPp,
_E{S [sm d_( ) sinew}

—nn+1) —sm 9} ikr cos 0 sin g de.

Desarrollando (78) obtenemos

_f” cos@d( gdP) cos?8dP, d{d( 6’dP) de}
~ ), singag a6) " sine a0 aalag\" ") T 3

dP, .
—nn+1) d—gnsin 9} eikrcosf gin g dg.

Sustituyendo la expresion (54) en (79) nos da

do

T cosf _ d d d
=f0 n(n+1)mPnsm9+ e %+n(n+1) (P, 51n9)+—(c050—

dP, .
—nn+1) d_BnSin 9} e'krcosb sin g dg.

Las integrales por resolver son las siguientes

deo
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(76)

(77)

(78)

(79)

(80)
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Y
n(n+1) f cos @ P, sin @ ek cos94g, (81)
0
fﬂ cos?f— il elkrcosfgg (82)
0 a6 ©
n(n+1) f — (P, sin 8)e" <050 sin g o, (83)
fﬂi(cosed—P> ekrcosf gin g de, (84)
o do do
-n(n+1) j —sm 6 e'krcosb sin g dg. (85)

Utilizando (49), la integral (82) se vuelve

fncos 0 — dhy gikreost g — f i gikrecos®gg fnsmé? dby etkrcost gin g do (86)
; a6 a0 . a ¢ '

Si aplicamos (13) en la integral (83) encontramos que

nn+1) f — (P, sin@)e* <058 sin g dp
7-[ .
=nn+1) f P, cos 0 ekr<0s9 sin g do (87)

APy ikrcoso
+n(n+1)f sin @ — d@ ek %5 sin 6 do.

Si aplicamos (13) a la integral (84) vemos que

Jn d (cos 6 di) ikrcos @ gin 9 dg
o do do

” d?p, T dp, .
= f cos 0 —— It pikrcos ging do — f sin @ — ekrcos® gin g dg,
0 do 0 do

(88)

Sustituyendo (77) en (88) obtenemos
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"d dPn ikr cos @
fo a0 (cos 0 %> e dg

T d dP, T dp, .
= f coseﬁ(smeﬁ)e‘krcosede f cos? Qd—ene‘k”osgdH (89)
0

T b, . 0
- f sin@ — e™ " %S 5in 0 dg.
0 d9

Utilizando (49) y (54) en (89) obtenemos que

Td dPn ikr cos 6
fo d9<c059d9>e de
. (90)

i : dp, |
=-n(n+ 1)f cos O P, sin@ ekrcosfqg — f d—;elkrcosedg_
0 0

Sustituyendo (86), (87) y (90) en (80) obtenemos que

” dP1 P1 ,
f (cos 60—+ ) etkrcost gin g do
0 do  sin@

. D)

m . dp,
=nn+ 1)] cosHPnsinHe‘k”"SBdH—f sinf — 10 eikrcosf gin g dg.
0 0

Si multiplicamos la expresion (56) por p y después derivamos la expresion resultante con respecto de p

obtenemos

2i"1d " 0
p[ (0jn) — ]n] fcos@P ek oS sin 6 do. 92)

Por lo tanto, de (92) podemos apreciar que la primera integral de (91) resulta

2i"n(n+ 1)
ip

T
nn+1) f cos @ P, sin @ e’k cosfqp = [— (pjn) — ]n] (93)
0

Integrando por partes la segunda integral de (91), donde
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U = si edP”- dU = d ( edP”)de
BRAPTE BPTARIPT ) A
1 ik 0 ik 0 o
V=——gKrcost. gy = gXI'c0St 5in 9 do,

ikr

tenemos que

” dP, .
f sin — el 050 gin g do
o do

- (94)
=—isin9%ei”°°sg +ifni<sin9%>eipc°sed9
ip deo o pJy db do '
Usando el desarrollo de (52) — (57) en (94) obtenemos
T dP, . 2n(n + 1)i"
fo sined—;ewcose sinf do = (i—p)jn. (95)
Finalmente, de (93) y (95) podemos ver que
™ dpl Bl . 2i"n(n+1) d
0 ——+——|e?0singdd = ———=—(pj,). 96
-[0 (cos 70 + sno )¢ sin ip p (Pjn) (96)
Por lo tanto, usando (73) y (96), encontramos que (67) es igual a
m rm 2mn(n + 1)i" 2 171d 2
f f E; N, sin6 dod¢ = EO¥{n(n + 1)Ji2 +— [— (pjn)] } 97)
o Jo L p?  p*ldp

Usando los resultados obtenidos en (65) y (97) podemos determinar que, segun (38), los coeficientes de

expansién son

(98)

La expansion deseada de una onda plana en armadnicos esféricos es, segun (58) y (98),
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- 2n+1
_ E : ® (1)
E;, =E, in —n(n D (Mo1n — lNeln) 99)

n=1
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Anexo C: Eficiencias de extincion, absorcion y dispersion de una particula

esférica

A continuacién, se muestran los resultados obtenidos para las Eficiencias de extincién, dispersién y
absorcién de una particula esférica para distintos radios y composicién iluminadas por una onda plana
polarizada en x. Todos los resultados siguientes se obtuvieron utilizando la teoria de Mie y un modelo en

COMSOL Multiphysics.



Caso 1: Particula esférica de oro con radio de 10 nm:
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Figura 40. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincidn, b) dispersién y c)
absorcién. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de oro con forma esférica de 10 nm de radio en aire.



Caso 2: Particula esférica de oro con radio de 25 nm:
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Figura 41. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersién y c)
absorcidén. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de oro con forma esférica de 25nm de radio en aire.



Caso 3: Particula esférica de oro con radio de 50 nm:
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Figura 42. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersion y c)
absorcidén. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de oro con forma esférica de 50nm de radio en aire.



Caso 4: Particula esférica de oro con radio de 100 nm:
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Figura 43. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersién y c)
absorcién. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de oro con forma esférica de 100nm de radio en aire.
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Caso 5: Particula esférica de oro con radio de 250 nm:

a) Seccién transversal de extincién L
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Figura 44. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersién y c)
absorcidén. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de oro con forma esférica de 250nm de radio en aire.
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Caso 6: Particula esférica de plata con radio de 10 nm:

a) Seccién transversal de extincién L
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Figura 45. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersién y c)
absorcidén. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de plata con forma esférica de 10nm de radio en aire.
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Caso 7: Particula esférica de plata con radio de 25 nm:

a) Seccién transversal de extincién L
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Figura 46. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersién y c)
absorcidén. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de plata con forma esférica de 25nm de radio en aire.
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Caso 8: Particula esférica de oro con radio de 50 nm:

a) Seccién transversal de extincién L
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Figura 47. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersién y c)
absorcidén. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de plata con forma esférica de 50nm de radio en aire.



Caso 9: Particula esférica de plata con radio de 100 nm:
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Figura 48. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersién y c)
absorcidén. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de plata con forma esférica de 100nm de radio en

aire.



Caso 10: Particula esférica de plata con radio de 250 nm:
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Figura 49. Graficas mostrando la eficiencia para las secciones transversales de a) Extincion, b) dispersién y c)
absorcidén. Todas las curvas en el lado izquierdo de la figura fueron obtenidas usando la teoria de Mie y las del
lado derecho usando COMSOL para el caso de una particula de plata con forma esférica de 250nm de radio en

aire.
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